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内容简介

本书是研究生课程"量子场论"的教材，内容涵盖相对论性波动方程、正

则量子化、微扰论与费曼规则、量子电动力学、路径积分方法、重整化、整体

与局域对称性、对称性白发破缺与 Higgs 机制、电弱统一理论，以及量子色动

力学等内容.本书的主要特点是给出了详尽的推导过程，方便读者阅读和学习，

所用材料主要基于作者多年来在美国、中国授课的讲义，并加以扩充，而且一
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前 言

电弱和强相互作用理论标准模型的构造在 20 世纪 70 年代就取得了巨大的成

功, 现如今它已经成为一套基本原理, 而除此之外的新物理则被称为“超出标准模

型的物理”(the beyond standard model physics). 标准模型的理论是基于规范对称

性的原理建立的 —— 强相互作用、弱相互作用和电磁相互作用都是在量子场论的

框架下建立起来的规范相互作用. 对于任何一个对现代高能物理感兴趣的人来说,

规范场论知识的重要性是不言而喻的.

本书的内容包括场论和规范理论的基本原理以及它们在粒子物理中的应用,主

要目标是给学生和研究人员提供一个对上述内容的实用的介绍. 在讲述的过程中

专注于最终有用的结果, 尽可能地省略了复杂的数学证明, 而代之以启发式的讨论

和具体的例证, 并且包括了大部分参考资料中省略掉的中间步骤.

作者在卡内基梅隆大学、新竹清华大学和北京的清华大学等学校教授研究生

场论课程已有 30 多年. 本书是基于作者的讲稿整理而成的, 其中也参考了很多来

自学生的反馈和建议. 此外, 书中的内容也被加以扩展以满足想要自学本科目的同

学的需要. 阅读本书的预备知识是一年期的量子力学课程.

本书内容分为三个部分. 第一部分是场论的基本知识, 其中第 1、2 章回顾了

狭义相对论的内容, 讨论张量分析和相对论性波动方程；第 3∼5 章讨论的是正则

量子化、微扰论的内容以及 QED的应用；第 6和 7章分别是路径积分量子化的方

法和重整化理论.第二部分是有关对称性的讨论,第 8、9章分别是整体与局域对称

性以及对称性自发破缺的内容.第三部分是描述标准模型的内容,第 10、11章分别

建立了电弱相互作用理论和强相互作用的 QCD理论.书中包含的内容可以在两学

期的量子场论课程从容地讲完.

尽管关于量子场论已经有不少优秀的英文教材, 但是中文的场论教材却不多

见. 作者希望这一中文版的场论教材可以作为现有教材的一个补充. 本书第一部分

的内容翻译自 2013 年秋季作者在北京清华大学教授的场论课程的讲稿. 第二部分

和第三部分翻译自作者在各地 (包括美国、中国大陆和中国台湾) 讲授标准模型及

其应用时所使用的讲稿. 翻译工作由古杰、张洋、万林焱三位同学完成. 他们三

位都选修了作者 2013 年秋季在北京清华大学的场论课程. 其中古杰仔细检查了前

几章的翻译初稿, 并提出了许多修改意见. 万林焱同学除承担许多章节的翻译工作

之外,还提供了很多编排稿件的技术性建议.张洋完成了对翻译稿最后的修改工作,

并将稿子组织成最终的格式. 正是由于这三位同学所做的工作, 本书的出版成为可



· ii · 前 言

能, 在此谨向他们表示感谢.

本书最后列出的参考文献和参考书目是作者所熟悉的资料中经常被引用到的,

但它并不是一个全面的列表. 在此对没有被充分提及的同行表示歉意. 作者希望

这个列表已经提供了充足的材料, 可以让感兴趣的读者由此出发继续寻找其他的

文献.

本书是作者多年到各处访问的过程中完成的. 在此要感谢北京清华大学的邝

宇平院士、王青教授和阮东教授, 中国科学院理论物理研究所的吴岳良院士、张肇

西院士和庄辞博士, 华中科技大学的龚云贵教授, 重庆邮电大学的张益教授, 新竹

清华大学的耿朝强教授, 感谢他们对作者的热情招待. 此外, 还要感谢中国科学院

科学出版基金的资助, 以及科学出版社钱俊编辑给予的许多帮助和建议.

李灵峰

2015 年于北京
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第1章 绪 论

1.1 绪 论

尽管非相对论性量子力学可以对其适用的领域的问题进行合理的解释,但对粒

子能量极高并伴随着粒子产生和湮没的相对论系统却无能为力. 本节先从量子力

学基本原理的角度说明它的不足, 然后对狭义相对论进行一个回顾, 因为对于能量

极高且速度接近光速的粒子来说, 狭义相对论是一个必要的理论框架.

当我们学习经典或非相对论系统时, 拉氏量形式都是一个合适的框架. 另外,

它在对系统对称性的讨论中尤其方便,因此本章还将回顾从质点力学到场论的最小

作用量原理以及拉氏量形式. 作为后面章节的铺垫, 还将讨论 Lagrange 场论中的

对称性与守恒律.

1.1.1 量子场论的必要性

我们已经学过非相对论性量子力学,它可以很好地解决原子甚至亚原子尺度的

涉及微观粒子的一些物理问题.那么为什么我们需要一个相对论性的场论呢？一方

面, 我们所研究的高能物理领域, 很多粒子速度极高, 相对论的引入就很必要了; 另

一方面, 该领域的物理现象通常伴随着粒子的产生和湮没, 非相对论量子力学是无

能为力的, 而量子场论的引入则可以描述粒子数变化的过程, 这将在后面的章节中

讨论. 下面我们先来讨论非相对论量子力学在这一点的局限性.

在非相对论量子力学中, Schrödinger方程包含了粒子数守恒,这从下面的推导

中可以看出. Schrödinger 方程给出

Hψ = i~
∂ψ

∂t
⇒

∫
d3x(ψ†Hψ) = i~

∫
d3x

(
ψ†

∂ψ

∂t

)
(1-1)

利用哈密顿量的厄米性 (Hermitian), 取复共轭得到

ψ†H = −i~
∂ψ†

∂t
⇒

∫
d3x(ψ†Hψ) = −i~

∫
d3x

(
∂ψ†

∂t
ψ

)
(1-2)

两式相减得
d
dt

∫
d3xψ†ψ = 0 (1-3)
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因此

∫
d3x(ψ†ψ)是不随时间变化的. 换句话说, 粒子数守恒, 没有粒子产生或湮没.

但同时, 利用正则对易关系

[x, p] = i~ (1-4)

可以得到 Heisenberg 不确定关系

∆x∆p > ~
2

(1-5)

相对论将动量和能量用质能关系联系起来, 即

p2c2 + m2c4 = E2 (1-6)

因此能量的不确定度为

∆E =
p∆p

E
c2 > p~c2

E∆x
=⇒ ∆x > pc

E

(
~c
∆E

)
(1-7)

为了避免新粒子的产生, 我们要求 ∆E 6 mc2. 于是得到了坐标不确定度 ∆x 的下

限

∆x > pc

E

~
mc

=
v

c

~
mc

(1-8)

下面分两种情况讨论.

(a) 非相对论粒子. 速度远小于光速 c, 即

v

c
¿ 1 (1-9)

所以 ∆x并无太大限制.波函数的概率诠释说明 |ψ(x)|2 是在点 x附近 d3x的体积

内观察到粒子的概率密度. 换句话说, 粒子可以局限在任意小的一个空间范围内.

(b) 相对论粒子. 在这种情况下, 有

v

c
≈ 1 (1-10)

因此

∆x > ~
mc

(1-11)

也就是说, 粒子不能居于一个比 Compton 波长
~

mc
小的空间尺度内. 反过来说, 在

比 Compton 波长小的空间尺度内, 将不可避免地产生新的粒子.

标量场和旋量场的非相对论性波动方程是 Klein-Gordon 方程和 Dirac 方程.

下面两章将会详细讨论 Klein-Gordon 方程和 Dirac 方程作为单粒子波动方程所产

生的困难, 包括负几率和负能量问题, 及对应场量子化是如何解决这些困难的. 此

处以 Klein 佯谬为例说明这个问题.
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Klein 佯谬

Klein-Gordon 方程为
(

∂2

∂t2
−∇2 + m2

)
ψ (x, t) = 0 (1-12)

其中, m 为质量. 它是最简单的相对论性波动方程. 考虑一个阶跃势垒 V0 > 0(图 1-1),

波函数的解为

ψL(x, t) = e−iEt−ip1x + R e−iEt+ip1x

ψR (x, t) = T e−iEt−ip2x
(1-13)

其中

p1 =
√

E2 −m2, p2 =
√

(E − V0)
2 −m2 (1-14)

图 1-1 阶跃势垒

波函数在边界 x = 0 处的连续性条件

ψL(t, 0) = ψR(t, 0) 和 ∂xψL(t, 0) = ∂xψR(t, 0) (1-15)

给出

1 + R = T, (1−R) p1 = Tp2 (1-16)

由上式可求得 R 和 T 分别为

T =
2p1

p1 + p2
, R =

p1 − p2

p1 + p2
(1-17)

在非相对论情形中, 如果 E > V0 + m, 则 p1 与 p2 均为实数, 既有透射也有反

射;如果 E < V0 +m,则 p2 为虚数,只有反射波存在,透射波在 Compton波长内指

数衰减. 然而在相对论情形中, 当势垒增加至 V0 > 2m 且能量在 m < V0 − E 范围
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内时, p1 和 p2 均为实数, 部分透射, 部分反射. 这是一个奇怪的结果, 因为当 V0 很

大时, 它应该不让粒子透射过去, 而结果却是在 x > 0 的地方发现有粒子传播. 这

个结果称为 Klein 佯谬. 这只能由在阶跃势垒处产生了新粒子来解释.

1.1.2 自然单位制

高能物理中为方便起见通常取自然单位制, 即

~ = c = 1 (1-18)

在国际单位制中
~ = 1.055× 10−34J · s (1-19)

因此, 在自然单位制中 ~ = 1 就意味着能量的量纲为 [时间]−1. 同样地, 光速

c = 2.99× 108m/s (1-20)

所以 c = 1 意味着时间和长度有着相同的量纲. 在计算的最终结果中, 通常需采用

国际单位制, 所以需要将 ~ 和 c 的数值代回. 需要注意, 在不同的场合下同一物理

量可能有不同的意义. 比如, 质量就可能有如下几种情况:

(a) [长度]−1

me =
1
~

mec

=
1

3.86× 10−11cm
(1-21)

(b) [时间]−1

me =
1
~

mec2

=
1

1.29× 10−21 s
(1-22)

(c) 能量

me = mec
2 = 0.511 MeV (1-23)

(d) 动量

me = mec = 0.511MeV/c (1-24)

另外, 高能物理中常用 eV 和 cm 作为能量和长度的单位, 因此下面的转换关

系非常有用

~ = 6.58× 10−22MeV · s, ~c = 1.973× 10−11MeV · cm (1-25)

例 1-1 (a) Thomson 散射截面.

σ=
8πα2

3m2
e

=
8πα2(~c)2

3m2
ec

4
=

(
1

137

)2

×(1.973× 10−11MeV · cm)2

(0.5MeV)2
× 8π

3
' 6.95×10−25cm2

(1-26)
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在这个例子中,我们知道散射截面的量纲应为 [长度]2,而这个公式中唯一出现的有

量纲的物理量为 me, 所以此处实际上是上文对质量 me 讨论的情况 (a), 即 me 为

[长度]−1 的情况. 因此, 需要利用因子 ~c将量纲转换为我们需要的面积的量纲. 首

先在自然单位制中计算

σ =
8πα2

3m2
e

=
8× 3.14

3× (0.5MeV)2
×

(
1

137

)2

= 1.78× 10−3 (MeV)−2 (1-27)

然后乘以因子
(
~c = 1.973× 10−11MeV · cm)2

将面积单位转换为 cm2, 即

σ = 1.78× 10−3 (MeV)−2 × (
1.973× 10−11MeV · cm)2

= 6.95× 10−25cm2 (1-28)

(b) W 玻色子的衰变率.

标准模型中反应 W− → eν 的衰变率为

Γ (W− → eν) =
GF√

2
M3

W

6π
(1-29)

其中, MW = 80.4GeV/c2 是 W 玻色子的质量; GF = 1.166× 10−5GeV−2 是弱作用

耦合常数. 首先在自然单位制中计算

Γ (W− → eν) =
GF√

2
M3

W

6π
=

(
1.166× 10−5GeV−2

)× (80.4GeV)3√
2× 6π

= 0.227GeV

(1-30)

然后除以因子 ~ 得到正确的单位

Γ (W− → eν) =
0.228GeV

6.58× 10−22MeV · s = 3.5× 1023s−1 (1-31)

(c) 中微子截面.

对一个准弹性中微子散射 νµ + e → µ+ νe, 低能的截面为

σ = 2G2
FmeE (1-32)

其中, E 为中微子的能量. 我们来计算 E = 10GeV 的情况. 首先在自然单位制中

计算

σ = 2× (
1.166× 10−5GeV−2

)2 × 0.5MeV × 10GeV = 1.34× 10−12GeV−2 (1-33)

现在利用转换因子 ~c = 1.973× 10−11MeV · cm 得到面积的量纲

σ = 1.34× 10−12GeV−2 × (
1.973× 10−11MeV · cm)2

= 5.2× 10−40cm2 (1-34)
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顺便提一句, 这是一个很小的反应截面, 说明中微子几乎不与有很多电子的物质发

生作用, 所以它可以传播很远而不受其他物质的影响; 而且在低能的情况下, 截面

随能量增加而增大.

(d) 将牛顿万有引力常数

GN = 6.67× 10−11m3 · kg−1 · s−2 (1-35)

转换到 Planck 能标, 则有

GN = 6.67× 10−11

(
m2 · kg

s2

)
m
kg2 = 6.67× 10−11J ·m · kg−2 (1-36)

利用

~c = 3.16× 10−26J ·m (1-37)

可以得到

~c
GN

= 3.16× 10−26J ·m× 1
6.67× 10−11J ·mkg2 = 4.73× 10−16kg2 (1-38)

所以 √
~c
GN

= 2.176× 10−8kg (1-39)

又因为

1kg · c2 =1kg× (3× 108m/s)2 =9× 1016 m2 · kg
s2

=9× 1016J, 即 1kg=9× 1016J/c2

(1-40)

所以 √
~c
GN

= 1.96× 109J/c2 (1-41)

利用转换因子

1GeV = 1.6× 10−10J =⇒ 1J =
1

1.6
× 1010GeV (1-42)

最终得到

mp ≡
√
~c
GN

=
1.96× 109

1.6
× 1010GeV = 1.225× 1019GeV/c2 (1-43)

这就是我们通常所说的与引力相关的 Planck能标,约为 1019GeV,这几乎是高

能领域里最高的能标. 它的另一种表达方式为

GN = 6.07× 10−39(~c)(GeV/c2)−2 (1-44)
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1.2 狭义相对论回顾

狭义相对论是描述相对论系统最重要的工具. 它的两条基本原理是:

(a) 光速的大小在任何惯性系中相同.

(b) 物理定律在任何惯性系中有相同的形式.

这里, 惯性系指的是: 在这个参考系中, 质点在不受外力时保持静止状态或做匀速

直线运动.

1.2.1 Lorentz 变换

联系两个惯性系的坐标变换称为 Lorentz 变换 (Lorentz transformation).

用 Lorentz变换可以探讨物理量是如何随惯性坐标系而变化的. 在这里我们只回顾

Lorentz 变换最重要的性质.

假设坐标系 O′ 沿坐标系 O 的 x 方向以速度 v 匀速运动. Lorentz 变换的形式

为

x′ =
x− vt√
1− v2

, y′ = y, z′ = z, t′ =
t− vx√
1− v2

(1-45)

或

x′ = γ (x− vt) , y′ = y, z′ = z, t′ = γ (t− vx) , 其中 γ =
1√

1− v2
(1-46)

它使得

t2 − x2 − y2 − z2 = t′2 − x′2 − y′2 − z′2 (1-47)

即组合

τ2 = t2 − r2 (1-48)

在 Lorentz 变换下保持不变, 我们称 τ 为固有时 (proper time). 这个关系保证了光

速在任何惯性系中都是相等的. 这可以由下面的推导看出.假设 r1(t1)和 r2(t2)是

一个自由粒子轨迹上的两点, 分别处于时间 t1, t2. 因此粒子速率为

|v| = 1
|t2 − t1|

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 (1-49)

如果速度为光速, 即 |v| = 1, 那么有

(t1 − t2)2 = |r1 − r2|2 (1-50)

由于上式是 Lorentz 不变的, 所以光速在各惯性系中相等. 另外, 对于无穷小间隔,

还可以定义无穷小固有时

(dτ)2 = (dt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 (1-51)
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结合时间和空间坐标可以得到 Minkowski 时空 (Minkowski spacetime, 也称闵氏时

空)

xµ = (t, x, y, z) = (x0, x1, x2, x3) (1-52)

xµ 称为四矢量 (4−vector). 定义 Lorentz 不变的积为

x2 = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 (1-53)

引入度规 gµν , 将上式写成

x2 = xµxνgµν (1-54)

其中

gµν =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




(1-55)

以后我们都默认使用 Einstein 求和规则: 在未明确指出的情况下, 重复指标表示求

和. 需注意在 Lorentz 不变量式 (1-54) 中, 同一指标的上标和下标成对. 为了方便

起见, 定义另一个四矢量

xµ = gµνxν = (t,−x1,−x2,−x3) = (t,−r) (1-56)

因此

x2 = xµxµ (1-57)

对无穷小间隔有

(dx)2 = (dx)µ(dx)µ = (dx0)2 − (dx)2 (1-58)

将 Lorentz 变换写成

xµ −→ x′µ = Λµ
νxν (1-59)

则 x 方向的 Lorentz 变换为

Λµ
ν =




1√
1− β2

−β√
1− β2

0 0

−β√
1− β2

1√
1− β2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




(1-60)

引入广义 Lorentz 变换, 它定义为保持 x2 = xµxµ 不变的线性变换. 由

x′2 = x′µx′νgµν = Λµ
αΛν

β gµνxαxβ (1-61)
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可知, 若要求 x2 = x′2, 则有

Λµ
αΛν

β gµν = gαβ (1-62)

这称为赝正交关系.

另一种对 Lorentz 变换式 (1-45) 参数化的方式为

x′ = (cosh ω )x− (sinhω ) t, y′ = y, z′ = z, t′ = (cosh ω) t− (sinhω) x

(1-63)

其中

tanhω = β (1-64)

这称为 Lorentz 变换的双曲形式 (hyperbolic form). Lorentz 变换可以看成闵氏时

空中的双曲转动, ω 为双曲转角, 通常称为快度 (rapidity). 或采用矩阵形式



t′

x′

y′

z′




= Lx (ω)




t

x

y

z




(1-65)

其中

Lx (ω) =




cosh ω − sinhω 0 0

− sinhω cosh ω 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




= exp




−ω




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0








(1-66)

因此, 同一方向的快度可以相加, 即

Lx (ω1) Lx (ω2) = Lx (ω1 + ω2) (1-67)

类比于绕同一轴的旋转角度可以简单相加.

将四矢量 Aµ 定义为类似于坐标按下式变换的量

Aµ −→ A′µ = Λµ
αAa (1-68)

为了描述 Lorentz 不变量, 引入两个四矢量 Aµ 和 Bν 间的内积

A ·B ≡ AµBνgµν = AµBµ = A0B0 −A ·B (1-69)

显然这样定义的内积是 Lorentz 不变的

A′ ·B′ ≡ A′µB′νgµν = AαBβΛµ
αΛν

β gµν = AαBβgαβ = A ·B (1-70)
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闵氏时空中四矢量自身的内积为

x2 = x · x, (dx)2 = dx · dx (1-71)

它非常类似于三维欧式空间中的标量积, 但它不是正定的, 因为度规的对角元有正

有负. 可以将其分为三类 



A2 > 0, 类时

A2 < 0, 类空

A2 = 0, 类光

(1-72)

在 Lorentz 变换下这三类不同的物理量不能通过坐标变换从一类变成另一类.

1.2.2 能量和动量

我们希望将能量和动量等物理量在闵氏时空中表达出来. 从无穷小四矢量坐

标出发

dxµ = (dx0,dx1,dx2,dx3) (1-73)

因为固有时

(dτ)2 = dxµdxµ = (dx0)2 − (dx)2 = (dt)2 −
(

dx

dt

)2

(dt)2 = (1− v2)(dt)2 (1-74)

是 Lorentz 不变的, 可以通过二者之比得到四速度

uµ =
dxµ

dτ
=

(
dx0

dτ
,
dx

dτ

)
(1-75)

它也是闵氏时空中的四矢量. 容易看出其分量需要满足限制条件

uµuµ =
dxµ

dτ

dxµ

dτ
= 1 (1-76)

我们看到它的空间分量为

u =
dx

dτ
=

dx

dt

dt

dτ
= v

dt

dτ
=

1√
1− v2

v (1-77)

对 v ¿ 1 的情况, 它就是通常的速度

u ≈ v (1-78)

也就是说, uµ就是通常的速度矢量在闵氏时空中的推广. 由四速度可以得到四动量

pµ = muµ =
(

m√
1− v2

,
mv√
1− v2

)
(1-79)
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当 v ¿ 1 时,

p0 =
m√

1− v2
= m

(
1 +

1
2
v2 + · · ·

)
= m +

m

2
v2 + · · · (1-80)

就是总能, 而

p = mv
1√

1− v2
= mv + · · · (1-81)

就是通常的动量. 因此能量和动量可以组成一个四矢量

pµ = (E, p) (1-82)

它满足

p2 = E2 − p2 =
m2

1− v2
(1− v2) = m2 (1-83)

这就是相对论性的能量和动量关系. 换句话说, 一个粒子的四动量 pµ 满足关系

p2 = m2. 两个粒子的情况就复杂很多, 因为

(p1 + p2)
2 = p2

1 + p2
2 + 2p1 · p2 = m2

1 + m2
2 + 2E1E2 − 2p1 · p2 (1-84)

因此总的四动量的平方可以有很多值, 取决于 p1 和 p2 的夹角.

Mandelstam 参数

在下面这样的散射过程中

a(p1) + b(p2) −→ c(p3) + d(p4), 其中p1 + p2 = p3 + p4 (1-85)

采用 Lorentz 不变的 Mandelstam 参数非常方便, 它定义为

s = (p1 + p2)2, t = (p1 − p2)2, u = (p1 − p4)2 (1-86)

这些参数的一个优点在于它们与坐标系无关.例如,在 b粒子静止的实验室系中,有

s = (p1 + p2)2 = p2
1 + p2

2 + 2p1 · p2 = m2
1 + m2

2 + 2E1m2 (1-87)

而在质心系中则有

p3 + p4 = 0 =⇒ s = (E3 + E4)
2 (1-88)

所以由末态能量可得, 参数 s 至少为

s = (m3 + m4)
2 (1-89)
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这样就可以利用初、末态能量来计算实验室系中生成末态 c + d 的最低能量为

E1 =
1

2m2

[
(m3 + m4)

2 −m2
1 −m2

2

]
(1-90)

比如, 反应 π+ + p −→ k+ + Σ+ 的阈能为

E1 =
1

2mp

[
(mk + mΣ)2 −m2

π −m2
p

]

=
1

2× 938

[
(494 + 1189)2 − 139.62 − 9382

]

= 1030 MeV

(1-91)

1.2.3 张量分析

由广义相对论的第二个原则:物理定律在所有惯性系中有相同的形式,这意味

着需要将物理定律在闵氏时空中用张量表达. 本节对闵氏时空中的张量分析作一

个简单的介绍. 张量基本上有着和矢量积一样的变换性质. 在闵氏时空中, 有两

种有着不同变换性质的矢量

x′µ = Λµ
νxν , x′µ = Λν

µxν (1-92)

可以将这些矢量并积组成 3 种不同的 2 阶张量, 这些张量的变换性质如下:

T ′µν = Λµ
αΛν

βTαβ , T ′µν = Λα
µΛβ

νTαβ , T ′µν = Λµ
αΛβ

νTα
β (1-93)

由此类推最一般的张量有着如下的变换性质:

T ′µ1···µn
ν1···νm

= Λµ1
α1
· · ·Λµn

αn
Λβ1

ν1
· · ·Λβm

νm
Tα1···αn

β1···βm
(1-94)

注意: 张量分量的变换是线性齐次的.

张量运算

容易证明下面的运算保持张量的变换性质:

(a) 乘常数, (cT ) 与 T 变换性质相同.

(b) 同阶张量相加.

比如, Aµ 和 Bν 都是四动量,

A′µ = Λµ
αAα, B′µ = Λµ

αBα (1-95)

那么

A′µ + B′µ = Λµ
α(Aα + Bα) (1-96)
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所以 Aα + Bα 也是一个四动量. 数学上可以将任意坐标四矢量 xµ 与动量四矢量

pµ 相加得到另一个四矢量 xµ + pµ, 但它并不是一个有意义的物理量, 因为它们的

量纲并不相同.

(c) 张量并积.

比如, 2 阶张量 A 与 3 阶张量 B 并在一起得到一个 5 阶张量 AB. 因为一个

张量像许多矢量一样并在一起变换, 所以张量并积也像许多矢量并在一起变换.

(d) 张量缩并 (contraction): 分量成对的上下标求和.

比如, Tµα
µ 是一个 1 阶张量 (矢量), 它是 3 阶张量 Tµα

ν 的一个缩并. 这可以

由赝正交关系 (1-62) 得到. 证明如下:

T ′µα
ν = Λµ

ρΛσ
νΛα

βT ρβ
σ (1-97)

因此

T ′ανα = T ′µα
ν gµα = gµαΛµ

ρΛσ
νΛα

βT ρβ
σ = Λσ

ν

(
gρβT ρβ

σ

)
= Λσ

νT β
σβ (1-98)

一次缩并总是降两阶. 矢量 A 与 B 的内积就是它们并积得到的 2 阶张量 AB 缩

并的结果.

(e) 对称化和反对称化.

设 Tµν 是一个 2 阶张量, 有

T ′µν = Λµ
αΛν

βTαβ (1-99)

交换其指标得

T ′νµ = Λν
αΛµ

βTαβ = Λν
βΛµ

αT βα (1-100)

二式相加得

T ′µν + T ′νµ = Λµ
αΛν

β

(
Tαβ + T βα

)
(1-101)

也就是说, 对称的组合得到对称的张量. 同样地, 如果相减, 则可以得到反对称张

量的变换.

(f) 度规 gµν 和置换符号 εαβγδ 分别有如下性质:

Λµ
αΛν

β gµν = gαβ , εαβγδ det (Λ) = Λα
µΛβ

νΛγ
ρΛδ

σεµνρσ (1-102)

这表示, 如果 det (Λ) = 1, 则 gµν 和 εαβγδ 可看成张量一样变换, 尽管它们并不随

惯性系变化.

闵氏时空中的张量最重要的性质是, 如果在某一个惯性系中它们的每一个分

量均为 0, 那么在所有其他惯性系中也为 0. 这来自于式 (1-94) 的线性齐次性. 由
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这个性质我们可以看到,如果把物理定律在闵氏时空中用张量表示,那么它们将在

所有惯性系中取相同的形式. 比如, 如果在一个惯性系中有下列关系

fµ = maµ (1-103)

那么可以定义一个新的张量

tµ = fµ −maµ (1-104)

则 tµ 的所有分量在这个惯性系中均为 0, 因此它的所有分量在其他惯性系中也将

为 0:

t′µ = fµ′ −ma′µ = 0 (1-105)

也就是

fµ′ = ma′µ (1-106)

即该物理定律在所有惯性系中取相同的形式, 符合相对论的要求.

我们可以利用张量的性质构造 Lorentz不变量. 容易看出 Lorentz不变的组合

来自于缩并所有的 Lorentz 指标. 例如, 下面的各种组合都是 Lorentz 不变的:

xµpµ, pµ
1p2µ, MµνMµν , JµJµ, 其中 Jµ = εµναβP νMαβ , · · · (1-107)

构造 Lorentz 不变量在相对论系统中非常有用. 我们举一个例子来说明.

例 1-2 考虑衰变过程 A → B + C. 能量和动量守恒给出

pµ
A = pµ

B + pµ
C (1-108)

方便起见我们采用粒子 A 静止的坐标系. 为了计算粒子 B 的能量, 考虑下面的组

合

(pA − pB)2 = p2
C = m2

C (1-109)

或

m2
A + m2

B − 2mAEB = m2
C (1-110)

因此粒子 B 的能量为

EB =
1

2mA

(
m2

A + m2
B −m2

C

)
(1-111)
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闵氏时空中的物理定律

从张量分析可知,如果把物理定律用闵氏时空中的张量表示,那么所有惯性系

中的物理定律有相同的关系.我们用Maxwell方程组作为例子来进行说明. Maxwell

方程组可写成

∇ ·E =
ρ

ε0
, ∇ ·B = 0 (1-112)

∇×E +
∂B

∂t
= 0,

1
µ0

∇×B = ε0
∂E

∂t
+ J (1-113)

我们希望将物理量 E,B,J 和 ρ 写成闵氏时空中的张量. 从高斯定律和安培定律

可得

∇ · ∂E

∂t
=

1
ε0

∂ρ

∂t
,

1
µ0

∇ ·∇×B = ε0
∂∇ ·E

∂t
+ ∇ · J (1-114)

以及
∂ρ

∂t
+ ∇ · J = 0 (1-115)

如果将 J 和 ρ 视为四矢量的分量, 即 Jµ = (ρ,J), 则连续性方程可以用闵氏时空

中的散度表示为
∂ρ

∂t
+ ∇ · J = ∂µJµ = 0 (1-116)

现在引入矢势 A 和标势 φ 来满足无源 Maxwell 方程组

B = ∇×A, E = −∇φ− ∂A

∂t
(1-117)

那么高斯定律和安培定律可以写成

−∇2φ− ∂

∂t
∇·A =

ρ

ε0
,

1
µ0

[∇ (∇ ·A)−∇2A
]

= −ε0
∂

∂t

(
∇φ− ∂A

∂t

)
+J (1-118)

如果选择规范使得

∇ ·A +
∂φ

∂t
= 0 (1-119)

则这些方程可化简为
(

∂2

∂t2
−∇2

)
φ =

ρ

ε0
,

(
∂2

∂t2
−∇2

)
A = µ0J (1-120)

这说明, φ 和 A 可以组成和 Jµ 一样的四矢量 Aµ = (φ,A), 方程可以进一步写成
(

∂2

∂t2
−∇2

)
Aµ = Jµ (1-121)

其中利用了 µ0ε0 = 1. 于是电场可以写成

E = −∇A0 − ∂0A 或 Ei = ∂iA0 − ∂0Ai (1-122)



· 16 · 第 1 章 绪 论

构造如下反对称二阶张量

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (1-123)

可以看到, 电场强度是它的分量

Ei = −F 0i (1-124)

Fµν 称为电磁场张量 (也称电磁张量或场强张量), 它其余的分量 F ij 则对应于磁

场强度

F ij = ∂iAj − ∂jAi = εijkBk (1-125)

原来的 Maxwell 方程组最终可以写成

∂µFµν = Jν , ∂µF̃µν = 0 (1-126)

其中

F̃µν = εµναβFαβ (1-127)

这样 Maxwell方程组就用闵氏时空中的张量表达出来了. 在 Lorentz变换下,电磁

场张量的变换形式为

Fµν −→ F ′µν = Λµ
αΛν

βFαβ (1-128)

在结束本节前, 我们要讨论一下带电粒子在电磁场中的运动方程. 在通常的

三维空间矢量形式下, 有
dp

dt
= e (E + v ×B) (1-129)

等式右端为 Lorentz力. 要将它改写为相对论协变的形式,等式左端显然需要用四

矢量 dpµ/dτ 替换.等式右端应为一个由四速度 uµ 和电磁场张量 Fµν 构成的四矢

量. 这个四矢量可以写为 Fµνuν , 因此运动方程的形式应为

dpµ

dτ
= eFµνuν (1-130)

作为验证, 我们先考虑方程的空间分量

dpi

dτ
= e

(
F i0u0 + F ijuj

)
(1-131)

根据关系式
dτ

dt
=

√
1− v2, ui =

1√
1− v2

vi, u0 =
1√

1− v2
(1-132)

可以看到这就是带电粒子在 Lorentz 力下的运动方程. 我们再考虑方程的时间分

量
dp0

dτ
= eF 0iui 或

dE

dt
= v ·E (1-133)

这就是能量方程.
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1.3 作用量原理

牛顿力学的所有运动方程可以用作用量原理来重新表述. 作用量原理指出一

个质点实际轨迹的作用量为最小值. 利用作用量原理的好处在于可以方便地考虑

对称性的效果.

1.3.1 质点力学

考虑一个质点在 t1 时刻从 x1 开始移动, t2 时刻到达 x2. 作用量为

S =
∫ t2

t1

L(x, ẋ)dt, L :拉氏量 (Lagrangian) (1-134)

作用量原理告诉我们

δS = 0 (1-135)

会给出运动方程. 对轨迹 x(t) 作一个微小改变 (变分)

x(t) −→ x′(t) = x(t) + δx(t) (1-136)

并固定端点

δx(t1) = δx(t2) = 0 (初始条件) (1-137)

作用量因此而产生的改变为

δS =
∫ t2

t1

[
∂L

∂x
δx +

∂L

∂ẋ
δ(ẋ)

]
dt (1-138)

这里我们看到

δẋ = ẋ′(t)− ẋ(t) =
d
dt

[δ(x)] (1-139)

即导数的变分等于变分的导数. 因此

δS =
∫ t2

t1

[
∂L

∂x
δx +

∂L

∂ẋ

d
dt

(δx)
]

dt =
∫ t2

t1

[
∂L

∂x
− d

dt
(
∂L

∂ẋ
)
]

δxdt (1-140)

其中运用了分部积分和初始条件. S 取最小值需要满足

δS

δx
= 0 (1-141)

即
∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= 0 (1-142)

这就是 Euler-Lagrange 方程.
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共轭动量定义为

p ≡ ∂L

∂ẋ
(1-143)

哈密顿量用 Legendre 变换定义

H(p, q) = pẋ− L(x, ẋ) (1-144)

它将变量由 ẋ 变为 p, 因此 H 依赖于 p 而非 ẋ

∂H

∂ẋ
= p− ∂L

∂ẋ
= p− p = 0 (1-145)

对于简单的保守力的情况,即外力是某个势的梯度的情况,我们知道牛顿运动

方程为

m
d2x

dt2
= −∂V

∂x
(1-146)

现在我们用作用量原理的方法来处理, 先写出拉氏量

L =
m

2

(
dx

dt

)2

− V (x) (1-147)

因此
∂L

∂x
= −∂V

∂x
,

d
dt

(
∂L

∂ẋ

)
= m

d2x

dt2
(1-148)

于是有

m
d2x

dt2
= −∂V

∂x
(1-149)

可以看到, Euler-Lagrange 方程给出的结果与牛顿运动方程完全相同. 哈密顿量

H = pẋ− L =
m

2
(ẋ)2 + V (x), p =

∂L

∂ẋ
= mẋ (1-150)

就是总能量. 很容易推广到多自由度的情况

x(t) −→ qi(t), i = 1, 2, · · · , n (1-151)

S =
∫ t2

t1

L(qi, q̇i)dt (1-152)

Euler-Lagrange 方程为

d
dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, 2, · · · , n (1-153)

pi =
∂L

∂q̇i
, H = Σpiq̇i − L (1-154)
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例 1-3 三维简谐振子.

拉氏量为

L = T − V =
m

2
(ẋ2

1 + ẋ2
2 + ẋ2

3)−
mw2

2
(x2

1 + x2
2 + x2

3)

=
m

2

(
dx

dτ

)2

− mw2

2
(x)2

(1-155)

有
∂L

∂xi
= −mw2xi,

∂L

∂ẋi
= mẋi (1-156)

Euler-Lagrange 方程为

mẍ = −mw2xi (1-157)

与牛顿第二定律得到的方程相同. 注意, 这里的运动方程是矢量形式的, 而拉氏量

在旋转下不变.

采用作用量原理的原因主要有:

(1) 我们需要作用量原理或者哈密顿形式来进行量子化, 这在以后将会看到;

(2) 在作用量原理的形式中, 对于对称性的讨论更加简单和方便;

(3) 可以容易地利用 Lagrange 乘子 (Lagrange multiplier) 来考虑对坐标的

约束.

1.3.2 场论

场论可以视为质点力学在自由度趋于无穷多时的极限情况. 对简单的情况,我

们用一个连续函数 φ(x, t) 来描述系统: qi(t) → φ(x, t), 作用量为

S =
∫
L(φ(x, t), ∂µφ)d3xdt (1-158)

其中,L 为拉氏量密度. 作用量的变分给出

δS =
∫ [

∂L
∂φ

δφ +
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

]
dx4

=
∫ [

∂L
∂φ

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ)

]
δφdx4

(1-159)

其中利用了 δ(∂µφ) = ∂µ(δφ) 和分部积分. 由 δS = 0 可得

∂L
∂φ

= ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
(Euler-Lagrange 方程) (1-160)

共轭动量密度定义为

π(x, t) =
∂L

∂(∂0φ)
(1-161)
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哈密顿量密度为

H = πφ̇− L (1-162)

将理论推广到多个场的情况:

φ(x, t) −→ φi(x, t), i = 1, 2, · · · , n (1-163)

运动方程为
∂L
∂φi

= ∂µ

(
∂L

∂(∂µφi)

)
, i = 1, 2, · · · , n (1-164)

而共轭动量为

πi(x, t) =
∂L

∂(∂0φi)
(1-165)

哈密顿量为

H = πiφ̇i − L (1-166)

1.4 对称性和 Noether 定理

Noether 定理[1]是说, 连续对称性会给出守恒律. 比如, 时间平移下的不变性

t −→ t + a, a为任意常量 (1-167)

给出了能量守恒. 现证明如下. 保守力下的牛顿运动方程为

m
d2x

dt2
= −∇V (x, t) (1-168)

假设 V (x, t) = V (x) 不含时, 即时间平移不变, 那么

m
dx

dt
·
(

d2x

dt2

)
= −

(
dx

dt

)
· ∇V = − d

dt
[V (x)] (1-169)

即

d
dt

[
1
2
m

(
dx

dt

)2

+ V (x)

]
= 0 (1-170)

也就是能量守恒. 同样地, 空间平移不变

x −→ x + a (1-171)

意味着动量守恒, 旋转不变则对应角动量守恒. Noether 定理是一个在拉氏量形式

中讨论对称性的简便方法.
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1.4.1 质点力学

我们首先考虑经典力学情况. 作用量为

S =
∫

L(qi, q̇i)dt (1-172)

假设 S 在某种连续对称变换下不变

qi −→ q′i = fi(qj) (1-173)

其中, fi(qj) 是 qj 的函数. 因为对称性是连续的, 可以考虑无穷小变换

qi −→ q′i ' qi + δqi (1-174)

S 在这种变换下的变分为

δS =
∫

δLdt =
∫ [

∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

]
dt, δq̇i =

d
dt

(δqi) (1-175)

利用运动方程
∂L

∂qi
=

d
dt

(
∂L

∂q̇i

)
(1-176)

可以将 δS 写成

δS =
∫ [

d
dt

(
∂L

∂q̇i

)
δqi +

∂L

∂q̇i

d
dt

(δqi)
]

dt =
∫ [

d
dt

(
∂L

∂q̇i
δqi

)]
dt (1-177)

因此由 δL = 0 可以得到
d
dt

(
∂L

∂q̇i
δqi

)
= 0 (1-178)

或者写成
dA

dt
= 0, A =

∂L

∂q̇i
δqi (1-179)

这里 A 就是定理中的守恒量.

注意: 假如 δL 不为 0, 而是某个量的时间导数, 即 δL =
d
dt

K, 则可以得到如

下形式的守恒律
d
dt

(
∂L

∂q̇i
δqi −K

)
= 0 (1-180)

因为此时作用量依然是不变的. 比如, 在时间平移的例子中, t −→ t + ε, 有

q (t + ε) = q (t) + ε
dq

dt
=⇒ δq = ε

dq

dt
(1-181)

同样地,

δL = L(t + ε)− L(t) = ε
dL

dt
(1-182)



· 22 · 第 1 章 绪 论

守恒律为
d
dt

(
∂L

∂q̇i
δqi − L

)
= 0 (1-183)

或
dH

dt
= 0, H =

∂L

∂q̇i
q̇i − L (1-184)

例 1-4 三维空间的旋转对称性.

作用量为

S =
∫

L(x, ẋ) dt =
∫

L(xi, ẋi) dt (1-185)

假设 S 在三维空间中旋转不变

xi −→ x′i = Rijxj (1-186)

其中, R 是一个正交矩阵, 即

RRT = RTR = 1 或 RijRik = δjk (1-187)

例如, 绕 z 轴的旋转为

Rz (θ) =




cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1


 (1-188)

现在考虑一个无穷小变换

Rij = δij + εij , |εij | ¿ 1 (1-189)

正交性要求

(δij + εij)(δik + εik) = δjk =⇒ εjk + εkj = 0, 即εjk反对称 (1-190)

设 θ ¿ 1, 则

Rz (θ) −→ 1 +




0 θ 0

−θ 0 0

0 0 0


 (1-191)

ε12 = θ 对应于绕 z 轴的无穷小旋转变换. 同样地, ε23 对应 x 轴, ε31 对应 y 轴.

由 Noether 定理可得, 旋转不变下的守恒量为

J =
∂L

∂ẋi
εijxj = εijpixj (1-192)
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展开得

J = ε12 (p1x2 − p2x1) + ε23 (p2x3 − p3x2) + ε13 (p1x3 − p1x3) (1-193)

如果取

ε12 = −θ3, ε23 = −θ1, ε31 = −θ2 (1-194)

或

εij = −εijkθk (1-195)

那么

J = −θkεijkpixj = θkJk, Jk = εijkxipj (1-196)

展开为

J1 = (x2p3 − x3p2) , J2 = (x3p1 − x1p3) , J3 = (x1p2 − x2p1) (1-197)

因此 Jk 就是通常的角动量 x× p 的 k 分量.

1.4.2 场论

上面的结果很容易推广到场论. 从下面的作用量出发

S =
∫
L(φ, ∂µφ)d4x (1-198)

考虑对称变换

φ(x) −→ φ′(x′) (1-199)

其中包含了坐标的变换

xµ −→ x′µ (1-200)

对无穷小变换

δφ = φ′ (x′)− φ (x) , δx′µ = x′µ − xµ (1-201)

因为其中包含了坐标的变换, 需要计算体积元的变化

d4x′ = Jd4x, J =
∣∣∣∣
∂(x′0, x

′
1, x

′
2, x

′
3)

∂(x0, x1, x2, x3)

∣∣∣∣ (1-202)

也就是坐标变换的雅可比行列式 (Jacobian). 对无穷小变换

J =
∣∣∣∣
∂x′µ

∂xν

∣∣∣∣ ≈
∣∣∣∣gµ

ν +
∂(δxµ)
∂xν

∣∣∣∣ ≈ 1 + ∂µ(δxµ) (1-203)

其中利用了关系

det(1 + ε) ≈ 1 + tr(ε), 如果 |ε| ¿ 1 (1-204)
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因此

d4x′ = d4x(1 + ∂µ(δxµ)) (1-205)

作用量的变分为

δS =
∫ [

∂L
∂φ

δφ +
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ) + L∂µ(δxµ)

]
dx4 (1-206)

定义 xµ 固定时的变分为

δφ(x)=φ′(x)−φ(x)=φ′(x)−φ′(x′)+φ′(x′)−φ(x)=φ′(x)−φ′ (x)−(∂µφ′)δxµ+δφ

(1-207)

我们看到算子 δ 与微分算符可交换, 而 δ 算子则不能. δ 与 δ̄ 的关系为

δφ = δφ + (∂µφ)δxµ (1-208)

同样地,

δ(∂µφ) = δ(∂µφ) + ∂ν(∂µφ)δxν (1-209)

因此

δS =
∫ {

∂L
∂φ

(δφ + (∂µφ)δxµ) +
∂L

∂(∂µφ)
[
δ(∂µφ) + ∂ν(∂µφ)δxν

]
+ L∂µ(δxµ)

}
dx4

(1-210)

利用 Euler-Lagrange 方程
∂L
∂φ

= ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
(1-211)

得到

∂L
∂φ

δφ +
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ) = ∂µ

∂L
∂(∂µφ)

δφ +
∂L

∂(∂µφ)
∂µ(δφ) = ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ

]
(1-212)

其中利用了

∂µ(δφ) = δ(∂µφ) (1-213)

将其余几项结合起来

[
∂L
∂φ

(∂νφ) +
∂L

∂(∂µφ)
∂ν(∂µφ)

]
δxν + L∂ν(δxν) = (∂νL)δxν + L∂ν(δxν) = ∂ν(Lδxν)

(1-214)

最后可以得到

δS =
∫

dx4∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ + Lδxµ

]
(1-215)
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如果在对称变换下 δS = 0, 就得到

∂µJµ = ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ + Lδxµ

]
= 0 (流守恒) (1-216)

注意这里的守恒流 Jµ 并不是唯一确定的, 我们总可以加上如下项

∂λhλµ, hλµ = −hµλ (1-217)

使得

∂µ(Jµ + ∂λhλµ) = 0 (1-218)

例 1-5 时空平移.

坐标变换为

xµ −→ x′µ = xµ + aµ =⇒ φ′(x + a) = φ(x) (1-219)

因此

δφ = −aµ∂µφ (1-220)

守恒律的形式为

∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
(−aν∂νφ) + Laµ

]
= −∂µ(Tµνaν) = 0 (1-221)

其中

Tµν =
∂L

∂(∂µφ)
∂νφ− gµνL (1-222)

为能动量张量. 更具体地,

T 0i =
∂L

∂(∂0φ)
∂iφ (1-223)

以及

P i =
∫

dx3T 0i (1-224)

为场的总动量. 另外

T 00 =
∂L

∂(∂0φ)
∂0φ− L (1-225)

为哈密顿密度, 而

E =
∫

dx3T 00 (1-226)

为总能量. 这些物理量在以后做量子化时需要用到.

例 1-6 内部对称性.
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考虑一个包含两个场 φ1 和 φ2 的系统. 拉氏量为

L =
1
2

[
(∂µφ1)

2 + (∂µφ2)
2
]
− µ2

2
(
φ2

1 + φ2
2

)
(1-227)

它在 (φ1, φ2) 平面的旋转变换下是不变的. 这称为 O(2) 对称性.
(

φ1

φ2

)
−→

(
φ′1
φ′2

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
φ1

φ2

)
(1-228)

其中, θ 不随 xµ 变化. 因为这种变换是在 (φ1, φ2) 抽象的空间中的操作, 所以被称

为内部对称性. 为了计算 Noether流, 将对称变换写成无穷下的形式, 即 θ ¿ 1, 由

此得
φ′1 = φ1 − θφ2

φ′2 = φ2 + θφ1

(1-229)

因此

δφ1 = −θφ2, δφ2 = θφ1 (1-230)

Noether 流的形式为

Jµ =
∑

i

∂L
∂(∂µφi)

δφi = (∂µφ1)φ2 − (∂µφ2)φ1 (1-231)

其中去掉了无关的参数 θ. 容易看出这个流是守恒的. 利用运动方程

(¤ + µ2)φ1 = 0, (¤ + µ2)φ2 = 0 (1-232)

因此散度为

∂µJµ = (¤φ1)φ2 − (¤φ2)φ1 = −µ2φ1φ2 + µ2φ1φ2 = 0 (1-233)

即流守恒.
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2.1 相对论性方程

量子场论的基本策略是: 取一个符合相对论的波动方程, 将波函数看成广义

坐标进行量子化. 我们将研究 3 种不同类型的波动方程, 分别是 Klein-Gordon 方

程、Dirac 方程和 Maxwell 方程. 我们会看到, 这些不同的相对论性波动方程对应

于拥有不同自旋的粒子: Klein-Gordon 方程描写自旋为 0 的粒子, Dirac 方程描写

自旋为 1/2 的粒子, 而 Maxwell 方程则描写自旋为 1 的粒子. 但是在进行量子化

之前, 需要先仔细地研究一下这些方程的性质, 以利于我们更好地进行量子化.

2.1.1 Klein-Gordon 方程

我们知道在非相对论情况下, 能量和动量的关系式为

E =
p2

2m
+ V (r) (2-1)

为了对这个体系进行量子化, 作替换 E → i
∂

∂t
,p → −i∇, 并将它们作用在一个波

函数 ψ 上得到 Schrödinger 方程

i
∂ψ

∂t
=

[
− 1

2m
∇2 + V (r)

]
ψ (2-2)

这个方程中空间坐标 x出现在二次微分,而时间坐标 t出现在一次微分,它们不是

处于同等地位的, 所以它不适用于相对论性系统. 换句话说, 它不是 Lorentz 协变

的. 对于相对论性的自由粒子, Lorentz 协变的能量和动量的关系是

E2 = p2 + m2 (2-3)

作同样的替换得到波动方程为

(−∇2 + m2)φ = −∂2
0φ (2-4)

或

(¤ + m2)ψ = 0 , 其中 ¤ = ∂2
0 −∇2 = ∂µ∂µ = ∂2 (2-5)

这就是 Klein-Gordon 方程, 显然是 Lorentz 不变的. 这是一个有时间二阶导数的

微分方程, 而 Schrödinger 方程只有时间的一阶导数.
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概率诠释

因为波函数 φ在量子力学中被理解为概率幅,所以我们要探究在Klein-Gordon

方程中这是否可能. 根据方程 (2-4)

(∂2
0 −∇2 + m2)φ = 0 (2-6)

和它的共轭

(∂2
0 −∇2 + m2)φ∗ = 0 (2-7)

可以得到连续性方程
∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0 (2-8)

其中

ρ = i(φ∂0φ
∗ − φ∂0φ

∗), j = i(φ∇φ∗ − φ∗∇φ) (2-9)

这样积分 P =
∫

ρd3x 就是守恒的, 即

dP

dt
=

∫

V

∂ρ

∂t
d3x = −

∫

V

∇ · jd3x = −
∮

S

j · ds = 0, 假设在 S 上有j = 0 (2-10)

这里 S 是体积 V 的表面.

既然 P 是守恒的, 我们就想要把它理解为概率. 但是容易看出 P 并不是正定

的. 例如, 波函数取如下形式

φ ∼ eiEtψ (x) , 则 ρ = −2E |ψ (x)|2 6 0 (2-11)

就会得到负的概率, 这是不能接受的, 因为概率的定义要求它是正定的. 另外, 如果

像在 Schrödinger方程中的情况一样,取正定的 ρ = φφ∗ 作为概率密度,可以发现它

并不守恒
d
dt

∫
φφ∗d3x 6= 0 (2-12)

因此 Klein-Gordon 方程不可能有概率诠释. 困难之处在于 Klein-Gordon 方程不是

关于时间的一阶导数而是关于时间的二阶导数的.

Klein-Gordon 方程的解

尽管Klein-Gordon方程不是一个可行的相对论性波动方程,但可以作为探讨场

论中处理方式的一个出发点. 现在来考察一下它的解. 我们看到 Klein-Gordon 方

程

(¤ + m2)φ(x) = (∂2
0 −∇2 + m2)φ(x) = 0 (2-13)
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是一个常系数的微分方程, 有平面波解

φ(x) = e−ip·x, 如果 p2
0 − p2 −m2 = 0 或 p0 = ±

√
p2 + m2 (2-14)

(a) 正能解: P0 = ωp =
√

p2 + m2, p 为任意值, 则

φ(+)
p (x) = exp (−iωpt + ip · x) (2-15)

(b) 负能解 : P0 = −ωp = −
√

p2 + m2, 则

φ(−)
p (x) = exp (iωpt− ip · x) (2-16)

这里为了方便起见,对负能解 φ
(−)
p (x)的动量部分取负号.在这里正能解 φ(+)(x)

和负能解 φ(−)(x)组成一个完备的解集. 最一般的解 (通解)是正能解和负能解的线

性组合

φ(x)=
∫

d3k√
(2π)32ωk

[
a(k)eik·x−iωkt + b(k)e−ik·x+iωkt

]

=
∫

d3k√
(2π)32ωk

[
a(k)e−ik·x + b(k)eik·x]

(2-17)

其中, k · x = ωkt− k · x; a(k), b(k) 是展开系数.

内积

注意到对于任意两个解 φ1, φ2, 得到

(∂2
0 −∇2 + m2)φ1 = 0 (2-18)

和

(∂2
0 −∇2 + m2)φ∗2 = 0 (2-19)

由此可以导出
∫

d3x
{[

φ∗2∂
2
0φ1 − φ1∂

2
0φ∗2

]− [
φ∗2∇2φ1 − φ1∇2φ∗2

]}
= 0 (2-20)

或者 ∫
d3x {∂0 [φ∗2∂0φ1 − φ1∂0φ

∗
2]−∇ · [φ∗2∇φ1 − φ1∇φ∗2]} = 0 (2-21)

使用高斯定理, 消掉在无穷远处的表面项

d
dt

∫
d3x [φ∗2∂0φ1 − φ1∂0φ

∗
2] = 0 (2-22)
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因此将内积 (标量积) 定义为

〈φ2|φ1〉 =
∫

d3x [φ∗2∂0φ1 − φ1∂0φ
∗
2] (2-23)

其中, φ1, φ2 是 Klein-Gordon 方程的解. 这个内积不随时间变化. 由内积的定义可

以容易地导出如下正交关系

〈
φ

(+)
p′ |φ(+)

p

〉
= δ3 (p− p′) (2-24)

〈
φ

(−)
p′ |φ(−)

p

〉
= −δ3 (p− p′) (2-25)

〈
φ

(+)
p′ |φ(−)

p

〉
= 0 (2-26)

这些正交关系对于计算波函数平面波展开的系数很有用.

2.1.2 Dirac 方程

为了避免 Klein-Gordon 方程概率解释的困难, Dirac(1928) 构造了包含一个时

间一阶导数的相对论性波动方程,和 Schrödinger方程一样具有守恒的正概率.为了

符合狭义相对论的要求, 这个波动方程也是空间坐标一阶导数的. 他先作了一个假

设

E = α1p1 + α2p2 + α3p3 + βm = α · p + βm (2-27)

其中, αi, β 设为厄米矩阵. 现在 E 成为了一个厄米的能量算符,就像动量算符 p一

样. 然后可以得到

E2 = (α1p1 + α2p2 + α3p3 + βm)2 =
1
2
(αiαj + αjαi)pipj + (αiβ + βαi)mpi + β2m2

(2-28)

为了得到正确的相对论能量动量关系, 要求

αiαj + αjαi = 2δij (2-29)

αiβ + βαi = 0 (2-30)

β2 = 1 (2-31)

这里 i, j = 1, 2, 3. 从方程 (2-29) 可以得到

α2
i = 1 (2-32)

联立方程 (2-31) 得到 αi, β 的本征值都是 ±1. 方程 (2-29) 也给出

α1α2 = −α2α1 =⇒ α2 = −α1α2α1 (2-33)
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对上式取迹, 得到

tr (α2) = −tr (α1α2α1) = −tr
(
α2α

2
1

)
= −tr (α2) (2-34)

因此

tr (α2) = 0 (2-35)

同理可得

tr (αi) = 0, i = 1, 2, 3 , tr (β) = 0 (2-36)

方程 (2-32) 和 (2-36) 表明 αi, β 的特征值都是 ±1, 迹为 0, 所以都是偶数阶的. 我

们知道 Pauli 矩阵 σ1, σ2, σ3 也都是无迹反对易的, 但是这里需要 4 个这样的矩阵,

所以我们需要超越 2× 2 阶的 Pauli 矩阵. 因此 αi, β 都必须是 4× 4 的矩阵. 一个

方便的选择是 Bjoken 和 Drell 所选用的矩阵, 取如下形式

αi =

(
0 σi

σi 0

)
, β =

(
1 0

0 −1

)
(2-37)

在方程 (2-27) 中令 E → i
∂

∂t
, p → −i∇, 可以得到 Dirac 方程

(−iα ·∇ + βm)ψ = i
∂ψ

∂t
(2-38)

或

(−iβα ·∇− iβ∂t + m)ψ = 0 (2-39)

这里 ψ 是一个四分量的波函数.

为方便讨论在相对论下的变换, 定义一组新的矩阵

γ0 = β, γi = βαi (2-40)

在 Bjorken-Drell 选择中, 它们取为

γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
(2-41)

这一组新的矩阵就不再是厄米的了. 相应的 Dirac 方程就是

(−iγi∂i − iγ0∂0 + m)ψ = 0 或 (−iγµ∂µ + m)ψ = 0 (2-42)

通常被称为协变形式的 Dirac 方程. 反对易关系现在取更简单的形式

{γµ, γν} = 2gµν (2-43)

其中,“{, }”是反对易子,

{A,B} = AB + BA (2-44)
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概率诠释

我们现在可以展示 Dirac 方程给出了概率的正确形式. 从 Dirac 方程的厄米共

轭形式得到

−i
∂ψ†

∂t
= (−iα ·∇ + βm)ψ† = ψ†(iα ·∇ + βm) (2-45)

以及

i
(

∂ψ†

∂t
ψ + ψ†

∂ψ

∂t

)
= ψ†(−iα ·∇ + βm)ψ − ψ†(iα ·∇ + βm)ψ (2-46)

对空间坐标积分, 得到

i
d
dt

∫
d3x(ψ†ψ) =

∫ {−iψ†(α ·∇)ψ − i
(
(α ·∇)ψ†

)
ψ

}
d3x

= −i
∫

∇ · (ψ†αψ
)
d3x = 0

这里使用了 Gauss 定理, 并且假设波函数 ψ 在无穷远处为 0. 这样定义的总概率∫
d3x(ψ†ψ) 守恒且总为正的, 解决了 Klein-Gordon 方程中会出现概率的困难.

Dirac 方程的解

现在讨论 Dirac 方程的物理意义. Dirac 方程的形式是

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 (2-47)

求平面波形式的解

ψ(x) = e−ip·xω (p) (2-48)

这里 ω(p) 是四分量的列矩阵, 则有

(/p−m)ω (p) = 0, 其中/p = γµpµ = γ0p0 − γ · p (2-49)

以及

(p0 −α · p− βm) ω (p) = 0, 其中α = γ0γ, β = γ0 (2-50)

为方便起见, 我们回到原来的 α 及 β 的形式. 用哈密顿量重写这个方程

Hω (p) = p0ω (p) , 其中H = α · p + βm (2-51)

这是本征值方程的形式. 我们知道, 对于厄米算符来说, 不同本征值的本征矢量互

相正交

ω(i)† (p) ω(j) (p) = δij , 其中Hω(i) (p) = p
(i)
0 ω(i) (p) (2-52)
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为了找出本征值和本征矢量, 写下

H = α · p + βm =

(
m σ · p

σ · p −m

)
, ω (p) =

(
u

l

)
(2-53)

其中, u(上分量) 和 l(下分量) 是二分量的列矩阵. 这样得到
(

m σ · p
σ · p −m

)(
u

l

)
= p0

(
u

l

)
(2-54)

或 {
(p0 −m)u− (σ · p)l = 0

−(σ · p)u + (p0 + m)l = 0
(2-55)

这是 u 和 l 的齐次线性方程组. 非平凡解存在的条件为
∣∣∣∣∣

p0 −m −σ · p
−σ · p p0 + m

∣∣∣∣∣ = 0 (2-56)

容易看出, 这个行列式条件要求

p2
0 = p2 + m2 或 p0 = ±

√
p2 + m2 (2-57)

(a) 正能解 p0 = E =
√

p2 + m2.

将解代入方程 (2-55) 得到

l =
σ · p

E + m
u (2-58)

可以将解写成下列形式

ω(s) (p) = N


 1

σ · p
E + m


 χs, s = 1, 2, χ1 =

(
1

0

)
, χ2 =

(
0

1

)
(2-59)

这里, N 是待定的归一化常数. 坐标空间的解是

ψ = e−ipxω(s) (p) = e−iEteip·xN


 1

σ · p
E + m


 χs (2-60)

注意到在非相对论极限下 |p| ¿ E, 得到下分量远小于上分量.

(b) 负能解 p0 = −E = −
√

p2 + m2.

同样地, 负能解可被写成

u =
− (σ · p)
E + m

l (2-61)
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将解写成下列形式

ω(3) (p) = N




−σ · p
E + m

1




(
1

0

)
, ω(4) (p) = N




−σ · p
E + m

1




(
0

1

)
(2-62)

在坐标空间中得到

ψ = eiEteip·xN




−σ · p
E + m

1


 χs (2-63)

正如前面讨论过的, 不同本征矢量的正交性给出

ω(3) (p)† ω(1) (p) = N2χ†1

( −σ · p
E + m

1
) 

 1
σ · p

E + m


 χ1 = 0 (2-64)

这些四分量的列矩阵称为旋量 (spinor), 其标准表示是

u(p, s) = N


 1

σ · p
E + m


 χs, v(p, s) = N




σ · p
E + m

1


 χs (2-65)

其中, N =
√

E + m, s = 1, 2. 注意 v 旋量是用相反的 p 矢量定义的. 平面波因子

变成 eiEte−ip·x = eipx. 这些旋量间的正交关系是

u†(p, s′)v(−p, s) = 0 (2-66)

另一点要说明的是, 在 Dirac 方程通解的展开式中, 写出

ψ (x, t) =
∑

s

∫
d3p√

(2π)3 2Ep

[
b (p, s)u (p, s) e−ip·x + d† (p, s) υ (p, s) eip·x]

(2-67)

为了求解系数 b (p, s), 在等式两边乘以 u† (p′, s′) e−p′·x 并对 x 积分
∫

u† (p′, s′) e−p′·xψ (x, t) d3x =
∑

s

∫
d3p√

(2π)3 2Ep

[b (p, s)u† (p′, s′) u (p, s) δ3 (p−p′)

+d† (p, s)u† (p′, s′) υ (p, s) δ3 (p+p′)] (2-68)

最后一项等于零, 因为 u† (p′, s′) v (p, s) = u† (−p, s) υ (p, s) = 0, 得到

b (p, s) =
∫

d3xeip·x
√

(2π)3 2Ep

u† (p, s)ψ (x, t) (2-69)

这表明, 在解的平面波展开中选择 v (p, s) 而不是 v (−p, s) 会很方便的. 利用同样

的方法可得到

d† (p, s) =
∫

d3xeip·x
√

(2π)3 2Ep

v (p, s) ψ (x, t) (2-70)
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Dirac 共轭

动量空间中的 Dirac 方程为

(/p−m)ψ(p) = 0 , /p ≡ pµγµ (2-71)

它有一个不寻常的特点是: 其中的 /p 不是厄米的. 它的厄米共轭取如下形式

ψ†(p)(/p† −m) = 0 (2-72)

因为 γ′µs 不是厄米的

γ†0 = γ0, γ†i = −γi (2-73)

所以 /p† 6= /p. 但可以写出

γ†µ = γ0γµγ0 (2-74)

得到

ψ†(p)(γ0γµγ0p
µ −m) = 0 或 ψ†(p)γ0(γµpµ −m) = 0 (2-75)

即

ψ(/p−m) = 0 (2-76)

其中, ψ = ψ†γ0 称为 Dirac 共轭. 利用 Dirac 共轭可以让 Dirac 方程取更简单的形

式.

2.1.3 螺旋度和手征性

非相对论量子力学中, 自由粒子的哈密顿量为

H =
p2

2m
(2-77)

显然它是旋转不变的. 其结果是轨道角动量 L = r × p 是守恒的

[L,H] = 0 (2-78)

这很容易验证
[
L1,

1
2m

p2

]
=

1
2m

[
x2p3 − x3p2, p

2
2 + p2

3

]
=

i
2m

(2p3p2 − 2p2p3) = 0 (2-79)

如果在哈密顿量中加上一个球对称势 V (r), 轨道角动量 L = r × p 依然是守恒的.

但是 Dirac 方程的情形就不同了. 它的哈密顿量为

H = α · p + βm (2-80)
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由于其中的 α 不是矢量, 因此 α · p 不是旋转不变的, 这也可由下式验证

[L1,α · p + βm]= [x2p3 − x3p2, α2p2 + α3p3]

=−iα2p3 − (−iα3p2) = −i (α× p)1 (2-81)

推广到矢量形式为

[L, α · p + βm] = −i (α× p) (2-82)

因此 L 不是守恒的. 这并不奇怪, 因为 L = r × p 不是一个相对论下有明确定义的

物理量. 我们需要找到一个相对论情形下有明确定义的物理量来替代轨道角动量对

球对称的描述. 这个量需要与坐标无关, 并与哈密顿量有正确的对易关系. 我们尝

试下面这个组合

S = c (α×α) , c是一个待定的常数 (2-83)

与 H 的对易子为

[S1,H] = 2c [α2α3, α · p + βm] (2-84)

容易验证

[α2α3, α1] = α2α3α1 − α1α2α3 = 0 (2-85)

[α2α3, α2] = α2α3α2 − α2α2α3 = −2α3 (2-86)

同样地, 有

[α2α3, α3] = 2α2, [α2α3, β] = 0 (2-87)

因此

[S1,H] = 4c (−α× p)1 (2-88)

或

[S,H] = −4cα× p (2-89)

为了使

[L + S, H] = 0 (2-90)

需要取

c = − i
4

(2-91)

最终得到

S =
i
4
α×α (2-92)

我们希望将这个量解释为自旋角动量, 因为它要与 L 相加. 为此我们计算对易子

[S1, S2] =
(−i

2

)2

[α2α3, α3α1] = −1
4

(α2α3α3α1 − α3α1α2α3) =
1
2
α1α2 = iS3

(2-93)
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同样地

[S2, S3] = iS1, [S3, S1] = iS2 (2-94)

这说明它们确实有和角动量一样的对易关系. 因此可以将

J = L + S (2-95)

解释为总角动量. 另外, 由

S2
1 =

(−i
2

)2

α2α3α2α3 =
1
4

=⇒ S2 =
3
4

(2-96)

可以看出它们描述了一个 S =
1
2
的态. 用标准的符号 S 可以写成

S1 =
−i
2

α2α3 =
i
2

(
0 σ2

σ2 0

)(
0 σ3

σ3 0

)
=

1
2

(
σ1 0

0 σ1

)
(2-97)

或

S =




σ

2
0

0
σ

2


 (2-98)

螺旋度

从上面的讨论可以看到, 轨道角动量 L = r × p 和自旋角动量 S 都不是守恒

的. 我们需要寻找一个可以替代自旋用以描述粒子的基本属性的量. 我们发现总角

动量在动量方向上的投影是一个合适的量, 称为螺旋度 (helicity):

λ = J · p̂ = S · p̂ , p̂ =
p

|p| (2-99)

它对一个自由粒子是守恒的, 因为 J 和 p̂ 都与自由粒子哈密顿量对易. 螺旋度包含

了与自旋一样多的信息量,可以利用螺旋度来描述粒子的基本性质. 不难看出,作为

螺旋度本征态的 Dirac 旋量具有如下形式

u (p,±) =
√

2m


 1

σ · p
E + m


 χ± (2-100)

其中, χ± 满足

(σ · p̂) χ± = ±χ± (2-101)

为了验证它是本征态, 将 λ 作用到 u (p,±) 上

λu (p,±) = (S · p̂) u (p,±) =




σ · p̂
2

0

0
σ · p̂

2


 u (p,±) = ±1

2
u (p,±) (2-102)
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这说明 u(p, +) 的螺旋度为
1
2
, u(p,−) 螺旋度为 −1

2
.

现在来讨论 χ± 的具体形式. 如果 p̂ = (sin θ cos φ, sin θ sinφ, cos θ), 则

σ

2
· p̂ =

1
2

(
cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

)
(2-103)

本征值方程为 ∣∣∣∣∣∣∣

1
2

cos θ − λ
1
2

sin θe−iφ

1
2

sin θeiφ −1
2

cos θ − λ

∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (2-104)

解得

λ2 − 1
4

= 0, λ = ±1
2

(2-105)

对 λ =
1
2
的情况, 本征矢量为

χ+ = N

(
sin θe−iφ

1− cos θ

)
=




cos
θ

2
e−iφ

sin
θ

2


 (2-106)

对 λ = −1
2
的情况, 本证矢量为

χ− = N

(
sin θe−iφ

− (1 + cos θ)

)
=




− sin
θ

2
cos

θ

2
eiφ


 (2-107)

手征性

在弱作用中, 为了方便, 需要定义具有确定手征 (chirality) 的费米子

ψR ≡ 1
2

(1 + γ5) ψ, ψL ≡ 1
2

(1− γ5)ψ (2-108)

它们是手征算符 γ5 的本征态

γ5ψR = ψR, γ5ψL = −ψL (2-109)

可以看出它们有如下性质
−
ψLψL =

−
ψRψR = 0 (2-110)

另一个有用的性质是, 左旋和右旋旋量

uL (p) =
1
2

(1− γ5) u (p,−) , uR (p) =
1
2

(1 + γ5) u (p, +) (2-111)
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在零质量极限下也是螺旋度算符 λ = s · p̂ 的本征态, 这可以通过下面的计算看出

来.

在标准的表示中

γ5 =

(
0 1

1 0

)
(2-112)

因此

uL (p)=
1
2

(1− γ5) u (p,−) =
1
2

(
1 −1

−1 1

)
 1

σ · p
E + m


 χ−

=
1
2

(
1 −1

−1 1

)
 1

−p

E


 χ− =

1
2

(
E + p

E

) (
1

−1

)
χ−

=

(
1

−1

)
χ−

这里利用了零质量粒子 E = p 的性质. 同样地,

uR (p) =
1
2

(1 + γ5) u (p, +) =

(
1

1

)
χ+ (2-113)

因此

λuL (p)=
1
2

(
σ · p̂ 0

0 σ · p̂

)(
1

−1

)
χ−

=
1
2

(
1

−1

)
(σ · p̂) χ− = −1

2
uL (p)

同样地,

λuR (p) =
1
2
uR (p) (2-114)

手征表示在标准表示中,

γ5 =

(
0 1

1 0

)
, α =

(
0 σ

σ 0

)
(2-115)

有时取 γ5 是对角矩阵的表示会更加方便.因为这样 γ5 的本征态就是左旋或右旋的

场. 利用矩阵

U =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
(2-116)
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对基进行变换, 则

γ′5 = U†γ5U =
1√
2

(
1 1

1 −1

)(
0 1

1 0

)
1√
2

(
1 1

1 −1

)
=

(
1 0

0 −1

)
(2-117)

另外还有

α′=U†αU =
1√
2

(
1 1

1 −1

)(
0 σ

σ 0

)
1√
2

(
1 1

1 −1

)
=

(
σ 0

0 −σ

)
(2-118)

γ′0 = U†γ0U =
1√
2

(
1 1

1 −1

)(
1 0

0 −1

)
1√
2

(
1 1

1 −1

)
=

(
0 1

1 0

)
(2-119)

γ′ = γ′0α
′ =

(
0 1

1 0

)(
σ 0

0 −σ

)
=

(
0 −σ

σ 0

)
(2-120)

Dirac 方程的 Lorentz 变换

Klein-Gordon 方程在 Lorentz 变换下是协变的, 而 Dirac 方程则不是. 现在研

究 Dirac 方程

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 (2-121)

在 Lorentz 变换

xµ → x
′µ = Λµ

νxν (2-122)

下如何改变. 在新的坐标系中, Dirac 方程的形式是

(iγµ∂
′
µ −m)ψ

′
(x
′
) = 0 (2-123)

这里我们使用的是相同的 γ 矩阵 (总的来说,不同的 γ 矩阵的集合可以通过相似变

换相联系 ——Pauli 定理). 假设 ψ
′
(x
′
) 和 ψ(x) 通过一个线性变换相联系

ψ
′
(x
′
) = Sψ(x) (2-124)

对应于任意的 Lorentz 变换需要找出这个 4 × 4 的矩阵 S. 首先将 Lorentz 变换反

转

xγ = Λγ
µx

′µ =⇒ ∂

∂x′µ
=

∂

∂xγ

∂xγ

∂x′µ
= Λγ

µ

∂

∂xγ
(2-125)

则方程 (2-123) 变成

(iγµΛα
µ∂α −m)Sψ(x) = 0 或 (i(S−1γµS)Λα

µ∂α −m)ψ(x) = 0 (2-126)
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为了让这个方程和原来的 Dirac 方程等价, 要求

(S−1γµS)Λα
µ = γα 或 (S−1γµS) = Λµ

αγα (2-127)

为了找出 S, 先考虑无穷小 Lorentz 变换

Λµ
ν = gµ

ν + εµ
ν + O(ε2), |εµ

ν | ¿ 1 (2-128)

赝正交关系给出

gµν(gµ
α + εµ

α)(gν
β + εν

β) = gαβ (2-129)

或

εαβ + εβα = 0 =⇒ εαβ 反对称 (2-130)

将 S 写成

S = 1− i
4
σµνεµν + O(ε2) (2-131)

得到

S−1 = 1 +
i
4
σµνεµν (2-132)

其中, σµν 是待定的 4× 4 的矩阵. 代入方程 (2-127) 可得

(1 +
i
4
σαβεαβ)γµ(1− i

4
σαβεαβ) = (gµ

α + εµ
α)γα (2-133)

或

εαβ i
4
[σαβ , γµ] = εµ

αγα =
1
2
εαβ(gµ

αγβ − gµ
βγα) (2-134)

确定等式两边的 εαβ 的系数, 可得到

[σαβ , γµ] = 2i(gβµγα − gαµγβ) (2-135)

我们可以证明下式

σαβ =
i
2
[γα, γβ ] (2-136)

给出的 σαβ 满足方程 (2-135)(这里需要有虚数 i, 是因为生成转动的 σij 应当是厄

米的, 而 [γi, γj ] 则是反厄米的). 为了证明这一点, 要用恒等式

[AB, C] = A{B, C} − {A, C}B (2-137)

来计算

[σαβ , γµ] =
i
2
[(γαγβ − γβγα) , γµ] =

i
2

(γα{γβ , γµ} − {γα, γµ}γβ − (α ↔ β))

=
i
2

(2γαgβµ − 2gαµγβ)× 2 = 2i(gβµγα − gαµγβ)
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不难看出,对于有限的 Lorentz变换,可以把无穷小 Lorentz变换作用无穷多次得到

ψ
′
(x
′
) = Sψ(x), S = exp

[
− i

4
σµνεµν

]
(2-138)

注意到

σ†µν = γ0σµνγ0 且 S† = γ0S−1γ0 (2-139)

因此 S 不是幺正的. 从 ψ
′
(x
′
) = Sψ 得到

ψ†
′
(x
′
) = ψ†S† = ψ†γ0S−1γ0 或 ψ

′
(x
′
) = ψ(x)S−1 (2-140)

这表明
−
ψ 有简单的变换性质并且

S−1γµS = Λµ
νγν (2-141)

现在详细地考察在不同洛伦兹变换下 S 的形式.

(a) 旋转.

从式 (2-128) 可以看出, 无穷小旋转由洛伦兹变换参数 ε23, ε31, ε12 描述. 定义

εij ≡ εijkθk (2-142)

不难看出 θk 就是绕 k 轴的转角. S 中相应的矩阵为

σij =
i
2

[
γi, γj

]
(2-143)

由

γi =

(
0 σi

−σi 0

)
(2-144)

可得

γiγj =

(
0 σi

−σi 0

)(
0 σi

−σi 0

)
=

(
−σiσj 0

0 −σiσj

)
(2-145)

和

σij =
i
2

[
γi, γj

]
=

i
2

(
− [σi, σj ] 0

0 − [σi, σj ]

)
= εijk

(
σk 0

0 σk

)
(2-146)

因此

εijσ
ij = εijnθnεijk

(
σk 0

0 σk

)
= 4




σ · θ
2

0

0
σ · θ

2


 (2-147)
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所以旋转变换下的 Dirac 旋量的变换为

ψ
′
(x
′
) = exp

[
− i

4
σijεij

]
ψ(x) = exp


(−i)




σ · θ
2

0

0
σ · θ

2





ψ(x) (2-148)

或

ψ
′
(x
′
) = exp(−iJ · θ)ψ(x) (2-149)

其中

J =
1
2

(
σ 0

0 σ

)
(2-150)

也就是说, 上面两个分量与下面两个分量像自旋 1/2 的量一样变换. 这和我们前面

找到的式 (2-98) 中的 S 完全一样.

(b) 伪转动 (boost).

对无穷小伪转动可以将参数写为

ε0i = βi (2-151)

相应的矩阵为

σ0i =
i
2

[
γ0, γi

]
= iγ0γi = i

(
0 σi

σi 0

)
(2-152)

以及

ε0iσ
0i + εi0σ

i0 = 4i




0
σ · β

2
σ · β

2
0


 (2-153)

因此在伪转动下, Dirac 旋量作如下变换

ψ
′
(x
′
) = exp

[
− i

4
(
σ0iε0i + σi0εi0

)]
ψ(x) = exp


(−i)




0
σ · β

2
σ · β

2
0





 (2-154)

或

ψ
′
(x
′
) = exp(−iK · β)ψ(x) (2-155)

其中

K =
1
2

(
0 σ

σ 0

)
(2-156)
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费米双线性项 尽管 Dirac 波函数 ψ 在 Lorentz 变换下有着由式 (2-138) 所表示的

相当复杂的变换, 但费米双线性项 ψα(x)ψβ (x) 却有很简单的变换. 例如,

ψ
′
(x′)ψ′(x′) = ψ(x)S−1Sψ(x) = ψ(x)ψ (x) (2-157)

这表示 ψ(x)ψ (x) 组合是 Lorentz 不变的. 同理, 可以计算其他组合得到下列结果:

ψγµψ 四矢量

ψγµγ5ψ 轴矢量

ψσµνψ 二阶反对称张量

ψγ5ψ 赝标量

(2-158)

其中, γ5 = iγ0γ1γ2γ3. 注意这里已经列出了所有的 Dirac 矩阵的乘积, 因为这些

乘积不能超过 4 个矩阵.

空穴理论 (Hole theory)[2]

为了解决负能量状态的问题, Dirac 提出真空是所有 E < 0 的态都被填满以及

所有 E > 0 的态都为空的解释. Pauli 不相容原理会阻止一个电子跃迁到 E < 0

的态. 在这个图景中, 负能海里的空穴, 也就是缺掉一个带有 − |e| 的电荷和负能量
− |E| 的电子, 等价于多出一个带有能量 |E| 和电荷 + |e| 的粒子. 这个新粒子被称

为“正电子”, 有时也被称为“反粒子”. 这是“反粒子”概念第一次被引入粒子物

理. 其实早在 1929年,赵忠尧院士 ——那时还是加州理工学院的一名研究生 ——

就曾注意到过一些反常效应, 表明有很像电子但带正电的粒子存在. 粒子与反粒子

的这种对应被称为“电荷共轭”(charge conjugation). 电子的反粒子通常被称为“正

电子”. 1932 年, Carl Anderson 在一次宇宙射线的试验中发现了反电子. 这次试验

中他让宇宙射线穿过了一个带铅板的 Wilson 云室.

尽管这个提议优美地解决了负能问题,但它把对单个相对论性粒子的描述变成

多粒子系统, 其中真空态包含无穷多数量的负电粒子. 只有在场论的框架中, 才有

一个对 Dirac 方程的合理的处理方法, 并且负电子是被当成一个粒子而不是电子的

空缺.

2.2 Lorentz 群

很难直接看出从 Dirac方程导出的 Dirac γ 矩阵的物理意义,其实它与 Lorentz

群的表示密切相关. Lorentz 群是作用在时空坐标上的线性变换的集合

xµ → x′µ = Λµ
νxν (2-159)
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使得固有时

τ2 = (x0)2 − (x)2 = xµxνgµν = x2 (2-160)

是一个不变量. 这就要求变换矩阵 Λµν 满足赝正交条件

Λµ
αΛν

βgµν = gαβ (2-161)

xµ → x′µ = Λµ
νxν (2-162)

例如, 对于 x 方向的 Lorentz 变换, 有

Λµ
ν =




1√
1− β2

−β√
1− β2

0 0

−β√
1− β2

1√
1− β2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




(2-163)

2.2.1 生成元

我们要讨论 Lorentz 群的结构, 可以从无穷小变换着手. 对于无穷小的转动,

Lorentz 变换可以写成

Λµ
α = gµ

α + εµ
α , |εµ

α| ¿ 1 (2-164)

如前所述, 赝正交条件意味着 εαβ = −εβα. 例如, x 方向的 Lorentz 伪转动, 对于

β ¿ 1 有

Λµ
ν −→




1 −β 0 0

β 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




(2-165)

因此 ε1
0 = −β, 与 x 方向的无穷小 Lorentz伪转动相关联. 同样地, ε2

0, ε
3
0 是 y 和 z

方向的伪转动.

为了寻找 Lorentz 群的生成元, 考虑一个关于 xµ 的任意函数 f(xµ) . 在无穷

小的 Lorentz 变换下, f 的改变为

f(xµ) → f(x′µ)=f(xµ + εµ
αxα) ≈ f(xµ) + εαβxβ∂αf + · · ·

=f(xµ) +
1
2
εαβ [xβ∂α − xα∂β ]f(x) + · · ·

这里利用了 εαβ 的反对称性质.
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引入一个算符 Mµν 来表示这种变换

f(x′) = f(x)− i
2
εαβMαβf(x) + · · · (2-166)

可得

Mαβ = −i(xα∂β − xβ∂α) (2-167)

Mµν 称为 Lorentz 群作用到坐标函数的生成元. 对于 α, β = 1, 2, 3, 可得

M12 = −i
(
x1∂2 − x2∂1

)
, M23 = −i

(
x2∂3 − x3∂2

)
, M31 = −i

(
x3∂1 − x1∂3

)

(2-168)

这很显然就是角动量算符.

利用方程 (2-167) 给出的生成元, 可以直接计算彼此的对易子

[Mαβ ,Mγδ] = −i{gβγMαδ − gαγMβδ − gβδMαγ + gαδMβγ} (2-169)

这就是 Lorentz Lie 代数.

定义

Mij = εijkJk, Moi = Ki (2-170)

其中, Jk 表示通常的转动算符,而 Ki 则表示 Lorentz伪转动算符.可以求解 Ji 得

到

Ji =
1
2
εijkMjk (2-171)

就可以计算 J ′i 之间的对易关系

[Ji, Jj ] =
(

1
2

)2

εiklεjmn[Mkl,Mmn]

= (−i)
(

1
2

)2

εiklεjmn(glmMkn − gkmMln − glnMkm + gknMlm) (2-172)

=
(

1
2

)2

(−i) [−εiklεjlnMkn + εiklεjknMln + εiklεjmlMkm − εiklεjmkMlm]

(2-173)

利用恒等式

εabcεalm = δblδcm − δbmδcl (2-174)

得到

[Ji, Jj ] = iεijkJk (2-175)

因此可以认为 Ji 和角动量算符是等价的.
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同样地, 可以推导出

[Ki,Kj ] = −iεijkJk, [Ji,Kj ] = iεijkKk (2-176)

式 (2-175) 和式 (2-176) 为 Lorentz Lie 代数的另一种形式.

为了化简 Lorentz 代数, 可以定义下列组合

Ai =
1
2
(Ji + iKi), Bi =

1
2
(Ji − iKi) (2-177)

由此可以直接得到下面的对易关系

[Ai, Aj ] = iεijkAk, [Bi, Bj ] = iεijkBk, [Ai, Bj ] = 0 (2-178)

例如,

[A1, A2] =
1
4

[J1 + iK1, J2 + iK2] =
1
4

(
[J1, J2] + i [J1,K2] + i [K1, J2] + i2 [K1,K2]

)

=
1
4

(
iJ3 + i2K3 + i2K3 − i3J3

)
=

1
2
i (J3 + iK3) = iA3

这表示 Lorentz代数可以分解为互不相关的两个 SU (2)代数. 它的表示就是两个

SU (2) 代数的张量积. 因此, 可以用指标 (j1, j2) 来标记, 犹如在 (2j1 + 1) 维表示

Ai 代数独立变换以及在 (2j2 + 1) 维 Bi 代数下独立变换的不可约表示.

2.2.2 简单表示

(a) (1/2, 0) 表示 χa.

从表示的指标, 该 2 分量具有如下性质

Aiχa =
(σi

2

)
ab

χb =⇒ 1
2
(Ji + iKi)χa =

(σi

2

)
ab

χb (2-179)

Biχa = 0 =⇒ 1
2
(Ji − iKi)χa = 0 (2-180)

结合这些关系得到

Jχ =
(σ

2

)
χ, Kχ = −i

(σ

2

)
χ (2-181)

(b) (0, 1/2) 表示 ηa.

同样地, 可以得到

Aiηa = 0 ⇒ 1
2
(Ji + iKi)ηa = 0 (2-182)

Biηa = (
σi

2
)ab =⇒ 1

2
(Ji − iKi)ηa = (

σi

2
)abηb (2-183)
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Jη =
(σ

2

)
η, Kη = i

(σ

2

)
η (2-184)

如果把这两个表示放在一起来定义一个四分量的 ψ,

ψ =

(
χ

η

)
(2-185)

可得当 Lorentz 群的生成元作用到其上时就是

Jψ =




σ

2
0

0
σ

2


 ψ, Kψ =


 −i

σ

2
0

0 i
σ

2


 ψ (2-186)

ψ 就是我们之前学过的四分量的 Dirac波函数,只是 γ 换用不同的表示罢了.

这在下面将会看到. 我们将证明这些变换就是讨论 Dirac方程在洛伦兹变换下的

变换性质时得到的式 (2-138). 在手征表示 (式 (2-117), 式 (2-119), 式 (2-120)) 中

Dirac 矩阵为

γ0 =

(
0 1

1 0

)
, γ =

(
0 σ

−σ 0

)
(2-187)

在这种情况下可以直接得到

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
1 0

0 −1

)
(2-188)

这意味着对于这个四分量的场 ψ =

(
χ

η

)
, χ 是右旋的而 η 是左旋的. 在这个表

象中, 非常容易检验如下关系

σ0i = iγ0γ1 = i

(
0 1

1 0

)(
0 σi

−σi 0

)
=

(
−iσi 0

0 iσi

)
(2-189)

σij = iγiγj = i

(
0 σi

−σi 0

)(
0 σj

−σj 0

)
= εijk

(
σk 0

0 σk

)
(2-190)

Dirac 场在 Lorentz 变换下

ψ′(x′) = Sψ = exp

{
− i

4
σµνεµν

}
= exp

{
− i

4
(2σ0iε

0i + σijε
ij)

}
(2-191)

令ε0i = βi, εij = εijkθk

σijε
ij = εijkθkεijl

(
σl 0

0 σl

)
= 2

(
σ · θ 0

0 σ · θ

)
(2-192)
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σ0iε
0i =

(
−iσ · β 0

0 iσ · β

)
(2-193)

⇒ − i
4
(2σ0iε

0i + σijε
ij) =

−i
2

(
σ · θ − iσ · β 0

0 σ · θ + iσ · β

)
(2-194)

更确切地说, 是

ψ′(x′) = Sψ = exp
{
− i

4
σµνεµν

}
ψ = exp

[
−i
2

(
σ · θ − iσ · β 0

0 σ · θ + iσ · β

)]
ψ

(2-195)

如果用生成元来表示 Lorentz 变换

L = exp(−iMµνεµν) (2-196)

可得到对于生成元 J ,K, 则

L = exp [(−i) (J · θ + K · β)] (2-197)

从方程 (2-195) 可以看出, 这里的 J ,K 为如下形式

J =
1
2

(
σ 0

0 σ

)
, K =

1
2

(
−iσ 0

0 iσ

)
(2-198)

这和方程 (2-186)是一样的. 这证明了满足 Dirac方程的波函数就是 Lorentz群下(
1
2
, 0

)
⊕

(
0,

1
2

)
的一个表示而已. 此外,当把右旋分量视为

(
1
2
, 0

)
表示时,也就

是把左旋分量视为

(
0,

1
2

)
表示. 从群论的角度来看, 右旋分量

(
1
2
, 0

)
和左旋分

量

(
0,

1
2

)
有各自独立的表示,但左旋与右旋可以用宇称变换连接起来,因此如果

要求宇称对称不变, 左旋和右旋就必须一同出现. 当不要求宇称对称时, 可以只

用左旋或右旋的分量, 如中微子的情况, 可以用两个分量的旋量来描述.

另一种选择是用 ψR与其复共轭 ψ∗R (有时打点表示它的基)来替代 ψR与 ψL.

因为

JψR =
(σ

2

)
ψR, KψR = −i

(σ

2

)
ψR (2-199)

得到它的复共轭为

Jψ∗R =
(

σ∗

2

)
ψ∗R, Kψ∗R = i

(
σ∗

2

)
ψ∗R (2-200)
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也许用其他符号来标记 ψ∗R 更为清晰

Jχ =
(

σ∗

2

)
χ, Kχ = i

(
σ∗

2

)
χ (2-201)

可得

Aχ =
1
2
(J + iK)χ = 0, Bχ =

1
2
(J − iK)χ =

(
σ∗

2

)
χ (2-202)

所以 χ 实际上属于不可约表示

(
0,

1
2

)
.

(c)
(

1
2
,
1
2

)
表示 Vαβ(2× 2 厄米矩阵).

对 Vαβ 有

AiVαβ =
(σi

2

)
αγ

Vγβ =⇒ 1
2
(J + iK)Vαβ =

(σ

2

)
αγ

Vγβ (2-203)

BiVαβ = −Vαγ

(σi

2

)
γβ

=⇒ 1
2
(J − iK)Vαβ = −Vαγ

(σ

2

)
(2-204)

以及

(J)V =
(σ

2

)
V − V

(σ

2

)
, (K)V =

1
i

[(σ

2

)
V + V

(σ

2

)]
(2-205)

将 V 写成 Pauli 矩阵的组合

V = x0 + x · σ (2-206)

可以得到

(J)x0 = 0, Jixk = iεijkxj , Kix0 = −ixi, Kixj = −iδijx0 (2-207)

这正是我们期望的时空坐标变换.
(

1
2
,
1
2

)
表示 Vαβ 是 2× 2 的厄米矩阵.

2.3 附录: SU(2) 对称性

研究对称性最有用的工具是群论, 其中最简单也最实用的例子是三维旋转

群 ——O(3), 或二维的特殊幺正群 ——SU(2) 群. 我们首先简要地介绍一下在

高能物理中经常会用到的群论知识, 顺便也给出群论中的有关术语. 然后我们

就来研究 SU(2)群的表示以及它们和旋转群 O(3)表示之间的联系.对群论的基

本概念不太熟悉的同学可以参考书后关于群论的附录.
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2.3.1 SU(2)群

行列式为 1的 2× 2的幺正矩阵构成 SU (2)群. 一般而言, n×n幺正矩阵 U

可以被写成如下形式

U = eiH , H : n× n 的厄米矩阵 (2-208)

由等式

detU = eitrH (2-209)

可得

det U = 1 ⇒ trH = 0 (2-210)

因此 n× n 的幺正矩阵 U 可以用 n× n 的无迹厄米矩阵写成指数形式.

我们注意到 Pauli 矩阵

τ1 =

(
0 1

1 0

)
, τ2 =

(
0 −i

i 0

)
, τ3 =

(
1 0

0 −1

)
(2-211)

是一组完备的 2× 2 的无迹厄米矩阵. 我们可以用它们来描述 SU (2) 矩阵. 定义

Ji =
τi

2
, 可以得到如下对易关系

[J1, J2] = iεijkJk (2-212)

其中, εijk 是全反对称的 Levi-Civita 符合, ε123 = 1. 这就是 SU (2) 对称性的 Lie

代数. 这和量子力学中的角动量对易关系完全相同.

SU (2) 代数的不可约表示

我们现在来研究一下 SU(2)代数的表示,即找到一组矩阵,满足式 (2-212)给

出的对易关系. 定义总角动量算符为

J2 = J2
1 + J2

2 + J3
2 (2-213)

可以证明

[J2, Ji] = 0, i = 1, 2, 3 (2-214)

因此 J2 算符与这个代数中的所有生成元都对易, 它被称为 Casimir 算符. 另外,

再定义

J± ≡ J1 ± iJ2 (2-215)

于是有

J2 =
1
2
(J+J− + J−J+) + J2

3 和 [J+, J−] = 2J3 (2-216)
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为方便起见, 将不可约表示的基选为 J2 和 J3 的共同本征态

J2|λ,m〉 = λ|λ,m〉, λ3|λ,m〉 = m|λ,m〉 (2-217)

由对易关系

[J+, J3] = −J+ (2-218)

可以得到

(J+J3 − J3J+)|λ,m〉 = −J+|λ,m〉 (2-219)

即

J3(J+|λ,m〉) = (m + 1)(J+|λ,m〉) (2-220)

因此, J+ 可以将本征值从 m 增加到 m + 1, 被称为上升算符. 同理, J− 是下降算

符, 将 J3 的本征值从 m 减为 m− 1:

J3(J−|λ,m〉) = (m− 1)(J−|λ,m〉) (2-221)

因为

J2 > J2
3 , λ−m2 > 0 (2-222)

所以 m 是有上界和下界的. 设 m 的最大值为 j, 那么

J+|λ, j〉 = 0 (2-223)

上式两边同乘以 J− 后得到

0 = J−J+|λ, j〉 = (J2 − J2
3 − J3)|λ, j〉 = (λ− j2 − j)|λ, j〉 (2-224)

这意味着

λ = j(j + 1) (2-225)

同理, 设 m 的最小值为 j′, 可以得到

J−|λ, j′〉 = 0, λ = j′(j′ − 1) (2-226)

结合这两个结果得到

j(j + 1) = j′(j′ − 1) (2-227)

上式的解为

j′ = −j, j′ = j + 1 (2-228)

由于第二个解不符合 j 是 m 的最大值的假设, 所以选择第一个解, 得到

j − j′ = 2j =整数 (2-229)
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因此 j 必须是整数或半整数. 下面, 我们开始用 j, m 来表示本征态.

定义归一化系数 C±(j, m) 为

J±|j, m〉 = C±(j, m)|j, m± 1〉 (2-230)

由归一化条件

〈j, m|j, m′〉 = δmm′ (2-231)

可得

〈j, m|J−J+|j, m〉 = |C+(j, m)|2 (2-232)

注意到, 上式左边

〈j, m|J−J+|j, m〉 = 〈j, m|(J2 − J2
3 − J3)|j, m〉 = j(j + 1)−m2 −m (2-233)

所以

C+(j, m) =
√

(j −m)(j + m + 1) (2-234)

同样地,

C−(j, m) =
√

(j + m)(j −m + 1) (2-235)

总结: 不可约表示中的本征态 |j, m〉 的性质如下:

J3|j, m〉 = m|j, m〉, J±|j, m〉=
√

(j ∓m)(j ±m + 1)|j, m± 1〉,
J2|j, m〉= j(j + 1)|j, m〉 (2-236)

其中, |j, m〉(m = −j,−j + 1, · · · , j) 是 SU(2) 群不可约表示的基. 根据上面这些关

系式, 就可以构造出表示矩阵. 我们将通过下面这些例子来加以说明.

例 2-1 j = 1/2, m = ±1/2.

根据式 (2-236) 给出的本征态的性质可得

J3

∣∣∣∣
1
2
,±1

2

〉
= ±1

2

∣∣∣∣
1
2
,±1

2

〉
(2-237)

J+

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
= 0, J+

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
=

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
, J−

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
=

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
, J−

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
= 0

(2-238)

如果将本征态写成列矩阵的形式

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
= α =

(
1

0

)
,

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
= β =

(
0

1

)
(2-239)
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那么 J ′s 也可以写成矩阵的形式

J3 =
1
2

(
1 0

0 −1

)
, J+ =

(
0 1

0 0

)
, J− =

(
0 0

1 0

)
(2-240)

J1 =
1
2
(J+ + J−) =

1
2

(
0 1

1 0

)
, J2 =

1
2i

(J+ − J−) =
1
2

(
0 −i

i 0

)
(2-241)

可以看到, 它们其实就是 Pauli 矩阵, 只是多了一个系数
1
2
.

例 2-2 j = 1, m = −1, 0, 1.

同样地, 将本征态表示为

|1, 1〉 =




1

0

0


 , |1, 0〉 =




0

1

0


 , |1,−1〉 =




0

0

1


 (2-242)

根据

J3 |1,±1〉 = ± |1,±1〉 , J3 |1, 0〉 = 0 (2-243)

得到

J3 =




1 0 0

0 0 0

0 0 −1


 (2-244)

根据

J+ |1, 1〉 = 0, J+ |1, 0〉 =
√

2 |1, 1〉 , J+ |1,−1〉 =
√

2 |1, 0〉 (2-245)

可得

J+ =




0
√

2 0

0 0
√

2

0 0 0


 (2-246)

以及

J− = (J+)† =




0 0 0√
2 0 0

0
√

2 0


 (2-247)

那么

J1 =
1
2

(J+ + J−) =
1√
2




0 1 0

1 0 1

0 1 0


 , J2 =

1
2i

(J+ − J−) =
1√
2




0 −i 0

i 0 −i

0 i 0




(2-248)
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如果将生成元写成作用在坐标的函数上的形式

J1 =−i
(

x2
∂

∂x3
−x3

∂

∂x2

)
, J2 =−i

(
x3

∂

∂x1
− x1

∂

∂x3

)
, J3 =−i

(
x1

∂

∂x2
−x2

∂

∂x1

)

(2-249)

直接作用在坐标 x1, x2, x3 上, 可以得到

J3x3 = 0, J3x1 = ix2, J3x2 = −ix1 (2-250)

于是有

J3 (x1 + ix2) = (x1 + ix2) , J3 (x1 − ix2) = − (x1 − ix2) (2-251)

同样地, 还有

J1 (x1 + ix2) = −x3, J1 (x1 − ix2) = x3 (2-252)

对比 J1, J2, J3 的矩阵表示, 可以看到标准表示的基是

x+ = −x1 + ix2√
2

, x0 = x3, x− =
x1 − ix2√

2
(2-253)

总结:

(a) 生成元中只有 J3 是对角化的 ——SU(2) 是秩为 1 的群;

(b) 不可约表示用参数 j 来标记, 表示的维数是 2j + 1;

(c)不可约表示的基是 |j, m〉(m = j, j − 1, · · · ,−j), 表示矩阵可由下面的公式

得到

J3|j, m〉 = m|j, m〉, J±|j, m〉 =
√

(j ∓m)(j ±m + 1)|j, m± 1〉 (2-254)

直乘表示

在 SU (2) 群的物理应用中, 需要处理它的直乘表示 (product representation).

例如, 当有两个自旋 1/2 的粒子时, 我们就会想要知道它们波函数乘积的总自旋

J . 在这种简单的情况下, 我们知道答案是 J = 0 或 1. 现在我们要用群论的方法

来研究这个问题.用 r1 和 r2 表示第一个粒子自旋向上和向下的态,用 s1 和 s2 表

示第二个粒子自旋向上和向下的态. 在 SU (2) 矩阵的作用下, 它们作如下变换

r′i = U (ε)ij rj , s′k = U (ε)kl sl (2-255)

其中

U (ε) = exp (iε · J) , J =
σ

2
(2-256)
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于是乘积的变换规则是

(r′is
′
k) = U (ε)ij U (ε)kl (rjsl) = D (ε)ik,jl (rjsl) (2-257)

其中

D (ε)ik,jl = U (ε)ij U (ε)kl (2-258)

通常, D (ε) 都是可约的. 为了得到它会分解成何种不可约表示, 直接考虑生成元

的作用会更简单. 取 εi ¿ 1,

r′i ' (1 + iε · J)ij rj =
(
1 + iε · J (1)

)
ij

rj (2-259)

s′k ' (1 + iε · J)kl sl =
(
1 + iε · J (2)

)
kl

sl (2-260)

其中, J (1) 只作用在 ri 上而不影响 sk; J (2) 只作用在 sk 上而不影响 ri. 定义总

角动量算符为

J = J (1) + J (2) (2-261)

现在我们换到更熟悉的符号上.

例 2-3 两个自旋 1/2 的粒子.

令 αi 表示第 i个粒子自旋向上的态, βi 表示第 i个粒子自旋向下的态. 那么

二粒子态就有这样的四种组合: α1α2, α1β2, β1α2, β1β2. 先来看 J3 值最大的态

J3 |α1α2〉 = J
(1)
3 |α1α2〉+ J

(2)
3 |α1α2〉 = |α1α2〉 (2-262)

为了得到总的角动量, 有

(J)2 =
(
J (1)

)2

+
(
J (2)

)2

+
[(

J
(1)
+ J

(2)
− + J

(1)
− J

(2)
+

)
+ 2J

(1)
3 J

(2)
3

]
(2-263)

将它作用在态上得到

(J)2 |α1α2〉 = 2 |α1α2〉 (2-264)

这说明 |α1α2〉 是 J = 1, J3 = 1 的态, 即

|α1α2〉 = |1, 1〉 (2-265)

接着可以用下降算符 J− = J
(1)
− + J

(2)
− 得到不可约表示 J = 1 中的其他态.

J− |1, 1〉 = J− |α1α2〉 =
(
J

(1)
− + J

(2)
−

)
|α1α2〉 = |α1β2〉+ |β1α2〉 (2-266)

另外, 根据公式 (2-236) 可以得到

J− |1, 1〉 =
√

2 |1, 0〉 (2-267)
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因此

|1, 0〉 =
1√
2

(|α1β2〉+ |β1α2〉) (2-268)

显然

|1,−1〉 = |β1β2〉 (2-269)

剩下的一个 J = 0 的态可以由它与式 (2-268) 给出的态 |1, 0〉 的正交关系得到

|0, 0〉 =
1√
2

(|α1β2〉 − |β1α2〉) (2-270)

注意, 在这个例子中, 总角动量 J = 1 的态关于“1 ↔ 2”交换是对称的, 而 J = 0

的态是反对称的.

一般来说, 直乘表示 |j1,m1〉 × |j2,m2〉 可以组合成总角动量 J = J (1) + J (2)

的本征态 |J,M〉:

|J,M〉 =
∑

m1,m2

|j1,m1〉 |j2,m2〉 〈j1,m1, j2,m2|JM〉 (2-271)

系数 〈j1,m1, j2,m2|J,M〉 就称为 Clebsch-Gordon 系数. 对于上面这个例子

(式 (2-265) 和式 (2-268)), 则有
〈

1
2
,
1
2
,
1
2
,
1
2

∣∣∣∣1, 1
〉

= 1,

〈
1
2
,−1

2
,
1
2
,−1

2

∣∣∣∣1, 0
〉

=
1√
2
, · · · (2-272)

注意, J3 量子数是可加的

M = m1 + m2 (2-273)

例 2-4 自旋 1/2 和自旋为 1 的粒子.

将自旋 1/2 和自旋为 1 的态表示为

S =
1
2

:
∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
,

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
(2-274)

S = 1 : |1, 1〉 , |1, 0〉 , |1,−1〉 (2-275)

显然总自旋可以是
3
2
或

1
2
. Sz 的最大取值为

3
2
, 这个态是

∣∣∣∣
3
2
,
3
2

〉
= |1, 1〉

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
(2-276)

将下降算符 J− = J
(1)
− + J

(2)
− 作用在上式两边可得

√
3

∣∣∣∣
3
2
,
1
2

〉
=
√

2 |1, 0〉
∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
+ |1, 1〉

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
(2-277)
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因此 ∣∣∣∣
3
2
,
1
2

〉
=

√
2
3
|1, 0〉

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
+

√
1
3
|1, 1〉

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
(2-278)

再作用一次下降算符 J− 得到

2
∣∣∣∣
3
2
,−1

2

〉
=

√
2
3

√
2 |1,−1〉

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
+

√
2
3
|1, 0〉

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
+

√
1
3

√
2 |1, 0〉

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉

(2-279)

即 ∣∣∣∣
3
2
,−1

2

〉
=

√
1
3
|1,−1〉

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
+

√
2
3
|1, 0〉

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
(2-280)

而最后一个态显然就是

∣∣∣∣
3
2
,−3

2

〉
= |1,−1〉

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
(2-281)

至于总自旋为 S = 1/2 的态, 可以根据正交关系, 求得与态
∣∣∣∣
3
2
,
1
2

〉
垂直的组合

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
=

√
1
3
|1, 0〉

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
−

√
2
3
|1, 1〉

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
(2-282)

使用下降算符, 得到

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
=

√
1
3

√
2 |1,−1〉

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
+

√
1
3
|1, 0〉

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
−

√
2
3

√
2 |1, 0〉

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉

(2-283)

即 ∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
=

√
2
3
|1,−1〉

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
−

√
1
3
|1, 0〉

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
(2-284)

这样我们就完成了对这些自旋乘积的约化.

将直乘表示分解为不可约表示的过程可总结如下:

(a) 首先考虑 J3 取值最大的态, 显然它也是 J 最大的本征态之一;

(b) 使用下降算符 J− = J
(1)
− + J

(2)
− 得到同一个不可约表示中的其他态;

(c) 找到与 |Jm, Jm − 1〉 正交的乘积组合. 这里的 Jm 是 J 在乘积中的最大

值. 得到的这个正交的态应当是 |Jm − 1, Jm − 1〉, 然后再用下降算符得到其他
J = Jm − 1 的态;

(d) 重复上面的步骤, 直到 J = |j1 − j2|.
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SU(2) 的复共轭表示

对于群 G 的任意表示 D (A):

D (A) D (B) = D (AB) , ∀A,B ∈ G (2-285)

它们的复共轭矩阵也都构成一个表示

D∗ (A) D∗ (B) = D∗ (AB) (2-286)

将 SU (2) 写成指数函数的形式, U = eiτ ·α. 这里 τ = (τ1, τ2, τ3) 是 Pauli 矩阵,

α = (α1, α2, α3) 是实参数. 我们将会看到, 可以找到一个幺正矩阵 S, 使得

SU∗S† = U (2-287)

也就是说, U 和它的复共轭 U∗ 之间差一个相似变换,即它们是等价的表示. 为了

证明这一点, 我们首先用 τ 矩阵写出式 (2-287)

S exp [−iτ ∗ ·α]S† = exp [iτ ·α] (2-288)

它等于

exp
[−i

(
Sτ ∗S†

) ·α]
= exp [iτ ·α] (2-289)

这里用到了等式

SeAS† = eSAS† (2-290)

因此得到 (
Sτ ∗S†

)
= −τ (2-291)

写出分量式 (
Sτ1S

†) = −τ1,
(
Sτ2S

†) = τ2,
(
Sτ3S

†) = −τ3 (2-292)

S = eiaτ2 满足上面的关系, 这里 eia 是一个任意相位. 为方便起见, 就选

S = iτ2 =

(
0 1

−1 0

)
(2-293)

这样, 我们就证明了 SU (2) 的 2 维表示等价于它的复共轭表示.

作为这个性质的一个简单应用, 我们考虑 SU (2) 的一个二重态

q =

(
u

d

)
(2-294)
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在 SU(2) 变换下有

q → q′ = exp [iτ ·α] q (2-295)

对上式取复共轭后得到

q∗ → q∗′ = exp [−iτ ∗ ·α] q∗ = S† exp [iτ ·α] (Sq∗) (2-296)

即

(Sq∗′) = exp [iτ ·α] (Sq∗) (2-297)

这说明

Sq∗ =

(
0 1

−1 0

)(
u∗

d∗

)
=

(
d∗

−u∗

)
(2-298)

和 q 按相同的方式变换. 为了清楚起见, 我们把这两个二重态表示为

q =

(
q1

q2

)
=

(
u

d

)
, q′ =

(
q′1
q′2

)
=

(
d∗

−u∗

)
(2-299)

假设我们要结合这两个二重态以构成 SU(2) 的不可约表示. 根据例 2-3 的讨论, 有

|1, 1〉 = q1q
′
1 = ud∗ (2-300)

|1, 0〉 =
1√
2

(q1q
′
2 + q2q

′
1) =

1√
2
(−u u∗ + dd∗) (2-301)

|1,−1〉 = q2q
′
2 = d (−u∗) (2-302)

注意, 根据
(
Sτ3S

†) = −τ3 (2-303)

可以看到在任何表示中, T3量子数在进入复共轭表示时会变号.而由上文中所见,

SU(2)的所有表示都有这样一个性质: T3量子数的取值成对出现,且符号相反.这

就是为什么在 SU(2) 中复共轭表示等价于原始的表示. 这对于 SU(3) 群则不再

成立, 而且一般而言, 共轭表示并不等价于原始表示.

2.3.2 三维空间旋转群 O(3)

在经典力学和量子力学中, 我们都用线性算符来描述旋转. 算符作用在空间

坐标 (x, y, z) 上, 由一个 3× 3 的矩阵来表示

xi −→ x′i = Rijxj , 其中 RRT = RTR = 1 (2-304)
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例如, 绕 z 轴旋转 θ 角的表示矩阵为

Rz (θ) =




cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1


 (2-305)

所有的这些旋转的集合构成 3维空间的旋转群——O(3)群. 为了研究 O(3)群的

结构, 考虑无穷小旋转变换, 并将表示矩阵写成如下形式

Rij = δij + εij , |εij | ¿ 1 (2-306)

则

x′i = xi + εijxj (2-307)

R 的正交性要求 εij 是反对称的, 即

δjk = RijRik = (δij + εij) (δik + εik) =⇒ εjk = −εkj (2-308)

例如, 绕 z 轴的无穷小旋转为

Rz (θ) −→




1 θ 0

−θ 1 0

0 0 1


 =⇒ ε12 = −ε21 = θ (2-309)

即

x′1 = x1 + θx2, x′2 = x2 − θx1, x′3 = x3 (2-310)

对于 xi 的任意函数 f(xi), 在无穷小变换 Rz (θ) 的作用下, f 的变换为

f(x) → f(x′1, x
′
2, x

′
3) ≈ f(x1, x2, x3)− θ

(
x1

∂

∂x2
− x2

∂

∂x1

)
f + · · · (2-311)

引入算符 L3 来表示这个变换

f(x′) = f(x)− iθL3f(x) + · · · (2-312)

则有

L3 = −i
(

x1
∂

∂x2
− x2

∂

∂x1

)
(2-313)

同样地, 对于另外的两个变换, 有

L1 = −i
(

x2
∂

∂x3
− x3

∂

∂x2

)
, L2 = −i

(
x3

∂

∂x1
− x1

∂

∂x3

)
(2-314)

显然, 这些算符会使二次型 x2
1 + x2

2 + x2
3 保持不变. 很容易证明这些算符满足

[Li, Lj ] = iεijkLk (2-315)

可以看到, 这些对易关系和式 (2-212) 给出的 SU(2) 代数的对易关系完全相同.
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SU(2) 和 O(3) 群的关系

尽管旋转群 O(3) 和幺正群 SU(2) 是两个不同的群, 但是它们的代数结构却

完全一样. 现在我们就具体来说明它们之间的关系.

前面曾说过, SU(2) 群的生成元是 Pauli 矩阵

τ1 =

(
0 1

1 0

)
, τ2 =

(
0 −i

i 0

)
, τ3 =

(
1 0

0 −1

)
(2-316)

假设 r = (x, y, z) 是 R3 (3 维坐标空间) 中的任意矢量. 定义一个 2× 2 的矩阵 h 为

h = τ · r =

(
z x− iy

x + iy −z

)
(2-317)

这个矩阵有如下的性质:

(1) h† = h;

(2) tr h = 0;

(3) det h = −(x2 + y2 + z2).

设 U 是一个 2× 2 的幺正矩阵, 且 detU = 1. 考查如下变换

h → h′ = UhU † (2-318)

变换后的新矩阵 h′ 将和 h 有相同的性质:

(1) h′† = h′;

(2) tr h′ = 0;

(3) det h′ = det h.

h′ 的前两个性质意味着它也可以用 Pauli 矩阵来展开

h′ = r′ · τ ′, r′ = (x′, y′, z′) (2-319)

那么再结合第 3 个性质则有

deth′ = det h ⇒ x′2 + y′2 + z′2 = x2 + y2 + z2 (2-320)

因此 r 和 r′ 之间的关系应该是旋转变换. 这说明任意的 2× 2 幺正矩阵 U 都能

产生一个 R3 中的旋转. 这就给出了 SU(2) 群与 O(3) 群的一个对应关系. 注意,

U 和 (−U) 对应的是相同的旋转变换, 所以这是二对一的对应.

例 2-5 U 是对角矩阵.

那么 U 的形式为

U =

(
eiα/2 0

0 e−iα/2

)
(2-321)
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2× 2 的厄米矩阵 h′ 则是

h′=UhU † =

(
eiα/2 0

0 e−iα/2

)(
z x− iy

x + iy −z

)(
e−iα/2 0

0 eiα/2

)

=

(
z (x− iy) eiα

(x + iy) e−iα −z

)
=

(
z′ x′ − iy′

x′ + iy′ −z′

)

新的坐标 x′, y′, z′ 和旧的坐标 x, y, z 的关系是

x′ = cos αx + sinαy

y′ = − sinαx + cos αy

z′ = z

显然, 这相当于绕 z 轴顺时针旋转 α 角.

例 2-6 U 是实矩阵.

可以将它写成

U =

(
cos(β/2) − sin(β/2)

sin(β/2) cos(β/2)

)
(2-322)

变换后的 h′ 是

h′=UhU †=

(
cos(β/2) − sin(β/2)

sin(β/2) cos(β/2)

)(
z x− iy

x + iy −z

)(
cos(β/2) sin(β/2)

− sin(β/2) cos(β/2)

)

=

(
z cos β − x sinβ x cos β − iy + z sinβ

iy + x cos β + z sinβ x sinβ − z cos β

)
=

(
z′ x′ − iy′

x′ + iy′ −z′

)

坐标之间的关系是





x′= x cos β + z sinβ

y′ = y

z′ = −x sinβ + z cos β

这是绕 y 轴旋转 β 角.

注意, 在上面的例子中, 产生 3 维空间旋转的 2 × 2 幺正矩阵中所包含的角

度都是以 α/2, β/2 这样的半角形式出现的. 这意味着, 如果将角度增加 2π, 2× 2

的幺正矩阵会变号, 而它所产生的三维空间的旋转则是相同的. 这明显地显示了

SU (2) 到 O(3) 之间的 2 → 1 的同态映射.
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2.3.3 旋转群与量子力学

现在我们来讨论一下群论对于量子力学研究中具有旋转对称性的问题的用处.

三维空间中的旋转可以被表示成对坐标的线性变换, 即

r = (x, y, z) = (r1, r2, r3), ri → r′i = Rijrj , RRT = 1 = RTR (2-323)

考虑坐标的一个任意函数, f(r) = f(x, y, z). 在旋转变换下, f 变成

f(ri) → f ′(ri) = f(Rijrj) (2-324)

如果 f = f ′, 就说 f 是旋转不变的. 比如, f(ri) = f(r)(r =
√

x2 + y2 + z2) 就是旋

转不变的.

在量子力学中, 通过一个作用在态 |ψ〉 上的幺正算符 U 来实现对坐标的旋

转变换, 即

|ψ〉 → |ψ′〉 = U |ψ〉, O → O′ = UOU† (2-325)

这使得

〈ψ′|O′|ψ′〉 = 〈ψ|O|ψ〉 (2-326)

也就是说, 物理量 〈ψ|O|ψ〉 与坐标轴的方向无关.

对于算符来说, 如果 O′ = O, 就说 O 在旋转变换下保持不变

O = UOU† 或 UO = OU =⇒ [O, U ] = 0 (2-327)

因此算符 O 的旋转不变性意味着它与变换算符 U 对易. 将 U 用旋转变换的无

穷小生成元 L 来表示, 则有

U = e−iθn·L (2-328)

这意味着

[Li, O] = 0, i = 1, 2, 3 (2-329)

如果 O 是哈密顿量 H, 那么

[Li,H] = 0 (2-330)

设 |ψ〉 是 H 本征值为 E 的本征态

H|ψ〉 = E|ψ〉 (2-331)

那么 H 的旋转不变性意味着

(LiH −HLi)|ψ〉 = 0 ⇒ H(Li|ψ〉) = E(Li|ψ〉) (2-332)
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即 |ψ〉 和 Li|ψ〉 是简并的. 例如, 设 |ψ〉 = |j, m〉 是角动量本征态, 如果 |ψ〉 是 H

的本征态,则 L±|ψ〉也是它的本征态. 这意味着对于给定的 l,由哈密顿量的旋转

不变性带来的简并度是 (2l + 1). 以氢原子的哈密顿量为例,

H = − }
2

2m
∇2 − Ze2

4πε0r
(2-333)

它在旋转变换下保持不变, 即

[Li,H] = 0 (2-334)

那么 l = 0 (s 态) 就是非简并的, l = 1 (p 态) 的简并度是 2l + 1 = 3, l = 2 (d 态)

的简并度则是 2l + 1 = 5 等. 因此不可约表示的维数与哈密顿量本征态的简并度

之间有密切的联系. 简单说来就是, 由于对称性, 哈密顿量无法区分不可约表示

内的不同态.



第 3章 正则量子化

本章讨论前面提到的三种最常见场的量子化,它们分别满足 Klein-Gordon方

程、Dirac 方程和 Maxwell 方程. 因为它们的解是平面波 eipx, 所以常把它们称为

自由场. 场量子化的基本构想是把场视为无穷多粒子数的极限情况. 为此, 我们

先来回顾一下非相对论性量子力学中的正则量子化方法.

非相对论量子力学中的量子化条件为对易关系

[qi, pj ] = iδij (3-1)

其中, qi (i = 1, 2, · · · , n) 为广义坐标, pj 为相应的正则动量

pj =
∂L

∂q̇j
(3-2)

其中, L 为 拉氏量. 哈密顿量为

H =
∑

i

piq̇i − L (3-3)

系统的动力学由 Schrödinger 方程来描述

HΨ = i
∂Ψ
∂t

(3-4)

波函数 Ψ(t) 给出了物理态的时间演化, 而算符 pi, qi 是不依赖于时间的. 这就是

Schrödinger 绘景. 此外, 我们还可以采用 Heisenberg 绘景, 其中算符 pi (t) , qj(t)

而非态矢 Ψ 随时间变化. Heisenberg 绘景和 Schrödinger 绘景是等价的, 它们之

间可以通过一个幺正变换联系起来. 两种绘景中的波函数之间的关系为

ΨH = eiHtΨS (t) (3-5)

算符之间的关系为

OH (t) = eiHtOSe−iHt (3-6)

其中, ΨS, OS 和 ΨH, OH 分别是 Schrödinger绘景和 Heisenberg绘景中的波函数与

算符. 在 Heisenberg 绘景下对易关系变为

[qi (t) , pj (t)] = iδij (3-7)
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可以看到, 式 (3-1) 中的对易关系在幺正变换下保持不变.

场量子化是对上述理论的推广. 在相对论性量子场论中, 由于狭义相对论的

要求, 空间坐标 x 和时间坐标 t 地位平等, 都是场算符 φ (x, t) 的参数, 所以采

用 Heisenberg 绘景更加方便. 在场论中我们将 qi (t) 推广为 φ (x, t). 广义坐标

qi (t) (i = 1, · · · , n) 描述的系统的自由度是有限的. 当取 n → ∞ 时, 可以得到

无穷多个自由度, 但依然是离散和可数的. 而在场论中, 场 φ (x, t) 是由连续变量

x, t 来描述的. 为了过渡到场, 可以将三维空间划分成许多体积元 ∆Vi, 定义第 i

个坐标 φi (t) 为

φi (t) =
1

∆Vi

∫

∆Vi

d3x φ (x, t) (3-8)

这样就得到了一系列离散可数的坐标 φi(t). 这显然是对 qi的推广. 同样地, ∂0φi (t)

是 ∂φ (x, t) /∂t 在第 i 个体积元上的平均. 把拉氏量 L 写成拉氏量密度 L 的积分

L =
∫

d3x L =
∑

i

∆ViLi (φi, ∂0φi) (3-9)

并且用 Li 表示第 i 个体积元上 L 的平均值. 则共轭动量可以定义为

pi (t) =
∂L

∂ (∂0φi (t))
= ∆Vi

∂Li

∂ (∂0φi (t))
≡ ∆Viπi (t) (3-10)

哈密顿量定义为

H =
∑

i

pi (t) ∂0φi (t)− L =
∑

i

∆Vi (πi∂0φi (t)− Li) −→
∫

d3xH (3-11)

其中, 哈密顿密度为

H =πi∂0φi (t)− L (3-12)

在进行量子化时, 要求正则对易关系

[φi (t) , pj (t)] = iδij , [φi (t) , φj (t)] = 0, [pi (t) , pj (t)] = 0 (3-13)

用 πi 表达为

[φi (t) , πj (t)] = i
δij

∆Vi
(3-14)

过渡到连续情况下的正则对易关系则是

[φ (x, t) , π (x′, t)] = iδ3 (x− x′) , [φ (x, t) , φ (x′, t)] = 0, [π (x, t) , π (x′, t)] = 0

(3-15)

其中, Dirac δ 函数为 ∆Vi → 0 时
δij

∆Vi
的极限, 它的性质为

∫
d3x′δ3 (x− x′) f(x′) = f(x) (3-16)
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同样地, 有

π (x, t) =
∂L

∂ (∂0φ)
(3-17)

3.1 标 量 场

现在讨论标量场的量子化. 考虑一个标量场 φ, 拉氏量密度取如下形式

L =
1
2

(∂µφ) (∂µφ)− µ2

2
φ2 (3-18)

由 Euler-Lagrange 方程

∂µ

(
∂L

∂ (∂µφ)

)
− ∂L

∂φ
= 0 (3-19)

可以得到它满足 Klein-Gordon 方程

(∂µ∂µ + µ2)φ = 0 (3-20)

下面对它进行量子化.

3.1.1 正则量子化

在进入本节前, 请读者参阅本章附录, 复习量子力学中的一维谐振子, 务必理

解产生和湮没算符的意义及其运算, 这是场论里最常用到的工具.

首先计算共轭动量

π (x, t) =
∂L

∂ (∂0φ)
= ∂0φ (3-21)

哈密顿量密度为

H =π∂0φ− L =
1
2

[(
∂0φ

)2
+ (∇φ)2

]
+

1
2
µ2φ2 (3-22)

由对易关系

[φ (x, t) , π (x, t)] = iδ3 (x− y) , [φ (x, t) , φ (y, t)] = 0, [π (x, t) , π (y, t)] = 0

(3-23)

可得对易子

[H, φ(x, t)] =
∫

d3y [H, φ(x, t)] = −i∂0φ (3-24)

正如预料的一样, 哈密顿量生成时间平移变换.
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模态展开 (mode expansion)

现在讨论此哈密顿量的物理意义. 我们注意到式 (3-22) 中的哈密顿量和简谐

振子的哈密顿量非常相似. Klein-Gordon 方程的通解为如下形式

exp (ik0t− k · x) , k2
0 = k2 + µ2 (3-25)

可以用它来展开场算符

φ (x, t) =
∫

d3k√
(2π)3 2wk

[
a(k)e−ik·x + a†(k)eik·x]

, k0 =
√

k2 + µ2 (3-26)

这里假设 φ 是厄米算符. 展开系数 a(k) 和 a†(k) 是不依赖于时间的算符. 注意到

第二项 a†(k)eik·x 对应着 Klein-Gordon 方程的负能解, 我们将看到它就是产生算

符, 而第一项 a(k)e−ikx 为湮没算符. 为了利用式 (3-23) 中的对易关系, 把 a(k) 和

a†(k) 用 φ 和 ∂0φ 表示. φ 对时间的微分为

∂0φ (x, t) =
∫

d3k√
(2π)3 2wk

(−ik0)
[
a(k)e

−ik·x − a†(k)eik·x
]
, k0 =

√
k2 + µ2 = wk

(3-27)

乘上 eik′·x, 然后对 x 积分 (实质上类似反傅里叶变换), 得到
∫

eik′xd3x (∂0φ− ik0φ) =
∫

d3k√
(2π)3 2wk

(−2ik0) (2π)3 δ3 (k − k′) a (k) (3-28)

由此得到

a(k) = i
∫

d3x
1√

(2π)3 2wk

[
eik·x∂0φ−

(
∂0eik·x)]

(3-29)

如果引入如下符号

f
←→
∂0 g ≡ f∂0g − (∂0f) g (3-30)

则上式可以简化为

a(k) = i
∫

d3x
eik·x

√
(2π)3 2wk

←→
∂0 φ (x) (3-31)

取厄米共轭可得

a†(k) = −i
∫

d3x
e−ik·x

√
(2π)3 2wk

←→
∂0 φ (x) (3-32)

a(k) 和 a†(k) 实质上是动量空间的场算符. 可以直接计算它们的对易关系得到

[
a(k), a†(k′)

]
= δ3(k − k′),

[
a(k), a(k′)

]
= 0,

[
a†(k), a†(k′)

]
= 0 (3-33)
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第一个对易关系的推导如下

[
a(k), a†(k′)

]
=

∫
d3xd3x′eikxe−ik′x′

√
(2π)3 2wk (2π)3 2wk′

[∂0φ (x)− ik0φ (x) , ∂0φ (x′)− ik′0φ (x′)]

=
∫

d3xd3x′eikxe−ik′x′

√
(2π)3 2wk (2π)3 2wk′

(ik′0 (−i)− ik0i) δ3 (x− x′)

= δ3(k − k′)

其他的关系都可以通过类似的过程证明. 可以看到, 这些对易关系和简谐振子的

情况非常类似.

有了上面这些关系, 可以将哈密顿量写成

H =
∫

d3x H =
1
2

∫
d3x

[
φ̇2 + |∇φ|2 + µ2φ2

]

=
1
2

∫
d3k wk

[
a†(k)a(k) + a(k)a†(k)

]
=

∫
d3k Hk

其中

Hk =
wk

2
[
a† (k) a (k) + a (k) a† (k)

]
(3-34)

因此 H 是频率为 wk 的谐振子的线性组合. 可以计算对易子

[
H, a†(k)

]
=

∫
d3k′ wk′

[
a†(k′)a(k′), a†(k)

]
= wka†(k) (3-35)

对 H 的本征值为 E 的本征态

H|E〉 = E|E〉 (3-36)

将对易关系作用到该本征态可以得到

(
Ha†(k)− a†(k)H

) |E〉 = wk a†(k)|E〉 (3-37)

所以

Ha†(k)|E〉 = (E + wk) a†(k)|E〉 (3-38)

因此算符 a†(k) 的作用是将能量本征值增加 wk, 通常称为产生算符(creation oper-

ation). 同样地

[H, a(k)] =
∫

d3k′ wk′
[
a†(k′)a(k′), a(k)

]
= −wk a(k) (3-39)
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因此 a(k)的作用是使得能量本征值减少 wk,通常称为湮没算符(annihilation oper-

ator). 根据 Noether 定理, 从空间平移对称性可得动量算符的形式为

Pi =
∫

d3x T0i =
∫

d3x
∂L

∂ (∂0φ)
∂iφ =

∫
d3x π∂iφ (3-40)

对易子为

[Pi, φ(x, t)] =
∫

d3y [π(y, t)∂iφ(y, t), φ(x, t)]

=
∫

d3y ∂iφ(y, t) (−i) δ3(x− y) = −i∂iφ(x, t)

也就是说动量算符生成空间平移变换.用产生算符和湮没算符来表示,动量算符可

以写为

P =
1
2

∫
d3kk

[
a† (k) a (k) + a (k) a† (k)

]
=

∫
d3kpk (3-41)

其中

pk =
k

2
[
a† (k) a (k) + a (k) a† (k)

]
(3-42)

在通常的谐振子中有如下关系

aa† = a†a + 1 (3-43)

而场论中与之对应的关系则是

a (k) a† (k) = a† (k) a (k) + δ3 (0) (3-44)

我们需要对 δ3 (0) 作合理的解释: 从动量空间的表象

δ3(k) =
∫

d3x

(2π)3
eik·x (3-45)

看到当 k −→ 0 时有

δ3 (0) = (2π)−3
∫

d3x =
V

(2π)3
(3-46)

其中, V 是系统的总体积. 因此

H =
∫

d3k wk

[
a† (k) a (k) +

V (2π)−3

2

]
=

∫
d3k wka† (k) a (k)+V

∫
d3k

(2π)3
wk

2
(3-47)

最后一项只是一个常数 (尽管是无限的), 是真空的零点能量. 因为实验只能测量

能量差值,所以这个常数可以扔掉.为了系统地达到这个目的,引入正规乘积(normal

ordering).
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正规乘积

正规乘积是把所有的产生算符 a†(k) 移到湮没算符 a(k) 的左边, 用符号

: f
(
a, a†

)
: 来表示, 其中 f

(
a, a†

)
表示 a, a† 的某个函数. 例如,

: a(k)a†(k) := a†(k)a(k)

: a†(k)a(k) := a†(k)a(k)

定义真空 (能量最低态) 为

a(k)|0〉 = 0, ∀ k =⇒ 〈0|a†(k) = 0 (3-48)

这样可以得到一个一般性的结果

〈0| : f
(
a, a†

)
: |0〉 = 0 (3-49)

因此, 如果用正规乘积来定义哈密顿量, 就可以去掉常数项

H =
1
2

∫
d3k wk :

[
a†(k)a(k) + a(k)a†(k)

]
:=

∫
d3k wk a†(k)a(k) (3-50)

同样地

P =
1
2

∫
d3k pk :

[
a†(k)a(k) + a(k)a†(k)

]
:=

∫
d3k pk a†(k)a(k) (3-51)

可以很容易地得到 H 和 P 的本征态和本征值. 例如, 如下定义的态

|k〉 =
√

(2π)3 2wka†(k)|0〉 (3-52)

有下列性质

H|k〉 = wk|k〉

P |k〉 = k|k〉, wk =
√

k2 + µ2

可以把这个态解释为单粒子态, 因为它有确定的能量 wk 和动量 k , 并且在壳

(on shell), 即满足如下关系

w2
k − k2 = µ2 (3-53)

同样地, 可以定义双粒子态如下

|k1,k2〉 =
√

(2π)3 2wk1

√
(2π)3 2wk2a

†(k1)a†(k2)|0〉 (3-54)
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可以推广到多粒子态

|k1, · · · ,kn〉 =
√

(2π)3 2wk1 · · ·
√

(2π)3 2wkn
a†(k1) · · · a†(k2)|0〉 (3-55)

从式 (3-26)可以看到场算符 φ (x, t)是产生算符和湮没算符的线性组合,组

合的系数为平面波. 因此态 φ (x) |0〉 是不同动量单粒子态的组合

φ (x) |0〉 =
∫

d3k√
(2π)3 2wk

a†(k)eik·x|0〉 =
∫

d3k

(2π)3 2wk

eik·x|k〉 (3-56)

而且如果将它投影到四动量为 k 的态上, 可以得到

〈k|φ (x) |0〉 = eik·x (3-57)

与非相对论性量子力学比较, 可以说场算符 φ(x) 能从真空中产生一个位于 x

的单粒子态 |x〉,它在动量表象的波函数就是平面波,也是 Klein-Gordon波动方

程的解.

Bose 统计 (Bose statistics)

任意一个物理态都可以用有固定粒子数的态来展开

|Φ〉 =

[
C0|0〉+

∞∑
n=1

∫
d3k1d3k2 · · ·d3knCn (k1, k2, · · · , kn) a†(k1)a†(k2) · · · a†(kn)|0〉

]

(3-58)

其中, Cn (k1, k2, · · · , kn) 可以解释为动量空间的波函数. 因为两个产生算符彼

此对易

[a† (ki) , a† (kj)] = 0 (3-59)

可以看到

Cn (k1, · · · , ki, · · · , kj , · · · , kn) = Cn (k1, · · · , kj , · · · , ki, · · · , kn) (3-60)

这说明波函数 Cn (k1, k2, · · · , kn) 满足 Bose 统计, 也就是说交换任意两个粒子

ki ↔ kj , 波函数 Cn (k1, k2, · · · , kn) 保持不变.

3.1.2 场的对易子及因果性

我们在非相对论量子力学中学过, 由对易关系

[q, p] = i (3-61)

会得到 Heisenberg 不确定关系

∆q ·∆p > 1 (3-62)
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这说明位置和动量的测量会相互影响. 现在我们来研究相对论性量子场论里

相应的情况, 这里狭义相对论起着关键的作用.

利用模态展开, 先计算标量场乘积的真空期望值, 它是一个粒子从 y 传播

到 x 的概率幅

〈0 |φ (x)φ (y)| 0〉 =
∫

d3kd3k′

(2π)3
√

2ωk2ωk′

〈
0

∣∣∣(a(k)e−ikx)a+(k′)eik′y
∣∣∣ 0

〉

=
∫

d3kd3k′

(2π)32ωk
δ3 (k − k′) e−ikx+ik′y =

∫
d3k

(2π)32ωk
e−ik(x−y)

则对易子的真空期望值为

i∆ (x− y) ≡ [φ (x) , φ (y)] =
∫

d3k

(2π)3 2ωk

[
e−ik·(x−y) − eik·(x−y)

]
(3-63)

首先考虑类空间隔 (x− y)2 < 0. 可以选择一个参考系, 使得 x − y 仅有空间分

量, 即 x− y = (0,x− y). 因此

〈0 |[φ (x) , φ (y)]| 0〉 =
∫

d3k

(2π)3 2ωk

[
eik·(x−y) − e−ik·(x−y)

]
= 0 (3-64)

其中, 在第二项把 k 改成了 −k 就得二项抵消. 这意味着, 如果两个标量场

φ (x) , φ (y) 之间是类空间隔 (x− y)2 < 0, 那么对它们的测量不会彼此干扰. 这

个结果是合理的, 因为狭义相对论说任何信号的传递速度都不可能超过光速.

因而如果 (x− y)2 < 0, 测量 φ (x) 不会影响 φ (y) 的测量结果.

3.1.3 含对称性的标量场

假设有两个标量场, 其拉氏密度为

L =
1
2

(∂µφ1) (∂µφ1)− µ2
1

2
φ2

1 +
1
2

(∂µφ2) (∂µφ2)− µ2
2

2
φ2

2 (3-65)

这里的 φ1, φ2 都是厄米的场算符. Euler-Lagrange 方程为

∂µ

(
∂L

∂ (∂µφi)

)
− ∂L

∂φi
= 0, i = 1, 2 (3-66)

分别给出了两个 Klein-Gordon 方程

∂µ∂µφ1 + µ2
1φ1 = 0, ∂µ∂µφ2 + µ2

2φ2 = 0 (3-67)

很显然在这个理论的量子化中, φ1, φ2有各自的产生和湮没算符,即 a†1(k1), a
†
2(k2)

和 a1(k1), a2(k2). 但是当质量相等时, µ2
1 = µ2

2, 拉氏密度有如下形式

L =
1
2
[(∂µφ1) (∂µφ1) + (∂µφ2) (∂µφ2)]− µ2

2
(φ2

1 + φ2
2) (3-68)
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它在 φ1, φ2 空间的转动下不变

{
φ1 −→ φ′1 = cos θ φ1 + sin θ φ2

φ2 −→ φ′2 = − sin θ φ1 + cos θ φ2

(3-69)

这里 θ 和时空坐标 xµ 无关, 这样的对称性通常称为整体的 O(2) 对称性. 为了

从 Noether 定理得到该对称性的守恒流, 考虑无穷小转动

δφ1 = φ′1 − φ1 = θφ2, δφ2 = φ′2 − φ2 = −θφ1 (3-70)

则守恒流为

jµ =
∂L

∂ (∂µφi)
δφi = [(∂µφ1) φ2 − (∂µφ2) φ1]θ (3-71)

可以把两个场结合为一个复标量场

φ =
1√
2
(φ1 + iφ2) (3-72)

则拉氏密度变成

L =
(
∂µφ†

)
(∂µφ)− µ2φ†φ (3-73)

对称变换就成了相位的变换

φ −→ φ′ = e−iθφ (3-74)

这通常称为整体的 U(1) 变换. Noether 流为

jµ =
∂L

∂ (∂µφ)
δφ +

∂L
∂ (∂µφ†)

δφ† = i[(∂µφ†)φ− (∂µφ) φ†]θ (3-75)

在这个简单的例子中我们证明了 O(2) 对称性和 U(1) 对称性是等价的.

将这个复标量场作模态展开得到

φ (x, t) =
∫

d3k√
(2π)3 2wk

[
a(k)e−ikx + b†(k)eik·x]

, k0 =
√

k2 + µ2 (3-76)

注意到因为 φ 是复场, 第一项和第二项不再互为复共轭. 不难看出

a(k) =
1√
2
[a1(k) + ia2(k)], b(k) =

1√
2
[a1(k)− ia2(k)] (3-77)

以及

[
a(k), a†(k′)

]
= δ3(k− k′),

[
b(k), b†(k′)

]
= δ3(k− k′),

[
a(k), b(k′)

]
= 0, · · · (3-78)
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因此 a(k), b(k) 对应两种不同粒子的湮没算符. 可以证明

H =
∫

d3k ωk[a†(k)a(k) + b†(k)b(k)] (3-79)

P k =
∫

d3k pk[a†(k)a(k) + b†(k)b(k)] (3-80)

还可以得到守恒荷为

Q =
∫

d3x j0 = i
∫

d3x
[
(∂0φ

†)φ− (∂0φ)φ†
]

=
∫

d3k [a†(k)a(k)− b†(k)b(k)] (3-81)

因而 a 粒子和 b 粒子带的是相反的“荷”.

3.2 费 米 场

可以用类似于对标量场量子化的方法对费米场进行量子化. 从自由粒子

的 Dirac 方程出发

(iγµ∂µ −m) ψ = 0 或 ψ
(
−iγµ←−∂µ −m

)
= 0 (3-82)

拉氏密度的形式为

L = ψα (iγµ∂µ −m)αβ ψβ (3-83)

从而
∂L
∂ψ†γ

=
(
γ0

)
γα

(iγµ∂µ −m)αβ ψβ ,
∂L

∂
(
∂µψ†γ

) = 0 (3-84)

对应的 Euler-Lagrange 方程给出

(iγµ∂µ −m)αβ ψβ = 0 (3-85)

共轭动量密度为

πα =
∂L

∂ (∂0ψα)
= iψ†α (3-86)

如果采用标量场的对易关系,将得出费米子满足 Bose统计这个错误的结果,因

为费米场应该满足反对称的关系.

3.2.1 反对易关系

为了得到反对称特性,需假设费米场中作量子化时要用下面的反对易关系

来替代对易关系

{πα(x, t), ψβ(y, t)}=iδ3(x−y)δαβ , {ψα(x, t), ψβ(y, t)}=0, {πα(x, t), πβ(y, t)}=0

(3-87)
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哈密顿密度为

H =
∑

πα

α

∂0ψα − L = iψ†∂0ψ − ψ (iγµ∂µ −m)ψ = ψ(iγ ·∇ + m)ψ (3-88)

模态展开

用 Dirac 方程的经典解展开费米场

ψ (x, t) =
∑

s

∫
d3p√

(2π)3 2Ep

[
b (p, s)u (p, s) e−ip·x + d† (p, s) υ (p, s) eip·x]

ψ† (x, t) =
∑

s

∫
d3p√

(2π)3 2Ep

[
b† (p, s) u† (p, s) eip·x + d (p, s) υ† (p, s) e−ip·x]

这里的 u(p, s), v(p, s) 是满足 Dirac 方程的旋量. 现在我们要反过来求解动量空

间的场算符. 等式两边同时乘上 u† (p′, s′) eip′x, 然后对 x 积分

∫
d3xeip′xu† (p′, s′) ψ (x, t)=

∑
s

∫
d3p√

(2π)3 2Ep

b (p, s) u† (p′, s′) u (p, s) (2π)3 δ3 (p−p′)

(3-89)

其中, 用到了

u† (−p, s′) v (p, s) = 0 (3-90)

由 Dirac 方程和它的共轭形式可得

ū (p, s′) γµ (/p−m) u (p, s) = 0 (3-91)

ū (p, s′) (/p−m) γµu (p, s) = 0 (3-92)

两式相加得到
pµū (p, s′)u (p, s) = mū (p, s′) γµu (p, s) (3-93)

它的时间分量就是

u† (p, s′) u (p, s) = 2p0δss′ (3-94)

这里利用了 ū(p, s)u(p, s′) = 2mδss′ . 利用上面得到的这个关系, 可以求出

b (p, s) =
∫

d3xeip·x
√

(2π)3 2Ep

u† (p, s)ψ (x, t) (3-95)

它的厄米共轭为

b† (p, s) =
∫

d3xe−ip·x
√

(2π)3 2Ep

ψ† (x, t) u (p, s) (3-96)
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同样的计算可以得到

d† (p, s) =
∫

d3xe−ip·x
√

(2π)3 2Ep

υ† (p, s) ψ (x, t) , d (p, s) =
∫

d3xeip·x
√

(2π)3 2Ep

ψ† (x, t) υ (p, s)

(3-97)

这样就可以计算 b 和 b† 的反对易关系为

{
b (p, s) , b† (p′, s′)

}
=

∫
d3xeip·x

√
(2π)3 2Ep

∫
d3x′e−ip′·x′
√

(2π)3 2Ep′

{
u† (p, s) ψ (x,t) , ψ† (x′,t) u (p′,s′)

}

=
∫

d3xeip·x
√

(2π)3 2Ep

∫
d3x′e−ip′·x′
√

(2π)3 2Ep′

(2π)3 δ3 (x− x′)u† (p, s)u (p′, s′)

=δss′δ
3(p− p′)

同样地,

{d (p, s) , d† (p′, s′)} = δss′δ
3(p− p′) (3-98)

其他的反对易子都为零.

将场算符的展开式代入哈密顿量, 得到

H =
∫

d3x H =
∫

ψ (iγ ·∇ + m) ψ d3x = i
∫

ψ†∂0ψ d3x

=
∑

s

∫
d3p Ep

[
b† (p, s) b (p, s)− d (p, s) d† (p, s)

]
=

∑
s

∫
d3p Hps

其中

Hps = Ep

[
b† (p, s) b (p, s)− d (p, s) d† (p, s)

]
(3-99)

同样地

P =
∑

s

∫
d3pP ps (3-100)

其中

P ps = p
[
b† (p, s) b (p, s)− d (p, s) d† (p, s)

]
(3-101)
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为了确定哪一个是产生算符,哪一个是湮没算符,可以计算它们和 H 的对易子

[
H, b† (p, s)

]
=

∑

s′

∫
d3p′

[
b† (p′, s′) b (p′, s′) , b† (p, s)

]
Ep′

=
∫

d3p′Ep′
∑

s′

[
b† (p′, s′) {b (p′, s′) , b† (p, s)}

− {b† (p′, s′) , b† (p, s)}b (p′, s′)
]

= b† (p, s) Ep

其中, 利用了恒等式

[AB, C] = A{B,C} − {A,C}B (3-102)

这说明 b† (p, s) 是把能量本征值增加 Ep 的算符, 因此是产生算符. 同样地

[
P , b† (p, s)

]
= P b† (p, s) (3-103)

b† (p, s)也使得动量本征值增加 p. 结合这两点,可以说 b†(p, s)产生了一个能量

为 Ep, 动量为 p 的粒子, 并且满足关系 Ep =
√

p2 + m2.

用同样的方法, 可以证明 d† (p, s) 和 b† (p, s) 一样, 也能产生一个同样质量

的粒子. 在后面我们可以看到, 它们带着相反的“电荷”.

3.2.2 对称性

拉氏量

L = ψ (iγµ∂µ −m)ψ (3-104)

在如下的相位变换下不变

ψ (x) −→ eiαψ (x) =⇒ ψ† (x) → ψ† (x) e−iα, α为实常数 (3-105)

考虑一个无穷小变换

δψ = iαψ, δψ† = −iαψ† (3-106)

由 Noether 定理, 守恒流为

jµ =
∂L

∂ (∂µψα)
δψα = −αψ̄γµψ (3-107)
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可以计算得守恒荷为

Q =
∫

j0 (x) d3x =
∫

d3x : ψ† (x, t)ψ (x, t)

:=
∫

d3x
∑

ss′

∫
d3p′√

(2π)3 2Ep′

:
[
b† (p′, s′) u† (p′, s′) eip′·x + d (p′, s′) υ† (p′, s′) e−ip′·x

]

×
∫

d3p√
(2π)3 2Ep

[
b (p, s) u (p, s) e−ip·x + d† (p, s) υ (p, s) eip·x]

:=
∑

s

∫
d3p : [b† (p, s) b (p, s) + d (p, s) d† (p, s)] :=

∑
s

∫
d3p

[
N+ (p, s)−N− (p, s)

]

其中

N+ (p, s) = b† (p, s) b (p, s) , N− (p, s) = d† (p, s) d (p, s) (3-108)

为粒子数算符. 因此粒子和反粒子带相反的“荷”, 因为它们在 Q 的表达式中

反号. 这和 U(1) 对称性的复标量场的情况类似.

3.3 电 磁 场

尽管电磁场是我们最熟悉的场论,但它的量子化却非常复杂. 从无源的Maxwell

方程出发

∇ ·B = 0, ∇×E +
∂B

∂t
= 0 (3-109)

∇ ·E = 0,
1
µ0

∇×B − ε0
∂E

∂t
= 0 (3-110)

可以引入矢势 A 和标势 φ

B = ∇×A, E = −∇φ− ∂A

∂t
(3-111)

来求解式 (3-109) 中的两个方程. 定义 Aµ = (φ,A), 可以将方程 (3-111) 写成

Fµν =∂µAν−∂νAµ 以及 F 0i =∂0Ai−∂iA0 =−Ei, F ij =∂iAj−∂jAi =−εijkBk

(3-112)

Maxwell 方程组的另外两个方程, 也就是方程 (3-110) 可以写成

∂νFµν = 0, µ = 0, 1, 2, 3 (3-113)

例如,

µ = 0, ∂iF
0i = 0 ⇒ ∇ ·E = 0 (3-114)
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µ = i, ∂νF iν = 0 ⇒ ∇×B − ∂E

∂t
= 0 (3-115)

在自然单位制里 c2 =
1

µ0ε0
= 1.

3.3.1 规范不变性

不难看出 Fµν 在下列变换下保持不变

Aµ −→ Aµ + ∂µα, α = α(x) (3-116)

其中, α(x) 是 x 的任意函数. 这个变换通常称为规范变换. 这表明给定 B 和 E, 对

应的 A 和 φ 的形式并不是唯一的, 改变规范函数 α(x) 仍然能够得到相同的 B 和

E. 这样的性质通常称为规范不变性.

下面将说明如果取拉氏量为

L = −1
4
FµνFµν =

1
2
(E2 −B2) (3-117)

就可以从 Euler-Lagrange 方程得到 Maxwell 方程. 为此先计算

∂L
∂ (∂µAν)

= − (∂µAν − ∂νAµ) ,
∂L
∂Aν

= 0 (3-118)

由此可得

∂µ
∂L

∂ (∂µAν)
=

∂L
∂Aν

=⇒ ∂µ (∂µAν − ∂νAµ) = ∂µFµν = 0 (3-119)

这就是 Maxwell 方程组.

共轭动量为

π0 =
∂L

∂(∂0A0)
= 0, πi(x) =

∂L

∂(∂0Ai)
= −F 0i = Ei (3-120)

可以看到矢势的时间分量A0并没有与之共轭的动量,因此它并不是一个真正的自由

度. 哈密顿密度为

H = πkȦk−L = (∂kA0−∂0Ak)∂0Ak+
1
2
∂µAν(∂µAν−∂νAµ) =

1
2
(E2+B2)+(E·∇)A0

(3-121)

利用 ∇ ·E = 0, 可以写出如下哈密顿密度

H =
∫

d3xH =
1
2

∫
d3x(E2 + B2) (3-122)

这正是我们熟悉的经典电磁场的能量组合.
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3.3.2 量子化

为了进行量子化, 先假设对易关系为

[πi(x, t), Aj(y, t)] = −iδijδ
3(x− y), · · · (3-123)

但是这与运动方程 ∇ ·E = 0 相矛盾, 因为从上式将得到

[∇ ·E(x, t), Aj(x, t)] = −i∂jδ
3(x− y) 6= 0 (3-124)

为了解决这个问题, 先把 δ 函数在动量空间写成如下形式

∂jδ
3(x− y) = i

∫
d3k

(2π)3
eik·(x−y)kj (3-125)

为了使 ∇ ·E 的对易子等于零, 可以作如下替换

δijδ
3(x− y) → δtr

ij(x− y) =
∫

d3k

(2π)3
eik·(x−y)

(
δij − kikj

k2

)
(3-126)

则

∂iδ
tr
ijδ

3(x− y) = i
∫

d3k

(2π)3
eik(·x−y)ki

(
δij − kikj

k2

)
= 0 (3-127)

因此之前非零的对易子变成了

[Ei(x, t), Aj(y, t)] = −iδtr
ij(x− y) (3-128)

还得到

[Ei(x, t),∇ ·A(y, t)] = 0 (3-129)

因为 δtr
ij 是对称的. 由于 A0 和 ∇ ·A 与所有的算符对易, 因此它们一定是 c 数. 换

句话说, A0 以及 A的纵向部分 ——∇ ·A并不是真正的量子自由度.可以选择下面

的规范 —— 辐射规范 (radiation gauge)

A0 = 0 且 ∇ ·A = 0 (3-130)

在该规范下

πi = ∂iA0 − ∂0Ai = −∂0Ai (3-131)

[∂0A
i(x, t), Aj(y, t)] = iδtr

ij(x− y) (3-132)

电磁理论量子化的困难是在于,如何将四矢量的 4个自由度减少为两个真正的物理自

由度. 这里的辐射规范只是一种选择, 而且无法推广到非 Abel 的局域对称性.
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模态展开

运动方程 ∂νFµν = 0 可以写成

∂ν (∂νAµ − ∂µAν) = ¤Aµ − ∂µ (∂υAυ) = 0 (3-133)

在辐射规范中, 有 ∂υAυ = 0, 则波动方程变为

¤ A = 0 (3-134)

这就是零质量的 Klein-Gordon 方程, 其通解为

Ai(x, t) =
∫

d3k√
2ω(2π)3

∑

λ

εi(k, λ)[a(k, λ)e−ikx + a†(k, λ)eikx] , w = k0 = |k|

(3-135)

其中, εi(k, λ) 对应光子的极化. 在辐射规范 ∇ ·A = 0 中, 电磁场只有两个独立的自

由度, 并且满足

k · ε(k, λ) = 0 , λ = 1, 2 (3-136)

标准的选择是令

ε(k, λ) · ε(k, λ′) = δλλ′ , ε(−k, 1) = −ε(k, 1), ε(−k, 2) = ε(−k, 2) (3-137)

从通解中可以解出 a(k, λ) 和 a†(k, λ) 为

a(k, λ) = i
∫

d3x√
(2π)32ω

[
eik·x←→∂0 ε(k, λ) ·A(x)

]
(3-138)

a†(k, λ) = −i
∫

d3x√
(2π)32ω

[
e−ik·x←→∂0 ε(k, λ) ·A(x)

]
(3-139)

它们的对易关系为

[a(k, λ), a†(k′, λ′)] = δλλ′δ
3(k−k′), [a(k, λ), a(k′, λ′)] = 0, [a†(k, λ), a†(k′, λ′)] = 0

(3-140)

正规乘积后的哈密顿量和动量为

H =
1
2

∫
d3x : (E2 + B2) :=

∫
d3k ω

∑

λ

a†(k, λ)a(k, λ) (3-141)

P =
∫

d3x : E ×B :=
∫

d3k k
∑

λ

a†(k, λ)a(k, λ) (3-142)

再次得到了许多独立的谐振子的集合. 同样地, 真空被定义为

a(k, λ)|0〉 = 0, ∀ k, λ (3-143)

而 a†(k, λ)|0〉 则是四动量为 k、极化为 λ 的单光子态.
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3.4 附 录

3.4.1 简谐振子

我们回顾一下量子力学中一维简谐振子的产生、湮没算符. 这是非常重要的模

型, 在场论中经常用到. 其哈密顿量为

H =
p2

2
+

1
2
ω2x2 (3-144)

其中为方便起见取 m = 1. p, x 满足对易关系

[x, p] = i (3-145)

定义

a =

√
1
2ω

(ωx + ip) , a† =

√
1
2ω

(ωx− ip) (3-146)

它们的对易关系为 [
a, a†

]
=

1
2ω

[ωx + ip, ωx− ip] = 1 (3-147)

从

x =
1√
2ω

(
a + a†

)
, p = −i

√
ω

2
(
a− a†

)
(3-148)

得到哈密顿量为

H =
1
2

[
−ω

2
(a− a†)2 +

ω2

2ω
(a + a†)2

]
=

ω

2
(a†a + aa†) (3-149)

利用对易关系可以把 H 写成

H = ω

(
a†a +

1
2

)
(3-150)

第二项通常称为零点能. 我们可以计算 H 与 a, a† 的对易子

[H, a] = −ωa, [H, a†] = ωa† (3-151)

假设有本征值为 E 的哈密顿量本征态 |E〉, 则

H |E〉 = E |E〉 (3-152)

就可以从第二个对易关系得到

(
Ha† − a†H

) |E〉 = ωa† |E〉 =⇒ H
(
a† |E〉) = (E + ω)

(
a† |E〉) (3-153)
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因此 a† 使得能量本征值上升 ω, 称为升算符(产生算符). 同样地

(Ha− aH) |E〉 = −ωa |E〉 =⇒ H (a |E〉) = (E − ω) (a |E〉) (3-154)

即算符 a 使得能量本征值降低 ω, 称为降算符(湮没算符). 因为 H 有下限, 所以一

定存在一个能量本征值最低的物理态, 即基态 |0〉, 它有如下性质

a |0〉 = 0 (3-155)

能量本征值为

H |0〉 =
1
2
ω |0〉 (3-156)

激发态通过产生算符 a† 的作用与真空态 |0〉 相关联. 例如,

H |n〉 =
(

n +
1
2

)
ω |n〉 , |n〉 =

(
a†

)n

√
n!

|0〉 (3-157)

态 |n〉 可以解释为包含 n 个能量为 ω 的量子的态, 所以 N = a†a 就是粒子数算符.

3.4.2 U(1) 局域对称性

在基本相互作用的理论里, 局域对称性有着非常重要的作用. 这里我们将在非

相对论量子力学的框架中介绍一下局域对称性的由来.

现在探讨带电粒子如何与电磁场发生相互作用. 一个在电磁场中运动的带电粒

子受到洛伦兹力, 运动方程为

m
d2x

dt2
= e (E + v ×B) (3-158)

对应该运动方程的拉氏量为

L =
1
2
mv2 + eA · v − eA0 (3-159)

证明如下: 拉氏量关于 x 和 v 求微分, 得到

∂L

∂vi
= mvi + eAi,

∂L

∂xi
= e

∂Aj

∂xi
vj − e

∂A0

∂xi
(3-160)

以及
d
dt

(
∂L

∂vi

)
= m

dvi

dt
+ e

∂Ai

∂xj

dxj

dt
+ e

∂Ai

∂t
(3-161)

Euler-Lagrange 方程给出

m
dvi

dt
+ e

∂Ai

∂xj

dxj

dt
+ e

∂Ai

∂t
= e

∂Aj

∂xi
vj − e

∂A0

∂xi
(3-162)
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另外,

(v ×B)i =εijkvjBk =εijkvjεklm∂lAm =vj (δilδjm − δimδjl) ∂lAm =vj (∂iAj − ∂jAi)

(3-163)

因而得到

m
dvi

dt
= −e

∂Ai

∂xj
vj − e

∂Ai

∂t
+ e

∂Aj

∂xi
vj − e

∂A0

∂xi
(3-164)

即

m
dvi

dt
= e (∂iAj − ∂jAi) vj + e (−∂iA0 − ∂0Ai) = e (E + v ×B)i (3-165)

这是我们想要的运动方程.

由拉氏量可以定义共轭动量为

pi =
∂L

∂vi
= mvi + eAi =⇒ vi =

1
m

(pi − eAi) (3-166)

这是一个共轭动量不等于 mv 的例子. 哈密顿量为

H = pivi − L = pivi − 1
2
mv2 − eA · v + eA0

=
1

2m
(p− eA)2 + eA0

注意, 也可以通过对自由粒子的哈密顿量 H = p2/2m 作如下代换

p −→ p− eA, H −→ H − eA0 (3-167)

或

pµ −→ pµ − eAµ (3-168)

直接得到电磁场中带电粒子的哈密顿量. 这通常称为最小替换原则(minimal substi-

tution).

由上面得到的哈密顿量, 可以写出带电粒子在电磁场中运动的 Schrödinger 方

程为 [
− 1

2m
(∇− ieA)2 + eA0

]
ψ = i

∂ψ

∂t
(3-169)

可以看出在 Schrödinger方程中出现的是 A, A0,而不是 E,B. 因此, Schrödinger方

程对于如下的规范变换

Aµ −→ Aµ + ∂µα, 或 A −→ A−∇α, A0 −→ A0 + ∂0α (3-170)

并不是不变的. 但是, 如果在规范变换的同时对波函数 ψ 也作一个相位变换

ψ −→ ψ′ = e−ieαψ (3-171)
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就又能回到原来的 Schrödinger 方程. 下面我们来说明这一点. 定义协变微分

(covariant derivative) 为

Dψ = (∂ − ieA) ψ (3-172)

新场的协变微分为

Dψ′ =
(
∂ − ieA′) ψ′ = e−ieα [∂ − ie∇α− ie (A−∇α)]ψ

= e−ieα (Dψ)

因此协变微分 Dψ 与场 ψ 一样都变换了相同的相位. 换句话说, 协变导数

D = (∂ − ieA) 并没有改变它作用的波函数的变换性质. 不难看出

D2ψ′ = e−ieα
(
D2ψ

)
(3-173)

对时间的微分有

D0ψ = (∂0 + ieA0) ψ (3-174)

以及

D0ψ
′ = e−ieα (∂0 + ie∂0α− ieA0 − ie∂0α) ψ = e−ieαD0ψ (3-175)

因此 Schrödinger 方程
[
− 1

2m

(∇− ieA′)2 + eA′0

]
ψ′ = i

∂ψ′

∂t
(3-176)

变为

e−ieα

[
− 1

2m
(∇− ieA)2 + eA0

]
ψ = e−ieαi

∂ψ

∂t
(3-177)

消掉相位 e−ieα 后,就回到了原来的 Schrödinger方程的形式. 波函数的相位变换是

一个对称变换, 并且是一个局域的对称变换, 因为相位 α = α(x, t) 是时空坐标的函

数. 相位的变换通常称为 U(1) 变换, 因此我们说电磁场具有局域的 U(1) 对称性.

注意, 电子与电磁场的作用仅出现在协变微分中.

3.4.3 非相对论性场论

本附录讨论非相对论系统的量子场论.它在概念上和相对论情形类似,但我们将

看到在物理诠释上有区别.

首先考虑一维 Schrödinger 方程
[
− 1

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ (x, t) = i

∂ψ

∂t
(3-178)
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其拉氏量为

L = − 1
2m

∂ψ†

∂x

∂ψ

∂x
+ ψ†V (x) ψ + iψ†

∂ψ

∂t
(3-179)

可以验证如下
∂L
∂ψ†

= i
∂ψ

∂t
− V (x)ψ,

∂L
∂ (∂0ψ†)

= 0 (3-180)

∂L
∂ (∂xψ†)

= − 1
2m

∂ψ

∂x
(3-181)

运动方程

∂x
∂L

∂ (∂xψ†)
+ ∂0

∂L
∂ (∂0ψ†)

=
∂L
∂ψ†

(3-182)

给出

i
∂ψ

∂t
− V (x)ψ = − 1

2m

∂2ψ

∂x2
(3-183)

这就是 Schrödinger 方程.

从拉氏密度可以得到共轭动量

π (x, t) =
∂L

∂ (∂0ψ)
= iψ† (3-184)

以及哈密顿密度

H = π∂0ψ − L = iψ†
∂ψ

∂t
−

[
iψ†

∂ψ

∂t
− 1

2m

∂ψ†

∂x

∂ψ

∂x
+ ψ†V (x) ψ

]

=
1

2m

∂ψ†

∂x

∂ψ

∂x
+ ψ†V (x) ψ

利用对易关系进行正则量子化

[ψ (x, t) , π (x′, t)] = iδ (x− x′) =⇒ [
ψ (x, t) , ψ† (x′, t)

]
= δ (x− x′) (3-185)

假设 φn 为 H 的归一化本征态

[
− 1

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
φn = Enφn (3-186)

以及 ∫
dx φ∗n (x) φm (x) = δnm (3-187)

其中, En(n = 0, 1, 2, · · · ) 为对应态 φ0, φ1, φ2, · · · 的能量本征值.
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模态展开

现在将场算符用这些本征态展开, 从而得到产生和湮没算符

ψ (x, t) =
∑

n

anφn (x) e−iEnt =⇒ ψ† (x, t) =
∑

n

a†nφ∗n (x) eiEnt (3-188)

其中, an和 a†n为算符.这里的展开只有一种项,因为只有正能量解. 反过来可以得到

an =
∫

eiEntφ∗n (x) ψ (x, t) , a†n =
∫

e−iEntφn (x) ψ† (x, t) (3-189)

注意 an 和 a†n 是不依赖时间的. 它们的对易子为

[
an, a†m

]
= eiEnte−iEmt

∫
dxdx′

[
ψ (x, t) , ψ† (x′, t)

]
φn (x) φ∗m (x′)

= eiEnte−iEmt

∫
dxdx′δ (x− x′)φ∗n (x) φm (x′) = δnm

同样地,

[an, am] = 0 (3-190)

可以将哈密顿量写成

H =
∫ [

1
2m

∂ψ†

∂x

∂ψ

∂x
+ ψ†V (x) ψ

]
dx=

∑
n,m

∫
dx

[
1

2m
∂xφ∗n∂xφma†nam+V (x) φ∗nφma†nam

]

=
∑
n,m

∫
dx

[
φ∗n

(
− 1

2m
∂2

x + V (x)
)

φma†nam

]
=

∑
n,m

∫
dx[φ∗nEmφma†nam]

即

H =
∑

n

Ena†nan (3-191)

可以看出哈密顿量由许多能量为 En 的量子组成. H 的本征态为

|0〉 , a†n |0〉 , a†na†m |0〉 , · · · (3-192)

其中, |0〉 被定义为
an |0〉 = 0, ∀n (3-193)

本征值为

E (n1, n2, · · · ) =
∑

k

Eknk, nk为能级k上的粒子数量 (3-194)

我们看到哈密顿量由许多能量为 En 的量子组成. 尽管这描述了一个包含许

多粒子的系统,但粒子间没有相互作用,因为拉氏量密度是场算符 ψ的二次项,和
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相对论性场论中的自由场相同. 唯一的相互作用为各粒子与势场 V (x) 的相互作

用. 比如, V (x) =
1
2
mω2x2 描述简谐振子, 这个哈密顿密度描述的是许多粒子与

二次势相互作用, 但这些粒子没有相互作用. 可以很容易推广到三维的情况. 一

个重要的例子为库仑势 V (r) = − Ze2

4πε0r
. 许多电子在核子的库仑势中运动, 但这

些电子没有相互作用.

如果要使粒子间存在相互作用, 需要引入二次以上的项, 比如,
∫

dxLint =
∫

d3xd3y ψ† (x) ψ† (y) V (x− y) ψ (x)ψ (y) (3-195)

它描述了两个粒子通过一个平移不变的势 V (x− y) 发生相互作用. 注意这个形

式保持粒子数不变, 这是非相对论系统的特点.



第 4章 微扰论与费曼规则

4.1 相互作用理论

第 3 章我们讨论的都是自由场的量子化, 并未考虑粒子间的相互作用, 因此

无法描述自然界很多与相互作用相关的现象. 为了描述相互作用, 需要考虑相互

作用的场, 得到一个新的含有非线性项的作用量, 使得粒子有相互作用.

不难看出二阶或更低阶的理论只能描述自由场. 要描述相互作用的场, 需要

比自由场理论更高阶的作用项, 如在场中引入三阶或更高阶的项. 换言之, 三阶

或更高阶项描述的是粒子的相互作用. 在场论中引入相互作用项的选择很多. 对

于电磁作用而言, 我们有经典的 Maxwell 方程组作为指引并过渡到量子场论. 但

对于其他作用 (如弱作用和强作用), 则没有经典对应. 对于这些作用中的相互作

用项, 似乎有许多选择. 但最近半个世纪高能物理理论的发展使得用局域对称性

(local symmetry) 来描述这些作用成为可能, 我们将在后面几章介绍这些理论.

相互作用的场论几乎都得不到解析解.我们知道的唯一一个系统地近似求解

方法是微扰论. 本章将讨论如何建立微扰理论并进行计算. 最终的主要结果是一

系列 Feynman 规则, 它们为计算我们感兴趣的物理量提供了一个方便的方法.

4.1.1 λφ4 的例子

现在讨论标量场的 λφ4 理论, 拉氏量密度为

L =
1
2

(∂µφ)2 − µ2

2
φ2 − λ

4!
φ4 (4-1)

由此可以得到运动方程

(
¤ + µ2

0

)
φ = j (x) = − λ

3!
φ3 (4-2)

以及共轭动量

π (x) =
∂L

∂ (∂0φ)
= ∂0φ (4-3)

量子化

将拉氏量密度分解为



· 92 · 第 4 章 微扰论与费曼规则

L = L0 + Lint

L0 =
1
2

(∂µφ)2 − µ2

2
φ2

Lint = − λ

4!
φ4

其中, L0 只包含二次项, 也就是我们讨论过的自由标量场; 而 Lint 是描述相互作

用的部分 (对此例为自相互作用). 共轭动量为

π (x, t) =
∂L

∂ (∂0φ)
= ∂0φ (4-4)

以及对易关系为

[π (x, t) , φ (y, t)] = −iδ3 (x− y) , [π (x, t) , π (y, t)] = [φ (x, t) , φ (y, t)] = 0 (4-5)

哈密顿密度由下式给出

H =
∂L

∂ (∂0φ)
∂0φ− L =

1
2

(∂0φ)2 +
1
2

(∇φ)2 +
1
2
µ2

0φ
2 +

λ

4!
φ4 (4-6)

尽管我们可以找到量子化所需的对易关系或反对易关系,但找到哈密顿密度

的本征值和本征态是非常困难甚至是不可能的. 这是因为我们并不知道如何求

解这个高度非线性的经典运动方程. 没有经典解, 我们就不能像在自由场中那样

进行模态展开, 从而引入产生和湮没算符. 我们在相互作用场中唯一能采用的是

近似方法, 即微扰论. 现在来讨论微扰论的框架.

4.1.2 物理态的性质

正如“微扰论”这个名字,它假设相互作用项是对非相互作用理论的很“小”

的扰动. 一开始我们并不能确定某些相互作用项是不是小的, 但我们可以试着找

到理论中的一些小参数作为微扰的基础.

为了建立微扰论的框架,我们需要一些与相互作用的具体结构无关的一般性

要求. 在高能物理中, 我们通过散射过程来研究相互作用. 假定需要考虑的相互

作用实际上都是短程的, 在粒子彼此靠近时才产生明显影响, 因此在远离相互作

用的区域, 粒子以自由粒子的方式传播, 可用自由场描述. 选择能动量算符的本

征态作为物理状态,

Pµ|Ψ〉 = pµ|Ψ〉 (4-7)

这是因为在散射过程中粒子都有确定的能量和动量. 我们要求这些物理态满足

以下具有一般性的条件.
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(a) 本征值 pµ 都在前向光锥中 (forward light-cone), 即

p2 = pµpµ > 0, p0 > 0 (4-8)

这一要求意味着能量本征值都是正的.

(b) 存在一个非简并的 Lorentz 不变的基态 |0〉, 最低能量为零, 即

P 0|0〉 = 0 (4-9)

亦即有

P |0〉 = 0 (4-10)

(c) 存在稳定的单粒子态 |pi〉, 每个稳定的粒子满足 p2
i = m2

i .

(d) 真空和单粒子态组成了 pµ 的离散谱.

我们将场算符 φ (x) 与每个出现在 pµ 中的离散态联系起来, 并假定相互作用对

离散谱的改变并不太大. 这种假定意味着, 在这套理论体系中将无法描述束缚态.

4.1.3 Källén-Lehmann 谱表示

尽管从相互作用理论中得到精确的结果是非常困难的,但依然有可能得到一

些不依赖于相互作用的细节的有用的关系. 这里我们讨论一个例子, 它是相互作

用标量场的对易子或传播子的谱表示.

将标量场对易子的真空期望值写成

i∆′ (x, y) = 〈0 |[φ (x) , φ (y)]| 0〉 = 〈0 |(φ (x) φ (y)− φ (y)φ (x))| 0〉 (4-11)

在两个场算符中插入有确定能量和动量的本征态的完全集, 第一项可以写成
∑

n

〈0 |φ (x)|n〉 〈n |φ (y)| 0〉 =
∑

n

e−ipn·xeipn·y 〈0 |φ (0)|n〉 〈n |φ (0)| 0〉 (4-12)

上式中利用了空间平移的性质

〈0 |φ (x)|n〉 =
〈
0

∣∣eiP ·xφ (0) e−iP ·x∣∣ n
〉

= e−ipn·x 〈0 |φ (0)|n〉 (4-13)

对易子的期望值因此变成了

i∆′ (x, y) =
∑

n

〈0 |φ (0)|n〉 〈n |φ (0)| 0〉 [e−ipn·(x−y) − eipn·(x−y)] = i∆′ (x− y) (4-14)

我们看到, 该期望值是 x − y 的函数, 而非 x, y 各自单独的函数. 为了方便起见,

可以利用恒等式

1 =
∫

d4qδ4 (q − pn) (4-15)
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把相同 pn 的态放在一起. 这样就有

∆′ (x− y) =
−i

(2π)3

∫
d4q

∑
n

(2π)3 δ4 (q − pn) |〈0 |φ (0)|n〉|2
[
e−ipn·(x−y) − eipn·(x−y)

]

=
−i

(2π)3

∫
d4qρ (q)

[
e−ipn·(x−y) − eipn·(x−y)

]

其中

ρ (q) =
∑

n

(2π)3 δ4 (q − pn) |〈0 |φ (0)|n〉|2 (4-16)

通常称为谱函数 (spectral function), 它把所有四动量为 q 的贡献放在一起. 可以

看到 ρ (q) 是一个洛伦兹不变量, 并且可以写成

ρ (q) = ρ
(
q2

)
θ (q0) (4-17)

这是因为所有的动量只有在向前光锥中是非零的. 因此, 当 q2 < 0 时, ρ
(
q2

)
为

0, 因为所有态都满足式 (4-8). 对易子真空期望值可以进一步写成

∆′ (x− y) =
−i

(2π)3

∫
d4qρ

(
q2

)
θ (q0) [e−iq·(x−y) − eiq·(x−y)]

=
∫

dσ2ρ
(
σ2

) ∫
d4qδ

(
q2 − σ2

)
ε (q0) e−iq·(x−y)

=
∫∞
0

dσ2ρ
(
σ2

)
∆

(
x− y, σ2

)
(4-18)

其中

∆
(
x− y, σ2

)
=

∫
d4qδ

(
q2 − σ2

)
ε (q0) e−iq·(x−y) (4-19)

是质量为 σ2的自由标量场的对易子函数. 在式 (4-18)中,作用场的对易子函数写

成了不同质量自由场的对易子函数的积分, 称为谱表示(spectral representation).

用相同的方法可以将传播子写成

∆′
F (x− y) = −i 〈0 |T (φ (x) φ (y))| 0〉 =

∫∞
0

dσ2ρ
(
σ2

)
∆F

(
x− y, σ2

)
(4-20)

或者在动量空间中

∆′
F

(
p2

)
=

∫∞
0

dσ2ρ
(
σ2

) 1
p2 − σ2 + iε

(4-21)

其中

∆′
F

(
p2

)
=

∫
d4x∆′

F (x) e−ip·x, ∆F

(
p2

)
=

∫
d4x∆F (x) e−ip·x (4-22)
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4.1.4 初态与初态的场——渐近条件

为了简单起见, 考虑相互作用的标量场

L =
1
2

(∂µφ)2 − µ2
0

2
φ2 +

λ

4!
φ4 (4-23)

运动方程为如下形式 (
¤ + µ2

0

)
φ = j (x) =

λ

3!
φ3 (4-24)

共轭动量为

π (x) =
∂L

∂ (∂0φ)
= ∂0φ (4-25)

对易关系为

[φ (y, t) , π (x, t)] = iδ3 (x− y) , [π (x, t) , π (y, t)] = [φ (x, t) , φ (y, t)] = 0 (4-26)

在散射问题中, t = −∞ 时粒子自由传播. 令 φin (x) 为产生物理质量 µ 的自由粒

子的算符 (
¤ + µ2

)
φin (x) = 0 (4-27)

这里允许粒子的物理质量 µ 不同于拉氏量中出现的 µ0. 稍后在重整化过程中我

们将说明这么做的原因.假定 φin (x)在坐标变换和 Lorentz变换中的变换方式与

φ (x) 相同. 注意

[pµ, φin (x)] = −i∂µφin (x) (4-28)

这表示 φin (x)的作用是从真空中产生一个粒子. 为说明这一点,考虑具有确定动

量的态

Pµ|n〉 = pµ
n|n〉 (4-29)

可得

−i∂µ〈n|φin (x) |0〉 = 〈n| [pµ, φin (x)] |0〉 = pµ
n〈n|φin (x) |0〉 (4-30)

因此有

(
¤ + µ2

) 〈n|φin (x) |0〉 =
(
µ2 − p2

n

) 〈n|φin (x) |0〉 = 0 =⇒ p2
n = µ2 (4-31)

〈n|φin (x) |0〉 只有在 〈n| 的本征值满足 p2
n = µ2, 即在单粒子态时, 才非零. 因此可

知 φin (x) |0〉 是质量为 µ2 的单粒子态.

φin (x) 满足自由场方程, 可以按照 Klein-Gordon 方程的自由解展开

φin (x) =
∫

d3k
[
ain (k) fk (x) + a†in (k) f∗k (x)

]
, fk (x) =

1√
(2π)3 2wk

e−ik·x (4-32)
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反解上式可得

ain (k) = i
∫

d3x f∗k (x)
←→
∂0 φin (x) (4-33)

此外, 有对易关系

[Pµ, ain (k)] = −kµain (k) ,
[
Pµ, a†in (k)

]
= kµa†in (k) (4-34)

物理态的定义如下

|k1, in〉 =
√

(2π)3 2wka†in (k) |0〉 (4-35)

|k1, k2, · · · , kn, in〉 =

[∏

i

√
(2π)3 2wki

a†in (ki)

]
|0〉 (4-36)

归一化要求, 除非 m = n 且 (p1, p2, · · · , pm) 与 (k1, k2, · · · , kn) 全同, 否则即有

〈k2, in|k1, in〉 = (2π)3 2w1δ
3 (k1 − k2) (4-37)

〈p1, p2, · · · , pm, in|k1, k2, · · · , kn, in〉 = 0 (4-38)

φin (x) 与 φ (x) 之间的关系

现在需要找出自由场 φ (x) 与相互作用场 φin (x) 之间的关系, 以建立微扰展

开. 这些场的场方程可以写为

(
¤ + µ2

0

)
φ (x)=j (x) 或

(
¤ + µ2

)
φ (x)=j (x)+δµ2φ (x) ≡ j̃ (x) , δµ2 =µ2 − µ2

0

(4-39)(
¤ + µ2

)
φin (x) = 0 (4-40)

形式上可以将非本征方程的解 φ (x) 与本征方程的解 φin (x) 联系起来

√
Zφin (x) = φ (x)−

∫
d4y∆ret

(
x− y, µ2

)
j̃ (y) (4-41)

其中 (
¤x + µ2

)
∆ret

(
x− y, µ2

)
= δ4 (x− y) (4-42)

是常用的推迟 Green 函数 (retarded Green’s function). 当 x0 < y0 时, 有

∆ret

(
x− y, µ2

)
= 0 (4-43)

因子
√

Z 是用来将 φin 归一化的. 简单看来, 令 x0 → −∞, 应该可以得到

φ (x) −→
√

Zφin (x) , x0 −→ −∞ (4-44)
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因为推迟 Green 函数在 x0 → −∞ 时为 0. 两个场算符间的这个关系可以视为强

收敛关系. 我们现在说明这将会导致一些矛盾. 取式 (4-41) 中真空和单粒子态间

的矩阵元

√
Z 〈0 |φin (x)| p〉 = 〈0 |φ (x)| p〉 −

∫
d4y∆ret

(
x− y, µ2

) 〈
0

∣∣∣j̃ (y)
∣∣∣ p

〉
(4-45)

上式右边的第二项为 0, 因为

〈
0

∣∣∣j̃ (y)
∣∣∣ p

〉
=

(
¤ + µ2

) 〈0 |φ (x)| p〉 =
(
¤ + µ2

)
e−ip·x 〈0 |φ (0)| p〉

=
(−p2 + µ2

)
e−ip·x 〈0 |φ (0)| p〉 = 0 (4-46)

因此得到
√

Z 〈0 |φin (x)| p〉 = 〈0 |φ (x)| p〉 (4-47)

可以将
√

Z 解释为相互作用场从真空中得到单粒子态的概率.利用自由场 φin (x)

的模态展开, 可以得到

〈0 |φin (x)| p〉=
∫

d3k√
(2π)3 2wk

e−ik·x 〈0 |ain (k)| p〉

=
∫

d3k√
(2π)3 2wk

e−ik·x
√

(2π)3 2wpδ
3 (p− k) = e−ip·x (4-48)

以及

〈0 |φ (0)| p〉 =
√

Z 〈0 |φin (0)| p〉 (4-49)

它对谱函数的贡献为

ρ
(
q2

)
单粒子

=
∫

d3p

(2π)3 2wp

(2π)3 δ4 (p− q) |〈0 |φ (0)| p〉|2

=Zδ (p0 − q0)
1

2ωp
= Zδ

(
q2 − µ2

)
θ (q0) (4-50)

将它代入式 (4-18) 的谱表示中

∆′ (x− y) = Z∆
(
x− y, µ2

)
+

∫∞
4µ2

dσ2ρ
(
σ2

)
∆

(
x− y, σ2

)
(4-51)

注意积分下限对应单粒子以外的物理态的界限. 可以把它对 x0 求微分并取
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x0 = y0 得到等时对易关系

lim
x0→y0

∂

∂x0
i∆′ (x− y) = 〈0 |[∂0φ (x, x0) , φ (y, x0)]| 0〉 = −iδ3 (x− y)

= lim
x0→y0

∂

∂x0

[
iZ∆

(
x− y, µ2

)
+

∫∞
4µ2

dσ2ρ
(
σ2

)
∆

(
x− y, σ2

)]

= −iδ3 (x− y)
[
Z +

∫∞
4µ2

dσ2ρ
(
σ2

)]

这里利用了

lim
x0→y0

∂

∂x0
∆

(
x− y, µ2

)
= −iδ3 (x− y) (4-52)

这来源于 ∆
(
x− y, σ2

)
对应着自由标量场的对易子. 因此, 有下列关系

1 = Z +
∫∞
4µ2

dσ2ρ
(
σ2

)
(4-53)

从而有不等式

0 6 Z < 1 (4-54)

注意 Z < 1 是因为谱函数 ρ
(
q2

)
为正. 现在我们利用这个不等式来说明式 (4-44)

给出的渐进条件将导致矛盾. 相互作用场 φ (x)和自由场 φin (x)满足相同的等时

对易关系

[∂0φ (x, x0) , φ (y, x0)] = −iδ3 (x− y) , [∂0φin (x, x0) , φin (y, x0)] = −iδ3 (x− y)

(4-55)

这些关系只有当 Z = 1 时才与渐进条件 φ(x) → √
zφin(x), x0 → −∞ 一致, 这与

不等式 (4-54) 矛盾.

渐近条件 [3]

现在讨论正确的渐进条件. 令 |α〉, |β〉 为任意两个可归一化的态, φf (t) 定义

为 φ (x) 在时空关系为类空区域内的展宽

φf (t) ≡ i
∫

d3xf∗k (x, t)
←→
∂0 φ (x, t) 且

(
¤ + µ2

)
f = 0 (4-56)

其中, fk (x, t)是 Klein-Gordon方程的任意一个可归一化的解. 简单地讲, fk 是一

个平面波的波包. 由此, 取渐近条件为

lim
x0→−∞

〈α|φf (t) |β〉 =
√

Z〈α|φf
in (t) |β〉 (4-57)

且有

φf
in (t) = i

∫
d3xf∗ (x, t)

←→
∂0 φin (x, t) (时间无关) (4-58)

上式被称为弱收敛关系.
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末态与末态的场

与初态和初态的场推导相同, 同样可以在 t −→∞ 的极限定义自由粒子
(
¤ + µ2

0

)
φout (x) = 0 (4-59)

φout (x) =
∫

d3k
[
aout (k) fk (x) + a†out (k) f∗k (x)

]
,

[
Pµ, a†out (k)

]
= −kµa†out (k)

(4-60)

则渐进条件取为

lim
t→∞

〈α|φf (t) |β〉 =
√

Z〈α|φf
out (t) |β〉 (4-61)

4.2 S 矩 阵

散射过程的描述: 从有 n 个无相互作用的粒子的初态开始, 这些粒子在彼此

很接近时发生相互作用. 在作用发生之后, 变成 m 个粒子. 假设有效作用距离很

短, 则分开后 m 个粒子再次开始自由传播.

初态写为

|p1, p2, · · · , pn, in〉 = |α, in〉 (4-62)

末态为

|p′1, p′2, · · · , p′m, out〉 = |β, out〉 (4-63)

从初态 |α, in〉 到末态 |β, out〉 这一转换中的 S 矩阵定义为

Sβα ≡ 〈β, out|α, in〉 (4-64)

引入 S 算符, 其作用效果是将初态转化为末态

〈β, out| = 〈β, in|S, 〈β, out|S−1 = 〈β, in| (4-65)

由此, 矩阵的矩阵元可以写成 S 算符在两个初态之间的矩阵元, 即

Sβα = 〈β, out|α, in〉 = 〈β, in|S|α, in〉 (4-66)

S 矩阵的性质

(a) 由真空的稳定性可知 |S00| = 1,

〈0, in|S = 〈0, out| = e−iϕ〈0, in| (4-67)

(b) 单粒子态的稳定性要求

〈p, in|S|p, in〉 = 〈p, out|p, in〉 = 1, |p, in〉 = |p, out〉 (4-68)



· 100 · 第 4 章 微扰论与费曼规则

(c)

φin (x) = Sφout (x)S−1 (4-69)

为了证明这个性质, 考虑

〈β, out|φout (x) |α, in〉 = 〈β, in|Sφout (x) |α, in〉 (4-70)

由于 〈β, out|φout (x) 是一个末态

〈β, out|φout (x) = 〈β, in|φin (x) S (4-71)

有

〈β, in|Sφout (x) |α, in〉 = 〈β, in|φin (x) S|α, in〉 (4-72)

即

Sφout = φin (x) S 或 φin (x) = Sφout (x)S−1 (4-73)

(d) 幺正性.

由于

〈α, in|S = 〈α, out| =⇒ S†|α, in〉 = |α, out〉 (4-74)

结合以上两个关系式得到

〈β, in|SS†|α, in〉 = 〈β, out|α, out〉 = δβα (4-75)

可以看出,作为算符的 S 矩阵满足 SS† = 1,同理可得 S†S = 1. 这个性质反映了,

如果将所有末态的概率求和, 则总的概率值是归一的.

(e) S 矩阵是 Lorentz 不变的.

在 Lorentz 变换下

xµ −→ x′µ = Λµ
νxν + bµ (4-76)

有

U (Λ, b) SU−1 (Λ, b) = S (4-77)

其中

U (Λ, b) φ (x)U−1 (Λ, b) = φ (Λx + b) (4-78)

证明如下:

φin (Λx + b) = U (Λ, b) φin (x)U−1 (Λ, b) = USφout (x) S−1U−1

=
(
USU−1

)
φout (Λx + b)

(
US−1U−1

)
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然而

φin (Λx + b) = Sφout (Λx + b) S−1 (4-79)

这表示

U (Λ, b) SU−1 (Λ, b) = S (4-80)

证明完毕. 这条性质的物理意义是, 跃迁概率的计算与内部参考系的选择无关.

4.3 LSZ 约化公式

现在需要建立计算跃迁矩阵元 Sβα 的框架, 矩阵元定义为

Sβ,αp = 〈β, out|α, p, in〉 (4-81)

利用初态的产生算符, 可以得到

Sβ,αp =〈β, out|α, p, in〉 =
√

(2π)3 2wp〈β, out|a†in (p) |α, in〉

=
√

(2π)3 2wp

{
〈β, out|a†out (p) |α, in〉+ 〈β, out|

[
a†in (p)− a†out (p)

]
|α, in〉

}

=
√

(2π)3 2wp

[
〈β − p, out|α, in〉 − i〈β, out|

∫
d3x fp (x)

←→
∂0

[φin (x)− φout (x)] |α, in〉
]

这里 〈β − p, out| 是从 〈β, out| 态中移除了一个动量为 p 的粒子而得到的态. 如果

〈β, out| 中没有动量为 p 的粒子, 那么这一项就是 0. 利用渐近条件

〈α|φin (x) |β〉 =
1√
z

lim
t→−∞

〈α|φ (x) |β〉, 〈α|φout (x) |β〉 =
1√
z

lim
t→∞

〈α|φ (x) |β〉 (4-82)

和等式
(

lim
x0→∞

− lim
x0→−∞

) ∫
d3xg1 (x)

←→
∂0 g2 (x) =

∫∞
−∞

d4x∂0

(
g1 (x)

←→
∂0 g2 (x)

)

=
∫∞
−∞

d4x
[
g1 (x) ∂2

0g2 (x)− ∂2
0g1 (x) g2 (x)

]

可以得到
∫

d3xfp (x)
←→
∂0 [φin (x)− φout (x)]=

∫
d4x

[
∂2
0fp (x) φ (x)− fp (x) ∂2

0φ (x)
]

=−
∫

d4xfp (x)
(
¤ + µ2

)
φ (x) (4-83)
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这里用到了 ∂2
0fp (x) =

(
∂2

i − µ2
)
fp (x), 并进行了分部积分. 由以上推导可以得到

约化公式

〈β, out|α, p, in〉 =
√

(2π)3 2wp〈β − p, out|α, in〉

+
i√
z

∫
d4x e−ip·x (

¤ + µ2
) 〈β, out|φ (x) |α, in〉 (4-84)

这里将一个初态的粒子转化为了一个场算符. 这就是约化公式的内涵. 我们将重

复这个步骤直到所有的粒子都变成算符.

为了在矩阵元 〈β, out|φ (x) |α, in〉 中移除一个能动量为 p′ 的粒子, 利用湮没

算符, 并将 〈β, out| 写成 〈γ, p′, out|,

〈β, out|φ (x) |α, in〉 =〈γ, p′, out|φ (x) |α, in〉

=
√

(2π)3 2wp′〈γ, out|aout (p′) φ (x) |α, in〉

=
√

(2π)3 2wp′

[
〈γ, out|φ (x) ain (p′) |α, in〉

− 〈γ, out|(aout (p′) φ (x)− φ (x) ain (p′))|α, in〉
]

=
√

(2π)3 2wp′

[
〈γ, out|φ (x) |α− p′, in〉

− i
∫

d3y〈γ, out|(φout (y)φ (x)− φ (x) φin (y))|α, in〉←→∂0 f∗p′ (y)
]

=
√

(2π)3 2wp′

[
〈γ,out|φ (x)|α−p′,in〉− i√

z

∫
d3y

·
(

lim
y0→∞

− lim
y0→−∞

)
〈γ, out| (T (φ (y) φ (x))) |α, in〉←→∂0 f∗p′ (y)

]

(4-85)

同样地, 可以得到

〈β, out|φ (x) |α, in〉 =
√

(2π)3 2wp′{〈γ, out|φ (x) |α− p′, in〉}

+
i√
z

∫
d4y〈γ, out|T (φ (y) φ (x)) |α, in〉

(←−¤y + µ2
)

eip·x (4-86)

我们看到, 当约去不止一个粒子时, 就会出现场算符的编时乘积. 现在我们已经
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很清楚如何从初态和末态中移除所有粒子, 由此可得

〈p1, · · · , pn, out|q1, · · · , qm, in〉 =
(

i√
z

)m+n m∏

i=1

n∏

j=1

∫
d4xid4yje−iqixi

(−→¤x + µ2
)

× 〈0|T (φ (y1) · · ·φ (ym) φ (x1) · · ·φ (xm)) |0〉
×

(←−¤yj + µ2
)

eipj ·xj (4-87)

对于任意 pj 6= qi 成立.

因此, 当所有的初态和末态粒子都被移除之后, 得到的就是场算符编时乘积

在真空态之间的矩阵元了.

4.4 U 矩 阵

为了引入微扰论,需要找到相互作用场量 φ (x), π (x)和自由场量 φin (x), πin (x)

之间的关系. 假定它们之间可由一个幺正矩阵 U 联系起来

φ (x, t) = U−1 (t) φin (x, t) U (t) , π (x, t) = U−1 (t) πin (x, t) U (t) (4-88)

初态场需要满足自由场的运动方程

∂0φin (x) = i [Hin (φin, πin) , φin] , ∂0πin (x) = i [Hin (φin, πin) , πin] (4-89)

其中, Hin (φin, πin)是自由场的哈密顿量,与此同时,相互作用场的时间演化由有作用

项的哈密顿量控制

∂0φ (x) = i [H (φ, π) , φ] , ∂0π (x) = i [H (φ, π) , π] (4-90)

从自由场的方程可以得到

∂0φin =
∂

∂t

[
UφU−1

]
=

∂U

∂t
φU−1 + U

∂φ

∂t
U−1 + Uφ

∂U−1

∂t

=
∂U

∂t

(
U−1φinU

)
U−1 + U (i [H (φ, π) , φ])U−1 − UφU−1 ∂U

∂t
U−1

=
(

∂U

∂t
U−1

)
φin + i [H (φin, πin) , φin]− φin

∂U

∂t
U−1

利用方程 (4-89), 可以化简得到
[
∂U

∂t
U−1 + iHI (φin, πin) , φin

]
= 0 (4-91)
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其中, HI (φin, πin) = H (φin, πin)−Hin (φin, πin) 包含全部相互作用项. 同样地, 可以

证明 [
∂U

∂t
U−1 + iHI (φin, πin) , πin

]
= 0 (4-92)

这意味着

(
∂U

∂t
U−1 + iHI

)
与所有的算符对易,可以视为 c数. 为了简单起见,令这

个 c 数为零, 就得到

i
∂U (t)

∂t
= HI (t) U (t) (4-93)

这个方程的结构和平常见到的 Schrödinger 方程很相似. 为了方便起见, 定义

U (t, t′) ≡ U (t) U−1 (t′) (4-94)

这个组合通常称为时间演化算符. 这样方程 (4-93) 可以写成

i
∂U (t, t′)

∂t
= HI (t) U (t, t′) 且 U (t, t) = 1 (4-95)

容易看出 U 矩阵满足群的性质

U (t, t′) = U (t, t1) U (t1, t′) (4-96)

将其转换为积分方程

U (t, t′) = 1− i
∫ t

t′
dt1HI (t1) U (t1, t′) (4-97)

则包括了初态情况. 反复利用以上方程, 假设 HI 足够小, 得到

U (t, t′) =1− i
∫ t

t′
dt1HI (t1) + (−i)2

∫ t

t′
dt1HI (t1)

∫ t1

t′
dt2HI (t2) + · · ·

+ (−i)n
∫ t

t′
dt1

∫ t1

t′
dt2 · · ·

∫ tn−1

t′
dtnHI (t1) HI (t2) · · ·HI (tn) + · · ·

其中, 第三项可以写为

U (2) = (−i)2
∫ t

t′
dt1

∫ t1

t′
dt2HI (t1)HI (t2) = (−i)2

∫ t

t′
dt2

∫ t

t2

dt1HI (t1) HI (t2) (4-98)

这里我们换了积分顺序, 其中 t′ < t2 < t1 < t. 交换积分变量 t1 和 t2 的定义, 得到

U (2) = (−i)2
∫ t

t′
dt1

∫ t

t1

dt2HI (t2) HI (t1) (4-99)
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注意: 此时上式中 t′ < t1 < t2 < t. 因此在上面两式中, HI (t1)HI (t2) 和 HI (t2) ×
HI (t1) 都是编时乘积. 可以利用编时乘积将以上两个等价的表达形式结合起来, 即

U (2) = (−i)2
∫ t

t′
dt1

∫ t1

t′
dt2HI (t1) HI (t2) + (−i)2

∫ t

t′
dt1

∫ t

t1

dt2HI (t2) HI (t1)

= (−i)2
∫ t

t′
dt1

∫ t1

t′
dt2T (HI (t2)HI (t1)) + (−i)2

∫ t

t′
dt1

∫ t

t1

dt2T (HI (t2) HI (t1))

=
(−i)2

2

∫ t

t′
dt1

∫ t

t′
dt2T (HI (t2) HI (t1))

(4-100)

这个形式的特点是每个时间积分的上下限都是一样的, 这就是引进编时乘积的结

果. 将以上步骤推广到 U 矩阵更高阶的项, 可以得到

U (t, t′) = 1 +
∞∑

n=1

(−i)n

n!

∫ t

t′
dt1

∫ t

t′
dt2 · · ·

∫ t

t′
dtnT (HI (t1) HI (t2) · · ·HI (tn))

= T

(
exp

[
−i

∫ t

t′
d4xHI (φin, πin)

])

4.5 真空期望值的微扰展开

由 LSZ约化公式 (4-87)可以看到,散射矩阵 S 的矩阵元可以写成场算符编时

乘积的真空期望值的形式

τ (x1, x2, · · · , xn) = 〈0|T (φ (x1) φ (x2) · · ·φ (xn))|0〉 (4-101)

利用 U 矩阵, 将上式用 φin 写出

τ =〈0|T (
U−1 (t1) φin (x1) U (t1, t2) φin (x2) U (t2, t3)· · ·U (tn−1, tn) φin (xn) U (tn)

) |0〉
=〈0|T (

U−1 (t) U (t, t1) φin (x1)· · ·φin (xn) U (tn, t′) U (t′)
) |0〉

令 t > t1 > · · · > tn > t′, 可以将 U−1 (t) 和 U (t′) 提出编时乘积项, 结合 U 和 φin

可得

τ = 〈0|U−1 (t) T (U (t, t1) φin (x1) · · ·φin (xn) U (tn, t′))U (t′) |0〉

=
〈

0
∣∣∣∣U−1 (t) T

(
φin (x1) · · ·φin (xn) exp

[
−i

∫ t

t′
HI (t′′) dt′′

])
U (t′)

∣∣∣∣0
〉

现在处理系数项中的 U−1 (t) 与 U (t′).

首先证明: |0〉 是 U(−t) 在 t −→∞ 时的一个本征态.
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证明: 考虑 〈p, α, in|U(−t)|0〉 形式的矩阵元. 利用与约化公式推导同样的方法

可以写出

〈p, α, in|U(−t)|0〉 =
√

(2π)3 2wp〈α, in|ain (p)U(−t)|0〉

=i
√

(2π)3 2wp

∫
d3xf∗p (x,−t′)

←→
∂′0 〈α, in|φin (x,−t′) U(−t)|0〉

=i
√

(2π)3 2wp

∫
d3xf∗p (x,−t′)

←→
∂′0 〈α, in|U(−t′)

× φ (x,−t′) U(−t′)U(−t)|0〉

计算
←→
∂′0 , 考虑 t = t′ 的极限情况, 可以得到

f∗p (x,−t′)
←→
∂′0 U(−t′)φ (x,−t′) U(−t′)U(−t)

=∂′0f
∗
p (x,−t′)U(−t)φ(−t)− f∗p (x,−t′)

×
[
U̇(−t)φ(−t) + U(−t)φ̇(−t) + U(−t)φ(−t)U̇−1(−t)U−1(−t)

]

即有

〈p, α, in|U(−t)|0〉 =
√

(2π)3 2wp

{
〈α, in|U(−t)ain (p) |0〉

+ i
∫

d3xf∗p (x,−t′) 〈α, in|U̇φ + UφU̇−1U |0〉
}

(4-102)

末项中, 如果没有微分耦合项, 可得到

U̇φ + UφU̇−1U = U̇
(
U−1φinU

)
+ U

(
U−1φinU

) (
−U−1U̇U−1

)
U

= U̇U−1φinU − φinU̇U−1U =
[
U̇U−1, φin

]
U

= −i [HI (φin, πin) , φin]U = 0

由此得到了在 t → ∞ 情况下任何初态都满足 〈p, α, in|U(−t)|0〉 = 0 的结果. 这意

味着

U(−t)|0〉 = λ−|0〉 在 t →∞ 时成立, 其中 λ− 是相因子 (4-103)

证毕.

同样地, 可以证明

U(t)|0〉 = λ+|0〉 在 t →∞ 时成立, 其中 λ+ 是某个相因子 (4-104)
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这些相因子可以写成

λ−λ∗+ = 〈0|U(−t)|0〉〈0|U−1(t)|0〉 = 〈0|U(−t)U−1(t)|0〉

= 〈0|T
(

exp
[
i
∫ t

−t

HI (t′) dt′
])

|0〉

=
[
〈0|T exp

(
−i

∫ t

−t

HI (t′) dt′
)
|0〉

]−1

现在已经将真空期望值 τ (x1, x2, · · · , xn) 完全用 φin 表达出来了

τ (x1, x2, · · · , xn) =〈0|U−1(−t)T
(

φin (x1) φin (x2) · · ·φin (xn)

× exp
(
−i

∫ t

−t

HI (t′) dt′
))

U(t)|0〉

=λ−λ∗+〈0|T
(

φin (x1) φin (x2) · · ·φin (xn)

× exp
(
−i

∫ t

−t

HI (t′) dt′
))

|0〉

或者

τ (x1, x2, · · · , xn) =
〈0|(Tφin (x1)φin (x2) · · ·φin (xn) exp

(
−i

∫∞
−∞

HI (t′) dt′)
)
|0〉

〈0|T
(

exp
(
−i

∫∞
−∞

HI (t′) dt′
))

|0〉
(4-105)

任何运算都需要将指数形式的 HI 展开, 可写成以下形式

τ (x1, x2, · · · , xn) =
∞∑

m=0

(−i)m

m!

∫∞
−∞

dy1· · ·dym〈0|T (φin (x1)φin (x2)· · ·φin(xn)HI(y1)HI(y2)· · ·HI(ym))|0〉
∞∑

m=0

(−i)m

m!

∫∞
−∞

dy1· · ·dym〈0|T (HI (y1)HI (y2)· · ·HI (ym))|0〉
(4-106)

4.5.1 Wick 定理

计算自由场 φin 编时乘积的真空矩阵元的步骤比较简单但需要多次重复. 方

法是将算符的编时乘积转化为正规乘积,使矩阵元变得易于计算.结果可归纳为如

下 Wick 定理的形式:

T{φin (x1) · · ·φin (xn)} =: φin (x1) · · ·φin (xn) :
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+[〈0|φin (x1) φin (x2) |0〉 : φin (x3) φin (x4)· · ·φin (xn) :+它的置换项]

+[〈0|φin (x1) φin (x2) |0〉〈0|φin (x3) φin (x4) |0〉 : φin (x5) · · ·φin (xn) :

+它的置换项] + · · ·

+





[〈0|φin (x1) φin (x2) |0〉〈0|φin (x3)φin (x4) |0〉 · · · 〈0|φin (xn−1)φin (xn) |0〉
+它的置换项], n为偶数

[〈0|φin (x1) φin (x2) |0〉 · · · 〈0|φin (xn−2) φin (xn−1) |0〉φin (xn)

+它的置换项], n为奇数
(4-107)

为了方便,现在定义一个新的量——两个场算符的缩并 (contraction),它就等于

它们的编时乘积的真空期望值

(4-108)

那么上面的 Wick 定理可以重新表述成

T{φin (x1) · · ·φin (xn)} =: φin (x1) · · ·φin (xn) : + :所有可能的缩并 : (4-109)

其中,“所有可能的缩并”指的是所有可能的两两缩并. 例如, 对于四个场的情形,

有

(4-110)

这一定理可以用归纳法来证明. 我们只在 n = 2 的简单情形下进行说明. 很显然,

两个算符的编时乘积与正规乘积之差是一个 c数,因为 ain 和 a†in 的对易子是 c数,

所以有

T{φin (x1) φin (x2)} =: φin (x1) φin (x2) : +c数 (4-111)

为了计算这个 c 数, 可以考虑上式在真空态之间的矩阵元. 因为正规乘积的真空

矩阵元为零, 所以

〈0|T{φin (x1)φin (x2)}|0〉 = c数 (4-112)

由此得到

T{φin (x1) φin (x2)} =: φin (x1) φin (x2) : +〈0|T{φin (x1) φin (x2)}|0〉 (4-113)
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因为场算符正规乘积的真空期望值是 0, 所以由 Wick 定理可知, 只有缩并完

全的项会对编时乘积的真空期望值有贡献,即式 (4-107)中的最后一项.所以,当 n

为奇数时,

〈0|T{φin (x1) · · ·φin (xn)}|0〉 = 0 (4-114)

当 n 为偶数时,

〈0|T{φin (x1) · · ·φin (xn)}|0〉 =
∑

交换项排序

〈0|T (φin (x1) φin (x2))|0〉

〈0|T (φin (x3) φin (x4))|0〉 · · · (4-115)

可以用 λφ3 理论进行说明. 考虑两点函数, 展开到相互作用项的二阶, 用 Wick 定

理写出缩并的项

这里只写出了比较典型的几项贡献. 其中第二个等号中的省略号指缩并方式与前

面类似的项, 它们会给出相同的结果, 所以在最后的结果中要乘以各自的系数.

4.5.2 Feynman 传播子

由 Wick 定理可以看出, 在计算矩阵元时, 最重要的一个量就是两个自由场编

时乘积的真空期望值, 我们称它为 Feynman 传播子. 各类场的 Feynman 传播子

都很容易计算得到. 实标量场的结果为

〈0|T (φin (x)φin (y))|0〉 = i∆F

(
x− y, µ2

)
= i

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−y)

k2 − µ2 + iε
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=
∫

d4k

(2π)4
e−ik·(x−y)i∆F (k) (4-116)

其中

i∆F (k) =
i

k2 − µ2 + iε
(4-117)

复标量场的传播子是

〈0|T (φin (x) φ∗in (y))|0〉 = i∆F

(
x− y, µ2

)
= i

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−y)

k2 − µ2 + iε
(4-118)

图像表示

图 4-1 是我们遇到的第一个 Feynman 图: 将时空点 x 与 y 用线连起来, 表

示 Feynman 传播子. 由前面的定义可知, 两个场 φ(x1), φ(x2) 之间的缩并就是它

们的 Feynman传播子,因此由图 4-1,每条线 (传播子)代表一次缩并. 对于多个场

φ1φ2φ3 · · ·φn, 就有多种连线方式. 不同的连线方式对应着不同的缩并方式. 比如,

对于 φ1φ2φ3φ4 的例子, 可以将 φ1 和 φ3 缩并, 同时 φ2 和 φ4 缩并, 得到 ;

或者将 φ1, φ2 缩并, 同时缩并 φ3, φ4, 结果就是 .

图 4-1 Feynman 传播子

将上面关于 λφ3 的例子用 Feynman 图表示出来就是 (图 4-2, 图 4-3):

(1)

(4-119)

图 4-2

(2)

(4-120)

图 4-3
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这里的 y1, y2 是作用项的时空坐标. 不难看出来, 将图 4-3 中的 y1 和 y2 互换

得到的图形与原来的相同, 所以不再重复给出. 图 4-2 和图 4-3 之和的倍数 2 可以

消掉微扰展开中的一部分系数.

4.5.3 真空振幅

可以将 Feynman 图分为以下几种.

(1)封闭圈图 (closed loop diagram): 没有外线的图 (外线指的是只有一端连入

图中的线);

(2) 连通图 (connected diagram): 图中所有的点都是互相连接的, 没有互相分

离开的部分;

(3)非连通图 (disconnected diagram): 被分成若干部分的图,由若干连通图 (子

图) 组成.

根据这样的分类可知, 上面 λφ3 的例子给出的 Feynman 图中, 第二个图

(图 4-3) 是一个连通图, 而第一个图 (图 4-2) 则是一个非连通图, 它由两个连

通的子图构成, 其中第二个子图是封闭圈图.

回忆前面讲过的 τ 方程可知, 在 τ 方程的分母中是这样的项

∞∑
m=0

(−i)m

m!

∫∞
−∞

d4y1 · · ·d4ym〈0|T{HI (φin (y1)) · · ·HI (φin (ym))}|0〉 (4-121)

它的 Feynman 图没有外线, 只有封闭圈图. 例如, 对于 HI =
λ

3!
: φ3

in : 的例子, 展

开到二阶项, 有

(4-122)

对应的 Feynman 图如图 4-4 所示.

而 τ 方程的分子中所有的项对应的 Feynman图都有外线,它们要么是连通的,

要么是非连通的. 可以证明, 把分子的非连通图中封闭圈图的部分分离出来, 正好

可以与分母相抵消. 因此, 可以把 τ 方程写成

τ (x1, x2, · · · , xn) =

∑
i

Gi (x1, x2, · · · , xn)
∑
k

Dk
=

∑
i

GC
i (x1, x2, · · · , xn)

∑
k

Dk

∑
k

Dk

=
∑

i

GC
i (x1, x2, · · · , xn)
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其中, GC
i (x1, x2, · · · , xn) 是有 n 条外线的连通图; Dk 是封闭圈图. 因此, 计算有

n 条外线的 τ 方程时, 可以忽略所有的非连通图. 关于这一点的详细论证可以参

考其他的场论教材.

图 4-4 无外线的真空图

4.5.4 计算 S 矩阵元

现在来讨论如何用微扰论计算 S 矩阵元. 先用一个简单的例子来说明. 从这

个例子中可以看到,中间步骤中许多复杂的因子相互抵消,最终得到一个较为简单

的结果. 这些抵消是具有普遍性的, 而且许多复杂的中间步骤其实是重复的, 因此

可以用一个规则来省略中间步骤并直接写下最终结果. 同时我们还可以看到一些

图 (Feynman 图) 可以用以代替一些算式 (如 Feynman 传播子), 只要有了图和算

式的对应规则, 从 Feynman 图就可以给出最终的结果.

计算 S 矩阵

举下面这个简单的例子: HI =
λ

3!
φ3

in. 求下面这个过程的 S 矩阵. 相应的动量

为

φ (q1) + φ (q2) −→ φ (p1) + φ (p2) (4-123)

首先利用 LSZ 约化公式将 Sαβ 写成场算符的真空期望值的形式

Sβα =〈β, out|α, in〉 = 〈p1, p2, out|q1, q2, in〉

=
( −i√

z

)4 ∫
d4x1d4x2d4y1d4y2eip1y1eip2y2

(
¤y1 + µ2

) (
¤y2 + µ2

)

× 〈0|T (φ (y1)φ (y2) φ (x1) φ (x2)) |0〉
(←−¤x1 + µ2

)(←−¤x2 + µ2
)

e−iq1x1e−iq2x2

或

Sβα =
( −i√

z

)4 ∫
d4x1d4x2d4y1d4y2

(
µ2 − p2

1

) (
µ2 − p2

2

) (
µ2 − q2

1

) (
µ2 − q2

2

)
(4-124)

× τ (y1, y2, x1, x2) ei(p1y1+p2y2)e−i(q1x1+q2x2)

其中

τ (y1, y2, x1, x2) = 〈0|T (φ (y1) φ (y2) φ (x1) φ (x2)) |0〉 (4-125)
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在上式中, 利用了分部积分将向左的 Klein-Gordon 算符变成了传播子的倒数. 利

用式 (4-106) 得到 τ 的微扰展开为

τ (y1, y2, x1, x2) =
∑

n

(−i)n

n!

∫∞
−∞

d4z1 · · ·d4zn

× 〈0|T
(

φin (y1) φin (y2) φin (x1) φin (x2)

×HI (φin (z1)) · · ·HI (φin (zn))
)
|0〉 (4-126)

最低阶贡献为

τ (2) (y1, y2, x1, x2) =
(−i)2

2!

∫∞
−∞

d4z1d4z2

× 〈0|T
{

φin (y1) φin (y2)φin (x1) φin (x2)

×
[

λ

3!
φ3

in (z1)
] [

λ

3!
φ3

in (z2)
]}

|0〉 (4-127)

利用 Wick 定理, 可以得到如图 4-5 所示的连通图, 对图中的每一条线都可以写出

传播子 i∆F (xi − zj). 其中图 (a) 对于 τ (y1, y2, x1, x2) 的贡献为

τ (2) (y1, y2, x1, x2) =
(−iλ)2

2!

∫∞
−∞

d4z1d4z2i∆F (y1 − z1) i∆F (y2 − z1)

i∆F (z2 − x1) i∆F (z2 − x2) i∆F (z1 − z2) + · · ·

图 4-5 二粒子散射图

代入动量空间的传播子

i∆F (x) =
∫

d4k

(2π)4
i

k2 − µ2 + iε
e−ik·x (4-128)

可以得到
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τ (2) (y1, y2, x1, x2) =
(−iλ)2

2!

∫∞
−∞

d4z1d4z2

∫
d4k1

(2π)4

∫
d4k2

(2π)4
· · ·

∫
d4k5

(2π)4
e−ik1·(y1−z1)

i∆F (k1)× e−ik2·(z1−x1)i∆F (k2) e−ik3·(z1−z2)

i∆F (k3) e−ik4·(y2−z2)i∆F (k4) e−ik5·(z2−x2)i∆F (k5) (4-129)

计算积分

z1 积分

∫
d4z1ei(k1−k2−k3)·z1 = (2π)4 δ4 (k1 − k2 − k3)

z2 积分

∫
d4z2ei(k3+k4−k5)·z2 = (2π)4 δ4 (k3 + k4 − k5)

得到每个顶点的能动量守恒. 可以利用任一 δ 函数来对 k3 积分, 则 τ 变为

τ (2) (y1, y2, x1, x2) =
(−iλ)2

2!

∫
d4k1

(2π)4
d4k2

(2π)4
d4k4

(2π)4
d4k5

(2π)4
(2π)4 δ4 (k1 + k2 + k4 − k5)

× i∆F (k1) i∆F (k2) i∆F (k4) i∆F (k5) i∆F (k1 − k2)

e−ik1·y1e−ik2·y2e−ik4·x1e−ik5·x2 (4-130)

τ 成为若干传播子 i∆F (k1) · · · 和平面波 eikixj · · · 的乘积.

将得到的 τ 代入 Sβα, 得

Sβα =
( −i√

z

)4 ∫
d4x1d4x2d4y1d4y2

(
µ2 − p2

1

) (
µ2 − p2

2

) (
µ2 − q2

1

) (
µ2 − q2

2

)

× τ (y1, y2, x1, x2) ei(p1y1+p2y2)e−i(q1x1+q2x2)

=
( −i√

z

)4 ∫
d4x1d4x2d4y1d4y2

(
µ2 − p2

1

) (
µ2 − p2

2

) (
µ2 − q2

1

) (
µ2 − q2

2

)

× ei(p1y1+p2y2)e−i(q1x1+q2x2)
(−iλ)2

2!

∫
d4k1

(2π)4
d4k2

(2π)4
d4k4

(2π)4
d4k5

(2π)4
(2π)4

δ4 (k1 − k2 + k4 − k5)

× i∆F (k1) i∆F (k2) i∆F (k4) i∆F (k5) i∆F (k1 + k2)

e−ik1·y1e−ik2·x1e−ik4·y2e−ik5·x2

对坐标 xi, yj 的积分将使得内部动量 ki 与某个外部动量相等

∫
d4x1e−iq1x1e−ik4·x1 = (2π)4 δ4 (q1 + k4) ,

∫
d4x2e−iq2x2e−ik5·x2 = (2π)4 δ4 (q2 + k5)

(4-131)
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∫
d4y1eip1y1e−ik1·y1 = (2π)4 δ4 (p1 − k1) ,

∫
d4y2eip2y2e−ik2·y2 = (2π)4 δ4 (p2 − k2)

(4-132)

因此可以看到外线传播子抵消掉了 LSZ 中的传播子的倒数, 最终得到

Sβα =
(−iλ)2

2!

(
1√
z

)4

(2π)4 δ4 (p1 + p2 − q1 − q2) i∆F (p1 + p2) · · · (4-133)

这在动量空间中是一个简单的结果. 加上其余两个图的贡献得到

Sβα =
(−iλ)2

2!

(
1√
z

)4

(2π)4 δ4 (p1 + p2 − q1 − q2)

× [i∆F (p1 + p2) + i∆F (p1 − q2) + i∆F (p1 − q1)] (4-134)

在这个简单的例子中我们看到一些具有一般性的结论,比如,只有连通图才有

贡献, 外线传播子抵消掉 LSZ 约化公式中传播子的倒数, 顶点处动量守恒等. 尽

管中间步骤复杂,但是结果却比较简单,这是因为其中有许多复杂的因子相互抵消

了. 因此, 可以写下一个简单的规则 (Feynman 规则), 它能从表示散射过程的图直

接得到最终的答案.

4.6 Feynman 规则

为了不用每次都在 S 矩阵元中写出 δ 函数, 可以定义一个 T 矩阵如下

Sfi = δfi + i(2π)4δ4(pf − pi)Tfi (4-135)

其中, Tfi为i → f 的散射振幅. 附录中将会看到 T 矩阵直接与散射截面和衰变

率相联系.

矩阵元 Tfi 的最终形式十分简单, 可以利用简单的规则替代那些枯燥繁杂的

中间步骤:

(a)首先画出所有与外线相连的 Feynman图. 将每个传播子标上动量,并对每

个顶点加上动量守恒的约束;

(b) 对于每个自旋为 0, 动量为 p 的玻色子内线, 写下传播子

i∆F (q) =
i

q2 − µ2 + iε
(4-136)

(c) 对于每个未被动量守恒确定的内动量 l, 写下
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∫
d4l

(2π)4
(4-137)

(d)在每个顶点,所乘的因子取决于相互作用的特性. 对于标量场,要乘上−iλ.

4.6.1 λφ3 理论中的例子

在 λφ3 理论中, 考虑散射过程 φ (k1) + φ (k2) −→ φ (k3) + φ (k4). 在 λ 的第二

阶, 有 3 个 Feynman 图 (图 4-6). 对应的矩阵元是

T (a) = (−iλ)2
i

(k1 − k3)
2 − µ2

T (b) = (−iλ)2
i

(k1 + k2)
2 − µ2

T (c) = (−iλ)2
i

(k1 − k4)
2 − µ2

(4-138)

总的振幅为 T = T (a) + T (b) + T (c).

图 4-6 动量空间散射 Feynman 图

Mandelstam 变量

为了方便起见, 定义下列 Lorentz 不变的物理量:

s = (k1 + k2)
2
, 质心系总能量

t = (k1 − k3)
2
, 4- 动量转移 (散射角)

u = (k1 − k4)
2

称为 Mandelstam 变量, 满足

s + t + u = 4µ2 (4-139)

用这些变量可以将 Feynman 振幅写成以下形式

T (a) = (λ)2
i

t− µ2
, T (b) = (λ)2

i
s− µ2

, T (c) = (λ)2
i

u− µ2
(4-140)
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4.7 附录: 截面积和衰变率

为了和实验测量结果对比,需要计算出散射的反应截面和衰变率.首先将 S矩

阵元写成

Sfi = δfi + i(2π)4δ4(pf − pi)Tfi (4-141)

其中, Tfi为i → f 的散射振幅. 对于 i 6= f , 跃迁概率为

|Sfi|2 = (2π)4δ4(0)[(2π)4δ4(pf − pi) |Tfi|2] (4-142)

为了解释 δ4(0), 有

(2π)4δ4(pf − pi) =
∫

d4x e−i(pf−pi)x (4-143)

积分限在有限大的体积 V 与时间间隔 T 中, 可以将 δ4(0) 重写为

(2π)4δ4(0) = V T (4-144)

这就是我们对 δ4(0) 的解释. 这样跃迁概率可以写成

|Sfi|2 = V T [(2π)4δ4(pf − pi) |Tfi|2] (4-145)

跃迁率 (transition rate, 单位时间的跃迁概率) 为

ωfi = (2π)4δ4(pf − pi) |Tfi|2 V (4-146)

4.7.1 衰变率

考虑一个一般的衰变过程

a(p) → c1(k1) + c2(k2) + · · ·+ cn(kn), pf =
n∑

l=1

ki, pi = p (4-147)

动量空间体积元 d3k1 d3k2 · · ·d3kn 中的态数目为

n∏

l=1

d3kl

(2π)32ωkl
(4-148)

将所有末态求和得到转换率为

dω′ = (2π)4δ4(p− Σn
j=1kj) |Tfi|2 V

n∏

l=1

d3kl

(2π)32ωkl
(4-149)
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我们使用的物理态的归一性要求为

〈p|p′〉 = (2π)3δ3(p− p ′)2ωp (4-150)

且对于 p = p′ 的情况要求

〈p|p〉 = (2π)3δ3(0)2ωp = 2V ωp (4-151)

这就是初态的粒子数. 每个粒子的衰变率为

dω =
dω′

2V ωp
= (2π)4δ4(p− Σn

j=1kj) |Tfi|2 1
2ωp

n∏

l=1

d3kl

(2π)32ωkl
(4-152)

如果末态有 m 个全同粒子, 需要将这个值除以 m!:

dω =
1

2ωp
|Tfi|2 d3k1

(2π)32ω1
· · · d3kn

(2π)32ωn
(2π)4δ4(p− Σn

j=1kj)S, S =
∏

j

1
(mj)!

(4-153)

注意, 在这个公式里总体积 V 被消掉了. 这是很合理的结果, 衰变率应该与总体

积无关.

4.7.2 截面积

对于如下散射过程

a(p1) + b(p2) → c1(k1) + c2(k2) + · · ·+ cn(kn) (4-154)

跃迁概率在对所有可能的末态求和之后有

dω′ = (2π)4δ4(p1 + p2 − Σn
j=1kj) |Tfi|2 V

n∏

l=1

d3kl

(2π)32ωkl
(4-155)

将以上结果转成到束流中只有单粒子、靶核中也只有单粒子的情况, 将这个值除

以粒子流的相对速度, 可以得到微分截面

dσ =
1

2ωp1V

1
2ωp2V

(2π)4δ4(p1 + p2−Σn
j=1kj) |Tfi|2 V

n∏

l=1

d3kl

(2π)32ωkl

V

|v1 − v2| (4-156)

速度因子可以写为

I = |v1 − v2| =
∣∣∣∣
p1

E1
− p2

E2

∣∣∣∣ (4-157)

在质心系中

p1 = −p2 = p, p1 = (E1,p), p2 = (E2,−p)
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I =
|p|

E1E2
(E1 + E2) (4-158)

(p1 · p2)2 = (E1E2 + p 2)2 = E2
1E2

2 + 2E1E2p
2 + p 4 (4-159)

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2 = (p 2 + m2

1)(p
2 + m2

2) + 2E1E2p
2 + p 4 −m2

1m
2
2

= p 2[2p 2 + (m2
1 + m2

2) + 2E1E2]

= p 2(E1 + E2)2

⇒ I =
1

E1E2

√
(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2 (4-160)

最后得到

dσ =
1
I

1
2ωp1

1
2ωp2

(2π)4δ4


p1 + p2 −

n∑

j=1

kj


 |Tfi|2

n∏

l=1

d3kl

(2π)32ωl
(4-161)

同样地, 这个式子中的总体积也消掉了.
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5.1 量子电动力学理论

量子场论最早应用在量子电动力学 (quantum electrodynamics, QED) 的量子

效应计算.它成功地解释了许多电磁现象,并因此在物理学其他领域也得到了广泛

的信赖与应用. 目前为止, 除了引力作用之外, 我们已知的所有基本相互作用都可

以由量子场论的观点描述. 本章将以几个简单的物理过程为例, 说明如何在 QED

中进行计算. 为了简便起见, 只考虑最低阶的过程.

首先写出 QED 中如下形式的拉氏量密度

L = ψ (x) γµ (i∂µ − eAµ) ψ (x)−mψ (x) ψ (x)− 1
4
FµνFµν (5-1)

对应的运动方程是

(iγµ∂µ −m) ψ (x) = eAµγµψ (5-2)

∂υFµν = eψγµψ (5-3)

以上方程是非线性耦合的,难以得到解析解,需要采用第 4章提到的微扰近似来对

物理量进行计算. 先讨论这个理论的一般性质.

5.1.1 量子化

将拉氏量写成如下形式:

L = L0 + Lint

L0 = ψ (iγµ∂µ −m) ψ − 1
4
FµνFµν

Lint = −eψγµψAµ

其中, L0 只包含二阶项, 即此前研究过的自由场的拉氏量, 而 Lint 是描述相互作

用的部分.

费米场的共轭动量为
∂L

∂ (∂0ψα)
= iψ†α (x) (5-4)

对于电磁场, 选择如下规范

∇ ·A = 0 (5-5)
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得到共轭动量为

πi =
∂L

∂ (∂0Ai)
= −F 0i = Ei (5-6)

由运动方程可得

∂νF 0ν = eψ†ψ =⇒ −∇2A0 = eψ†ψ (5-7)

因此 A0 非零, 但也不是一个独立的动力学变量, 可由其他场量表示出来

A0 = e

∫
d3x

′ ψ† (x′, t)ψ (x′, t)
4π|x′ − x| = e

∫
d3x

′
ρ (x′, t)

|x− x′| (5-8)

对易关系取如下形式
{

ψα (x, t) , ψ†β (x′, t)
}

= δαβδ3 (x− x′) , {ψα (x, t) , ψβ (x′, t)} = · · · = 0

[
Ȧi (x, t) , Aj (x′, t)

]
= iδtr

ij (x− x′)

其中

δtr
ij(x− y) =

∫
d3k

(2π)3
eik·(x−y)

(
δij − kikj

k2

)
(5-9)

由式 (5-8) 可以写出包含 A0 的对易子

[A0 (x, t) , ψα (x′, t)]=e

∫
d3x

′′

4π|x− x′′|
[
ψ† (x′′, t) ψ (x′′, t) , ψα (x′, t)

]
=− e

4π
ψα (x′, t)
|x− x′|

(5-10)

哈密顿量为

H =
∂L

∂ (∂0ψα)
ψ̇α +

∂L
∂ (∂0Ak)

Ȧk − L

= ψ† (−iα ·∇ + βm) ψ +
1
2

(
E2 + B2

)
+ E ·∇A0 + eψγµψAµ

然而在哈密顿量中, 利用分部积分, E · ∇A0 这一项将与最后一项 eψγ0ψA0 相抵

消,

H =
∫

d3xH =
∫

d3x

{
ψ† [α · (−i∇− eA) + βm]ψ +

1
2

(
E2 + B2

)}
(5-11)

因此 A0 不会出现在相互作用中. 但如果写出

E = El + Et, El = −∇A0, Et = −∂A

∂t
(5-12)

有
1
2

∫
d3x

(
E2 + B2

)
=

1
2

∫
d3xEl

2 +
∫

d3x
(
Et

2 + B2
)

(5-13)
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纵向部分为

1
2

∫
d3xEl

2 =
e2

4π

∫
d3xd3y

ρ (x, t) ρ (y, t)
|x− y| (5-14)

这就是密度为 ρ(x, t) 和 ρ(y, t) 的电荷分布之间 Coulomb 相互作用. 由此可以写

出哈密顿量为

H =
∫

d3x

{
ψ† [α · (−i∇−eA)+βm]ψ+

1
2

(
Et

2+B2
)}

+
e2

4π

∫
d3xd3y

ρ (x, t) ρ (y, t)
|x− y|

(5-15)

注意第二项中的电磁场是横向的辐射场. 最后一项是静电场的相互作用.

尽管我们可以引入一组对易子和反对易子来实现量子化, 但要得到物理结果

仍然很困难. 这是因为无法求解高度非线性的经典运动方程. 没有经典解, 就不能

作模式展开以引入产生算符和湮没算符, 也很难找到哈密顿量的本征值和本征态.

在场论中, 我们所知的唯一的近似方法就是微扰论. 下面开始建立微扰论的框架.

由拉氏量的自由场部分 A0 满足无质量的 Klein-Gordon 方程

¤ A(0) = 0 (5-16)

通解为

A(0)(x, t) =
∫

d3k√
2ω(2π)3

∑

λ

ε(k, λ)[a(k, λ)e−ikx + a+(k, λ)eikx], w = k0 = |k|

(5-17)

其中, ε(k, λ) 是极化矢量, 满足

k · ε(k, λ) = 0, λ = 1, 2 (5-18)

一般选择

ε(k, λ) · ε(k, λ′) = δλλ′ , ε(−k, 1) = −ε(k, 1), ε(−k, 2) = ε(−k, 2) (5-19)

可将末态展开的结果写成如下更方便的形式

Aµ(x, t) =
∫

d3k√
2ω(2π)3

∑

λ

εµ(k, λ)[a(k, λ)e−ikx + a+(k, λ)eikx] (5-20)

其中

εµ(k, λ) = (0, ε(k, λ)) (5-21)
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5.1.2 光子的传播子

类似于标量场, 光子的 Feynman 传播子可定义为

iDµν (x, x′) = 〈0 |T (Aµ (x)Aν (x′))| 0〉
= θ (t− t′) 〈0 |Aµ (x) Aν (x′)| 0〉+ θ (t′ − t) 〈0 |Aν (x′)Aµ (x)| 0〉

由模态展开, 可以得到

〈0 |Aµ (x) Aν (x′)| 0〉 =
∫

d3kd3k′

(2π)3
√

2ωk2ωk′

∑

λ,λ′
εµ(k, λ)εν(k′, λ′)

〈
0

∣∣∣[a(k, λ)e−ikx]a+(k′, λ′)eik′x′
∣∣∣ 0

〉

=
∫

d3kd3k′

(2π)32ωk

∑

λ,λ′
εµ(k, λ)εν(k′, λ′)δ3 (k − k′) e−ikx+ik′x′δλλ′

=
∫

d3k

(2π)32ωk

∑

λ

εµ(k, λ)εν(k, λ)e−ik(x−x′)

由于有

1
2π

∫
dk0

k2
0 − ω2 + iε

e−ik0(t−t′) =




−i

1
2ω

e−iω(t−t′), t > t′

−i
1
2ω

eiω(t−t′), t′ > t

(5-22)

可以得到

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x′−x)

k2 + iε
= −i

∫
d3k

(2π)32ωk

[
θ(t− t′)e−ik(x−x′) + θ(t− t′)eik(x−x′)

]
(5-23)

且

〈0 |T (Aµ (x)Aν (x′))| 0〉 =
∫

d3k

(2π)32ωk

∑

λ,λ′
εµ(k, λ)εν(k, λ′)[θ(t− t′)e−ik(x−x′)

+ θ(t− t′)eik(x−x′)]

=i
∫

d4k

(2π)4
e−ik·(x′−x)

k2 + iε

2∑

λ=1

εν(k, λ)εµ(k, λ) = iDµν (x, x′)

极化向量 εµ(k, λ)(λ = 1, 2) 彼此垂直. 我们还需要另外两个互相垂直的单位向量

来建立 Minkowski 空间的完备向量基. 容易看出可取

ηµ = (1, 0, 0, 0) , k̂µ =
kµ − (k · η) ηµ

√
(k · η)2 − k2

(5-24)
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且完备关系有如下形式

2∑

λ=1

εν(k, λ)εµ(k, λ) = −gµν − ηµην − k̂µk̂ν

= −gµν − kµkν

(k · η)2 − k2
+

(k · η) (kµην + ηµkν)
(k · η)2 − k2

− k2ηµην

(k · η)2 − k2

定义动量空间的传播子为

Dµν (x, x′) =
∫

d4k

(2π)4
e−ik·(x′−x)Dµν (k) (5-25)

则有

Dµν (k) =
1

k2 + iε

[
−gµν − kµkν

(k · η)2 − k2
+

(k · η) (kµην + ηµkν)
(k · η)2 − k2

− k2ηµην

(k · η)2 − k2

]

(5-26)

下面我们将会说明, 正比于 kµ 的项对电流守恒的物理过程没有贡献, 且最后一项

ηµην = δµ0δν0 将被式 (5-14) 中的 Coulomb 相互作用抵消掉.

5.1.3 QED 中的 Feynman 规则

相互作用的哈密顿量有如下形式

Hint = e
∫

d3xψγµψAµ (5-27)

Feynman 传播子, 顶点和外线波动方程如图 5-1 所示.

图 5-1 Feynman 传播子和顶点
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5.2 e+e− 湮没

5.2.1 e+e− → µ+µ−

首先将这个过程的动量标记为

e− (p) + e+ (p′) −→ µ− (k) + µ+ (k′) (5-28)

由 Feynman 规则, 可以写出图 5-2 对应的 Feynman 振幅

M(e+e− → µ+µ−) = v(p′, s′) (−ieγµ) u (p, s)
(−igµν

q2

)
u(k′, r′) (−ieγν) v (k, r)

=
ie2

q2
v(p′, s′)γµu (p, s) u(k, r)γµv(k′, r′)

其中, q = p + p′. 注意电子 - 光子顶点有如下性质

qµv(p′)γµu (p) = (p + p′)µ v(p′)γµu (p) = v(p′) (/p + /p′)u (p) = 0 (5-29)

这里利用了旋量的 Dirac方程. 它是流守恒的结果,并且表明光子传播子中与因子

igµν 相加的正比于光子动量的项对物理过程并没有贡献.

图 5-2 e+e− → µ+µ− 最低阶的 Feynman 图

为计算散射截面, 需要求出 M∗, 其中 (vγµu)∗ 可简化为

(vγµu)∗ = u† (γµ)† (γ0)
†
v = u†γ0γ

µv = uγµv (5-30)

更一般的形式可以写为

(vΓu)∗ = uΓv, Γ = γ0Γ †γ0 (5-31)

不难看出
γµ = γµ (5-32)
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γµγ5 = −γµγ5 (5-33)

/a/b · · · /p = /p · · · /b/a (5-34)

通常要计算的是非极化的散射截面, 需要对自旋求和
∑

s

uα (p, s) uβ (p, s) = (/p + m)αβ (5-35)

∑
s

vα (p, s) vβ (p, s) = (/p−m)αβ (5-36)

上式的推导如下. 从第 2 章中给出的自由旋量, 可以得到

∑
s

uα (p, s)uβ (p, s) = (E + m)


 1

σ · p
E + m


 ∑

s

χsχ
†
s

(
1 − σ · p

E + m

)

= (E + m)




1 − σ · p
E + m

σ · p
E + m

−p2

(E + m)2




=

(
E + m −σ · p
σ · p −E + m

)
= /p + m

对 v 旋量也有类似的结果

∑
s

vα (p, s) vβ (p, s) = (E + m)




σ · p
E + m

1


 χsχ

†
s

( σ · p
E + m

−1
)

= (E + m)




p2

(E + m)2
− σ · p

E + m
σ · p

E + m
−1




=

(
E −m −σ · p
σ · p − (E + m)

)
=/p−m

由上面的结果可得, 典型的对自旋求和的过程如下
∑

s,s′
vα(p′, s′) (γµ)αβ uβ (p, s) uρ(p, s) (γν)ρσ vσ(p′, s′)

=
∑

s′
vα(p′, s′) (γµ)αβ (/p + m)βρ (γν)ρσ vσ(p′, s′)

= (γµ)αβ (/p + m)βρ (γν)ρσ (/p′ −m)σα

=tr [γµ (/p + m) γν (/p′ −m)]
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所以得到

1
4

∑

自旋

∣∣M(e+e− → µ+µ−)
∣∣2

=
e4

4q4
tr [(/p′ −me) γµ (/p + me) γν ] tr [(/k + mµ) γµ (/k′ −mµ) γν ] (5-37)

现在需要计算 γ 矩阵乘积的迹. 计算过程很直截了当, 直接给出结果如下

tr (γµ) = 0 (5-38)

tr (γµγν) = 4gµν (5-39)

tr
(
γµγνγαγβ

)
= 4

(
gµνgαβ − gµαgνβ + gµβgνα

)
(5-40)

tr (/a1/a2 · · · /an) =(a1 · a2)tr(/a3 · · · /an)− (a1 · a3) tr (/a2 · · · /an) + · · ·
+ (a1 · an)tr(/a2/a3 · · · /an−1), n为偶数

(5-41)

这里不给出普遍证明, 只利用一些例子来说明. 从 Dirac 代数

{γµ, γν} = 2gµν (5-42)

对等式两边取迹得到
tr (γµγν) = 4gµν (5-43)

其中利用了
tr(AB) = tr(BA) (5-44)

对于 4 个 γ 矩阵求迹的情况, 利用 Dirac 代数将最左边的 γ 矩阵一步步换到最

右边

tr (/a1/a2/a3/a4) =2 (a1 · a2) tr (/a3/a4)− tr (/a2/a1/a3/a4)

=8 (a1 · a2) (a3 · a4)− 2 (a1 · a3) tr (/a3/a4) + tr (/a2/a3/a1/a4)

=8 (a1 · a2) (a3 · a4)− 8 (a1 · a3) (a2 · a4) + 2 (a1 · a4) tr (/a2/a3)

− tr (/a2/a3/a4/a1)

利用迹恒等式 (5-44) 可见, 最后一项与我们所需要的结果只差一个负号, 因此

tr (/a1/a2/a3/a4) = 4[(a1 · a2) (a3 · a4)− (a1 · a3) (a2 · a4) + (a1 · a4) (a2 · a3)] (5-45)

通过上面的例子可以看到对偶数个 γ 矩阵怎样导出结果. 对于奇数个 γ 矩阵, 有

下面的结果
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tr (/a1/a2 · · · /an) =tr
(
γ2
5/a1/a2 · · · /an

)
= (−1)n tr (γ5/a1/a2 · · · /anγ5)

= (−1)n tr
(
γ2
5/a1/a2 · · · /an

)
= (−1)n tr (/a1/a2 · · · /an)

所以奇数个 γ 矩阵乘积的迹为 0.

利用上面这些结果, 可以得到

tr [(/p′ −me) γµ (/p + me) γν ] = tr [/p′γµ/pγν ]−m2tr [γµγν ]

= 4 [p′µpν − gµν (p · p′) + pµp′ν ]− 4m2
eg

µν

tr [(/k + mµ) γµ (/k′ −mµ) γν ] = tr [/kγµ/k′γν ]−m2
µtr [γµγν ]

= 4
[
kµk′ν − gµν (k · k′) + k′µkν

]− 4m2
µgµν

通常我们感兴趣的是比 mµ 更高能的区域的截面, 因此可以忽略 mµ 和 me, 进而

得到

1
4

∑

自旋

∣∣M(e+e− → µ+µ−)
∣∣2 = 8

e4

q4

[
(p · k)

(
p′ · k′

)
+ (p′ · k)

(
p · k′

)]
(5-46)

在质心系中, 可以将四动量写为

pµ = (E, 0, 0, E) , p′µ = (E, 0, 0,−E) (5-47)

kµ = (E, k) , k′µ = (E,−k) , k · ẑ = |k| cos θ (5-48)

其中, θ 是散射角; E 是 e+ 或 e− 的能量, 是质心系能量的一半.在 mµ = 0的近似

条件下有 E = |k| 且

q2 = (p + p′)2 = 4E2, p · k = p′ · k′ = E2 (1− cos θ) (5-49)

p′ · k = p · k′ = E2 (1 + cos θ) (5-50)

因此

1
4

∑

自旋

|M |2 =
8e4

16E4

[
E4 (1− cos θ)2 + E4 (1 + cos θ)2

]

= e4
(
1 + cos2 θ

)

这个过程的散射截面与振幅的关系为

dσ =
1
I

1
2E

1
2E

(2π)4δ4(p + p′ − k − k′)
1
4

∑

自旋

|M |2 d3k

(2π)32ω

d3k′

(2π)32ω′
(5-51)



5.2 e+e− 湮没 · 129 ·

可以利用 δ 函数完成一部分积分. 为了简便起见, 引入变量 ρ, 称为相空间 (phase

space), 定义为

ρ =
∫
(2π)4δ4(p + p′ − k − k′)

d3k

(2π)32ω

d3k′

(2π)32ω′

=
1

4π2

∫
δ (2E − ω − ω′)

d3k

4ωω′
=

1
32π2

∫
δ (E − ω)

k2dkdΩ
ω2

=
dΩ
32π2

流强因子 (flux factor) 为

I =
1

E1E2

√
(p1 · p2)

2 −m2
1m

2
2 =

1
E2

2E2 = 2 (5-52)

微分截面可由此写出

dσ =
1
2

1
4E2


1

4

∑

自旋

|M |2

 dΩ

32π2
(5-53)

即
dσ

dΩ
=

α2

16E2

(
1 + cos2 θ

)
(5-54)

式中, α =
e2

4π
是精细结构常数. 总的散射截面可由此得到

σ
(
e+e− −→ µ+µ−

)
=

α2π

3E2
(5-55)

即

σ
(
e+e− −→ µ+µ−

)
=

4α2π

3s
, s = (p1 + p2)

2 = 4E2 (5-56)

这个散射截面在测量其他的 e+e− 碰撞过程中常被作为参考值. 注意, 这个散射截

面随着入射能量的升高而减小, 在极高的质心系能量下趋向极小.

5.2.2 e+e− −→ 强子

e+e− 对撞机中一个很值得探讨的反应是

e+e− −→强子 (5-57)

这个反应将为我们研究强子的结构提供有用的信息.

根据后面会讲到的量子色动力学 (quantum chromodynamics, QCD)—— 描述

强相互作用的理论, 这个反应过程在能量足够大时, 将先经过

e+e− −→ qq (5-58)

然后 qq 再变成强子. 假定光子与 qq 和 µ+µ− 的耦合常数的差别仅来源于电荷的

不同, 可以将 e+e− −→ qq 的散射截面写为
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σ
(
e+e− −→ qq

)
= 3

(
Q2

q

) 4α2π

3s
= 3

(
Q2

q

)
σ

(
e+e− −→ µ+µ−

)
(5-59)

其中, Qq 是夸克 q 的带电量. 这里之所以将散射截面乘以因子 3, 是因为考虑到

夸克有三种颜色. 由此产生强子的散射截面为

σ
(
e+e− −→强子)

σ (e+e− −→ µ+µ−)
= 3

(∑

i

Q2
i

)
(5-60)

这里将 e+e− −→强子的过程用它的散射截面与 σ(e+e− −→ µ+µ−) 的散射截面之

比来表示,其比值 R是与能量无关的数值.以上求和只考虑能量允许的夸克对. 例

如, 在低于粲夸克的能量下, 只有 u, d 和 s 需要考虑

σ
(
e+e− −→强子)

σ (e+e− −→ µ+µ−)
= 3

[(
2
3

)2

+
(

1
3

)2

+
(

1
3

)2
]

= 2 (5-61)

这个结果与实验数据 (图 5-3) 符合得很好.

图 5-3 e+e− −→ 强子散射截面与 e+e− −→ µ+µ− 散射截面之比

5.3 ep −→ ep

现在考虑电子与质子的弹性散射

e (k) + p (p) −→ e (k′) + p (p′) (5-62)

一般来讲, 质子是强子, 需要考虑强相互作用. 但为了简单起见, 目前只考虑

质子没有强相互作用的情形 (图 5-4), 在后文中再讨论加入强相互作用的影响.
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图 5-4 ep −→ ep 的 Feynman 图

5.3.1 质子作为点粒子

回顾 µ 和光子的散射, 入射 µ 为 u (p, s), 出射 µ 为 ū (p′, s′), 则

〈µ (p′, s′) |Jµ|µ (p, s)〉 = u(p′, s′)γµu (p, s) (5-63)

这里 Jµ 为电磁流, 可以写为

Jµ = ψµγµψµ (5-64)

当略去强相互作用时, 可以将光子 − 质子顶点写为

〈p (p′, s′) |Jµ| p (p, s)〉 = u(p′, s′)γµu (p, s) (5-65)

注意电磁流是守恒的, 即

∂µJµ = 0 (5-66)

我们将对光子 −µ 或光子 − 质子顶点验证这个关系.

为了计算电磁流的散度,需要写出 Jµ 是怎样随时空 x变化的. 可以利用时空

平移算符做到这一点. 对任意一个算符 A(x), 有

[Pµ, A (x)] = −i∂µA (x) (5-67)

利用恒等式

eiABe−iA = B + i [A,B] +
i2

2!
[A, [A,B]] + · · · , A, B为任意两个算符 (5-68)

有

eiP ·aA (x) e−iP ·a = A (x) + iaµ [Pµ, A (x)] +
i2

2!
aµaν [Pµ, [P ν , A (x)]] + · · ·

= A (x) + iaµ (−i∂µ) A (x) +
i2

2!
aµaν (−i∂µ) (−i∂ν) A (x) + · · ·

= A (x + a)
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这里利用了 Taylor 展开

A (x + a) =
(

1 + aµ∂µ +
aµaν∂µ∂ν

2!
+ · · ·

)
A(x) (5-69)

上述结果说明能动量算符 Pµ 生成时空平移. 可以利用这个关系将时空的依赖从

算符中提取出来, 对本例, 电磁流 Jµ 为

Jµ (x) = eiP ·xJµ (0) e−iP ·x (5-70)

代回质子的矩阵元, 得到

〈p (p′, s′) |Jµ (x)| p (p, s)〉 = ei(p′−p)·x 〈p (p′, s′) |Jµ (0)| p (p, s)〉 (5-71)

以及

∂µ 〈p (p′, s′) |Jµ (x)| p (p, s)〉 = ei(p′−p)·xi
(
p′µ − pµ

) 〈p (p′, s′) |Jµ (0)| p (p, s)〉 (5-72)

现在可以验证流守恒 ∂µJµ = 0 如下

(
p′µ − pµ

) 〈p (p′, s′) |Jµ (0)| p (p, s)〉 =
(
p′µ − pµ

)
u(p′, s′)γµu (p, s)

= u(p′, s′)
(
/p′ − /p

)
u (p, s) = 0 (5-73)

这里用到了旋量 u(p′, s′) 和 u (p, s) 满足 Dirac 方程. 为了方便起见, 将它写成

qµu(p′, s′)γµu (p, s) = 0, q = p′ − p (5-74)

最低阶的贡献来自于两者间交换一个光子, 其振幅可以写为如下形式

M(e + p −→ e + p) = u(p′, s′) (−ieγµ) u (p, s)
(−igµν

q2

)
u(k′, r′) (−ieγν) u (k, r)

=
ie2

q2
u(p′, s′)γµu (p, s) u(k′, r′)γµu (k, r)

其中, q = k − k′. 对于不考虑极化的散射截面, 需要对末态自旋求和, 对初态自旋

求平均:

1
4

∑

自旋

|M(e+p −→ e+p)|2 =
e4

q4
tr [(/p′+M) γµ (/p+M) γν ] tr [(/k′+me) γµ (/k + me) γν ]

(5-75)

其中, M 是质子质量. 仍然忽略电子质量, 容易计算出矩阵乘积的迹为

tr
[
/k′γµ/kγν

]
= 4 [k′µkν − gµν (k · k′) + kµk′ν ] (5-76)
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tr
[(

/p′ + M
)
γµ (/p + M) γν

]
= 4 [p′µpν − gµν (p · p′) + pµp′ν ] + 4M2gµν (5-77)

可得

1
4

∑

自旋

∣∣M(e+e−−→µ+µ−)
∣∣2 =

e4

q4

{
8

[
(p·k)

(
p′ ·k′

)
+(p′ ·k)

(
p·k′

)]
−8M2 (k ·k′)

}

(5-78)

考虑在实验室坐标系的情形

pµ = (M, 0, 0, 0) , kµ = (E, k) , k′µ =
(
E′,k′

)
(5-79)

有

p · k = ME, p · k′ = ME′, k · k′ = EE′ (1− cos θ) (5-80)

p′ · k′ = (p + k − k′) · k′ = p · k′+ k · k′, p′ · k = (p + k − k′) · k = p.k− k · k′ (5-81)

q2 = (k − k′)2 = −2k · k′ = −2EE′ (1− cos θ) (5-82)

dσ =
1
I

1
2p0

1
2k0

(2π)4δ4(p + k − p′ − k′)
1
4

∑

自旋

|M |2 d3p′

(2π)32p′0

d3k′

(2π)32k′0
(5-83)

相空间为

ρ =
∫
(2π)4δ4(p + k − p′ − k′)

d3p′

(2π)32p′0

d3k′

(2π)32k′0
(5-84)

=
1

4π2

∫
δ (p0 + k0 − p′0 − k′0)

d3k′

2p′02k′0

其中

p′0 =
√

M2 +
(
p + k − k′

)2 =
√

M2 +
(
k − k′

)2 (5-85)

利用实验室坐标系中的动量关系, 可以得到

ρ =
1

4π2

∫
δ (M + E − p′0 − E′)

k′2dk′dΩ
2p′02E′

=
1

4π2

∫
δ (M + E − p′0 − E′)

dΩE′dE′

p′0

令

x = −E + p′0 + E′ (5-86)

有

dx = dE′
(

1 +
dp′0
dE′

)
= dE′

(
p′0 + E′ − E cos θ

p′0

)
(5-87)
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且

ρ =
1

4π2

∫
δ (x−M)

dΩE′dx

p′0 + E′ − E cos θ
=

1
4π2

dΩE′

M + E (1− cos θ)
(5-88)

由 δ 函数可以得到关系式

M = x = −E + p′0 + E′ (5-89)

根据动量守恒的要求

p′20 = M2 +
(
k − k′

)2 = M2 + E2 + E′2 − 2EE′ cos θ (5-90)

类似地, 能量守恒则要求

p′20 = (M + E − E′)2 = M2 + E2 + E′2 − 2EE′ + 2ME − 2ME′ (5-91)

比较以上两个方程, 可以解出 E′ 为

E′ =
ME

E (1− cos θ) + M
=

E

1 +
(

2E

M

)
sin2 θ

2

(5-92)

相空间因此写为

ρ =
dΩ
4π2

ME

[M + E (1− cos θ)]2
=

dΩ
4π2

E′2

ME
(5-93)

流强因子为

I =
1

ME
p · k = 1 (5-94)

微分截面为

dσ =
1
I

1
2p0

1
2k0

(2π)4δ4(p + k − p′ − k′)
1
4

∑

自旋

|M |2 d3p′

(2π)32p′0

d3k′

(2π)32k′0
(5-95)

即

dσ

dΩ
=

1
4ME

1
4π2

E′2

ME

1
4

∑

自旋

|M |2

=
(

E′

E

)2 1
16π2M2

e4

q4

{
8

[
(p · k)

(
p′ · k′

)
+ (p′ · k)

(
p · k′

)]
− 8M2 (k · k′)

}

(5-96)
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容易计算出上式右边的项

[(p · k) (p′ · k′) + (p′ · k) (p · k′)]−M2 (k · k′)
= (p · k) (p + k − k′) · k′ + (p · k′) (p + k − k′) · k −M2 (k · k′)
=2EE′M2 + (k · k′) (

p · q −M2
)

=2EE′M2 + M2EE′ (1− cos θ)
(
− q2

2M2
− 1

)

=2EE′M2

(
cos2

θ

2
− q2

2M2
sin2 θ

2

)

由此得到微分截面

dσ

dΩ
=

(
E′

E

)2
α2

M2

1(
4EE′ sin2 θ

2

)2 2EE′M2

(
cos2

θ

2
− q2

2M2
sin2 θ

2

)

=
α2

4
E′

E3

1

sin4 θ

2

(
cos2

θ

2
− q2

2M2
sin2 θ

2

)

即

dσ

dΩ
=

α2

4E2

1

sin4 θ

2

cos2
θ

2
− q2

2M2
sin2 θ

2

1 +
2E

M
sin2 θ

2

(5-97)

这里将质子视为与 µ 子一样的基本粒子得到了散射截面. 这个结果可以用于电子

波长远大于质子大小的情况. 实际的散射截面与以上由点电荷假设计算得到的散

射截面存在差别, 这个差别来自于质子的内部结构.

5.3.2 强相互作用的影响

真实的质子会发生强相互作用, 由于强相互作用耦合常数很大, 无法应用微

扰论, 其结果很难计算. 我们将看到, 在这个简单的情况下, 可以利用一些一般性

的分析将强作用包含进去. 我们想要研究质子电磁流的矩阵元 〈p′, s′ |Jµ| p, s〉 在
强作用下有什么样的结构. 在没有可靠的强相互作用理论时, 我们并不知道怎样

写下真正的电磁流 Jµ. 在夸克模型中我们可以写下用夸克场表示的 Jµ, 但这并

不十分有用, 因为我们并不知道用夸克场表示的质子波函数. 幸运的是, 在这个

简单的情况下,我们仅利用一些一般的性质,如 Lorentz不变性、宇称守恒和流守

恒, 就能得到一些很有用的信息. 首先, 我们写下满足 Lorentz 结构的所有可能的
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项, 也就是矩阵元 〈p′, s′ |Jµ| p, s〉 里的四矢量, 它们是

V µ
1 = u(p′)γµu (p) , V µ

2 = u(p′)σµν (p− p′)ν u (p) , V µ
3 =

−
u(p′)σµν (p + p′)ν u (p)

V µ
4 = u(p′) (p + p′)µ

u (p) , V µ
5 = u(p′) (p− p′)µ

u (p)

这里利用了宇称守恒, 所以与 γ5 有关的项不出现. 现在我们来检查这些项是否

满足流守恒. 容易看出

(p− p′)µ V µ
3 6= 0, (p− p′)µ V µ

5 6= 0 (5-98)

而其余是满足流守恒的. 下面证明 V µ
4 可以写成 V µ

1 和 V µ
2 的线性组合. 为此需

要利用一个重要的关系 ——Gordon 分解:

u(p′)γµu (p) = u(p′)
[
(p + p′)µ

2m
+

iσµν (p′ − p)ν

2m

]
u (p) (5-99)

其推导过程如下.

由 Dirac 方程, 可以得到

(/p−m)u(p) = 0, u(p′)(/k′ −m) = 0 (5-100)

且

u(p′)γµ(/p−m)u(p) = 0, u(p′)(/p′ −m)γµu(p) = 0 (5-101)

加和得到

2mu(p′)γµu (p) =u(p′)
(
γµ/p + /p′γµ

)
u (p) = u(p′) (pνγµγν + p′νγνγµ) u (p)

=u(p′)
[
pν

(
1
2
{γµ, γν}+

1
2

[γµ, γν ]
)

+ p′ν
(

1
2
{γµ, γν} − 1

2
[γµ, γν ]

)]
u (p)

因此可得

u(p′)γµu (p) = u(p′)
[
(p + p′)µ

2m
+

iσµν (p′ − p)ν

2m

]
u (p) (5-102)

由此看到 V µ
4 可以写成 V µ

1 和 V µ
2 的线性组合. 因此, 该矩阵元最普遍的形式为

〈p′ |Jµ| p〉 = u(p′, s′)
[
γµF1

(
q2

)
+

iσµνqν

2M
F2

(
q2

)]
u (p, s) , q = p− p′ (5-103)

其中, F1 和 F2 是 Lorentz 不变的任意函数, 这样它们与 V µ
1 和 V µ

2 的乘积在

Lorentz 变换时不会改变性质. 由于 F1 和 F2 是 Lorentz 不变, 因此它们必须是
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Lorentz 不变量的函数, 如 p2、p′2 和 q2 = (p − p′)2. 由于 p2 = p′2 = M2, 因此 F1

和 F2 只能依赖于 q2,

F1 = F1

(
q2

)
, F2 = F2

(
q2

)
(5-104)

在方程 (5-103) 中, F1

(
q2

)
称为电荷形状因子(charge form factor), 而 F2

(
q2

)

称为磁形状因子(magnetic form factor). 这两个因子包含了所有强相互作用的影

响. 当 F1

(
q2

)
= 1 且 F2

(
q2

)
= 0 时, 对应的是质子被视为点粒子的情形. 通过

以上推导,我们发现强相互作用的效果竟然可以简单地参量化而得到两个标量函

数, 即 F1,2

(
q2

)
. 实验测得的这两个形状因子的值为质子结构的研究提供了极有

价值的信息. 电荷的形状因子满足 F1 (0) = 1. 这一限制来源于质子的总电量为 1

的事实, 推导过程如下:

Q |p〉 = |p〉 (5-105)

有

〈p′ |Q| p〉 = 〈p′|p〉 = 2E (2π)3 δ3 (p− p′) (5-106)

又由方程 (5-103) 得到

〈p′ |Q| p〉 =
∫

d3x 〈p′ |J0 (x)| p〉 =
∫

d3x 〈p′ |J0 (0)| p〉 ei(p′−p)·x

= (2π)3 δ3 (p− p′)u(p′, s′)γ0u (p, s) F1 (0)

= 2E (2π)3 δ3 (p− p′) F1 (0)

这意味着 F1 (0) = 1. 为了更深入地讨论形状因子, 将电荷算符 Q 写成电荷密度

的积分形式

Q =
∫

d3xρ (x) =
∫

d3xJ0 (x) (5-107)

有

〈p′ |J0 (x)| p〉 = eiq·x 〈p′ |J0 (0)| p〉 = eiq·xF1

(
q2

)
u(p′, s′)γ0u (p, s) (5-108)

这里, F1

(
q2

)
可被视为电荷密度分布的 Fourier 变换形式, 即

F1

(
q2

) ∼
∫

d3xρ (x) e−iq·x (5-109)

并给出质子内部电量分布的信息. 将形状因子 F1

(
q2

)
按照 q2 的阶次展开

F1

(
q2

)
= F1 (0) + q2F ′1 (0) + · · · (5-110)
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可以看出 F1 (0) 即为总的电荷, F ′1 (0) 与电荷分布的平均半径有关. 这可由下面

的推导看出. 取电荷球对称分布的简单情况 ρ (x) = ρ(r), 则

F1

(
q2

)
=

∫
d3xρ (x) e−iq·x = 2π

∫∞
0

r2drρ (r)
∫π
0

sin θdθeiqr cos θ

= 2π
∫∞
0

r2drρ (r)
1

iqr
[eiqr − e−iqr]

=
4π
q

∫∞
0

rdrρ (r) sin qr=
4π
q

∫∞
0

rdrρ (r)

[
qr− (qr)3

6
+· · ·

]
=Q− q2

6
〈
r2

〉
+· · ·

其中

Q = 4π
∫∞
0

r2drρ (r) =
∫∞
0

d3xρ (r) ,
〈
r2

〉
= 4π

∫∞
0

r4drρ (r) =
∫∞
0

d3xr2ρ (r)

(5-111)

类似地, 可以得到考虑形状因子的微分截面形式

dσ

dΩ
=

α2

4E2

[
cos2

θ

2
1

1− q2/4M2

[
G2

E −
(
q2/4M2

)
G2

M

]− q2

2M2
sin2 θ

2
G2

M

]

sin4 θ

2

[
1 +

2E

M
sin2 θ

2

] (5-112)

其中

GE = F1 +
q2

4M2
F2 (5-113)

GM = F1 + F2 (5-114)

注意微分截面
dσ

dΩ
不含 GE 和 GM 的交叉项, 这简化了实验对形状因子的测量.

实验上质子的 GE 和 GM 由下式给出

GE

(
q2

) ≈ GM

(
q2

)

κp
≈ 1(

1− q2/0.7GeV2
) (5-115)

其中, κp = 2.79是质子的磁矩.当质子是点粒子时, 有 GE

(
q2

)
= GM

(
q2

)
= 1. 因

此, 方程 (5-115) 包含不可忽略的 q2 项, 即意味着质子有内部结构. 在 q2 很大时,

弹性散射截面按 GE ≈ GM ∼ q−4 迅速减小.

5.4 Compton 散 射

Compton 散射曾是建立起电磁波的粒子说的重要根据. 假设光子带有能量

和动量, 利用能动量守恒可以计算得到散射过程中光子的频移. 实验观察到这个

频移, 并由此建立起了光子的粒子性.
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γ 和 e 的动量为

γ (k) + e (p) −→ γ (k′) + e (p′) (5-116)

在微扰展开的最低阶有两个 Feynman图对物理过程有贡献 (图 5-5),对应的 Feyn-

man 振幅由下式给出

M (γe → γe) =u(p′)(−ieγµ)ε′µ (k′)
i

/p + /k −m
(−ieγν) εν (k) u (p)

+ u(p′)(−ieγµ)εµ (k)
i

/p− /k′ −m
(−ieγν) ε′ν (k′)u (p)

注意到, 如果将振幅写为

M = ε′µ (k′) Mµ (5-117)

其中, ε′µ(k′) 是末态光子的极化矢量. 用动量 k′ 替代这个极化矢量, 得到

k′µMµ = −ie2

[
u(p′)/k′

1
/p + /k −m

γνεν (k) u (p) + u(p′)γµεµ (k)
i

/p− /k′ −m
/k′u (p)

]

(5-118)

图 5-5 Compton 散射最低阶 Feynman 图

利用以下关系式

/k′ =
(
/p′ + /k′ −m

)− (
/p′ −m

)
= (/p−m)− (

/p− /k′ −m
)

(5-119)

可以得到

k′µMµ = −ie2[u(p′)γνεν (k) u (p)− u(p′)γµεµ (k)u (p)] = 0 (5-120)

这是规范不变性的结果. 类似地可以证明, 如果用 kµ 替代 εµ (k), 振幅同样为零.

利用这个结果, 可以将对光子极化求和的结果简化如下. 令极化矢量为

εµ (k, 1) = (0, 1, 0, 0) , εµ (k, 2) = (0, 0, 1, 0) , kµ = (k, 0, 0, k) (5-121)

对极化矢量求和有

∑

λ

|εµ (k, λ) Mµ|2 =
∣∣M1

∣∣2 +
∣∣M2

∣∣2 (5-122)
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然而从 kµMµ = 0 可以得到

M0 = M3 =⇒ ∣∣M0
∣∣2 =

∣∣M3
∣∣2 (5-123)

因此

∑

λ

|εµ (k, λ)Mµ|2 =
∣∣M1

∣∣2 +
∣∣M2

∣∣2 +
∣∣M3

∣∣2 −
∣∣M0

∣∣2 = −gµνMµM∗ν (5-124)

等价于下式中的替换
∑

λ

εµ (k, λ) εµ (k, λ) → −gµν (5-125)

上式间接证明了前文关于光子传播子的推导中给出的结论, −gµν 可被用于计算

对极化方向求和.

将散射振幅分母中的 γ 矩阵放在分子上

M = −ie2ε′µεν

[
u(p′)γµ /p + /k + m

2p · k γνu (p) + u(p′)γν /p− /k′ + m

−2p · k′ γµu (p)
]

(5-126)

利用

(/p + m) γνu (p) = 2pνu (p) (5-127)

可得

M = −ie2u(p′)
[
/ε′/k/ε + 2 (p · ε) /ε′

2p · k +
−/ε/k′/ε′ + 2 (p · ε) /ε′

−2p · k′
]

u (p) (5-128)

利用方程 (5-125) 可以对光子的极化方向求和, 得到

1
2

∑

自旋

|M |2 = e4tr





(
/p′ + m

) [
γµ/kγα + 2pαγµ

2p · k +
γα/k′γµ − 2pαγµ

2p · k′
]

(/p + m)
[
γµ/kγα + 2pαγµ

2p · k +
γα/k′γµ − 2pα/ε′

2p · k′
]





(5-129)

通过直接但繁杂的计算, 可以得到上式中对迹求和的结果

1
2

∑

自旋

|M |2 = 2e4

[
p · k′
p · k +

p · k
p · k′ + 2m2

(
1

p · k −
1

p · k′
)

+ m4

(
1

p · k −
1

p · k′
)2

]

(5-130)

在实验室坐标系中

p · k = ωm, p · k′ = ω′m (5-131)
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其中, ω, ω′ 分别为实验室坐标系下初态光子和末态光子的能量. 由方程 (5-83)给

出的 ep 散射的结果, 得到 ω 与 ω′ 之间的关系

ω′ =
mω

ω (1− cos θ) + m
(5-132)

或写成
1
ω′
− 1

ω
=

1
m

(1− cos θ) (5-133)

其中, θ 是散射角. 这就是 Compton 散射中著名的频移方程.

进而可以得到

1
2

∑

自旋

|M |2 = 2e4

[
ω′

ω
+

ω

ω′
+ 2m

(
1
ω
− 1

ω′

)
+ m2

(
1
ω
− 1

ω′

)2
]

= 2e4

[
ω′

ω
+

ω

ω′
− sin2 θ

]

解得微分截面为

dσ =
1
I

1
2p0

1
2k0

(2π)4δ4(p + k − p′ − k′)
1
4

∑

自旋

|M |2 d3p′

(2π)32p′0

d3k′

(2π)32k′0
(5-134)

先计算相空间

ρ =
∫
(2π)4δ4(p + k − p′ − k′)

d3p′

(2π)32p′0

d3k′

(2π)32k′0
(5-135)

显然此式与 ep 散射有同样结果

ρ =
dΩ
4π2

ω′2

mω
(5-136)

由此得到微分截面

dσ

dΩ
=

α2

4m2

(
ω′

ω

)2 [
ω′

ω
+

ω

ω′
+ 4 (ε · ε′)2 − 2

]
(5-137)

上式即为 Klein-Nishima 关系. 在 ω → 0 的低能极限, 上式简化为 Thomson 散射

dσ

dΩ
=

α2

2m2

(
1 + cos2 θ

)
(5-138)

总的微分散射截面即为

σ总 =
8πα2

3m2
(5-139)

式中,
α

m
为经典电子半径.

此外, 在高能极限下有

σ =
πα2

ωm

[
ln

2ω

m
+

1
2

+ O
(m

ω
ln

m

ω

)]
(5-140)
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5.5 附录: Ward 恒等式

Ward 恒等式是定域规范对称性的一个结果 [4]. 这里我们给出它的一个简单

推导. 考虑如下积分

Gµab (p, q) =
∫

d4xd4y e−iqx−ipy
〈
0

∣∣T{Jµ (x) ψa (y)ψb (0)}∣∣ 0
〉

(5-141)

其中

Jµ (x) = ψ (x) γµψ (x) (5-142)

是守恒流, 满足

∂µJµ (x) = 0 (5-143)

为了计算上面的积分, 先来看一个简单的例子

Gµ(q) =
∫

d4x e−iqx 〈0 |T{Jµ (x)A(0)}| 0〉 (5-144)

其中, A(0) 是某个定域算符 (local operator). 有

qµGµ =− i
∫

d4x e−iqx∂µ
x 〈0 |[θ(x0)Jµ(x)A(0) + θ(−x0)A(0)Jµ(x)]| 0〉

=− i
∫

d4x e−iqx 〈0 |{δ(x0)[J0(x), A(0)] + T [A(0)∂µJµ(x)]}| 0〉

将它推广到包含两个定域算符情况的结果是

qµHµ =− i
∫

d4x e−iqx∂µ
x 〈0 |T{Jµ (x) A(0)B(y)}| 0〉

=− i
∫

d4x e−iqx 〈0|T{∂µJµ(x)A(0)B(y) + δ(x0)[J0(x), A(0)]B(y)

+ δ(x0 − y0)[J0(x), B(y)]A(0)} |0〉

那么, 对于我们的例子, 则有

qµGµ (p, q)ab =− i
∫

d4xd4y e−iqx−ipy∂µ
x

〈
0

∣∣T [Jµ (x) ψa (y)ψb (0)]
∣∣ 0

〉

=− i
∫

d4xd4y e−iqx−ipy{〈0 ∣∣T [∂µJµ (x) ψa (y)ψb (0)]
∣∣ 0

〉

+
〈
0

∣∣T (δ (x0 − y0) [J0 (x) , ψa (y)]ψb (0))
∣∣ 0

〉

+
〈
0

∣∣T (δ (x0)
[
J0 (x) , ψb (0)

]
ψa (y))

∣∣ 0
〉}

=− i
∫

d4xd4y e−iqx−ipy{〈0
∣∣−T [ψa (x) ψb (0)]δ4 (x− y)

∣∣ 0
〉
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+
〈
0

∣∣T [δ4 (x) ψb (0)ψa (y)]
∣∣ 0

〉}
=− i [SF (p)ab − SF (p + q)ab]

其中利用了对易关系

δ (x0 − y0) [J0 (x) , ψ (y)] = −δ4 (x− y) ψ (y) (5-145)

δ (x0) [J0 (x) , ψ (0)] = δ4 (x)ψ (0) (5-146)

上式将顶点函数Gµab(p, q)和传播子联系了起来. 为了从顶点函数中去掉传播子,在

等式两边同时乘以 S−1
F (p)ca 和 S−1

F (p + q)bd , 得

qµS−1
F (p)ca Gµ (p, q)ab S−1

F (p+q)bd =−iS−1
F (p)ca [SF (p)ab−SF (p+q)ab]S

−1
F (p+q)bd

(5-147)

定义

S−1
F (p)ca Gµ (p, q)ab S−1

F (p + q)bd = cµ (p, q)cd (5-148)

得到

iqµcµ (p, q)cd = S−1
F (p + q)cd − S−1

F (p)cd (5-149)

这就是 Ward 恒等式的简单版本.



第 6章 路径积分方法

路径积分表述 (path integral formalism) 最初被发展出来是为了让量子力学

与经典力学产生紧密的联系. 比如, 坐标空间中的跃迁振幅就可以用作用量 S 表

示为

〈f |i〉 =
∫

[dx] eiS/~ (6-1)

由此可以看到, 当 ~ → 0 时, 作用量最小的轨道起决定性作用 —— 这就是经典

的作用量原理. 这一方法使用普通的函数而不是算符, 因而提供了另一种框架来

表述量子力学.以后在讨论到非 Abel规范理论时,会需要消除其中非物理的自由

度. 这一点在路径积分表述中更容易被实现, 只需对积分路径加以约束.

下面先从熟悉的量子力学的算符形式出发, 导出它的路径积分表述; 接着将

它推广到场论中, 并讨论包含 Grassmann 代数的情形. 后者是费米子理论所必需

的.

6.1 一维量子力学

6.1.1 跃迁振幅

我们来考虑一个简单的体系: 在一维空间中运动的哈密顿量为 H 的一个粒

子. 它从初态 |q, t〉 到末态 |q′, t′〉 的跃迁矩阵元为

〈q′, t′|q, t〉 = 〈q′|e−iH(t′−t)|q〉 (6-2)

其中, |q〉 是 Schrödinger 绘景中位置算符 Q 的本征态

Q|q〉 = q|q〉 (6-3)

而 |q, t〉 则表示 Heisenberg 绘景中相应的态

|q, t〉 = eiHt|q〉 (6-4)

这些态按如下方式归一化

〈q′|q〉 = δ (q − q′) (6-5)
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在路径积分表述中, 上面的跃迁矩阵元可以写成

〈q′, t′|q, t〉 = N

∫
[dq] exp

{
i
∫ t′

t

dτL(q, q̇)

}
(6-6)

现在我们来解释如何得到这个公式以及它的含义. 先将时间间隔 (t′, t) 分为 n 个

等份, 间距为

δt =
t′ − t

n
(6-7)

在它们之间插入态矢量的完备集, 跃迁矩阵元变成

〈q′|e−iH(t′−t)|q〉 =
∫

dq1 · · ·dqn−1〈q′|e−iHδt|qn−1〉〈qn−1|e−iHδt|qn−2〉

〈qn−2| · · · |q1〉〈q1|e−iHδt|q〉 (6-8)

如果 δt 足够小, 可以将上式中每个矩阵元近似地写为

〈qj |e−iHδt|qi〉 = 〈qj |(1− iH(P, Q)δt)|qi〉+ O
(
(δt)2

)
+ · · · (6-9)

考虑如下简单形式的哈密顿量

H(P, Q) =
P 2

2m
+ V (Q) (6-10)

那么就有

〈qj |H|qi〉 = 〈qj | P
2

2m
|qi〉+ V

(
qi + qj

2

)
δ(qi − qj)

=
∫

dpk

2π
〈qj | P

2

2m
|pk〉〈pk|qi〉+ V

(
qi + qj

2

) ∫
dpk

2π
eipk(qj−qi)

=
∫

dpk

2π
eipk(qj−qi)

[
p2

k

2m
+ V

(
qi + qj

2

)]

最后一个等号中利用了

〈q|p〉 = eipq (6-11)

这是坐标空间中的动量本征函数. 对这一无穷小量求幂后得到

〈qj |e−iHδt|qi〉 '
∫

dpk

2π
eipk(qj−qi)

{
1− iδt

[
p2

k

2m
+ V

(
qi + qj

2

)]}

'
∫

dpk

2π
eipk(qj−qi) exp

{
−iδt

[
p2

k

2m
+ V

(
qi + qj

2

)]}
(6-12)



· 146 · 第 6 章 路径积分方法

于是总的跃迁矩阵元可以写成

〈q′|e−iH(t′−t)|q〉 ∼=
∫ (

dp1

2π

)
· · ·

(
dpn

2π

) ∫
dq1 · · ·dqn−1

exp

{
i

[
n∑

i=1

pi(qi − qi−1)− (δt)H
(

pi,
qi + qi−1

2

)]}
(6-13)

其中, q0 = q, qn+1 = q′. 当 n −→∞ 时, 它可以形式地写成

〈q′|e−iH(t′−t)|q〉 =
∫ [

dpdq

2π

]
exp

{
i
∫ t′

t

dt [pq̇ −H(p, q)]

}
(6-14)

≡ lim
n→∞

∫
(
dp1

2π
) · · · (dpn

2π
)
∫

dq1 · · ·dqn−1

exp

{
i

n∑

i=1

δt

[
pi

(
qi − qi−1

δt

)
−H

(
pi,

qi + qi−1

2

)]}
(6-15)

这是路径积分体系中的基本关系,也是它的基本含义.也就是说,当我们去掉了算

符的结构, 所花的代价是引入了无穷多的积分.

在大部分情况下, 哈密顿量是 p 的二次式. 可以用公式
∫+∞

−∞

dx

2π
e−ax2+bx =

1√
4πa

e
b2
4a (6-16)

对动量作积分, 得到
∫

dpi

2π
exp

[−iδt
2m

p2
i + ipi(qi − qi−1)

]
=

( m

2πiδt

)1/2

exp
[
im(qi − qi−1)2

2δt

]
(6-17)

那么总的矩阵元就可以进一步写成

〈q′|e−iH(t′−t)|q〉 = lim
n→∞

( m

2πiδt

)n/2
∫ n−1∏

i=1

dqi exp

{
i

n∑

i=1

δt

[
m

2

(
qi − qi−1

δt

)2

− V

]}

(6-18)

即

〈q′, t′|q, t〉 = 〈q′|e−iH(t′−t)|q〉 = N

∫
[dq] exp

{
i
∫ t′

t

dτ
[m

2
q̇2 − V (q)

]}
(6-19)

这就是从初态 |q, t〉 跃迁到末态 |q′, t′〉 的几率振幅的路径积分表示. 指数上的多

项式就是这个简单体系的作用量, 所以得到

〈q′, t′|q, t〉 = N

∫
[dq] exp(iS) (6-20)



6.1 一维量子力学 · 147 ·

这是路径积分中最常用的公式.

在标准的量子力学中, 我们将坐标 q 和它的共轭动量 p 看成作用在 Hilbert

空间的算符, 然后计算算符的矩阵元, 并把它们和实验测量的结果作比较. 而路

径积分体系则避开了中间的算符, 直接处理 c 数的矩阵元, 所付出的代价就是出

现无穷多的积分. 这两种方式 —— 算符和路径积分, 在研究量子场论时都很有

用, 在许多情况下相得益彰. 有些运算在算符形式中更容易操作, 如算符展开, 而

路径积分则可以更有效地处理有约束的系统, 如规范理论.

6.1.2 Green 函数

场论中的基本量是场算符编时乘积的真空期望值.那么为了将上面得到的公

式推广到场论中, 先考虑 Heisenberg 绘景中坐标算符的编时乘积在基态 |0〉 之间
的期望值:

G(t1, t2) = 〈0|T (QH(t1)QH(t2))|0〉 (6-21)

显然,我们需要搞清楚编时算符和基态在路径积分中的含义.先来讨论编时操作.

在上式中插入态矢量完备集

G(t1, t2) =
∫

dqdq′〈0|q′, t′〉〈q′, t′|T (QH(t1)QH(t2))|q, t〉〈q, t|0〉 (6-22)

其中, 矩阵元

〈q, t|0〉 = φ0(q)e−iE0t = φ0(q, t) (6-23)

是基态波函数. 假设

t′ > t1 > t2 > t (6-24)

那么

〈q′, t′|T (QH(t1)QH(t2))|q, t〉 =〈q′|e−iH(t′−t1)QSe−iH(t1−t2)QSe−iH(t2−t)|q〉

=
∫

dq1dq2〈q′|e−iH(t′−t1)|q1〉q1〈q1|e−iH(t1−t2)|q2〉 (6-25)

q2〈q2|e−iH(t2−t)|q〉

=
∫ [

dpdq

2π

]
q1(t1)q2(t2) exp

{
i
∫ t′

t

dτ [pq̇ −H(p, q)]

}

不难看出, 对于其他的时间序列, 如 t′ > t2 > t1 > t, 会得到同样的结果, 因为通

过将时间间隔分成小段, 路径积分会自动地按照时间顺序排列好. 所以在路径积

分体系中不需要编时操作, 因为里面根本没有算符.
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这样我们就可以把 Green 函数写成

G(t1, t2) =
∫

dqdq′φ∗0(q
′, t′)φ0(q, t)

∫ [
dpdq

2π

]
q1(t1)q2(t2) exp

{
i
∫ t′

t

dτ [pq̇ −H(p, q)]

}

(6-26)

可以通过下面的步骤去掉基态波函数 φ0(q, t). 首先有

〈q′, t′|O(t1, t2)|q, t〉 =
∫

dQdQ′〈q′, t′|Q′, T ′〉〈Q′, T ′|O(t1, t2)|Q,T 〉〈Q, t|q, t〉 (6-27)

其中

O(t1, t2) = T (QH(t1)QH(t2)) (6-28)

设 |n〉 为能量本征态, 本征值为 En, 波函数为 φn, 即

H|n〉 = En|n〉, 〈q|n〉 = φn(q) (6-29)

那么

〈q′, t′|Q′, T ′〉 = 〈q′|e−iH(t′−T ′)|Q′〉 =
∑

n

〈q′|n〉e−iEn(t′−T ′)〈n|Q′〉

=
∑

n

φn(q′)φ∗n(Q′)e−iEn(t′−T ′) (6-30)

为了分离出基态波函数, 取一个“不寻常的极限”: t′ → −i∞, 则有

lim
t′→−i∞

〈q′, t′|Q′, T ′〉 = φ0(q′)φ∗0(Q
′)e−E0|t′|eiE0T ′ (6-31)

之所以选择这个特殊极限 t′ → −i∞是因为基态是能量最低的态, 有 E0 <En(n 6=0).

所以在这个极限下基态是求和项中最重要的贡献, 而其他项的贡献都被压低了.

同样地, 也可以得到

lim
t→i∞

〈Q,T |q, t〉 = φ0(Q)φ∗0(q)e
−E0|t|e−iE0T (6-32)

这样有

lim
t′→−i∞
t→i∞

〈q′, t′|O(t1, t2)|q, t〉 =
∫

dQdQ′φ0(q′)φ∗0(Q
′)〈Q′, T ′|O(t1, t2)|Q,T 〉

× φ0(Q)φ∗0(q)e
−E0|t′|eiE0T ′e−iE0T e−E0|t|

=φ0(q′)φ∗0(q)e
−E0|t′|e−E0|t|G(t1, t2)

(6-33)

很容易看出来

lim
t′→−i∞
t→i∞

〈q′, t′|q, t〉 = φ0(q′)φ∗0(q)e
−E0|t′|e−E0|t| (6-34)
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最后, Green 函数可以写为

G(t1, t2) = lim
t′→−i∞
t→i∞

〈q′, t′|T [QH(t1)QH(t2)]|q, t〉
〈q′, t′|q, t〉 (6-35)

= lim
t′→−i∞
t→i∞

1
〈q′, t′|q, t〉

∫ [
dpdq

2π

]
q(t1)q(t2) exp

{
i
∫ t′

t

dτ [pq̇ −H(p, q)]

}
(6-36)

这一结论推广到 n 点 Green 函数是

G(t1, t2, · · · , tn) =〈0|T [q(t1)q(t2) · · · q(tn)]|0〉 (6-37)

= lim
t′→−i∞
t→i∞

1
〈q′, t′|q, t〉

∫ [
dpdq

2π

]
q(t1)q(t2) · · ·

q(tn) exp

{
i
∫ t′

t

dτ [pq̇ −H(p, q)]

}
(6-38)

在这里我们看到,分子和分母的不同之处在于 q(t1) · · · q(tn)这些因子,因此其中任何

与 q(t) 无关的因子都会从分子分母中抵消掉.

现在我们引入 n 点函数的生成泛函, 它非常有用:

Z [J ] = lim
t′→−i∞
t→i∞

1
〈q′, t′|q, t〉

∫ [
dpdq

2π

]
exp

{
i
∫ t′

t

dτ [pq̇ −H(p, q) + J(τ)q(τ)]

}
(6-39)

其中, J(τ) 是一个任意的函数. 于是 Green 函数可以用生成泛函写成

G(t1, t2, · · · , tn) = (−i)n δn

δJ(t1) · · · δJ(tn)
Z [J ]

∣∣∣∣
J=0

(6-40)

这个非物理的极限——t′ → −i∞和 t → i∞应当被理解为欧氏的 (Euclidian) Green

函数. 它的定义是

S(n)(τ1, τ2, · · · , τn) = inG(n)(−iτ1,−iτ2, · · · ,−iτn) (6-41)

S(n) 的生成泛函是

ZE [J ] = lim
τ ′→∞
τ→−∞

∫
[dq]

1
〈q′, t′|q, t〉 exp

{∫ τ ′

τ

dτ ′′
[
−m

2

(
dq

dτ ′′

)2

− V (q) + J(τ ′′)q(τ ′′)

]}

(6-42)

可以调整 V (q) 的零点, 使得

m

2

(
dq

dτ

)2

+ V (q) > 0 (6-43)
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它提供衰减的效应, 给出一个收敛的 Gauss 积分. 通过这种形式, 我们可以看到, 路

径积分中的任何不依赖于 q的常数都会在生成泛函中被消掉.事实上,这才是一个定

义路径积分的更合适的方式. 因为在 Minkowski 空间中, 对 eiS 的积分是没有被明

确定义的, 它会不停地振荡而不衰减. 所以应该从欧氏空间的表述出发, 稍后再解析

延拓到闵氏空间中.

6.1.3 例子: 自由粒子的路径积分

下面通过一个例子来具体说明路径积分体系, 即质量为 m 的自由粒子在一维空

间中运动.

自由粒子的哈密顿量是

H =
P 2

2m
(6-44)

作用量可以用时空间隔写成

S =
∫ t′

t

Ldt′′ =
∫ t′

t

m

2
q̇2dt′′ =

m

2

n−1∑

i=1

(
qi − qi+1

∆

)2

∆

=
m

2∆

[
(q − q1)

2 + (q1 − q2)
2 + · · ·+ (qn−1 − q′)2

]
(6-45)

其中, n∆ = t′ − t. 由式 (6-45) 和 1.2 节中给出的积分测度, 跃迁振幅可以写成

〈q′, t′|q, t〉 =
( m

2πi

)n
2

∫ n−1∏

i=1

dqi×exp
{

im
2∆

[
(q−q1)

2+(q1−q2)
2+· · ·+(qn−1−q′)2

]}

其中, 逐次的积分可以用下面这个 Gauss 型的积分公式计算

∫∞
−∞

dx exp
[
a (x− x1)

2 + b (x− x2)
2
]

=
√ −π

a + b
exp

[
ab

a + b
(x1 − x2)

2

]
(6-46)

得到前几个积分是

∫
dq1 exp

{
im
2∆

[
(q − q1)

2 + (q1 − q2)
2
]}

=

√
2πi∆
m

· 1
2

exp

[
im
2∆

(q − q2)
2

2

]

∫
dq2 exp

{
im
2∆

[
(q − q2)

2

2
+ (q2 − q3)

2

]}
=

√
2πi∆
m

· 2
3

exp

[
im
2∆

(q − q3)
2

3

]

∫
dq3 exp

{
im
2∆

[
(q − q3)

2

3
+ (q3 − q4)

2

]}
=

√
2πi∆
m

· 3
4

exp

[
im
2∆

(q − q4)
2

4

]
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等. 这样, 最后得到

〈q′, t′|q, t〉 = lim
n→∞

( m

2πi∆

)n
2

(
2πi∆
m

)n−1
2

(
1
2

2
3
· · · n− 1

n

) 1
2

exp
[

im
2n∆

(q − q′)2
]

= lim
n→∞

( m

2πin∆

) 1
2

exp

[
im (q′ − q)2

2 (t′ − t)

]

=
(

m

2πi (t′ − t)

) 1
2

exp

[
im (q′ − q)2

2 (t′ − t)

]
(6-47)

对于这个简单的例子而言, 其实可以直接计算跃迁振幅. 由 Schrödinger 绘景中的跃

迁振幅表达式出发

〈q′, t′|q, t〉 = 〈q′ |exp [−iH (t′ − t)]| q〉 (6-48)

= 〈q′| exp
[−iP 2

2m
(t′ − t)

]
|q〉

插入动量本征态的完全集, 得到

〈q′, t′|q, t〉 =
∫

dp

2π
〈q′| exp

[−ip2

2m
(t′ − t)

]
|p〉 〈p|q〉

=
∫

dp

2π
exp

[−ip2

2m
(t′ − t) + ip (q′ − q)

]
(6-49)

这个积分可以使用 Gauss 积分公式
∫∞
−∞

dx exp
(−ax2 + bx

)
=

√
π

a
exp

(
b2

4a

)
(6-50)

在本例中, 将 a =
i

2m
(t′ − t) , b = i (q′ − q) 代入上式, 得到

〈q′, t′|q, t〉 =
√

m

2πi (t′ − t)
exp

[
im
2

(q′ − q)2

t′ − t

]
(6-51)

与路径积分方法的结果相同.

6.2 场 论

6.2.1 生成泛函

作如下的代换, 便可以将量子力学的这套处理方法推广到包含标量场 φ(x) 的场

论中
∞∏

i=1

[dqidpi] −→ [dφ(x)dπ(x)] (6-52)
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L(q, q̇) −→
∫
L(φ, ∂µφ)d3x, H(p, q) −→

∫
H(φ, π)d3x (6-53)

类比等式 (6-38), 标量场的 Green 函数可以写成

G(n) (x1, x2, · · · , xn) = 〈0 |T (φ (x1)φ (x2) · · ·φ (xn))| 0〉

=
∫

[dφ]φ (x1) φ (x2) · · ·φ (xn) exp
{

i
∫

d4xL(φ, ∂µφ)
}

为了方便, 我们使用欧氏时间来进行计算. 对于标量场的 λφ4 理论, 生成泛函是

Z [J ] =
∫

[dφ] exp

{
−

∫
d4x

[
1
2

(
∂φ

∂τ

)2

+
1
2
(∇φ)2 +

µ2

2
φ2 +

λ

4!
φ4 + Jφ

]}
(6-54)

注意, 泛函导数 (functional derivative) 的定义是

δF [φ (x)]
δφ (y)

= lim
ε→0

F [φ (x) + εδ (x− y)]− F [φ (x)]
ε

(6-55)

因此
δ

δJ (x)
J (y) = δ(4) (x− y) ,

δ

δJ (x)

∫
d4yJ (y) φ (y) = φ (x) (6-56)

由这些简单的规则, 可以得到

δZ [J ]
δJ (y)

=
∫

[dφ]φ (y) exp
{∫

d4x[L(φ, ∂µφ) + J(x)φ(x)]
}

(6-57)

δ2Z [J ]
δJ (y1) δJ (y2)

=
∫

[dφ]φ (y1) φ (y2) exp
{∫

d4x[L(φ, ∂µφ) + J(x)φ(x)]
}

(6-58)

· · · · · ·
因此 Green 函数可以用生成泛函写成如下形式

G(n) (x1, x2, · · · , xn) = 〈0 |T (φ (x1)φ (x2) · · ·φ (xn))| 0〉 =
δ(n)Z

δJ (x1) · · · δJ (xn)

∣∣∣∣
J=0

=
[

δ(n)

δJ (x1) · · · δJ (xn)

∫
[dφ]

exp
{∫

d4y[L(φ, ∂µφ) + J(y)φ(y)]
}]

J=0

(6-59)

6.2.2 连通的 Green 函数

由等式 (6-59) 定义的 Green 函数包含连通的 (connected) 和非连通的 (discon-

nected) Green 函数. 只有连通的 Green 函数才是我们要用的, 它可以通过对下式求

泛函导数得到

W [J ] = −i lnZ [J ] (6-60)
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现在以自由场论为例来进行说明. 稍后我们会看到,自由场生成泛函可以写成如

下形式

Z0 [J ] = exp
[
1
2

∫
d4x1d4x2J(x1∆(x1, x2)J(x2)

]
(6-61)

其中, ∆(x1, x2) 表示坐标空间的传播子. 将指数函数展开后得到

Z0 [J ] =1 +
1
2

∫
d4x1d4x2J(x1)∆(x1, x2)J(x2)

+
1
2!

(
1
2

)2 ∫
d4x1d4y1J(x1)∆(x1, y1)J(y1)

∫
d4x2d4y2J(x2)∆(x2, y2)J(y2)+· · ·

(6-62)

可以将上式符号地表示成

Z0 = 1 +
1
2
(J——J) +

1
2!

(
1
2

)2

(J——J)(J——J) + · · · (6-63)

这里的“——”代表传播子. 注意, 在生成泛函中, 源函数 J(x) 总是成对出现, 并且

通过 ∆(x, y) 连在一起. 因此, 当我们对 J(x) 求微分得到 Green 函数时, 对两个被

∆(x, y) 连在一起的源函数 J(x) 和 J(y) 的微分就对应 Wick 定理中的一次缩并. 对

源函数求微分, 可以看到
δZ0 [J ]
δJ (y)

∣∣∣∣
J=0

= 0 (6-64)

事实上, 所有奇数次的微分都为 0. 因为 J 是成对出现的, 奇数次的微分之后再令

J = 0, 这些项的贡献都是 0. 对于两点函数, 则有

〈0 |T{φ (y1) φ (y2)}| 0〉 =
δ2Z [J ]

δJ (y1) δJ (y2)

∣∣∣∣
J=0

= ∆(y1, y2) (6-65)

它对应于从 Z0 的第二项中去掉两个源函数 J(x1), J(x2), 结果留下一个传播子

y1———y2 (6-66)

同样地,

〈0 |T{φ (y1) φ (y2) φ (y3) φ (y4)}| 0〉 =
δ4Z [J ]

δJ (y1) δJ (y2) δJ (y3) δJ (y4)

∣∣∣∣
J=0

=∆(y1, y2)∆(y3, y4) +它的置换项 (permutation)
(6-67)

它的图形表示是
y1———y2

y3———y4

+它的置换项 (6-68)
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因此四点函数是非连通的, 包含两个分开的两点函数. 由此可以看出来, 更高点的函

数也是由非连通的图构成. 这是我们所预料到的. 因为没有相互作用, 就只能得到非

连通的图. 但是, 如果对 Z0 取对数, 得到

W0 = −i lnZ0 = −1
2

∫
d4xd4yJ(x)∆(x, y)J(y) (6-69)

这样就只有两点函数, 所有的非连通图都消失了.

6.2.3 自由场生成泛函

我们现在来讨论微扰展开. 以 λφ4 为例, 将拉氏量写成

L(φ) = L0(φ) + LI(φ) (6-70)

L0(φ) =
1
2
(∂λφ)2 − µ2

2
φ2, LI(φ) = − λ

4!
φ4 (6-71)

生成泛函是

Z [J ] =
∫

[dφ] exp
{

i
∫

d4x [L0(φ) + LI(φ) + Jφ]
}

(6-72)

为了简单起见, 我们就用 Z [J ] 来做计算. 其中自由场部分 L0(φ) 是二次项, 对它

的积分是 Gauss 型积分, 可以直接积出. 由式 (6-56) 看到, 在路径积分中, 场变量

φ (x)可以用微分算符 i
δ

δJ (x)
来代替.这样,我们就可以将作用项转变成关于源函

数 J (x) 的多次微分. 因此有

Z [J ] =
[
exp

∫
d4xLI

(
δ

δJ (x)

)]
Z0 [J ] (6-73)

其中

Z0 [J ] =
∫

[dφ] exp
{∫

d4x

[
1
2
(∂λφ)2 +

µ2

2
φ2 + Jφ

]}

=
∫

[dφ] exp
[
−1

2

∫
d4xd4yφ(x)K(x, y)φ(y) +

∫
d4zJ(z)φ(z)

]

是自由场生成泛函, 并且有

K(x, y) = −iδ4(x− y)
(
− ∂2

∂t2
+ ∇2 + µ2

)
(6-74)

多个变量的 Gauss 积分公式是

∫
dφ1dφ2· · ·dφn exp


−1

2

∑

i,j

φiKijφj +
∑

k

Jkφk


∼ 1√

det K
exp


1

2

∑

i,j

Ji(K−1)ijJj




(6-75)
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推导过程如下. 对于单变量 Gauss 积分, 有

I =
∫∞
−∞

exp
(−ax2 + bx

)
dx =

∫∞
−∞

dx exp

[
−a

(
x− b

2a

)2

+
b2

4a

]
=

√
π

a
exp

(
b2

4a

)

(6-76)

将它推广到如下多个变量的情形, 即

In =
∫

dx1· · ·dxn exp


−1

2

∑

ij

Aijxixj +
∑

j

bjxj


=

∫
dx1· · ·dxn exp

[
−1

2
(x,Ax)+(B, x)

]

(6-77)

其中

(x,Ax) =
∑

ij

Aijxixj , (B, x) =
∑

j

bjxj (6-78)

因为 A 是一个实对称矩阵, 因而可以通过一个正交矩阵 S 被对角化

SAS−1 = D =




d1

. . .

dn


 , A = S−1DS = STDS (6-79)

那么就有

(x,Ax) = (Sx, DSx) = (y, Dy) , (B, x) = (B′, y) , y = Sx, B′ = SB (6-80)

将它代入上面的多变量积分式, 替换掉相应的项

In =
∫

dy1 · · ·dyn exp
[
−1

2
(y, Dy) + (B′, y)

]
=

∏

i

[∫∞
−∞

exp
(
−1

2
diy

2
i + b′iyi

)
dyi

]

=
∏

i

[√
2π
di

exp
(

b′2i
2di

)]

又因为

∏

i

[
exp

(
b2
i

2di

)]
= exp

[∑

i

(
b′2i
2di

)]
,

∏

i

√
2π
di

=
(2π)n/2

√
det D

=
(2π)n/2

√
detA

(6-81)

以及

∑

i

(
b′2i
2di

)
=

1
2

(
B′, D−1B′) =

1
2

(
SB, D−1SB

)
=

1
2

(
B,A−1B

)
(6-82)

于是最后的结果可以写成

In =
(2π)n/2

√
detA

exp
[
1
2

(
B,A−1B

)]
=

(2π)n/2

√
detA

exp


∑

i,j

1
2
bi

(
A−1

)
ij

bj


 (6-83)
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将它应用到标量场的情形中, 得到

Z0 [J ] = exp
[
1
2

∫
d4xd4yJ(x)∆(x, y)J(y)

]
(6-84)

其中, ∆(x, y) 是 K(x, y) 的逆
∫

d4yK(x, y)∆(y, z) = δ4 (x− z) (6-85)

可以看到 Z0 [J ]是一个指数函数的形式,指数上是被 ∆(x, y)连在一起的两个源函

数 J(x) 和 J(y). 不难得到

∆(x, y) = i
∫

d4k

(2π)4
eik·(x−y)

k2 − µ2
(6-86)

我们现在再给出另一种方法, 也能得到同样地结果. 定义

φ (x) = φ̄ (x) + φc (x) (6-87)

其中

φc (x) = i
∫

∆(x, z) J (z) d4z (6-88)

是源为 iJ 的古典解. 代入作用量中得到

S =− 1
2

∫
d4xd4yφ(x)K(x, y)φ(y) + i

∫
d4zJ(z)φ(z)

=− 1
2

{ ∫
d4xd4yφ̄(x)K(x, y)φ̄(y) +

∫
d4xd4yφ̄(x)K(x, y)φc(y)

+
∫

d4xd4yφc(x)K(x, y)φ̄(y) +
∫

d4xd4yφc(x)K(x, y)φc(y)
}

+ i
∫

d4zJ(z)φ(z)

其中, 最后一个等号后的第二项是
∫

d4xd4y φ̄(x)K(x, y)φc(y) =
∫

d4x φ̄(x)
∫

d4yK(x, y)i
∫

∆(y, z) J (z) d4z

= i
∫

d4x φ̄(x)J (x) (6-89)

同样地, 有 ∫
d4xd4y φc(x)K(x, y)φ̄(y) = i

∫
d4yJ (y) φ̄(y) (6-90)

∫
d4xd4y φc(x)K(x, y)φc(y) = −

∫
d4xd4yJ (x)∆ (x, y) J (y) (6-91)
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将所有这些加在一起得到

S =− 1
2

{ ∫
d4xd4yφ̄(x)K(x, y)φ̄(y) + i

∫
d4xφ̄(x)J (x) + i

∫
d4yJ (y) φ̄(y)

−
∫

d4xd4yJ (x)∆ (x, y) J (y)
}

+ i
∫

d4zJ(z)[φ̄(z) + φc (z)]

=− 1
2

∫
d4xd4yφ̄(x)K(x, y)φ̄(y)− 1

2

∫
d4xd4yJ (x)∆ (x, y) J (y)

第一项与源 J (x) 无关, 可以被丢掉. 于是就得到和前面相同的结果.

6.2.4 微扰展开与 Feynman 图

回到完全的生成泛函 Z [J ], 它可以用自由场生成泛函 Z0 [J ] 表示为

Z [J ] =
[
exp

∫
d4xLI

(
δ

δJ (x)

)]
Z0 [J ] =

[
exp

∫
d4x

λ

4!

(
δ

δJ (x)

)4
]

Z0 [J ] (6-92)

对 λ 作微扰展开, 得到

Z [J ] =


1 +

λ

4!

∫
d4x

(
δ

δJ (x)

)4

+
1
2!

(
λ

4!

)2
(∫

d4x

(
δ

δJ (x)

)4
)2

+ · · ·

Z0 [J ]

(6-93)

或

Z [J ] = Z0 [J ] (1 + λz1 [J ] + · · · ) (6-94)

其中

z1 =
1
4!

1
Z0[J ]

{∫
d4x

[
δ

δJ(x)

]4
}

Z0 [J ] (6-95)

它包含关于 J (x) 的泛函微分. 为了计算 z1, 首先将 Z0[J ] 展开成 J (x) 的级数

Z0 [J ]=1 +
1
2

∫
d4y1d4y2J(y1)∆(y1, y2)J(y2)

+
(

1
2

)2 1
2!

∫
d4y1d4y2d4y3d4y4 [J(y1)∆(y1, y2)J(y2)J(y3)∆(y3, y4)J(y4)]+· · ·

显然 Z0 中只有 J 的整数幂次. 为了符号的简化, 将它写成

Z0 [J ] =1 +
1
2

∫
J1∆12J2 +

(
1
2

)2 1
2!

∫
(J1∆12J2)(J3∆34J4)

+
(

1
2

)3 1
3!

∫
(J1∆12J2)(J3∆34J4)(J5∆56J6) + · · ·

(6-96)
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其中

Ji = Ji (yi) , ∆ij = ∆(yi, yj),
∫

=
∫ ∏

i

d4yi (6-97)

现在我们来看 z1, λ 的一阶项:

z1 =
1
4!

1
Z0[J ]

{∫
d4x

[
δ

δJ(x)

]4
}

Z0 [J ] (6-98)

假设我们要计算两点函数
δ2Z [J ]

δJ (x1) δJ (x2)

∣∣∣∣
J=0

(6-99)

它包含关于 J 的两次微分. 因为在 z1 已经有四次微分, 所以需要 Z0 [J ] 中 J 的 6

阶项:

Z
(6)
0 [J ] =

(
1
2

)3 1
3!

∫
(J1∆12J2)(J3∆34J4)(J5∆56J6) (6-100)

将它符号地表示成

Z
(6)
0 =

(
1
2

)3 1
3!




(J1——J2)

(J3——J4)

(J5——J6)


 (6-101)

对它的一次微分得到

δ

δJ(x)
Z

(6)
0 [J ] =

(
1
2

)3 1
3!

∫
6(∆x2J2)(J3∆34J4)(J5∆56J6) (6-102)

符号表示是

δ

δJ
Z

(6)
0 =

(
1
2

)3 1
3!


6




(x——J2)

(J3——J4)

(J5——J6)





 (6-103)

同样地, 二次微分得到
(

δ

δJ(x)

)2

Z
(6)
0 [J ] =

(
1
2

)3 1
3!

∫
6[(∆xx)(J3∆34J4)(J5∆56J6)

+ 4(∆x2J2)(∆x4J4)(J5∆56J6)] (6-104)

即

δ2

δJ2
Z

(6)
0 =

(
1
2

)3 1
3!

6







(x——x)

(J3——J4)

(J5——J6)


 + 4




(x——J2)

(x——J4)

(J5——J6)





 (6-105)
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三次微分的结果是
(

δ

δJ(x)

)3

Z
(6)
0 [J ]=

(
1
2

)3 ∫
[4(∆xx)(∆x4J4)(J5∆56J6)+4×2(∆xx)(∆x4J4)(J5∆56J6)

+4×2(∆x2J2)(∆x4J4)(∆x6J6)]

=
(

1
2

)3 ∫
[12(∆xx)(∆x4J4)(J5∆56J6) + 8(∆x2J2)(∆x4J4)(∆x6J6)]

简化的符号表示是

δ3

δJ3
Z

(6)
0 =

(
1
2

)3


12




(x——x)

(x——J4)

(J5——J6)


 + 4




(x——J2)

(x——J4)

(x——J6)





 (6-106)

四次微分得到
(

δ

δJ(x)

)4

Z
(6)
0 [J ] =

(
1
2

)3 ∫
[12(∆xx)(∆xx)(J5∆56J6) + 12× 2(∆xx)(∆x4J4)(∆x6J6)

+ 8× 3(∆xx)(∆x4J4)(∆x6J6)]

=
∫ [

3
2
(∆xx)2(J5∆56J6) + 6(∆xx)(∆x4J4)(∆x6J6)

]

符号地表示成

δ4

δJ4
Z

(6)
0 =

3
2




(x——x)

(x——x)

(J5——J6)


 + 6




(x——x)

(x——J4)

(x——J6)


 (6-107)

可以看出来, 上式左侧的第一项将会给出两点函数的一个非连通图 (图 6-1). 可以

求出它等于

〈0 |T [φ (y1) φ (y2)]| 0〉disc =
λ

4!
δ2

δJ (y1) J (y2)

∫ [
3
2
(∆xx)2(J5∆56J6)

]∣∣∣∣
J=0

=
λ

8

∫
d4x∆2(x, x)∆ (y1, y2) (6-108)

因此两点函数到这一阶的连通的部分就是

δ2Z [J ]
δJ (y1) δJ (y2)

∣∣∣∣
J=0

=
λ

4!
δ2

δJ (y1) δJ (y2)

{∫
d4x

[
δ

δJ(x)

]4
}

Z0 [J ]

∣∣∣∣∣
J=0

=
λ

2

∫
d4x∆(x, x)∆(y1, x)∆(y2, x) (6-109)

对应图 6-2 中的连通的 Feynman 图.
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图 6-1 非连通图 图 6-2 连通图

我们现在来展示, 上面的这个非连通图在 W = −i lnZ 里会被抵消掉. 首先有

δW (J)
δJ1

= −i
1
Z

δZ

δJ1
,

δ2W (J)
δJ1δJ2

= −i
(
− 1

Z2

δZ

δJ1

δZ

δJ2
+

1
Z

δ2Z

δJ1δJ2

)
(6-110)

令 J = 0, 得到
δ2W (J)
δJ1δJ2

∣∣∣∣
J=0

= −i
1
Z

δ2Z

δJ1δJ2

∣∣∣∣
J=0

(6-111)

其中, 第二个因子是刚刚计算过的. 而对于第一个因子 Z, 有

Z [J ] =

[
exp

∫
d4x

λ

4!

(
δ

δJ (x)

)4
]

Z0 [J ] = Z0 [J ] (1 + λz1 [J ] + · · · ) (6-112)

其中

z1 =
1
4!

1
Z0[J ]

{∫
d4x

[
δ

δJ(x)

]4
}

Z0 [J ] (6-113)

Z0 [J ] =1 +
1
2

∫
J1∆12J2 +

(
1
2

)2 1
2!

∫
(J1∆12J2)(J3∆34J4)

+
(

1
2

)3 1
3!

∫
(J1∆12J2)(J3∆34J4)(J5∆56J6) + · · · (6-114)

显然, Z0 中只有 J4 的项才会对 z1 有贡献, 即

δ

δJ(x)
Z

(4)
0 [J ] =

(
1
2

)2 1
2!

∫
4(∆x2J2)(J3∆34J4) (6-115)

δ2

δJ2(x)
Z

(4)
0 [J ] =

1
2!

∫
[(∆xx)(J3∆34J4) + 2(∆x2J2)(∆x4J4)] (6-116)

δ3

δJ3(x)
Z

(4)
0 [J ] =

1
2!

∫
[2(∆xx)(∆x4J4) + 2× 2(∆xx)(∆x4J4)] (6-117)

δ4

δJ4(x)
Z

(4)
0 [J ] =

1
2!

[2(∆xx)(∆xx) + 2× 2(∆xx)(∆xx)] = 3(∆xx)2 (6-118)



6.2 场 论 · 161 ·

所以 ∫
d4x

[
δ

δJ(x)

]4

Z
(4)
0 [J ] = 3

∫
d4x∆2(x, x) (6-119)

于是得到

1 + λz1 = 1 +
λ

8

∫
d4x∆2 (x, x) (6-120)

因此

Z−1 = 1− λ

8

∫
d4x∆2 (x, x) (6-121)

再加上前面推导出来的结果

δ2Z

δJ1δJ2

∣∣∣∣
J=0

= ∆ (z1, z2) +
λ

2

∫
d4x

[
∆(x, x)∆(z1, x)∆(z2, x) +

1
4
∆(x, x)2∆(z1, z2)

]

(6-122)

得到

δ2W (J)
δJ1δJ2

∣∣∣∣
J=0

=− i
1
Z

δ2Z

δJ1δJ2

∣∣∣∣
J=0

= −i
[
1− λ

8

∫
d4x∆2(x, x)

]

×
{

∆(z1, z2) +
λ

2

∫
d4x

[
∆(x, x)∆(z1, x)∆(z2, x)

+
1
4
∆2(x, x)∆(z1, z2)

]}

=− i∆ (z1, z2)− i
λ

2

∫
d4x ∆(x, x)∆(z1, x)∆(z2, x)

非连通图被消掉, 只有连通图保留了下来. 为了方便, 我们以后可以用 Z0 [J ] 做计

算, 然后丢掉非连通图.

现在我们来计算四点函数

δ2Z [J ]
δJ (x1) δJ (x2) δJ (x3) δJ (x4)

∣∣∣∣
J=0

(6-123)

需要 Z0 中的 8 阶项

Z
(8)
0 [J ] =

(
1
2

)4 1
4!

∫
(J1∆12J2)(J3∆34J4)(J5∆56J6)(J7∆78J8) (6-124)

于是有

δ

δJ(x)
Z

(8)
0 [J ] =

(
1
2

)4 1
4!

∫
8(∆x2J2)(J3∆34J4)(J5∆56J6)(J7∆78J8) (6-125)

(
δ

δJ(x)

)2

Z
(8)
0 [J ] =

(
1
2

)4 1
4!

∫
8[(∆xx)(J3∆34J4)(J5∆56J6)(J7∆78J8)

+ 6(∆x2J2)(∆x4J4)(J5∆56J6)(J7∆78J8)]

(6-126)
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(
δ

δJ(x)

)3

Z
(8)
0 [J ]=

(
1
2

)4 1
4!

∫
8[(∆xx)6(∆x4J4)(J5∆56J6)(J7∆78J8)

+6× 2(∆xx)(∆x4J4)(J5∆56J6)(J7∆78J8)

+6× 4(∆x2J2)(∆x4J4)(∆x6J6)(J7∆78J8)]

=
(

1
2

)4 1
4!

∫
8[18(∆xx)(∆x4J4)(J5∆56J6)(J7∆78J8)

+24(∆x2J2)(∆x4J4)(∆x6J6)(J7∆78J8)] (6-127)

(
δ

δJ(x)

)4

Z
(8)
0 [J ] =

(
1
2

)4 1
4!

∫
8[18(∆xx)(∆xx)(J5∆56J6)(J7∆78J8)

+ 18× 4(∆xx)(∆x4J4)(∆x6J6)(J7∆78J8)

+ 24× 3(∆xx)(∆x4J4)(∆x6J6)(J7∆78J8)

+ 24× 2(∆x2J2)(∆x4J4)(∆x6J6)(∆x8J8)]

=
(

1
2

)4 1
4!

∫
[96(∆xx)2(J5∆56J6)(J7∆78J8)

+ 96× 8(∆xx)(∆x4J4)(∆x6J6)(J7∆78J8)

+ 48× 8(∆x2J2)(∆x4J4)(∆x6J6)(∆x8J8)]

不难看出来, 前两项包含 ∆xx, 对应非连通图. 只有最后一项给出连通的四点函数

(图 6-3):

δ2Z [J ]
δJ (y1) δJ (y2) δJ (y3) δJ (y4)

∣∣∣∣
J=0

=
λ

4!

{∫
d4x

[
δ

δJ(x)

]4
}

Z
(8)
0 [J ]

∣∣∣∣∣
J=0

= λ(∆xy1)(∆xy2)(∆xy3)(∆xy4) (6-128)

图 6-3 四点函数

由此看到, 在路径积分体系中, 得到了与正则量子化中使用 Wick 定理得到的

完全相同的微扰展开,并且也得到了相同的 Feynman规则.我们注意到,生成泛函
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Z [J ] 包含连通的和非连通的图, 但只有连通图是我们感兴趣的. 连通的 Green 函

数是

G(n)(x1, x2, · · · , xn) =
−iδn lnZ [J ]

δJ(x1)δJ(x2) · · · δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

(6-129)

6.3 Grassmann 代 数

在路径积分体系中, 我们使用经典的函数替代算符来量子化满足对易关系的

玻色场, 而在用路径积分量子化费米场时, 需要对反对易的 c 数函数作积分. 这在

Feynman 最初的路径积分量子化的表述中会带来问题. 这个问题后来是通过运用

Grassmann 代数解决的. Grassmann 代数处理的是反对易的数学量. 现在我们来

简单介绍一下这个反对易代数.

在一个 n 维 Grassmann 代数中, 有 n 个生成元 θ1, θ2, θ3, · · · , θn, 满足反对易

关系

{θi, θj} = 0, i, j = 1, 2, · · · , n (6-130)

并且每一个元素都可以展开成一个有限级数

P (θ) = P0 + P
(1)
i1

θi1 + P
(2)
i1i2

θi1θi2 + · · ·+ Pi1···in
θi1 · · · θin

(6-131)

注意, 这个代数中对所有的 i 都有 θ2
i = 0. 这说明不能用矩阵来实现这个代数.

6.3.1 一维

取 n = 1, 有

{θ, θ} = 0 或 θ2 = 0 (6-132)

任何元素都可以写成

P (θ) = P0 + θP1 (6-133)

其中, P0 是代数中一个与 θ 无关的元素. 我们可以按如下方法定义“微分”和“积

分”. 在通常的实变函数中, 微分会降低实数变量的幂次. 我们类比于这个性质来

定义 Grassmann 代数中的微分

d
dθ

θ = θ

←−
d
dθ

= 1,
d
dθ

1 = 0 =⇒ d
dθ

P (θ) = P1 (6-134)

我们注意到, 微分
d
dθ
有方向性. 为了定义积分, 利用平移不变性作为准则, 即

∫
dθP (θ) =

∫
dθP (θ + α) (6-135)
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α 是另一个 Grassmann 变量. 这意味着
∫

dθ = 0 (6-136)

可以归一化这个积分, 使得 ∫
dθ θ = 1 (6-137)

那么有 ∫
dθP (θ) = P1 =

d
dθ

P (θ) (6-138)

考虑如下的变量代换

θ −→ θ̃ = a + bθ (6-139)

因为 ∫
dθ̃P

(
θ̃
)

=
d

dθ̃
P

(
θ̃
)

= P1 (6-140)
∫

dθP
(
θ̃
)

=
∫

dθ
[
P0 + θ̃P1

]
=

∫
dθ [P0 + (a + bθ)P1] = bP1 (6-141)

得到 ∫
dθ̃P

(
θ̃
)

=
∫

dθ

(
dθ̃

dθ

)−1

P
(
θ̃ (θ)

)
(6-142)

因此这里的 Jacobi 行列式是 c 数积分中的 Jacobi 行列式的逆.

尽管这些微分和积分的定义看起来很刻意, 但是它们已经被成功地应用在量

子场论中, 没有出现任何问题.

6.3.2 一般情况

我们可以将上面的这些定义推广到 n 维 Grassmann 代数的情况

d
dθi

(θ1θ2θ3 · · · θn) = δi1θ2 · · · θn − δi2θ1θ3 · · · θn + · · ·+ (−1)n−1
δinθ1θ2 · · · θn−1

(6-143)

{dθi,dθj} = 0 (6-144)
∫

dθi = 0,

∫
dθiθj = δij (6-145)

这里的“−”号来自于 Grassmann 生成元的反对易性质. 对于如下的变量代换

θ̃i = bijθj (6-146)

有 ∫
dθ̃ndθ̃n−1 · · ·dθ̃1P

(
θ̃
)

=
∫

dθn · · ·dθ1

[
det

dθ̃

dθ

]−1

P
(
θ̃ (θ)

)
(6-147)



6.3 Grassmann 代 数 · 165 ·

证明如下:

θ̃1θ̃2 · · · θ̃n = b1i1b2i2 · · · bninθi1 · · · θin (6-148)

只有当 i1, i2, · · · , in 都不相同时, 上式的右边才不是 0. 所以有

θ̃1θ̃2 · · · θ̃n = b1i1b2i2 · · · bnin
εi1,i2,··· ,in

θi1 · · · θin

= (det b) θ1θ2θ3 · · · θn

其中, 利用了关系式

(det b) = εi1,i2,··· ,inb1i1b2i2 · · · bnin (6-149)

由归一化条件

1 =
∫

dθ̃ndθ̃n−1 · · ·dθ̃1

(
θ̃1θ̃2 · · · θ̃n

)
= (det b)

∫
dθ̃ndθ̃n−1 · · ·dθ̃1 (θ1θ2θ3 · · · θn)

(6-150)

得到

dθ̃ndθ̃n−1 · · ·dθ̃1 = (det b)−1 dθ1 · · ·dθn (6-151)

6.3.3 Grassmann 代数的 Gauss 积分

在场论中, 需要计算如下的 Gauss 型积分

G (A) ≡
∫

dθn · · ·dθ1 exp
(

1
2

(θ, Aθ)
)

, (θ, Aθ) = θiAijθj (6-152)

首先考虑 n = 2 的简单情形, 其中

A =

(
0 A12

−A12 0

)
(6-153)

有

G (A) =
∫

dθ2dθ1 exp (θ1θ2A12) '
∫

dθ2dθ1 (1 + θ1θ2A12) = A12 =
√

det A (6-154)

对于一般的 n 为偶数的情形, 首先通过一个幺正变换将矩阵 A 变成标准型

UAU† = As (6-155)

As =




a

(
0 1

−1 0

)

b

(
0 1

−1 0

)

. . .




(6-156)
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这可由如下推导看出来. 因为 iA 是厄米的, 所以它可以用幺正变换来对角化

V (iA)V † = Ad (6-157)

其中, V 是幺正矩阵, Ad 是实数的对角矩阵, 对角元是久期方程 (secular equation)

的解

det |iA− λI| = 0 (6-158)

因为 A = −AT, 有

0 = det |iA− λI|T = det |−iA− λI| (6-159)

这说明如果 λ 是一个解, 那么 (−λ) 也是解. 因而 Ad 就是如下形式

Ad =




a

−a

b

−b

. . .




(6-160)

为了把这个矩阵变成标准型, 使用幺正矩阵

S2 =
1√
2

(
i 1

1 i

)
(6-161)

它有如下的性质

S2 (−i)

(
1 0

0 −1

)
S†2 =

(
0 1

−1 0

)
(6-162)

因此得到 S (−iAd) S† = As, 其中

S =




S2

S2

. . .


 (6-163)

于是, 对于一般的 n 的积分是

G (A) =
∫

dθn · · ·dθ1 exp
(

1
2

(θ, Aθ)
)

=
√

detA, n为偶数 (6-164)

对于“复的”Grassmann 变量的积分是
∫

dθndθ̄ndθn−1dθ̄n−1 · · ·dθ1dθ̄1 exp
(
θ̄, Aθ

)
= det A (6-165)
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对于费米场, 生成泛函的形式是

W [η, η̄] =
∫

[dψ (x)]
[
dψ̄ (x)

]
exp

{
i
∫

d4x
[L (

ψ, ψ̄
)

+ ψ̄η + η̄ψ
]}

(6-166)

不难看出来, 如果 L 与 ψ, ψ̄ 二次相关, 即

L = (ψ̄, Aψ) (6-167)

那么有

W =
∫

[dψ (x)]
[
dψ̄ (x)

]
exp

{∫
d4xψ̄Aψ

}
= det A (6-168)
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7.1 重 整 化

量子场论的学习者通常都认为重整化是最困难的部分。我们将会看到, 量子场

论中充满了各种各样的无穷大. 如果想要将理论预测与实验结果进行对比, 就需要

处理这些无穷大. 初看起来这似乎是一个很艰巨的任务. 事实上也的确如此, 它的

困难甚至让一些物理学家试图放弃量子场论. 但经过多年的努力和坚持 [5], 物理学

家找到了重整化的方法, 让这些发散的理论变得有意义, 理论的预测结果也能与实

验吻合得很好, 这就使得重整化方法被人们所接受.

重整化是一个从测量的物理量中将无穷大分离和消除的步骤. 它是一个具有

一般性的方法, 并不局限于相对论性量子场论. 比如, 考虑一个在固体中运动的电

子. 如果电子与固体晶格的相互作用足够弱, 就可以用一个有效质量 m∗ 来描述它

对外力的反应, 这个有效质量显然与在固体之外测得的电子质量 m 不同. 因此, 电

子与固体晶格的相互作用使电子质量从 m 改变为 (或者说重整化为)m∗. 在这个

简单的例子中, m 和 m∗ 都是有限也可测量的. 而相对论性量子场论中则有两个区

别. 一是相互作用引起的重整化通常是无穷大的 (对应于以后会学到的圈图), 这些

无穷大来自于: 即使对很弱的相互作用依然有大动量区的贡献. 二是我们没有办法

像上一个例子一样将电子从固体中取出来, 或者说没有办法“关掉”粒子之间的相

互作用, 因此没有相互作用的“裸量”是不可测量到的. 简单地说, 在量子场中重整

化的步骤就是将各种发散“打包”到裸量中, 或者说, 通过重新定义无法测量的物

理量来吸收发散, 从而得到有限的可测量的物理量. 由此得到的有限的重整化质量

只能由实验确定, 而无法单独由理论预测得到.

尽管重整化的概念很简单, 实际操作却非常复杂. 7.2 节我们用 λφ4 理论对重

整化的步骤作一个简述和导引. 实际上我们需要一个将无穷大分离出来的步骤, 称

为正规化 (regularization)[6]. 7.2 节我们先跳过该步骤, 而在后面加以补述. 另外,

还需注意的一点是,并非所有的量子场论都可以通过将某些物理量重新定义来吸收

所有的发散. 有这种性质的场论称为可重整的, 反之则称为不可重整的. 这已经成

为判断一个理论是否可以运作的重要判据,因为实际上我们并不了解如何处理一个

不可重整的理论. 理论是否可以重整化的判别也将在后面讲述.
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7.1.1 λφ4 理论的重整化

为了避免自旋和规范选择带来的复杂性, 我们考虑一个标量场的 λφ4 理论, 拉

氏量为

L = L0 + LI (7-1)

L0 =
1
2
[(∂µφ0)2 − µ2

0φ
2
0] , LI = −λ0

4!
φ4

0 (7-2)

这里的 µ2
0, λ0, φ0 通常称为未重整化的或裸的物理量, 会被相互作用重整化. 在前

面的讨论中我们已经得到了 Feynman 规则, 顶点和传播子如图 7-1 所示.

图 7-1 λφ4 理论的顶点与传播子

其中, p 为传播子带的动量, µ2
0 为 L0 中的裸质量. 我们需要注意以下几点:

(1) 每个顶点四动量守恒.

(2) 如果内部动量不能由动量守恒来确定, 需要作积分.

(3) 外线没有传播子.

作为一个简单的例子, 我们先来考虑两点函数 (传播子), 定义为

i∆ (p) =
∫

d4xe−ip·x 〈0 |T (ϕ0 (x)ϕ0 (0))| 0〉 (7-3)

它包含许多图的贡献, 如图 7-2 所示.

图 7-2 两点函数的 Feynman 图

先定义单粒子不可约图(one-particle-irreducible, 1PI):断开一个 Feynman图的

任何一条内线都不能使它分成两部分, 这样的图就称为单粒子不可约图. 例如, 图

7-2 中, (a) 就是一个 1PI 图, 而 (b) 则不是. 很显然, 我们可以将一个一般的图表

示成一些 1PI 图的集合, 这些子图通过一条线相连接. 不难看出, 对于一个单粒子

可约的图, 可以把它所有的发散都归到 1PI 子图中. 因为在单粒子可约的图中, 可

被断开的内线是不会被积分的. 例如,图 7-2(b)的发散就是由于它的单圈的 1PI子

图. 因此在重整化的讨论中, 我们可以专注于 1PI 图.
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按照上面的逻辑不难发现, 可以将完全的传播子写成 1PI 自能图的组合 (图

7-3), 它会构成一个几何级数.

i∆ (p) =
i

p2 − µ2
0 + iε

+
i

p2 − µ2
0 + iε

(−iΣ
(
p2

)) i
p2 − µ2

0 + iε
+ · · ·

=
i

p2 − µ2
0 − Σ(p2) + iε

(7-4)

其中, Σ
(
p2

)
包含了所有的 1PI 自能图. 显然, 只要能让自能 Σ

(
p2

)
变得有限, 传

播子 ∆(p) 也将是有限的. 所以下面我们只需要考虑 1PI 图.

图 7-3 1PI 自能图

在一圈的范围, 图 7-4 和图 7-5 包含了所有发散的 1PI 图.

图 7-4 两点的 1PI 发散图

图 7-5 四点的 1PI 发散图

其中, 图 7-4 是自能图

−iΣ(p) = − iλ0

2

∫
d4l

(2π)4
i

l2 − µ2
0 + iε

(7-5)

它是二次发散的. 图 7-5 是一圈的四点函数, 其中 (a) 的贡献为

Γ (p2) =
(iλ0)2

2

∫
d4l

(2π)4
i

(l − p)2 − µ2
0 + iε

i
l2 − µ2

0 + iε
(7-6)

它是对数发散的. 注意在 Γ
(
p2

)
中, 积分对外动量 p 的依赖关系体现为分母中的

(p− l). 这就是说, 如果对 Γ
(
p2

)
求外动量 p 的微分, 分母中 l 的幂次会增加, 积分
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将更加收敛, 即

∂

∂p2
Γ (p2)=

1
2p2

pµ
∂

∂pµ
Γ (p2)=

λ2
0

p2

∫
d4l

(2π)4
(l − p) · p

[(l − p)2 − µ2
0 + iε]2

1
l2 − µ2

0 + iε
−→ 收敛

(7-7)

只要外动量是与内动量一起出现在分母中, 这都是成立的. 因此, 如果对 Γ (p2) 作

Taylor 展开

Γ (p2) = a0 + a1p
2 + · · ·+ 1

n!
an(p2)n + · · · (7-8)

其中, an =
∂n

∂np2
Γ (p2)

∣∣∣∣
p2=0

, 发散就只包含在展开式的前几项中. 因此, 可以用

Taylor 展开把发散的量与收敛的项分离开. 在这个简单的例子中, 得到

Γ (p2) = Γ (0) + Γ̃ (p2) (7-9)

只有第一项 Γ (0) 是发散的, 第二项 Γ̃ (p2) 包含所有更高阶的微分项, 是收敛的.

其他的一圈图要么是有限的, 要么包含上面的图作为子图. 例如, 图 7-6.

图 7-6 其他的一圈图

1. 质量和波函数重整化

在 1PI 自能中, 关于外动量 p 的展开会得到两个发散项, 因为它是二次发散的

Σ(p2) = Σ(µ2) + (p2 − µ2)Σ′(µ2) + Σ̃(p2) (7-10)

其中, µ2 是用来作 Taylor展开的任意的一个参考点. 很显然,第一项 Σ(µ2)是二次

发散, 第二项 Σ′(µ2) 是对数发散, 第三项 Σ̃(p2) 则是有限的, 且满足条件

Σ̃(µ2) = 0, Σ̃′(µ2) = 0 (7-11)

完整的传播子为

i∆(p2) =
i

p2 − µ2
0 − Σ(µ2)− (p2 − µ2)Σ′2 − Σ̃(p2)

(7-12)

假如选择 µ2 满足下列关系

µ2
0 − Σ(µ2) = µ2 (质量重整化) (7-13)
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那么 ∆(p2) 在 p2 = µ2 处有极点. 极点的位置 µ2 可以被解释为物理质量, µ2
0 则是

出现在初始拉氏量中的裸质量. 注意, 式 (7-13) 中的 Σ(µ2) 是发散的, 因此需要裸

质量 µ2
0 也以某种形式发散,使得物理质量 µ2

0−Σ(µ2)是有限的. 换句话说,我们将

发散的贡献归给一个不可测量的量 µ2
0. 它以某种形式发散, 使得它与由相互作用

得出的项 Σ(µ2) 的组合是有限的. 这个解释看起来很奇怪, 乍看之下很难接受. 但

它在逻辑上是自洽的, 并且是切实可行的.

利用式 (7-13) 中的质量重整化条件, 可以将完整的传播子写成

i∆(p2) =
i

(p2 − µ2)[1− Σ′ (µ2)]− Σ̃(p2)
(7-14)

由于 Σ′(µ2) 和 Σ̃(p2) 与 λ0 同阶或更高阶, 可以作一个近似

Σ̃(p2) −→ (
1− Σ′(µ2)

)
Σ̃(p2) + O

(
λ2

0

)
(7-15)

其中, 我们增加的这一项 −Σ′
(
µ2

)
Σ̃(p2) 是 λ2

0 阶的项, 在对 λ0 的微扰展开中可以

忽略. 这样做目的是为了提取出因子
(
1− Σ′(µ2)

)
, 将完整的传播子写成

i∆(p2) =
iZφ

p2 − µ2 − Σ̃(p2) + iε
, Zφ =

1
1− Σ′(µ2)

≈ 1 + Σ′(µ2) (7-16)

这里将分母展开成了如下形式

1
1− Σ′(µ2)

≈ 1 + Σ′(µ2) + O
(
λ2

0

)
(7-17)

现在这个发散被归到了一个乘积因子 Zφ 中, 它可以通过对场算符作标度变换

(rescaling) 来消除:

φ =
1√
Zφ

φ0 (7-18)

场算符 φ 的传播子为

i∆R(p) =
∫

d4x e−ipx 〈0|T{φ(x)φ(0)}|0〉 =
1

Zφ
i∆(p2) =

i
p2 − µ2 − Σ̃(p2) + iε

(7-19)

它已经没有发散了. Zφ 通常称为波函数重整化常数. 新的场算符 φ 称为重整化的

场算符. 又一次地, 我们将发散推脱给了裸的或者未重整化的场 φ0, 重整化的场 φ

的矩阵元就是收敛的了. 对于更一般的 Green函数,用重整化的场来定义重整化的

Green 函数

G
(n)
R (x1 · · ·xn)= 〈0|T{φ(x1) · · ·φ(xn)}|0〉

=Z
−n/2
φ 〈0|T{φ0(x1)· · ·φ0(xn)}|0〉=Z

−n/2
φ G

(n)
0 (x1· · ·xn) (7-20)
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使得重整化的 Green 函数免于发散.

消除关于某一点的 Taylor展开中前几项的方法有时称为减除方案(subtraction

scheme). 在这个例子中, 将自能函数 Σ(p2) 在 µ2 处展开成式 (7-10) 中的样子, 减

掉展开式中的前两项: Σ(µ2) 和 (p2 − µ2)Σ′(µ2). 剩下的这一项 Σ̃(p2) 满足条件

Σ̃(p2)
∣∣∣
p2=µ2

= 0,
∂Σ̃(p2)

∂p2

∣∣∣∣∣
p2=µ2

= 0 (7-21)

实际上, 方程 (7-21) 中的条件包含了展开点和要被消去的项的所有信息. 这些条件

经常被用来具体规定重整化程序.

另外也可以注意到, 既然我们的目的是要消除发散, 不一定要像上面一样选物

理质量 µ2 为展开点. 假设用另外一点 µ2
1 作 Taylor 展开

Σ(p2) = Σ(µ2
1) + (p2 − µ2

1)Σ
′(µ2

1) + Σ̃(p2) (7-22)

那么完全传播子就是

i∆(p2) =
i

p2 − µ2
0 − Σ(µ2

1)− (p2 − µ2
1)Σ′(µ

2
1)− Σ̃(p2)

(7-23)

我们依然可以把物理质量 µ2 定义为传播子 i∆(p2) 的极点处 p2 的值, 即

µ2 − µ2
0 − Σ(µ2

1)− (µ2 − µ2
1)Σ

′(µ2
1)− Σ̃(µ2) = 0 (7-24)

它是以一个复杂函数的形式给出物理质量 µ2, 是裸质量 µ2
0、发散量 Σ(µ2

1),Σ
′(µ2

1)

和收敛量 Σ̃(µ2) 的一个函数. µ2
1 现在是理论的一个参数, 所有的物理量都是它的

函数. 它的值要通过比较某个物理量的理论计算和实验测量的结果来定. 这看起来

会很烦琐, 但原则上是行得通的.

总而言之, 通过重新定义质量和场算符, 质量和波函数重整化消除了 1PI 自能

图中的所有发散. 所有的发散都被归到不可观测的裸质量 µ2
0 和裸的场算符 φ0 中.

λφ4 理论的重整化程序是为了展示这个程序是可以被一致地扩展到更高阶的. 这是

一个艰巨的任务, 在此不作讨论. 稍后我们会用抵消项的方案来说明, 使得它看起

来更可信.

2. 耦合常数重整化

对于 1PI 的四点函数 Γ (4)(p1 · · · p4), 有 3 个发散的一圈图 (图 7-5), 再加上最

低阶的树图贡献, 得到

Γ (4)
0 (s, t, u) = −iλ0 + Γ (s) + Γ (t) + Γ (u) (7-25)
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其中

s = (p1 + p2)2, t = (p1 − p3)2, u = (p1 − p4)2, s + t + u = 4µ2 (7-26)

是通常用的 Mandelstam 变量. 由于这些项都是对数发散的, 只需要分离出 Taylor

展开中的第一项, 或者说只需要做一次减除就可以使它收敛. 为了消除四点函数中

的发散, 需要在某个运动学的点对它做一次减除. 为了方便起见, 我们选择对称点

s0 = t0 = u0 =
4µ2

3
, 那么有

Γ (4)
0 (s, t, u) = −iλ0 + 3Γ (s0) + Γ̃ (s) + Γ̃ (t) + Γ̃ (u) (7-27)

其中

Γ̃ (s) = Γ (s)− Γ (s0) (7-28)

是有限的. 现在将发散的项合并到一块, 定义耦合常数重整化因子 Zλ, 则有

−iλ0 + 3Γ (s0) = −iZ−1
λ λ0 (7-29)

因此

Γ (4)
0 (s, t, u) = −iZ−1

λ λ0 + Γ̃ (s) + Γ̃ (t) + Γ̃ (u) (7-30)

在对称点可以看到

Γ (4)
0 (s0, t0, u0) = −iZ−1

λ λ0 (7-31)

因为 Γ̃ (s0) = Γ̃ (t0) = Γ̃ (u0) = 0, 重整化后的 1PI 四点函数 Γ (4)
R 与 Green 函数由

下式联系在一起

Γ (4)
R =

4∏

j=1

[i∆R(pj)]−1G
(4)
R (7-32)

所以重整化和未重整化的 1PI 四点函数的关系是

Γ (4)
R (s, t, u) = Z2

φΓ (4)
0 (s, t, u) (7-33)

或

Γ (4)
R (s, t, u) = Z2

φ[−iZ−1
λ λ0 + Γ̃ (s) + Γ̃ (t) + Γ̃ (u)] (7-34)

由上式看到, 发散是被包含在第一项里的, 因此定义重整化的耦合常数 λ 为

λ = Z2
φZ−1

λ λ0 (7-35)
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我们要求裸的或未重整化的耦合常数 λ0 以某种形式发散, 使得乘积 Z2
φZ−1

λ λ0 是

收敛的. 这样重整化的 1PI 四点函数就变成

Γ (4)
R (p1, · · · , p4 )=Z2

φΓ (4)
0 = −iZ2

φZ−1
λ λ0 + Z2

φ[Γ̃ (s) + Γ̃ (t) + Γ̃ (u)]

=−iλ + Z2
φ[Γ̃ (s) + Γ̃ (t) + Γ̃ (u)] (7-36)

由于 Zφ = 1 + O(λ0), Γ̃ = O(λ2
0), λ = λ0 + O(λ2

0), 近似到 λ2 阶则有

Γ (4)
R (p1, · · · , p4) = −iλ + Γ̃ (s) + Γ̃ (t) + Γ̃ (u) + O(λ3) (7-37)

这些都是有限的.

由式 (7-35) 可知, 未重整化的耦合常数 λ0 必须要以某种形式发散, 使得重整

化的耦合常数 λ 是收敛的. 注意, λ 是在涉及 Γ (4)
R 的物理反应中测量的, 即

Γ (4)
R (p1, · · · , p4) = −iλ, 在对称点 s0 = t0 = u0 =

4µ2

3
处 (7-38)

现在我们要以此为例来说明不同的重整化方案会给出相同的物理结果.假设在另外

一个点 s = s1, t = t1, u = u1 处作 Taylor 展开, 有 s1 + t1 + u1 = 4µ2. 不难得到, 重

整化的四点函数是

Γ ′(4)R (p1, · · · , p4) = −iλ′ + Γ̃ ′(s) + Γ̃ ′(t) + Γ̃ ′(u) + O(λ′3) (7-39)

其中

Γ̃ ′(s) = Γ (s)− Γ (s1), Γ̃ ′(t) = Γ (t)− Γ (t1), Γ̃ ′(u) = Γ (u)− Γ (u1) (7-40)

以及

−iλ0 + Γ (s1) + Γ (t1) + Γ (u1) = −iZ ′−1
λ λ0, λ0 = Z2

φZ ′−1
λ λ0 (7-41)

注意, Γ (4)
R 和 Γ ′(4)R 是从 Γ (4)

0 中减去某些常数得到的. 因此, 如果考虑散射过程的

角分布, 这两个函数 Γ (4)
R 和 Γ ′(4)R 应该有相同的形状, 只有可能相差一个常数. 假

设把角分布写成

Γ (4)
R ( p1, · · · , p4) = −iλ + f1 (θ) , Γ ′(4)R ( p1, · · · , p4) = −iλ′ + f1 (θ) + b (7-42)

其中, b 是某个常数. 为了确定耦合常数 λ 和 λ′, 要比较计算出来的振幅 Γ (4)
R ,Γ ′(4)R

和实验测量的结果. 例如, 在 θ = θ0 处, 有

−iλ + f1 (θ0) = −iλ′ + f1 (θ0) + b 或 − iλ = −iλ′ + b (7-43)
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这说明由两个不同的重整化方案得到的这两个振幅 Γ (4)
R 和 Γ ′(4)R 是一样的.

在完成了质量、波函数和耦合常数重整化之后,可以把初始的 (未重整化的)拉

氏量

L0 =
1
2
[(∂µφ0)2 − µ2

0φ
2
0]−

λ0

4!
φ4 (7-44)

用重整化的量重新写成

L0 = L+ ∆L (7-45)

其中

L =
1
2
[(∂µφ)2 − µ2φ2]− λ

4!
φ4 (7-46)

称为重整化的拉氏量 (renormalized Lagrangian),

∆L = L0 − L =
1
2
(Zφ − 1)[(∂µφ)2 − µ2φ2] +

δµ2

2
Zφφ2 − λ(Zλ − 1)

4!
φ4 (7-47)

称为抵消项 (counterterms). 这里使用了下列关系式

µ2 = δµ2 + µ2
0 , φ = Z

−1/2
φ φ0 , λ = Z−1

λ Z2
φλ0 (7-48)

7.1.2 BPH 重整化

一个等效的, 也许还更有条理的重整化方法是 BPH 重整化方案[7]. 核心的思

想是利用抵消项 ∆L 作为抵消发散的工具. 在这个方案中, 低阶发散和高阶发散的

关系更加清晰. 另外, 它还提供了一个简单的标准来判定一个理论是否是可重整化

的. 下面以 λφ4 理论为例简述它的步骤, 并讨论一些要点.

(a) 由重整化的拉氏量出发

L =
1
2
(∂µφ)2 − µ2

2
φ2 − λ

4!
φ4 (7-49)

得到相应的自由传播子和顶点.

(b) 单圈 1PI 图中的发散部分由 Taylor 展开分离出来. 构造抵消项 ∆L(1) 来

抵消这些发散的量.

(c)得到的新的拉氏量 L(1) = L+∆L(1)用来生成两圈图及相应的抵消项∆L(2),

来消除两圈的发散. 将这些步骤迭代地进行.

为了说明 BPH 方法的实用性, 先要介绍幂次计数 (power counting) 的方法.
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1. 幂次计数

将一个 Feynman 图的表观发散度 (superficial degree of divergence) D 定义为

D =分子中的动量数 (来自圈积分)−分母中的动量数 (来自传播子) (7-50)

为了计算 λφ4 理论中 Feynman 图的 D 值, 定义下面这些量:

(1) B =外线数;

(2) IB =内线数;

(3) n =顶点数.

计算图中所有线的数目, 得到

4n = 2(IB) + B (7-51)

在计算 Feynman 图时, 需要对没有被动量守恒确定下来的内动量积分. 由于各个

顶点处有四动量守恒, 但其中有一个总体的四动量守恒与内部动量无关, 所以圈数

或不定的内动量数 L 满足

L = IB − n + 1 (7-52)

表观发散度是

D = 4L− 2(IB) (7-53)

消掉 n,L 和 IB, 得到

D = 4−B (7-54)

因此在 B > 4 时有 D < 0. 注意在这种情形下, D 与微扰的阶数 n 无关, 而只与

外线数 B 有关. 这意味着, 表观发散只存在于少数的 Green 函数中. λφ4 理论有

φ −→ −φ 变换的分立对称性, 因此 B 为偶数, 只有 B = 2, 4 的图是表观发散的.

分情况讨论如下:

(1) B = 2 =⇒ D = 2, 两点函数 —— 自能图.

这是二次发散, 因而两函数需要的 Taylor 展开为

Σ
(
p2

)
= Σ (0) + p2Σ′ (0) + Σ̃

(
p2

)
(7-55)

其中, Σ(0)和 Σ′(0)发散, Σ̃
(
p2

)
没有发散.这里为了方便,是在 p2 = 0处作 Taylor

展开. 为了抵消前两个发散项, 需要两个抵消项

1
2
Σ (0) φ2 +

1
2
Σ′ (0) (∂µφ)2 (7-56)
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它们对自能图的贡献是图 7-7(a) 和 (b).

(2) B = 4 =⇒ D = 0, 四点函数 —— 顶点图.

它的 Taylor 展开为

Γ (4) (pi) = Γ (4) (0) + Γ̃ (4) (pi) (7-57)

其中, Γ (4) (0) 是对数发散, 抵消项为

i
4!

Γ (4) (0)φ4 (7-58)

它对应的 Feynman 规则是图 7-7(c).

图 7-7 抵消项的 Feynman 规则

到这一阶, 这些抵消项加起来是

∆L =
1
2
Σ (0) φ2 +

1
2
Σ′ (0) (∂µφ)2 +

i
4!

Γ (4) (0)φ4 (7-59)

注意, 加上这些抵消项之后拉氏量的形式是

L+ ∆L =
1
2
(∂µφ)2 − µ2

2
φ2 − λ

4!
φ4 +

1
2
Σ (0) φ2 +

1
2
Σ′ (0) (∂µφ)2 +

i
4!

Γ (4) (0)φ4

=
1
2

(1 + Σ′ (0)) (∂µφ)2 − 1
2

(
µ2 − Σ(0)

)
φ2 − λ

4!

(
1− i

λ
Γ (4)(0)

)
φ4

这显然和未重整化的拉氏量有相同的结构. 更具体地说, 如果令

φ0 =Z
1/2
φ φ

Zφ =1 + Σ′(0)

µ2
0 =

(
µ2 − Σ(0)

)
Z−1

φ

λ0 =λ

(
1− i

λ
Γ (4)(0)

)
Z−2

φ = ZλZ−2
φ λ

(7-60)

就可以得到

L+ ∆L =
1
2
(∂µφ0)2 − µ2

0

2
φ2

0 −
λ0

4!
φ4

0 (7-61)

正是未重整化的拉氏量. 因此 BPH 方案与传统的减除方案等价, 只是操作方式不

相同.
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2. 发散性分析

BPH 重整化方法看起来比较简单, 可以以它为基础来说明场论的一些特点.

BPH 中有许多初看并不太明显的性质, 但它们可能对理解重整化程序很有用. 我

们现在来讨论其中一些性质.

1) Feynman 图的收敛性

在之前的分析中, 我们关注的都是表观发散度 D. 对单圈图而言, 表观发散度

就是真实的发散度. 但是在单圈以上时, 有总体的 D < 0 但子图发散的情形. 一个

Feynman 图实际的收敛性由 Weinberg 定理 [8] 来判断: 如果某个 Feynman 图以及

它的每个子图的表观发散度都为负, 则它的 Feynman 积分收敛. 我们来考虑一个

有 n 条外线和 l 圈的 Feynman 图. 在动量积分中引入截断 Λ 来估计发散度

Γ (n) (p1, · · · , pn−1) =
∫Λ

0

d4q1 · · ·d4qlI (p1, · · · , pn−1; q1, · · · , ql) (7-62)

取圈动量 {q1, · · · , ql} 中的一个子集 S = {q′1, q′2, · · · , q′m}, 让它们趋于无穷并保持
其他动量不变. 设 D(S) 为对该子集积分的表观发散度, 则有

∣∣∣∣∣
∫Λ

0

d4q′1 · · ·d4q′mI

∣∣∣∣∣ 6 ΛD(S) {lnΛ} (7-63)

其中, {lnΛ} 为 lnΛ 的函数. 那么收敛性定理告诉我们, 如果任意集合 S 的 D(S)s

为负, 则对 {q1, · · · , ql} 的积分收敛. 如图 7-8 所示为 D = −2 的六点函数, 但方框

内的积分 D = 0, 因此为对数发散. 在 BPH 重整化中, 这个子发散实际上被图 7-9

中的低阶项抵消了.

这个例子说明一个 D < 0 的图可能包含发散的子图. 但是在 BPH 方案中, 这

些发散会被低阶抵消项的贡献消除. 这就是为什么我们可以把注意力集中在这些

D > 0 的图上, 不需要担心来自子图的发散.

图 7-8 发散的六点函数
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图 7-9 六点函数的抵消项

2) 原始发散图

原始发散图 (primitively divergent graph)总的表观发散度非负, 但所有子图都

收敛. 因此在这种图中唯一的发散来自于所有的动量同时增大. 也就是说, 当关于

外线动量求导时, 至少有一个分母的幂次会增加, 因此图也更加收敛. 显然所有的

发散都可以用 Taylor 展开分离出来. 换句话说, 如果一个图不是原始发散图, 那么

在 Taylor 展开中, 对外动量的微分就不确定是否可以提高它的收敛性.

3) 分离的发散图

顾名思义, 分离的发散图 (disjointed divergent graphs) 包含一些分离的发散子

图. 比如, 考虑一个如图 7-10 所示的双圈图. 它是两个发散积分的乘积, 显然对某

个外线动量求导只能使其中一个积分更加收敛. 因此并非所有的发散都可以通过

分离出 Taylor 展开的前几项来消除. 然而, BPH 方法中的低阶项会在此时发挥作

用. 比如, 此例中的 Feynman 积分为

Γ (4)
a (p) ∝ λ3 [Γ (p)]2 (7-64)

其中

Γ (p) =
1
2

∫
d4l

1
l2 − µ2 + iε

1[
(l − p)2 − µ2 + iε

] , p = p1 + p2 (7-65)

由于 Γ (p)对数发散,所以不管作多少次求导, Γ (4)
a (p)都不可能收敛,尽管总的表观

发散度为 0. 但我们有更低阶的单圈图的抵消项 −λ2Γ (0),它有如图 7-11所示的额

外的贡献, 这个贡献正比于 −λ3Γ (0)Γ (p). 加上这 3 项, 有

λ3 [Γ (p)]2 − 2λ3Γ (0)Γ (p) = λ3 [Γ (p)− Γ (0)]2 − λ3 [Γ (0)]2

由于第一个中括号中的项有限,最后一项的发散可以由一次求导消除.我们看到,由

于低阶抵消项的作用,发散为外线动量的多项式. 因此,对于分离的发散图,需要低

阶的抵消项来消除发散.
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图 7-10 两圈的分离发散图

图 7-11 两圈图的抵消项

4) 嵌套的 (nested) 发散图

还有一种情况如图 7-12 所示, 一对发散的 1PI 图交织在一起, 其中一个被完

全包含在另一个里面. 在子图的发散被低阶抵消项 (图 7-13) 消除之后, 总的发散

被一个 λ3 的抵消项重整化. 与前面的情况 (分离的发散) 一样, 需要计入低阶抵消

项将发散聚集成外线动量的多项式的形式.

图 7-12 嵌套的发散图

图 7-13 嵌套发散的抵消项

5) 重叠 (overlapping) 的发散图

这些图既非分离的也非嵌套的, 也是最困难的一类, 图 7-14 就是一个例子.

图 7-14 重叠的发散图
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对这种纠缠的重叠发散图的讨论超出了本书的范围,感兴趣的读者可以参阅文

献 [9].

从这些讨论中可以看出, BPH 的重整化方法可以系统地通过抵消项来消除发

散. 一个对重整化程序的一般性的分析由 Bogoliubov 等 [7] 给出, 结果被称为 BPH

定理, 它是说对一个可重整化的场论, 任意阶的发散都可以由相应的抵消项消除.

7.1.3 正规化

在进行重整化时, 首先需要设法将发散的积分变得收敛, 这样才能做一些数学

上有意义的运算. 这个步骤称为正规化 (regularization). 有两种常用的方法, Pauli-

Villars 正规化和维数正规化. 后一种常用于处理与对称性相关的理论, 因此广泛地

用于规范场的计算中.

1. Pauli-Villars 正规化

在这种方法中, 从传播子中减去一个有着巨大质量的传播子

1
k2 − µ2

0

→
(

1
k2 − µ2

0

− 1
k2 − Λ2

)
=

µ2
0 − Λ2

(k2 − µ2
0)(k2 − Λ2)

→ 1
k4

, 在 k 很大时

(7-66)

这就使得积分更加收敛. 相对于用某个大动量截断, 它的优点在于保持了协变性.

我们用图 7-5 中的四点函数 (a) 作为例子, 它等于

Γ
(
p2

)
= Γ (s) =

(−iλ)2

2

∫
d4l

(2π)4
i

(l − p)2 − µ2

i
l2 − µ2

, s = p2 = (p1 + p2)2 (7-67)

用 Pauli-Villars 方法可以得到

Γ
(
p2

)
=
−λ2Λ2

2

∫
d4l

(2π)4
1[

(l − p)2 − µ2
]
(l2 − µ2) (l2 − Λ2)

(7-68)

在 p2 = 0 处作 Taylor 展开

Γ
(
p2

)
= Γ (0) + Γ̃

(
p2

)
(7-69)

其中

Γ (0) =
−λ2Λ2

2

∫
d4l

(2π)4
1

(l2 − µ2)2 (l2 − Λ2)
(7-70)

Γ̃
(
p2

)
=
−λ2Λ2

2

∫
d4l

(2π)4
2l · p− p2

[
(l − p)2 − µ2

]
(l2 − µ2)2 (l2 − Λ2)

(7-71)
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由于 Γ̃
(
p2

)
已经收敛, 可以在积分内取极限 Λ2 →∞ 得到

Γ̃
(
p2

)
=

λ2

2

∫
d4l

(2π)4
2l · p− p2

[
(l − p)2 − µ2

]
(l2 − µ2)2

(7-72)

请注意, 之所以能在积分中取极限 Λ2 → ∞, 是因为它是足够收敛的积分. 之后的

标准步骤是利用下列恒等式将分母结合成一个

1
a1a2 · · · an

= (n− 1)!
∫1

0

dz1dz2 · · ·dzn

(a1z1 + · · ·+ anzn)n δ

(
1−

n∑

i=1

zi

)
(7-73)

1
a2
1a2 · · · an

= n!
∫1

0

z1dz1dz2 · · ·dzn

(a1z1 + · · ·+ anzn)n+1 δ

(
1−

n∑

i=1

zi

)
(7-74)

其中, α1, · · · , αn 通常称为 Feynman 参数. 我们将推导过程说明如下. 首先验证

n = 2 的简单情况

∫1

0

dz1dz2δ(1− z1 − z2)
(a1z1 + a2z2)

2 =
∫1

0

dz1

[a1z1 + a2 (1− z1)]2
=

∫1

0

dz1

[(a1 − a2)z1 + a2]2

=
1

a1 − a2

−1
(a1 − a2)z1 + a2

∣∣∣∣
1

0

=
1

a1a2

将上式对 a1 求微分, 得到

1
a2
1a2

= 2
∫1

0

z1dz1dz2δ(1− z1 − z2)
(a1z1 + a2z2)

3 (7-75)

此外还有

1
a1a2a3

=
1
a3

∫1

0

dz1dz2δ(1− z1 − z2)
(a1z1 + a2z2)

2 (7-76)

对上式中的
1

(a1z1 + a2z2)2
和

1
a3
运用这个关系式写成一个分母, 得到

I =
∫

dz1dz2δ(1− z1 − z2)
(a1z1 + a2z2)

2

1
a3

= 2
∫

y2dy1dy2δ (1− y1 − y2)
[y1a3 + y2 (a1z1 + a2z2)]3

dz1dz2δ(1− z1 − z2)

=2
∫

(1− y1) dy1dz1dz2δ(1− z1 − z2)
[y1a3 + (1− y1) (a1z1 + a2z2)]3

定义

(1− y1) z1 = x1, (1− y1) z2 = x2 (7-77)
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得到

I =2
∫ (1− y1) dy1dz1dz2δ

(
1− y1 − x1 − x2

1− y1

)

[y1a3 + (a1x1 + a2x2)]3

(
1

1− y1

)2

=2
∫

dy1dz1dz2δ (1− y1 − x1 − x2)
[y1a3 + (a1x1 + a2x2)]3

即
1

a1a2a3
= 2

∫
dx3dx1dx2δ (1− x3 − x1 − x2)

[x3a3 + (a1x1 + a2x2)]3
(7-78)

其中,已经将 y1 改成了 x3. 这样就验证了分母中有 3个因子 a1a2a3 的情形. 由此,

我们可以看到怎样验证最一般的情况.

运用这些关系式可以得到

1[
(l − p)2 − µ2

]
(l2 − µ2)2

= 2
∫

(1− α) dα

A3
(7-79)

其中

A = (1− α)
(
l2 − µ2

)
+ α

[
(l − p)2 − µ2

]
= (1− αp)2 − a2 (7-80)

以及

a2 = µ2 − α (1− α) p2 (7-81)

因此

Γ̃
(
p2

)
= λ2

∫1

0

(1− α) dα

∫
d4l

(2π)4
2l · p− p2

[
(l − αp)2 − a2

]3

= λ2

∫1

0

(1− α) dα

∫
d4l

(2π)4
(2α− 1) p2

(l2 − a2 + iε)3

其中, 作了变量替换 l → l + αp 并且丢掉了分子中 l 的线性项, 因为它关于原点对

称, 积分是 0. 这个积分现在只依赖于 l2 而与角度无关. 将这个积分从闵氏空间转

换到欧氏空间中会更方便. 我们注意到被积函数在 l0 的复平面上有极点

l0 = ±
[√

l2 + a2 − iε
]

(7-82)

可以将积分轨道旋转 90◦, 如图 7-15 所示.



7.1 重 整 化 · 185 ·

图 7-15 旋转 90◦ 的轨道积分

由 Cauchy 定理可知 ∮

C

dl0f (l0) = 0 (7-83)

其中

f (l0) =
1[

l20 − (
√

l2 + a2 − iε)2
]3 (7-84)

由于当 l0 →∞ 时 f (l0) → l−6
0 , 大半径环形围道 C 的积分为 0, 因此

∫∞
−∞

dl0f (l0) =
∫ i∞

−i∞
dl0f (l0) (7-85)

所以积分路径从实轴转到了虚轴, 这称为 Wick 转动 (Wick rotation). 作变量替换

l0 = il4, l4 为实数, 有
∫ i∞

−i∞
dl0f (l0) = i

∫∞
−∞

dl4f (l4) = −i
∫∞
−∞

dl4

(l21 + l22 + l23 + l24 + a2 − iε)3
(7-86)

定义欧氏空间的动量为 ki = (l1, l2, l3, l4), 满足 k2 = l21 + l22 + l23 + l24. 积分可以写成
∫

d4l

(2π)4
1

(l2 − a2 + iε)3
= −i

∫
d4k

(2π)4
1

(k2 + a2 − iε)3
(7-87)

利用 4 维欧氏空间的球坐标得到
∫

d4k =
∫∞
0

k3dk

∫2π

0

dφ

∫π
0

sin θdθ

∫π
0

sin2 χdχ (7-88)

对角度积分有
∫

d4k

(2π)4
1

(k2 + a2 − iε)3
= 2π2

∫∞
0

k3dk

(2π)4
1

(k2 + a2 − iε)3

=
1

16π2

∫∞
0

k2dk2

(k2 + a2 − iε)3
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圈积分中的许多积分可以由 Gamma 和 Beta 函数得到. Gamma 函数的标准

定义是

Γ (n) =
∫∞
0

un−1e−udu (7-89)

因此

Γ (m)Γ (n) =
∫∞
0

un−1e−udu

∫∞
0

vm−1e−vdv (7-90)

作变量替换, 令 u = x2, v = y2,

Γ (m)Γ (n) = 4
∫∞
0

dxdy e−(x2+y2)x2n−1y2m−1 (7-91)

采用极坐标: x = r cos θ, y = r sin θ, 得到

Γ (m)Γ (n) = 4
∫∞
0

dr e−r2
r2(n+m)−1

∫π/2

0

dθ (cos θ)2n−1 (sin θ)2m−1

= 2Γ (m + n)
∫π/2

0

dθ (cos θ)2n−1 (sin θ)2m−1

因此得到了对如下三角函数的积分
∫π/2

0

dθ (cos θ)2n−1 (sin θ)2m−1 =
1
2

Γ (m)Γ (n)
Γ (m + n)

=
1
2
B (n,m) (7-92)

或 ∫π/2

0

dθ (cos θ)n (sin θ)m =
1
2
B

(
n + 1

2
,
m + 1

2

)
(7-93)

其中, B(n,m) 是通常的 Beta 函数. 设 u = cos2 θ, 得到

B (n,m) =
∫1

0

um−1 (1− u)n−1 du (7-94)

再令 u = x2,

B (n,m) = 2
∫1

0

x2m−1
(
1− x2

)n−1
dx (7-95)

设 t =
x2

1− x2
, 则

B (n,m) =
∫∞
0

tm−1dt

(1 + t)m+n =
Γ (m)Γ (n)
Γ (m + n)

(7-96)

这个公式可以用于计算 Feynman 积分.

利用式 (7-96) 可得
∫

tm−1dt

(t + a2)n =
1

(a2)n−m

Γ (m)Γ (n−m)
Γ (n)

(7-97)
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运用到积分中结果是
∫

d4k

(2π)4
1

(k2 + a2 − iε)3
=

1
32π2 (a2 − iε)

(7-98)

以及

Γ̃
(
p2

)
=
−iλ2

32π2

∫1

0

dα (1− α) (2α− 1) p2

µ2 − α (1− α) p2 − iε
(7-99)

直接计算对 Feynman 参数 α 的积分得到

Γ̃ (p2) = Γ̃ (s) =
iλ2

32π2

{
2 +

(
4µ2 − s

|s|
) 1

2

ln

[
(4µ2 − s)

1
2 − (|s|) 1

2

(4µ2 − s)
1
2 + (|s|) 1

2

]}
, s < 0

=
iλ2

32π2

{
2− 2

(
4µ2 − s

s

) 1
2

arctan
(

s

4µ2 − s

) 1
2
}

, 0 < s < 4µ2

=
iλ2

32π2

{
2 +

(
s− 4µ2

s

) 1
2

(
ln

[
s

1
2 − (s− 4µ2)

1
2

s
1
2 + (s− 4µ2)

1
2

]
+ iπ

)}
,s > 4µ2

利用同样的方法可以求出发散项是

Γ (0) =
iλ2Λ2

32π2

∫
dα

α

α(µ2 − Λ2) + Λ2
' iλ2

32π2
ln

Λ2

µ2
, 在 Λ 很大时 (7-100)

2. 维数正规化

维数正规化的基本构想是, 既然发散来自内部动量在四维空间的积分, 那么

在低维空间中可以让积分变得收敛. 因此我们可以想办法将 Feynman 积分变成

时空维数 n 的函数, 然后先在 n 值较小时进行重整化, 再进行解析延拓 (analytic

continuation), 取极限让 n → 4 . 下面我们通过一个例子对其进行来具体说明.

考虑下列积分

I =
∫

d4k

(2π)4
1

k2 − µ2

1
(k − p)2 − µ2

(7-101)

它在 4 维空间中是发散的. 如果将它定义为 n 维空间上的积分

I (n) =
∫

dnk

(2π)4
1

k2 − µ2

1
(k − p)2 − µ2

(7-102)

则它在 n < 4 时收敛. 为了对非整数的 n 值定义这个积分, 先用 Feynman 参数将

分母结合成一个, 并对积分做 Wick 转动, 则有

I (n) =
∫1

0

dα

∫
dnk[

(k − αp)2 − a2 + iε
]2

= i
∫1

0

dα

∫
dnk

[k2 + a2 − iε]2
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其中, a2 = µ2 − α(1− α)p2. 现在引入 n 维球坐标系, 并对角度分量做积分, 则有

∫
dnk =

∫∞
0

kn−1dk

∫2π

0

dθ1

∫π
0

sin θ2dθ2

∫
· · ·

∫π
0

sinn−2 θn−1dθn−1

=
2πn/2

Γ
(n

2

)
∫∞
0

kn−1dk

其中使用了公式

∫π
0

sinm θdθ =

√
πΓ

(
m + 1

2

)

Γ
(

m + 2
2

) (7-103)

证明如下. Beta 函数的形式为

B (x, y) =
∫1

0

tx−1 (1− t)y−1 dt =
Γ (x)Γ (y)
Γ (x + y)

(7-104)

作变量代换 t = sin2 θ, 可得

B (x, y) = 2
∫π/2

0

(sin θ)2x−1 (cos θ)2y−1 dθ (7-105)

取 y =
1
2
, x =

m + 1
2

, 则

2
∫π/2

0

(sin θ)m dθ =
Γ

(
m + 1

2

)
Γ

(
1
2

)

Γ
(

m + 2
2

) (7-106)

进一步得到

∫π
0

sinm θdθ =

√
πΓ

(
m + 1

2

)

Γ
(

m + 2
2

) (7-107)

这里使用了

Γ
(

1
2

)
=
√
π

2
(7-108)

在球坐标中, 上述 n 维积分写成

I (n) =
2iπn/2

Γ
(n

2

)
∫1

0

dα

∫∞
0

kn−1dk

(k2 + a2 − iε)2
(7-109)
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上式和 n的关系很明确,并且在 0 < Re n < 4时积分是收敛的. 还可以通过分部积

分扩展这个解析域

1
Γ (n

2 )

∫∞
0

kn−1dk

(k2 + a2 − iε)2
=

−2
Γ (n

2 + 1)

∫∞
0

kndk
d
dk

(
1

(k2 + a2 − iε)2

)
(7-110)

这里使用了等式

zΓ (z) = Γ (z + 1) (7-111)

现在积分在 −2 < Re n < 4 的范围里有意义. 重复这个操作 m 次, 可以把解析域扩

展成 −2m < Re n < 4, 甚至最后可以扩展到 Re n → −∞. 为了看清当 n → 4 的情

形, 对 k 积分, 得到

I(n) = iπn/2Γ
(
2− n

2

) ∫1

0

dα

(a2 − iε)2−n/2
(7-112)

由公式

Γ
(
2− n

2

)
=

Γ
(
3− n

2

)

2− n
2

→ 2
4− n

, n → 4 (7-113)

可知, n = 4 处是一阶极点 (simple pole). 将积分中有关项在 n = 4 处展开, 得到

Γ
(
2− n

2

)
=

2
4− n

+ γE + (n− 4)B + · · · (7-114)

an−4 = 1 + (n− 4) ln a + · · · (7-115)

其中, γE 是指 Euler 常数, B 也是某个常数. 令 n → 4, 得到

I(n) −→ 2iπ2

4− n
− iπ2

∫1

0

dα ln[µ2 − α(1− α)p2] + iπ2A (7-116)

那么对四点函数的一圈贡献成为

Γ (p2) =
λ2

32π2

{
2i

4− n
− i

∫1

0

dα ln[µ2 − α(1− α)p2] + iA
}

(7-117)

将上式在 p2 = 0 处作 Taylor 展开可得

Γ (p2) = Γ (0)− Γ̃ (p2) (7-118)

其中

Γ (0) =
λ2

32π2

(
2i

4− π
− i lnµ2 + iA

)
' iλ2

16π2(4− n)
(7-119)



· 190 · 第 7 章 重整化理论

Γ̃ (p2) =
−iλ2

32π2

∫1

0

dα ln
[
µ2 − α(1− α)p2

µ2

]

=
−iλ2

32π2

∫1

0

dα(1− α)(2α− 1)p2

µ2 − α(1− α)p2

很明显这个有限值部分和协变正规化 (Pauli-Villars) 方法得到的结果完全相同.

前面我们说过,减掉 Taylor展开中前几项的方法通常被称为动量减除方案.但

是在维数正规化方案中,所有的发散都出现在 n = 4的极点处. 于是只需去掉 n = 4

处的极点,就可以消除发散.这通常被称为最小减除方案 (minimal subtraction, MS).

通常 n = 4 处这些极点都伴随着包含 Euler 常数和 log(4π) 的项, 也可以将这些项

一起减去. 这就是修改的最小减除方案, 或简写为 MS.

二次发散的一圈自能在维数正规化方案中变成

−iΣ(p2) =
λ

2

∫
dnk

(2π)4
1

k2 − µ2 + iε
=
−iλπn/2Γ

(
1− n

2

)

32π4(µ2)1−n/2
(7-120)

由等式

Γ
(
1− n

2

)
=

Γ
(
3− n

2

)
(
1− n

2

) (
2− n

2

) (7-121)

可以看出二次发散的极点在 n = 4 和 n = 2 处. 对于 n → 4 有

−iΣ(0) =
iλµ2

16π2

1
4− n

(7-122)

7.2 幂次计算和可重整化性

我们现在开始讨论更一般的相互作用的重整化问题. 显然, 在这个讨论中, 使

用 BPH 方案是比较方便的.

7.2.1 包含费米子和标量场的理论

先来讨论只包含费米场 ψ 和标量场 φ的简单情形. 首先分析几个简单的例子.

(1) 四费米子相互作用. 相互作用拉氏量取为

LI = g
(
ψ̄ψ

)2 (7-123)

设
F =费米子外线的数目

IF =费米子内线的数目
(7-124)

计算费米子线总数, 可得

F + 2 (IF ) = 4n (7-125)
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计算不受约束的动量数, 得到

L = (IF )− n + 1 (7-126)

这里 n 为顶点个数. 表观发散度为

D = 4L− (IF ) (7-127)

将 L 和 IF 消去, 得到化简后的公式为

D = 4− 3
2
F + 2n (7-128)

这意味着,当 n足够大时, 对于任意 F 都有 D > 0, 因此需要无数种不同的抵消项.

这些抵消项如下:

F = 2 : ψ̄ψ, ψ̄/∂ψ, ψ̄/∂/∂ψ, ψ̄/∂/∂/∂ψ, · · · (7-129)

F = 4 : ψ̄ψψ̄ψ, ψ̄/∂ψψ̄ψ, ψ̄/∂ψψ̄/∂ψ, ψ̄ψψ̄/∂/∂ψ, ψ̄/∂/∂/∂ψψψ, · · · (7-130)

· · · · · · (7-131)

因此我们无法通过重新定义拉氏量中的参数来吸收这些无穷大.

(2) Yukawa 相互作用. 相互作用拉氏量取为

LI = fψ̄γ5ψφ (7-132)

于是有

F + 2 (IF ) = 2n, B + 2 (IB) = n (7-133)

以及

L = (IF ) + (IB)− n + 1 (7-134)

n 是顶点数. 表观发散度为

D = 4L− (IF )− 2(IB) (7-135)

化简可得

D = 4−B − 3
2
F (7-136)

可以看到 D 和 n 无关. 因此只有在 B 和 F 较小时, 才可能有 D > 0. 所需要的抵

消项是

B = 2, F = 0 : φ2, (∂µφ)2 ; B = 4, F = 0 : φ4 (7-137)
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F = 2, B = 0 : ψ̄ψ, ψ̄/∂ψ; F = 2, B = 1 : φψ̄ψ (7-138)

这些抵消项都可以通过重新定义拉氏量中的参数被吸收掉,只要原先的拉氏量中有

φ4 项.

现在可以开始研究最一般的情况. 将拉氏量密度写成如下的一般形式

L = L0 +
∑

i

Li (7-139)

其中, L0 是自由场拉氏量, 包含场的二次项. Li 是相互作用项, 比如,

Li = g1ψ̄γµψ∂µφ, g2

(
ψ̄ψ

)2
, g3

(
ψ̄ψ

)
φ, · · · (7-140)

其中, ψ 表示费米场, φ 表示标量场. 定义如下变量:

ni =第 i 类顶点的个数;

bi =与第 i 类顶点相连的标量场线的数目;

fi =与第 i 类顶点相连的费米子线的数目;

di =第 i 类顶点中的微分次数;

B =标量场外线的数目;

F =费米场外线的数目;

IB =标量场内线的数目;

IF =费米场内线的数目.

计算总的标量线和费米子线数, 得到

B + 2 (IB) =
∑

i

nibi (7-141)

F + 2 (IF ) =
∑

i

nifi (7-142)

根据各顶点处动量守恒, 可以计算圈积分 L 的数目, 得到

L = (IB) + (IF )− n + 1, n =
∑

i

ni (7-143)

上式右边的最后一项是因为圈积分不涉及整体的动量守恒. 表观发散度由下式

给出

D = 4L− 2 (IB)− (IF ) +
∑

i

nidi (7-144)
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代入方程 (7-141) 和 (7-142) 可得

D = 4−B − 3
2
F +

∑

i

niδi (7-145)

其中

δi = bi +
3
2
fi + di − 4 (7-146)

称为相互作用的发散指标(index of divergence). 因为拉氏量密度 L 的量纲是 4, 标

量场、费米场和导数算符的量纲分别是 1、
3
2
和 1, 所以可以计算出耦合常数 gi 的

量纲

dim (gi) = 4− bi − 3
2
fi − di = −δi (7-147)

因此每个相互作用项的发散指标与各自耦合常数的量纲有关. 依据 δi 的大小,分 3

种情况进行讨论.

(1) δi < 0, 在这种情况下, D 随着第 i 类顶点数的增加而减小. 这种相互作

用被称为超可重整化(super-renormalizable)的相互作用,发散只出现在低阶的图中.

只有一种理论符合这种情形, 即 φ3 相互作用.

(2) δi = 0, 在这种情况下, D 与第 i 类顶点的数目无关, 相互作用被称为可重

整化的相互作用. 发散只出现在少数的一些 Green函数中. 这种类型的相互作用是

gφ4, fψ̄ψφ.

(3) δi > 0, 此时 D 随着第 i 类顶点数的增加而增大. 当 ni 足够大时, 所有的

Green 函数都会发散. 这种理论称为不可重整化的相互作用. 这种情况有许多例子,

如 g1ψ̄γµψ∂µφ, g2

(
ψ̄ψ

)2, g3φ
5, · · · .

发散指标 δi 也可以和算符的正则量纲(canonical dimension)相联系.正则量纲

是基于自由场论中传播子的高能行为来定义的. 更具体地说, 对于任意算符 A, 两

点函数写成

DA

(
p2

)
=

∫
d4xe−ip·x 〈0 |T (A (x) A (0))| 0〉 (7-148)

如果上式有如下渐近行为

DA

(
p2

) → (
p2

)−ωA/2
, 当 p2 →∞时 (7-149)

那么可将正则量纲定义为

d (A) = (4− ωA) /2 (7-150)

因此, 对于费米场和标量场有

d (φ) = 1, d (∂nφ) = 1 + n (7-151)
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d (ψ) =
3
2
, d (∂nψ) =

3
2

+ n (7-152)

注意, 这几个简单的例子里的正则量纲和用量纲分析得到的简单量纲(naive dimen-

sion) 相同. 而我们在后面矢量场的部分将会看到, 正则量纲未必等于简单量纲.

对于由标量场或费米场的多项式构成的复合算符, 很难得知它们的渐近行为.

因此, 将它们的正则量纲定义为它们的组分场的正则量纲的代数和. 例如,

d
(
φ2

)
= 2, d

(
ψ̄ψ

)
= 3 (7-153)

对于之前遇到过的作用量中出现的一般的复合算符, 有

d (Li) = bi +
3
2
fi + di (7-154)

代入等式 (7-146), 得到它与发散指标的关系为

δi = d (Li)− 4 (7-155)

可以看到, 量纲是 4 的相互作用是可重整化的, 而量纲大于 4 的相互作用则不可重

整化. 因此, 如果要求理论是可重整化的, 那么这对可能的相互作用是很大的限制.

基本上,对于包含标量场和费米场的理论,可能的相互作用就是 φ3, φ4,
(
ψ̄ψ

)
φ以及

它们的包含内部对称性指标的推广形式.

抵消项

回顾之前通过加入抵消项来消除表观发散度 D > 0 的 Green 函数中的所有发

散. 为方便起见, 在外动量 pi = 0 处进行 Taylor 展开. 很容易看出, 对于一个一般

的给定了 F 和 B 的 D > 0 的 Feynman 图, 抵消项的形式是

Oct = (∂µ)α (ψ)F (φ)B
, α = 0, 1, 2, · · · , D (7-156)

例如,在 Yukawa理论中, F = 2的图,即有 2条费米子线的图的表观发散度 D = 1.

因此需要 α = 0, 1 的抵消项, 形式如下

ψ̄ψ, ψ̄γµ∂µψ (7-157)

方程 (7-156) 中给出的抵消项的正则量纲为

dct =
3
2
F + B + α (7-158)

发散指标为

δct = dct − 4 (7-159)
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代入方程 (7-145) 得

δct = (α−D) +
∑

i

niδi (7-160)

因为 α 6 D, 所以有

δct 6
∑

i

niδi (7-161)

这意味着, 一个 Feynman 图的抵消项的发散指标小于等于图中出现的所有相互作

用的发散指标 δi 的和.

于是可以得到一个非常有用的结果: δi =0 的可重整化的相互作用会生成 δct 60

的抵消项. 因此, 如果所有 δi 6 0 的项都包含在初始的拉氏量中, 那么抵消项将会

与初始拉氏量中的相互作用有相同的结构,这样它们就可以被看成用来重新定义理

论中参数, 如质量和耦合常数. 另外, δi > 0 的不可重整化的相互作用中, 在足够高

的阶数, 会出现 δct 任意大的抵消项, 它们显然是不能通过重新定义参数来被吸收

进初始的拉氏量中的, 因此不可重整化的理论未必会是无穷大的; 但是, 在微扰论

的框架下中, 它生成的无限多个抵消项会使它缺乏预测能力, 因而用处不大.

下面我们要采用一个更严格的可重整化性的定义:如果重整化过程带来的抵消

项都能够通过重新定义拉氏量中的参数被吸收掉, 那么根据幂次计算, 这个拉氏量

就被称为是可重整化的. 在这个定义下,只包含 Yukawa相互作用 ψ̄γ5ψφ的理论是

不可重整化的, 即使它的耦合常数是无量纲的. 这是因为, 如图 7-16 所示的一圈图

是对数发散的, 它需要一个 φ4 形式的抵消项, 而这样的项并没有出现在初始拉氏

量中. 因此 Yukawa 相互作用加上 φ4 相互作用才是可重整化的.

图 7-16 Yukawa 作用的框图 (box diagram)

7.2.2 包含矢量场的理论

这里我们区别无质量矢量场和有质量矢量场这两种情况,因为它们的自由场传

播子的渐近行为非常不同.
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1. 无质量矢量场

无质量矢量场通常和局域规范不变性有关,如 QED.这样的矢量场的自由场传

播子的渐近行为与标量场非常类似. 比如, 在 Feynman 规范中有

∆µν (k) =
−igµν

k2 + iε
−→ O

(
k−2

)
, 当 k2 很大时 (7-162)

这与标量场的渐近行为相同. 那么它的正则量纲就是

d (Aµ) = 1 (7-163)

与标量场的相同.因此无质量矢量场与费米场、标量场相互作用的理论的幂次计算

同之前的一样.

这类可重整化的相互作用的形式为

ψ̄γµψAµ, φ2AµAµ, (∂µφ) φAµ (7-164)

这里 Aµ 是零质量的矢量场, ψ 是费米场, φ 是标量场.

注意, 对于零质量矢量场的理论, 在构造抵消项时需要考虑规范不变性. 以

QED 为例, 拉氏量是

L = ψ (x) γµ (i∂µ − eAµ) ψ (x)−mψ (x) ψ (x)− 1
4
FµνFµν (7-165)

它对如下的规范变换保持不变

Aµ −→ A′µ = Aµ − ∂µα, ψ (x) −→ ψ′ (x) = eieαψ (7-166)

在这个理论中表观发散度是

D = 4−B − 3
2
F (7-167)

因此有如下几种 D > 0 的情形:

(1) B = 2, F = 0 =⇒ D = 2.

这说明光子场的 1PI 两点 Green 函数

πµν (q) =
∫

d4x e−iq·x 〈0 |T {Jµ(x)Jν (0)}| 0〉 (7-168)

是二次发散的. 其中 Jµ(x) 是电磁流. 由流守恒可得

qµπµν (q) = 0, qνπµν (q) = 0 (7-169)

这意味着 πµν (q) 有如下结构

πµν (q) =
(
gµνq2 − qµqν

)
π

(
q2

)
(7-170)
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因此只有 π(0) 是对数发散, 抵消项是 π(0)FµνFµν . 换句话说, 由于规范对称性的

结果, 这里不需要 AµAµ 形式的抵消项.

举例来说,考虑费米子圈对光子自能的贡献 (图 7-17),通常称为真空极化 (vac-

uum polarization).

图 7-17 一圈真空极化

根据 Feynman 规则有

πµν (q) =
∫

d4k

(2π)4
tr

(
1

/k −m
γµ

1
/k + /q −m

γν

)
(7-171)

那么

qµπµν (q) =
∫

d4k

(2π)4
tr

(
1

/k −m
/q

1
/k + /q −m

γν

)
(7-172)

将 /q 写成这样的形式

/q = (/k + /q −m)− (/k −m) (7-173)

得到

qµπµν (q) =
∫

d4k

(2π)4
tr

[(
1

/k −m
− 1

/k + /q −m

)
γν

]
(7-174)

如果可以在第二项中对积分变量作代换: k → k − q, 那么它就可以和第一项抵消,

得到

qµπµν (q) = 0 (7-175)

然而这个积分是高度发散的, 不可以这样平移积分变量. 但是, 如果对它进行维数

正规化: d4k → dnk, 那么它在 n 足够小时是收敛的, 就可以平移积分变量得到我

们想要的结果.这个例子说明,顶点函数和传播子的关系——通常体现为Ward恒

等式, 是与维数无关的, 因而维数正规化对它们是最有用的.

(2) B = 1, F = 2 =⇒ D = 0.

此时顶点函数是对数发散的, 需要的抵消项的形式是 ψ(x)γµAµψ(x), 和初始

拉氏量中相互作用项的形式相同.

(3) B = 4, F = 0 =⇒ D = 0.

这个似乎会对两个光子的散射图 (图 7-18) 有一个对数发散的贡献, 需要一个

抵消项 A4. 但是规范不变性又一次改变了发散的情形. 为了看明白这一点,写出光
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子–光子散射振幅

T=
∫ 4∏

i=1

[
d4xie−iqi·xi

]
εµ (q1) εν (q2) εα (q3) εβ (q4)〈0 |T [Jµ(x1)Jν(x2)Jα(x3)Jβ(x4)]| 0〉

= εµ (q1) εν (q2) εα (q3) εβ (q4) Tµναβ (q1, q2, q3, q4)

图 7-18 双光子散射图

很容易看出来, 由规范对称性可得

qµ
1 Tµναβ (q1, q2, q3, q4) = 0, qν

2Tµναβ (q1, q2, q3, q4) = 0, · · · (7-176)

这就意味着, 在 Tµναβ (q1, q2, q3, q4) 的 Taylor 展开中, 常数项即没有微分的项是 0,

不需要抵消项.

2. 有质量的矢量场

这里的自由场拉氏量的形式如下

L0 = −1
4

(∂µVν − ∂νVµ)2 +
1
2
M2

V V 2
µ (7-177)

其中, Vµ 是一个有质量的矢量场, MV 是场的质量. 动量空间的传播子形式为

Dµν (k) =
−i

(
gµν − kµkν/M2

V

)

k2 −M2
V + iε

→ O (1) , 当 k →∞ 时 (7-178)

要得到上式, 首先有
∫

d4xL0 =
∫

d4x
1
2

[
Vµ∂2V µ − Vµ∂µ∂νVν + M2

V VµV µ
]

=
∫

d4x
1
2
Vµ[

(
∂2 + M2

V

)
gµν − ∂µ∂ν ]Vν (7-179)

传播子定义为

[
(
∂2 + M2

V

)
gµν − ∂µ∂ν ]Gνβ(x− y) = gµ

βδ4 (x− y) (7-180)
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简单来讲, 传播子是 Vµ 二次项中的算子的逆. 可以用 Fourier 变换来解这个方程.

设

Gνβ(x− y) =
∫

d4xe−ikxDνβ (k) (7-181)

代入方程可得

[
(−k2 + M2

V

)
gµν + kµkν ]Dνβ = gµ

β (7-182)

利用 Dνβ 的张量性质可以将它分解为

Dνβ = agνβ + bkβkν (7-183)

于是有

a
[(−k2 + M2

V

)
gµ

β + kµkβ

]
+ b

[(−k2 + M2
V

)
kµkβ + k2kµkβ

]
= gµ

β (7-184)

整理对应项系数, 得到

a = − 1
k2 −M2

V

, b =
1

M2
V

1
k2 −M2

V

(7-185)

所以

Dµν (k) =
−i

(
gµν − kµkν/M2

V

)

k2 −M2
V + iε

(7-186)

这意味着有质量矢量场的正则量纲是 2, 不是 1. 幂次计算随表观发散度修改为

D = 4−B − 3
2
F − V +

∑

i

ni (∆i − 4) (7-187)

其中

∆i = bi +
3
2
fi + 2vi + di (7-188)

这里 V 是矢量场外线的数目, vi 是第 i 类顶点中的矢量场的数目, ∆i 是 L 中相
互作用项的正则量纲. 从上面 ∆i 的公式可以看出, 包含有质量矢量场的唯一的可

重整化的相互作用, 即 ∆i 6 4 的相互作用形式是 φ2Aµ, 但它不是 Lorentz 不变的.

所以有质量矢量场没有可用的可重整化的相互作用. 但是有两个重要的例外应当

注意:

(1) 在一个可自发对称破缺的规范理论中, 规范玻色子可以在保持理论可重整

化的情况下获得质量 [10].

(2)一个中性的有质量的矢量玻色子耦合到一个守恒流上的理论也是可重整化

的. 我们可以这样来启发式地理解这一点. 方程 (7-178) 中的传播子通常出现在守

恒流 Jµ (k)和 Jν (k)之间,又因为流守恒 kµJµ (k) = 0,即坐标空间中的 ∂µJµ (x) =

0,所以 kµkν/M2
V 项不会有贡献. 这样它的幂次计数实质上与无质量矢量场的情形

相同.
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7.2.3 复合算符

有时需要考虑包含复合算符 (composite operator) 的 Green 函数. 复合算符是

指由同一时空点的多个场及它们的导数构成的多项式. 现在通过一个例子来对其

进行具体说明. 考虑 λφ4 理论中的一个简单的复合算符 Ω(x) = 1
2φ2(x). 插入一个

Ω 的 Green 函数的形式为

G
(n)
Ω (x;x1, x2, · · · , xn) = 〈0|T

{
1
2
φ2(x)φ(x1)φ(x2) · · ·φ(xn)

}
|0〉 (7-189)

在动量空间中有

(2π)4δ4(p + p1 + · · ·+ pn)G(n)
Ω (p; p1, · · · , pn)

=
∫

d4x e−ipx

∫ n∏

i=1

d4xie−ipixiG
(n)
Ω (x;x1, · · · , xn) (7-190)

在微扰论中, 可以用 Wick 定理由 Feynman 图算出这些 Green 函数. 比如, 使

用 Wick 定理, 取 λ 的最低阶, 包含一个复合算符 Ω(x) = 1
2φ2(x) 的两点函数是

G
(2)
φ2 (x;x1, x2) =

1
2

〈
0|T{φ2(x)φ(x1)φ(x2)}|0

〉
= i∆(x− x1)i∆(x− x2) (7-191)

在动量空间中的形式为

G
(2)
φ2 (p; p1, p2) = i∆(p1)i∆(p + p1) (7-192)

它对应于图 7-19(a). 去掉外部传播子, 可以得到

Γ (2)
φ2 (p, p1,−p1 − p) = 1 (7-193)

图 7-19 复合算符的 Feynman 图

同样地, Green 函数取到 λ 的第一阶, 有

G
(2)
φ2 (x, x1, x2) =

∫
〈0|T

{
1
2
φ2(x)φ(x1)φ(x2)

(−iλ)
4!

φ4(y)
}
|0〉d4y

=
∫

d4y
−iλ
2

[i∆(x− y)]2i∆(x1 − y)i∆(x2 − y)
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它对应于图 7-19(b). 去掉外线的 1PI 动量空间 Green 函数是

Γ (2)
φ2 (p; p1,−p− p1) =

−iλ
2

∫
d4l

(2π)4
i

l2 − µ2 + iε
i

(l − p)2 − µ2 + iε
(7-194)

为了系统且有条理地计算这一类 Green 函数, 可以将一个 χ(x)Ω(x) 项加到 L 中

L[χ] = L[0] + χ(x)Ω(x) (7-195)

这里的 χ(x)是一个 c数的源函数. 可以用这个外源构造生成泛函W [χ]. 将 lnW [χ]

对 χ 作微分后再设 χ 为 0, 就可以得到连通的 Green 函数.

复合算符的重整化

有一个复合算符的 Green 函数的表观发散度是

DΩ = D + δΩ = D + (dΩ − 4) (7-196)

其中, dΩ 是 Ω 的正则量纲. 对于 Ω(x) = 1
2φ2(x), 有 dφ2 = 2 以及 Dφ2 = 2− n, 所

以只有两点函数 Γ (2)
φ2 是对数发散的. 它的 Taylor 展开的形式为

Γ (2)
φ2 (p; p1,−p− p1) = Γ (2)

φ2 (0; 0, 0) + Γ (2)
φ2R(p; p1,−p− p1) (7-197)

可以将抵消项
−i
2

Γ (2)
φ2 (0; 0, 0)χ(x)φ2(x) (7-198)

和初始项相结合写出

−i
2

χφ− i
2
Γ (2)

φ2 (0; 0, 0)χφ2 = − i
2
Zφ2χφ2 (7-199)

这里的 Zφ2 是 φ2 算符的重整化常数. 通常需要将抵消项 ∆Ω 插入初始的相加项

中

L −→ L + χ(Ω + ∆Ω) (7-200)

如果 ∆Ω = CΩ , 就像 Ω =
1
2
φ2 的情形, 有

L[χ] = L[0] + χZΩΩ = L[0] + χΩ0 (7-201)

其中

Ω0 = ZΩΩ = (1 + C)Ω (7-202)

这样的复合算符被称为乘积可重整化的(multiplicative renormalizable). 那么未重整

化的算符 Ω0 的 Green 函数和重整化的算符 Ω 的 Green 函数的关系是

G
(n)
Ω0

(x;x1, x2, · · · , xn) = 〈0|T{Ω0(x)φ0(x1)φ0(x2) · · ·φ0(xn)}|0〉

= ZΩZ
n/2
φ G

(n)
ΩR(x;x1, · · · , xn)

(7-203)
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在更一般的情况中, 抵消项中的算符可能与原来的算符不一样, 即 ∆Ω 6= CΩ . 此

时一个复合算符的重整化可能需要正比于其他复合算符的抵消项.这种情况可能需

要引进复合算符间的混合 (mixing). 下面我们举例说明.

考虑两个复合算符 A和 B. 用 ∆A和 ∆B 表示它们的抵消项.计入抵消项,可

以将拉氏量写为

L[χ] = L[0] + χA(A + ∆A) + χB(B + ∆B) (7-204)

一种很常见的情况是, 抵消项 ∆A 和 ∆B 是 A 和 B 的线性组合, 即

∆A = CAAA + CABB (7-205)

∆B = CBAA + CBBB (7-206)

我们称这种情况为 A 和 B 之间有算符混合 (operator mixing). 于是有

L[χ] = L[0] + (χA χB) {C}
(

A

B

)
, C =

(
1 + CAA CAB

CBA 1 + CBB

)
(7-207)

通过双幺正变换 (bi-unitary transformation) 将 {C} 对角化 (这个方法在电弱理论

中会有更详细的描述)

U{C}V + =

(
ZA′ 0

0 ZB′

)
(7-208)

其中, U, V 是两个 2× 2 的幺正矩阵. 那么

L[χ] = L[0] + ZA′χA′A
′
+ ZB′χB′B

′
(7-209)

(
A
′

B
′

)
= V

(
A

B

)
, (χA′ χB′ ) = (χA χB) U (7-210)

所以新的组合 A
′
和 B

′
是乘法可重整化的.

7.3 重 整 化 群

下面简要地讨论一下重整化群的相关概念. 重整化方案需要选定减除点, 这样

会引入新的能量标度. 下面我们将看到, 这里引入了与能量相关的“耦合常数”的

概念, 如

λ = λ(s) (7-211)

尽管初始拉氏量中的耦合常数和能量无关.
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重整化群方程

一般来说,重整化方案 (或减除点)的选择有一定的任意性,然而物理结果应该

是不受这种任意性影响的, 它和重整化方案的选择无关 —— 本质上这就是重整化

群方程的物理内涵. 假设有 R 和 R′ 两套不同的重整化方案. 从 BPH 重整化的观

点来看 (式 (7-61)), 可以将裸拉氏量写成

L = LR(R- 量) = LR′(R′- 量) (7-212)

回顾之前的内容, 有如下的关系

φR = Z
− 1

2
ϕR φ0, λR = Z−1

λRZ2
φRλ0, µ2

R = µ2
0 + δµ2

R (7-213)

同样地,

φR′ = Z
− 1

2
ϕR′φ0, λR′ = Z−1

λR′Z
2
φR′λ0, µ2

R′ = µ2
0 + δµ2

R′ (7-214)

既然 φ0, λ0 和 µ0 是相同的, 那么可以找出 R- 量和 R′- 量之间的关系.

为了与标准符号相统一,需要改变一下之前使用的符号.下面用 m0 和 m代替

µ0 和 µ 来表示裸质量和物理质量, 参数 µ 现在用来表示减除点. 一般来说, 重整

化的 1PI Green 函数与裸的 1PI Green 函数的关系是

Z
−n

2
φ Γ (n)

R (pi, λ, m, µ) = Γ (n)(pi, λ0,m0) (7-215)

重整化的函数 Γ (n)
R (pi, λ, m, µ) 和减除点 µ 有关, 而未重整化的 Γ (n)(pi, λ0,m0) 则

与它无关, 所以

µ
∂

∂µ
Γ (n)(pi, λ0µ

2
0) = 0 =⇒ µ

∂

∂µ
[Z−

n
2

φ Γ (n)
R (pi, λ, m, µ)] = 0 (7-216)

使用复合函数求导的链式法则, 得到
[
µ

∂

∂µ
+ β (λ)

∂

∂λ
+ m (λ)

∂

∂m
− nγ (λ)

]
Γ (n)

R = 0 (7-217)

其中

β (λ) = µ
∂λ

∂µ
, m (λ) = µ

∂m

∂µ
, γ (λ) =

1
2
µ

∂

∂µ
lnZφ (7-218)

上式就是所谓的 Callan-Symanzik 方程, 又称为重整化群方程 [11].

现在来讨论 Green 函数随减除能标 µ 变化时的行为, 特别是在高能区的渐近

行为. 根据量纲分析, 定义一个如下的量纲为一的物理量 Γ̄ :

Γ (n)
R (pi, λ, m, µ) = µ4−nΓ̄ (n)

R

(
pi

µ
, λ, m

)
(7-219)
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这样就可以用参数 µ 来度量 (scale) 所有其他的有量纲的量, 如动量 pi. 为了简单

起见,我们只讨论 m = 0的理论.因为 Γ̄ 是量纲为一的,所以当按比例增加动量时,

有 (
µ

∂

∂µ
+ σ

∂

∂σ

)
Γ̄ (n)

R

(
σpi

µ
, λ

)
= 0 (7-220)

因此 [
µ

∂

∂µ
+ σ

∂

∂σ
+ (n− 4)

]
Γ (n)

R

(
σpi

µ
, λ

)
= 0 (7-221)

上式结合 Callan-Symanzik 方程, 可以得到
[
σ

∂

∂σ
− β(λ)

∂

∂λ
+ nγ(λ) + (n− 4)

]
Γ (n)

R (σpi, λ, µ) = 0 (7-222)

为了求解这个方程, 可以通过如下变换去掉非导数项

Γ (n)
R (σpi, λ, µ) = σ4−n exp

[
n

∫λ

0

γ(x)
β(x)

dx

]
F (n)(σpi, λ, µ) (7-223)

函数 F (n) 满足的方程是

[
σ

∂

∂σ
− β(λ)

∂

∂λ

]
F (n)(σpi, λ, µ) = 0 (7-224)

或 [
∂

∂t
− β(λ)

∂

∂λ

]
F (n)(etpi, λ, µ) = 0, t = ln σ (7-225)

引入有效常数 λ̄ (又称跑动常数), 它满足方程

dλ̄(t, λ)
dt

= β(λ̄), 初始条件为 λ̄(0, λ) = λ (7-226)

上式的解为

t =
∫ λ̄(t,λ)

λ

dx

β(x)
(7-227)

容易得到
1

β(λ̄)
dλ̄

dλ
= β(λ) 以及

[
∂

∂t
− β(λ)

∂

∂λ

]
λ̄(t, λ) = 0 (7-228)

这意味着, 任何通过 λ̄(t, λ) 的形式依赖于 t 和 λ 的函数 F (n) 都会满足式 (7-225)

中的重整化群方程

[
∂

∂t
− β(λ)

∂

∂λ

]
F (n)(pi, λ̄(t, λ), µ) = 0 (7-229)
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至于重整化群方程解的另一个因子, 可以用有效耦合常数将它写成

exp

[
n

∫λ

0

γ(λ)
β(λ)

dλ

]
∼ exp

[
n

∫ λ̄

0

γ(x)
β(x)

dx + n

∫λ

λ̄

γ(x)
β(x)

dx

]

= H(λ̄) exp

[
−n

∫ λ̄

λ

γ(x)
β(x)

dx

]

= H(λ̄) exp
[
−n

∫ t

0

γ(λ̄(t′, λ))dt′
]

其中

H(λ̄) = exp

[
n

∫ λ̄

0

γ(x)
β(x)

dx

]
(7-230)

那么, 解可以写成

Γ (n)
R (σpi, λ, µ) = σ4−n exp

[
−n

∫ t

0

γ(λ̄(x′, λ))dx′
]

H(λ̄)F (n)(pi, λ̄(t, λ), µ) (7-231)

如果令 t = 0(或 σ = 1), 看到

Γ (n)
R (pi, λ, µ) = H(λ)F (n)(pi, λ, µ) (7-232)

因此可以将解化成更简单的形式

Γ (n)
R (σpi, λ, µ) = σ4−n exp

[
−n

∫ t

0

γ(λ̄(x′, λ))dx′
]
Γ (n)

R (pi, λ̄(t, λ), µ) (7-233)

我们来讨论一下这个解的性质. 它的第一个因子 σ4−n 来自于 Green 函数

Γ (n)
R (pi, λ̄(t, λ), µ) 的简单量纲, 因为我们是通过增加 σ 来按比例增加动量的. 第

二个因子给出除了简单量纲部分以外的, 它对 t = lnσ 的依赖关系通常称为反常

量纲 (anomalous dimension). 最后一个因子是初始的未定标的 (unscaled) Green函

数, 只是其中的耦合常数已被替换为有效耦合常数 λ̄(t, λ).

有效耦合常数 λ̄

为了理解 Green 函数的渐近行为, 现在讨论有效耦合常数 λ̄(t, λ) 的渐近行为.

支配 λ̄(t, λ) 行为的微分方程是一个一阶方程

dλ̄(t, λ)
dt

= β(λ̄), 初始条件为 λ̄(0, λ) = λ (7-234)

考虑 β(λ) 有如图 7-20 所示的简单行为的情况.
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图 7-20 β(λ) 的函数图像

假设 0 < λ < λ1, 由方程 (7-234) 可得

dλ̄

dt

∣∣∣∣
t=0

> 0 (7-235)

因此在 t > 0 处, λ̄ 随着 t 的增大而增大, 直到它达到 λ1, 此时
dλ̄

dt
= 0, λ̄ 不会再

变. 另外, 如果一开始 λ1 < λ < λ2, 那么

dλ̄

dt

∣∣∣∣
t=0

< 0 (7-236)

λ̄ 会减小, 直到减至 λ1. 因此, 当 t →∞ 时, 得到

lim
t→∞

λ̄(t, λ) = λ1, λ1称为紫外稳定的不动点 (ultraviolet stable fixed point)

(7-237)

以及

Γ (n)
R (pi, λ̄(t, λ), µ) t→∞−−−→ Γ (n)

R (pi, λ1, µ) (7-238)

我们以一个例子来进行说明. 假设 β(x) 在 λ = λ1 处有一个一阶零点

β(λ) ' a(λ1 − λ), a > 0 (7-239)

那么
dλ̄

dt
= a(λ1 − λ) ⇒ λ̄ = λ1 + (λ− λ1)e−at (7-240)

也就是说, λ̄ 是以 t = ln σ 的指数形式趋近于不动点 λ1. 另外, 前因子也能被化简

∫ t

0

γ(λ̄(x, λ))dx =
∫ λ̄

λ

γ(y)dy

β(y)

≈−γ(λ1)
a

∫ λ̄

λ

dλ′

λ′ − λ1

=
−γ(λ1)

a
ln

(
λ̄− λ1

λ− λ1

)

=γ(λ1)t = γ(λ1) lnσ
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因此

lim
σ→∞

Γ (n)
R (σpi, λ, µ) = σ4−n[1+γ(λ1)]Γ (n)

R (pi, λ1, µ) (7-241)

这说明场论中的渐近行为是被不动点 λ1 和反常量纲 γ(λ1) 所控制的.

7.4 附录: n 维积分

7.4.1 n 维“球”坐标

在 n 维空间中, 笛卡儿坐标可以用如下的“球”坐标进行参数化:

x1 = rn sin θn−1 sin θn−2 · · · sin θ2 sin θ1

x2 = rn sin θn−1 sin θn−2 · · · sin θ2 cos θ1

x3 = rn sin θn−1 sin θn−2 · · · sin θ3 cos θ2

· · · · · ·
xn = rn cos θn−1 (7-242)

其中

0 6 θ1 6 2π, 0 6 θ2, θ3, · · · , θn−1 6 π (7-243)

并且有

r2
n = x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n (7-244)

下面我们要说明 n 维无穷小体积元可以写成

dx1dx2dx3 · · ·dxn (7-245)

= rn−1
n (sin θn−1)

n−2 (sin θn−2)
n−3 · · · (sin θ2) (dθ1dθ2 · · ·dθn−1) drn

我们的方法是找出 n 和 n− 1 维体积因子之间的关系. 也就是说, 我们会从最简单

的 n = 2 例子出发, 逐步推广到更高维的情况.

n = 2 → n = 3 → n = 4 →任意的n (7-246)

1. n = 2

此时两个笛卡儿坐标 (x1, x2) 可以用我们熟悉的极坐标 (r2, θ1) 表示

x1 = r2 sin θ1, x2 = r2 cos θ1, 0 6 θ1 6 2π, r2
2 = x2

1 + x2
2 (7-247)

邻近两点的距离 ds2 为

(ds2)
2 = (dx1)

2 + (dx2)
2 = (dr2)

2 + r2
2 (dθ1)

2 (7-248)
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那么“体积元”就是相互正交的方向上的每个小段的乘积 —— 即坐标微分的乘积

再加上合适的系数, 系数可以从 (二次的) 距离关系上看出来

dV2 = dx1dx2 = (dr2) (r2dθ1) = r2dr2dθ1 (7-249)

实际上, 距离公式中 (dr2)2 和 (dθ1)2 的系数就是二维极坐标的度规. 它们的乘积

开平方根后就是“体积元”在新坐标中的系数.

2. n = 3

考虑一个三维球体. 如果用一个垂直于 x3 轴的平面切割这个球体, 就会得到

一系列的圆盘. 这些圆位于笛卡儿坐标 (x1, x2) 张成的平面. 如上文所述, 坐标

(x1, x2) 和极坐标 (r2, θ1) 的关系如下

x1 = r2 sin θ1, x2 = r2 cos θ1, 0 6 θ1 6 2π, r2
2 = x2

1 + x2
2 (7-250)

因此这个平面上的无穷小距离元可以用这两种坐标系表示为

(dx1)
2 + (dx2)

2 = (dr2)
2 + r2

2 (dθ1)
2 (7-251)

还可以用包含 x3 轴的平面来切割球体,得到一系列“垂直的圆”. 在这些二维子空

间中, 笛卡儿坐标是 (r2, x3), 对应于极坐标 (r3,θ2):

r2 = r3 sin θ2, x3 = r3 cos θ2, 0 6 θ2 6 π (7-252)

r2
3 = r2

2 + x2
3 = x2

1 + x2
2 + x2

3 (7-253)

可以看出, θ2 就是通常所说的极角. 就像等式 (7-251), 此时无穷小的距离元也可以

表示成两种等价的形式

(dr2)
2 + (dx3)

2 = (dr3)
2 + r2

3 (dθ2)
2 (7-254)

结合式 (7-250) 和式 (7-252) 中的这两组坐标, 就可以得到通常的球坐标关系

x1 = r3 sin θ2 sin θ1

x2 = r3 sin θ2 cos θ1 (7-255)

x3 = r3 cos θ2

用式 (7-251), 可以将 3 维的距离公式

(ds3)
2 = (dx1)

2 + (dx2)
2 + (dx3)

2 (7-256)

写成

(ds3)
2 = (dr2)

2 + r2
2 (dθ1)

2 + (dx3)
2 (7-257)
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再结合等式 (7-254) 和式 (7-252), 它可以进一步被化成球坐标的形式

(ds3)
2 =(dx1)

2 + (dx2)
2 + (dx3)

2

=(dr3)
2 + r2

2 (dθ1)
2 + r2

3 (dθ2)
2

=(dr3)
2 + r2

3 sin θ2
2 (dθ1)

2 + r2
3 (dθ2)

2 (7-258)

将这三项相乘再开根号就可以得到体积元

dV3 = (dr3) (r3 sin θ2dθ1) (r3dθ2) = r2
3 sin θ2 (dr3dθ1dθ2) (7-259)

3. n = 4

我们也可以想象用流形 (x4 = 常数) 来切割四维“球体”, 得到半径为 r3 =

r4 sin θ3的三维球. 在这些三维球中,可以引入式 (7-255)中的三维球坐标 (r3, θ1, θ2):

x1 = r3 sin θ2 sin θ1 = (r4 sin θ3) sin θ2 sin θ1

x2 = r3 sin θ2 cos θ1 = (r4 sin θ3) sin θ2 cos θ1 (7-260)

x3 = r3 cos θ2 = (r4 sin θ3) cos θ2

它的距离公式是式 (7-258):

(dx1)
2 + (dx2)

2 + (dx3)
2 = (dr3)

2 + r2
3 (dθ2)

2 + r2
3 sin2 θ2 (dθ1)

2 (7-261)

然后再引入 (r3, x4) 平面中的 2 维极坐标 (r4, θ3):

r3 = r4 sin θ3, x4 = r4 cos θ3 (7-262)

其中的距离公式是

(dr3)
2 + (dx4)

2 = (dr4)
2 + r2

4 (dθ3)
2 (7-263)

这样, 利用等式 (7-261) 和 (7-263), 可以把 4 维空间中的无穷小距离写成

(ds4)
2 =

[
(dx1)

2 + (dx2)
2 + (dx3)

2
]

+ (dx4)
2 (7-264)

=
[
(dr3)

2 + r2
3 (dθ2)

2 + r2
3 sin2 θ2 (dθ1)

2
]

+ (dx4)
2

=
[
(dr3)

2 + (dx4)
2
]

+ r2
3 (dθ2)

2 + r2
3 sin2 θ2 (dθ1)

2

=(dr4)
2 + r2

4 (dθ3)
2 + r2

3 (dθ2)
2 + r2

3 sin2 θ2 (dθ1)
2

于是无穷小体积元就是

dv4 =(dr4) (r4dθ3) (r3dθ2) (r3 sin θ2dθ1)

= r3
4 sin2 θ3 sin θ2 (dr4dθ1dθ2dθ3) (7-265)
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其中在最后一步使用了等式 (7-262).

4. 任意的 n

与前面的分析相类比可以得到, 对于一般的 n 有

x1 = rn sin θn−1 sin θn−2 · · · sin θ2 sin θ1

x2 = rn sin θn−1 sin θn−2 · · · sin θ2 cos θ1

x3 = rn sin θn−1 sin θn−2 · · · sin θ3 cos θ2

· · · · · ·
xn = rn cos θn−1 (7-266)

其中

r2
n = x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n, 0 6 θ1 6 2π, 0 6 θ2, θ3, · · · , θn−1 6 π (7-267)

无穷小距离元是

(dsn)2 =(dx1)
2 + (dx2)

2 + · · ·+ (dxn)2 (7-268)

= (drn)2 + r2
n (dθn−1)

2 + r2
n sin2 θn−1 (dθn−2)

2

+ r2
n sin2 θn−1 sin2 θn−2 (dθn−3)

2 + · · ·
+ r2

n sin2 θn−1 sin2 θn−2 · · · sin2 θ2 (dθ1)
2

体积元是

dVn =dx1dx2 · · ·dxn (7-269)

=(rn)n−1 (sin θn−1)
n−2 (sin θn−2)

n−3 · · · sin θ2 (drndθ1dθ2 · · ·dθn−1)

7.4.2 维数正规化中的一些积分

在维数正规化中,可以推导出分母幂次是 α的 n维 Feynman积分的如下结果.

(1)

I0 (α, n) =
∫

dnk

(2π)n
1

(k2 + 2p · k + M2 + iε)α

= i
(−π)

n
2

(2π)n

Γ
(
α− n

2

)

Γ (α)
1

(M2 − p2 + iε)α−n
2

(7-270)

(2)

Iµ (α, n) =
∫

dnk

(2π)n
kµ

(k2 + 2p · k + M2 + iε)α

= −pµI0 (α, n) (7-271)
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(3)

Iµν (α, n) =
∫

dnk

(2π)n
kµkν

(k2 + 2p · k + M2 + iε)α

= I0 (α, n)


pµpν +

1
2
gµν

M2 − p2

α− n

2
− 1


 (7-272)

(4)

Iµνρ (α, n) =
∫

dnk

(2π)n
kµkνkρ

(k2 + 2p · k + M2 + iε)α

= −I0 (α, n)


4pµpνpρ +

1
2
(gµνpρ + gµρpν + gνρpµ)

M2 − p2

α− n

2
− 1


 (7-273)

下面我们逐个推导这些积分.

(1) 在 Feynman 积分

I0 (α, n) =
∫

dnk

(2π)n
1

(k2 + 2p · k + M2 + iε)α (7-274)

中, 分母可以被写成

D = k2 + 2p · k + M2 + iε = (p + k)2 +
(
M2 − p2

)
+ iε

= k′2 +
(
M2 − p2

)
+ iε (7-275)

其中, k′ = k + p. 如果 p2 > M2, 可以做 Wick 转动, 得到

D = −k
2

+ M2 − p2 + iε = −(k̄2 + a2) (7-276)

其中, a2 = p2 −M2 − iε. 此时积分可以写成

I0 (α, n) = i
∫

dnk

(2π)n
1

(−1)α
1

(k2 + a2)α (7-277)

这个积分是欧氏空间中的积分. 同样地, n 维角度积分的结果是

∫
dΩn =

2π
n
2

Γ
(

n
2

) (7-278)
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于是有

I0 (α, n) =
i (−1)α

(2π)n
2π

n
2

Γ
(

n
2

)
∫∞
0

kn−1dk

(k2 + a2)α

=
i (−1)α

(2π)n
2π

n
2

Γ
(

n
2

) 1
2

∫∞
0

t
n
2−1dt

(t + a2)α

=
i (−1)α

(2π)n
π

n
2

Γ
(

n
2

) 1

(a2)α−n
2

Γ
(

n
2

)
Γ

(
α− n

2

)

Γ (α)

= i
(−π)

n
2

(2π)n

Γ
(
α− n

2

)

Γ (α)
1

(M2 − p2 + iε)α−n
2

(7-279)

最常见的收敛的 Feynman 积分有 α = 3:

I0 (3, n) =
∫

dnk

(2π)n
1

(k2 + 2p · k + M2 + iε)3

= i
(−π)

n
2

(2π)n

Γ
(
3− n

2

)

Γ (3)
1

(M2 − p2 + iε)3−
n
2

(7-280)

那么当 n = 4 时有

I0 (3, 4) =
∫

d4k

(2π)4
1

(k2 + 2p · k + M2 + iε)3

=
i

32π2

1
M2 − p2 + iε

(7-281)

(2)

Iµ (α, n) =
∫

dnk

(2π)n
kµ

(k2 + 2p · k + M2 + iε)α (7-282)

和前面一样, 令 k′ = k + p, 得到

Iµ (α, n) =
∫

dnk′

(2π)n

k′µ − pµ

(k′2 + a2)α (7-283)

因为积分是关于原点对称的, 所以 k′µ 的线性项积分是 0. 那么上式的结果就是

Iµ (α, n) = −pµI0 (α, n) (7-284)

(3)

Iµν (α, n) =
∫

dnk

(2π)n
kµkν

(k2 + 2p · k + M2 + iε)α (7-285)

=
∫

dnk

(2π)n
(kµ − pµ) (kν − pν)

(k2 + a2)α

=
∫

dnk

(2π)n
kµkν

(k2 + a2)α + pµpν

∫
dnk

(2π)n
1

(k2 + a2)α
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在第一项中, 可以作代换 kµkν −→ 1
n

k2gµν , 得到
∫

dnk

(2π)n
kµkν

(k2 + a2)α =
gµν

n

∫
dnk

(2π)n
k2

(k2 + a2)α (7-286)

=
gµν

n

∫
dnk

(2π)n
k2 + a2 − a2

(k2 + a2)α

=
gµν

n

[
I0 (α− 1, n)− a2I0 (α, n)

]

利用等式 Γ (x + 1) = xΓ (x), 得到

I0 (α− 1, n) =
(α− 1) a2

α− 1− n

2

I0 (α, n) (7-287)

所以有

Iµν (α, n) =


pµpν +

1
2
gµν(M2 − p2)

1

α− n

2
− 1


 I0 (α, n) (7-288)

当 α = 4 时, 有

Iµν (4, n) =
∫

dnk

(2π)n
kµkν

(k2 + 2p · k + M2 + iε)4
(7-289)

=


pµpν +

1
2
gµν(M2 − p2)

1

3− n

2


 I0 (4, n)

再令 n = 4, 得到

Iµν (4, 4) =
[
pµpν +

1
2
gµν(M2 − p2)

]
i

96π2

1
M2 − p2 + iε

(7-290)

(4)

Iµνρ (α, n) =
∫

dnk

(2π)n
kµkνkρ

(k2 + 2p · k + M2 + iε)α

=
∫

dnk′

(2π)n

(
k′µ − pµ

)
(k′ν − pν)

(
k′ρ − pρ

)

(k′2 + a2)α (7-291)

丢掉 k′ 的奇次项, 得到

Iµνρ (α, n) =
∫

dnk

(2π)n
1

(k2 + a2)α [− (kµkνpρ + kµpνkρ + pµkνkρ)− pµpνpρ]

= −pµpνpρI0 (α, n)− (pρIµν + pµIνρ + pνIµρ)

= −I0 (α, n)


4pµpνpρ +

1
2
(gµνpρ + gµρpν + gνρpµ)

M2 − p2

α− n

2
− 1






第8章 整体与局域对称性

在高能物理的理论框架的构建中,对称性有至关重要的作用. 起初,我们只了解

电磁相互作用, 并不知道其他各种相互作用的机制. 整体对称性 (global symmetry)

可被用来联系有相似性质的粒子. 另外, 它也是理解守恒律的基础. 上述这些关系

都是静态的约束, 并不能告诉我们粒子之间是如何进行相互作用的. 后来, 局域对

称性 (local symmetry) 的理论被发展出来, 作为基本原理来确定粒子之间如何进行

相互作用. 这为我们理解各种相互作用的本质提供了非常有价值的信息. 到目前为

止,大部分已知的相互作用,包括电磁相互作用、弱相互作用和强相互作用,都是基

于某种形式的局域对称性的理论来构建的, 如 U(1), SU(2), SU(3).

8.1 整体对称性

首先讨论具有整体对称性的理论. 整体对称性的变换参数与时空坐标无关. 许

多精确的或近似的守恒律, 如重子数守恒、轻子数守恒等, 都可用这种对称性来描

述. 我们将在实例中讨论这种对称性, 借此来说明一些重要特征. 描述对称性的一

个重要工具是群论, 在附录中对它会有一个回顾.

8.1.1 Abel 对称性

例 8-1 具有 O(2) 对称性的相互作用标量场.

考虑如下拉氏量

L =
1
2

[
(∂µφ1)

2 + (∂µφ2)
2
]
− µ2

2
(
φ2

1 + φ2
2

)− λ

4
(
φ2

1 + φ2
2

)2
(8-1)

它在 (φ1, φ2) 平面中的旋转变换下是不变的, 即具有 O(2) 对称性:

(
φ1

φ2

)
−→

(
φ′1
φ′2

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
φ1

φ2

)
(8-2)

其中 θ 与坐标 xµ 无关, 在每一个时空点旋转的角度都相同, 因此上述变换称为整

体变换(global transformation). 注意, 这个对称性是由于在拉氏量中, 场只以组合

φ2
1 +φ2

2 的形式出现. 这是可以构造出来的唯一一种 O(2)不变的组合,有如下性质.
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(1) 质量简并. 这里 φ2
1, φ

2
2 的系数, 也就是粒子质量, 是相同的. 这个性质是很

容易用实验来验证的. 反过来说, 在任何时候, 只要有某些粒子被观测到拥有相同

或大致相同的质量, 就可以用整体对称性或近似的整体对称性来描述这些特征.

(2) 耦合常数之间的关联. 一般来说, 四次项 φ4
1, φ

4
2, φ

2
1φ

2
2 可以有不同的系数.

而对称性则使它们产生联系, 来形成
(
φ2

1 + φ2
2

)2
这样的组合.

这些都是由拉氏量的对称性所产生的典型的结果, 也就是说, 对称性会使得拉

氏量中参数的数目减少. 反过来, 如果实验中观测到质量简并或不同的耦合常数之

间发生关联, 我们可以尝试去找某种对称性来解释这种关系. 实际上, 这种质量简

并或近似简并在实验上也是比较容易观测到.

现在来讨论对称性的理论其他的一些有趣的性质. 正如我们先前谈到过的, 通

过 Noether 定理, 对称性和守恒律密切相关. 为了找到 Noether 流, 作无穷小变换,

取 θ ¿ 1, 则

δφ1 = −θφ2, δφ2 = θφ1 (8-3)

守恒流满足下式

θJµ ∼ ∂L
∂ (∂µφi)

δφi = −θ [(∂µφ1) φ2 − (∂µφ2) φ1] (8-4)

以及

∂µJµ = 0 (8-5)

守恒荷定义为

Q =
∫

d3xJ0 = −i
∫

[(∂0φ1) φ2 − (∂0φ2) φ1] d3x (8-6)

满足守恒律
dQ

dt
=

∫
d3x

∂J0

∂t
= −

∫
d3x∇ · J = −

∫
dS · J = 0 (8-7)

可以计算出守恒荷与场算符的对易关系为

[Q,φ1 (x)] = −i
∫

d3y [(∂0φ1 (y))φ2 (y)− (∂0φ2 (y))φ1 (y) , φ1 (x)]

= −
∫

d3yφ2 (y) δ3 (x− y) = −φ2 (x)

这里所使用的是正则对易式

[∂0φi (y) , φj (x)]x0=y0
= −iδijδ

3 (x− y) (8-8)

注意, 在上面的推导中令时间分量 y0 = x0, 这是因为 Q 守恒, 与时间无关. 同理,

有

[Q,φ2 (x)] = φ1 (x) (8-9)
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我们看到这些对易关系与式 (8-3) 中的对称变换相对应, 即

δφ1 (x) = [Q,φ1 (x)] = −φ2 (x) , δφ2 (x) = [Q,φ2 (x)] = φ1 (x) (8-10)

这是对称性理论的一个普遍特征——守恒荷与场的对易关系给出场在无穷小对称

变换下的变化量.

这里顺便指出, 在对包含对称性的理论进行重整化时, 显然抵消项也应当遵守

这个对称性. 例如, 在式 (8-1) 给出的例子中, 抵消项应该有如下形式

∆L = A
[
(∂µφ1)

2 + (∂µφ2)
2
]
−B

(
φ2

1 + φ2
2

)− C
(
φ2

1 + φ2
2

)2
(8-11)

也就是说, O(2) 对称性要求 φ2
1 和 φ2

2 的抵消项也有相同的系数. 同样地, (∂µφ1)2,

(∂µφ2)2 等的抵消项也应如此.

另外一个描述这种对称性的方法是, 将标量场 φ1 和 φ2 合为一体,成为一个复

数场

φ =
1√
2

(φ1 + iφ2) (8-12)

拉氏量变成

L = ∂µφ†∂µφ− µ2φ†φ− λ
(
φ†φ

)2
(8-13)

此时, 对称变换就是一个相位的变换

φ −→ φ′ = e−iθφ (8-14)

这就是 U(1) 对称性. 此时 Noether 流是

jµ =
∂L

∂ (∂µφ)
δφ +

∂L
∂ (∂µφ†)

δφ† = i
[(

∂µφ†
)
φ− (∂µφ) φ†

]
(8-15)

因而电荷守恒就是一个可以用 U(1) 对称性来描述的例子.

我们很容易就可以将拉氏量推广到具有 O(n) 对称性的情况

L =
1
2

[
(∂µφ1)

2 + · · ·+ (∂µφn)2
]
− µ2

2
(
φ2

1 + · · ·+ φ2
n

)− λ

4
(
φ2

1 + · · ·+ φ2
n

)2
(8-16)

可以简写成

L =
1
2
∂µφi∂

µφi − µ2

2
φiφi − λ

4
(φiφi)

2 (8-17)

它在如下的 O(n) 旋转变换中保持不变

φi −→ φ′i = Rijφj , RijRik = δjk, RijRkj = δik (8-18)
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对于无穷小变换有

Rij ≈ δij + εij , |εij | ¿ 1 (8-19)

由 Rij 的正交性可得

δjk = (δij + εij) (δik + εik) = δjk + εkj + εjk (8-20)

因此

εkj = −εjk (8-21)

Noether 流可以写成

εijjµij = (∂µφi) εijφj (8-22)

或者是

jµij =
i
2
[(∂µφi)φj − (∂µφj)φi] (8-23)

注意, n 维空间中的旋转应当定义在某个面内, 而不是围绕某个轴. 正如上文

中所述, 旋转变换用两个指标 i, j 来表征, 表示旋转所在的平面. 而在 n = 3 的情

形, 平面与垂直于它的轴之间正好有一一对应, 因而用轴来描述旋转会更方便. 所

以可将三维情形下的守恒流重新定义为

jµk = εijkjµij (8-24)

对应的守恒荷为

Jk =
∫

d3xj0k (8-25)

这就是角动量算符. 这是三维空间所特有的. 在一般的空间中, 无穷小旋转则对应

一个二阶张量

Jij =
∫

d3xj0ij (8-26)

例 8-2 Yukawa 相互作用 —— 标量场与费米场.

Yukawa 作用的拉氏量为

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ +
1
2

(∂µφ)2 − µ2

2
φ2 − λ

4
φ4 + gψ̄γ5ψφ (8-27)

耦合项中有个 γ5 是因为, 假设 φ 是像 π 介子那样的赝标量. 这个拉氏量在如下

U(1) 变换下保持不变

ψ → ψ′ = e−iαψ, φ → φ′ = φ (8-28)

对应的 Noether 流和守恒荷分别是

jµ ∼ ∂L
∂ (∂µψ)

δψ +
∂L

∂ (∂µψ†)
δψ† ∼ ψ̄γµψ (8-29)
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Q =
∫

d3x j0 (x) =
∫

d3xψ†ψ (8-30)

而守恒荷正是费米子数算符. 它与场算符的对易关系是

[Q,ψ (x)] =
∫

d3y[ψ† (y) ψ (y) , ψ (x)]x0=y0 = −ψ (x) (8-31)

这里使用了等式

[AB,C] = A {B,C} − {A,C}B (8-32)

同理, [
Q,ψ† (x)

]
x0=y0

= ψ† (x) (8-33)

注意, 如果有两个这样的费米子 ψ1, ψ2, 遵循相同的变换, 那么 Yukawa 作用变成

LY = g1ψ̄1γ5ψ1φ + g2ψ̄2γ5ψ2φ (8-34)

这样就有了两个独立的耦合常数 g1, g2,每个费米子一个.也就是说,不同的 Yukawa

耦合之间没有任何关系, 只要它们自身都满足对称性的要求. 相反地, 正如我们稍

后会讨论到的, 规范玻色子与其他粒子的耦合都是用同一个常数来描述的. 这一性

质有时被称为规范耦合的普遍性 (universality).

从重整化的观点, 也可以论述这两个 Yukawa 耦合是相互独立的. 因为 ψ1 与

ψ2 之间没有联系, 所以 ψ̄1γ5ψ1φ 和 ψ̄2γ5ψ2φ 的抵消项的系数一般来说是不同的.

因此需要两个不同的耦合常数 g1 和 g2 来吸收发散量. 换句话说,不能在令 g1 = g2

的同时还保持它的可重整化.

8.1.2 非 Abel 对称性

例 8-3 整体的非 Abel 对称性.

现在我们来研究一下推广到非 Abel 对称性的情况. 考虑一个简单的情形, 即

有一个 SU(2) 变换的二重态 ψ 和一个单态 φ:

ψ =

(
ψ1

ψ2

)
(8-35)

在 SU(2) 变换下有

ψ → ψ′ = exp
[
−i

(τ ·α
2

)]
ψ, φ → φ′ = φ (8-36)

其中 α = (α1, α2, α3) 是实参数, τ = (τ1, τ2, τ3) 是标准的 Pauli 矩阵. 拉氏量

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ +
1
2

(∂µφ)2 − µ2

2
φ2 − λ

4
φ4 + gψ̄ψφ (8-37)
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是 SU(2) 不变的. 为了验证这一点, 得到 ψ† 按下式变换

ψ† −→ ψ†′ = ψ† exp
[
i
(τ ·α

2

)]
(8-38)

由此可以得到

ψ̄ψ −→ ψ̄′ψ′ = ψ̄ exp
[
i
(τ ·α

2

)]
exp

[
−i

(τ ·α
2

)]
ψ = ψ̄ψ (8-39)

ψ̄′(iγµ∂µ)ψ′ = ψ̄(iγµ∂µ)ψ (8-40)

另外, 式 (8-37) 的拉氏量也可以由例 8-2 最后提到的两个费米子的情形得到, 只要

将质量 m1,m2 和耦合参数 g1, g2 设为相等.

此时的 Noether 流和守恒荷分别是

Jµ = ψ̄(γµ
τ

2
)ψ (8-41)

Qi =
∫

d3x ψ†(
τi

2
)ψ (8-42)

守恒荷与场的对易关系是

[
Qi, ψ (x)

]
=

∫
d3y[ψ† (y) (

τi

2
)ψ (y) , ψ (x)]x0=y0 = −τi

2
ψ (x) (8-43)

以及 [
Qi, ψ† (x)

]
= ψ† (x)

τi

2
(8-44)

同样地, 这些对易子也重现出了费米场在对称变换下的变换性质. 现在有不止一个

荷, 可以计算一下这些荷的对易关系

[
Qi, Qj

]
=

∫
d3xd3y[ ψ† (x)

τi

2
ψ (x) , ψ† (y)

τj

2
ψ (y)]x0=y0

=
∫

d3xd3y δ3 (x− y)
[
ψ† (x)

τi

2
τj

2
ψ (y)− ψ† (y)

τj

2
τi

2
ψ (x)

]

=
∫

d3xψ† (x)
[τi

2
,
τj

2

]
ψ (x) = iεijkQk

这正是 SU(2) 代数. 这里使用了等式

[AB,CD] = A {B,C}D − C {A,D}B, 如果 {A,C} = {B,D} = 0 (8-45)

我们看到守恒荷的对易关系重现了对称群的代数, 这也是一个普遍的规律.

可以将这个理论推广到标量场是一个三重态 φ 的情况, 它以 SU(2) 群三维表

示的形式变换. 为了方便起见, 可以用旋转群 R(3) 来描述 φ 的变换

φi −→ φ′i = Rijφj , RRT = RTR = 1 (8-46)
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考虑无穷小变换

Rij = δij + εij , εij = −εji (8-47)

则有

φ′i = φi + εijφj = φi + εijkαkφk, εij = εijkαk (8-48)

或

φ → φ′ = φ + α× φ (8-49)

现在我们来证明, 这样的项

ψ̄σ · φψ (8-50)

在 R(3) 旋转变换下是不变的

ψ̄σ · φψ → ψ̄
(
1 + i

σ ·α
2

)
σ · (φ + α× φ)

(
1− i

σ ·α
2

)
ψ

= ψ̄σ · φψ +
1
2
ψ̄(i[σ ·α,σ · φ] + 2σ ·α× φ)ψ

由 Pauli 矩阵的对易关系 [σi

2
,
σj

2

]
= iεijk

(σk

2

)
(8-51)

得到

i[σ ·α, σ · φ] + 2σ ·α× φ = −2εijkαiφjσk + 2σ ·α× φ = 0 (8-52)

因此 ψ̄σ · φψ 在 R(3) 或 SU(2) 旋转变换下保持不变. R(3) 或 SU(2) 变换不变的

拉氏量是

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ +
1
2

(∂µφ)2 − µ2

2
φ · φ− λ

4
(φ · φ)2 + gψ̄σ · φψ (8-53)

可以看到 φ1, φ2, φ3 和 ψ1, ψ2 的耦合都被对称性联系起来了.

8.1.3 对称性破缺和重整化

事实上, 大部分整体对称性都有轻微的破缺, 并不是绝对的对称不变. 例如,

我们一开始就知道强相互作用的同位旋对称性是破缺的. 为了容纳对称性破缺的

效应,可以直接在拉氏量中引入一些耦合常数很小的破坏对称性的项.比如,在式

(8-53) 的拉氏量中, 可以引入一个对称性破缺的项

LSB = f
(
φ2

1 − φ2
2

)
(8-54)

使得 φ1 和 φ2 有不同的质量, 对称性被明显地破缺.
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既然拉氏量的对称性被破坏了, 那么抵消项也不再满足对称性. 这是否意味着

为了吸收所有可能的对称性破缺的抵消项,需要在拉氏量中引入所有可能的对称性

破缺项？实际情况比我们设想的要简单一些. 在前面我们讨论过, 抵消项 δct 的发

散指数满足关系式

δct 6
∑

i

niδi (8-55)

其中, δi 是相互作用项 Li 的发散指数, ni 是 Li 对应的顶点在某个图中出现的次

数. 显然对称性破缺的抵消项 ∆LSB 来自于包含 LSB 的图. 设 δct(SB), δ(SB) 分

别是抵消项和 LSB 的发散指数. 假定所有保持对称性的相互作用都有 δi = 0,这样

就有

δct(SB) 6 nδ (SB) (8-56)

对于式 (8-54) 给出的对称性破缺的相互作用, 它的量纲是 2, δ(SB) = −2, 得到

δct(SB) 6 −2n (8-57)

因此 δct(SB) 最多等于 −2, 和式 (8-54) 中的形式相同. 这意味着没有必要增加除

式 (8-54) 以外的任何其他相互作用.

这个简单的例子说明了一个普遍的性质——如果对称性破缺是来自于某个量

纲小于 4的算符,那么只需要包含量纲相同或者更小的相互作用. 这种由量纲小于

4 的算符引起的对称性破缺通常称为软破缺 (soft breaking).

8.2 局域对称性

局域对称性是指对称变换的参数依赖于时空坐标 xµ 的对称性. 换句话说, 可

以在不同的时空点 xµ 进行不同的对称变换. 局域对称性在建构描述自然界基本相

互作用的理论中扮演非常重要的角色.比如,强相互作用就是被一个基于 SU(3)局

域对称性的理论所描述, 而描述弱相互作用的理论则基于局域的 SU(2) × U(1) 对

称群. 在后面的章节对它们会有详细的讨论.

8.2.1 电磁相互作用的局域对称性

局域对称性起源于电磁相互作用, 在 Maxwell 方程中有很好的描述

∇ ·E =
ρ

ε0
, ∇ ·B = 0

∇×E +
∂B

∂t
= 0,

1
µ0

∇×B = ε0
∂E

∂t
+ J
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通常引入标势 φ 和矢势 A:

B = ∇×A, E = −∇φ− ∂A

∂t
(8-58)

来解 Maxwell 方程。这样的解并不是唯一的, 因为可以作一个规范变换

φ −→ φ′ = φ− ∂α

∂t
, A −→ A′ = A + ∇α (8-59)

而得到相同的电磁场

B′ = ∇×A′ = ∇× (A + ∇α) = ∇×A = B (8-60)

E′ = −∇φ′ − ∂A′

∂t
= −∇

(
φ− ∂α

∂t

)
− ∂

∂t
(A + ∇α)

= −∇φ− ∂A

∂t
= E

上面的这个规范变换可以用 4 矢量的形式写成

Aµ −→ Aµ − ∂µα, Aµ = (φ,A) , ∂µ =
∂

∂xµ
=

(
∂

∂t
,− ∂

∂xi

)
= (∂t,−∇) (8-61)

现在我们在量子力学的框架中讨论带电粒子在电磁场中的运动. 我们会证明,

此时 Schrödinger 方程的形式是
[

1
2m

(
1
i
∇− eA

)2

− eφ

]
ψ = i

∂ψ

∂t
(8-62)

其中已经令 ~ = 1. 为了得到量子力学的描述, 首先证明由如下的拉氏量

L =
1
2
mv2 + eA · v − eA0 (8-63)

会得到正确的运动方程. 从 Euler-Lagrange 运动方程出发

d
dt

(
∂L

∂vi

)
=

∂L

∂xi
(8-64)

计算出各种偏导数
∂L

∂xi
= e

∂A

∂xi
· v − e

∂A0

∂xi
(8-65)

以及

∂L

∂vi
= mvi + eAi =⇒ d

dt

(
∂L

∂vi

)
= m

dvi

dt
+ e

(
∂Ai

∂xj

∂xj

∂t
+

∂Ai

∂t

)
(8-66)
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代入 Euler-Lagrange 方程得到

m
dvi

dt
= −e

(
∂Ai

∂xj

∂xj

∂t
+

∂Ai

∂t

)
+ e

∂A

∂xi
· v − e

∂A0

∂xi

= e[Ei + (v ×B)i]

利用

Ei = −∂A0

∂xi
− ∂Ai

∂t
(8-67)

和

(v×B)i = εijkvjBk = εijkvjεklm∂lAm = (δilδjm−δimδjl)vj∂lAm = (vj∂iAj−vj∂jAi)

(8-68)

可以将上式写成

m
dv

dt
= e[E + (v ×B)] (8-69)

这表示式 (8-63) 中的拉氏量会给出带电粒子在电磁场中正确的运动方程.

在规范变换

A → A′ = A−∇α, A0 → A′0 = A0 +
∂A0

∂t
(8-70)

下, 得到

L′ =
1
2
mv2 + eA′ · v − eA′0

=
1
2
mv2 + e(A−∇α) · v − e

(
A0 +

∂A0

∂t

)

= L + e
dα

dt

拉氏量变化了一个全微商, 而作用量则不会改变.

共轭动量是

πi =
∂L

∂vi
= mvi + eAi (8-71)

可以得到哈密顿量

H = π · v − L = π · v −
[
1
2
mv2 + eA · v − eA0

]

=
1
2
mv2 + eA0

用 πi 代替 vi, 则有

mvi = πi − eAi (8-72)
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得到哈密顿量的形式为

H =
1

2m
(π − eA)2 + eA0 (8-73)

因此, Schrödinger 方程就是
[

1
2m

(
1
i
∇− eA

)2

− eφ

]
ψ = i

∂ψ

∂t
(8-74)

注意, 这里是电磁势 Aµ = (φ,A) 在决定量子行为, 而不是电磁场. 那么电磁势 Aµ

的规范依赖将会使得 Schrödinger 方程的解与规范有关, 这显然是不合理的. 但是,

如果我们在电磁势作规范变换的同时也对波函数作一个局域变换:

ψ −→ ψ′ = exp [ieα (x)]ψ (8-75)

那么就可以得到相同的 Schrödinger 方程和相同的物理. 这可由如下推导看出
(

1
i
∇− eA′

)
ψ′ =

[
1
i
∇− e(A−∇α)

]
eieαψ = eieα

[
1
i
∇−∇α− e(A−∇α)

]
ψ

= eieα

(
1
i
∇− eA

)
ψ

因此 (∇− ieA)ψ 组合称为协变微商(covariant derivative),与 ψ 以相同的方式变换.

同理, 再来一个协变微商也会以相同的方式变换, 即
(

1
i
∇− eA′

)2

ψ′ = eieα

(
1
i
∇− eA

)2

ψ (8-76)

同样对于时间微商, 得到
(

i
∂

∂t
+ eφ′

)
ψ′ = eieα

(
i
∂

∂t
+ e

∂α

∂t
+ eφ− e

∂α

∂t

)
ψ = eieα

(
i
∂

∂t
+ eφ

)
ψ (8-77)

消掉等式两边的相位, 就得到原来的 Schrödinger 方程和相同的物理.

这就是规范理论的出发点. 它的对称变换参数 α(x) 与时空有关, 通常被称为

局域的对称变换. 这样, 规范变换就与 (局域的)对称变换相联系. 组合 (∇− ieA)ψ,(
∂

∂t
− ieφ

)
ψ 与波函数 ψ 一样改变一个相位, 通常被称为协变微商.

我们现在想要将这种局域对称性推广到场论中. 结果表明, 局域的 Abel 对称

性和非 Abel 对称性非常不同, 将分别讨论它们.

8.2.2 Abel 局域对称性

这里 (将局域对称性推广到场论) 的策略是从整体对称性出发, 然后引入规范

场来构成协变微商. 从 Abel 对称性入手. 首先写下有 U(1) 对称性, 即相位变换对

称的拉氏量

L = (∂µφ)† (∂µφ) + µ2φ†φ− λ
(
φ†φ

)2
(8-78)
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φ −→ φ′ = e−igαφ (8-79)

其中, α 是与时空坐标 xµ 无关的常数, 因此这是个整体的变换.

现在假设相位变换与时空坐标 xµ 有关

φ → φ′ = e−igα(x)φ (8-80)

不含导数的项依然保持不变, 但是导数项却变换为

∂µφ → ∂µφ
′
= e−iα(x) [∂µφ− ig (∂µα)φ] (8-81)

因而这不是一个对称变换. 类比于 Maxwell理论, 引入规范场 Aµ, 按如下方式变换

Aµ → A′µ = Aµ − ∂µα (8-82)

来构成协变微商的组合

Dµφ ≡ (∂µ − igAµ)φ (8-83)

协变微商按与场相同的方式来变换

(Dµφ)′ =(∂µ − igA′µ)φ′ = e−igα(x)[∂µ − ig∂µα− ig (Aµ − ∂µα)]φ

=e−igα(x) (∂µ − igAµ)φ
(8-84)

于是组合

(Dµφ)†(Dµφ) (8-85)

在局域的相位变换下保持不变.

为了描述规范场的传播, 需要构造包含规范场微商的项, 且它在局域对称变换

下要有简单的变换性质. 而协变微商的局域对称变换就比较简单, 所以可以用它来

为规范场构造一个反对称张量, 即

(DµDν −DνDµ) φ = gFµνφ, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (8-86)

更明确地讲,

DµDνφ = (∂µ− igAµ)(∂ν− igAν)φ = [∂µ∂ν− ig(Aµ∂ν +Aν∂µ)− ig (∂µAν)−g2AµAν ]φ

(8-87)

反对称化得到

(DµDν −DνDµ) φ = −ig (∂µAν − ∂νAµ) (8-88)

于是

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (8-89)
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根据协变微商的性质可以看到

(DµDν −DνDµ) φ′ = e−igα(x) (DµDν −DνDµ)φ (8-90)

即

gF ′µνφ′ = e−igα(x)gFµνφ (8-91)

所以

F ′µν = Fµν (8-92)

现在我们可以写下描述标量场与规范场相互作用的完整的拉氏量

L=(Dµφ)†(Dµφ)− 1
4
FµνFµν − V (φ) (8-93)

这里的 V (φ) 不包含 φ 的微商. 这个拉氏量在如下局域对称变换下保持不变

φ −→ φ′ = e−igα(x)φ, Aµ → A′µ = Aµ − ∂µα (8-94)

可以看到局域对称性的理论有这样两个特点:

(1) 质量项 AµAµ 不是规范不变的. 因此规范场对应一个无质量粒子, 传播的

是长程力. 这一特点使得我们很难将这种理论应用于现实世界. 因为除了量子电动

力学中有无质量的光子外, 没有其他无质量的粒子.

(2) 规范场与其他场的耦合通过协变微商来实现, 由同一个耦合常数所控制.

这就导致了这样一个特点, 即所有的规范相互作用都是同一个强度 —— 普遍性

(universality).

8.2.3 非 Abel 对称性-------Yang-Mills 场

1954 年, 杨振宁和 R. Mills 将 Maxwell 理论中 Abel 的 U(1) 局域对称性推广

为同位旋的非 Abel的 SU(2)局域对称性 [12],得到的理论与 Abel的情形有很大的

不同. 为了说明这一点, 我们考虑一个 SU(2) 的二重态 ψ =

(
ψ1

ψ2

)
. 在 SU(2) 变

换下, 有

ψ(x) → ψ′(x) = exp
{
− iτ · θ

2

}
ψ(x) (8-95)

其中, τ = (τ1, τ2, τ3) 是 Pauli 矩阵,

τ1 =

(
0 1

1 0

)
, τ2 =

(
0 −i

i 0

)
, τ3 =

(
1 0

0 −1

)
(8-96)

于是有 [τi

2
,
τj

2

]
= iεijk

τk

2
(8-97)
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首先写下自由场拉氏量

L0 = ψ̄(x)(iγµ∂µ −m)ψ (8-98)

它在整体 SU(2) 变换下保持不变. 此时参数 θ = (θ1, θ2, θ3) 与坐标 xµ 无关. 对于

局域对称变换, 则有

ψ(x) −→ ψ′(x) = U(θ)ψ(x) , U(θ) = exp
{
− iτ · θ(x)

2

}
(8-99)

同样地, 导数项有

∂µψ(x) −→ ∂µψ′(x) = U∂µψ + (∂µU)ψ (8-100)

不是简单的变换形式. 引入规范场 Aµ 来构造协变微商

Dµψ(x) ≡
(

∂µ − ig
τ ·Aµ

2

)
ψ (8-101)

并要求它和 ψ 遵循相同的变换, 即

(Dµψ)′ = U(Dµψ) (8-102)

这决定了规范场 Aµ 的变换性质
(

∂µ − ig
τ ·Aµ

′

2

)
(Uψ) = U

(
∂µ − ig

τ ·Aµ

2

)
ψ (8-103)

由此得到规范场的变换为

τ ·A′
µ

2
= U

(
τ ·Aµ

2

)
U−1 − i

g
(∂µU)U−1 (8-104)

可以使用协变微商来构造场张量. 有两个协变微商的项可写为

DµDνψ =
(

∂µ − ig
τ ·Aµ

2

)(
∂ν − ig

τ ·Aν

2

)
ψ

=∂µ∂νψ − ig
(

τ ·Aµ

2
∂νψ +

τ ·Aν

2
∂µψ

)

− ig∂µ

(
τ ·Aν

2

)
ψ + (−ig)2

(
τ ·Aµ

2

)(
τ ·Aν

2

)
ψ

(8-105)

将指标取反, 得到反对称的场张量

(DµDν −DνDµ)ψ ≡ ig
(

τ · F µν

2

)
ψ (8-106)

那么
τ · F µν

2
=

τ

2
· (∂µAν − ∂νAµ)− ig

[
τ ·Aµ

2
,
τ ·Aν

2

]
(8-107)
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写成分量形式为

F i
µν = ∂µAi

ν − ∂νAi
µ + gεijkAi

µAk
ν (8-108)

A的二次项是在非 Abel对称中新的项,这是非 Abel对称与 Abel对称最大的不同.

在规范变换下, 有

τ · F ′
µν = U(τ · F µν)U−1 (8-109)

我们看到, 由式 (8-104) 和式 (8-107) 给出的规范场和对应的场强张量的变换

性质似乎是与式 (8-99) 中的物质场表示矩阵 τ 矩阵有关的. 我们现在来说明规范

场和场强张量的变换性质与使用的物质场无关. 假设我们使用某些其他的物质场,

表示矩阵为 t, 则

ψ(x) → ψ′(x) = V (θ)ψ(x) , V (θ) = exp
{
− it · θ(x)

2

}
(8-110)

其中有 [
ti
2

,
tj
2

]
= iεijk

(
tk
2

)
(8-111)

那么它的协变微分就是

Dµψ(x) ≡
(

∂µ − ig
t ·Aµ

2

)
ψ (8-112)

重复同样的计算可以得到规范场的变换为

t ·A′
µ

2
= V

(
t ·Aµ

2

)
V −1 − i

g
(∂µV )V −1 (8-113)

考虑无穷小变换, 即 θ(x) ¿ 1, 则有

V (θ) ≈ 1− i
t · θ(x)

2
(8-114)

那么

t ·A′
µ

2
≈

(
1− i

t · θ(x)
2

)
t ·Aµ

2

(
1 + i

t · θ(x)
2

)
− i

g
(−i)

[
t · ∂µθ(x)

2

](
1 + i

t · θ(x)
2

)

=
t ·Aµ

2
− i

[
t · θ(x)

2
,

t ·Aµ

2

]
− 1

g

[
t · ∂µθ(x)

2

]

=
t ·Aµ

2
+ εijkθjAµkti

1
2
− 1

g

t · ∂µθ(x)
2

即

A′iµ = Aiµ + εijkθjAµk − 1
g
∂µθi (8-115)
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在这种形式下, 可以明显地看出来, 规范场的变换律不依赖于所使用的物质场. 同

样地, 也能得到场强张量的无穷小变换是

F ′iµν = F i
µν + εijkθjF k

µν (8-116)

非 Abel 局域对称性理论的完整拉氏量是

L = −1
4
F i

µνF iµν + ψ̄(x)(iγµDµ −m)ψ (8-117)

其中

F i
µν = ∂µAi

ν − ∂νAi
µ + gεijkAi

µAk
ν , Dµψ ≡

(
∂µ − ig

τ ·Aµ

2

)
ψ (8-118)

它在如下局域对称变换下保持不变

Ai
µ −→ Ai

µ

′
= Ai

µ + εijkθjAk
µ −

1
g
∂µθi, ψ(x) → ψ′(x) = exp

{
− iτ · θ

2

}
ψ(x)

(8-119)

现在对上面的推导作如下总结.

(1) 和 Abel 对称一样, Aa
µAaµ 不是规范不变的, 规范玻色子质量为零, 传播长

程力. 这与实验现象不相符, 因为除了电磁作用, 没有其他的长程力了.

(2) 光子不带电荷. 而规范玻色子 Aa
µ 不像光子, 它携带守恒荷 ——SU(2) 荷.

(3) 场强张量 F aµν ∼ ∂A− ∂A + gAA 中的二次项只存在于非 Abel 对称性中.

这一特征会带来非常特殊的性质, 如渐近自由.

(4) 通过如下步骤, 可以将这个理论推广到除 SU(2) 之外的其他对称群 G 中.

(a) 写出有整体对称性的拉氏量.

(b)用协变微商 Dµφ ∼ (
∂µ − igAa

µT a
)
φ代替通常的微商项 ∂µφ,其中 Aa

µ 是规

范场, a = 1, 2, · · · , n, n 是生成元的总数. T a 是 φ 所属的群表示矩阵, 满足李代数

[
T a, T b

]
= ifabcT c, fabc 为群 G 的结构常数 (8-120)

(c) 用反对称的组合 (DµDν −DνDµ) φ ∼ F a
µνφ 来构造场强张量 F a

µν , 得到的

形式是

F a
µν = ∂µAa

ν − ∂νAa
µ + gfabcAb

µAc
ν , (8-121)

(d) 总的拉氏量形式是

L = −1
4
F a

µνF aµν +
1
2
DµφDµφ + V (φ) (8-122)

其中, V (φ) 是场 φ 的整体对称不变的函数, 不包含任何微商.
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8.3 规范理论的路径积分量子化

规范理论的正则量子化是相当困难的,因为规范不变性意味着不是规范场的所

有分量都是真正的物理自由度. 比如, 在 Maxwell 理论中, 电磁场由四分量的矢势

Aµ 来描述. 但是根据电磁波的传播可知, 它只有两个真实的自由度,即两个横向极

化. 没有好的方法可以帮我们选择某种特殊规范, 来消除足够多的分量而只留下物

理的自由度. 而且, 在这个过程中还需要考虑 Lorentz 不变性 ——Lorentz 变换涉

及所有的四分量. 在具有 Abel 局域对称性的 QED 简单的例子中, 有许多可供选

择的规范. 大部分情况下, 规范的选择都会破坏 Lorentz 不变性, 因而需要在计算

的最后用规范不变性来恢复 Lorentz 不变性. 但是, 对于非 Abel 局域对称性, 情况

则更加复杂, 简单的规范选择总是出现问题. 直到 20 世纪 60 年代末, Faddeev 和

Popov 才找到一种方法 [13], 在路径积分的体系中系统地处理这些理论. 简单说来

就是, 在局域对称性理论的路径积分体系中, 可以通过对场变量上的路径积分施加

某些限制, 来设定规范条件. 这比通常的正则量子化程序更加直观和容易理解. 它

提供了一个更简单的方式来研究非 Abel 的规范理论, 冲过了阻碍高能物理理论框

架发展的瓶颈.

我们首先讨论一下规范理论量子化的困难之处. 为简单起见, 考虑 SU(2) 的

Yang-Mills 场, 拉氏量为

L = −1
4
F a

µνF aµν , a = 1, 2, 3 (8-123)

其中

F a
µν = ∂µAa

ν − ∂νAa
µ + gεabcAb

µAc
ν (8-124)

可以将生成泛函写为

W [J ] =
∫
[dAµ]e

i

∫
d4x[L+Jµ·Aµ]

(8-125)

这里 Jµ 是规范场的经典源函数. 那么自由场的部分就是

W0[J ] =
∫
[dAµ] exp

{
i
∫

d4x[L0 + JµAµ]
}

(8-126)

其中, 自由场拉氏量是
∫

d4xLo(x) = −1
4

∫
d4x(∂µAa

ν − ∂νAa
µ)(∂µAaν − ∂νAaµ)

=
1
2

∫
d4xAa

µ(x)(gµν∂2 − ∂µ∂ν)Aa
ν(x)
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这里我们已经进行了分部积分. Gauss 积分的一般公式为
∫
[dφ] exp[−1

2
〈φKφ〉+ 〈J φ〉] ∼ 1√

detK
exp

〈
JK−1J

〉
(8-127)

然而, 这里的算符 K

Kνµ(x− y) = (gµν∂2 − ∂µ∂ν)δ4(x− y) (8-128)

具有投影算符的性质, 会投影出横向分量, 即
∫

d4yKµν(x− y) Kν
λ(y − z) ∝ Kνλ(x− z) (8-129)

因而它没有逆. 这可由如下推导得出
∫

d4yKµν(x− y) Kν
λ(y − z)

=
∫

d4yδ4(x− y)(gµν∂2
x − ∂xµ∂xν)

(
gν

λ∂2
y − ∂ν

y ∂yλ

)
δ4 (y − z)

=(gµν∂2
x − ∂xµ∂xν)

(
gν

λ∂2
x − ∂ν

x∂xλ

)
δ4 (x− z)

=
(
gµλ∂2

x∂2
x − ∂xµ∂xλ∂2

x + ∂xµ∂xλ∂2
x − ∂2

x∂xµ∂xλ

)
δ4 (x− z)

=∂2
x

(
gµλ∂2

x − ∂xµ∂xλ

)
δ4 (x− z) = ∂2

xKµλ(x− z)

这意味着 Gauss 积分会发散. 换句话说, 规范场横向分量上的积分是收敛的, 但纵

向分量上却没有 Gauss衰减. W0(J)会是奇异的,是因为规范不变性投影出横向规

范场,导致 W0(J)不依赖于纵向分量和时间分量. 在 W0(J)的路径积分中,对所有

的场构型 (field configuration) 求和, 其中就包括被规范变换相联系的那些“轨道”.

这种重复计算是导致积分发散的根源. 因此, 我们的策略是消除轨道的“体积”因

子, 以避免在量子化后得到一个发散的结果.

8.3.1 规范理论的体积因子

一个简单的例子

下面我们先通过一个二重积分来说明分解体积因子的概念,然后考虑更加复杂

的规范理论的情况. 取如下一个简单的二重积分

W =
∫

dxdyeiS(x,y) =
∫

d2reiS(r) (8-130)

r = (r, θ) 是极坐标. 假设 S(r) 在旋转变换下是不变的

S(r) = S(rφ), rφ = (r, θ + φ) (8-131)
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也就是说 S(r) 在由旋转生成的圆轨道上是一个常量, 因而积分 W 正比于轨道的

长度. 如果只想要对不等价的 S(r)′s 的贡献求和, 只需除去体积因子, 也就是对极

角的积分

∫
dθ = 2π. 我们会用一个更复杂一点的程序来完成这个步骤, 它可以被

推广到更普遍的情形. 将恒等式

1 =
∫

dφδ (θ − φ) (8-132)

插入式 (8-130) 的 W 中,

W =
∫

dφ

∫
d2reiS(r)δ (θ − φ) =

∫
dφWφ (8-133)

其中

Wφ =
∫

d2reiS(r)δ (θ − φ) (8-134)

它是只沿着某个特定角度 φ 的积分 (图 8-1(a)). 根据不变性 S(r) = S(rφ), 可以

看到

Wφ = Wφ′ =⇒ Wφ 不依赖于 φ (8-135)

因此

W =
∫

dφWφ = Wφ

∫
dφ = 2πWφ (8-136)

这样就可以分解出多余的因子 2π, 得到积分 Wφ. 还可以施加更复杂的约束条件,

如

g(r) = 0 (8-137)

只要它与每个 (圆) 轨道只相交一次, 如图 8-1(b) 所示. 约束条件通过 δ [g(rφ)] 的

形式来实现. 首先需要计算满足下式定义的 [∆g (r)]

1 =
∫

dφ [∆g (r)] δ [g(rφ)] , r = (r, θ) (8-138)

容易得到

[∆g (r)]−1 =
∫

dφ δ [g(rφ)] (8-139)

因为 [∆g (r)] 依赖于 θ 而不是 φ, 所以可以拿到积分外. 可以证明 ∆g (r) 是旋转不

变的, 即它与 r 的方向无关. 将 r 旋转 φ′ 角, 得到

[∆g (rφ′)]
−1 =

∫
dφ δ [g(rφ+φ′)] =

∫
dφ′′ δ [g(rφ′′)] = [∆g (r)]−1 (8-140)

其中 φ′′ = φ + φ′.
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图 8-1 沿着特定角度 φ 的积分

回忆对复杂宗量的 δ 函数的积分, 有
∫

dxδ (g (x)) =
1

∂g(x)
∂x

∣∣∣∣
g=0

(8-141)

将它应用到对 φ 积分中, 得到

∆g (r) =
∂g(r)

∂θ

∣∣∣∣
g=0

(8-142)

于是 W 的积分可以变为

W =
∫

dφWφ , Wφ =
∫

d2reiS(r)δ [g(rφ)]∆g (r) (8-143)

同样, Wφ 是旋转不变的, 可以通过丢掉对 φ 的积分来除去式 (8-143) 中的体积

因子

Wφ′ =
∫

d2reiS(r)δ [g(rφ′)]∆g (r)

=
∫

d2r′eiS(r′)δ [g(rφ′)]∆g(r′)

其中 r′ = (r, φ′). 因此, 除了用来施加约束条件 g(r) = 0 的 δ 函数, 还要有 ∆g (r)

来补偿 δ 函数的出现.

规范理论的体积因子

对于规范理论, 情况则更加复杂, 但是原理是相同的. 因而将局域规范对称看

成上文讨论的旋转对称性的推广是有助于理解的. 这里我们会略掉一些细节.

在规范变换下, 有 Aµ → Aθ
µ:

Aθ
µ ·

τ

2
= U(θ)

[
Aµ · τ

2
+

1
ig

U−1(θ)∂µU(θ)
]

U−1(θ) (8-144)
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这里局限到 SU(2) 局域对称性的情况, 所以

U(θ) = exp
(−iθ · τ

2

)
(8-145)

这可以类比于式 (8-131) 中的旋转变换. 我们要把路径积分限制在超曲面 (hyper-

surface) 上, 这就相当于前面简单例子中的圆轨道约束条件 g(r), 它与每个“圆轨

道”只相交一次. 如果将超曲面选为

fa(Aµ) = 0, a = 1, 2, 3 (8-146)

那么方程

fa(Aθ
µ) = 0 (8-147)

对于给定的 Aµ 有唯一的 θ 解. 这里假设这个超曲面与每个规范轨道只相交一次,

这就类似于式 (8-137) . 在单位元附近, 可以将上面的幺正变换写成

U(θ) = 1 + i
θ · τ

2
+ O(θ2) (8-148)

群空间上的积分可以写成对群参数 (θ1, θ2, θ3) 的积分

[dθ] =
3∏

a=1

dθa (8-149)

定义泛函

∆−1
f [Aµ] =

∫
[dθ(x)]δ[fa(Aθ

µ)] (8-150)

那么有

∆f [Aµ] = det Mf , (Mf )ab =
∂fa

∂θb

∣∣∣∣
fa=0

(8-151)

这是对复杂宗量的 δ 函数的积分, 是对下式的推广
∫

dx δ[f(x)] =
1

df/dx

∣∣∣∣
f=0

(8-152)

为了看明白这一点, 我们从上式的一维积分出发, 变换积分变量

y = f (x) =⇒ dy =
df

dx
dx (8-153)

可以得到 ∫
dx δ (f (x)) =

∫
dyδ (y)

1
df/dx

=
1

df/dx

∣∣∣∣
f=0

(8-154)
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再考虑 2 维的情况

I2 =
∫

dx1dx2δ (f1 (x1, x2)) δ (f2 (x1, x2)) (8-155)

同样地, 变换积分变量

yi = fi (x1, x2) , dx1dx2 =
1
J

dy1dy2 (8-156)

其中

J =
∂ (y1, y2)
∂ (x1, x2)

= det

∣∣∣∣∣∣∣

∂y1

∂x1

∂y1

∂x2
∂y2

∂x1

∂y2

∂x2

∣∣∣∣∣∣∣
(8-157)

是通常的变换积分变量的 Jacobi 行列式. 那么

I2 =
∫

dy1dy2
1
J

δ (y1) δ (y2) =
1

det
∣∣∣∣
∂yi

∂xj

∣∣∣∣
yi=0

(8-158)

即

I2 =
∫

dx1dx2δ (f1 (x1, x2)) δ (f2 (x1, x2)) =
1

det
∣∣∣∣
∂fi

∂xj

∣∣∣∣
fi=0

(8-159)

因此可以看到, 推广到 n 维积分的结果是

I2 =
∫

dx1 · · ·dxnδ (f1 (x1, · · · , xn)) · · · δ (fn (x1, · · · , xn)) =
1

det
∣∣∣∣
∂fi

∂xj

∣∣∣∣
fi=0

(8-160)

由此不难看出式 (8-151) 给出的结果.

注意, 要插到路径积分中的等式是

1 =
∫
[dθ(x)]δ[fa(Aθ

µ)]∆f [Aµ] (8-161)

Aµ 的无穷小规范变换是

Aθa
µ = Aa

µ + εabcθbAc
µ −

1
g
∂µθa (8-162)

那么函数 f 在无穷小规范变换下变成

fa(Aθ
µ) = fa(Aµ) +

∫
d4y[Mf (x, y)]abθb(y) + O(θ2) (8-163)

其中, [Mf (x, y)]ab 是函数 fa 对参数 θb(y) 的微商, 表示 fa 相对于参数 θb(y) 的无

穷小变换. 同样地, ∆f [Aµ] 是规范不变的, 这可以通过下面的简单计算来说明.
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根据等式

∆−1
f [Aµ] =

∫
[dθ′(x)]δ[fa(Aθ′

µ )] (8-164)

得到

∆−1
f [Aθ

µ] =
∫
[dθ′(x)]δ[fa(Aθθ′

µ )] =
∫
[d(θ(x)θ′(x))]δ[fa(Aθθ′

µ )]

=
∫
[dθ′′(x)]δ[fa(Aθ′′

µ )] = ∆−1
f [Aµ]

将等式 (8-161) 插入到路径积分中, 得到
∫
[dAµ] exp{i

∫
L(x)d4x} =

∫
[dθ(x)] [dAµ]∆f (Aµ)δ[fa(Aθ

µ)] exp{i
∫
L(x)d4x}

=
∫
[dθ(x)] [dAµ]∆f (Aµ)δ[fa(Aµ)] exp{i

∫
L(x)d4x}

现在可以丢掉“体积因子”

∫
[dθ(x)], 将生成泛函写成

Wf [J ] =
∫
[dAµ](detMf )δ[fa(Aµ)] exp{i

∫
d4x[L(x) + Jµ ·Aµ]} (8-165)

这就是 Faddeev-Popov 拟设(ansatz), detMf 称为 Faddeev-Popov 行列式. 这

样的路径积分可以用来进行量子化.

8.3.2 Faddeev-Popov 鬼场

Faddeev-Popov 行列式的形式不便于我们进行场论中的计算. 我们曾经在第 6

章讨论过 Grassmann 变量的 Gauss 积分和行列式之间的关系. 现在我们要用这个

关系把 Faddeev-Popov 行列式转换成类似于场论的拉氏量的形式.

行列式 detMf 可以被写成对 Grassmann 变量的积分

det Mf ∼
∫
[dc][dc†] exp{i

∫
d4xd4y

∑
c†a(x)[Mf (x, y)]abcb(y)} (8-166)

其中, ca, c†b 是我们引入的 Grassmann场,用来表示 detMf ,称为 Faddeev-Popov

鬼场,因为它们并不是真正的物理自由度.在转换成这种形式之后,可以将 Faddeev-

Popov 行列式当成拉氏量中的附加项, 这样就可以用来做微扰计算了. 我们也要

将 δ[fa(Aµ)] 转换成某个有效拉氏量的形式. 假设取如下的规范固定项, 而不是式

(8-146)

[fa(Aµ)] = Ba(x) (8-167)

其中, Ba(x) 是某个任意函数. 那么积分式
∫
[dθ(x)]∆f [Aµ]δ[fa(Aθ

µ)−Ba(x)] = 1 (8-168)
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还会给出与之前相同的 ∆f [Aµ]. 注意到
∫
[dBa(x)] exp{− i

2ξ
B2(x)} ∼常数, ξ 是任意参数 (8-169)

于是可以将生成泛函写成

W [J ] =
∫
[dAa

µ][dBa(x)](detMf )δ[fa(Aµ)−Ba] exp{i
∫

d4x[L(x)−Jµ ·Aµ− 1
2ξ

B2(x)]}

=
∫
[dAa

µ](detMf ) exp{i
∫

d4x[L(x)− Jµ ·Aµ − 1
2ξ

[fa(Aµ)]2]}

这里已经丢掉了积分前面与场无关的常数项, 因为它们不会影响由生成泛函计算

Green 函数的结果. 把所有这些放在一起, 得到

W [J ] =
∫
[dAa

µ][dc(x)][dc†(x)] exp{iSeff [J ]} (8-170)

其中有效作用量为

Seff[J ] = S[J ] + Sgf + SFPG (8-171)

Sgf 来自于规范固定项

Sgf =
1
2ξ

∫
d4x{fa[Aµ(x)]}2 (8-172)

SFPG 是 Faddev-Popov 鬼项

SFPG =
∫

d4xd4y
∑

a,b

c†a(x)[Mf (x, y)]abcb(y) (8-173)

总结一下: 在路径积分量子化中,需要在有效作用量中增加额外的两项: Sgf 对应于

规范固定项, SFPG 来自于 Faddeev-Popov 行列式. 特别地, Faddeev-Popov 行列式

是通过 Grassmann 变量 ——Faddeev-Popov 鬼场的泛函积分来实现的.

8.3.3 协变规范

最常见的规范固定项之一就是协变规范 (covariant gauge) 的条件

fa(Aµ) = ∂µAa
µ = 0 (8-174)

协变规范的一个好处是, 在计算 Feynman 图的每一步中, 矩阵元都显然是协变的

(Lorentz covariant). 可以通过如下的方法来计算 Faddeev-Popov行列式. 对于无穷

小规范变换

U(θ(x)) = 1 +
iθ · τ

2
+ O(θ2) (8-175)
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有

Aaθ
µ = Aa

µ + εabcθb(x)Ac
µ(x)− 1

g
∂µθa (8-176)

那么

fa(Aθ
µ) =fa(Aµ) + ∂µ

[
εabcθb(x)Ac

µ(x)− 1
g
∂µθa(x)

]

=fa(Aµ) +
∫

d4y[Mf (x, y)]abθ
b(y)

(8-177)

其中

[Mf (x, y)]ab = −1
g
∂µ[δab∂µ − gεabcA

c
µ]δ4(x− y) (8-178)

于是有

Sgf = − 1
2ξ

∫
d4x(∂µAµ)2 (8-179)

SFPG =
1
g

∫
d4x

∑

a,b

c†a(x)∂µ[δab∂µ − gεabcA
c
µ]cb(x) (8-180)

这样, 我们就可以得到 Feynman 规则并做微扰计算. 我们看到, 鬼场只与规范场相

耦合.

注意,规范固定项中有一个任意参数 ξ,明显没有什么物理意义.但是它可以成

为一个有用的检验工具 ——在所有的计算中, 依赖于这个参数的项都应当被消掉.

最终我们得到的有效拉氏量是

Seff =
∫

d4x{−1
4
F a

µνF aµν− 1
2ξ

(∂µAµ)2 +
∑

a,b

c†a(x)∂µ[δab∂µ−gεabcA
c
µ]cb(x)} (8-181)

这里重新定义了 c 和 c† 来吸收 1/g 因子. 为了做微扰展开, 首先将 Seff 分解为

Seff = S0 + SI , 其中自由场作用量是场的二次项

S0 =
∫

d4x

[
− 1

4
(
∂µAa

ν − ∂νAa
µ

)2 − 1
2ξ

(∂µAµ)2

+ Ja
µAaµ + c†a∂2ca + ηa†ca + ηaca†

] (8-182)

而剩下的就是相互作用项

SI [Aµ, c, c†] =
∫

d4x

[
−1

2
(
∂µAa

ν − ∂νAa
µ

)
gεabcAµbAνc

+
1
4
g2εabcεadeAb

µAc
νAdµAeν − igca†∂µεabcA

c
µcb

] (8-183)

自由场生成泛函则是

W0[J, η, η†] = W 0
A[J ]W 0

c [η, η†] (8-184)
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其中

W 0
A [J ] =

∫
[dAµ] exp

{
i
∫

d4x

[
−1

4
(
∂µAa

ν − ∂νAa
µ

)2 − 1
2ξ

(∂µAµ)2 + Ja
µAaµ

]}

(8-185)

而

W 0
c [η, η†] =

∫
[dc][dc†] exp

{
i

∫
d4x[c†a(x)∂2ca(x)− ηa†ca − ηaca†]

}
(8-186)

传播子

为了计算规范场的传播子, 将 W 0
A 写成

W 0
A [J ] =

∫
[dAµ] exp

{
i
∫

d4x

[
1
2
Aa

µ(x)(gµν∂2− ∂µ∂ν)Aa
ν(x)− 1

2ξ
(∂µAµ)2 + Ja

µAaµ

]}

=
∫
[dAµ] exp

{
i
∫

d4x

[
1
2
Aa

µ(x)
[(

1− 1
ξ

)
gµν∂2 − ∂µ∂ν

]
δabA

b
ν(x) + Ja

µAaµ

]}

=
∫
[dAµ] exp

{
i
∫

d4x

[
1
2
Aa

µ(x)Kµν
ab Ab

ν(x) + Ja
µAaµ

]}

其中

Kµν
ab =

[(
1− 1

ξ

)
gµν∂2 − ∂µ∂ν

]
δab (8-187)

它有逆, 满足

Kµν
ab Gbc

νλ (x− y) =
[
gµν∂2 −

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
δabG

bc
νλ (x− y) = δc

a gµ
λ δ4 (x− y)

(8-188)

引入 Gbc
νλ 的 Fourier 变换

Gbc
νλ (x− y) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−y)F bc

νλ (k) (8-189)

代入上式可以得到
[
−gµνk2 +

(
1− 1

ξ

)
kµkν

]
F bc

νλ (k) = δbcgµ
λ (8-190)

因为 Fνλ(k) 是一个对称的 2 阶张量, 因此可以将其写为

F bc
νλ (k) = (f1gνλ + f2kνkλ) δbc (8-191)

其中, f1, f2 是 k2 的函数. 于是有
[
−gµνk2 +

(
1− 1

ξ

)
kµkν

]
(f1gνλ + f2kνkλ) = gµ

λ (8-192)
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解出 f1, f2 后得到

F ab
µν (k) = δab

[
−

(
gµν − kµkν

k2

)
− ξ

kµkν

k2

]
1
k2

(8-193)

进而有

Gab
µν (x− y) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−y)δab

[
−

(
gµν − kµkν

k2

)
− ξ

kµkν

k2

]
1
k2

(8-194)

对规范场作积分之后得到

W 0
A [J ] = exp

{
− i

2

∫
d4xd4yJa

µ(x)Gµν
ab (x− y) Ja

ν (y)
}

(8-195)

同样地, 对于鬼场的传播子, 可以得到

Gab(x− y) = −
∫

d4k

(2π)4
e−ik(x−y)δab 1

k2
(8-196)

以及

W 0
c

[
η, η†

]
= exp

{
−i

∫
d4xd4yη†a(x)Gab(x− y)ηb(y)

}
(8-197)

因此得到如下的 Feynman 规则:

(1) 矢量玻色子的传播子, 如图 8-2 所示.

i∆ab
µν (k) = −iδab

[
gµν − (1− ξ)

kµkν

k2

]
1

k2 + iε

图 8-2 矢量玻色子的传播子

(2) 鬼场传播子, 如图 8-3 所示.

i∆ab
µν (k) = −iδab 1

k2 + iε

图 8-3 鬼场传播子

规范场的耦合

非 Abel 的理论中, 极化矢量为 εµ (k) 的规范场之间有自耦合

εµ (k1) εν (k2) ελ (k3)Γ abc
µνλ (k1, k2, k3) (8-198)
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以及

εµ (k1) εν (k2) ελ (k3) ερ (k4)Γ abcd
µνλρ (k1, k2, k3, k4) (8-199)

使用第 4 章中讲过的方法, 可以从规范场拉氏量中的三次项和四次项直接得到这

些顶角 Γ 的 Feynman 规则. 但是根据它们对交换规范场所表现的对称性质, 也可

以同样简单地看出这些规则. SI 的第一项在动量空间中的形式如下

1
3!

Ãaµ (k1) Ãbν
(
k2

)
Ãcλ (k3)Γ abc

µνλ (k1, k2, k3) (8-200)

其中, Ãaµ(k) 是规范场的 Fourier 变换. Γ abc
µνλ(k1, k2, k3) 对于交换规范场 A′s 必须

是完全对称的. SU(2) 结构是已经固定的

Γ abc
µνλ (k1, k2, k3) = εabcΓµνλ (k1, k2, k3) (8-201)

因此 Lorentz 结构也可以被推导出来. 根据 SI 的结构很容易可以看出来, Γµνλ

(k1, k2, k3) 是由诸如 k2µgλν 这样的项构成. 而具体的组合则可以根据下面这个条

件来确定,即 Γµνλ(k1, k2, k3)对于交换 µ ↔ ν, 1 ↔ 2, · · · 必须是反对称的,因为 εabc

是完全反对称的. 这样可以得到:

(3)

iΓ abc
µνλ =iεabc[(k1 − k2)λ gµν

+ (k2 − k3)µ gλν + (k3 − k1)ν gµλ]

其中

k1 + k2 + k3 = 0

如图 8-4 所示, 同理也可以得到四次规范耦合项的 Feynman 规则.

图 8-4 三次规范耦合项
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(4)

iΓabcd
µνλρ =ig2[εabeεcde (gµλgνρ − gνλgµρ)

+ εaceεbde (gµνgλρ − gνλgµρ)

+ εadeεcbe (gµλgνρ − gρλgµν)]

其中

k1 + k2 + k3 + k4 = 0

如图 8-5 所示, 对于鬼场与规范场的耦合, 极化矢量为 εµ(k1 + k2), 则有

(5)

iΓ abc
µ = gεabck1µ

如图 8-6 所示, 注意这个顶点是不对称的. 关于是输入右边鬼场线还是左边鬼场

线的动量, 应当在每个顶角保持一个一致的选择. 鬼场只会进入闭圈图中. 拓扑上

来看,对应于每个包含有一个规范场闭圈的图,都有一个鬼场出现在相同位置的图.

最重要的是, 和费米子圈的情况一样, 每一个鬼场的圈要乘上一个额外的负号.

注意到, 只有规范场传播子与规范参数 ξ 有关, 才可以根据具体的情况来选择

合适的 ξ. 在这类协变规范中, ξ = 1的规范称为’t Hooft-Feynman规范, ξ = 0则称

为 Landau 规范.

图 8-5 四次规范耦合项

图 8-6 鬼场与规范场的耦合
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费米子

在上面考虑的纯 Yang-Mills 场论中加入费米子是显而易见的: 只要在拉氏量

中放进量纲小于等于 4 的所有可能的规范协变项, 即

L = ψ̄ (iγµDµ −m) ψ (8-202)

其中

Dµψ = ∂µψ − igT aAa
µψ (8-203)

这里的 T a 是费米子的表示矩阵. 比如, 如果 ψ 是 SU(2) 的一个二重态, 那么

T a =
τa

2
. 这样就有了包含了费米子的额外的 Feynman 规则.

(6) 费米子的 Feynman 传播子如图 8-7 所示.

iSFnm (k) = δnm
i

γ · k −m + iε

图 8-7 费米子的 Feynman 传播子

(7) 费米子 – 规范玻色子顶角如图 8-8 所示.

iΓaµ
nm = ig (T a)nm γµ

图 8-8 费米子 – 规范玻色子顶角

关于非 Abel规范理论在协变规范下的路径积分量子化的讨论可以作为一个例

子, 来展示如何具体地推导 Feynman 规则, 以便做有用的计算. 这一过程可以被推

广到其他规范选择.



第9章 对称性自发破缺与 Higgs 机制

9.1 引 言

对称性在高能物理理论的发展中起到了至关重要的作用. 整体对称性对应守

恒律, 如能动量守恒, 电荷守恒等. 另外, 局域对称性或称规范对称性, 给出了所

有基本作用的动力学理论, 如电弱相互作用和强相互作用. 许多自然界中的对称性

只是近似对称. 然而这些破缺的对称性在理解高能物理的各种现象中也是十分有

用的. 在不同类型的对称性破缺中, 最特别的当属对称性自发破缺 ( spontaneous

symmetry breaking, SSB), 这一机制在高能物理中有着特殊的地位. 它是电弱相互

作用的标准模型中除了局域规范对称性之外最重要的支柱.

9.1.1 对称性与简并

在物理学中, 对称性必存在相应的守恒律, 而守恒律也可以由对称性解释. 一

般而言, 通过研究物理态的简并来发现物理系统的相互作用中的守恒律. 例如, 如

果观察到 2l+1类型的简并,则意味着有球对称或类似的对称性. 在某些情况下,发

现系统正确的对称性并不容易. 例如, 氢原子能谱的简并比 O(3) 群的球对称性更

大 (图 9-1). 事实上, 氢原子的库仑势的对称性由角动量和 Lenz 矢量组成的 O(4)

群描述.

M = P ×L− r
4πε

e2
(9-1)

其中, P 与 L 分别是动量和角动量算符. 因此在确定的主量子数 n 与不同的 l′ 下,

能量简并度反映的是 O(4) 群的表示 [14].

图 9-1 氢原子能级

另一个例子是各向同性的三维谐振子, 其超出 O(3) 群的对称性如图 9-2 所

示. 图中结构可由 SU(3) 群的对称性解释, 哈密顿量以产生算符 a†i 和湮没算符
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ai 写出

H = }ω
(
a†1a1 + a†2a2 + a†3a3

)
+

3
2
}ω (9-2)

由此可以看出, 哈密顿量 H 在幺正变换下保持不变




a1

a2

a3


 −→ U




a1

a2

a3


 (9-3)

其中, U 是一个 3× 3 的幺正矩阵. 因此该谐振子的简并度与 SU(3) 群的表示相关

联, 大于旋转群 O(3).

在这两个例子中, 我们都是从态的简并来推测哈密顿量的对称性. 换言之, 物

理态的对称性与相互作用的对称性相同. 这一得到对称性的方法有时被称为 Weyl-

Wigner 模式.

图 9-2 三维各向同性谐振子的能级

9.1.2 对称性自发破缺

另一方面来讲, 对于SSB, 相互作用的对称性在系统的物理态中未能完全展现.

换言之, 相互作用的对称性高于物理态的对称性. 这令研究物理态的简并以得到对

称性的方法变得难以实现. 历史上, SSB 首次发现是在 1960 年左右, 由 Nambu 和

Goldstone 在研究凝聚态物理的超导现象时得出的 [15,16]. SSB 导出的结果之一即

为零质量激发态的出现, 称为 Nambu-Goldstone 玻色子, 或简称为 Goldstone 玻色

子 [17]. 此后, Nambu将这一发现应用于粒子物理 [18]. SSB连同 SU(3)× SU(3)流

代数一起, 成功地解释了强相互作用在低能区近似的手征对称性. 更为重要的是,

1964年 Higgs [19] 和另外两个小组 [20,21]——Englert和 Brout以及 Guranik, Hagen

和 Kibble,各自独立发现了在局域规范对称性中SSB有着极为重要的性质: 它能将

规范理论中的长程力转换为短程力,因此避免了零质量 Goldstone玻色子与零质量

规范玻色子. Weinberg [22] 与 Salam [23] 将这一设想用于建立一个涵括电磁相互作
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用与弱相互作用的模型. 此后, 1971 年’t Hooft [24] 证明了这一模型是可重整化的,

所有高阶作用都可以计算得出, 奠定了该模型的理论基础. 自此, 这一模型在实验

上不断获得成功, 现在被称为“电弱相互作用的标准模型”[25]. 毋庸置疑, 它将是

未来新物理的基石.

本章我们将对对称性自发破缺作一个简单的介绍, 重点放在概念的解释, 不涉

及详细的数学计算.尽管 SSB在解释许多有趣的物理现象上都取得了成功,但它在

物理上的引入某种程度上仍然算是可以的, 并且 SSB 的起源尚未完全被理解. 本

章我们也会讨论一些物理上更易于处理的非相对论的例子,以期得到一些关于 SSB

本质的启示. 对 SSB 更好的理解可能会令其在前沿领域的应用更为广泛.

9.1.3 Goldstone 定理

相互作用中基态的对称性破缺的一个广为人知的例子是, 在 Curie 温度 TC 附

近的铁磁效应.在 T > TC 的情况下,实验观察到所有基态的磁偶极子取向随机,没

有特定的方向,因此可以看成是旋转对称的. 然而在 T < TC 的情况下,所有基态的

磁偶极子将取同一方向 (自发磁化), 不再具有旋转对称性. 这一现象可用 Landau-

Ginzberg 平均场理论 (mean field theory)[26] 描述. 对于接近 TC 的温度, 磁化强度

M 应该很小,因此可以将自由能展开成磁化强度M 的幂级数,忽略掉高阶项之后

有

u(M) = (∂tM)2 + V (M) (9-4)

其中

V (M) = α1(T )(M ·M) + α2(T )(M ·M)2 (9-5)

且 α1(T ), α2(T ) 是独立于 M 的参数. 能量密度 u 与 V 显然具有旋转不变性. 假

定M 变化缓慢, 只保留第一阶导数. 这里引入了四次项以使 V (M) > 0, 假设

α1(T ) = α(T − TC), α > 0 (9-6)

因此在 T = TC 时有 α1 = 0. 由于 (∂tM)2 这一项是非负的, 为了得到基态的磁化

强度, 令 V (M) 取极小值,

∂V

∂Mi
= 0 =⇒ Mi(α1 + 2α2M ·M) = 0 (9-7)

若 T > TC(即 α1 > 0), 其解为 Mi = 0; 当 T < TC(即 α1 < 0) 时, 最小值取在

|M | =
√
− α1

2α2
(9-8)

由此得到了不为零的磁化. 式 (9-8) 只给出了M 的大小, 而方向是任意的, 譬如说

取在 z 轴. 因此对于低于 Curie 温度的情况, 自由能的旋转对称性自发破缺.
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对称性自发破缺的另一个重要特点是 Goldstone定理,即连续的对称性的自发

破缺可导出系统波长极大时频率趋近于零的激发态的存在. 在粒子物理中, 即为

零质量的粒子. 历史上, Nambu 曾在 1960 年指出了在 BCS 超导理论 [27]中这样

的集体激发对于理解该理论的规范不变性的重要意义 [15]. 此后, Nambu 将这一设

想应用在粒子物理中的手征对称性 (chiral symmetry) 自发破缺上 [18]. 他与 Jona-

Lasinio [28] 提出了一个模型, 用很特殊的近似得出了手征对称性自发破缺的结论.

1961年, Goldstone [16] 给出了更多的零质量粒子的范例,并认为这可能是对称性自

发破缺所共有的特征. 此后, Goldstone, Salam 与 Weinberg [17] 由这一观点得到了

一个更严格的一般性定理.

现在我们来说明这一定理. 首先考虑一个有连续对称性的相对论系统. 由

Noether 定理, 连续对称性有对应的守恒流

∂µJµ = 0 (9-9)

与守恒荷

Q =
∫

d3xJ0 (x) ,
dQ

dt
= 0 (9-10)

对于一般的场算符 φ(x) 的变换, 有下列关系

φ (x) −→ φ′ (x) = eiεQφ (x) e−iεQ = φ (x) + iε [Q,φ (x)] + · · · (9-11)

其中, ε 是任意的对称性的参量. 为简便起见, 定义 σ 为

[Q,φ (x)] = σ (x) (9-12)

流守恒意味着

0 =
∫

d3x [∂µJµ (x, t) , φ (0)]

= ∂0

∫
d3x

[
J0 (x, t) , φ (0)

]
+

∫
dS · [J (x, t) , φ (0)]

对于足够大的表面, 假定没有流出该区域的流, 则右边第二项为零. 由此得到

d
dt

[Q(t), φ(0)] = 0 (9-13)

假设由于某种原因, 这一对易子有非零的真空期望值 (vacuum expectation value,

VEV)

〈0 |[Q (t) , φ (0)]| 0〉 = 〈0 |σ| 0〉 = v 6= 0 (9-14)
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上式被称为对称性破缺条件.注意,这个对易子非零意味着对称性守恒荷 Q不会

湮没真空态, 即

Q (t) |0〉 6= 0 (9-15)

进而有

eiαQ |0〉 6= |0〉 (9-16)

因为 Q是对称变换的生成元,所以上式意味着真空在对称变换下不是不变的. 这

种情况通常称为对称性自发破缺. 将式 (9-14) 展开是

〈0 |[Q,φ (0)]| 0〉 =
∫

d3x
〈
0

∣∣[J0(x, t), φ(0)
]∣∣ 0

〉

=
∫

d3x
〈
0

∣∣[J0(x, t)φ(0)− φ(0)J0(x, t)
]∣∣ 0

〉

在上式中插入一组中间态的完备集, 并利用平移算符

J0(x) = eip·xJ0(0)e−ip·x (9-17)

它的第一项是

∑
n

∫
d3x〈0|J0(x, t)|n〉〈n|φ(0)|0〉 =

∑
n

∫
d3xe−ipn·x 〈

0
∣∣J0 (0) |n〉 〈n|φ (0)

∣∣ 0
〉

=
∑

n

(2π)3δ3 (pn) 〈0|J0(0)|n〉〈n|φ(0)|0〉e−iEnt

对于第二项也有类似的结果. 因此得到
∑

n

(2π)3 δ3 (pn) {〈0|J0(0)|n〉〈n|φ(0)|0〉e−iEnt

− 〈0|φ(0)|n〉〈n|J0(0)|0〉eiEnt} = υ 6= 0 (9-18)

注意等式右端是一个与时间无关的非零量, 而等式左端含有指数因子 e±iEnt, 明

显与时间相关. 因为正频部分与负频部分不能互相抵消, 所以这一关系只有当存

在符合如下条件的物理态时才能得到满足, 即

En = 0, 对于 pn = 0 (9-19)

在相对论系统中, 能动量关系为

En =
√

p2
n + m2

n (9-20)

意味着粒子质量为零, 即 Goldstone 玻色子. 这个物理态满足

〈
0

∣∣J0 (0)
∣∣ n

〉 6= 0, 〈n |φ (0)| 0〉 6= 0 (9-21)
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这意味着 Goldstone 玻色子来自于场算符 φ, 而不是有非零真空期望值的场算符

σ. 换言之, Goldstone 玻色子对应的是场算符 φ, 即场算符 σ 的对称伴算符. 它

可以由破缺的守恒荷与真空联系起来, 即 〈0|Q|n〉 6= 0. 事实上, 也可以反过来说:

任意一个可以通过某个守恒流 Jµ 与真空 |0〉 联系起来的粒子 |π(p)〉, 都一定是
Goldstone 玻色子. 为了证明这一点, 写出如下矩阵元

〈0 |Jµ (0)|π (p)〉 = fpµ, f 6= 0 是一个常数 (9-22)

对上式求散度得到

0 = 〈0 |∂µJµ (0)|π (p)〉 = ifp2 = ifm2
π (9-23)

因为 f 6= 0, 一定有 m2
π = 0, 即该粒子是一个 Goldstone 玻色子.

对于非相对论性的系统, 式 (9-19) 意味着波矢量趋近于零时, 存在零能量的

激发态.

注意对称性自发破缺的过程中, 物理态的对称性始终小于相互作用的对称

性. 在相互作用中添加几项可以得到对称性的显性破缺 (explicit symmetry break-

ing), 仅从能谱上看, 自发破缺与显性破缺似乎难以区分, 然而 Goldstone 激发是

对称性自发破缺的一个独有的特征.

9.2 非相对论系统中的对称性自发破缺 —— 超流现象

对称性自发破缺是一个普遍的现象. 下面以一个非相对论系统 —— 超流理

论为例来讨论这个问题, 希望能够更好地理解 Goldstone 定理的各个方面.

超流体 He4 为 Goldstone 激发提供了另一个典型例子 [29]. 系统中氦原子是

一个相当强的束缚态, 原子间的长程力非常微弱, 而短程力为很强的排斥力. 由

此, 氦原子的系统可以用相互作用十分微弱的玻色气体描述, 哈密顿量可以写成

H = − 1
2m

∫
d3xψ†∇2ψ +

1
2

∫
d3xd3yψ† (x) ψ† (y) v (x− y) ψ (x) ψ (y) (9-24)

在前面讨论非相对论系统的量子化时,也需要场算符大于二次的项来得到有意义

的相互作用. 这里出于对称性的考虑,取相互作用是四次的. 另外,假设相互作用

由一个势函数 v(x) 来描述 —— 它表示氦原子之间的有效相互作用. 注意, 这个

相互作用是平移不变的, 即它在 x → x + a, y → y + a 的变换下保持不变, 所以动

量是守恒的. 这种哈密顿量是非相对论场论中常用的形式. 这里的 ψ(x) 是氦原

子的场算符, 满足非相对论场的对易关系

[ψ(x), ψ†(y)] = δ3(x− y) (9-25)
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假定把系统放在一个体积为 Ω 的具有周期性边界条件的立方体中. 显然,哈密顿

量在相变换 (相移) 下是不变的

ψ(x) → ψ′(x) = eiαψ(x) (9-26)

这意味着 U(1) 对称性, 即 He 原子数目不变. 守恒荷即为原子数算符

Q =
∫

d3xψ† (x) ψ (x) (9-27)

对易关系为

[Q,ψ (x)] = −ψ(x), [Q,ψ†(x)] = ψ†(x) (9-28)

可以用平面波 (动量本征态) 将 ψ(x) 展开

ψ(x) =
1√
Ω

∑

k

akeik·x (9-29)

其中, a†
k
与 ak 为通常的产生算符与湮没算符, 满足如下对易关系

[ak, ak′ ] = 0,
[
ak, a†k′

]
= δkk′ (9-30)

从而得到哈密顿量

H =
∑

k

}2k2

2m
a†kak +

1
2Ω

∑

ki

v̄ (k1 − k3) δk1+k2,k3+k4a
†
k1

a†k2
ak3ak4 (9-31)

其中

v̄(k) =
∫

d3xeik·xv(x) (9-32)

且 Ω 为系统总体积. 在以上两式及下文中, 为简便起见, 我们省略了波矢量的 k
′
i

的矢量符号. 由于 v(x) 是实数, 所以 v̄(k) = v̄(−k). 对于没有相互作用的情况,

v(x) = 0, 基态即为所有粒子都处于 k = 0 的状态

|Ψ0〉v=0 =

(
a†0

)N

√
N !

|0〉, ak|0〉 = 0, ∀ k (9-33)

其中, N 是系统的总粒子数. 显然, 如果相互作用足够小, 在基态和低能激发态

中, 大部分粒子都将处于 k = 0 的态, 即

〈n0〉 À 〈nk〉, k 6= 0 (9-34)
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其中, nk = a†kak,是 k 态的粒子数. 我们感兴趣的是系统的总粒子数 N 很大的情

况, 因此 n0 ∼ N 也很大. 根据产生算符和湮没算符的性质

a0|n0〉 =
√

n0|n0 − 1〉, a†0|n0〉 =
√

n0 + 1|n0 + 1〉 (9-35)

可以近似认为 a0 的矩阵元是
√

n0 量级的, 而 a†0 是
√

n0 + 1 量级的. 因此在

n0 ∼ N →∞ 的极限下, 对易子 [a0, a
†
0] 是 1 的量级, 而 a0, a

†
0 是

√
N 的量级:

[a0, a
†
0] = 1 ¿ a0, a†0 ∼

√
n0 (9-36)

因此可以忽略对易子. 又因为 a0 和 a†0 与其他所有算符对易

[a0, ak] = [a†0, ak] = 0, k 6= 0, (9-37)

所以可以将 a0 和 a†0 视为 c 数(Schur 引理), 可以用
√

n0 来替换 a0 与 a†0:

a0 = a†0 '
√

n0 (9-38)

因为初始的拉氏量中有 4个产生或湮没算符,所以在作近似用
√

n0 替换 a0, a
†
0 之

后, ak 和 a†k (k 6= 0) 的二次项的系数是 n0 的量级, 而四次项是 1 的量级. 由此可

以得出忽略四次项的近似哈密顿量

H =
∑

k 6=0

}2k2

2m
a†kak +

n0

2Ω

∑

k 6=0

[v̄ (k) (a†ka†−k + aka−k)

+ 2v̄ (0) a†kak + 2v̄ (k) a†kak] +
n2

0

2Ω
v̄ (0)

或

H =
∑

k 6=0

ωka†kak +
n0

2Ω

∑

k 6=0

v̄ (k) (a†ka†−k + aka−k) +
N2

2Ω
v̄ (0) (9-39)

其中

ωk =
}2k2

2m
+

n0

Ω
v̄ (k) (9-40)

这里用到了

N2 =


n0 +

∑

k 6=0

a†kak




2

≈ n2
0 + 2n0

∑

k 6=0

a†kak (9-41)

注意这个哈密顿量不保持粒子数守恒, 但仍然有动量守恒, 因为忽略 k = 0 模式

只影响总粒子数, 并不影响动量. 哈密顿量中只含有二次项, 从而可以利用如下

Bogoliubov 变换得到本征值. 定义准粒子算符为

αk = cosh θk ak + sinh θk a†−k (9-42)
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由此得到

α†k = cosh θk a†k + sinh θk a−k (9-43)

其中, θk 是一个由我们支配的任意参量. 假设 θk = θ−k, 上述准粒子算符显然满

足以下对易关系 [
αk, α†k′

]
= δkk′ , [αk, αk′ ] = 0 (9-44)

例如
[
αk, α†k′

]
= [cosh θk ak + sinh θk a†−k, cosh θk′ a†k′ + sinh θk′ a−k′ ]

= cosh θk cosh θk′ [ak, a†k′ ] + sinh θk sinh θk′ [a
†
−k, a−k′ ]

=
(
cosh2 θk − sinh2 θk

)
δkk′ = δkk′

反解出式 (9-42), 式 (9-43):

ak = cosh θk αk − sinh θk α†−k, a†−k = − sinh θk αk + cosh θk α†−k (9-45)

可以将哈密顿量用准粒子算符写出.调整参量 θk 使非对角项 (α†kα†−k +αkα−k)的

系数为零, 这就给出参量 θk 的值为

tanh 2θk =

n0v̄

Ω
ωk

(9-46)

哈密顿量形式如下

H =
∑

k 6=0

εkα†kαk +
N2v (0)

2Ω
+

1
2

∑

k 6=0

(εk − ωk) (9-47)

其中

εk =

√
ω2

k −
(n0v̄

Ω

)2

=

√(
}2k2

2m

)2

+ 2
(
}2k2

2m

)(
n0v̄ (k)

Ω

)
(9-48)

这正是没有相互作用的准粒子的哈密顿量. 忽略掉几个常数项, 本征值为

E =
∑

k

nkεk (9-49)

式 (9-48) 中准粒子激发能有如下性质

εk → 0, 当 k → 0时 (9-50)

这就是 Goldstone激发态. 显然,基态 |Ψ0〉是可以被任意一个准粒子湮没算符 αk

湮没的:

αk|Ψ0〉 = 0, ∀ k (9-51)
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激发态有如下形式 (
α†k1

)n1
(
α†k2

)n2 · · · |Ψ0〉 (9-52)

显然准粒子基态可以用原来的产生算符 a†k 写出

|Ψ0〉 =
√

Z exp{−
∑

ki

tanh θki
a†ki

a†−ki
}|0〉 (9-53)

其中

Z =
∏

ki

(
1− tanh2 θki

)
(9-54)

这意味着准粒子基态是真空、2 粒子态、4 粒子态、⋯的一个组合, 非常复杂. 为

了诠释 Goldstone 定理, 注意 ψ(0) 在基态的期望值非零

〈Ψ0|ψ(0)|Ψ0〉 =
1√
Ω
〈Ψ0|a0|Ψ0〉 =

√
n0

Ω
6= 0 (9-55)

其中用到了 k 6= 0时,由于动量守恒而得出的 〈Ψ0|ak|Ψ0〉 = 0. 由式 (9-28)中的对

易关系, 可知这就是对称性破缺的条件

Q|Ψ0〉 6= 0 (9-56)

准粒子激发态在 k → 0 时能量 εk 趋近于零, 正是 Goldstone 定理所意味着的

Goldstone 激发.

Landau 超流体判据 [30]

接下来讨论这个理论中超流性的表现. 这一性质来源于低温下, 质量为 M 的

物体以低于临界速度 vc 的速度 v 在液氦中移动时, 不会因黏性而减速. 在微观层

面, 黏性引起的减速可以用物体 M 的能动量部分用于将流体中粒子激发来解释.

考虑一个质量为 M 的物体以常速度 V 在 He 中运动. 假定激发能 ε(p) 会令

流体速度由 V 减小到 V1, 由能量守恒有

1
2
MV 2 =

1
2
MV 2

1 + ε (p) (9-57)

动量守恒有

MV = MV 1 + p (9-58)

消去 V 1 得到

ε (p)− p · V +
p2

2M
= 0 (9-59)
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认为 M 足够大, 忽略
p2

2M
项, 有

pV cos θ = ε(p) 或 V > ε(p)
p

(9-60)

其中, θ 是 p 与 V 的夹角. 因此得到临界速度

vc =
[
ε (p)

p

]

min

(9-61)

对于 v 6 vc, 没有激发, 称为超流体. 对于式 (9-48) 给出的能量本征值, 可以发现

vc 对于小的 k 是非零的, 从而体现了超流体的性质.

9.3 相对论性系统中对称性自发破缺

现在讨论相对论性系统中的对称性自发破缺. 对称性自发破缺导致的物理

结果对于整体对称性和局域对称性来说是很不一样的, 分开进行讨论.

9.3.1 整体对称性

1. 分立对称性

考虑 λφ4 理论, 拉氏量为

L =
1
2
[(∂µφ)2 + µ2φ2]− λ

4
φ4 (9-62)

有分立对称性 φ → −φ. 这个例子中不会有 Goldstone玻色子,我们只用它来说明

非零的真空期望值是如何出现的. 它的共轭动量为

π =
∂L

∂ (∂0φ)
= ∂0φ (9-63)

哈密顿量为

H = π∂0φ− L =
1
2
[(∂0φ)2 + (∇φ)2 − µ2φ2] +

1
4
φ4 (9-64)

考虑经典情况. 将哈密顿量写为动能与势能的和, 即

H =
1
2
(∂0φ)2 + Veff (φ) , Veff = (∇φ)2 − 1

2
µ2φ2 +

λ

4
φ4 (9-65)

求解经典最小值, 取 ∇φ = 0. 对于 µ2 > 0, 最小值在如下情况取到

φ = ±v, v =

√
µ2

λ
(9-66)
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这和前面讨论的 Landau-Ginzburg 平均场理论很相似. 为简便起见, 取 φ = v , 对

称性 φ −→ −φ 已经破缺. 将这个量子场在最小值附近展开

φ = φ′ + v (9-67)

即有
〈φ〉 = v, 〈φ′〉 = 0 (9-68)

从而得到

L =
1
2
(∂µφ′)2 − (

µ2
)
φ′2 − λvφ′3 − λ

4
φ′4 (9-69)

现在 φ′2 的系数已变号, 可以当成质量项, 从而得到 φ′ 质量为
√

2µ2. 在这种情

况下没有 Goldstone 玻色子, 因为对称性是分立的而非连续的. 这个简单的例子

给出了在 µ2 > 0 的情况下, 为了使基态能量达到最小值, 而产生的对称性破缺

〈φ〉 = v.

对称性自发破缺和重整化

注意, 在 SSB 之前, 有 µ, λ 和场算符 φ 这三个参量来吸收发散, 而在 SSB 之

后, 有另一个参数 v, 当然它并不是独立的: v =

√
µ2

λ
. 但是 SSB 改变了基本的相

互作用, 在它里面加了一个 φ′3 作用项, 这一项在 SSB 之前是没有的. 我们现在

来讨论 SSB 和重整化之间的相互影响.

从拉氏量 (9-69) 可以计算得到表观发散度 D 为

D = 4−B − n3 (9-70)

其中，n3 是 φ3 作用在这个图中出现的次数. 注意,由于初始的 φ → −φ变换对称

性, 在耦合常数之间有一定的关系. 这使得抵消项之间也产生联系. 例如, 所有的

一圈发散积分要么是二次发散的 —— 包含一个传播子, 要么是对数发散的 ——

包含两个传播子. 根据 Feynman 规则, 对于三线顶点有 −6iλv, 对于四线顶点有

−6iλ, 如图 9-3 所示.

图 9-3 三线顶点与四线顶点

现在我们列出一圈发散的 1PI Green 函数:

(1) B = 1, n3 = 1的一点函数 (蝌蚪图 (tadpole diagram),图 9-4),它的贡献是

T = (−6iλv)
1
2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 − 2µ2
= (−3iλv) I2 (9-71)
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其中

I2 =
∫

d4k

(2π)4
i

k2 − 2µ2
(9-72)

为了消除这个发散, 需要在拉氏量中加一个抵消项 Dφ′, 其中

D = −3λvI2 (9-73)

图 9-4 D = 2, 二次发散的蝌蚪图

(2) B = 2, n3 = 0, n4 = 1的两点函数 (图 9-5). 这里 n4 是 φ4 作用在 Feynman

图中出现的次数. 它对自能的贡献是

Σ1 (0) = (−6iλ)
1
2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 − 2µ2
= −3iλI2 (9-74)

这是通常的二次发散的自能图, 需要的抵消项形式是 A1φ
′2, 其中

A1 = −3
2
λI2 (9-75)

图 9-5 D = 2, 二次发散的自能图
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(3) B = 2, n3 = 2 的两点函数 (图 9-6), 这个图有

D = 0 (9-76)

它的贡献是

Σ2 (0) = (−6iλv)2
1
2

∫
d4k

(2π)4

(
i

k2 − 2µ2

)2

= 18iλ2v2I4 (9-77)

其中

I4 = i
∫

d4k

(2π)4

(
i

k2 − 2µ2

)2

(9-78)

抵消项是 A2φ
′2, 其中

A2 = 9λ2v2I4 (9-79)

图 9-6 D = 0, 对数发散的自能图

(4) B = 3, n3 = 1, n4 = 1 的三点函数 (图 9-7), 它的贡献是

Γ3 (0) = 3 (−6iλv) (−6iλ)
1
2

∫
d4k

(2π)4

(
i

k2 − 2µ2

)2

= 54iλ2vI4 (9-80)

抵消项是 −Bφ′3, 其中

B =
1
3!

54λ2vI4 = 9λ2vI4 (9-81)

图 9-7 D = 0, 对数发散的三点函数

(5) B = 4, n4 = 2 的四点函数 (图 9-8), 它的贡献是

Γ4 (0) = 3 (−6iλ)2
1
2

∫
d4k

(2π)4

(
i

k2 − 2µ2

)2

= 54iλ2I4 (9-82)

抵消项的形式是
1
4
Cφ′4, 其中

C = − 1
4!

54λ2I4 = 9λ2I4 (9-83)
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可以看到, 一圈图的发散只包含两个积分: I2 和 I4. 总的一圈抵消项是

δV (φ′) = (A1 + A2) φ′2 + Bφ′3 +
C

4
φ′4 + Dφ′ (9-84)

一圈近似下的有效势是

V1 (φ′) =V (φ′) + δV (φ′)

=
(
µ2 + A

)
φ′2 + (B + λv) φ′3 +

1
4

(λ + C) φ′4 + Dφ′ (9-85)

其中 A = A1 + A2.

图 9-8 D = 0, 对数发散的四点函数

设 δv 为 VEV 由于一圈贡献而出现的偏移量

δV1 (φ′)
δφ′

∣∣∣∣
φ′=δv

= 0 (9-86)

即

2
(
µ2 + A

)
δv + 3 (B + λv) (δv)2 + (λ + C) (δv)3 + D = 0 (9-87)

由于 δv 是小量, 所以可以忽略高阶项, 得到

δv = − D

2 (µ2 + A)
≈ −D

2µ2
(9-88)

因此为了消除 φ′ 的线性项, 定义一个“平移”后的场 (a shifted field) 为

φ′′ = φ′ − δv (9-89)

它在一圈情况下有

〈0 |φ′′| 0〉 = 0 (9-90)

用这个新的场可以把势函数写成

V1 (φ′′ + δv) = aφ′′2 + bφ′′3 +
c

4
φ′′4 (9-91)
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其中

c =λ + C = λ + 9λ2I4

b =λυ + B + λδv = λυ + 9λ2vI4 +
3λ2v

2µ2
I2

a =µ2 + A + 3δvλv = µ2 + 3λI2 + 9λ2v2I4

(9-92)

由上面这些式子可以验证

b2 − ac = 0 (9-93)

其中丢掉了 δv 的高阶项. 因此有

V1 (φ′) = V1 (φ′′ + δv) = aφ′′2 +
√

acφ′′3 +
c

4
φ′′4

=
1
4

a2

c
− a

2

(
φ′′ +

√
a

c

)2

+
c

4

(
φ′′ +

√
a

c

)4

这说明, 经过这些计算得到的结果很简单. 尽管加了抵消项, 有效势仍然有反射

对称性, 其中反射变换是作用在

φ = φ′′ +
√

a

c
(9-94)

上. 换句话说, 抵消项仍然有初始的对称性, 因为它们反映了理论的紫外性质, 软

对称破缺 (soft symmetry breaking) 对它没有什么影响. 因此, 即使是对称性破缺

的理论, 也只需要对称的理论的抵消项.

2. Abel 对称性

现在考虑一个有 Abel 对称性的拉氏量密度

L =
1
2

[
(∂µσ)2 + (∂µφ)2

]
− V

(
σ2 + π2

)
(9-95)

且

V
(
σ2 + π2

)
= −µ2

2
(
σ2 + π2

)
+

λ

4
(
σ2 + π2

)2
(9-96)

这个拉氏量在 O(2) 旋转下是不变的

(
σ

π

)
−→

(
σ′

π′

)
=

(
cos α sinα

− sinα cos α

)(
σ

π

)
(9-97)

这里旋转角 α 与时空无关, 被称为整体变换. 由于 α 是个连续参量, 所对应的对

称性也是连续的, 因此在对称性自发破缺时应该出现 Goldstone 粒子.
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为了得到经典的基态, 令势能 V 取到极小值

∂V

∂σ
= σ

[−µ2 + λ
(
σ2 + π2

)]
= 0 (9-98)

∂V

∂π
= π

[−µ2 + λ
(
σ2 + π2

)]
= 0 (9-99)

当 µ2 < 0 时, 唯一的解是 σ = π = 0. 但当 µ2 > 0 时, 最小值对应的解为

σ2 + π2 = v2, 且 v2 =
µ2

λ
(9-100)

最小值对应了 (σ, π) 平面内的半径为 v 的圆上所有的点. 它们互相由 O(2) 旋转

变换连接起来, 彼此对等. 圆上任意一个点可以被视为真空. 例如, 选择

σ = v, π = 0 (9-101)

对应的量子场有如下性质

〈0 |σ| 0〉 = ν, 〈0 |π| 0〉 = 0 (9-102)

因此 O(2) 对称性在真空态破缺. 利用微扰论得到粒子能谱, 考虑极小值附近足

够小的振动, 定义

σ′ = σ − v (9-103)

拉氏量密度可以写为

L =
1
2

[
(∂µσ′)2 + (∂µφ)2

]
− µ2σ′2 − λvσ′

(
σ′2 + π2

)− λ

4
(
σ′2 + π2

)2
(9-104)

其中没有 π 场的二阶项, 而 π 就是零质量的 Goldstone 玻色子. 注意, 场论中零质

量的粒子对应长程力. 自然界中, 除了光子和引力子外没有其他零质量粒子, 而这

两者的自旋都非零. 这就是 Goldstone 玻色子在粒子物理中没有太多应用的原因.

〈0|σ|0〉 = ν 6= 0 这一选择是任意的. 若令 〈0|π|0〉 = ν 6= 0, 也能得到同样的物

理结果. 仍有一个 Goldstone 粒子和一个有质量的粒子的存在, 只是粒子名称互换.

在 Abel 对称性的条件下, 只有一个生成元, 要么是 µ2 < 0 的情况下, 对称性

不被破坏; 要么是在 µ2 > 0 的情况下, 对称性完全破缺. 同时, 注意到上述推论

中对称性破缺的产生子的数量与 Goldstone 玻色子的数量相同. 事实上, 这个关

系在比 U(1) 更普遍的对称性下也是适用的.

现在从 Goldstone 定理出发讨论 Goldstone 粒子. 取无穷小变换

δσ = −θπ, δπ = θσ (9-105)
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对应这一对称性的 Noether 流为

Jµ = − [(∂µσ) π − (∂µπ) σ] (9-106)

守恒荷为

Q =
∫

d3xJ0 = −
∫

d3x [(∂0σ) π − (∂0π) σ] (9-107)

守恒荷与场的对易关系为

[Q, π (0)] = σ (0) , [Q, σ (0)] = −π (0) (9-108)

因此, 如果 〈0|σ|0〉 = ν 6= 0, 对称性自发性破缺, 且 π 场将产生 Goldstone 玻色子.

另一种得到 Goldstone玻色子的方法是考虑势能项 V
(
σ2 + π2

)
的对称性. 在

U(1) 变换下, 有效势能项的不变性给出

δV =
∂V

∂σ
δσ +

∂V

∂π
δπ = −∂V

∂σ
π +

∂V

∂π
σ = 0 (9-109)

对 σ 作微分在极小值的条件下得到

−∂2V

∂σ2
π +

∂2V

∂π∂σ
σ +

∂V

∂π
=

∂2V

∂π∂σ

∣∣∣∣
min

v = 0 (9-110)

同样地, 对 π 作微分

− ∂2V

∂σ∂π
π − ∂V

∂σ
+

∂2V

∂π2
σ =

∂2V

∂π2

∣∣∣∣
min

v = 0 (9-111)

因此在极小值时, 二阶导数矩阵, 即质量矩阵为



∂2V

∂σ2

∂2V

∂σ∂π

∂2V

∂σ∂π

∂2V

∂π2




min

=




∂2V

∂σ2

∣∣∣∣
min

0

0 0


 (9-112)

上式给出一个零质量的粒子与一个有质量的粒子, 零质量的粒子就是 Goldstone

粒子.

Goldstone 玻色子和重整化

我们已经看到, Goldstone 玻色子的质量在树图阶段是 0. 我们现在来探讨,

在考虑了高阶效应之后, 它是否还会保持是无质量的？从 Goldstone 定理的观点

来看, 我们期望这个无质量的特性会保持到高阶, 因为 Goldstone 定理与微扰论

无关. 不过, 在一圈近似下对此作个说明是有益的. 为此, 我们需要验证质量重整



· 262 · 第 9 章 对称性自发破缺与 Higgs 机制

化的抵消项 δm2 是 0. 这一点必须成立, 因为它不能被吸收进物理的 π 质量的任

何重新定义中. 我们知道自能图的展开是

Σ(p2) = Σ(0) + Σ′(0)p2 + Σ̃(p2) (9-113)

其中, δm2 就是 Σ(0). Feynman 规则如图 9-9 所示. 由此可以计算出图 9-10 中的

一圈图是

Σa(0) = (−2iλv)
i

2µ2
(−6iλv)

1
2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 − 2µ2
= 3λI

(
2µ2

)

Σb(0) = (−2iλ)
1
2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 − 2µ2
= λI

(
2µ2

)

Σc(0) = (−2iλv)
i

−2µ2
(−2iλv)

1
2

∫
d4k

(2π)4
i

k2
= λI (0)

Σd(0) = (−6iλv)
1
2

∫
d4k

(2π)4
i

k2
= 3λI (0)

Σe(0) = (−2iλv)2
∫

d4k

(2π)4
i

k2

i
k2 − 2µ2

= 2λ[I
(
2µ2

)− I(0)]

(9-114)

其中

I
(
m2

)
=

∫
d4k

(2π)4
1

k2 −m2
(9-115)

它们总的贡献是

Σ(0) = Σa (0) + Σb (0) + Σc (0) + Σd (0) + Σe (0) = 0 (9-116)

因此 π 粒子依然是无质量的, 和 Goldstone 定理所要求的一样.

图 9-9 相互作用顶点的 Feynman 规则
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图 9-10 π 粒子的自能图

3. 非 Abel 对称性

对于非 Abel 对称性, 对称性破缺的结构更为复杂. 考虑如下形式的拉氏量

L =
1
2

[
(∂µσ)2 + (∂µπ)2

]
− V

(
σ2 + π2

)
(9-117)

其中

V
(
σ2 + π2

)
= −µ2

2
(
σ2 + π2

)
+

λ

4
(
σ2 + π2

)2
(9-118)

及

π = (π1, π2, π3) (9-119)

如果在四维空间 φi = (σ, π1, π2, π3) 中做旋转, 这个拉氏量是不变的

φi −→ φ′i = Rijφj , R : 4× 4 的矩阵, 满足 RTR = RRT = 1 (9-120)

这是一个非 Abel 的对称性. 如果四维旋转角度 α 是时空无关的, 则这是整体变

换. 求势能 V 的极小值, 可以得到

∂V

∂σ
= σ

[−µ2 + λ
(
σ2 + π2

)]
= 0 (9-121)

∂V

∂πi
= πi

[−µ2 + λ
(
σ2 + π2

)]
= 0 (9-122)

对于 µ2 > 0, 极小值满足

σ2 + π2 = v2, v2 =
µ2

λ
(9-123)

因此极小值位于四维空间 (σ,π) 中一个半径为 v 的球面上. 不妨令

〈0 |σ| 0〉 = ν, 〈0|π|0〉 = 0 (9-124)

O(4) 对称性在真空态破缺. 然而仍有 O(3) 对称性未被破缺, 因为在 (π1, π2, π3)

空间中转动仍不改变最小值.

考虑极小值附近小的振动, 定义

σ′ = σ − v (9-125)
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拉氏量密度为

L =
1
2

[
(∂µσ′)2 + (∂µφ)2

]
− µ2σ′2 − λvσ′

(
σ′2 + π2

)− λ

4
(
σ′2 + π2

)2
(9-126)

没有 π 场量的二阶项, π 即为零质量 Goldstone 玻色子. 无质量粒子将会导出

长程力, 与实验现象不相符.

注意, 在这种情况下, O(4) 对称性自发破缺, 系统仍保有 O(3) 对称性. 前者

有 6 个生成元, 后者有 3 个生成元. 破缺的生成元数目为 3, 正是 Goldstone 玻色

子的数目. 这意味着

破缺的生成元数目 = Goldstone 玻色子数目 (9-127)

是对称性自发破缺的一个一般特性.

4. Nambu-Jona-Lasinio 模型

这是Nambu的对称性自发破缺首次应用在相对论性场论上. Nambu与 Jona-

Lasinio [28] 写下了一个模型, 利用对称性自发破缺解释核子相互作用中质量的来

源. 这个模型仅用来说明对称性自发破缺的结构, 实际用途不大. 拉氏量具有如

下形式

L = ψ̄iγµ∂µψ + G
[(

ψ̄ψ
)2 − (

ψ̄γ5ψ
)2

]
(9-128)

为得到拉氏量中的对称性, 将其改写为

L = ψ̄Liγµ∂µψL + ψ̄Riγµ∂µψR + 4G
(
ψ̄RψL

) (
ψ̄LψR

)
(9-129)

显然此式在 ψL 与 ψR 各自的相变换下都保持不变, 即手征 U(1)L × U(1)R 对称

性. 为了由此得到费米子质量, 将拉氏量写成

L = L0 + Lint (9-130)

其中

L0 = ψ̄ (iγµ∂µ −m) ψ, Lint = mψ̄ψ + G
[(

ψ̄ψ
)2 − (

ψ̄γ5ψ
)2

]
(9-131)

这里, 为了方便讨论对称性自发破缺, 引进一个质量项 mψ̄ψ, 参量 m 是任意的.

费米子的传播子有如下形式

iSF(p) =
i

6 p− Σ(p,m)
(9-132)

其中, Σ (p,m)是通常的单粒子自能.若令参量m为物理质量,则可从传播子 SF(p)

得到

m = Σ (p,m)|6p=m (9-133)
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由此得到传播子 SF(p) 在 /p = m 处出现奇点. Nambu 和 Jona-Lasinio 做了一个

近似, 只考虑最低阶的自能

Σ(p,m)|6p=m = 4Gi
∫

d4k

(2π)4
m

k2 −m2
(9-134)

由此得到了自洽条件

m = 4Gi
∫

d4k

(2π)4
m

k2 −m2
(9-135)

显然, m = 0 是上式的一个解, 对应未破缺的对称性. 上式也有一项非零解

1 = 4Gi
∫

d4k

(2π)4
1

k2 −m2
(9-136)

其中, m是非零的,这就是对称性自发破缺. 注意式 (9-136)中积分是二阶发散的,

需要正规化处理. 利用紫外截断 Λ 可以得到

4π2

GΛ2
= 1− m2

Λ2
ln

(
Λ2

m2
+ 1

)
(9-137)

由于等式右端小于 1, 需要耦合常量满足不等式

G >
4π2

Λ2
(9-138)

以得到 m的实值解.在这种情况下,费米子具有非零质量,对称性自发破缺. 可以

证明,在满足对称性破缺条件 (9-138)时,真空期望值 〈ψ̄ψ〉也是非零的, Goldstone

粒子对应于算符 ψ̄γ5ψ. 这是一个算符组合的真空期望值而导致的对称性破缺,称

为费米凝聚态 (fermion condensate), Goldstone玻色子对应一个算符组合而不是一

个基本的标量场.

注意强相互作用理论 QCD中低能部分可以用类似 Nambu-Jona-Lasinio模型

的理论描述. 近似的手征对称性 SU(3)× SU(3) 被夸克凝聚态 〈q̄q〉 破缺, 贋标量

介子 π, K 和 η 就是对应的近似 Goldstone 玻色子.

9.3.2 局域对称性

局域对称性的自发破缺对电弱作用理论的形成有重大的意义. SSB理论最重

要的特点是规范玻色子质量的产生. 对于这一点,我们将在下文说明局域的 Abel

与非 Abel 对称性对于对称性自发破缺没有本质区别.

1. Abel 对称性

为了从整体对称性过渡到局域对称性,需要引入规范场,以构建协变微分. 以

9.3.1 节提到的 O(2) 为例说明这一点. 将拉氏量改写为

L = (∂µφ)† (∂µφ) + µ2φ†φ− λ
(
φ†φ

)2
(9-139)
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其中, φ =
1√
2

(σ + iπ). 这种形式里, 对称变换只是乘上 U(1) 的相因子

φ −→ φ′ = e−iαφ (9-140)

这是一个具有整体对称性的拉氏量. 为了得到局域对称性, 需要引入规范场以构

建协变微分 Dµφ 与场张量 Fµν ,

Dµφ = (∂µ − igAµ)φ, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (9-141)

拉氏量写为

L = (Dµφ)† (Dµφ) + µ2φ†φ− λ
(
φ†φ

)2 − 1
4
FµνFµν (9-142)

在如下局域对称性变换下保持不变

φ (x) −→ φ′ (x) = e−iα(x)φ (x) (9-143)

Aµ (x) −→ A′µ (x) = Aµ (x)− ∂µα (x) (9-144)

当 µ2 > 0 时, 势能的极小值

V (φ) = −µ2φ†φ + λ
(
φ†φ

)2
(9-145)

在如下条件取到

φ†φ =
v2

2
, v2 =

µ2

λ
(9-146)

这意味着场算符 φ 有真空期望值

|〈0 |φ| 0〉| = v√
2

(9-147)

如果用 φ1, φ2 表示 φ:

φ =
1√
2

(φ1 + iφ2) (9-148)

可选择

〈0 |φ1| 0〉 = v, 〈0 |φ2| 0〉 = 0 (9-149)

类似此前的推导, 定义

φ′1 = φ1 − v, φ′2 = φ2 (9-150)

则 φ′2 对应 Goldstone 玻色子. 在这里最重要的一点是, 协变微分 Dµφ 将为规范

玻色子赋予质量项

|Dµφ|2 =|(∂µ − igAµ) φ|2 (9-151)

=
1
2

(∂µφ′1+gAµφ′2)
2+

1
2

(∂µφ′2−gAµφ′1)
2 − gvAµ (∂µφ′2+gAµφ′1)+

g2v2

2
AµAµ
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最后一项即为规范玻色子质量

M = gv (9-152)

然而式 (9-151) 中的交叉项

−gvAµ∂µφ′2 (9-153)

使得 Aµ 与 φ′2 混合起来了, 物理解释变得复杂. 为了简化分析, 我们希望去掉交

叉项. 首先将复标量场写成指数形式

φ(x) =
1√
2

[v + η (x)] eiξ(x)/v

=
1√
2

[v + η(x) + iξ(x) + · · · ]

因此,用新的场量 η 与 ξ 替代 φ′1 和 φ′2. 现在利用规范变换去掉 ξ. 定义另一个新

的场量

φ′′ = exp (−iξ/v) φ =
1√
2

[v + η (x)] (9-154)

且

Bµ = Aµ − 1
gv

∂µξ (9-155)

这里 ξ 很像式 (9-144) 给出的规范变换中的规范函数. 新的拉氏量写为如下形式

L =
1
2
|∂µη − ig (v + η)|2 +

µ2

2
(v + η)2 − λ

4
(v + η)4 − 1

4
(∂µBν − ∂νBµ)2 (9-156)

Goldstone 玻色子 ξ 从拉氏量中消失了, 其原因在于原本的拉氏量是规范变

换不变的. 从式 (9-155) 可以看出 ξ 是矢量规范玻色子的纵向部分. 值得注意的

是, 在对称性自发破缺之后, 零质量的规范玻色子与零质量的 Goldstone 玻色子

结合,成为有质量的矢量介子, 所有与零质量粒子有关的长程力 (如 Goldstone和

规范粒子) 都消失了.

对称性自发破缺只影响规范玻色子和标量粒子的相互作用,不会改变规范玻

色子与其他粒子的相互作用. 例如, 如果理论中有费米子的存在, 则规范粒子与

费米子的耦合将不变,也不会看到对称性破缺的现象.然而,如果耦合是标量场与

费米子之间的, 则费米子将会通过 Yukawa 耦合而受到对称性破缺的影响. 后文

关于标准模型的讨论中我们将阐明这一点. 这一卓越的发现最初是由三组科学

家独立作出的,分别是 Higgs, Englert和 Brout以及 Gurlnik、Hagen和 Kibble. 通

常将之简称为 Higgs现象.如我们将在第 10章说明的,这一机制在构建电弱相互

作用的标准模型中起到了至关重要的作用.
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2. 非 Abel 对称性

考虑最简单的情况, 标量场是局域 SU(2) 对称性的二重态

φ =

(
φ1

φ2

)
(9-157)

局域对称性下这个场的拉氏量为

L = (Dµφ)†(Dµφ)− V (φ)− 1
4
FµνFµν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (9-158)

其中

V (φ) = −µ2(φ†φ) + λ(φ†φ)2 (9-159)

与之前一样, 协变微分为

Dµφ = (∂µ − ig
1
2
τ ·Aµ)φ (9-160)

对称性自发破缺由有效势能项 V (φ) 产生, 极值点在

∂V

∂φi
=

[−µ2 + 2(φ†φ)
]
φi = 0 (9-161)

若 φi 6= 0, 则得到

−µ2 + 2(φ†φ) = 0 (9-162)

不妨令

〈φ〉0 =
1√
2

(
0

ν

)
, ν =

√
µ2

λ
(9-163)

定义

φ′ = φ− 〈φ〉0 (9-164)

由协变微分得到规范玻色子的质量项

(Dµφ)†(Dµφ) = [∂µ − ig
τ ·Aµ

2
(φ′ + 〈φ〉0)]†[∂µ − ig

τ ·Aµ

2
(φ′ + 〈φ〉0)] (9-165)

→ 1
4
g2〈φ〉0(τ ·Aµ)(τ ·Aµ)〈φ〉0 =

1
2
(
gv

2
)2Aµ ·Aµ (9-166)

所有的规范玻色子都得到同样的质量

MA =
1
2
gν (9-167)
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对称性完全破缺. 把标量场写成

φ(x) = exp
[
iτ · ξ(x)

ν

](
0

ν+η(x)√
2

)
(9-168)

利用规范变换

φ′(x) =U(x)φ(x) =
1√
2

(
0

ν + η(x)

)

τ ·Bµ

2
=U

τ ·Aµ

2
U−1 − i

g
[∂µU ]U−1, U(x) = exp

[
τ · ξ

ν

] (9-169)

来消去 Goldstone 模式 ξ(x). 如同之前证明的, 这就是规范玻色子的纵向模式.

总而言之, 可以得出结论: 局域对称性的自发破缺, 不论是否是 Abel 的, 都

会将 Goldstone模式与零质量的规范玻色子结合起来,得到有质量的矢量玻色子.

同时, 规范耦合的普遍性仍然保持不变.
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10.1 弱作用的基本特征

最近半个世纪以来,高能物理领域最激动人心的一个成果是统一了电磁作用

和弱作用的标准模型的建立,称为电弱统一理论.这个理论结合了局域对称性 (第

8 章) 以及对称性自发破缺 (第 9 章), 并且是可重整的. 它与实验符合得很好. 通

向这个辉煌成果的路是漫长和艰苦的. 我们将大致沿着历史的发展方向来讲述

建立这个理论的关键步骤.

10.1.1 弱作用过程的分类

由于强相互作用对强子弱作用的影响处理起来比较复杂, 所以为了方便起

见, 在研究弱作用过程时需要将强子 (hadron) 参与的过程与轻子 (lepton) 参与

的过程区分开讨论.

1. 轻子弱作用过程 (leptonic interactions)

这里所有粒子都是轻子,所以没有强作用带来的影响.相互作用很弱,因此微

扰论是适用的, 所以我们能可靠地对已知的过程进行计算. 轻子过程的例子有如

下几个.

(1) µ 轻子: 平均寿命 ≈ 2.2× 10−6s, 衰变如表 10-1 所示.

表 10-1

衰变模式 分支比

µ− → e− + ν̄e + νµ 98%

µ− → e− + ν̄e + νµ + γ 1.4± 4%

µ− → e− + ν̄e + νµ + e+ + e− 3.4± 4× 10−5

µ− → e− + ν̄µ + νe < 1.2%

µ− → e− + γ < 2.4× 10−12

µ− → e− + e+ + e− < 7.2× 10−11

(2) τ 轻子: 平均寿命 ≈ 3× 10−13s, mτ = 1776.82± 0.16, 衰变如表 10-2 所示.

表 10-2

衰变模式 分支比

τ− → µ− + ντ + ν̄µ 17.41%

τ− → e− + ντ + ν̄e 17.84%
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理论上对这些过程的计算可以达到很高的精度. 但中微子是一种难以探测的粒

子, 所以实验测量的精度受到了中微子的影响.

2. 半轻子弱作用过程 (Semi-leptonic interactions)

在这些过程中, 轻子和强子都有参与. 由于我们可以较可靠地计算轻子部分,

所以这些过程在实验上的测量常用于探究强子的性质, 类似于 ep 散射那样. 这

种反应的例子有:

(1) τ 衰变.

表 10-3

衰变模式 分支比

τ− → π− + ντ 10.84%

τ− → π− + π0 + ντ 25.52%

τ− → K− + ντ 0.7%

(2) 超子 (hyperon) 衰变.

Λ → p + e− + ν̄e, Λ → p + µ− + ν̄µ (10-1)

Σ− → n + e− + ν̄e, Σ− → n + µ− + ν̄µ (10-2)

Ξ0 → Σ+ + e− + ν̄e, Ξ0 → Σ+ + µ− + ν̄µ (10-3)

3. 非轻子弱作用过程 (non-leptonic interactions)

这种过程中所有的粒子都是强子, 因此由于强作用的影响, 这种过程的研究

非常困难. 不同于强作用过程, 这种过程有着较慢的衰变率以及较小的截面. 通

常这些弱衰变过程中伴随着奇异数、宇称等量子数的改变. 这样的例子有:

K+ → π+ + π0, K0 → π+ + π− + π0

Σ+ → P + π0, Λ → P + π−

10.1.2 弱作用中的选择定则

弱作用虽然没有古典描述, 但可以从实验上给出一些有用的规则, 总结成为

选择定则. 这些选择定则在构建解释这些衰变的理论时是很有用的.

(1) 轻子数守恒.两个中微子实验表明, 来自 β 衰变的 ν

n −→ p + e + ν (10-4)

与来自 π 衰变的 ν

π+ → µ+ + ν (10-5)
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并不是相同的粒子. 如果它们是相同的, 那么来自中子 β 衰变的 ν 在能量足够高

的情况下能够产生 µ+, 即

ν+ p −→ µ+ + n (10-6)

然而, 实验上末态只能观察到 e+ 而非 µ+. 一个简单的解释是来自 β 衰变的 νe

和来自 π衰变的伴随着 µ的 νµ 不同,并有 µ数和电子数守恒. 其中,我们把电子

数 Le 定义如下

e−, νe Le = 1

e+, νe Le = −1
(10-7)

同样地, 对 µ 数 Lµ 有

µ−, νµ Lµ = 1

µ+, νµ Lµ = −1
(10-8)

作为这些守恒律的结果, µ± → e± + γ 是不可能发生的. 实验上这些反应的上限

也确实很小, 比如

B
(
µ+ → e+ + γ

)
< 2.4× 10−12 (10-9)

很多年来轻子数都被认为是守恒的, 很多实验也都符合这个守恒律, 直到中微子

振荡 (neutrino oscillation) 的发现 —— 破坏了 µ 和电子数守恒. 但轻子数破坏

只在中微子振荡中观察到, 并没有在其他的过程中出现过. 一种可能的解释为轻

子数破坏来自于中微子大约 10−3eV的质量,在更高能量的轻子衰变中可以忽略.

因此, 我们在除中微子振荡以外的弱过程中仍然可以近似认为轻子数守恒. 但也

有可能在一些未知粒子参与的过程中, 轻子数守恒有很大的破坏.

(2) 奇异数 (strangeness) 改变, 即 ∆S 6= 0 的弱过程的概率似乎比 ∆S = 0 的

过程小一个数量级左右.

(3) 在奇异数改变的弱过程中, 对强子有下列选择定则

∆S = ∆Q (10-10)

其中, ∆Q 为强子电荷的改变量. 例如,

B(K+ −→ π0µ+νµ) = 0.034, 但 B( K+ −→ π+π+e−ν̄e) < 1.3× 10−8 (10-11)

(4) 没有 ∆S = 1 的中性流, 例如,

Γ (KL → µ+µ−)
Γ (K+ → µ+ν)

6 10−9 (10-12)

这里 KL ≈ 1√
2
(K0 + K̄0), S 的变化为 +1 或 −1, 但强子电荷没有变化. 我们以后

将会看到,奇异数改变的中性流过程的上限很小这个实验事实在标准模型建立过

程中有重要的限制作用.
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(5) 没有观察到 ∆S = 2 的过程. 例如,

B(Ξ− → nπ−) < 1.9× 10−5 (10-13)

其中, 奇异数改变了 2, 分支比上限非常小.

当夸克模型建立以后, 所有的特征与强子弱流相容

Jhad
µ =

[
ūγµ (1− γ5) d cos θc + ūγµ (1− γ5) s sin θc

]
(10-14)

其中, θc ≈ 0.23 为 Cabbibo 角. 可以看到 ∆S = 1(s → u) 过程的系数 sin θc 比

∆S = 0(d → u) 的过程的系数小. 注意, 将弱流写成夸克场的形式表明了它们在

夸克模型的 SU(3) 群下的变换性质. 另一个性质是这个强子弱流将强子电荷改

变了 1.

(6) 非轻子弱作用过程

在强子弱流 Jhad
µ 中, 存在 ∆I = 1(d → u) 和 ∆I = 1/2(s → d) 的过程. 因此

在乘积 Jhad
µ J†had

µ 中, 对 ∆S = 1 的过程有 ∆I = 3/2 和 ∆I = 1/2. K+ −→ π+π0

只能通过哈密顿量中 ∆I = 3/2 的部分进行, 这个过程被极大地压低

Γ
(
K+ −→ π+π0

)

Γ (Ks −→ π+π−)
≈ 1.5× 10−3 (10-15)

这称为非轻子弱过程的 ∆I = 1/2 规则. 这个规则到目前为止都还没有满意的解

释, 因为强作用在低能区的效应很难处理.

10.2 弱作用的唯象模型

中微子与核子 β 衰变

在对辐射的早期研究中观察到了核子中电子 e− 的发射

(A,Z) → (A,Z + 1) + e− (10-16)

其中不寻常的特征是电子能谱是连续的, 而非二体衰变中典型的锐线. 如果电子

发射的机制为

n → p + e− (10-17)

那么能动量守恒要求电子只能有一个能量, 但实验给出了电子能量的连续分布.

Pauli(1930) 建议, 在核子 β 衰变中, 是一种实验中没有测量到的新粒子 (中微

子)带走了能量和动量 (图 10-1):

n → p + e− + ν̄e (10-18)
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这样能量和动量守恒就不会被破坏.早期许多 β衰变试验中电子谱的测量表明中

微子的质量为零. 由于中微子不带电, 它不与光子直接作用, 只能存在弱作用, 因

而可以穿越很长的距离而不发生作用, 很难探测. 它是唯一一种既没有强作用也

没有电磁作用的粒子, 它本身就是一个很特别的粒子, 它的物理效应也很特殊.

图 10-1 核子 β 衰变

10.2.1 Fermi 理论

弱作用的理论始于 1934 年, Fermi 提出类比 QED 的理论来解释 β 衰变 [31],

他将弱作用的拉氏量写为

LF =
GF√

2
[p̄(x)γµn(x)][ē(x)γµνe(x)] + h.c., GF : Fermi 耦合常数 (10-19)

这里有 4 个费米子在同一点作用, 因此有时被称为四费米子相互作用 (4-fermion

interaction). 这种结构仅仅是一个猜测,但它可以解释许多核子的 β衰变.与实验

上 β 衰变率拟合得到耦合常数为

GF ' 10−5

M2
p

, Mp 为质子质量 (10-20)

相互作用强度和预期一样非常小. 这个模型对 ∆J = 0(初态核子和末态核子自旋

一样) 的许多核子 β 衰变过程很成功. 注意耦合常数 GF 的量纲为 −2, 因此由重

整化理论可知, 这是一个不可重整的理论.

后来 Gamow-Teller 加上了作用项

LGT =
−GF√

2
[p̄(x)γµγ5n(x)][ē(x)γµγ5νe(x)] + h.c. (10-21)

来探讨 ∆J = 1(初末态自旋相差 1) 的 β 衰变. 注意, 这两种相互作用都是宇称守

恒的.
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10.2.2 宇称不守恒与 V-A 理论

θ− τ 疑难 (20 世纪 50 年代)

20 世纪 50 年代观察到, θ 与 τ 这“两”种粒子有相同的质量、电荷、自旋和

宽度, 却有两种宇称相反的衰变过程, 即

θ→ π+ + π0 (偶宇称) (10-22)

τ→ π+ + π+ + π− (奇宇称) (10-23)

如果假设它们是相同的粒子而同时宇称也是守恒的, 那么这两个衰变就很难理

解. 1956年,李政道和杨振宁检验了许多的实验结果 [32],发现从来没有明确的实

验证据证明弱作用过程中宇称是守恒的,从而大胆地提出弱作用宇称不守恒的可

能性来解释上述疑难, 并提出了许多可行的实验来检验这个假设. 这是一个非常

具有革命性的假设, 在这之前, 宇称守恒一直被认为是严格的. 如果你从没怀疑

过, 就不会想到去寻找实验证据; 而一旦开始去寻找, 就发现弱作用确实是宇称

不守恒的,而且效应还很大. 1957年吴健雄及其合作者的实验表明 [33], 60Co衰变

有如下特征

〈s · p〉 6= 0, s,p 为电子的自旋和动量 (10-24)

这说明宇称被破坏了, 因为 s · p 在宇称变换下会变号, 如果宇称守恒则期望值

〈s · p〉 应该为零. 同年, Garwin、Lederman 和 Weinrich [33] 在介子衰变中也观察

到了宇称破坏. 令人惊奇的是宇称破坏的效应并不小, 和宇称守恒的项在一个数

量级. 之后许多其他的实验都确认了宇称破坏的结果.

V -A 理论 (1958 年, Sudarshan 和 Marshak, Feynman 和 Gell-Mann [34])

实验中观察到的宇称破坏表明, 弱作用的形式也许可以写成为 V -A流, 其中

V 为矢量流, A 为轴矢流, 具体形式为

Leff =
GF√

2
J†µJ

µ + h.c. (10-25)

其中

Jλ(x) = Jl λ(x) + Jh λ(x) (10-26)

Jλ
l (x) = ν̄eγ

λ(1− γ5)e + ν̄µγ
λ(1− γ5)µ (轻子流) (10-27)

以及

Jλ
h (x) = ūγλ(1− γ5)(cos θcd + sin θcs) (强子流) (10-28)

其中, θc 为 Cabibbo 角 [35]. 在 Jλ
l 中, ν̄eγ

λe类似于 Fermi提出的流, 为 V 流 (矢

量流), 而对于 ν̄eγ
λγ5e, 易验证其时间分量为赝标量, 空间分量为轴矢量, 该流为
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A 流 (轴矢流), 是出现在 Gamow-Teller 作用中的流. 在宇称变换下, 一个四矢量

V µ = (V 0,V )的变换形式是: V 0 → V 0, V → −V ;而对一个轴矢量 Aµ = (A0,A),

则有 A0 → −A0, A → A. 因此 V µVµ 和 AµAµ 保持宇称, 而交叉项 AµVµ 破坏宇

称. 注意在 V -A 形式中, 矢流 V 与轴矢流 A 的系数相等, 所有的费米子都是左

手的. 对强子部分, Cabibbo 引入了混合角 θc ≈ 13◦ 来解释如下事实: 奇异数改

变 (ūγλs) 的弱衰变比奇异数守恒 (ūγλd) 的过程小一个数量级.

定义如下算符 (参阅第 2 章螺旋度和手征性)

ψL ≡ 1
2
(1− γ5)ψ (10-29)

可以将弱流的形式简化为

Jλ
l (x) = 2ν̄eLγλeL + 2ν̄µLγλµL + · · · (10-30)

因此只有左手分量参与到弱作用中. 尽管是唯象的, V -A 理论可以成功地解释低

能情况下的很多弱作用现象.

V -A 理论的困难

(1) 不可重整. 在费米理论中, 四费米子作用算符的量纲为 6, 因此由幂次计

数可知它是不可重整的. 换句话说, 高阶图越来越发散. 例如, µ 衰变中的高阶作

用如图 10-2所示. 这些发散不能由重新定义拉氏量中的物理量来吸收.因此高阶

贡献越来越发散, 不能通过重整化来消除. 或者说, 高阶贡献不受控制, 即使耦合

常数很小. 我们并不清楚如何从这些项中得出有意义的结果.

图 10-2 µ 子衰变

(2) 破坏幺正性. 现在来说明, 即使忽略高阶发散而只考虑最低阶的树图, 依

然会遇到幺正性的问题.幺正性是概率守恒的结果,是量子理论的一个基本原理.

下面对其进行简单的描述.

在费米理论中, 高能情况下 νµ + e → µ+ νe 的树图近似中只有 J = 1 的分波

(partial wave), 截面有如下形式

σ(νµe) ≈ G2
FS, S = 2meE (10-31)
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其中, S 是质心系中的总能平方.这个截面随实验室系中中微子能量 E 线性增加.

但是由于总概率不能大于 1, 因此截面的增长总要有个上限, 称为幺正限 (unitar-

ity bound). J = 1 粒子截面的幺正限为

σ(J = 1) <
1
S

(10-32)

因此当 E > 300 GeV时 σ(νµe)破坏了幺正性. 由于幺正性是概率守恒的结果,所

以它的破坏是不能接受的. 这说明, 尽管 V-A 理论可以解释许多现象, 但它不是

弱作用的基本理论, 而只是一个低能区的近似理论.

10.2.3 中间矢量玻色子理论

为了改进上面的理论,我们可以和 QED比照,引入一个类似于光子的矢量玻

色子W与 V -A流耦合,因而称为中间矢量玻色子理论 (intermidiate vector Boson

theory, IVB)
LW = g(JµW µ + h.c.) (10-33)

例如, µ 衰变现在通过交换 W 玻色子来进行 (图 10-3). 因为弱作用是短程的, 所

以需要 W 是有质量的: MW 6= 0.

图 10-3 四费米子相互作用是 IVB 理论 g2 阶的低能近似

利用下列形式的有质量 W 的传播子

−gµν +
kµkν

M2
W

k2 −M2
W

→ gµν

M2
W

, 当|kµ| ¿ MW时 (10-34)

如果作如下对应
g2

M2
W

=
GF√

2
(10-35)

可以看到这就是四费米子作用. 在这个理论中, 由于有 W 传播子, 散射过程

νµ + e → µ+ νe 不再破坏幺正性, 但其他过程中幺正性的破坏依然存在, 比如,

ν+ ν̄ → W+ + W− (10-36)

如果其中的 W± 纵向极化, 也会破坏幺正限. 而且由于有质量中间玻色子传播子

在高能区的严重问题, 这个理论依然是不可重整的.

本小节我们总结了弱作用规范理论之前的情况. 四费米子或中间玻色子理

论都有各自的问题, 我们需要一个更基本的理论.
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10.3 电弱统一理论

10.3.1 SU(2) × U(1) 模型的构造

以前讨论过,弱作用的耦合强度似乎具有普适性(universality). 这可以由具有局

域对称性的理论来解释. 1961年, Glashow [36]提出了正确的规范群为 SU(2)×U(1).

电弱统一理论立足于规范场的概念. 规范群的选择是建立一个规范场理论的第一

步,本节第一部分先介绍为什么需要选择 SU(2)×U(1)作为电弱统一理论的规范

群. 但在以前的理论中, 规范玻色子是无质量的, 而我们知道弱作用是短程的, 需

要有质量 (甚至很重) 的传播子. 这个问题可以由局域对称性的自发破缺 (Higgs

机制) 来解决. Weinberg [22] 和 Salam [23] 将对称性自发破缺加入Glashow 的理论

中, 得到了 GSW 模型 (现在称为标准模型), 这在介绍完规范群的选择之后进行

讲述. 1971 年, ’t Hooft 证明了理论的可重整性 [24], 高阶贡献也是可以计算的.

规范群的选择

代数方法 我们首先需要寻找理论所需的正确的局域对称群. 首先考虑旧的弱

作用理论中那些有用的部分带给我们的线索. 在中间玻色子理论中, 相互作用为

LW = g(JµW µ + h.c) (10-37)

为简单起见, 略去除 ν, e 外的其余费米子, 流写为

Jµ = ν̄γµ(1− γ5)e (10-38)

回顾电磁作用中, 有

Lem = eJem
µ Aµ, Jem

µ = ēγµe (10-39)

利用流和对称性的关系来寻找想要的那个对称群. 将电荷与弱荷定义为相应流

的时间分量的积分

T+ =
1
2

∫
d3xJ0(x) =

1
2

∫
d3xν†(1− γ5)e, T− = (T+)† (10-40)

Q =
∫

d3xJem
0 (x) = −

∫
d3xe†e (10-41)

应该是群的生成元, 但这个生成元与 Q不同.如果假设这些荷对应某个对称群的

生成元, 并且每一个荷都在局域对称性下与规范玻色子耦合, 那么它们的对易子

应该构成相应群的代数. 在中间玻色子理论中, T± 与 W± 规范玻色子耦合, Q与



10.3 电弱统一理论 · 279 ·

光子耦合. 假设 T± 是某个代数的生成元, 由对易子 [T+, T−] = 2T3, 得到

T3 =
1
4

∫
d3x[ν†(1− γ5)ν − e†(1− γ5)e] 6= Q (10-42)

这表明,这三个荷 T+, T− 和 Q不能构成 SU(2)的代数. 原因在于,如果电荷算符

Q 为 SU(2) 的生成元, 那么它必须是无迹的, 而这里并非如此. 而且弱荷 T± 有

V -A 形式, 而电荷 Q 是纯矢量.

对这个问题, 有两种解决方案:

(1) 在构成 SU(2) 代数的 T+, T− 和 T3 之外, 引入一个独立的生成元 B, 使

得电荷 Q 为 T3 和 B 的线性组合. 这些生成元对应 4 个规范玻色子, 并组成群

SU(2)× U(1). 这就是我们最终采用的方案.

(2)我们可以加入新的费米子来修改流的结构,使得 T+, T− 和 Q组成 SU(2)

代数 [37]. 这里引入新的费米子将多重态推广到三重态

1
2

(1− γ5)




E+

νe cos α + N sinα

e−


 (10-43)

1
2

(1 + γ5)




E+

N

e−


 (10-44)

以及单态
1
2

(1 + γ5) (N cos α− νe sinα) (10-45)

则弱荷为

T+ =
1
2

∫
d3x

[
E+ (1− γ5) (νe cos α + N sinα)

]

+ (νe cos α + N sinα) (1− γ5) e + E+ (1 + γ5) N + N† (1 + γ5) e

注意在这种情况下电磁流与 T3 成正比, 没有中性的费米子, 因为这些粒子的 T3 = 0.

另外, 对带电轻子, 左手和右手分量有相同的 T3 量子数, 因此它们在电磁流中的形式

为矢量形式. 可以验证

[T+, T−] = 2Q (10-46)

其中

Q =
∫

d3x
[
E†E − e†e

]
(10-47)
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很显然, 在这个模型中只有电磁流是中性的, 其余的流都带电. 当 1973 年弱中性

流被发现之后, 这个模型被排除了.

幺正性的考虑 另外, 我们还可以从幺正性的角度来考虑, 也会发现在中间玻色

子理论中引入新的轻子或规范粒子可以解决幺正性的问题. 考虑过程 ν + ν̄ →
W+ + W−, 其中两个 W 都是纵向极化的. 图 10-4 给出了最低阶的振幅.

T
(
νν̄ −→ W+W−)

= −iv̄ (p′) (−ig/ε′) (1− γ5)
i

/p− /k −me
(−ig/ε) (1− γ5) u (p)

(10-48)

= −2g2v̄ (p′)
/ε′ (/p− /k) /ε (1− γ5)

(p− k)2 −m2
e

u (p)

图 10-4 ν+ ν̄→ W+ + W− 交换一个轻子的 t 道过程

W 的极化矢量为

ε(i)
µ (k), 有 ε(i) · ε(j) = −δij 和 k · ε(i) = 0 (10-49)

在 W 的静止系里极化矢量可取为

ε
(i)
0 = 0, ε

(i)
j = δij , i = 1, 2, 3 (10-50)

对一个运动的 W, kµ = (E, 0, 0, k), k =
√

E2 −M2
w, 可以对静止的 W 做一个绕 z

轴的伪转动 (boost). 横向极化不变, 而纵向极化变成 ε
(3)
µ =

1
MW

(k, 0, 0, E). 在高

能区, k = E − M2
W

2E
+ · · · , 可以看到

ε(3)
µ =

kµ

MW
+ O

(
MW

E

)
(10-51)
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因此对一个纵向极化 W, 式 (10-48) 中的散射振幅可以写成

T ≈ − 2g2

k2 − 2p · k v̄ (p′)
/k′

MW
(/p− /k)

/k
MW

(1− γ5) u (p) (10-52)

≈ 2g2

M2
W

v̄ (p′) /k′ (1− γ5) u (p)

为了说明这个振幅是一个 J = 1 的分波, 取

pµ = (E, 0, 0, E), p′µ = (E, 0, 0,−E) (10-53)

kµ = (E, ke) , k′µ = (E,−ke) , e = (sin θ, 0, cos θ) (10-54)

其中, θ 是 k 和 p 的夹角. 由于 ν 和 ν̄ 有相反的螺旋度, 有

u (p) =
√

E


 1

σ · p
E


 χ−1/2 =

√
E

(
1

σz

)
χ−1/2 (10-55)

v̄ (p′) =
√

Eχ†1/2

(
σ · p′
E

,−1
)

=
√

Eχ†1/2 (−σz,−1) (10-56)

其中

χ1/2 =

(
1

0

)
, χ−1/2 =

(
0

1

)
(10-57)

式 (10-52) 中的组合就成了

v̄ (p′) /k′ (1− γ5) u (p) =Eχ†1/2 (−1,−1)

(
E kσ · e

−kσ · e −E

)(
1 −1

−1 1

)(
1

1

)
χ−1/2

=− 4Eχ†1/2 (E − kσ · e) χ−1/2 = 4Ek sin θ

现在有

T ≈ GFE2 sin θ, 当 E →∞时 (10-58)

螺旋度振幅 (helicity amplitude) 的分波展开为

Tλ3λ4,λ1λ2 (E, θ) =
∞∑

J=M

(2J + 1)T J
λ3λ4,λ1λ2

(E) dJ
µλ (θ) (10-59)

其中, λ1 = −λ2 = 1/2和 λ3 = λ4 = 0为初态和末态粒子的螺旋度. λ = λ1−λ2 = 1,

µ = λ3 − λ4, M = max(λ, µ) = 1. dJ
µλ(θ) 是通常的旋转矩阵, 其中 d1

10(θ) = sin θ.

很明显式 (10-58) 中的 T 对应 J = 1 的分波, 破坏了高能区 T J=1(E) 6 常数的幺
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正限. 为了改善在高能区的表现, 对这个反应我们需要其他的图. 有两种可能: s

道和 u 道交换图.

(1) 重轻子. 图 10-5(a) 中的 u 道交换的振幅是

Tu

(
νν̄→ W+W−)

= −2g
′2v̄ (p′)

/ε (/p− /k) /ε′ (1− γ5)
(p− k′)2 −m2

E

u (p)

=
−2g′2

M2
W

v̄ (p′) /k′ (1− γ5) u (p)

注意振幅中的负号是因为这是一个 u道贡献. 因此,如果选择 g2 = g′2,就能抵消式

(10-52) 的不合理项. 这显然和前面讨论的 SU(2)(Georgi-Glashow) 的选择很相似.

图 10-5 νν̄ → W+W−的 u 道 (a) 和 s 道 (b) 过程

(2) 中性矢量玻色子. 图 10-5(b) 中的 s 道过程的振幅是

Ts

(
νν̄ → W+W−)

=− iv̄ (p′) (−ifγβ) (1− γ5)u (p) Lαµνε′µ (k′) εν (k)

× i

[
−gαβ +

(k + k)α (k + k)β

M2
Z

][
1

(k + k)2 −M2
Z

]

选择 ZWW 耦合使之具有 Yang-Mills 结构

Lαµν = −if ′
[
(k′ − k)α gµν − (2k′ + k)ν gµα + (k′ + 2k)µ gαν

]
(10-60)

得到

Lαµνε′µ (k′) εν (k) = −if ′ [(k′ − k)α ε · ε′ − (2k′ · ε) ε′α + (2k · ε′) εα]

≈ if ′

M2
W

[(k′ − k)α (k · k′)]

以及

Ts ' − ff ′

M2
W

v̄ (p′) /k′ (1− γ5) u (p) (10-61)



10.3 电弱统一理论 · 283 ·

因此, 如果选择 ff ′ = 2g2, 它也可以抵消式 (10-52) 高能下的振幅. 这对应着增加

一个前面讨论过的 U(1) 对称性.

事实上, 如果要求所有破坏幺正性的振幅都被抵消, 就会得到一个与代数方

法的结果相同的可重整化的拉氏量 (具体的构造方法可以参阅文献 [38]).

最终我们选定了 SU(2) × U(1) 作为规范群, 这是为了要符合实验上得出的

结果 (中性流过程).SU(2) 为弱同位旋群 (weak isospin),U(1) 为弱超荷群 (weak

hypercharge). 规范场的拉氏量为

L = −1
4
F iµνF i

µν −
1
4
GµνGµν (10-62)

其中

F i
µν = ∂µAi

ν − ∂νAi
ν + gεijkAj

µAk
ν , SU(2) 规范场 (10-63)

Gµν = ∂µBν − ∂µBµ, U(1)规范场 (10-64)

费米子

由式 (10-27) 给出的弱流, ν, e 构成了 SU(2) 的一个二重态

lL =
1
2

(1− γ5)

(
ν

e

)
(10-65)

为方便起见, 引入左手场和右手场

ψL ≡ 1
2
(1− γ5)ψ, ψR ≡ 1

2
(1 + γ5)ψ, ψ = ψL + ψR (10-66)

则

T+ =
∫
(ν+

L eL)d3x, T− =
∫
(e+

L νL)d3x, Q = −
∫
(e+

L eL + e+
ReR) (10-67)

注意到

Q− T3 =
∫ [
−1

2
(ν+

L νL + e+
L eL)− e+

ReR

]
d3x (10-68)

可以验证

[Q− T3, Ti] = 0 , i = 1, 2, 3 (10-69)

因此可以取 Q − T3 为 U(1) 的荷. 定义 Y ≡ 2(Q − T3), 称为弱超荷. 费米子的弱

超荷为

lL =

(
νL

eL

)
, Y = −1; lR = eR Y = −2 (10-70)
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利用这些量子数, 费米子的规范耦合拉氏量为

L2 = l̄LiγνDν lL + l̄RiγνDν lR (10-71)

其中

Dνψ = (∂ν − ig
τ ·Aν

2
− ig′

Y

2
Bν)ψ (10-72)

例如,

Dν lL = (∂ν − ig
τ ·Aν

2
+ ig′

1
2
Bν)lL, Dν lR = (∂ν + ig′Bν)lR (10-73)

对称性自发破缺

我们需要将 SU(2) × U(1) 破缺成 U(1)em, 即 QED 的 U(1) 对称性, 使得只

有一个规范玻色子是零质量的, 也就是光子. 引入 SU(2) 二重态的标量场 (Higgs

场) 可以达到这个目的

φ =

(
φ+

φ0

)
, Y = 1 (10-74)

与 φ 耦合的拉氏量为

L3 = (Dµφ)†(Dµφ)− V (φ) (10-75)

其中

Dµφ = (∂µ − ig
2

τ ·Aµ − ig
′

2
Bµ)φ (10-76)

以及

V (φ) = −µ2φ†φ + λ(φ†φ)2 (10-77)

另外,还有轻子与标量场 φ的耦合,称为 Yukawa 耦合(Yukawa coupling),形式为

L4 = fL̄LφeR + h.c. (10-78)

注意, 左手场 L̄L 和右手场 eR 分属 SU(2) × U(1) 群的不同表示, 我们不能有如

L̄eR 的质量项. 因此费米子在对称性破缺前是无质量的. 对称性破缺通过 L4 中

的 Yukawa 耦合给予费米子质量. 正如我们已经讨论过的, 对称性自发破缺来自

于下列形式的真空期望值

〈φ〉0 = 〈0|φ |0〉 =
1√
2

(
0

v

)
, v =

√
µ2

λ
(10-79)

将标量场写成如下形式

φ(x) = U−1(ξ)




0
v + η(x)√

2


 , U(ξ) = exp

[
iξ(x) · τ

v

]
(10-80)
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因此原来的 (φ+, φ0) 和它的复共轭 (φ̄0, φ−) 被 (η, ξ1, ξ2, ξ3) 取代. 这个新的参数

化与标量场的规范变换相同.

式 (10-80) 中的标量场在规范变换下的形式不变. 可以用下列形式的规范变

换来简化

φ
′
= U(ξ)φ =

1√
2

(
0

v + η(x)

)
(10-81)

τ ·A′
µ

2
= U(ξ)

τ ·Aµ

2
U−1(ξ)− i

g
(∂µU)U−1 (10-82)

现在场 ξ(x)从拉氏量中消失了,这来自于规范不变性. 它们实际成为了规范场的

纵向分量, 如式 (10-82) 所示.

在原来的拉氏量中没有电子的质量项,因为质量项 (ēLeR+h.c.)在 SU(2)×U(1)

变换下不是不变的. 利用标量场的真空期望值, L4 变成

L4 = f
1√
2
(l̄L〈φ〉eR + h.c.) + f

η(x)√
2

(ēLeR + h.c.) (10-83)

结果电子成为有质量的, 质量为

me =
f√
2
v (10-84)

η(x)与费米子间的 Yukawa耦合与费米子质量成正比. 这个性质对于这个标量粒

子 (Higgs 粒子) 的产生和衰变有重要的影响.

质量谱. 我们现在列出这个理论在对称性自发破缺后的质量谱 (mass spec-

trum).

(1) 费米子质量:

me =
fv√

2
(10-85)

(2) 标量粒子质量:

V (φ
′
) = µ2η2 + λvη3 +

λ

4
η4 −→ mη =

√
2µ (10-86)

(3) 规范玻色子质量: 由 L3 中的协变微分

L3 =
v2

2
χ†

(
g
τ ·A′

µ

2
+

g
′
B
′
µ

2

)(
g
τ ·A′µ

2
+

g
′
B
′µ

2

)
χ+ · · · , χ =

(
0

1

)
(10-87)

得到规范玻色子的质量项为

L3 =
v2

8
{g2[(A1

µ)2 + (A2
µ)2] + (gA3

µ − g
′
Bµ)2}+ · · ·

= M2
WW+µW−

µ +
1
2
M2

ZZµZµ + · · ·
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其中

W+
µ =

1√
2
(A1

µ − iA2
µ), M2

W =
g2v2

4
(10-88)

Zµ =
1√

g2 + g′2
(g
′
A3

µ − gBµ), M2
Z =

g2 + g
′2

4
v2 (10-89)

场

Aµ =
1√

g2 + g′2
(gA3

µ + g
′
Bµ) (10-90)

没有在 L3的质量项中出现,它是零质量的,就是光子. 为方便起见,定义Weinberg

角或弱混合角 (weak mixing angle)θW 为

tan θW =
g
′

g
(10-91)

然后可以写下

Zµ = cos θWA3
µ − sin θWBµ, M2

Z =
g2v2

4
sec2 θW (10-92)

Aµ = sin θWA3
µ + cos θWBµ (10-93)

注意, MW,MZ 和 θW 有下列关系

ρ =
M2

W

M2
Z cos2 θW

= 1 (10-94)

它是标量场为二重态的结果. 这个关系得到了实验的证实.

带电流和中性流 由 W 和 Z 传递的弱作用可以从 (10-71) 中得到

Lcc =
g√
2
(J†µW †µ + h.c.), J†µ = J1

µ + iJ2
µ =

1
2
ν̄γµ(1− γ5)e (10-95)

为了在低能区简化到四费米子作用, 要求

g2

8M2
W

=
GF√

2
(10-96)

从 M2
W =

1
4
g2v2 可以得到

v =

√√
2

GF
≈ 246 GeV (10-97)

这常被称为弱作用能标(weak scale). 它表征了弱作用对称性破缺的能量标度. 因

此当能量远小于 v ≈ 246 GeV 时, 规范玻色子的作用可以忽略, 四费米子作用可

以唯象地解释很多现象.当能量接近弱作用能标时,需要考虑规范玻色子的作用.
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电弱规范理论一个比较意外的地方是中性弱玻色子 Z 的存在, 从低能现象

中并没有显示它的存在. 它的引入基于弱作用和电磁作用的对称性, 它最重要的

效应是中微子参与的中性流过程的存在. 20世纪 70年代对这种过程的观测给予

了电弱统一模型强有力的支持.

对此作一个简单的描述. 中性流作用的拉氏量 (包含电磁作用) 为

LNC = gJ3
µA3µ +

g
′

2
JY

µ Bµ = eJem
µ Aµ +

g

cos θW
JZ

µ Zµ (10-98)

其中, e = g sin θW 为电磁耦合常数, JZ
µ = J3

µ − sin2 θW Jem
µ 为弱中性流. 可以定义

弱中性荷 (weak neutral charge) 为

QZ =
∫

JZ
0 d3x = T3 − sin2 θWQ (10-99)

这说明费米子与 Z 的耦合强度正比于量子数 T3 − sin2 θWQ.

Z 和中微子耦合, 在下列过程中有贡献图 (10-6):

νe + e → νe + e (10-100)

这个过程仅包含轻子,可以用式 (10-98)中的拉氏量可靠地计算.还有其他的纯轻

子中性流过程, 比如, νµ + e → νµ + e. 它们都可以用上面的作用项来计算. 另外,

还有中微子参与的半轻子中性流过程, 如 νµ + p → νµ + X. 这些过程的单举截面

(inclusive cross section), 可以用和 ep 散射的单举截面一样的方法计算.

图 10-6 νee 散射的中性流贡献

20 世纪 70 年代对所有中性流过程的截面的测量都支持了弱作用的规范理

论.定量地,所有的测量都和 sin2 θW ≈ 0.22一致.这可以给出MW ≈ 80 GeV以及

MZ ≈ 90 GeV. 80年代,它们在 CERN的实验中被发现,并有着预测的质量. 这也

给弱作用理论提供了有力支持. 在后文还将对这些过程作进一步的讨论.

这里有一点值得注意的是,光子和 Z都传递中性作用,但光子与矢量流耦合,

而 Z 与矢流和轴矢流都耦合, 这会导致宇称不守恒的结果.

多代的混合 当我们把这个简单模型推广到包含 µ, νµ 和 u,d, s 夸克时, 可
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以看到由四费米子和中间玻色子理论, 轻子和强子弱流给出下列的多重态
(

νe

e

)

L

,

(
νµ

µ

)

L

eR, µR

(
u

dθ

)

L

, sθL uR, dR, sR (10-101)

其中

dθ = cos θcd + sin θcs, sθL = − sin θcd + cos θcs (10-102)

下夸克 (down quark) 部分的中性流为下列形式

LNC =[d̄θγµ(−1
2

+sin2 θc
1
3
)dθL +S̄θγµ

(
sin2 θc

1
3

)
Sθ−sin2 θW

1
3
(d̄RγµdR+s̄RγµsR)]Zµ

= (−1
2

+ sin2 θW
1
3
)[(d̄LγµdL + s̄LγµsL) + sin θW cos θW (d̄LγµsL + s̄LγµdL) + ...

(
d̄LγµsL + s̄LγµdL

)
给出 ∆S = 1 的中性流过程, 比如, KL → µ+ + µ− 和带电流过

程在同一个数量级. 但在实验上,

R =
Γ (KL → µ+ + µ−)
Γ (K+ → µ+ ν)

6 10−8 (10-103)

因此, ∆S = 1 的中性流过程不可以与带电流过程在一个数量级.

GIM机制 Glashow等 [39]提出存在第四个夸克,即粲夸克 c (charm quark),

它与正交的组合 sθ = − sin θcd + cos θcs 耦合, 从而多重态应为
(

u

dθ

)

L

,

(
c

sθ

)

L

(10-104)

它导致的结果是, ∆S = 1 的部分消掉了. 新的中性流的形式为

d̄θ(−1
2

+
1
3

sin2 θW)γµdθ + s̄θ(−1
2

+
1
3

sin2 θW)γµsθ = (−1
2

+
1
3

sin2 θW)(d̄γµd + s̄γµs)

(10-105)

是奇异数守恒的. 这个消掉奇异数改变的中性流的方法称为 GIM 机制.

夸克混合 在对称性自发破缺之前,费米子都是无质量的,因为 ψL 和 ψR 在

SU(2)×U(1)下有不同的量子数. 因此质量项
(
ψ̄LψR + h.c.

)
不是在 SU(2)×U(1)

下不变的, 不能出现在拉氏量中, 所以费米子的质量要从 Yukawa 耦合 ψ̄LψRφ 经

过对称性自发破缺来完成. 当有不止一个二重态, ψiL或 ψiR,它们在 SU(2)×U(1)

下有相同的量子数, 我们称它们为弱本征态 (weak eigenstates). 这里指标 i 代表

弱本征态的不同代. 对称性自发破缺后, 费米子通过 Yukawa 耦合得到质量

LY = (fij q̄iLuRj + f
′
ij q̄iLdRj)φ + h.c. (10-106)
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注意可重整性要求我们写下所有符合 SU(2)×U(1)对称性的项.由于 Yukawa

耦合常数 fij , f
′
ij 是任意的,费米子质量矩阵通常不是对角矩阵. 但质量矩阵对角

化后, 得到了质量本征态, 它们与弱本征态不同. 上下夸克部分的质量矩阵为

m
(u)
ij = fij

v√
2
, m

(d)
ij = f

′
ij

v√
2

(10-107)

这些矩阵可以由双幺正变换 (bi-unitary transformation) 对角化, 即对一个质量矩

阵 mij , 有幺正矩阵 S 和 R 使得

S†mR = md (10-108)

是对角阵. 证明如下. 定义 M = mm†, 它是一个正定的厄米矩阵, 可以被幺正矩

阵对角化

S†MS = m2
d =




m2
1

m2
2

m2
3


 (10-109)

定义

md ≡




m1

m2

m3


 和 H = SmdS

† (10-110)

这里 H 是厄米的. 定义 T 为

T ≡ H−1m (10-111)

则

TT † = H−1mm† (
H−1

)†
= H−1MH−1 = H−1Sm2

dS
†H−1 = H−1H2H−1 = 1

(10-112)

这说明 T 是幺正的. 可以将质量矩阵 m 写为

m = HT = SmdS
†T = SmdR

†, 其中 R = T †S 也是幺正的 (10-113)

这里我们就求出了所需的 S 和 R. 证毕.

如果把左手的二重态 (弱本征态) 写成

q1L =

(
u
′

d
′

)

L

, q2L =

(
c
′

s
′

)

L

(10-114)

这些弱本征态可以通过幺正矩阵变换为质量本征态
(

u
′

c
′

)
= Su

(
u

c

)
,

(
d
′

s
′

)
= Sd

(
d

s

)
(10-115)
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注意带电规范玻色子 W± 耦合的拉氏密度

LW =
g√
2
Wµ[q̄1Lγµτ †q1L + q̄2Lγµτ †q2L] + h.c. (10-116)

在 q1L, q2L 空间的幺正变换下不变, 也就是说,

(
q
′
1L

q
′
2L

)
= V

(
q1L

q2L

)
, V V † = 1 = V †V (10-117)

可以利用这个性质把所有的混合角放到下夸克部分

q
′
iL =

(
u

d
′′

)

L

,

(
c

s
′′

)

L

,

(
d
′′

s
′′

)
= U

(
d

s

)
(10-118)

这里 U 是一个 2× 2 的幺正矩阵. 显然可以推广到 3 代的情况如下

qiL :

(
u

d′′

)
,

(
c

s′′

)
,

(
t

b′′

)
,




d′′

s′′

b′′


 = U




d

s

b


 (10-119)

这里 U 是一个 3 × 3 的幺正矩阵, 称为 CKM (Cabibbo-Kobayahsi-Maskawa ) 矩

阵 [35,40].

CP 破坏

CP 破坏是由于费米子与规范玻色子有复数的耦合. W± 和夸克的规范耦合

由上述的 3× 3 幺正矩阵控制. 这个矩阵可以有复的矩阵元. 然而, 在对角化质量

矩阵时: S†(mm†)S = m2
d, S 对角元的形式可以有一个相因子的不确定. 换句话

说, 如果 S 可以对角化质量矩阵, 那么下面的 S′ 也可以

S′ = S




eiα1 . . . . . .
...

...
... . . . eiαn


 (10-120)

因为对角化的矩阵在这个相角矩阵的相似变换下是不变的. 我们可以利用这个

性质重新定义夸克场来吸收 U 中的相因子. 对一个 n× n 幺正矩阵, 重新定义夸

克场后余下的独立的相位个数为

(n− 1)(n− 2)
2

(10-121)
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因此只有在 3 代或更多代时才可能有 CP 破坏 (Kobayashi, Maskawa). 这里我们

提供一个构造性的证明. 先考虑下列的二重态

q1L =

(
u

U11d + U12s + U13b

)
(10-122)

如果 U11 有相因子 δ,

U11 = R11eiδ, R11 是实数 (10-123)

则这个因子 δ 可以由重新定义上夸克来吸收

u −→ u′ = ue−iδ (10-124)

从而

q1L = eiδ

(
u′

R11d + U ′
12s + U ′

13b

)
(10-125)

同样地, 可以通过重新定义粲夸克和顶夸克场对 U21 和 U31 同样操作. 这些相因

子是无关紧要的, 因为不同代的二重态间没有规范耦合. 最后可以通过重新定义

奇异夸克和底夸克吸收 U12 和 U13, 得到二重态的形式为
(

u′

R11d + R12s + R13b

)

L

,

(
c′

R21d + R22eiδ1s + R23eiδ2b

)

L

,

(
t′

R31d + R32eiδ3s + R33eiδ4b

)

L

,

现在我们将参数个数减少到了 13. 每个类下夸克的归一化给出了 3个实条件,正

交条件给出了 6个实条件,现在还剩 4个参数. 实正交矩阵需要 3个参数 (角度),

所以最后得到 1 个独立相因子. 这证明了上面的关系中 n = 3 的情况. 从这里推

广到一般的情形也是容易的.

中性流作用的味守恒 中型 Z 玻色子和费米子的耦合味守恒 (flavor conser-

vation). 这可以进行如下解释. 我们可以把中性流用弱本征态的夸克场写出

JZ
µ =

∑

i

ψ̄iγµ

[
T3 (ψi)− sin2 θWQ (ψi)

]
ψi (10-126)

区分左右手场和上下夸克分量

JZ
µ =

∑

i

(
ū′Liγµ

[
1
2
− sin2 θW

(
2
3

)]
u′Li + d̄′Liγµ

[
−1

2
+ sin2 θW

(
1
3

)]
d′Li

+ ū′Riγµ

[
− sin2 θW

(
2
3

)]
u′Ri + d̄′Riγµ

[
sin2 θW

(
1
3

)]
d′Ri

)
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由于弱本征态 q′iL 和质量本征态 q′iL 由幺正矩阵联系起来

u′Li = U (uL)ij uLj , · · · (10-127)

可以看到这些幺正矩阵在 ū′Liu
′
Li 组合中消掉了, 所以质量本征态的中性流和弱

本征态的中性流的形式是相同的. 因此夸克味是守恒的. 注意这个性质来自于所

有有着相同螺旋度和电荷的夸克在 SU(2) × U(1) 对称群下有相同的量子数. 或

者说, 如果有夸克出现在 SU(2) 二重态之外的表示, 那么当这个夸克和上夸克或

者下夸克的电荷相同时, 将存在未改变的中性流.

10.3.2 标准模型的现象学

中性流

电弱统一之前的弱作用理论中只有带电的 W. 标准模型引入了一个中性的

Z.许多反应由这个中性的 Z玻色子传递. 这些反应通常称为中性流反应.与通常

的由中性光子传递的同时耦合矢量流和轴矢流的电磁作用不同,它们是破坏宇称

的, 而且可以和中微子耦合. 这些过程在 20 世纪 70 年代的发现给标准模型提供

了重要的支持.

由 Z 传递的弱作用的形式为

LZ =
g

cos θW
ZµJZ

µ (10-128)

其中, JZ
µ 为弱中性流, 其结构为

JZ
µ =

∑

i

ψ̄iγµ

[
T3 (ψi)− sin2 θWQ (ψi)

]
ψi (10-129)

这里 ψi 是左手场或右手场, T3 和 Q 是弱同位旋和电荷. 比如, 对 uL 这组合为

T3 (uL)− sin2 θWQ (uL) =
1
2
− sin2 θW

2
3

(10-130)

从这些耦合我们可以计算由 Z 玻色子传递的过程的截面积. 下面列出了一些过

程.

(1) νµ + e → νµ + e 和 ν̄µ + e → ν̄µ + e.

这两个过程是纯粹的中性流过程,对应的费曼图如图 10-7所示. 容易计算实

验室坐标系中的微分截面和总截面. 结果为

dσ
(
νµe

)

dy
=

8G2
F

π
meEν (gν

L)2
[
(ge

L)2 + (ge
R)2 (1− y)2

]
, y =

Ee

Eν
(10-131)

以及

σ (νµe) =
8G2

F

π
meEν (gν

L)2
[
(ge

L)2 +
1
3

(ge
R)2

]
(10-132)
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其中

gν
L =

1
2
, ge

L = −1
2

+ sin2 θW, ge
R = sin2 θW (10-133)

为 ν 和 e 的弱中性耦合. 同样地,

σ
(
ν̄µe

)
=

8G2
F

π
meEν (gν

L)2
[
1
3

(ge
L)2 + (ge

R)2
]

(10-134)

图 10-7 νµ(ν̄µ) 与电子的散射

(2) νe + e → νe + e 和 ν̄e + e → ν̄e + e.

其中 ν̄ee 散射的费曼图如图 10-8 所示. 在这些情况下, 也有带电流作用 (W

交换图) 的贡献. 这两个反应的截面积分别为

σ (νee) =
8G2

F

π
meEν (gν

L)2
[
(1 + ge

L)2 +
1
3

(ge
R)2

]
(10-135)

σ (ν̄ee) =
8G2

F

π
meEν (gν

L)2
[
1
3

(1 + ge
L)2 + (ge

R)2
]

(10-136)

注意由于带电流的贡献,有 gL 的线性项的贡献,符号可以由截面积的实验测量得

到. 这确定了弱混合角为

sin2 θW ≈ 0.23 (10-137)

上述的过程为纯轻子过程, 没有强作用带来的复杂性. 这些年来它们提供了标准

模型参数的重要信息.

图 10-8 ν̄ee 散射的带电流和中性流贡献

还有其他一些中性流过程, 如 e+e− → µ+µ−, νp → νX, ep → ep. 它们都经过

了实验测量,与理论结果符合得很好,给标准模型的正确性提供了强有力的支持.

W 和 Z 规范玻色子

标准模型最基本的特征是由三个有质量的规范玻色子来传递弱作用: W+,W−

和 Z. 我们来讨论一下它们的性质.
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(1) 质量. W 和 Z 的质量可以由弱混合角 θW 来表达

MW =
1
2

(
e2

√
2GF

)1/2 1
sin θW

=
37.3 GeV

sin θW
(10-138)

MZ =
(

e2

√
2GF

)1/2 1
sin 2θW

=
74.6 GeV
sin 2θW

(10-139)

利用从中性流过程测得的 θW, 可以预测质量为

MW ≈ 80 GeV, MZ ≈ 90 GeV, 对于 sin2 θW ≈ 0.23 (10-140)

20 世纪 80 年代初期, W 和 Z 在 CERN 被发现, 质量为

MW ≈ 80.4 GeV, MZ ≈ 91.2 GeV (10-141)

实验测量和理论预测的一致再一次给标准模型提供了有力的证据.

(2) W 衰变. 由 W 传递的弱作用的拉氏密度为

LW =
g

2
√

2
W+

µ


(ν̄e, ν̄µ, ν̄τ)γµ(1− γ5)]




e

µ

τ


 + (ū, c̄, t̄)γµ(1− γ5)]U




d

s

b





 + h.c.

(10-142)

其中, U 为 CKM 矩阵. 由此可以计算 W+ → e+ + ν 的衰变率为

Γe = Γ (W+ → e+ + ν) =
GF√

2
M3

W

6π
≈ 0.25 GeV (10-143)

其他的轻子衰变模式有相同的衰变率

W+ → µ+νµ, τ+ντ (10-144)

强子的衰变模式可以用夸克来描述

W+ → ud̄, us̄, ub̄ (10-145)

W+ → cd̄, cs̄, cb̄ (10-146)

利用关系 |Vud|2 + |Vus|2 + |Vub|2 = 1 可以得到

Γ (W+ → ud̄,us̄,ub̄) = 3Γe (10-147)

其中, 3 来自色自由度. 同样地 Γ (W+ → cd̄, cs̄,ub̄) = 3Γe

Γtotal = 9Γe (10-148)
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衰变为电子的分支比为

B(W+ → e+ + ν) ≈ 1
9

= 11.1% (10-149)

实验结果为

B(W+ → e+ + ν) ≈ (10.8± 0.09)% (10-150)

理论与结果符合得很好. 同样地, 理论给出

B(W+ →强子) ≈ 6
9

= 66.67% (10-151)

与实验结果 67.6% 一致.

(3) Z 衰变. Z 衰变与 W 相似, 但它的独特性质是保持味量子数的. Z→ νν̄ 这

类过程对轻子部分的结构给出了很强的限制. 这些衰变可以作为 Z 的不可见衰

变宽度 (invisible width) 来测量. 对于每一种中微子都有

Γ (Z → νi + ν̄i) =
GFM3

Z

12π
√

2
= 0.161 GeV (10-152)

实验间接测量的 (不可见) 衰变率为

Γ (Z →“不可见”粒子) = (0.499± 0.0015) GeV (10-153)

因此轻中微子的数目被限制为 3. 因此,如果存在第四代轻子,那么它对应的中微

子必须足够重, 才不会对 Z 的不可见衰变宽度做出贡献.

Z 有一个特别的性质: 它可以在正负电子对撞机中通过共振得到, 有非常大

的截面积. 1989 年, 为了研究 Z 建造了 LEP (large electron positron) 对撞机, Z 的

性质得到了高精度而彻底的研究.

Higgs 粒子

标准模型最重要的特征是存在一个标量场, 它导致了对称性自发破缺, 规范

玻色子通过吃掉标量粒子获得了质量. 剩下的标量粒子称为 Higgs 粒子. 我们并

没有关于 Higgs 粒子质量的了解和限制, 因此寻找它是十分困难的. CERN 建造

了 LHC (large hadron collider)用来寻找 Higgs粒子 (2012年发现). 我们将这个特

别的粒子的性质总结如下:

(1) MW = Mz cos θW.

这个关系是标量场二重态属性的直接结果, 并且与实验符合

ρ =
M2

W

M2
z cos2 θW

= 1.003± 0.004 (10-154)
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一般来讲, 对一个弱同位旋为 T , 弱荷为 Y 的 SU(2)× U(1) 群的多重态 φT,Y , 它

对 ρ 的贡献为

ρ =
M2

W

M2
z cos2 θW

=

∑
T,Y |vT,Y |2

[
T (T + 1)− Y 2

]

2
∑

T,Y |vT,Y |2 Y 2/4
(10-155)

这里 vT,Y = 〈0|φT,Y |0〉, 是 φT,Y 的真空期望值. 因此, 这对于 Higgs 粒子是二重态

以外的多重态有很大的限制.

(2) Higgs 和费米子耦合.

Higgs 粒子和费米子的耦合为 Yukawa 耦合

LY = fijψ̄
′
iLφψ

′
jR + h.c (10-156)

对称性自发破缺由下式产生

φ =
1√
2

(
0

v + h

)
, v ' 250 GeV (10-157)

Yukawa 耦合给出

LY = mijψ̄
′
iLψ

′
jR +

fij√
2
h(x)ψ̄

′
iLψ

′
jR + h.c., mij =

v√
2
fij (10-158)

注意, 质量矩阵 mij 和 Yukawa 耦合 fij 成比例. 将质量矩阵用两个幺正矩阵对

角化

UmV † = mD, mD 是对角矩阵 (10-159)

质量项为

Lm = ψ̄
′
iLmijψ

′
jR = ψ̄

′
LU+mDV ψ

′
R = ψ̄LmDψR = miψ̄LiψRi, 对 i 求和 (10-160)

其中

ψL = Uψ′L, ψR = V ψ
′
R (10-161)

是质量本征态. 由于在质量矩阵为对角阵时 mij ∝ fij , Yukawa 耦合也是对角的,

即

LY = miψ̄iLψRi +
mi

v
h(x)ψ̄iLψRi + h.c. (10-162)

因此 Higgs同任意费米子的耦合正比于该费米子的质量,而且保持味量子数和宇

称. 这说明 Higgs 粒子一旦产生就会衰变成能量许可下最重的粒子.

注意, 和规范玻色子的耦合

LφV V = gh(x)
[
MWW+

µ W−µ +
1

2 cos θW
MZZµZµ

]
(10-163)
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也有和质量成比例的特点.

(3) Higgs 粒子的质量.

mh =
√

2µ2 =
√

2λv, v ≈ 250 GeV (10-164)

实验上没有给出 Higgs粒子自作用 λ的信息,因此mh没有限制,对 Higgs粒子的寻

找十分困难. 但 2012 年 CERN 的实验宣布找到了 Higgs 粒子, 质量约为 125 GeV.

10.3.3 中微子振荡

如果 ν 都是无质量的, 则轻子部分没有混合角

(
νe

e

)

L

,

(
νµ

µ

)

L

,

(
ντ

τ

)

L

(10-165)

这是因为, 如果所有的中微子都是零质量的, 那么它们是简并的, 所有的混合角

都可以通过重新定义中微子场来吸收. 但是如果它们是有质量的, 混合角是物理

上有效应的,不能通过重新定义吸收掉,就会产生一个重要的现象——中微子振

荡 [41]. 或者反过来, 观察到中微子振荡就告诉我们中微子是有质量的, 而且质量

都不一样.

我们现在来描述中微子振荡现象. 假设中微子都是有质量的, 和夸克部分类

比, 它们是质量本征态 ν1, ν2, ν3 的线性组合




νe

νµ

ντ


 = U




ν1

ν2

ν3


 (10-166)

其中, U 是幺正矩阵. 如果 t = 0 时刻生成一束纯 νe 粒子束, 我们可以把它写成

质量本征态的线性组合如下

|νe(0)〉 = Ue1 |ν1〉+ Ue2 |ν2〉+ Ue3 |ν3〉 (10-167)

它随时间的演化由能量本征值决定

|νe(t)〉 = Ue1e−iE1t |ν1〉+ Ue2e−iE2t |ν2〉+ Ue3e−iE3t |ν3〉 (10-168)

其中

E2
i = p2 + m2

i (10-169)
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假设 p À mi, 则有 Ei ≈ p +
m2

i

2p
以及

Ei − Ej =
m2

i −m2
j

2p
(10-170)

由于线性组合的系数随时间演化, 这束粒子的成分将在 νe, νµ 和 ντ 间振荡. 将振

荡长度 lij 定义为

lij =
2π

Ei − Ej
≈ 4πp

|m2
i −m2

j |
= 2.5 m

[
p (MeV)

∆m2 (eV)2

]
(10-171)

它决定了振荡的尺度.

考虑两种中微子振荡的简单情况来说明这个现象. 在 t = 0 时刻, 弱本征态

写成

|νe(0)〉 =cos θ |ν1〉+ sin θ |ν2〉
∣∣νµ(0)

〉
=− sin θ |ν1〉+ cos θ |ν2〉 (10-172)

考虑初态为 |νe(0)〉 的情况, 它的时间演化为

|νe(t)〉 =cos θe−iE1t |ν1〉+ sin θe−iE2t |ν2〉

=e−iE1t

[
cos θ|ν1〉+ sin θ exp

(
−i

2πx

l12

)
|ν2〉

]
(10-173)

其中, l12 为振荡长度. 在时刻 t (离中微子源的距离为 x 的地方) 找到态 νe 的概

率幅为

〈νe|νe(t)〉 = e−iE1t

[
cos2 θ + sin2 θ exp

(
−i

2π
l12

x

)]
(10-174)

概率为

P (νe → νe) = |〈νe|νe(t)〉|2 = 1− 2 sin2 θ cos2 θ

[
1− cos

(
2πx

l12

)]
(10-175)

找到另一种成分 νµ 的概率为

P (νe → νµ) = 1− P (νe → νe) = 2 sin2 θ cos2 θ

[
1− cos

(
2πx

l12

)]
(10-176)

不同反应中中微子振荡的观察是过去十年最轰动的进展之一,它证实了中微子质

量的存在而且质量都不相同. 由于在原来的模型中中微子无质量, 所以观测到中

微子质量说明需要扩展标准模型. 最简单的扩展是对每个中微子加上右手分量,

但也有其他可能.
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10.4 附录: 幺正性

从第 4 章的讨论可知, 为了保持总概率守恒, S 矩阵必须是幺正的

SS† = S†S = 1, 即
∑

c

SacS
∗
bc = δab,

∑
c

ScaS∗cb = δab

散射振幅 Tab 和 Sab 有如下关系

Sab = δab + i (2π)4 δ4 (pa − pb) Tab (10-177)

它满足

Tab − T ∗ba = i
∑

c

TacT
∗
bc (2π)4 δ4 (pa − pc) (10-178)

注意, 这个等式左端是 T 的线性项, 而右端为 T 的二次项. 换句话说, 这是一个

非线性关系, 它表明 T 是有限制的, 不能任意大. 还有一个重要的性质, 如果将 T

用某小参数 λ 微扰展开

T = λT (1) + λ2T (2) + · · · (10-179)

那么由式 (10-178) 可以看到

T
(1)
ab − T

(1)∗
ba = 0 (10-180)

和

T
(2)
ab − T

(2)∗
ba = i

∑
c

T (1)
ac T

(1)∗
bc (2π)4 δ4 (pa − pc) (10-181)

因此 λ 的二阶项通过幺正关系与一阶项的乘积联系起来. 或者说, λ 的不同阶次

通过非线性幺正关系联系起来. 可以利用这个关系用低阶项构造高阶项.

光学定理 (optical theorem)

对 a = b 的特殊情况有

Taa − T ∗aa = 2iImTaa = i
∑

c

|Tac|2 (2π)4 δ4 (pa − pc) (10-182)

其中, Taa 表示初态和末态相同的散射振幅, 包括初末态的动量. 换句话说, 这是

一个前向散射振幅 (forward scattering amplitude). 考虑一个简单情况

A (p1) + B (p2) → X (10-183)
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其中, X 是一个 n 粒子态, 其动量为 k1, · · · kn. 注意, 末态粒子数被能量守恒和动

量守恒限制. 这里有 a = A (p1) + B (p2). 对 c 求和有

∑
c

=
∫ n∏

l=1

d3kl

(2π)32ωl
(10-184)

将这种情况下的弹性前向振幅表示为

Taa = T (A (p1) + B (p2) → A (p1) + B (p2)) (10-185)

或

T (A + B → A + B) (10-186)

从初态到末态的动量相同, 幺正关系变为

T (A + B → A + B)− T (A + B → A + B)∗

=2i ImT (A + B → A + B)

=i
∫ n∏

l=1

d3kl

(2π)32ωl
|T (A + B −X)|2 (2π)4 δ4


p1 + p2 −

n∑

j=1

kj


 (10-187)

回顾第 4 章, A + B → X 的总截面积为

σ (A (p1) + B (p2) → X) =
1

4 [(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2]

1/2

×
∫
(2π)4δ4


p1 + p2 −

n∑

j=1

kj


 |Tfi|2

n∏

l=1

d3kl

(2π)32ωl

(10-188)

在质心系有

p1 = (E1,p), p2 = (E2,−p) (10-189)

和

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2 = |p|2 (E1 + E2)2 (10-190)

其中, E1,2, |p| 为质心系中初态的能量和动量. 因此可以将幺正关系写成

ImT (A + B → A + B) = 2|p|(E1 + E2)
∑

X

σ (A (p1) + B (p2) → X) (10-191)

它把前向散射振幅的虚部与总截面积联系起来, 称为光学定理.
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分波幺正限 (unitary bound)

对用分波 (partial wave) 描述散射的情况, 可以得到更有用的关系. 考虑质心

系中两个粒子的弹性散射 A (p1) + B (p2) → A (p3) + B (p4). 由第 4 章附录的公

式, 微分截面为

dσ(AB→AB)=
1

4pi(E1 + E2)

∫
(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4)|TAB |2 d3p3

(2π)32E3

d3p4

(2π)32E4

(10-192)

其中, pi 为质心系中初态动量, TAB 为 A(p1) + B(p2) → A(p3) + B(p4) 的散射振

幅. 先计算质心系中的两体相空间

ρ =
∫
(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

d3p3

(2π)32E3

d3p4

(2π)32E4

=
1

(2π)2

∫
δ (E1 + E2 − E3 − E4)

d3p3

2E42E3
(10-193)

其中

E4 =
√

m2
4 + E2

3 −m2
3 (10-194)

将积分测度写成
d3p3

E3
= p3dE3dΩ (10-195)

则

ρ =
1

(2π)2

∫
δ (ECM − E3 − E4)

p3dE3dΩ
4E4

(10-196)

定义新变量

x = E3 + E4 (10-197)

则

dx = dE3 +
dE4

dE3
=

(
E3 + E4

E4

)
dE3 (10-198)

或

dE3 =
E4

ECM
dx (10-199)

其中利用了 ECM = E3 + E4. 相空间则为

ρ =
1

16π2ECM

∫
dxp3δ (ECM − x) dΩ =

pfdΩ
16π2ECM

(10-200)

其中, pf 为质心系末态动量. 则

dσ (AB → AB) =
1

4piECM
|TAB |2 dΩ pf

16π2ECM
(10-201)
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如果假设散射振幅和方位角无关且所有质量相同, 可以得到一个更简单的关系

dσ (AB → AB) =
1

4E2
CM

|TAB(θ)|2 d(cos θ)
8π

(10-202)

这里已经利用了 pi = pf . 总截面积为

σtot (AB → AB) =
1

32E2
CMπ

∫
|TAB(θ)|2 d(cos θ) (10-203)

利用 Legendre 多项式 Pl(cos θ) 展开

TAB(θ) = 16π
∑

l

(2l + 1) alPl(cos θ) (10-204)

其中, al 称为分波. 利用 Legendre 多项式的正交性
∫1

−1

Pl(cos θ)Pk(cos θ)d(cos θ) =
2

2l + 1
δlk (10-205)

并对角度积分, 则总截面积变为

σtot (AB → AB) =
1

32E2
CM

∑

ll′
(16π)2 (2l+1) (2l′+1) ala

∗
l′

∫
Pl(cos θ)Pl′(cos θ)d(cos θ)

=
16π
E2

CM

∑

l

(2l + 1) 2 |al|2 (10-206)

上式没有交叉项, 从而可以看出每一个分波 al 对总截面的贡献. 由光学定理

Im TAB(θ)|θ=0 = 2ECMpi

∑

X

σtot (A + B → X) > 2ECMpiσtot (A + B → A + B)

(10-207)

对分波有 ∑

l

(2l + 1) Imal > 2pi

ECM

∑

l

(2l + 1) |al|2 (10-208)

这也是一个非线性关系,说明分波幅度 al 不能任意大.这个关系在只有一个分波

对截面积有贡献的情况很有用. 在高能极限有

Imal > |al|2 (10-209)

这说明

Im
1
al

> 1 (10-210)

以及

|al| 6 1, 0 6 Imal 6 1



10.4 附录: 幺正性 · 303 ·

对应的截面积有上限

σl =
32π
E2

CM

(2l + 1) |al|2 6 32π
E2

CM

(2l + 1) (10-211)

在前面的讨论中忽略了自旋. 在相对论性系统中, 需要利用螺旋度来描述有

自旋的粒子, 螺旋度振幅的分波展开有如下形式

Tλ3λ4,λ1λ2 (E, θ) =
∑

J

(2J + 1)T J
λ3λ4,λ1λ2

(E) dJ
µλ (θ) (10-212)

其中, λ = λ1 − λ2, µ = λ3 − λ4, d
J
µλ(θ) 为 d 函数. 则幺正关系要求

∣∣T J
λ3λ4,λ1λ2

(E)
∣∣ 6常数 (10-213)

这和我们讨论过的分波 al 的上限相似.



第11章 强相互作用理论

11.1 夸 克 模 型

11.1.1 同位旋对称性

早期的核反应研究发现, 核子所带的电荷对核力没有大的影响, 这被称为电荷

无关性 (charge independence). 为了解释这一特征,有人提出,强相互作用有 SU(2)

对称性, 变换对象是 n 与 p. 所有相关的实验结果似乎都支持这一假设. 这种对称

性变换是在被称为同位旋空间的抽象空间中运作. SU(2)同位旋对称性的结构很像

我们所熟悉的量子力学中的角动量 SU(2) 代数, 只是作用的空间不同而已. 因此,

SU(2) 的生成元 T1, T2, T3 与角动量代数满足相同的对易关系

[Ti, Tj ] = iεijkTk (11-1)

这意味着同位旋对称性的不可约表示与角动量的是相同的, 只有名称发生了改变：

角动量 → 同位旋. 中子 n 和质子 p 与自旋 1/2 的系统中自旋向上和自旋向下的

态有着相同的意义, 即作用在 n 与 p 上, 可得到

T3|p〉 =
1
2
|p〉, T3|n〉 = −1

2
|n〉, T+|n〉 = |p〉, T−|p〉 = |n〉, · · · (11-2)

这意味着 n 与 p 在同位旋变换下形成一个二重态

N =

(
p

n

)
(11-3)

且

N → N ′ = exp
(
−i

τ ·α
2

)
N (11-4)

这与角动量的情形相同, 其中 αi 是一些实参数, τ = (τ1, τ2, τ3) 是 Pauli 矩阵. 因

此, 可以将角动量对称性的结果应用到同位旋上. 同位旋对称性意味着

[Ti,Hs] = 0, i = 1, 2, 3 (11-5)

其中, Hs 是强相互作用的哈密顿量.

自从为了解释强相互作用里中子与质子的行为而引入了同位旋,我们发现了很

多的强相互作用粒子, 包括 π, K, Λ, Σ 等. 这些粒子被称为强子. 若同位旋是一个
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有用的强相互作用量子数, 应该能够对所有的强子定义这个物理量. 一开始我们并

不知道除中子和质子之外的粒子的同位旋,但是可以用强子产生过程中同位旋守恒

这个假设来帮助我们定其他强子的同位旋. 例如, 考虑 p + p → n + p + π+ 的反应.

初态有 T3 = 1 且 T = 1, 而末态的 np 有 T3 = 0 且 T = 0 或 1. 因此, 由 T3 守恒

可以得到 π+ 必有 T3 = 1. 因此得到总的同位旋 T = 1 或 2. 上述推导尚未对 π+

给出一个确定的 T 值, 只体现了同位旋守恒对粒子可能的同位旋的限定. 此外, 还

有其他的测量可以将 π+ 的同位旋确定为 T = 1. 例如, 已经发现有两个与 π+ 质

量极其接近的粒子, 与 π+ 同位旋为 T = 1 的假设一致. 事实上, 粒子质量相近是

确定同位旋多重态的一个非常有用的信息.

从类似的测量和观测中, 得到了下列的同位旋多重态：

0 自旋的有T = 1 : (π+,π0,π−), T =
1
2

: (K+,K0), (K̄0,K−), T = 0 : η

1/2 自旋的有T = 1 : (Σ+,Σ0,Σ−), T =
1
2

: (Ξ0,Ξ−), T = 0 : Λ

1 自旋的有T = 1 : (ρ+, ρ0, ρ−), T =
1
2

: (K∗+,K0∗), (K0∗,K∗−)

同位旋对称性的推论

1. 质量简并

同位旋变换下, 中子和质子二重态有如下变换形式

N → N ′ = exp
(
−i

τ ·α
2

)
N, N̄ → N̄ ′ = N̄ exp

(
i
τ ·α

2

)
(11-6)

从而得到

N̄ ′N ′ = N̄N (11-7)

这是场论中的质量项, 因此可以得到 n 与 p 有相同的质量

mN N̄N = mN (p̄p + n̄n) (11-8)

这个关系同样适用于其他同位旋多重态. 例如, mπ0 = mπ+ . 但实验上, 同位旋多重

态的质量不是完全相等的, 而是会有微小差异, 例如,

mn −mp

mn + mp
∼ 0.7× 10−3,

mπ+ −mπ0

mπ+ + mπ0
∼ 1.7× 10−2, · · · (11-9)

因此, 可以将同位旋对称性视为能好到 5％左右的一个近似对称性, 由于同位旋多

重态带有不同的电荷, 电磁相互作用可以认为是质量差别的一个来源.
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2. 耦合常数之间关系

除了质量关系, 由同位旋对称性也可推出耦合常数之间的某种关系. 例如, 写

下 T = 1 的 π 子场 π = (π1, π2, π3) 与核子的作用项可以得到如下形式的耦合

gN̄τ · πN (11-10)

上式对于同位旋变换是不变的. 现在我们来证明这个关系. 作一个无穷小的同位旋

变换

N → N ′ =
(
1− i

τ ·α
2

)
N, N̄ → N̄ ′ = N̄

(
1 + i

τ ·α
2

)
(11-11)

π → π′ = π − π ×α

从而

N̄ ′(τ · π′)N ′ → N̄
(
1 + i

τ ·α
2

)
[τ · (π + π ×α)]

(
1− i

τ ·α
2

)
N

= N̄τ · πN + N̄
{

2i
[τ ·α

2
,
τ · π

2

]
− τ · π ×α

}
N

利用 Pauli 矩阵的对易关系 [τi

2
,
τj

2

]
= iεijk

τk

2
(11-12)

可以得到 [τ ·α
2

,
τ · π

2

]
= i

τ

2
· π ×α (11-13)

且

N̄ ′τ · π′N ′ = N̄τ · πN (11-14)

因此耦合在同位旋变换下不变. 写出

τ · π =

(
π0

√
2π+

√
2π− −π0

)
(11-15)

即有

gN̄τ · πN = g
(

p̄ n̄
) (

π0
√

2π+

√
2π− −π0

)(
p

n

)

= gp̄
(
π0p +

√
2π+n

)
+ gn̄

(√
2π−p− π0n

)

上式将 π′ 与核子之间的耦合常数关联了起来. 换言之, 在没有同位旋对称性的情

况下, p̄π0p与 p̄π+n之间的耦合是彼此互不相关的. 但是同位旋对称性要求这两者

之间有一定的关系. 当然, 以上推导与实验结果有微小差异, 这来自于同位旋对称

性的破缺.
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3. 衰变过程的同位旋关系

不难看出, 同位旋对称性也会给出强子衰变过程的某些关系. 例如, 考虑

N∗(1232), 同位旋为 T =
3
2
, 有 4 种近似的质量简并态, N∗++, N∗+, N∗0, N∗−,

可以衰变到 π′s(T = 1) 和核子 (T =
1
2
)：

∣∣π+
〉

= |1, 1〉 , ∣∣π0
〉

= |1, 0〉 , ∣∣π−〉
= |1,−1〉

|p〉 =
∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
, |n〉 =

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉

我们现在利用同位旋对称性将 N∗ 不同的衰变模式联系起来. 从第 2 章附录里讨

论的 SU(2) 表示, 可以得到同位旋的如下关系
∣∣∣∣
3
2
,
1
2

〉
=

√
2
3
|1, 0〉

∣∣∣∣
1
2
,
1
2

〉
+

√
1
3
|1, 1〉

∣∣∣∣
1
2
,−1

2

〉
(11-16)

运用在 πN 的情形, 可以得到

∣∣N∗+〉
=

√
2
3

∣∣π0p
〉

+

√
1
3

∣∣π+n
〉

(11-17)

因此, 同位旋对称性可以给出衰变率之比 —— 即振幅之比的平方

Γ (N∗+ → π+n)
Γ (N∗+ → π0p)

=
1
2

(11-18)

以上关系与实验结果吻合得很好.

11.1.2 SU(3) 对称性

同位旋可以将许多不同的粒子通过 SU(2) 对称性关联起来. 我们可以探讨是

否存在一个更大的对称性,将更多的粒子用某种方式关联起来. 为了研究这个问题,

显然需要除同位旋之外的量子数来标示粒子.

奇异数 在 Λ 和 K 粒子被发现时, 它们是成对产生的 —— 协同产生 (asso-

ciated production), 寿命也比较长. 为了解释这一问题, 假设这些新粒子有一个新

的量子数, 称为奇异数 S, 在强相互作用中守恒, 但在衰变过程中被破坏. 例如, 在

π−p −→ Λ0 + K0 的反应中, 需要假定 Λ0 与 K0 有异号的奇异数

S(Λ0) = −1, S(K0) = 1 (11-19)

才能保证奇异数在强相互作用中守恒. 从这个新的量子数出发, 可以得到一个通用

的关系式

Q = T3 +
Y

2
(11-20)
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其中, Y = B + S 被称为超荷 (hypercharge), B 是重子数 (Baryon number). 上式被

称为 Gell-Mann-Nishijima 关系 [42].

八重道 截至 20世纪 60年代,已经发现了大量的新粒子. 人们相信可能存在

一种更大的对称性, 将许多不同的同位旋多重态联系起来. 1961 年, Gell-Mann 与

Neeman [43] 各自分别发现了当具有相同自旋和宇称的强子划分到同一组时, 它们

在超荷和同位旋的二维图中将会遵循一种八点或十点的规律,如图 11-1所示. 事实

上强子的这种关联符合 SU(3) 对称群的某些不可约表示. 这个结论可以推广到其

他自旋和宇称的强子, 它们也在 SU(3) 的八维和十维表示上. 因此, 强子谱显示出

部分 SU(3) 对称性的特征, SU(2) 的同位旋对称性可推广到 SU(3). 事实上, 当这

个理论框架提出时, N∗ 多重态的 10个粒子中只有 S = −3的 Ω 没有被发现. 因而

利用上述对称性可以预言这个粒子的质量约为 1680 MeV/c2. 1964 年, Brookhaven

实验室发现了这个粒子 [44]. 这是 SU(3) 对称理论的一个强有力的支持证据.

图 11-1 八重道 —— 强子的 SU(3) 表示

八重态: (a)0− 介子, (b) 1− 介子, (c) 1/2+ 重子; 十重态: (d)3/2+ 重子

然而这个对称性其实不如 SU(2) 的同位旋对称性. SU(3) 多重态的质量差异

最小也达到了 20% 左右. 尽管如此, 利用 SU(3) 来给强子进行分类仍然是个很实

用的工具. 这种方法被称为八重道(eightfold way).

11.1.3 夸克模型

八重道的一个不寻常的地方在于八维表示和十维表示并非 SU(3) 群的最小表

示. 人们怀疑强子内部有更小的组分按照 SU(3)群比八重态更小的表示变换. 1964
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年, Gell-mann 和 Zweig 各自提出了夸克模型 [45], 其中所有的强子都是由自旋为

1/2 且按 SU(3) 的 (最小的) 三维表示变换的夸克组成的

qi =




q1

q2

q3


 =




u

d

s


 (11-21)

它们的量子数如表 11-1 所示.

表 11-1

Q T T3 Y S B

u 2/3 1/2 +1/2 1/3 0 1/3

d −1/3 1/2 −1/2 1/3 0 1/3

s −1/3 0 0 −2/3 −1 1/3

自旋定为 1/2 是因为, 只有这种束缚态下才可以既存在半整数自旋的费米子也存

在整数自旋的玻色子, 而自旋是整数的夸克无法组成费米子. 在这样的框架下, 介

子是 qq̄ 的束缚态, 例如,

π+ ∼ d̄u, π0 ∼ 1√
2
(ūu− d̄d), π− ∼ ūd (11-22)

K+ ∼ s̄u , K0 ∼ s̄d , K− ∼ ūs , η0 ∼ 1√
6
(ūu + d̄d− 2s̄s)

重子是 qqq 的束缚态, 例如,

p ∼ uud, n ∼ ddu

Σ+ ∼ suu, Σ0 ∼ s

(
ud + du√

2

)
, Σ− ∼ sdd

Ξ0 ∼ ssu, Ξ− ∼ ssd, Λ0 ∼ s(ud− du)√
2

夸克模型的要点在于强子的量子数与夸克组分所给出的一致. 例如, π+ ∼ d̄u

意味着, 如果把 u 夸克的电荷 2/3 和 d̄ 夸克的电荷 1/3 加起来, 就可以得到 π+ 的

电荷 +1. 对于其他相加守恒的量子数也是一样,如奇异数 S 和同位旋第三分量 T3.

经过稍微复杂一些的计算, 可以得到夸克束缚态的总的同位旋.

虽然强子的量子数都由夸克贡献,但仍未能理解夸克如何通过相互作用来构成

强子束缚态. 既然夸克可能是强子的基本组成, 那么寻找夸克就成了一个极其重要

的任务. 夸克有个非同寻常的特征在于, 所有夸克携带的电荷都是分数电荷 ±2/3

或 ±1/3, 而目前所有实验室中观测到的粒子都是整数电荷. 这意味着在电荷守恒

的前提下,一定有一个夸克是稳定的,从而应该很容易被发现. 但事实上,不论是在
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实验室环境下或者是在如岩层与海底这样的自然环境中,人们从来没有发现过孤立

的夸克.

除无法观测到夸克之外, 夸克模型中还有其他很难理解的特性：

(1) 夸克带有分数电荷, 所有已观测到的粒子都带有整数电荷. 因此至少有一

个夸克是稳定的, 但目前没有任何夸克被观测到.

(2)强子全部由 qq̄和 qqq的束缚态组成, 却没有观测到 qq和 qqqq态的粒子.

注意到 qq 和 qqqq 与单夸克一样都是带有分数电荷的. 那么观测不到它们的原因

可能与观测不到单个夸克的原因相同.

(3) 重子 N∗++ 的夸克组分是 uuu. 如果选择自旋态
∣∣∣∣
3
2
,
3
2

〉
, 则所有的夸克都

是自旋向上的 α1α2α3. 这个系统在交换 u 夸克的变换下全对称. 如果假定基态是

轨道角动量 l = 0 的态, 则空间波函数同样是对称的. 这将破坏 Pauli 不相容原理.

色自由度 解决以上问题的方法之一是, 对于每个夸克引入新的自由度 ——

色, 同时要求只有色单态才能够被观测到. 需要 3 种颜色才能得到 N∗++ 的反对称

波函数, 从而得到一个色单态. 换言之, 每种夸克都有三种颜色

uα = (u1, u2, u3), dα = (d1, d2, d3), · · · (11-23)

假设所有强子都在 SU(3)C 对称性下形成色单态, 例如,

N∗++ ∼ uα(x1)αβ(x2)uγ(x3)εαβγ (11-24)

除此之外,因为色单态无法由 qq或 qqqq组成,所以这些束缚态不会出现在观测到

的强子谱中. 同样地, 单个夸克也无法被观测到. 这种 SU(3) 的局域色对称性是强

相互作用理论 QCD 的基石.

Gell-Mann-Okubo 质量公式

由于八重道的 SU(3) 并不是一个精确的对称性, 我们要想办法理解 SU(3) 破

缺形式. 实验上, SU(2) 是一个相当好的对称性, 因此为了方便起见, 在夸克模型中

假定同位旋对称性是没有被破缺的：mu = md. 此外, 再假定强子质量的平方可以

表示为夸克质量的线性组合.

1. 0− 介子

从方程 (11-22) 中某一个 0− 介子的夸克组分出发, 可以用夸克质量表示出介

子质量. 例如, 在 η 介子中, 发现 u, ū 夸克, d, d̄ 夸克和 s, s̄ 夸克的概率分别为
1
6
,

1
6
,

4
6
. 因此 m2

η 夸克质量的贡献为
1
6
(2mu + 2md + 4× 2ms) =

2
3
(mu + 2ms). 引入
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常量 λ 以得到正确量纲的介子质量

m2
η = λ

[
2
3
(mu + 2ms)

]
(11-25)

对于其他的介子质量, 同样有

m2
π = λ(2mu)

m2
k = λ (mu + ms)

从上式消去夸克质量, 可以得到

4m2
k = m2

π + 3m2
η (11-26)

这就是Gell-Mann-Okubo质量公式 [46],最初是利用 SU(3)群的性质推导出来的,比

较复杂. 这里的推导则相对简单. 实验上可以测得等式左边的 4m2
k ≈ 0.98 (GeV)2,

等式右边的 m2
π + 3m2 ≈ 0.92 (GeV)2. 所以这个公式与实验吻合得很好.

2. 1/2+ 重子

同样地, 利用 1/2+ 重子的夸克组分, 可以写出

mN = m0 + 3mu

mΣ = m0 + 2mu + ms

mΞ = m0 + mu + 2ms

mΛ = m0 + 2mu + ms

引入了参数 m0 来表示除夸克之外影响重子质量的因素. 注意, 我们写下重子质量

时用的是线性形式而非二次形式. 这个问题并没有很好的物理解释, 只是导出来的

公式比较符合实验. Gell-Mann-Okubo 质量公式的形式为

mΣ + 3mΛ

2
= mN + mΞ (11-27)

实验上,
mΣ + 3mΛ

2
≈ 2.23 GeV 且 mN + mΞ ≈ 2.25 GeV, 与上式吻合得很好.

3. 3/2+ 重子

类似地, 可以得到 3/2+ 重子的质量

mN∗ = m0 + 3mu, mΣ∗ = m0 + 2mu + ms

mΞ∗ = m0 + mu + 2ms, mΩ = m0 + 3ms
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质量关系比较简单

mΩ −mΞ∗ = mΞ∗ −mΣ∗ = mΣ∗ −mN∗ (11-28)

上式有时被称为等间距规则. 事实上在推导出这一关系时, Ω 粒子尚未发现, 上式

被用于预言 Ω 的质量. 1964 年 Ω 粒子的发现为 SU(3) 对称性理论提供了很强的

支持.

ω − φ 混合

1− 介子的情况与上述并不相同.如果按照与 0− 介子同样的方式来处理 1− 介

子, 会得到如下 Gell-Mann-Okubo 质量关系

3m2
ω = 4m2

K∗ −m2
ρ (11-29)

由于 mK∗ = 890 MeV 而 mρ = 770 MeV, 会得到 mω = 926.5 MeV, 这与实验测得

的 mω = 783 MeV 结果相差甚远. 另外, φ 介子与 ω 有同样的 SU(2) 量子数, 但

质量为 mφ = 1020 MeV. 原则上, 当 SU(3) 对称性破缺而 SU(2) 对称性仍保持时,

ω-φ 混合 (mixing) 是可能的. 假设由于某种原因而发生了不小的 ω-φ 混合, 可以

由此推导出一个新的质量关系.

用 V8 表示 SU(3) 八重态中 T = 0 的物理态, V1 表示单态, 则其夸克组分分

别为

V8 =
1√
6
(ūu + d̄d− 2s̄s), V1 =

1√
3
(ūu + d̄d + s̄s) (11-30)

以 V1, V8 为基写下质量矩阵

M =


 m2

88 m2
18

m2
18 m2

11


 (11-31)

假定八重态质量 m2
88 即是 Gell-Mann-Okubo 质量关系预言的

3m2
88 = 4m2

K∗ −m2
ρ (11-32)

将 M 矩阵对角化, 可以得到 ω,φ 真正的物理质量

R†MR = Md =

(
m2
ω 0

0 m2
φ

)
, R =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
(11-33)

由此可以得到 (
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
m2
ω 0

0 m2
φ

)(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
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=

(
m2
φ sin2 θ + m2

ω cos2 θ m2
φ cos θ sin θ −m2

ω cos θ sin θ

m2
φ cos θ sin θ −m2

ω cos θ sin θ m2
φ cos2 θ + m2

ω sin2 θ

)

=

(
m2

88 m2
18

m2
18 m2

11

)

由矩阵元 m2
88 得到

m2
φ sin2 θ + m2

ω cos2 θ = m2
88 (11-34)

即

sin θ =

√
m2

88 −m2
ω

m2
φ −m2

ω

(11-35)

质量本征态的组合是

ω = cos θV8 − sin θV1

φ = sin θV8 + cos θV1

利用 Gell-Mann-Okubo 质量公式的结果 m88 = 926.5 MeV, 以及 ω 和 φ 真正的质

量, 可计算出混合角

sin θ = 0.76 (11-36)

这个结果很接近 sin θ =
√

2/3 = 0.81 的理想混合 (ideal mixing), 在这种情况下质

量本征态有个简单的形式

ω =
1√
2
(ūu + d̄d)

φ = s̄s

混合角接近于理想混合角, 意味着 φ 态介子主要由 s 夸克组成.

Zweig 规则

在 SU(2)下 ω与 φ有相同的量子数,其衰变宽度应该是相近的. 实验上测得 ω

的主要衰变道是 ω→ 3π, 但对 φ 来说, 尽管由于 mφ = 1020 MeV, mk ≈ 494 MeV,

φ →KK 的相空间被压低, mφ − 2mk = 32 MeV, 而 mφ − 3mπ = 607 MeV, φ → 3π

对比 φ→KK 的分支比仍然很低：

B(φ→ KK) ≈ 85%, B(φ→ πππ) ∼ 13% (11-37)

φ主要衰变到相空间很小的 KK道, 因此 φ的总衰变宽度很窄.这个现象有点难以

理解. 考虑 φ 介子夸克成分, 它的衰变过程可用夸克图表示, 如图 11-2 所示. 为了
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解释这些异常的衰变过程, Zweig 提出包含夸克反夸克湮没的过程都会因不明的原

因而被大幅压低, 称为 Zweig 规则 [47]. 这解释了 φ 的衰变宽度 Γφ ≈ 4.26 MeV 远

小于 Γω ≈ 8.5 MeV. 注意 Zweig 规则是定性的, 很难将其定量化.

图 11-2 φ 介子衰变：被 Zweig 规则禁止的道 (a) 和允许的道 (b)

1974年, J/ψ(3100)粒子被发现,其衰变宽度极窄,与 Γρ ∼ 150 MeV和 Γω ∼ 8.5

MeV 相较, 只有 Γψ ∼ 70 keV. 一个简单的解释是 ψ/J 是一个 cc̄ 的束缚态, 质量

低于两个含有粲夸克的介子质量和, 因此只能通过初态的 cc̄ 湮没进行衰变. 按照

Zweig 规则, 这些衰变过程是被压低的. 因此 J/ψ 的窄宽度进一步支持了 Zweig 规

则的正确性. 此后,许多新的矢量介子如 ψ′,Υ,Υ′ 等被发现,其衰变宽度都很窄,只

能用 Zweig 规则解释. 因此 Zweig 规则在实验上得到了很好的支持. 然而在理论

上, 时至今日仍无法对 Zweig 规则作量化的解释.

11.2 深度非弹性散射

强相互作用理论发展中的另一个非常重要的里程碑是对电子与质子的深度非

弹性散射 (deep inelastic scattering) 的研究. 我们知道这个过程中的电子可以用

QED很好地描述,然而对于质子,需要考虑强相互作用,而强相互作用的耦合很大,

无法利用微扰论来分析.早期我们甚至不知道一个正确的强相互作用理论应该是怎

么样的. 20 世纪 60 年代, 人们做出过许多的尝试, 试图摆脱场论的框架, 利用更加

复杂的 S 矩阵理论来解决它. 60 年代后期和 70 年代前期, 一系列电子质子散射实

验使得强相互作用理论有了很大突破,从而建立了 QCD的框架. 尽管近年来 QCD

在高能区适用得很好, 但在低能情况下, 它仍然被大的耦合常数所限制. 下节将着

重讨论强相互作用理论是如何发展成为 QCD 的.

11.2.1 质子结构

研究质子内部结构一个有用的过程是电子质子散射, 其中电子可以用 QED 准

确描述. 我们知道探测质子结构的尺度依赖于探针的波长, 即电子的能量 —— 电

子能量越高, 探测到的质子结构越精细. 下面按能量升高的顺序来看用于描述这一
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过程的理论.

1. Rutherford 公式

这个公式的适用条件是电子能量低到可以认为是非相对论性粒子,且质子可以

被看成点粒子, 因为低能电子的波长远大于质子的尺寸. 忽略质子的反冲, 微分截

面可以写成 (
dσ

dΩ

)

Rutherford

=
α2

4E2 sin4 θ

2

(11-38)

其中, E 为入射电子动能; θ 为散射角; α 为精细结构常数.

上式可以通过经典力学的方法推导, 因为所有的量子效应都可以被忽略.

2. Mott 公式

当电子动能升高到与其质量相近时, 需要考虑电子的自旋和相对论效应, 得到

Mott 截面
(

dσ

dΩ

)

Mott

=
(

dσ

dΩ

)

Rutheford

(
1− β2 sin2 θ

2

)
, β = v/c (11-39)

此时质子仍可以看成没有内部结构的点粒子.

3. Rosenbluth 公式

当电子能量继续升高到接近最轻强子 π 的质量时, 需要考虑质子的强相互作

用. 因为质子的电磁流是局域的, 并且这种情况下的初末态都很简单, 所以我们可

以用形状因子 (form factor)将质子的强相互作用参数化, 方法如下.

如果质子是点粒子, 那么质子–光子的反应就和电子–光子的反应类似, 就是

〈
p′|Jem

µ |p〉
= ū(p′)γµu(p) (11-40)

如果考虑质子的强相互作用, 可以参数化为

〈p′|Jem
µ |p〉 = ū(p′)

[
γµF1(q2) + i

σµνqν

2m
F2(q2)

]
u(p) (11-41)

其中用到了 Lorentz 协变性和流守恒以得出这一简单的形式 (参照第 5 章的推导).

这里 q = p − p′, 即电子传给质子的动量. F1(q2), F2(q2) 是 q2 的洛伦兹不变的函

数, 将强相互作用参数化了, 一般被称为形状因子. 注意 F1,2 只是 q2 的函数, 因为

其他的洛伦兹不变量 (如 p2 和 p′2) 都固定在核子质量 M2.

根据流守恒

∂µJem
µ = 0 (11-42)
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可以得到

qµ〈p′|Jem
µ |p〉 = 0 (11-43)

推导过程如下. 由平移变换可以得出

Jem
µ (x) = eiP ·xJem

µ (0) e−iP ·x (11-44)

从而有

〈p′|Jem
µ (x) |p〉 = 〈p′|eiP ·xJem

µ (0) e−iP ·x|p〉 = eiq·x〈p′|Jem
µ (0) |p〉 (11-45)

且

∂µ〈p′|Jem
µ (x) |p〉 = eiq·xiqµ〈p′|Jem

µ (0) |p〉 (11-46)

即可得到方程 (11-43). 显然方程 (11-41) 中的矩阵元满足流守恒. 微分截面可以写

成
dσ

dΩ
=

(
dσ

dΩ

)

Mott

[
G2

E(Q2) + τG2
M(Q2)

1 + τ
+ 2τG2

M(Q2) tan2 θ

2

]
(11-47)

上式通常被称为 Rosenbluth 公式. 在 ep 散射过程中, q2 = (p − p′)2 总是类空

的 (space-like)：q2 < 0. 因此, 为了简单起见, 定义 Q2 = −q2 > 0 与 τ =
Q2

4M2
.

式 (11-47) 中, 这两项

GE(q2)=F1 + τF2 (11-48)

GM(q2)=F1 + F2 (11-49)

分别被称为电形状因子 (electric form factor)和磁形状因子 (magnetic form factor),

各自满足

GE(0) = F1(0) = 1 (总电荷) (11-50)

GM(0) = F1(0) + F2(0) = 1 + F2(0) (总磁矩) (11-51)

使用这两个定义的优势在于截面公式中不会出现 GEGM 的交叉项, 从而使得这两

个形状因子的测量更加简单. 实验给出结果

Gp
M(0) = 2.79µN, Gn

M(0) = −1.91µN, µN =
e

2Mp
是核磁子 (11-52)

常被称为核子的反常磁矩

Gp
E(Q2) =

GP
M(q2)
2.79

=
GM

n (Q2)
−1.91

≈ 1
(1− q2/0.7GeV2)2

(11-53)
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这些行为被称为偶极子的形状因子(dipole form factor), 是质子有内部结构的强有

力的证据. 形状因子 F1

(
q2

)
电荷分布的与 Fourier 变换有如下关系

F (q2) =
∫

eiq·xρ(x)d3x −→ ρ(x) =
∫

d3q

(2π)3
eiq·xF (q2) (11-54)

因此测量电荷形状因子可以给出电荷分布. 假设球状电荷分布可以得到

F (q2) = 1− 1
6
q2〈r2〉+ · · · (11-55)

其中

〈r2〉 = 4π
∫∞
0

r2f(r)r2dr (电荷半径) (11-56)

对于质子则有 〈r2〉p ≈ (0.86 fm)2. 这可以看成是质子的大小, 虽然它只是带电的

部分.

注意, 对于较大的 −q2, 形状因子以 q−4 的形式迅速衰减. 一个简单的理解方

式是将矩阵元
〈
p′|Jem

µ |p〉
看成质子在 ep散射后仍保持质子的几率振幅.当 −q2 越

来越大时, 质子会因为其内部结构受到强大的冲撞而越来越难继续保持质子形态.

这与 eµ散射的情况不同,因为 µ没有内部结构, 不论电子传递了多少动能,都能够

保持 µ 的形态. 因此 eµ 弹性散射不会在 −q2 变大时迅速减小.

由上面的讨论可以得到如下几个结论：

(1) 质子不是点粒子, 它有其内部结构;

(2) 质子的内部结构可以用两个形状因子 F1

(
q2

)
, F2

(
q2

)
来表示;

(3) 质子的电荷半径约为 0.86 fm.

11.2.2 ep 单举散射

电子能量更高时, 非弹性道对截面积的贡献会增加. 非弹性道末态的粒子数目

会增加,因而分析会变得非常复杂,形状因子的方法也不再有用. 幸运的是,如果将

所有的强子末态加和,对它的描述就变得简单多了. 这样得到的结果能够作为依据,

帮助我们最终建立起 QCD 作为描述强相互作用的理论. 为描述这一过程, 将非弹

性散射写为

e + p → e + X (11-57)

其中, X 代表某个普适的末态, 含有一个或更多的强子. 将末态求和得到的散射截

面被称为单举截面 (inclusive cross section). 例如, e + p → e + X的单举微分截面有

如下形式
d2σ

dΩdE′
(
单举

)
=

∑

X

d2σ

dΩdE′ (e + p → e + X) (11-58)
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其中, E′ 是末态电子能量. 单举散射截面的好处之一在于不需要考虑加和成分的

具体内容. 例如, 在 ep 散射过程中, 只需要测量电子的散射角和能量, 其他的物理

量则不会出现.

将这个反应的动量标记为

e (k) + p (p) → e (k′) + X (pn) (11-59)

如图 11-3 所示. 动力学变量的定义如下

q = k − k′, ν =
p · q
M

, W 2 = p2
n = (p + q)2 (11-60)

图 11-3 电子–核子深度非弹性散射

在实验室坐标系, 有

pµ = (M, 0, 0, 0) , kµ = (E, k), k′µ = (E′,k′) (11-61)

则

ν = E − E′ (11-62)

是电子损失的能量, 忽略了电子质量.

q2 = (k − k′)2 = −4EE′ sin2 θ

2
6 0, Q2 = −q2 (11-63)

其中, θ 是散射角. 定义一个新的变量 Q2 使得它是恒为正的. 散射振幅可以写为

Tn = e2ū(k′, λ′)γµu(k, λ)
1
q2

〈
n

∣∣Jem
µ

∣∣ p, σ
〉

(11-64)

其中用到了强子电磁流算符 Jem
µ 来表示光子与强子态的作用. 对所有自旋态求和,

可以得到非极化的微分截面

dσn =
1
|v|

1
2M

1
2E

d3k′

(2π)3 2k′0

n∏

i=1

[
d3pi

(2π)3 2pi0

]

× 1
4

∑

σλλ′
|Tn|2 (2π)4 δ4 (p + k − k′ − pn)
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其中, pn =
∑n

i=1 pi 是末态强子的总动量. 如果对所有可能的强子末态 n 求和, 就

可以得到单举的截面
d2σ

dΩdE′ =
α2

q4

(
E′

E

)
lµνWµν (11-65)

这里的轻子张量 lµν 为

lµν =
1
2
tr (/k′γµ/kγν) = 2

(
kµk′ν + k′µkν +

q2

2
gµν

)
(11-66)

强子张量 Wµν 可以写成

Wµν(p, q) =
1

4M

∑
σ

∑
n

∫ n∏

i=1

[
d3pi

(2π)32pi0

]

× 〈
p, σ

∣∣Jem
µ

∣∣ n
〉 〈n |Jem

ν | p, σ〉 (2π)3 δ4 (pn − q − p)

=
1

4M

∑
σ

∫
d4x

2π
eiq·x 〈

p, σ
∣∣Jem

µ (x)Jem
ν (0)

∣∣ p, σ
〉

(11-67)

其中, 最后一步用到了完备性关系(completeness relation)

∑
n

∫ n∏

i=1

d3pi

(2π)32pi0
|n〉〈n| = 1 (11-68)

更有效的方法是用两种流的对易子的矩阵元来表示,因为两个物理态的对易子由于

因果性 (causality) 在光锥外必须是零. 因此, 写下倒序的两种流的算符
∫

d4x

2π
eiq·x 〈

p, σ
∣∣Jem

ν (0)Jem
µ (x)

∣∣ p, σ
〉

=
∑

n

(2π)3 δ4 (pn + q − p) 〈p, σ |Jem
ν |n〉 〈n ∣∣Jem

µ

∣∣ p, σ
〉

(11-69)

能动量守恒的 δ 函数要求中间态 |n〉 的能量满足 En = M − q0, 才能得到非零的结

果. 但由于 q0 > 0, 而且质子是稳定粒子, 没有比质子重的粒子能满足 δ 函数的限

制条件,矩阵元为零. 加上这一项,可以写出对易子的结构函数 (structure function)

Wµν (p, q) =
1

4M

∑
σ

∫
d4x

2π
eiq·x 〈

p, σ
∣∣[Jem

µ (x) , Jem
ν (0)

]∣∣ p, σ
〉

(11-70)

从流守恒 ∂µJem
µ = 0 可以得到

qµ
〈
n

∣∣Jem
µ

∣∣ p, σ
〉

= 0 (11-71)

这意味着

qµWµν (p, q) = qνWµν (p, q) = 0 (11-72)
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Wµν 是一个二阶对称 Lorentz 张量, 只取决于动量 p, q. 假定对质子所有自旋态求

和, 可以写出一般的依赖于 p, q 的二阶对称张量

Wµν (p, q) = gµνW1 + pµpνW2 + (pµqν + pνqµ)W ′
2 + qµqνW

′
1 (11-73)

这里像电磁作用中一样假定有宇称守恒. 将流守恒代入上式, 有

qµWµν (p, q) = 0 = qνW1 + (p · q) pνW2 + [(p · q) qν + q2pν ]W
′
2 + q2qνW ′

1 (11-74)

由于 p, q 是独立的动量, 可以得到

W1 + (p · q) W
′
2 + q2W ′

1 = 0, (p · q) W2 + W ′
2q

2 = 0 (11-75)

消去 W ′
1 和 W

′
2, 得到

Wµν (p, q) =
[
−W1

(
gµν − qµqν

q2

)
+

W2

M2

(
pµ − p · q

q2
qµ

)(
pν − p · q

q2
qν

)]
(11-76)

其中改变了 W1 的符号, 重新标度 W2 以适用于结构函数的标准表达形式. 这里

W1(q2, ν),W2(q2, ν) 是靶粒子 Lorentz 不变的结构函数, 仅依赖于 Lorentz 不变量

q2, ν. 可以利用结构函数将微分截面表达出来

d2σ

dΩdE′ =
α2

4E′2 sin4 θ

2

(
2W1 sin2 θ

2
+ W2 cos2

θ

2

)
(11-77)

通过测量不同角度和能量的微分截面, 可以得到结构函数 W1 和 W2.

11.2.3 Bjorken 标度

此前我们已经提及了弹性散射的截面因为质子组分的原因会在动量转移 Q2

增加时迅速减小. 如果对于其他强子末态, 这个特点仍然保存, 那么非弹性散射截

面也应该迅速减小. 但奇怪的是, 实验测得这些散射截面在 Q2 较大时并没有变得

很小. 由图 11-4 可以看出来, 对于 W = 2 ∼ 3 GeV 的非弹性散射截面仍然是很大

的, 并没有像弹性散射截面那样迅速降低.

为了定量地描述这一特征, 定义一个量纲为一的标度变量(scaling variable) x：

x =
−q2

2Mν
=

Q2

2Mν
, Q2 = −q2 (11-78)

x 的范围是

0 6 x 6 1 (11-79)
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图 11-4 电子–质子的非弹性散射截面, 作为对比, 图中也给出了弹性散射截面

范围来源于末态强子的不变质量

W 2 = (p + q)2 = q2 + 2Mν + M2 > M2 =⇒ −q2

2Mν
6 1 (11-80)

同样定义

y =
ν

E
= 1− E′

E
(11-81)

是转移给强子的初态能量. 定义新的函数 F1, F2：

MW1(Q2, ν) = F1(x, q2/M2) (11-82)

νW2(Q2, ν) = F2(x, q2/M2) (11-83)

可以把总的反应截面写成

d2σ

dxdy
=

8πα2

MEx2y2

[
xy2F1 +

(
1− y − M

2E
xy

)
F2

]
(11-84)

Bjorken 标度性 (Bjorken scaling)[48] 是指, 在 Q2 很大的极限条件下, Fi 仅是 x 的

函数, 不是分别依赖于变量 q2 和 ν. 所有的结构函数都有这样的极限行为
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lim
|q2|→∞, x 固定

Fi(x, q2/M2) = Fi(x) (11-85)

实验上, 对于 Q2 > 2 GeV2 的情况, Bjorken 标度性已经是一个很好的近似了. 如

图 11-5所示,在 x不是太小的情况下, Q2 值不同的实验点是重叠的,在 Q2 较大的

情况下也没有迅速减小. 这意味着质子内部有点状成分, 因为电子在点状粒子上的

散射没有形状因子的关系, 是不会迅速减小的.

图 11-5 结构函数 F2 和标度变量 x 的关系

中微子--核子散射

中微子在质子上散射是另外一种可以用于探测质子内部结构的反应,因为中微

子只有弱相互作用, 而我们对弱相互作用已经有很好的理解了. 反应如下

νl(k) + N(p) −→ l− (k′) + X (pn) (11-86)

这个反应里没有出现电磁作用, 而有弱相互作用

Leff = −GF√
2
JλJλ + h.c. (11-87)

其中, GF 是 Fermi 常数. 弱相互作用用流相互作用 (current-current interaction)描

述, 在能量低于弱相互作用玻色子 W 的情况下, 这是一个很好的近似. 带电流 Jλ

可以分为轻子部分和强子部分

Jλ = Jλ
l + Jλ

h (11-88)

轻子部分是

Jλ
l = ν̄eγ

λ (1− γ5) e + ν̄µγ
λ (1− γ5) µ (11-89)

可以写出用结构函数表示的微分截面
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d2σ(ν)

dΩdE′ =
G2

F

2π
E′2

(
2 sin2 θ

2
W

(ν)
1 + cos2

θ

2
W

(ν)
2 − E + E′

M
sin2 θ

2
W

(ν)
3

)
(11-90)

d2σ(ν̄)

dΩdE′ =
G2

F

2π
E′2

(
2 sin2 θ

2
W

(ν̄)
1 + cos2

θ

2
W

(ν̄)
2 +

E + E′

M
sin2 θ

2
W

(ν̄)
3

)
(11-91)

其中结构函数定义为

W (ν)
µν (p, q) =

1
4M

∑
σ

∫
d4x

2π
eiq·x

〈
p, σ

∣∣∣
[
Jhµ (x) , J†hν (0)

]∣∣∣ p, σ
〉

=−W
(ν)
1 gµν +

W
(ν)
2 pµpν

M2
− iW (ν)

3

εαβµνpαqβ

M2
+

W
(ν)
4 qµqν

M2

+
W

(ν)
5 (pµqν + qµpν)

M2
+ i

W
(ν)
6 (pµqν − qµpν)

M2

结构函数变多是因为 V -A 流不守恒, 而且破坏了宇称. 上式中两个流不是全同的,

而是互为共轭. 结构函数的 Bjorken 标度性有如下形式

MW
(ν)
1 (q2, ν) −→ F

(ν)
1 (x) (11-92)

νW
(ν)
2 (q2, ν) −→ F

(ν)
2 (x) (11-93)

νW
(ν)
3 (q2, ν) −→ F

(ν)
3 (x) (11-94)

轻子张量满足如下关系

qµlµν = 0 (11-95)

因为通常可以忽略轻子质量. 为了说明这一点, 写出 jµj†ν 表示的轻子张量 lµν ,

jµ = ū(k′)γµ (1− γ5) u(k) (11-96)

如果忽略轻子质量, 即可得到

qµjµ = ūl(k′) (/k′ − /k) (1− γ5) uν(k)

= ūl(k′)[ml (1− γ5)−mν(1 + γ5)]uν(k) = 0 (11-97)

这个关系原本是守恒流的特性. 但在这里, 弱流 jµ 在轻子质量可以忽略的情况下

也可以进行守恒流处理. 从上式可以得到 qµlµν = 0. 这就是 W4, · · · ,W6 对非极

化的单举微分截面没有贡献的原因.在确定螺旋度的情况下,很容易给出结构函数.

在实验室坐标系下, 选择 z 轴使之满足

pµ = (M, 0, 0, 0), qµ = (q0, 0, 0, q3) (11-98)
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虚光子的纵向极化为

ε(s)
µ =

1√
−q2

(q3, 0, 0, q0) (11-99)

对应的结构函数为

Ws = ε(s)∗
µ Wµνε(s)

µ = −W1 − q2
3

q2W2
=

(
1− ν2

q2

)
W2 −W1 (11-100)

左右手的极化矢量分别为

ε(R)
µ =

1√
2

(0, 1, i, 0) , ε(L)
µ =

1√
2

(0, 1,−i, 0) (11-101)

对应的结构函数为

WR = W1 +
1

2M

√
ν2 − q2W3, WL = W1 − 1

2M

√
ν2 − q2W3 (11-102)

在标度极限的情况下有

2MWs −→ FS =
1
x

F2 − 2F1 (11-103)

MWL −→ FL = F2 − 1
2
F3 (11-104)

MWR −→ FR = F2 +
1
2
F3 (11-105)

微分截面可以写成

d2σ(ν)

dxdy
= G2

F

MEx

π

[
(1− y) F

(ν)
S + F

(ν)
L + (1− y)2 F

(ν)
R

]
(11-106)

d2σ(ν̄)

dxdy
= G2

F

MEx

π

[
(1− y) F

(ν̄)
S + F

(ν̄)
R + (1− y)2 F

(ν̄)
L

]
(11-107)

注意中微子截面随着能量升高呈线性增长.

11.2.4 部分子模型

Feynman[49] 建议, 深度非弹性散射可以看成与核子内部点状组分 (point-like

constituents) 进行的非相干 (incoherent) 弹性散射的总和, 如图 11-6 所示. 这些点

状粒子就叫做部分子(parton).
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图 11-6 与部分子的非相干弹性散射模型

假定部分子有自旋 1/2, 携带质子一部分动量 ξp 且 0 6 ξ 6 1, 那么它对强子

张量的贡献为

Kµν (ξ) =
1

4ξM

∑

σσ′

∫ [
d3p′

(2π)3 2p′0

]

× 〈
ξp, σ

∣∣Jem
µ

∣∣ p′, σ′
〉 〈p′, σ′ |Jem

ν | ξp, σ〉 (2π)3 δ4 (p′ − q − ξp)

=
1

4ξM

∑

σσ′
ū (ξp, σ) γµu (p′, σ′) ū (p′, σ′)

·γνu (ξp, σ) δ (p′0 − q0 − ξp0) /2p′0 (11-108)

能量守恒 δ 函数可以写为

δ (p′0 − q0 − ξp0) /2p′0 = θ (p′0) δ
[
p′2 − (q − ξp)2

]

= θ (q0 + ξp0) δ
(
2Mνξ + q2

)
= θ (q0 + ξp0)

δ (ξ − x)
2Mν

这个关系显示了标度变量 x 就是部分子带的动量. 对自旋求和, 可以得到

1
2

∑

σσ′
ū (ξp, σ) γµu (p′, σ′) ū (p′, σ′) γνu (ξp, σ)

=
ξ

2
tr [/pγµ (ξ/p + /q) γν ]

= 2ξ
[
pµ (ξp + q)ν + pν (ξp + q)µ − p · (ξp + q) gµν

]

= 4M2ξ2
(pµpν

M2

)
− 2Mνξgµν + · · ·

其中假设可以忽略部分子质量. 部分子张量可以写成

Kµν (ξ) = δ (ξ − x)
(

ξpµpν

M2ν
− 1

2M
gµν + · · ·

)
(11-109)
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令 f(ξ)dξ 为动量占比 ξ 到 ξ + dξ 之间的部分子的数目, 则强子张量为

Wµν =
∫1

0

f (ξ) Kµν (ξ) dξ

=
xf (x)

ν

pµpν

M2
− f (x)

2M
gµν + · · ·

从上式可以得到结构函数

MW1 → F1(x) =
1
2
f(x) (11-110)

νW2 → F2(x) = xf(x) (11-111)

因此标度函数 F1,2 可以描述靶质子内部的部分子动量分布.

注意方程 (11-110)、(11-111) 意味着

2xF1(x) = F2(x) (11-112)

这被称为 Callan-Gross 关系[50], 是部分子有 1/2 自旋的一个结果.

对于自旋为 0 的部分子有

Kµν ∝
〈
xp

∣∣Jem
µ

∣∣ xp + q
〉 〈xp + q |Jem

ν |xp〉
∝ (2xp + q)µ (2xp + q)ν

上式没有 gµν 项, 意味着

F1 (x) = 0 (11-113)

方程 (11-104)∼ 方程 (11-106) 给出的结构函数意味着对于不同螺旋度有

FS = 0, 对自旋为 1/2 的部分子

FT = FL + FR = 2F1 = 0, 对自旋为 0 的部分子
(11-114)

对此有一个简单的解释方法. 在 Breit 参考系 (Breit frame) 下, 部分子与虚光子碰

撞后动量反向, 大小不变
qµ = (0, 0, 0,−2xp)

xpµ = (xp, 0, 0, xp)

p′µ = (xp, 0, 0,−xp)

(11-115)

如果部分子自旋为 0, 则只有螺旋度为零 (εS) 的虚光子态有贡献, 而螺旋度为 ±1

的态 (εL, εR) 在运动方向上无法保持角动量守恒. 另外, 对于自旋 −1/2 的部分子,

忽略其质量,碰撞时自旋同样反向,这要求虚光子必须在螺旋度为 ±1的态上,因此

FS = 0. 实验上, 在标度区 FS = 0 能够被满足, 因此核子内部确定有自旋 −1/2 的

点状组分.
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11.2.5 部分子模型的求和规则和应用

最简单的设想是将部分子与组成质子的组分 —— 夸克当成相同的粒子. 夸克

被认为是通过胶子的相互作用束缚起来的. 设想从一个简单的模型出发, 认为质

子一开始内部有 3 个自由夸克, 则结构函数应该是 x = 1/3 处一个的 δ 函数, 即

f(x) ∼ δ(x− 1/3). 当开始作用时,这个分布将被改变,胶子可以产生 qq̄夸克对,夸

克也可以韧致辐射出胶子. 这些过程都会在 x 较小时产生 qq̄. 这种由胶子在 x 很

小时产生的 qq̄ 通常称为海夸克 (sea quark). 只考虑有 3 个轻夸克的夸克模型, 可

以写出电磁流

Jem
µ =

2
3
ūγµu− 1

3
d̄γµd− 1

3
s̄γµs (11-116)

给出的结构函数为

F ep
1 (x) =

4
9
[u (x) + ū (x)] +

1
9
[d (x) + d̄ (x)] +

1
9
[s (x) + s̄ (x)] (11-117)

其中, qi(x) 表示质子中一个纵向动量分数为 x, 携带夸克量子数 qi 的部分子的概

率.例如, u(x)是质子中一个纵向动量分数为 x的 u夸克的概率.由同位旋对称性,

中子的结构函数可以通过在质子结构函数中交换 u ↔ d 得到

F en
1 (x) =

4
9
[d (x) + d̄ (x)] +

1
9
[u (x) + ū (x)] +

1
9
[s (x) + s̄ (x)] (11-118)

这些部分子分布函数被质子的量子数所限制. 例如,

同位旋:
1
2

∫1

0

{
[u (x)− ū (x)]− [

d (x)− d̄ (x)
]}

dx =
1
2

奇异数:
∫1

0

[s (x)− s̄ (x)] dx = 0

电荷 :
∫1

0

2
3

[u (x)− ū (x)] dx− 1
3

∫1

0

[
d (x)− d̄ (x)

]
dx− 1

3

∫1

0

[s (x)− s̄(x)] dx = 1

这些关系式为部分子分布函数提供了一个全局的限制,对于实验上测量这些分布函

数有很大的意义.

中微子深度非弹性散射

νµ + N → µ+ X (11-119)

νe + N → e + X (11-120)

弱作用流为

JW
µ ≈ cos θcūγµ(1− γ5)d + sin θcūγµ(1− γ5)s + · · · (11-121)
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结构函数同样可以用部分子分布函数 qi(x) 表示出来, 下面列出了简单的结果

F νp
L = 2d (x) , F νn

L = 2u (x)

F νp
R = 2ū (x) , F νn

R = 2d̄ (x)

F ν̄p
L = 2u (x) , F ν̄n

L = 2d (x)

F ν̄p
R = 2d̄ (x) , F ν̄n

R = 2ū (x)

系数 2反映了弱作用流里矢量部分和轴矢量部分同时存在. 这里假设了 θc = 0. 可

以将奇异夸克分布单独列出来. 利用 F2 = x(FL + FR + FS), 有

F νp
2 + F νn

2 = 2x(u + ū + d + d̄) (11-122)

由 ep 散射

F ep
2 + F en

2 = x

[
5
9
(u + ū + d + d̄) +

2
9

(s + s̄)
]

(11-123)

并由以上关系式可以解出

F ep
2 + F en

2 − 5
18

(F νp
2 + F νn

2 ) =
2x

9
(s + s̄) (11-124)

实验数据与上式大致吻合, 除了 x < 0.2 的区域.

动量求和规则 (momentum sum rule)

如果夸克携带靶核子的全部动量, 将有以下求和规则
∫1

0

[
u (x) + d (x) + s (x) + ū (x) + d̄ (x) + s̄ (x)

]
xdx = 1 (11-125)

由于 x ≈ 0 的区域对于求和并不重要, 可以忽略海夸克的影响
∫1

0

[u (x) + d (x)]xdx = 1 (11-126)

或者用测量到的结构函数表示
∫
[F ep

2 (x) + F en
2 (x)]dx =

5
9

(11-127)

实验上, 这个积分的结果约为 0.28. 这意味着核子几乎 50% 的动量都不是由部分

子携带的. 也就是说, 核子内部还有不少不带电的物质 (胶子).
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11.3 光锥奇异性和 Bjorken 标度

我们发现 Bjorken标度的物理意义与场论中的光锥行为关系密切.下面将对这

一点进行说明. 我们在前面提过, 强子张量可以写成两个电磁流矢量的对易子的矩

阵元

Wµν (p, q) =
1

4M

∑
σ

∫
d4x

2π
eiq·x 〈

p, σ
∣∣[Jem

µ (x) , Jem
ν (0)

]∣∣ p, σ
〉

(11-128)

指数上的标量积可以写成

q · x =
q0 + q3√

2
x0 − x3√

2
+

q0 − q3√
2

x0 + x3√
2

− qT · xT (11-129)

其中 qT = (q1, q2) ,xT = (x1, x2) 是 q 和 x 的横向分量. 在核子的静止系中, 有

pµ = (M, 0, 0, 0), qµ = (ν, 0, 0,
√

ν2 − q2) (11-130)

在标度极限下, 有 −q2, ν →∞, 同时 −q2/2Mν 保持不变, 得到

q0 + q3 ∼ 2ν, q0 − q3 ∼ q2

2ν
(11-131)

我们期望式 (11-128)中积分的主要贡献来自于没有快速振荡的部分,即 q ·x = O(1).

这意味着

x0 − x3 ∼ O

(
1
ν

)
, 以及 x0 + x3 ∼ O

(
1

xM

)
(11-132)

或

x2
0 − x2

3 ∼ O

(
1
−q2

)
(11-133)

因此 x2 = x2
0 − x2

3 − x2
T 6 x2

0 − x2
3 ∼ O

(
1
−q2

)
, 它在 −q2 →∞ 时是 0. 换句话说,

在标度极限下, 我们探讨的是光锥附近的流矢量乘积.

11.3.1 自由场的光锥奇异性

1. 场的乘积

一般情况下要研究有相互作用的场在光锥附近的行为是非常困难的. 下面我

们会发现 ep 散射中的标度行为是和自由场在光锥附近的行为有关. 这简化了理论

的推导. 因为自由场的计算都可以简单地做出来. 我们现在来讨论场在光锥附近的

行为.在自由场的理论中,场的乘积,例如,对易子或传播子在光锥
(
x2 ≈ 0

)
上是奇
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异的, 并且最主要的贡献与质量无关. 这一点可以通过下面的简单计算看出来. 考

虑标量场的传播子

〈0 |T [φ(x)φ(0)]| 0〉 = i∆F (x) = i
∫

d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −m2 + iε
(11-134)

计算这个动量的积分得到

∆F(x) =
−1
4π

δ
(
x2

)
+

m

8π
√

x2
θ
(
x2

) [
J1

(
m
√

x2
)
− iN1

(
m
√

x2
)]

− im
4π2

√
x2

θ
(−x2

)
K1

(
m

√
−x2

)
(11-135)

其中, Jn, Nn 和 Kn 是 Bessel 函数. 当 x2 ≈ 0 时, 给出下列简单的结果

∆F (x) =
i

4π2

1
(x2 − iε)

+ O
(
m2x2

)
(11-136)

不难看出来, 这个奇异性 (singularity)可以被看成由正规乘积 (normal ordering)带

来的 c 数. 这是因为正规乘积的真空矩阵元是 0. 同样地, 也可以得到对易子在光

锥上的行为

〈0 |[φ (x) , φ (0)]| 0〉=i∆ (x) =
1

(2π)3

∫
d4ke−ik·xε (k0) δ

(
k2 −m2

)

=
−i
2π

ε (x0) δ
(
x2

)
, 当x2 ≈ 0时

令 m2 → 0, 由上式得到

i
∫

d4ke−ik·xε (k0) δ
(
k2

)
= (2π)2 ε (x0) δ

(
x2

)
(11-137)

它将动量空间与坐标空间的奇异性联系了起来. 另外,对易子∆(x)与传播子∆F(x)

的光锥奇异性也有如下的关系

∆(x) = 2ε (x0) Im (i∆F (x)) (11-138)

这可以从如下的恒等式得到

1
−x2 + iε

− 1
−x2 − iε

= −2πiε (x0) δ
(
x2

)
(11-139)

更一般性的等式关系是

(
1

−x2 + iε

)n

−
(

1
−x2 − iε

)n

= − 2πi
(n− 1)!

ε (x0) δ(n−1)
(
x2

)
(11-140)
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在下面的计算中, 我们将从传播子的奇异性得到对易子的奇异性, 只要作如下的

替换 (
1

−x2 + iε

)n

−→ 2πi
(n− 1)!

ε (x0) δ(n−1)
(
x2

)
(11-141)

同样地, 对于费米子, 也可以得到下列关系

{
ψα (x) , ψ̄β (y)

}
= iSαβ (x− y) , 〈0|T [ψα(x), ψ̄β(y)]|0〉 = iSF

αβ (x− y) (11-142)

其中

Sαβ(x) = (iγ · ∂ + m)αβ ∆(x), SF
αβ(x) = (iγ · ∂ + m)αβ ∆F (x) (11-143)

当 x2 ≈ 0 时, 有

Sαβ(x)≈ (iγ · ∂)αβ

[
1
2π

ε (x0) δ
(
x2

)]
(11-144)

SF
αβ(x)≈ (iγ · ∂)αβ

[
1
2π

1
x2 − iε

]
(11-145)

2. 标量流的乘积

现在我们来讨论复合算符, 如流矢量算符. 为简单起见, 先考虑如下形式的标

量算符

J(x) =: φ2(x) : (11-146)

以避免自旋和其他的 Lorentz 指标会带来的复杂情况. 为了方便, 我们将取它的正

规乘积的形式. 正规乘积是为了将乘积 φ(x + ζ)φ(x − ζ) 在 ζµ → 0 时的奇异性消

除. 为了看明白这一点, 可以将场算符用产生和湮没算符写出来

φ(x) =
∫

k

[
a (k) e−ik·x + a† (k) eik·x]

(11-147)

其中 ∫

k

≡
∫

d3k√
(2π)3 2ωk

(11-148)

于是场算符的乘积可以写成

φ (x) φ (y) =
∫

k′

∫

k

[
a (k) e−ik·x + a† (k) eik·x] [

a (k′) e−ik′·y + a† (k′) eik′·y
]

=
∫

k

∫

k′

[
a (k) a (k′) e−i(kx+k′y) + a† (k) a† (k′) ei(kx+k′y)

+ a† (k) a (k′) e−i(kx−k′y) + a (k) a† (k′) e−i(−kx+k′y)

]
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只有最后一项不是正规乘积. 当将它写成正规乘积时, 会得到额外的一项
∫

k

∫

k′

[
a† (k) a (k′) + δ3 (k − k′)

]
e−i(−kx+k′y)

=
∫

k

∫

k′
[a† (k) a (k′) e−i(−kx+k′y)] +

∫
d3k

(2π)3 2ωk

e−ik(x−y)

这个额外的项是一个 c数,且在 x → y 的极限下是奇异的. 显然,正规乘积 (normal

ordered) 的算符作用在初态和末态上不会产生这样的奇异性. 在这个简单的例子

中, 我们看到化为正规乘积的操作会消除算符乘积中的奇异性. 因此, 对于更复杂

的对象, 可以通过 Wick 定理将它写成正规乘积, 来找出在小距离极限下 c 数的奇

异性.

流算符乘积中的奇异性可以用 Wick 定理按如下方式得到

T (J(x)J(0)) =T (: φ2(x) :: φ2(0) :) = 2 [〈0|T (φ(x)φ(0)) |0〉]2

+ 4 〈0 |T (φ (x)φ (0))| 0〉 : φ(x)φ(0) : + : φ2(x)φ2(0) :

=− 2 [∆F(x,m)]2 + 4i∆F (x,m) : φ(x)φ(0) : + : φ2(x)φ2(0) :

根据前面得到的 x2 ≈ 0 时的传播子的奇异性, 有

T (J (x)J (0)) ≈ 1
8π4 (x2 − iε)2

− : φ (x) φ (0) :
π2 (x2 − iε)

+ : φ2 (x) φ2 (0) : (11-149)

这就称为在光锥附近的算符乘积展开(operator product expansion)[51], 各项按照奇

异函数的阶数依次写出. 也就是说, 第一项
1

(x2 − iε)2
是奇点阶数最高的项, 第二

项
1

(x2 − iε)
是阶数略小的, 等等. 注意, 在这个展开式中, x2 ≈ 0 处的奇异性都被

包含在 c 数的函数中. 当把展开式放在物理态之间时, 这些函数与初末态无关. 如

果把它放在任意两个态之间, 得到

〈A |T (J(x)J(0))|B〉 ≈ 〈A|B〉
8π4 (x2 − iε)2

− 〈A |: φ (x) φ(0) :|B〉
π2 (x2 − iε)

+
〈
A

∣∣: φ2 (x) φ2 (0) :
∣∣ B

〉
(11-150)

这对应于图 11-7.

上文中的例子说明了将算符在光锥附近展开的程序. 这里的算符乘积展开的

一般形式是按照奇异性的阶数排列, 而每一项都是奇异性的 c 数乘上正规乘积

(normal ordered product) 的算子.
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图 11-7 在光锥处有奇异的图

11.3.2 自由场奇异性和标度

现在我们来考虑真正的电磁流矢量, 它的费米子组成形式如下

Jµ (x) =: ψ̄ (x) γµQψ (x) : (11-151)

其中, Q 是电荷算符, ψ(x) 是一个费米场的多重态, 事实上就是指夸克场. 首先用

Wick 定理来计算编时 (time-ordered) 乘积

T [Jµ (x) Jν(0)] = T
[
: ψ̄ (x) γµQψ (x) :: ψ̄ (0) γνQψ (0) :

]
(11-152)

= Tr
[
iSF (−x) γµiSF (x) γνQ2

]

+ : ψ̄ (x) γµQSF (x) γνQψ (0) :

+ : ψ̄ (0) γνQSF (−x) γµQψ (x) :

+ : ψ̄ (x) γµQψ (x) ψ̄ (0) γνQψ (0) :

利用等式

γµγνγλ = (Sµνλρ + iεµνλρ) γρ, Sµνλρ = gµνgλρ + gµρgνλ − gµλgνρ (11-153)

可以将 x2 ≈ 0 极限下的式 (11-152) 写成

T (Jµ (x) Jν (0)) ≈ (
trQ2

) x2gµν − xµxν

π4 (x2 − iε)4
+

ixα

2π2 (x2 − iε)2

×{
Sµανβ

[
V β (x, 0)− V β (0, x)

]
+ iεµανβ

[
Aβ (x, 0)−Aβ (0, x)

]}

+ : ψ̄ (x) γµQψ (x) ψ̄ (0) γνQψ (0) :

其中

V β (x, y) =: ψ̄ (x) γβQ2ψ (y) : (11-154)

Aβ (x, y) =: ψ̄ (x) γβγ5Q
2ψ (y) : (11-155)
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依赖于两个时空坐标 x, y, 被称为双定域算符(bi-local operator). 此外, 有

x2gµν − 2xµxν

(x2 − iε)4
=

2
3

gµν

(x2 − iε)3
− 1

12
∂µ∂ν

1
(x2 − iε)2

(11-156)

及
xα

(x2 − iε)2
= −1

2
∂α

(
1

x2 − iε

)
(11-157)

这样就可以得到对易子的算符展开式

[Jµ(x), Jν(0)] ≈ itrQ2

π3

{
2
3
gµνδ′′

(
x2

)
ε (x0) +

1
6
∂µ∂ν

[
δ′

(
x2

)
ε (x0)

]}

+
{
Sµανβ

[
V β (x, 0)− V β (0, x)

]
+ iεµανβ

[
Aβ (x, 0)−Aβ (0, x)

]}

×∂α

[
δ
(
x2

)
ε (x0)

]

2π
+ : ψ̄ (x) γµQψ (x) ψ̄ (0) γνQψ (0) : (11-158)

我们可以用它来计算 e+e− 湮没和 eN 非弹性散射的单举截面 (inclusive cross sec-

tion).

1. e+e− → 强子
遵循讨论非弹性 eN散射时的流程,可以得到总的强子反应截面,即对 e+e− 湮

没所有可能的末态求和后的结果, 可以写成流矢量对易子的一个矩阵元

σ
(
e+e− →强子)

=
8π2α2

3 (q2)2

∫
d4xeiq·x 〈0 |[Jµ (x) , Jµ (0)]| 0〉 (11-159)

注意这里的 q2 是类时的 (time-like),即 q2 >0. 阶数最高的光锥奇异项是式 (11-158)

右侧的第一项, 由此在 q2 →∞ 的极限下, 得到

σ
(
e+e− →强子) ≈ 8π2α2i

(
trQ2

)

3π3 (q2)2

∫
d4xeiq·x

×
{

8
3
δ′′

(
x2

)
ε (x0) +

1
6
∂2

[
δ′

(
x2

)
ε (x0)

]}
(11-160)

根据等式

i
∫

d4xe−iq·xε
(
q0

)
δ
(
q2

)
= (2π)2 ε

(
x0

)
δ
(
x2

)
(11-161)

可以计算对 x 的积分得到

σ
(
e+e− →强子) ≈ 8π2α2i

(
trQ2

)

3π3 (q2)2

[
8
3

q2

4
− q2

6

]
ε
(
q0

)
δ
(
q2

)

=
4πα2

3q2
tr

(
Q2

)
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我们知道

σ
(
e+e− → µ+µ−

)
=

4πα2

3q2
(11-162)

因此有如下的简单结果

R =
σ

(
e+e− →强子)

σ (e+e− → µ+µ−)
= tr(Q2) (11-163)

这证明了这样一个简单朴素的图景, 即在 q2 →∞ 的深度非弹极限下, 虚光子首先

生成夸克 —— 这里的作用类似于点粒子间的耦合, 然后夸克再通过某种强相互作

用过程结合成强子, 而最后这一过程则是很难计算的, 需要知道强子写成夸克的波

函数. 但如果只测量总面积, 就不需要弄清楚这一复杂的过程.

上述结果在 q2 > 1 GeV 时与实验吻合得很好 (图 11-8), 除了共振态, 如 J/ψ,

ψ′, Υ, Υ′ 出现的区域之外. 这表明自由场的光锥行为确实能正确地给出实验结果.

图 11-8 不同的 e+e− 实验得到的 R 值

2. 轻子–强子散射

对于深度非弹性的 LN 散射, 式 (11-158) 右手边的第一项没有贡献. 因为它是

一个 c 数, 不会对外部物理态非真空态的情况有贡献, 所以主要的奇异项来自于第

二项. 为了方便, 可以写成
[
Jµ

(x

2

)
, Jν

(
−x

2

)]

≈
{

Sµανβ

[
: ψ̄

(x

2

)
γβQ2ψ

(
−x

2

)
: − : ψ̄

(
−x

2

)
γβQ2ψ

(x

2

)
:
]

+ iεµανβ

[
: ψ̄

(x

2

)
γβγ5Q

2ψ
(
−x

2

)
: − : ψ̄

(
−x

2

)
γβγ5Q

2ψ
(x

2

)
:
]}

×∂α

[
δ
(
x2

)
ε (x0)

]

2π
(11-164)
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可以用定域算符 (local operator) 将双定域算符 Taylor 展开, 得到

ψ̄
(x

2

)
ψ

(
−x

2

)
= ψ̄ (0)

[
1 +

←
∂ µ1

xµ1

2
+

1
2!

←
∂ µ1

←
∂ µ2

xµ1

2
xµ2

2
+ · · ·

]

×
[
1− xν1

2

→
∂ ν1 +

1
2!

xν1

2
xν2

2

→
∂ ν1

→
∂ ν2 + · · ·

]
ψ (0)

=
∑

n

1
n!

xµ1

2
xµ2

2
· · · x

µn

2
ψ̄ (0)

↔
∂ µ1

↔
∂ µ2 · · ·

↔
∂ µnψ (0)

因此

[
Jµ

(x

2

)
, Jν

(
−x

2

)]

=
∑

n 为奇数

1
n!

xµ1

2
xµ2

2
· · · x

µn

2
O

(n+1)
βµ1µ2···µn

(0)Sµανβ∂α

[
δ
(
x2

)
ε (x0)

]

2π

+
∑

n 为偶数

1
n!

xµ1

2
xµ2

2
· · · x

µn

2
O
′(n+1)
βµ1µ2···µn

(0) iεµανβ∂α

[
δ
(
x2

)
ε (x0)

]

2π

其中

O
(n+1)
βµ1µ2···µn

(0)= ψ̄ (0)
↔
∂ µ1

↔
∂ µ2 · · ·

↔
∂ µn

γβQ2ψ (0) (11-165)

O
′(n+1)
βµ1µ2···µn

(0)= ψ̄ (0)
↔
∂ µ1

↔
∂ µ2 · · ·

↔
∂ µn

γβγ5Q
2ψ (0) (11-166)

为了计算结构函数, 取它在核子态之间的矩阵元

1
2

∑
σ

〈
p, σ

∣∣∣O(n+1)
βµ1µ2···µn

(0)
∣∣∣ p, σ

〉

= A(n+1)pβpµ1pµ2 · · · pµn
+求迹项 (trace term) (11-167)

其中, A(n+1) 是某个常数. 求迹项包含一个或多个 gµiµj 因子, 它在与 xµixµj 缩并

时会给出二次项 x2. 在标度极限下, 有 x2 ≈ 0, 因而这些项可以略去. 此外, 因为

εµανβ 的反对称性质, O′(n+1) 项也不会对自旋平均的结构函数有贡献. 这里我们所

依据的性质是, 算符 O
(n+1)
βµ1µ2···µn

(0) 是一个 (n + 1) 阶的张量并且只依赖于 pµ, 所以

这个矩阵元才会有上面给出的简单形式. 于是对于结构函数有

Wµν(p, q) ≈ 1
2M

∫
d4x

2π
eiq·x

×
∞∑

奇数的n

(x · p
2

)n pβ

n!
A(n+1)Sµανβ∂α

[
δ
(
x2

)
ε (x0)

]

2π
(11-168)
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定义 f(ξ) 为
∞∑

奇数的n

(x · p
2

)n A(n+1)

n!
=

∫
dξeix·ξpf (ξ) (11-169)

那么

Wµν (p, q) ≈ 1
2M

∫
d4x

2π
eiq·x

∫
dξeix·ξp

×f(ξ)Sµανβ (q + ξp)α
pβ

[
δ
(
x2

)
ε (x0)

]

2π
(11-170)

根据等式

i
∫

d4x

2π
eix·(q+ξp)δ

(
x2

)
ε (x0) = δ

[
(q + ξp)2

]
ε (q0 + ξp0) (11-171)

得到

Wµν (p, q) ≈ 1
M

∫
dξf (ξ) δ

(
q2 + 2Mνξ

)

× (gµαgβν + gµβgαν − gµνgαβ) (q + ξp)α
pβ

=
1

2M2ν

∫
dξf (ξ) δ

(
ξ +

q2

2Mν

)
(−Mνgµν + 2ξpµpν + · · · )

= f (x)
[
− gµν

2M
+

x

ν

pµpν

M2
+ · · ·

]

这里 x = − q2

2Mν
. 于是我们就又得到了部分子模型的结果

MW1 −→ F1(x) =
1
2
f(x) (11-172)

νW2 −→ F2(x) = xf(x) (11-173)

这意味着正则自由场光锥结构 (canonical free-field light-cone structure)的假设和部

分子模型等价, 可以导出 Bjorken 标度性. 换句话说, 尽管强相互作用理论可能是

非常复杂的, 但对 Bjorken 标度的实验观测意味着在光锥附近, 强相互作用理论应

当或多或少表现得像一个自由场论.

11.4 量子色动力学

11.4.1 渐近自由

因为 Bjorken标度意味着光锥附近的自由场行为,所以我们要找到一个符合这

种表现的场论. 我们把这种理论称为渐近自由的场论. 在之前重整化群方程的部分
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曾讨论过, 依赖于能量的耦合常数的渐近行为由 β 函数的零点控制. 因此, 渐近自

由的场论要求耦合常数空间的原点是 β 函数的一个稳定不动点 (stable fixed point).

β 函数零点的位置需要非微扰的计算, 在大多数情况下是难以进行的. 但是, 微扰

理论可以告诉我们 β 在耦合常数空间原点附近的行为. 现在我们来考察各种不同

类型的场论, 看它们是否会表现出这种自由场行为 [52].

1. λφ4 理论

它的拉氏量是

L =
1
2
[(∂µφ)2 −m2φ2]− λ

4!
φ4 (11-174)

在这种简单情况下, 可以这样计算 β 函数. 重整化的耦合常数 λ 和未重整化的量

λ0 的关系是

λ = Z̄λ0, Z̄ = Z2
φZ−1

λ (11-175)

β 函数等于

β =µ
∂

∂µ
λ (λ0, Λ/µ) = µ

∂

∂µ
[Z̄ (λ0, Λ/µ) λ0]

=−λ0Λ
∂

∂Λ
Z̄ (λ0, Λ/µ) = −λ

∂

∂ lnΛ
ln Z̄ (λ0, Λ/µ) (11-176)

到单圈近似有

Zλ = 1 +
3λ0

32π2
ln

Λ2

µ2
+ · · · (11-177)

因此

β(λ) =
3λ2

16π2
+ O(λ3) (11-178)

取最低阶近似, 有效耦合常数 λ̄ 满足微分方程

dλ̄

dt
= β(λ̄), β(λ) =

3λ2

16π2
(11-179)

在 λ > 0 这个正确范围内, β 函数是正数, 不可能是稳定的不动点 (如果 λ < 0, 则

会有 H → −∞, 这是不稳定的). 因此这不是一个渐近自由的理论.

通过如下替换, 还可以推广到包含多个标量场的情况

λφ4 → λijklφiφjφkφl, λijkl 是完全对称的 (11-180)

于是微分方程变成

βijkl =
dλijkl

dt
=

1
16π2

[λijmnλmnkl + λikmnλmnjl + λilmnλmnjk] (11-181)

考虑一个特殊情况：i = j = k = l = 1. 我们看到 β1111 =
3

16π2
λ11mnλmn11 > 0, 所

以它也不是渐近自由的. 因此综上所述, 仅有标量场的理论不可能是渐近自由的.
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2. Yukawa 作用

为了让理论是可重整化的, 这里需要包括标量场自相互作用 λφ4：

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ +
1
2
[(∂µφ)2 − µ2φ2]− λφ4 + fψ̄ψφ (11-182)

计算 β 函数的方法和 λφ4 理论相同, 得到的结果是一组相耦合的微分方程

βλ =
dλ

dt
= Aλ2 + Bλf2 + Cf4, A > 0

βf =
df

dt
= Df3 + Eλ2f, D > 0

(11-183)

因为 A > 0, 那么为了使 βλ < 0, 需要 f2 ∼ λ. 这意味着可以舍掉 βf 里 E 的那项.

又因为 D > 0, 所以 Yukawa 耦合 f 不是渐近自由的. 推广到有更多费米子或标量

场的情况也同样如此.

3. Abel 规范理论 (QED)

拉氏量取通常的形式

L = ψ̄iγµ(∂µ − ieAµ)ψ −mψ̄ψ − 1
4
FµνFµν (11-184)

有效耦合常数 ē 满足
dē

dt
= βe =

ē3

12π2
+ O(e5) (11-185)

对于标量 QED 理论, 有
dē

dt
= β′e =

ē3

48π2
+ O(e5) (11-186)

可以看出来, 这两者都不是渐近自由的.

4. 非 Abel 规范理论

最后我们发现, 只有非 Abel 的规范理论才可能是渐近自由的. 将它的拉氏量

写成

L = −1
2
tr(FµνFµν) (11-187)

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ], Aµ = TaAa
µ (11-188)

表示矩阵满足下列关系

[Ta, Tb] = ifabcTc, tr(TaTb) =
1
2
δab (11-189)

有效耦合常数的演化取决于如下方程

dg

dt
= β(g) = − g3

16π2

11
3

t2(V ) < 0 (11-190)
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对 β 函数有贡献的 Feynman 图在图 11-9 中列出.

图 11-9 矢量场自能图 (第一行) 和三线规范玻色子顶点修正 (第二行), 其中点线圈是

FP 鬼场

当 g > 0 时, β(g) < 0; 当 g < 0 时, β(g) > 0, 所以这个理论是有渐近自由的.

这里有

t2(V )δab = tr[T a(V )T b(V )], 其中对于SU(n)有t2(V ) = n (11-191)

如果规范场分别通过表示矩阵 T a(F ) 和 T a(S) 耦合到费米场和标量场上, 那么

β(g) 变为

β(g) =
g3

16π2

[
−11

3
t2(V ) +

4
3
t2(F ) +

1
3
t2(S)

]
(11-192)

其中

t2(F )δab =tr[T a(F )T b(F )] (11-193)

t2(S)δab =tr[T a(S)T b(S)] (11-194)

注意费米场和标量场的贡献与规范场的贡献符号相反. 所以, 如果并没有太多的标

量场或费米子场, 这个理论依然可以保持是渐近自由的. 因此非 Abel 的规范理论

不同于其他的场论, 是唯一可以有渐近自由的理论.

11.4.2 QCD 拉氏量

夸克模型需要加入色对称性来克服简单的夸克模型中的悖论. 另外, 深度非弹

性散射中的 Bjorken 标度似乎要求渐近自由的理论. 因为只有非 Abel 规范理论才

是渐近自由的,那么很自然的一个做法就是将夸克的这种色对称性变成一个局域对

称性. 由此所产生的理论就是量子色动力学 (quantum chromodynamics, QCD)[53].

可以直接写下它的拉氏量为

LQCD = −1
2
tr(GµνGµν) +

∑

k

q̄k(iγµDµ −mk)qk (11-195)
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其中

Gµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ]

Dµqk = (∂µ − igAµ)qk, Aµ = Aa
µ

λa

2

这里的 λa(a = 1, · · · , 8) 是 8 个 3× 3 的无迹厄米矩阵, 构成 SU(3) 群生成元的表

示. 取到 g 的最低阶计算出来的 β 函数的形式为

βg =
−1

16π2

(
11− 2

3
nf

)
g3 = −bg3, nf：夸克的味数 (11-196)

有效耦合常数所满足的方程可以写成

dḡ

dt
= −bḡ3, t = ln λ (11-197)

这里的 λ 是将动量按比例增加的参数：pi → λpi. 方程的解为

ḡ2(t) =
g2

1 + 2bg2t
, g = ḡ(g, 0) (11-198)

对于大动量 λpi, 即 λ 很大时, ḡ2(t) 以
1

lnλ
的形式减小. 为了方便, 定义

αs(Q2) =
ḡ2(t)
4π

(11-199)

代入上面的解之后有

αs(Q2) =
αs(µ2)

1 + 4πbαs(µ2) ln(Q2/µ2)
(11-200)

引入参数 Λ2, 它满足

lnΛ2 = lnµ2 − 1
4πb αs(µ2)

(11-201)

于是有效耦合常数可以写成

αs(Q2) =
4π(

11− 2
3
nf

)
lnQ2/Λ2

(11-202)

在这种形式下, 关系式中就只有一个参数 Λ, 非常有利于与实验测量相比较. 因此

得到, 有效耦合常数 αs(Q2) 是以
1

lnQ2
的形式慢慢变小.

上述的讨论给出了一个简单的图景. 如果对 αs(Q2) 取到第 0 阶近似, 便得到

一个夸克的自由场论, 这可以导出 Bjorken 标度. 若取到 αs(Q2) 的第一阶, 会得到
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对 Bjorken标度律的偏离. 因为当 Q2 很大时, αs(Q2)是小量,所以我们希望可以可

靠地计算对标度的修正. 但是, 在重整化群的分析中, 渐近区域是所有的动量都很

大的区域,即随着 λ →∞时, (λpi)2 →∞. 这意味着所有的粒子都远离它们的质壳

(mass shell), 而这明显不符合 ep 散射的情况. 在 ep 散射中, 质子始终都是在壳的,

所以我们需要找到某种方法来绕过这个困境. 这将在 11.4.3 节中讨论. 到时我们会

看到, QCD 能够以对结构函数积分的形式预言 (小的)标度破坏 (scaling violation)

的情况.

在分析标度破坏之前, 我们先来讨论两个重要的课题.

(1) 夸克禁闭 (Quark confinement). 既然 αs(Q2) 在 Q2 很大时是个小量, 那么

就有理由相信 αs(Q2) 在 Q2 较小时会变得较大. 这就使得夸克被束缚在一起结合

成各种各样的强子. 但是因为此时耦合常数 αs(Q2) 很大, 所以定量地研究强子谱

就变得很困难.

如果 αs(Q2) 足够大, 夸克之间的相互作用就会强到它永远都不能从强子中逃

离出来. 这就称为夸克禁闭(quark confinement). 这是“解释”为什么观测不到自由

的夸克粒子以及 qq和 qqqq态最有说服力的方式. QCD的夸克禁闭的性质是对理

论的一个合理的猜测, 虽然它从未被令人信服地直接从 QCD 推导出来. 不过人们

坚定地相信这应该是正确的,因为没有其他的方法来解释为什么找不到夸克和其他

的一些态.

(2) QCD 和味对称. 既然我们有了一个强相互作用的理论, 就要来看看是否可

以对味对称性 (flavor symmetry) (如同位旋和八重道) 多一些了解.

QCD 拉氏量为

LQCD = −1
2
tr(GµνGµν) +

∑

k

q̄kiγµDµqk +
∑

k

q̄kmkqk (11-203)

其中

Gµν =∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ] , Aµ = Aa
µ

λa

2
Dµqk =(∂µ − igAµ)qk , qk = (u, d, s · · · )

考虑只有 3 种味的简单情形, 用夸克分量 qk = (u, d, s) 将拉氏量展开来

LQCD = −1
2
tr(GµνGµν) + (ūiγµDµu + d̄iγµDµd + s̄iγµDµs)

+muūu + mdd̄d + mss̄s (11-204)

在 mu = md = ms = 0 的极限下, LQCD 对于 SU(3)L × SU(3)R 变换保持不变, 即
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(11-205)

其中, UL 和 UR 是 3 × 3 的幺正矩阵. 然而, 强子谱只表现出近似的 SU(3) 对

称性 —— 八重道, 而不是 SU(3)L × SU(3)R 对称. 要解决这个矛盾, 可以认为

SU(3)L × SU(3)R 对称性自发破缺到 SU(3) 对称性, 使得粒子组成 SU(3) 多重态,

而非 SU(3)L × SU(3)R 的多重态. 这就需要 8 个无质量的 Goldstone玻色子. 然而

在现实世界中,夸克质量不为 0,这些 Goldstone玻色子也不是严格无质量的. 但是

如果这个对称性破缺并不是很大, 那么这些 Goldstone 玻色子的质量就该很轻, 因

此可以将它们当成 Goldstone玻色子来处理. 换句话说, 赝标量介子因为质量较小,

“几乎”就是 Goldstone 玻色子. 我们可以认为它们是赝标量介子的八重态, 即 π,

K 和 η.

这样我们得到的图像就是, 当将夸克质量 mu,md,ms 取得比较小时, QCD 有

近似的 SU(3)L × SU(3)R 对称性. 这个对称性是自发破缺的, 而破缺所产生的这些

“几乎”是 Goldstone 玻色子的介子 π, K 和 η 有正比于夸克质量的较轻的质量.

11.4.3 重整化群和 QCD

既然 QCD的渐近自由性质会产生标度律,那么我们现在要研究的是标度破坏

是否可以联系到 QCD 中的高阶效应. 因为 QCD 是渐近自由的, 乍看起来这使得

我们可以用重整化群和微扰论来计算很多的高能过程. 可事实却并非如此：重整化

群的分析是一个标度变换的理论, 它涉及等比地增加四动量的所有分量; 而紫外渐

近极限是在深欧几里得区域 (deep Euclidean region), 这里所有的粒子都远离它们

的质壳.好在有些情况下, 一些“外部”粒子是远离它们的质壳的. 特别是在电弱耦

合的最低阶,半轻子的单举过程 (inclusive processes)可以被分解为一个已知的轻子

部分和一个强子量. 这个量对应于一个可变质量为 −q2 的虚光子 (或虚的 W 玻色

子) 的前向散射 (forward scattering) 振幅. 更具体地说就是, e+e− 湮没和轻子–强

子散射的散射截面衡量的是电弱流矢量乘积在某个态 |A〉 下的矩阵元的有吸收性
的部分 (absorptive part)

〈A |T (Jµ(x)Jν(0))|A〉 (11-206)

高能量和高 q2 值极限确实对应于深欧几里得区域.

还有一个难题是, 对于有外部强子态的过程, 我们感兴趣的振幅不能用 QCD

拉氏量中基本的场 (即夸克和胶子场) 来写成 Green 函数, 并且重整化群方程也不

能使用. 比如, 在 ep 散射中, 外部的物理态是质子：|A〉 =
∣∣质子〉

. 我们不知道怎样

用夸克和胶子场的 Green函数写出矩阵元
〈
质子 |T [Jµ(x)Jν(0)]|质子〉

,但是在某些
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情况下, 我们可以把物理振幅分解为一个可以用 QCD 理论来计算的硬散射 (hard

scattering) 部分和一个难以计算的软的部分 (soft part). 这种分解在将实验测量和

理论预测作比较时显得非常有用. 我们将通过下面的例子进行具体说明. 完整的

讨论会有点复杂, 会涉及比较技术性的手段. 我们会忽略许多细节, 只讨论主要的

概念.

e+e− 湮没

对于 e+e− 湮没的例子, 有式 (11-159)

σ
(
e+e− →强子)

=
8π2α2

3 (q2)2

∫
d4xeiq·x 〈0 |[Jµ (x) , Jµ (0)]| 0〉 (11-207)

可以看到式 (11-206) 中的 |A〉 就是真空态. 因此, 虚光子质量 q2 是唯一的质量标

度, 可以直接进行重整化群的分析.

动量空间中的光子传播子被定义为

i∆µν (q) =
∫

d4xe−iq·x 〈0 |T (Aµ (x) Aν (0))| 0〉 (11-208)

可以用光子自能图 (1PI 图) 将它展开

i∆µν (q) = i∆0µν (q) + i∆0µρ (q)Γ ρσ (q) i∆0σν (q) + · · · (11-209)

这里的 i∆0µν(q) 是自由光子的传播子, Γ ρσ(q) 是去掉了外部光子传播子的 1PI 图.

不难看出来, 它可以写成

Γµν (q) =
∫

d4xeiq·x 〈0 |T (Jµ (x)Jν (0))| 0〉 (11-210)

下面我们来推导流矢量编时乘积的矩阵元和流矢量对易子的矩阵元之间的关系.在

Γµν(q) 中插入一组完备集, 得到

Γµν (q) =
∑

n

∫
d4xeiq·x[〈0|Jµ (x) |n〉 〈n|Jν (0) |0〉 θ (x0)

+θ (−x0) 〈0|Jν (0) |n〉 〈n|Jµ (x) |0〉]
=

∑
n

∫
d4x[ei(q−pn)·x 〈0|Jµ (0) |n〉 〈n|Jν (0) |0〉 θ (x0)

+θ (−x0) ei(q+pn)·x 〈0|Jν (0) |n〉 〈n|Jµ (0) |0〉]

=
∑

n

[
(2π)3 δ3 (q − pn)

q0 − p0 + iε
〈0|Jµ (0) |n〉 〈n|Jν (0) |0〉

+
(2π)3 δ3 (q + pn)

q0 + p0 − iε
〈0|Jν(0)|n〉 〈n|Jµ(0)|0〉

]



11.4 量子色动力学 · 345 ·

取它的虚数部分得到

Im Γµν (q) =
∑

n

[(2π)3 δ4 (q − pn) 〈0|Jµ (0) |n〉 〈n|Jν (0) |0〉

− (2π)3 δ4 (q + pn) 〈0|Jν (0) |n〉 〈n|Jµ (0) |0〉]
=

∫
d4xeiq·x 〈0 |[Jµ (x) , Jν (0)]| 0〉

这里使用了等式

lim
ε→0

Im
1

x− a± iε
= ∓δ (x− a) (11-211)

因此两个流矢量对易子的矩阵元与编时乘积矩阵元的虚部有关. 这又是一个表现

编时的 (time-ordered)矩阵元的虚部和对易子矩阵元关系的例子. 这个关系式可以

被推广到外部态是质子的情况, 比如, 在 ep 散射中的情形.

由结构常数和流守恒, 有

Γµν (q) =
(
−gµν +

qµqν

q2

)
Π

(
q2

)
(11-212)

其中真空极化 Π
(
q2

)
的简单量纲 (naive dimension) 为 2, 所以相关的重整化群方

程就变成 [
∂

∂t
− β

∂

∂g
+ 2γA − 2

]
Π

(
q2

)
= 0 (11-213)

其中, γA 是光子场的反常量纲 (anomalous dimension)：

γA = −1
2

∂

∂ lnΛ

[
lnZ3

(
e, g,

Λ

µ

)]
(11-214)

Z3 是通常的光子波函数 (即真空极化) 重整化常数 (它的一圈和两圈图如图 11-10

所示), 将它代入之后可以得到

γA = C

(
3

nf∑

k

e2
k

)[
1 +

3s2 (V )
16π2

g2 + · · ·
]

(11-215)

其中, ek 是 k 味夸克的电荷量, s2(V ) 则与规范玻色子的表示矩阵有关.

图 11-10 光子真空极化的一圈和两圈图

由 SU(n) 对称性的 T a(V ) 可以得到

s2(V )δij = (T a (V )T a (V ))ij =
n2 − 1

2n
δij , 对于SU(n) (11-216)
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对于 SU(3) 胶子则有 s2(V ) = 4/3. 我们没有写出比例常数 C 的准确形式, 因为它

在要引用的结果中会被消掉. 解出式 (11-213), 对于 Q2 = −q2, 有

Π
(
Q2

)'Q2 exp
[
−2

∫ t

0

γA (g (t′)) dt′
]

=Q2

[
1− 2C

(
3

nf∑

k

e2
k

)(
t +

3s2 (V )
16π2

ln t + · · ·
)]

取吸收性的部分, 得到散射截面 σ(e+e− →强子)

R
(
Q2

) ≡ σ(e+e− →强子)
σ(e+e− → µ+µ−)

=

(
3

nf∑

k

e2
k

)[
1 +

αs

(
Q2

)

π
+ · · ·

]
(11-217)

于是我们在这里重新得到了式 (11-163)中得到过的简单的部分子标度性的结果,连

同一个 QCD 的修正项. 其中 αs

(
Q2

)
由式 (11-202) 给出. 因此 R(Q2) 是从上面趋

近于 R(Q2 = ∞). 这个次渐近 (subasymptotic) 的修正项至少在高于粲夸克临界值

的区域内可能是小于实验不确定度的. 因此, 虽然 e+e− 湮没的总反应截面不是测

量 αs

(
Q2

)
的理想场所, 但总的实验数据是符合 QCD 的预测的.

非弹性 LN 散射

在 LN 散射中, 式 (11-206) 的 |A〉 是核子态. 我们必须要设计出一种方法, 将

矩阵元分解成两个量的乘积：一个是与动量无关的量, 它会被看成结构函数和部分

子的分布函数; 还有一个是依赖于 q2 的函数, 它要根据重整化群来按比例变化. 在

QCD 框架下, 这类过程的完整分析相当复杂. 我们只讨论里面涉及的主要概念并

给出结果.

1. 算符乘积的展开

我们在前面讨论过,两个电磁流乘积在光锥附近的奇异行为会控制结构函数的

标度行为.在算符乘积展开中,算符的乘积会被表示成非奇异算符的和,其中这些非

奇异算符的系数是奇异的 c数函数. 例如, Wick定理将算符的编时乘积表示成一系

列缩并与算符的正规乘积的和, 前者是 c 数的奇异函数, 后者则是非奇异的. 这样

的分离操作将散射振幅分解成与过程无关的 (processes independent)奇异的 c数函

数与非奇异算符的乘积, 而这些非奇异算符的矩阵元则是与过程相关的 (processes

dependent). 这些奇异的 c 数函数可以在 QCD 理论的框架中用重整化群方程计算

出来, 是 QCD 理论主要的预测. 无法计算的非奇异算符矩阵元则必须从实验测量

中得到. 作这样展开的物理基础是：和系统的特征长度相比, 距离比较小的两个定

域算符的乘积看起来应该像一个定域算符. 有两种不同类型的展开, 下面将要进行

讨论.
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1) 短距离 (Short-distance) 展开

A(x)B(y) ≈
∑

i

Ci(x− y)Oi(
1
2
(x + y)), 当 (x− y)µ → 0时 (11-218)

其中, A,B 和 Oi 都是定域算符.展开式中出现的 Oi 一定要和等式左侧的乘积 AB

拥有相同的量子数. Ci(x)′s 是奇异的 c 数函数, 称为Wilson 系数. 对于可重整理

论, 这个展开的一般特征已经被证明到微扰论的任意有限阶都是成立的. 这个结果

也是很合理的. Wilson系数的短距离行为 (short-distance behaviour)被认为能通过

单纯的量纲分析推算得到, 再乘上一些对数的乘积因子 (multiplicative factor)：

Ci(x) −→ (x)di−dA−dB (lnxm)p [1 + O (xm)] , x 表示
√

x2 (11-219)

这里 dA, dB 和 di 分别是 A,B 和 Oi 的 (以质量为单位的) 量纲. 算符 Oi 的量纲

越大, 系数 Ci(x) 的奇异性阶数就越小, 因此在短距离上即能量很高时, 最重要的

是量纲最小的那些算符, 通常这些算符数目不多. 换句话说, 在对算符的求和中, di

最小的那些将占主导地位.

这个展开的好处在于它的普遍性：Wilson系数是与我们所要考虑的物理态 (初

末态) 无关的. 过程的相关性则是在短距离上非奇异的局域算符 Oi 的矩阵元之中

体现的.

2) 光锥展开

我们已经在等式 (11-150) 和 (11-158) 中遇到过这种展开. 它们是如下的一般

性光锥展开的实例

A
(x

2

)
B

(
−x

2

)
≈

∑

i

Ci (x) Oi(
x

2
,−x

2
), 当x2 ≈ 0时 (11-220)

这里我们所感兴趣的区域是 x2 ≈ 0, 但 xµ 本身的分量却未必很小. 当然, 它也会

包含 xµ ≈ 0 的短距离区域. 我们需要把双定域算符用 Taylor 级数展开

Oi

(x

2
,−x

2

)
=

∑

i

xµi · · ·xµj O
(j,i)
µ1···µj (0) (11-221)

这样两个定域算符的乘积就可以表示成定域算符的和,我们便可以研究它的矩阵元

A
(x

2

)
B

(
−x

2

)
≈

∑

i,j

C
(j)
i

(
x2

)
xµi · · ·xµj O

(j,i)
µ1···µj (0) , 当 x2 → 0时 (11-222)

如果将基底 O
(j,i)
µ1···µj (0)取为有 j 个指标的无迹对称张量,那么它们就相当于自旋为

j 的算符.通过单纯的量纲推算,可以得到Wilson系数在 x2 → 0处的光锥行为.除

了一些对数因子, 可以得到

C
(j)
i

(
x2

) −→
(√

x2
)dji−j−dA−dB (

lnx2m2
)p

(11-223)
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其中, dj,i 是 O
(j,i)
µ1···µj (0)的量纲. 对于给定的算符 A,B,最重要的项对应于 (dj,i− j)

的最小值, 即 O
(j,i)
µ1···µj 的量纲减去它的自旋. 这个量称为算符的扭度(twist).

τ = d− j (11-224)

表示扭度 = 量纲−自旋. 在光锥展开中, 扭度最小的算符占主导地位.

很显然标量场 φ, 费米子场 ψ 和规范场 Fµν 的扭度都是 1. 例如, 费米场有

d =
3
2
, j =

1
2
, 所以扭度 τ = d− j = 1. 对这些场求导不会减小扭度, 最多是让它保

持不变. 因为求导会让量纲增加 1, 同时使自旋改变 1 或 0. 因此一个包含 m 个场

的算符扭度的最小值就是 m. 最重要的光锥算符扭度是 2, 举例如下：

标量 O
(j,s)
µ1···µj = φ∗

←→
∂ µ1

←→
∂ µ2 · · ·

←→
∂ µj φ (11-225)

费米子 O
(j,f)
µ1···µj = ψ̄γµ1

←→
∂ µ2 · · ·

←→
∂ µj

ψ +置换指标项 (permutations) (11-226)

矢量 O
(j,g)
µ1···µj = Fµ1α

←→
D µ2 · · ·

←→
D µj

Fα
µj

+置换指标项 (11-227)

在标量场和费米子场中的导数算符 ∂µ 要被规范理论的协变导数算符
←→
D µ 所代替.

我们已经见到过, 自由场论中正则扭度 (canonical twist) 为 2 的算符的主导地位会

导致 Bjorken 标度性.

因此 LN 散射截面可以被分解为两部分: 一部分与动量无关, 另一部分则依照

重整化群方程所控制的方式来按比例变化,在这里 LN散射截面被联系到虚光子与

核子的前向散射 (forward scattering)振幅的吸收性部分 (absorptive part). 我们可以

对 (从光子的耦合来的)电流算符的算符乘积作光锥展开 (light-cone expansion). 定

域算符的矩阵元则会给出动量无关的部分以及满足重整化群方程的 c 数的 Wilson

系数. 首先说明, 这些 Wilson 系数是与 LN 结构函数的矩有关系的.

2. 结构函数的矩和 Wilson 系数

现在我们来举例说明结构函数的矩 (moments) 与 Wilson 系数的关联. 我

们用标量算符 J(x) 作为例子, 以避免复杂的 Lorentz 指标. 考虑前向散射振幅

(图 11-11)：

T
(
q2, ν

)
=

∫
d4xe−iq·x

〈
p

∣∣∣T
[
J

(x

2

)
J

(
−x

2

)]∣∣∣ p
〉

(11-228)

其中, ν = p · q/M . 这里的主要想法是用定域算符写出流乘积的算符乘积展开式,

展开式的系数就是 c 数的 Wilson 系数：

T
[
J

(x

2

)
J

(
−x

2

)]
≈

∑

i,j

C
(j)
i

(
x2

)
xµi · · ·xµj O

(j,i)
µ1···µj (0) , 当x2 → 0时 (11-229)
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其中, i 指标要遍及所有扭度为 2 的算符. Wilson 系数 C
(j)
i

(
x2

)
可以在 QCD 理论

中求得. 将展开式代入式 (11-228), 散射振幅变为

T
(
q2, ν

)
=

∑

i,j

∫
d4xe−iq·xC

(j)
i

(
x2

)
xµi · · ·xµj

〈
p

∣∣∣O(j,i)
µ1···µj (0)

∣∣∣ p
〉

=
∑

i,j

(i)j ∂

∂qµ1

∂

∂qµ2

· · · ∂

∂qµj

∫
d4xe−iq·xC

(j)
i

(
x2

) 〈
p

∣∣∣O(j,i)
µ1···µj (0)

∣∣∣ p
〉

图 11-11 等式 (11-228) 中的 J-p 散射

在上面的最后一步, 我们将 xµi · · ·xµj 因子转换成了
∂

∂qµ1

∂

∂qµ2

· · · ∂

∂qµj

. 定域算符

O
(j,i)
µ1···µj 作用在态 |p〉上得到的矩阵元将依赖于强相互作用的细节. 然而,根据它的

张量性质和局域性可以对它作一个简单的参数化

〈
p

∣∣∣O(j,i)
µ1···µj (0)

∣∣∣ p
〉

= O
(j)
i

[
pµ1pµ2 · · · pµj

−求迹项]
(11-230)

其中, O
(j)
i 是一个常数,而求迹的项会含有至少一个 gµν 因子,因而是不重要的. 作

下面的替换

∂

∂qµ1

∂

∂qµ2

· · · ∂

∂qµj

= 2jqµ1qµ2 · · · qµj

(
∂

∂q2

)j

+求迹项 (11-231)

保持 −q2/2Mν 不变, 当 −q2 很大时, 得到

T
(
q2, ν

)
=

∑

i,j

(2i)j (p · q)j

(
∂

∂q2

)j [∫
d4xe−iq·xC

(j)
i

(
x2

)]
O

(j)
i

=
∑

i,j

(
p · q
−q2

)j

C̃j
i

(
q2

)
O

(j)
i (11-232)

其中

C̃j
i

(
q2

)
=

(−iq2
)j

(
∂

∂q2

)j [∫
d4xe−iq·xC

(j)
i

(
x2

)]
(11-233)

基本上就是 xµi · · ·xµj C
(j)
i (x2)的 Fourier变换.求迹项包含 (2p · q)较低的阶,在标

度极限下可以放心地被忽略. 此外, 这里的 j 指标与自旋有关. 可以用自选投影将
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振幅 T (q2, v) 分解, 分离出每个 j 各自的贡献

T
(
q2, ν

)
=

∑

j

Tj

(
q2, ν

)
(11-234)

这样便从式 (11-232) 得到

Tj

(
q2, ν

) ≈ x−j
∑

i

C̃
(j)
i (q2)O(j)

i (11-235)

其中, x = −q2/2Mν. 这说明, 为了分离出给定自旋 j 的算符, 只需要将 T (q2, ν) 在

−q2 很大的区域展开成 x−1 的级数. 在深度非弹性散射中, 实际测量的是前向散射

振幅 T (q2, ν) 的吸收性部分

W
(
q2, ν

)
=

1
π

Im T
(
q2, ν

)
(11-236)

这可由 e+e− 散射中给出的类似的理由得到. 通过色散关系 (dispersion relation),

散射振幅可以由所测量的量 W
(
q2, ν

)
重新构造出来

T
(
q2, ν

)
=

∫
νsdν′

ν′s (ν′ − ν)
W

(
q2, ν

)
+ Ps−1

(
q2, ν

)
(11-237)

这里假设色散关系需要 s 次的分离 (subtraction), 这样积分才会收敛. 而引进的分

离项 Ps−1

(
q2, ν

)
是 ν 的 (s−1)次的多项式. 分离的次数与W

(
q2, ν

)
在 ν 很大时的

行为有关. 例如,如果当 ν →∞时,有 W
(
q2, ν

) → 0,那么就不需要分离,即 s = 0,

因为此时积分

∫
dν′

ν′ − ν
W

(
q2, ν

)
是收敛的;但如果W

(
q2, ν

) →常数,那就需要一次

分离,此时 s = 0,积分
∫

νdν′

ν′ (ν′ − ν)
是收敛的;依此类推. 如果再假设来自分离的多

项式 Ps−1

(
q2, ν

)
也有标度性行为,即当 q2 很大时,有 Ps−1

(
q2, ν

) −→ Ps−1 (x)——

x−1 的一个 s− 1 阶的多项式. 那么得到

T
(
q2, ν

)
=

∫
xsdx′

x′s (x′ − x)
W

(
q2, x′

)
+ Ps−1 (x)

≈Ps−1 (x) +
∞∑

J=s

x−J

∫1

−1

dx′ (x′)J−1
W

(
q2, x′

)

由于未知的分离常数, 展开式中的第一项待定. 但是对于 J > s 的情况, 有

∫1

−1

dx (x)J−1
W

(
q2, x

) ≈
∑

i

C̃
(J)
i

(
q2

)
O

(j)
i , 在J > s, −q2 −→∞时 (11-238)
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因此结构函数的矩衡量的是 Wilson 系数(的 Fourier 变换)C̃(J)
i (q2). 对于更真实点

的电磁流的情况 J → Jem, 也可以作类似的分析. 在关于前向 Compton 振幅高能

行为的通常假设下 (根据 Regge理论),如果 Compton散射的 t道有真空的量子数,

则关系式 (11-238) 对所有 J > 2 的情况都成立; 而如果不是真空的量子数, 则对于

J > 1 就成立. 在用两个不变的 eN 非弹性结构常数 F1,2(x,Q2) 分解之后, 结果是

∫1

−1

dx (x)J−2
F2

(
x,Q2

) ≈ 1
4

∑

i

C̃
(J)
i

(
Q2

)
O

(J)
i (11-239)

∫1

−1

dx (x)J−2
F1

(
x,Q2

) ≈ 1
2

∑

i

C̃
(J)
i

(
Q2

)
O

(J)
i (11-240)

我们知道精确的 Bjorken 标度性——Fi(x,Q2) −→ Fi(x), 对应于自由场行为

C̃
(J)
i

(
Q2

) −→常数, 当Q2 →∞时 (11-241)

通常我们预期这会被相互作用所改变. 对标度行为可能的最简单的偏离是, 微扰每

一阶的 ln(Q2/m2) 的乘方相加得到的 Q2 的幂次, 即

C̃
(J)
i

(
Q2

) ∼
(

1
Q2

)γJ/2

(11-242)

对于通常的矩, 式 (11-242) 则意味着

∫1

−1

dx (x)J−2
F2

(
x,Q2

) ≈
(

1
Q2

)γJ/2

, 当Q2 →∞时 (11-243)

3. Wilson 系数的重整化群方程

现在我们用重整化群来探讨 Wilson 系数的行为. 从式 (11-238) 可以看到, 结

构函数的矩与Wilson系数 C̃
(J)
i (Q2)有密切的联系,其中 C̃

(J)
i (Q2)包含了 Q2 的变

化. 基本的构想就是, Wilson系数把算符的乘积联系到定域的算符 (local operators)

上. 如果考虑包含算符乘积的 Green 函数, 根据之前的讨论, 它们满足重整化群方

程. 同样地,在算符乘积展开中出现的定域算符的 Green函数也会满足重整化群方

程. 我们现在要说明 Wilson 系数 C̃
(J)
i 也会因此满足某种重整化群方程, 由此可以

导出 Q2 的演化. 比较算符乘积的 Green 函数和定域算符的 Green 函数所满足的

重整化群方程, 可以得到 Wilson 系数的重整化群方程.

算符乘积的展开式可以简单地写成

A (x) B (0) ≈
∑

i

Ci (x, g, µ) Oi(0) (11-244)



· 352 · 第 11 章 强相互作用理论

这里, g 是耦合常数, µ 是重整化的减除点. 对于插入 AB 和 Oi 的 n 点 Green 函

数, 可以得到

Γ
(n)
AB ≈

∑

i

Ci (x, g, µ) Γ
(n)
Oi

(11-245)

其中

Γ
(n)
AB =

〈
0

∣∣∣∣∣T
(

A (x) B (0)
n∏

k=1

φk (yk)

)∣∣∣∣∣ 0

〉
(11-246)

Γ
(n)
Oi

=

〈
0

∣∣∣∣∣T
(

Oi (0)
n∏

k=1

φk (yk)

)∣∣∣∣∣ 0

〉
(11-247)

Green 函数分别满足如下重整化群方程
[
D +

∑

k

γk (g)− γA (g)− γB (g)

]
Γ

(n)
AB (g, µ) = 0 (11-248)

[
D +

∑

k

γk (g)− γi (g)

]
Γ

(n)
Oi

(g, µ) = 0 (11-249)

其中

D = µ
∂

∂µ
+ β (g)

∂

∂g
(11-250)

γA, γB , γi 分别是算符 A,B 和 Oi 的反常量纲 (anomalous dimension). 对比上面这

些方程, 得到

[D + γA (g) + γB (g)− γi (g)]Ci (x, g, µ) = 0 (11-251)

上式的解是

Ci

(
e−tx0, g, µ

)

= et(dA+dB−di) exp
{∫ t

0

[γA (ḡ (t′)) + γB (ḡ (t′))− γi (ḡ (t′))]
}

Ci (x0, g, µ) (11-252)

其中, dA, dB 和 di 是 A,B 和 Oi 的简单量纲 (naive dimension). 同样地, Wilson系

数 C̃i

(
q2, g, µ

)
的 Fourier 变换也满足类似的方程和解. 在深度非弹性碰撞中, 需要

把光锥展开写成无穷多个定域算符的和. 在这些求和项中, 自旋 n 会越来越大, 而

Wilson 系数 C̃i

(
q2, g, µ

)
通过式 (11-246) 可以写成结构函数的积分

Mn

(
Q2

)
=

∫1

0

dx (x)n−2
F2

(
x,Q2

) ≈ 1
8

∑

i

C̃n
i

(
Q2, g, µ

)
On

i

=
1
8

∑

i

C̃n
i

(
Q2

0, ḡ (t) , µ
)
exp

[
−

∫ t

0

γi
n(ḡ (t′))dt′

]
On

i
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其中, γi
n 是算符 O

(n,i)
µ1···µj 的反常量纲. 这就是对结构函数的积分做重整化分析的主

要结果. Wilson 系数 C̃n
i 和反常量纲 γi

n 可以用 QCD 计算出来 (详细的计算参照

Cheng 和 Li 的“Gauge Theory of Elementary Physics”).

11.4.4 附录: 色散关系

本部分对色散关系 (dispersion relation)作一个简单的说明. 色散关系是指将一

个复变量的函数值用其在边界上的不连续性 (discontinuity) 的积分表示

出来.

考虑复变函数 f(z), 假设它除了沿实轴正方向从 0 到 +∞ 的边界之外都是解
析的. 首先, 假定当 |z| → ∞ 时, 有 |f(z)| → 0. 由此, 根据 Cauchy 定理, 可以写出

f (z) =
1

2πi

∮

C

f (z′)
z′ − z

dz′ (11-253)

其中积分区域从实轴正方向的边界上开始,以原点为中心逆时针画圆到实轴正方向

的边界下 (图 11-12). 容易看出这个积分可以写成

f (z)=
1

2πi

[∫∞
0

f (x + iε)
x− z

dx +
∫0

∞

f (x− iε)
x− z

dx

]

=
1

2πi

∫∞
0

[f (x + iε)− f (x− iε)]
x− z

dx =
1

2πi

∫∞
0

Disf (x + iε)
x− z

dx

其中

Disf (x) = [f (x + iε)− f (x− iε)] , x > 0 (11-254)

是函数 f(x) 在边界上的不连续性 (discontinuity). 注意, 无限远处的积分为 0. 因

为当 |z| → ∞ 时, |f(z)| → 0. 此外, 如果 f(z) 满足 Schwarz 反射原理

图 11-12 积分围道
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f (z∗) = f∗ (z) (11-255)

则有

Disf(x) = [f (x + iε)− f∗ (x + iε)] = 2iImf (x + iε) (11-256)

且

f (z) =
1
π

∫∞
0

Imf (x + iε)
x− z

dx (11-257)

这就是一种色散关系.也就是说,复变函数 f(z)在任意一点的值都可以写成它的不

连续性的积分.

现在来研究不同的渐近行为的情况, 例如, 当 |z| → ∞ 时 |f(z)| 趋于常数的情

况. 可以对函数 g(z) =
f(z)− f(0)

z
重复同样的推导过程以得到类似的结果, 因为

当 |z| → ∞ 时, |g(z)| → 0：

g (z) =
1
π

∫∞
0

Img (x + iε)
x− z

dx (11-258)

对于 f(z) 可以得到

f (z)− f (0)
z

=
∫∞
0

1
x (x− z)

[Imf (x + iε)− Imf (0)] dx (11-259)

或者

f (z) = f (0) + z

∫∞
0

1
x (x− z)

[Imf (x)] dx (11-260)

其中令 Imf(0) = 0. 注意到令式 (11-257) 中 z = 0 将得到

f (0) =
1
π

∫∞
0

Imf (x + iε)
x

dx (11-261)

将此式从式 (11-257) 中分离出来, 同样可以得到式 (11-260). 注意式 (11-260) 中,

随着 |z| → ∞, |f (z)| → 常数时, 积分收敛. 这被称为单次分离的色散关系 (once

subtracted dispersion relation). 换言之,通过分离 (subtraction),可以令一些积分变

得收敛, 从而可以计算一些在 |z| → ∞ 时发散的函数. 因此, 对一个 |z| → ∞ 时行
为变差的函数, 可以利用分离得到一个收敛的色散关系. 例如, 从式 (11-260) 可以

计算 z = 0 的斜率

f ′(0) =
∫∞
0

Imf (x + iε)
x2

dx (11-262)
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如果从式 (11-260) 分离出 zf ′(0), 则结果变成

f (z)− zf ′(0) = f(0) + z

∫∞
0

[
1

x(x− z)
− 1

x2

]
Imf(x)dx (11-263)

或

f (z) = f (0) + zf ′ (0) + z2

∫∞
0

[
1

x2 (x− z)

]
Imf (x) dx (11-264)

上式是二次分离的色散关系, 适用于随着 |z| → ∞, |f(z)| ∼ |z| 的函数. 由此我们

可以想象, 更加普适的色散关系将有如下的形式

f(z) =
N−1∑
n=1

f (n)(0)
n!

+ zN

∫∞
0

[
1

xN (x− z)

]
Imf(x)dx (11-265)
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附录: 群论

1. 群的基本概念

群 G 是由一些元素 (a, b, c, . . .) 构成的集合和它们间的运算 ∗ 组成, 并满足下

列性质.

(1) 封闭性：如果 a, b ∈ G, 则 c = a ∗ b 也在 G 中;

(2) 结合律：a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c;

(3) 恒元 (单位元)：G 中存在元素 e, 满足 a ∗ e = e ∗ a = a, ∀ a ∈ G;

(4) 逆元：∀ a ∈ G, 存在元素 a−1 满足 a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

为方便起见我们用 ab 表示群运算 a ∗ b.

我们在物理中经常会遇到的群有：

(1) Abel 群—— 群元素的乘积对易, 即 ab = ba, ∀ a, b ∈ G.

例如：n 阶循环群 Zn, 群元素为 a, a2, a3, · · · , an = E

(2) 正交群——n × n 的正交矩阵群：RRT = RTR = 1, 其中 R 是 n × n 的矩

阵.

例如, 表示二维旋转的矩阵 R(θ) 就组成了一个正交群：

R (θ) =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
(A-1)

(3) 幺正群——n× n 的幺正矩阵群：UU† = U†U = 1.

重排定理 考虑群 {E, A2, A3, · · · , Ah}. 左乘任意群元素 Ak得到 AkE, AkA2,

AkA3, · · · , AkAh, 那么这些元素各自不同.

证明 假设其中某两个元素相同, 比如 AkAi = AkAj , 其中 Ai 6= Aj . 左乘

A−1
k 可得 Ai = Aj , 矛盾. 因此这些元素全不相同. 这个新的集合刚好有 h 元素, 并

且由封闭性,这个集合一定与原群相同,因此每个元素恰好出现一次. 或者说,以某

群元素乘该群得到的集合只是原群的重新排列, 这就是称之为重排定理的原因.

如果将群元素的某函数对群元素求和, 那么根据重排定理可得
∑

Ai

f(Ai) =
∑

Ai

f(AiAk), ∀ Ak ∈ G (A-2)

这个结果在有限群表示中很重要,并且我们还希望能够将这个结果在一定条件下推

广到连续群.
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1) 群的表示

在物理应用中, 群的表示是最重要的结构, 可以用来描述物理系统对称性的内

涵. 一般来说, 一个群的表示就是用某种方法 (通常比群本身容易掌握) 来实现相

同的群运算. 其中大多数物理应用最感兴趣的是用矩阵来实现, 矩阵乘积表示群乘

积. 矩阵也与线性算子作用到向量空间相关.

群表示的定义 给定群 G = {A1, A2, · · · }, 如果对每个 Ai ∈ G 都有一个对应

的 n× n 矩阵 D (Ai), 并且它们能够保持群的乘积法则, 即

D (Ai) D (Aj) = D (AiAj) , ∀ Ai, Aj ∈ G (A-3)

那么 D(G) 就构成了群 G 的一个 n 维表示. 换句话说, Ai → D(Ai) 的对应关系

是同态 (homomorphism) 映射. 式 (A-3) 说明矩阵 D(Ai) 和群元素满足相同的乘

法律.

如果 D(1)(A) 和 D(2)(A) 都是群的表示, 则

D(3) (A) =
(

D(1) (A) 0

0 D(2) (A)

)
(分块对角形式) (A-4)

也构成群的表示. 我们用直和 ⊕ 来表示

D(3) (A) = D(1) (A)⊕D(2) (A) (A-5)

如果 D(1) (A) 和 D(2) (A) 表示维数相同, 并且相似, 即

D(1) (Ai) = UD(2) (Ai) U−1, ∀ Ai ∈ G, (A-6)

则 D(1) 和 D(2) 称为等价表示. 我们知道相似矩阵是同一个线性算子在不同基下

的表示, 因此我们认为这两个表示是等价的.

可约和不可约表示

表示 D 如果定义在一个有非平庸不变子空间的线性空间 V (D)上, 那么 D 就

是一个可约 (reducible) 表示, 反之就是不可约 (irreducible) 表示. 这个定义实

质上是说对一个可约表示, 群元素对应的线性算子会使某些子空间不变, 那么所有

的群操作可以在这个子空间上实现.

我们将这个抽象的定义进一步阐释. 假设表示 D 在向量空间 V 上可约, 则存

在子空间 S 在 D 下不变. 任意向量 v ∈ V 可分解为

v = s + s⊥ (A-7)

其中 s ∈ S, s⊥ 属于 S 的补空间 S⊥. 将 v 写成分块的形式
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v =

(
s

s⊥

)
(A-8)

则表示矩阵可写为

Av = D (A) v =

(
D1 (A) D2 (A)

D3 (A) D4 (A)

)(
s

s⊥

)
(A-9)

空间 S 在群运算下不变, 说明

D3 (Ai) = 0, ∀Ai ∈ G (A-10)

因此矩阵 D (Ai) 为上三角形式

D (Ai) =

(
D1 (Ai) D2 (Ai)

0 D4 (Ai)

)
, ∀Ai ∈ G (A-11)

上三角矩阵相乘仍为上三角矩阵

D =

(
D1 D2

0 D4

)(
D′

1 D′
2

0 D′
4

)
=

(
D1D

′
1 D1D

′
2 + D2D

′
4

0 D4D
′
4

)
(A-12)

因此不变子空间不管经过多少次运算仍是不变子空间.

一个表示称为完全可约, 如果所有矩阵 D (Ai) 可以被同一个相似变换分块对

角化

UD (Ai) U−1 =
(

D1 (Ai) 0

0 D2 (Ai)

)
, ∀ Ai ∈ G (A-13)

也就是说式 (A-11) 中的 D2 (Ai) = 0, 则 S 的补空间也是不变子空间. 表示矩阵为

幺正矩阵就属于这种情况.

定理 任意幺正的可约表示一定完全可约.

证明 为简单起见, 假设向量空间 V 定义有内积 (u, v), 则可以定义 S 的正

交补 S⊥：

(u, v) = 0, 如果 u ∈ S, v ∈ S⊥ (A-14)

内积在幺正变换下不变

0 = (u, v) = (D (Ai)u,D (Ai) v) (A-15)

因此, 如果 D (Ai) u ∈ S, 则 D (Ai) v ∈ S⊥, 说明 S⊥ 在群运算下不变.
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幺正表示

因为幺正算子保持了向量空间的内积, 所以幺正表示可以简化对群的分析. 每

一个有限群的表示都可以变换为幺正表示, 这就是下面的定理.

基本定理 有限群的每一个表示都等价于幺正表示.

证明 设 D (Ar) 为 G = {E, A2 · · ·An} 的表示. 考虑

H =
n∑

r=1

D (Ar)D† (Ar) , 则H† = H (A-16)

由于 H 半正定, 可以定义其平方根 h 为

h2 = H, h† = h (A-17)

这可以由相似变换对角化 H 并对特征值取平方根再由相似变化变回原来的基来实

现. 定义新矩阵

D̄ (Ar) = h−1D (Ar)h, r = 1, 2, · · · , n (A-18)

由于为相似变换, D̄ (Ar) 为 D (Ar) 的等价表示. 下面说明 D̄ (Ar) 是幺正的.

D̄ (Ar) D̄† (Ar)=
[
h−1D (Ar)h

] [
hD† (Ar) h−1

]

=h−1D (Ar)
n∑

s=1

[
D (AS) D† (AS)

]
D† (Ar) h−1

=h−1

[
n∑

s=1

D (ArAs) D† (ArAs)

]
h−1

=h−1
n∑

s′=1

D (AS′) D† (As′) h−1 = h−1h2h−1 = 1

其中利用了重排定理. 既然有限群的每一个表示都等价于幺正表示, 因而在物理中

通常处理幺正表示, 因为它们是完全可约的.

2) Schur 引理

在不可约表示的研究中最重要的定理就是 Schur 引理, 具体内容如下.

(1)如果一个矩阵与不可约表示的所有矩阵对易,它一定是单位阵乘以某常数.

证明 假设存在 M , 使得

MD (Ar) = D (Ar) M, ∀Ar ∈ G (A-19)

厄米共轭为

D† (Ar) M† = M†D† (Ar) (A-20)
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如前文所述, D (Ar) 可取为幺正

M† = D (Ar) M†D† (Ar) 或 M†D (Ar) = D (Ar) M† (A-21)

则 M† 也与所有 D 对易, 组成的共轭矩阵 M + M† 和 i
(
M −M†) 也是, 因此只需

考虑 M 是厄米矩阵的情况. 对角化 M

M = UdU†, d为对角矩阵 (A-22)

定义 D̄ (Ar) = U†D (Ar) U , 则

dD̄ (Ar) = D̄ (Ar) d (A-23)

或 ∑

β

dαβD̄βr (As) =
∑

β

D̄αβ (As) dβγ (A-24)

由于 d 为对角阵

(dαα − dγγ) D̄αγ (As) = 0 =⇒ 如果 dαα 6= dγγ , 则D̄αγ (As) = 0 (A-25)

这说明如果对角元 dii 全不相同, 则 D̄ 的非对角元均为 0. 只有当某些 d′ααs 相等

时, D̄ 的非对角元不为 0. 例如, 如果 d11 = d22, 则 D̄12 可以非零. 因此 D̄ 为块对

角形式

如果d =




d1

d1

. . .

d1

d2

. . .

d2

. . .




, 那么D̄ =




D1 0

0 D2

. . .




(A-26)

这对表示中的每个矩阵都成立, 所有矩阵都为块对角矩阵. 但 D 是一个不可约表

示, 这就矛盾了, 因此所有 di 都要相等.

d = cI, 或 M = UdU† = dUU† = d = cI (A-27)

由上面这一条可以得出一些有用的结论：
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① Abel群的所有不可约表示都是一维表示. 因为任给元素 A,D (A)和 D (Ai)

对易,由 Schur引理 D (A) = cI, ∀A ∈ G. 但 D 是不可约表示,因此 D 必为 1× 1

矩阵.

②在不可约表示中,单位元 E总是由单位矩阵表示. 根据定义,有D(E)D(Ai) =

D(Ai)D(E) = D(Ai), 所以 D(E) = I.

③ 由 D (A) D
(
A−1

)
= D (E) = I 可知 D

(
A−1

)
= [D (A)]−1; 对幺正表示

D
(
A−1

)
= D† (A).

(2) 如果和一个表示的所有矩阵都对易的矩阵只有单位阵乘上一个常数, 则这

个表示是不可约表示.

证明 假设 D 可约, 则可以变换为

D (Ai) =

[
D(1) (Ai)

D(2) (Ai)

]
, 对所有Ai ∈ G (A-28)

构造 M =
[

I 0

0 2I

]
, 显然有

D (Ai)M = MD (Ai) , 对所有i (A-29)

但 M 不是单位阵乘常数, 矛盾. 因此 D 一定是不可约的.

(3) 如果 D(1) 和 D(2) 分别为 l1 维和 l2 维不可约表示, 且

MD(1) (Ai) = D(2) (Ai) M (A-30)

那么, (a) 如果 l1 6= l2, 则 M = 0; (b) 如果 l1 = l2, 则 M = 0, 或 det M 6= 0, 即两表

示等价.

证明 不失一般性, 取 l1 6 l2. 取式 (A-30) 的厄米共轭得

D(1)†M† = M†D(2)† (A-31)

则

MM†D(2) (Ai)
† = MD(1) (Ai)

†
M† = D(2) (Ai)

†
MM† (A-32)

即 (
MM†) D(2) (Ai) = D(2) (Ai)

(
MM†) , ∀ (Ai) ∈ G (A-33)

由 Schur 引理 (1) 有 MM† = cI, 其中 I 为 l2 维单位矩阵.

① 首先考虑 l1 = l2 的情况, 有 |det M |2 = cl1 . 则要么 detM 6= 0 可逆, 有

D(1) (Ai) = M−1D(2) (Ai)M, ∀ (Ai) ∈ G (A-34)
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即 D(1) (Ai) 和 D(2) (Ai) 等价; 要么不可逆, 有

detM = 0 =⇒ c = 0, MM† = 0 =⇒
∑

γ

MαγM∗
βγ = 0, ∀ α, β (A-35)

特别地,令 α = β,有
∑
γ
|Mαγ |2 = 0,因此对于任意的 α, γ 都有Mαγ = 0,即M = 0.

② 如果 l1 < l2, 则 M 为 l2 × l1 的长方阵：

M =
(

. .

. .

)

︸ ︷︷ ︸
l1

l2 (A-36)

可以将 M 补成如下一个 l2 × l2 的方块矩阵

N =

l2︷ ︸︸ ︷
(M, 0)}l2 (A-37)

则

N† =

(
M†

0

)
和 NN† = (M, 0)

(
M†

0

)
= MM† = cI (A-38)

其中, I 为 l2 × l2 的单位矩阵. 而由构造可知 detN = 0, 因此 c = 0 =⇒ NN† = 0

或 M = 0.

3) 大正交定理

有限群表示中最重要的定理是如下定理.

大正交定理 设 G 为一个 n 阶有限群 (有 n 个元素)：{Ai, i = 1, 2, · · · , n}.
D(α) (Ai) (α = 1, 2, · · · ) 为群 G 的 lα 维不等价不可约表示, 则有

n∑
α=1

D
(α)
ij (Aα) D

(β)∗
k` (Aα) =

n

lα
δαβδikδj` (A-39)

证明 定义

M =
∑

a

D(α) (Aa) XD(β)
(
A−1

a

)
(A-40)

其中, X 为任意 lα × lβ 矩阵. 用 M 右乘表示矩阵有

D(α) (Ab) M =D(α) (Ab)
∑

a

D(α) (Aa) XD(β)
(
A−1

a

) [
D(β)

(
A−1

b

)
D(β) (Ab)

]

=
∑

a

D(α) (AbAa) XD(β)
(
(AbAa)−1

)
D(β) (Ab) = MD(β) (Ab)
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(1) 如果 α 6= β, 则 M = 0(Schur 引理), 有

M =
∑

a

D
(α)
ir (Aa) XrsD

(β)
sk

(
A−1

a

)
=

∑
a

D
(α)
ir (Aa)XrsD

(β)∗
ks (Aa) = 0 (A-41)

取 Xrs = δrjδsl(也就是说 X 除 jl 元素外为 0), 则有
∑

a

D
(α)
ij (Aα) D

(β)∗
k` (Aα) = 0 (A-42)

这说明对不同的不可约表示, 矩阵元对群元素求和后彼此正交.

(2) 如果 α = β, 则 M =
∑

a

D(α) (Aa) XD(α)
(
A−1

a

)
. 这说明

D(α) (Aa) M = MD(α) (Ab) =⇒ M = cI (A-43)

从而

∑
a

Tr

[
D(α) (Aa) XD(α)

(
A−1

a

)]
= cl2 或nTrX = cl2, 或c =

(TrX) n

lα
(A-44)

取 Xrs = δrjδs` 则有 TrX = δj` 以及

∑
a

D(α) (Aa)ij D(α) (Aa)∗k` =
n

lα
δikδj` (A-45)

这给出了给定不可约表示不同矩阵元的正交性.

4) 直积群

对于任意两个群 G1 = {E, A2, · · · , An} , G2 = {E, B2, · · · , Bm},如果群元素 Ai

和 Bj 对易, 则可以定义直积群 G1 ⊗ G2 = {AiBj |Ai ∈ G1, Bj ∈ G2m}, 它的乘积
法则是

(AkB`) ∗ (Ak′B`′) = (AkBk′) (B`B`′) (A-46)

G1 ⊗G2 的不可约表示就是 G1 和 G2 不可约表示的直积. 设 D(α) (Ai) 为 G1 的不

可约表示, D(β) (Bj) 为 G2 的不可约表示, 那么 G1 ⊗G2 的不可约表示就是

D(α×β) (AiBj)ab,cd ≡ D(α) (Ai)ac D(β) (Bj)bd (A-47)

它满足如下运算

[
D(α×β) (AiBj) D(α×β) (AkB`)

]
ab,cd

=
∑

e,f

[
D(α×β) (AiBj)

]
ab,ef

[
D(α×β) (AkB`)

]
ef,cd



附录: 群论 · 371 ·

=
∑

e,f

[
D(α) (Ai)ac D(α) (Ak)ec

] [
D(β) (Bj)bf D(β) (Be)fd

]

= D(α) (AiAk)ac D(β) (BjB`)bd

= D(α×β) (AiAkBjB`)ab,cd

2. 连续群

前面讨论的内容基本都是以有限群为例, 群中元素的个数是有限的. 如果一个

群有无穷多个元素,那么就称为无限群. 为了方便,可以用一个或多个实参数 (群参

数)来标记群元素

A (α1, α2, · · · , αn) , α1, α2, · · · , αn 为群参数 (A-48)

由一组连续的参数来表示的群称为连续群. 如果群参数是在紧致集 (compact

domain)上变化,那这个群就是一个紧致群(compact group). 例如,三维空间旋转群

是一个紧致群, 因为其群参数 (转动角度)定义在闭区间 [0, 2π]上; 而 Lorentz群则

不是紧致群, 因为它有一个群参数 β = v/c 定义在开区间 [0, 1) 上.

例子：二维空间旋转群是一个单参数连续群, 同时也是一个紧致群. 它的一个

表示是 SO(2) 群 (由行列式为 1 的 2 × 2 的实正交矩阵构成). 群参数可以取为旋

转角度 θ (0 6 θ 6 2π), 群元素表示为 R (θ), 群乘积为

R (θ1) R (θ2) = R (θ1 + θ2) (A-49)

我们可以单位元上的点来表示群元素, 用角度标记. 这称为群参数空间.

1) 群上的积分

在有限群的理论中, 重排定理

n∑

i=1

f (Ai) =
n∑

i=1

f (AiB) =
n∑

i=1

f (BAi) , B, Ai ∈ G (A-50)

对许多群表示的定理的证明都起着重要的作用. 对连续群, 对群元素求和可以推广

为群上的积分, 定义在群参数空间上
∫

dA ≡
∫

W (α1, · · · , αn) dα1 · · ·dαn (A-51)

其中, W (α1, · · · , αn) 为测度 (或权函数, measure). 为了能继续使用有限群的有

用的结果, 我们想要定义一个合适的群上的积分 (或选择一个合适的测度 W ) 使

得重排定理依然成立. 这称为群上的不变积分 (测度). 意思是说需要选择测度
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W (α1, · · · , αn), 使得对任意群元素 B 和任意定义在群参数空间的连续函数

u (A) ≡ u (α1, · · · , αn) 满足
∫

u (A) dA =
∫

u (AB) dA =
∫

u (BA) dA (A-52)

其中 ∫
u (A) dA ≡

∫
u (α1, · · · , αn) W (α1, · · · , αn) dα1 · · ·dαn (A-53)

使用更简单的符号

A = A (α1, · · · , αn) = A (α) , B = A (β1, · · · , βn) = A (β) (A-54)

则

BA = A (β)A (α) = A (γ) (A-55)

其中

γ = γ (β,α) (A-56)

为群参数 α, β 的函数. 这些函数由群乘积决定,包含了群结构的所有信息.将积分

写成

dA = W (α) dnα = W (α1, · · · , αn) dα1 · · ·dαn (A-57)

d (BA) = W (γ) dnγ = W (γ1, · · · , γn) dγ1 · · ·dγn (A-58)

那么群不变测度应该有如下性质

dA = d (BA) 或 W (α) dnα = W (γ) dnγ (A-59)

注意左乘 (右乘) 某个群元素 (如 B) 是一个到 G 本身的一一映射. 因此对某区域

V 中的一些元素, 在左乘 (右乘)B 时会移动到另一个区域 V ′. 由于 V 中的元素数

目与 V ′ 中相同, 有如下关系

ρV = ρ′V ′ (A-60)

其中, ρ (ρ′) 为 V (V ′) 中的元素密度. 这说明如果将测度 W (α1, · · · , αn) 取为 α 附

近的群元素密度, 可以得到

W (α) dnα = W (γ) dnγ, γ = γ (β,α) (A-61)

也就是说 W (α) 是一个群不变测度.

为了得到群元素密度 W (α), 考虑原点 (单位元)I = A (0) 附近的无穷小体积

元 V0 = dα1 · · ·dαn. 左乘 B 这个体积元移动到 V1

W (α) V0 = W (γ) V1 (A-62)
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或
W (α)
W (γ)

=
V1

V0
(A-63)

因此权函数的比值由体积元的比值确定. 将密度归一化使得 W (0) = 1, 即密度在

原点为 1. 取 α = 0 有

W (α) = W (0) = 1 以及 W (γ) = W (β) (A-64)

则

W (β) =
V0

V1
(A-65)

注意到在变换 B = A (β) 下体积元的变化为 α → γ (β,α) 的 Jacobian, 因此

V0 = dα1 · · ·dαn =
∂ (α1, · · · , αn)
∂ (γ1, · · · , γn)

∣∣∣∣
α=0

dγ1 · · ·dγn =
∂ (α1, · · · , αn)
∂ (γ1, · · · , γn)

∣∣∣∣
α=0

V1

(A-66)

最终不变测度为

W (β) =
[

∂(γ1, · · · , γn)
∂(α1, · · · , αn)

∣∣∣∣
α=0

]−1

(A-67)

因此为了得到群不变测度, 我们需要知道群参数在群乘积下如何改变.

例 A-1 SO(2) 群.

SO(2) 群和二维空间旋转群等价, 群乘积为

R (α)R (β) = R (γ) , γ = α + β (A-68)

其中, α, β, γ 为旋转角度. 群不变测度为

W (β) =
[

∂γ

∂α

]−1

= 1 (A-69)

注意, SO(2) 群的群元素在单位圆上均匀分布, 这说明点的密度在各处相同. 这就

是 W (β) = 1 的原因. 群上的积分为
∫2π

0

dα (A-70)

由于它是一个 Abel 群, 所有的不可约表示都是一维的, 并有如下形式

e±imα, m为整数 (A-71)

正交定理的形式如下 ∫2π

0

dαeimα
(
eim′α

)∗
= δmm′2π (A-72)
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如果选择的测度 f (α) 6= 常数, 就得不到正交定理.

例 A-2 SU(2) 群

SU(2) 群由所有行列式为 1 的 2× 2 幺正矩阵组成

UU† = U†U = 1, detU = 1 (A-73)

将幺正矩阵 U 写为

U =

(
a b

c d

)
(A-74)

则

U−1 =
1

det U

(
d −b

−c a

)
, U† =

(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
(A-75)

那么由

U−1 = U† 且det U = 1 (A-76)

可以推出

a∗ = d, c∗ = −b, |a|2 + |b|2 = 1 (A-77)

所以 2× 2 幺正矩阵最一般的形式为

U =

(
a −b

b∗ a∗

)
, 其中 |a|2 + |b|2 = 1 (A-78)

如果用实参数表示 a 和 b：

a = u1 + iu2, b = u3 + iu4, ui 为实数 (A-79)

则有如下约束

u2
1 + u2

2 + u2
3 + u2

4 = 1 (A-80)

因此 SU(2) 的群元素可以用四维球面上的点表示. 因此, 不变测度可选为
∫

dR =
∫

du1 · · ·du4δ
(
u2

1 + u2
2 + u2

3 + u2
4 − 1

)
(A-81)

直觉上可以理解 SU(2) 的作用对应球面上的旋转, 这个测度是不变的. 为了证明

它, 需要证明 ∫
dR′f (R) =

∫
dRf (R) (A-82)
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其中, R′ = SR 和 f 为任意函数. 利用下面的参数化

R′=

(
u′1 + iu′2 −u′3 − iu′4
u′3 − iu′4 u′1 − iu′2

)

S =

(
s1 + is2 −s3 − is4

s3 − is4 s1 − is2

)

R=

(
u1 + iu2 −u3 − iu4

u3 − iu4 u1 − iu2

)
(A-83)

由 R′ = SR 可知 



u′1 = s1u1 − s2u2 − s3u3 − s4u4

u′2 = s2u1 + s1u2 − s4u3 + s3u4

u′3 = s3u1 + s4u2 + s1u3 − s2u4

u′4 = s4u1 − s3u2 + s2u3 + s1u4

(A-84)

变换的 Jacobian 为

J =
∂ (u′1, u

′
2, u

′
3, u

′
4)

∂ (u1, u2, u3, u4)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s1 −s2 −s3 −s4

s2 s1 −s4 s3

s3 s4 s1 −s2

s4 −s3 s2 s1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(A-85)

可以看出 J = 1, 因为它是正交矩阵的行列式：s2
1 + s2

2 + s2
3 + s2

4 = 1. 因而有

du′1 · · ·du′4δ
(
u′21 + u′22 + u′23 + u′24 − 1

)

=
∂ (u′1, u

′
2, u

′
3, u

′
4)

∂ (u1, u2, u3, u4)
du1 · · ·du4δ

(
u2

1 + u2
2 + u2

3 + u2
4 − 1

)

= du1 · · ·du4δ
(
u2

1 + u2
2 + u2

3 + u2
4 − 1

)
(A-86)

2) 代数方法

对于比 SU(2)大的群,用代数方法更加有效. 它用生成元的对易关系来研究群

的结构, 类似于用角动量代数来研究旋转群. 实际上角动量代数构成了研究更一般

的群的基础. 下面来讨论一般 SU(n) 群的生成元 (SU(n) 群代数).

SU(n) 群是由 n × n 且行列式为 1 的幺正矩阵组成的群. 下面寻找表示群元

素的独立实参数. 幺正条件 UU† = 1 说明

∑

k

UikU∗
jk = δij (A-87)
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我们可以把 U 矩阵看成 n 个 n 维行向量

U i = (Ui1, Ui2, . . . , Uin) , i = 1, 2, . . . , n (A-88)

则幺正条件可写为

(U i,U j) =
∑

k

UikU∗
jk = δij (A-89)

这说明 U i 组成正交归一的向量集. 其中

(U i,U j) = 0 (i 6= j) =⇒ 给出 n (n− 1)
2

× 2 = n2 − n 个约束

(U i,U i) = 1=⇒ 给出 n 个约束

最后还有 detU = 1 给出一个约束. 因此 SU(n) 的独立实参数的个数为

2n2 − (
n2 − n

)− n− 1 = n2 − 1 (A-90)

另一种方法是由幺正矩阵 U 和厄米矩阵 H 的关系

U = eiH (A-91)

利用恒等式
det

(
eA

)
= etrA (A-92)

可以得到
detU = 1 =⇒ trH = 0 (A-93)

线性无关的 n× n 无迹厄米矩阵有 n2 − 1 个, 因此 SU(n) 有 n2 − 1 个参数. 下面

讨论具体的例子.

SU(2) 代数

SU(2)群描述三维旋转以及强相互作用中的同位旋. 这个群由有 3个参数. 参

数化 2× 2 幺正矩阵得到

U (ε1, ε2, ε3) = exp (iεiσi) (A-94)

其中, ε1, ε2, ε3 是实的群参数; σ1, σ2, σ3 是 Pauli 矩阵：

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(A-95)

Pauli 矩阵的对易关系为
[σi

2
,
σj

2

]
= iεijk

σk

2
, i, j, k = 1, 2, 3 (A-96)
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其中, εijk 是全反对称的 Levi-Civita符号, ε123 = 1. 满足下述关系的算符 J1, J2, J3

[Ji, Jj ] = iεijkJk (A-97)

称为 SU(2) 的生成元, 对易关系称为 SU(2) 群的李代数. 显然这与角动量算符

L = r × p 的对易关系相同. SU(2) 群的表示在第 2 章已经详细讨论过了, 现在我

们直接来处理 SU(3) 群.

SU(3) 代数

SU(3)群的一个物理应用是介子与重子的八重道 (eightfold way)分类法. 这也

是粒子物理中的夸克模型的基础之一. 以 αi (i = 1, 2, . . . , 8) 表示群变量, 群元素可

以写成

U (αi) = exp (iαiλi) , λi : 3× 3 的无迹厄米矩阵 (A-98)

Gell-Mann 最先给出 λi 矩阵的标准形式

λ1 =




0 1 0

1 0 0

0 0 0


 , λ2 =




0 −i 0

i 0 0

0 0 0


 , λ3 =




1 0 0

0 −1 0

0 0 0




λ4 =




0 0 1

0 0 0

1 0 0


 , λ5 =




0 0 −i

0 0 0

i 0 0


 (A-99)

λ6 =




0 0 0

0 0 1

0 1 0


 , λ7 =




0 0 0

0 0 −i

0 i 0


 , λ8 =

√
1
3




1 0 0

0 1 0

0 0 −2




这些 3× 3 矩阵可以看成是 Pauli 矩阵的推广. 注意这些矩阵是按照下式归一化的

tr (λiλj) = 2δij (A-100)

这些矩阵的对易子, 即 Lie 代数, 有如下形式
[
λi

2
,
λj

2

]
= ifijk

(
λk

2

)
(A-101)

fijk 是全反对称结构常数, 其中非零的常数给出如下

f123 = 1, f147 = −f156 = f246 = f257 = f345 = −f367 =
1
2
, f458 = f678 =

√
3

2
(A-102)
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因此 SU(3) 群的生成元 Fi 满足同样的对易关系

[Fi, Fj ] = ifijkFk (A-103)

由 λ3 和 λ8 都是对角矩阵可知

[λ3, λ8] = 0 (A-104)

即

[F3,F8] = 0 (A-105)

因此, F3 和 F8 可以被同时对角化, 其本征值可用于标记表示中的物理态. 代数中

可相互对易的生成元的最大数目被称为群或代数的秩(rank). 因此 SU(3) 是秩为 2

的群, 而 SU(2) 是秩为 1 的群. 这也同样是在一个给定的不可约表示标记物理态

所需的本征值的数目.

SU(3) 代数的表示

定义升降算符为

T± = F1 ± iF2, U± = F6 ± iF7, V± = F4 ± iF5 (A-106)

如果令 T3 = F3, Y =
2√
3
F8,其中 T3 是我们常用的同位旋,而 Y 是超荷.对易关系

就变成了 



[T3, T±] = ±T±, [Y, T±] = 0

[T3, U±] = ∓1
2
U±, [Y, U±] = ±U±

[T3, V±] = ±1
2
V±, [Y, V±] = ±V±

(A-107)





[T+, T−] = 2T3

[U+, U−] =
3
2
Y − T3 ≡ 2U3

[V+, V−] =
3
2
Y + T3 ≡ 2V3

(A-108)

{
[T+, V+] = [T+, U−] = [U+, V+] = 0

[T+, V−] = −U−, [T+, U+] = V+, [U+, V−] = T−
(A-109)

显然, 这些升降算符将物理态在 (T3, Y ) 平面上移动：

T+ 让 T3 增加 1, 而 y 不变;

U+ 让 T3 减少 1/2, y 增加 1; (A-110)

V+ 让 T3 增加 1/2, y 增加 1; 等等
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如果调节好 T3 和 Y 在图中的单位长度,那么升降算符就会将表示多重态的点连接

成一条条相互之间夹角为 60◦ 的线段 (图 A-1).

图 A-1 SU(3) 代数的升降算符

SU(3) 群的表示相当复杂, 这里只作简单的介绍, 只叙述而不证明. SU(3) 的

每个不可约表示可以用两个整数 (p, q) 代表. 在图像上则是 T3-Y 平面上的一个六

边形：其中三边长度为 p 个单位, 而其他三边为 q 个单位长度 (图 A-2(a)); 当 p 或

q 为 0 时, 这个六边形将坍塌为一个等边三角形 (图 A-2(b)). 这个图形对于 Y 轴

的反射是对称的. 回想此前提到 SU(2) 不可约表示可用一个整数 j 表示, 那么图

像上它是一条长度为 2j 的线段,有 2j +1的点,每个点都被一个物理态占据. 对于

SU(3) 的表示 (p, q), T3-Y 平面上每个点的物理态的重数符合下列规律：边界上的

点只被一个物理态占据,下一层则有两个物理态,第三层有三个,依此类推. 直到六

边形缩小到三角形,每个点的物理态数不再增加, 若 p > q 则停留在 q + 1, q > p则

是 p + 1. 图 A-3 中给出了一些低维表示的例子, 这也是一些非常重要的表示.

图 A-2 SU(3) 表示 (p, q), (p, 0) 和 (0, q) 的边界
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图 A-3 SU(3) 表示的一些例子

图中所有的点都只有一个物理态占据, 除了表示 8 的中心

3. SU(n) 中的张量方法

我们已经讨论过 SU(2) 和 SU(3) 的情形, 可以看出, 随着群的增大, 研究表示

结构的基本技巧变得越来越复杂. 下面要讲的张量分析方法将给我们提供一个对

于低阶表示十分有用的工具.

1) 张量分析

考虑一个物理系统对固定坐标轴进行旋转. 令 x′a, xb 代表旋转前后向量的分

量, 则有

x′a =
∑

b

Rabxb (A-111)

其中, Rab 是代表旋转的矩阵中的矩阵元. 例如, 关于 z 轴旋转的矩阵有如下形式

R =




cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


 (A-112)

注意, x′a 与 xb 之间的关系是线性齐次的. 旋转变换有下列重要性质.

(1) R 是一个正交矩阵.

RRT = RTR = 1, 即 RabRac = δbc, RabRcb = δac (A-113)
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正交关系有更简洁的表达形式

RabRcdδac = δbd, RabRcdδbd = δac (A-114)

也就是说, 在两个旋转矩阵元的乘积中, 让行指标或列指标相同再取和, 将会得到

Kronecker δ 函数.

(2) 乘积 x2 = xaxa 是旋转不变的.

x′ax′a = RacRabxcxb = xbxb (A-115)

这个结论可以推广到任意两个进行相同旋转变换的向量 A, B,

A′a = RabAb, B′
c = RcdBd (A-116)

因此 A ·B = AaBa 是旋转不变的. 可以简便地写为

A ·B = AaBa = AaBbδab (A-117)

有时被称为指标的缩并(contraction of indices).

(3) 梯度算符的变换
∂

∂x′a
=

∂

∂xc

∂xc

∂x′a
(A-118)

由 xb =
(
R−1

)
ba

x′a 可以得到

∂

∂x′a
=

(
R−1

)
ca

∂

∂xc
(A-119)

因此梯度算符按照
(
R−1

)T
变换.但是对于旋转变换来说, R是正交的：

(
R−1

)T =R,

∂

∂x′a
= Rac

∂

∂xc
(A-120)

即 ∂α =
∂

∂xa
与 xa 以相同的方式变换.

假设有两个矢量, 它们在旋转变换下按如下方式变换

Aa → A′a = RabAb, Bc → B′
c = RcdBd (A-121)

则向量直积的变换为

A′aB′
c = RabRcdAbBd (A-122)

二阶张量与两个向量直积有相同的变换性质, 即

Tac → T ′ac = (RabRcd)Tbd (A-123)
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类似地, n 阶张量定义为按如下方式变换的量

Ti1i2...in
→ T ′i1i2...in

= (Ri1j1) (Ri2j2) · · · (Rinjn
) Tj1j2···jn

(A-124)

注意, 这些变换都是线性齐次的, 那么如果对于所有的 ji 都有

Tj1j2···jn
= 0 (A-125)

则它们在其他的坐标系下也都是零.

下面这些运算可以保持张量的性质：

(1) 乘以常数

(cT )i1i2...in
= cTi1i2...in

(A-126)

(2) 同阶张量的加法

(T1 + T2)i1i2...in
= (T1)i1i2...in

+ (T2)i1i2...in
(A-127)

(3) 两个张量的乘积

(ST )i1i2...inj1j2···jm
= Si1i2...in

Tj1j2···jm
(A-128)

结果是一个阶数为两个张量阶数之和的张量.

(4) 缩并

SabcTde = SabcTdeδad → 3 阶张量 (A-129)

这个运算得到的张量比原张量的阶数少 2.

(5) 对称化和反对称化

如果 Tab 是 2 阶张量⇒ Tab ± Tba 也是 2 阶张量 (A-130)

(6) 特殊张量

RRT = 1,=⇒ RijRkj = δik 或 RijRklδjl = δik (A-131)

这意味着 δij 可以当成 2 阶张量来处理. 同样地,

(detR) εabc = εijkRaiRbjRck (A-132)

εabc 是 3 阶张量. εabc 有两个常用的等式

εijk εijl = δkl, εijk εilm = δjlδkm − δjmδkl (A-133)

张量旋转更普遍的记法 ——Jackson 记法是

x′a = Rabxb =⇒ Rab =
∂x′a
∂xb

(A-134)

从而可以写成

x′a =
∂x′a
∂xb

xb (A-135)
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SU(n) 中的张量变换

SU(n) 群由行列式为 1 的 n × n 幺正矩阵组成. 可以将这些矩阵视为 n 维复

向量空间 Cn 中的线性变换. 因此 Cn 中的任意向量 ψi = (ψ1, ψ2, · · · , ψn) 会被一

个 SU(n) 变换 Uij 映射为

ψi → ψ′i = Uijψj (A-136)

这个 ψ′i 也同样属于 Cn, 其中 UU† = U†U = 1, det U = 1. 显然, 对于任意两个向

量, 可以定义标量积

(ψ, φ) ≡ ψ∗i φi (A-137)

它在 SU(n) 变换下是不变量. 对于共轭向量的变换有

ψ∗i → ψ′∗i = U∗
ijψ

∗
j = ψ∗j U†

ji (A-138)

为方便起见, 引入上下指标

ψi ≡ ψ∗i , U j
i ≡ Uij , U i

j ≡ U∗
ij (A-139)

因此复共轭只是把下标和上标对换了. 在这种记法下, 式 (A-136) 和式 (A-138) 中

的转换变为

ψi → ψ′i = U j
i ψj (A-140)

ψi → ψ′i = U i
jψ

j (A-141)

SU(n) 不变的标量积为

(ψ, φ) = ψiφi (A-142)

幺正条件变为

U i
kUk

j = δi
j (A-143)

其中, Kronecker delta 函数定义为

δi
j = δij =

{
1, 如果i = j

0, 如果i 6= j
(A-144)

注意这种记法中求和总是对一对上下标进行的. 我们将之称为指标的缩并. ψi 是

SU(n)定义表示 (也称为基础表示或向量表示, 用 n标记)的基,而 ψi 是共轭表示

n∗ 的基.

高阶张量定义为有相同变换性质向量直积. 因此, 张量在变换中通常既有上标

也有下标.

ψ
′i1i2···ip

j1j2···jq
=

(
U i1

k1
U i2

k2
· · ·U ip

kp

)(
U l1

j1
U l2

j2
· · ·U lq

jq

)
ψ

k1k2···kp

l1l2···lq (A-145)
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它们对应的是更高阶表示的基.

Kronecker delta 函数和 Levi-Civita 符号在 SU(n) 变换下是不变的. 在不可约

张量中它们起到重要的作用.

(1) 从式 (A-143) 的幺正条件出发, 立刻得到

δi
j = U i

kU l
jδ

k
l (A-146)

因此 δi
j 虽然在 SU(n) 变换下是不变的, 却有着与二阶张量相同的行为, 所以可以

被当成张量来处理. 它们可以用于缩并其他张量以得到低阶张量. 例如, 如果 ψk
ij

是一个 3 阶张量

ψk
ij → ψ′kij = Uk

a U b
i U c

j ψa
bc (A-147)

用 δk
i 缩并得到

ψ′kij δk
i = δk

i Uk
a U b

i U c
j ψa

bc = U c
j δb

aψa
bc (A-148)

上式中用到了式 (A-146), 得到了一个一阶张量 (向量).

(2) Levi-Civita 符号定义为全反对称量：

εi1i2···in = εi1i2···in
=





1, 如果 (i1i2 · · · in) 是 (1, 2, · · · , n) 的一个偶置换

−1, 如果 (i1i2 · · · in) 是 (1, 2, · · · , n) 的一个奇置换

0, 其他情况

(A-149)

它同样是一个不变张量, 从行列式的性质可以得到

ε′i1i2···in
=U j1

i1
U j2

i2
· · ·U jn

in
εj1j2···jn

=(det U) εi1i2···in
= εi1i2···in

(A-150)

因为在 SU(n) 中 detU = 1, 所以 εi1i2···in
可被视为 n 阶张量. 我们可以利用这一

点来改变张量的阶数. 例如,

ψi2···inεi1i2···in
∼ ψi1 (A-151)

是一个矢量.

2) 不可约表示和 Young 表

通常而言我们定义的张量是 SU(n) 的可约表示的基. 为了将他们分解为不可

约表示的基, 利用张量的如下性质. 置换上标或下标的操作与 SU(n) 的操作是对

易的, 因为后者由相同的 Uij(或 U∗
ij) 组成. 我们将以一个简单的例子说明这一点.

考虑二阶张量 ψij 的变换

ψ′ij = Ua
i U b

j ψab (A-152)
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由于 U 矩阵是相同的, 可以重新标记指标如下

ψ′ji = U b
j Ua

i ψba (A-153)

因此张量的指标置换不影响变换. 令 P12 为交换两个指标的置换算符

P12ψij = ψji (A-154)

则 P12 与群变换对易

P12ψ
′
ij = Ua

i U b
j (P12ψab) (A-155)

这一性质可以被用于分解 ψij . 首先, 利用对称化和反对称化得到置换算符 P12

Sij =
1
2

(ψij + ψji) , Aij =
1
2

(ψij − ψji) (A-156)

从而有

P12Sij = Sij , P12Aij = −Aij (A-157)

在群论的语言里 Sij 是置换群 S2 的一个一阶表示的基, 而 Aij 是另一个一阶表示

的基. 显然, Sij 和 Aij 在 SU(n) 变换下不会混合

S′ij = Ua
i U b

j Sab, A′ij = Ua
i U b

j Aab (A-158)

这意味着二阶张量 ψij 可以被分解成 Sij 和 Aij , 而群变换绝不会使得不同对称性

的部分混合.事实上, Sij 和 Aij 无法进一步分解了,它们由此组成了 SU(n)不可约

表示的基. 这一点可以推广到更高阶的张量 (以及混合对称性) 上, 结论是, SU(n)

不可约表示的基对应着特定的指标置换对称性的张量.

寻找一个任意阶 f 的不可约张量的过程需要寻找一个指标置换操作的完备集.

置换群的不可约表示问题可以利用 Young 表 (Young tableaux)完备地解出. Young

表是 f 个有标号的盒子, 是对 f 个对象的置换操作的图像表示. 例如, 对于二阶张

量, Sij 中的对称指标 i和 j 可以用 i j 表示; Aij 的反对称指标可以用
i

j
表

示. 根据张量变换的规则有

S′ij = Uk
i U l

jSkl, A′ij = Uk
i U l

jAkl (A-159)

对于 n = 2 的情况则有

εijA′ij = εijUk
i U l

jAkl = εklAkl (A-160)

这里使用了等式

εijUk
i U l

j = det Uεkl = εkl (A-161)
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因此 εijAij 在 SU(2) 变换下是不变的. 事实上, Aij 已经是反对称的, 因此有

εijAij = 2A12 (A-162)

这意味着, 对应 Young 表
i

j
的反对称张量 Aij 在 SU(2) 变换下保持不变.

对于三阶张量 ψijk 有

i j k ,表示全对称组合Sijk =
1
6

(ψijk+ψjki+ψkij +ψjik+ψkji+ψikj) (A-163)

i

j

k

,表示全反对称组合Aijk =
1
6

(ψijk + ψjki + ψkij − ψjik − ψkji − ψikj) (A-164)

i j

k
,表示混合对称性的张量χij;k =

1
4

(ψijk + ψjik − ψkij − ψkji) (A-165)

可以把前面的分析推广到更高阶的张量. 例如, 考虑对应
i j

k
的张量 χij;k. 对

于 SU(2) 的情况, 变换法则是

χ′ij;k = U l
iU

m
j Un

k χlm;n (A-166)

因为 χij;k 关于 i ↔ k 变换是反对称的, 有

εikχ′ij;k = εikU l
iU

m
j Un

k χlm;n = Um
j εlnχlm;n (A-167)

其中使用了等式

εikU l
iU

n
k = εln detU (A-168)

这意味着, 竖直方向的两个盒子对应于 SU(2) 不变的张量, χij;k 是一个一阶张量.

因此
i j

k
表示的张量等价于一个盒子 j 表示的张量. 也就是说, 在 SU(2)

表示中, 可以消去任意的有两个盒子的一列, 因为它们是 SU(2) 不变的. 对于一般

的 SU(n)的情况也不难看出来, n个竖直方向的盒子表示的张量是 SU(n)不变的,

同样也是因为 Levi-Civita 符号不变张量的性质

εi1i2···inU j1
i1

U j2
i2
· · ·U jn

in
= εj1j2···jn detU = εj1j2···jn (A-169)

式 (A-170) 是一个一般的 Young 表的例子. 它将 f 个盒子放在行与列中, 并

满足行的长度从上到下是不增的, 即 f1 > f2 > f3 > · · · 且 f1 + f2 + f3 + · · · = f ,
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类似地, 列的长度从左到右是不增的. 每个盒子都有一个标号 ik = 1, 2, · · · , n.

i1 i2 · · · · · · if1

if1+1 · · · · · · if2

...

i...

(A-170)

上式对应一个张量

ψi1···if1;if1+1··· (A-171)

对应方法如下：

(1) 首先作对称化操作, 同一行的指标不会改变.

(2) 然后作反对称化操作, 同一列的指标不会改变.

如果一个 Young 表的指标在同一行里从左到右不减, 在同一列里从上到下严

格增加时, 我们就称之为正则 Young 表 (standard tableaux). 例如, 下面给出 n = 3

的混合对称张量各自的正则杨表：

1 1

2
2 (ψ112 − ψ211) ,

1 1

3
, 2 (ψ113 − ψ311)

1 2

2
(ψ122 − ψ221)

(A-172)

1 3

3
(ψ133 − ψ331) ,

2 3

3
(ψ233 − ψ332)

2 2

3
2 (ψ223 − ψ322)

(A-173)

1 2

3
(ψ123 + ψ213 − ψ321 − ψ312)

1 3

2
(ψ132 + ψ312 − ψ231 − ψ213)

(A-174)

其中用到了式 (A-165) 给出的张量 χij;k. 因此我们有 8 个独立的张量, 对应的是 8

维不可约表示.

非正则的杨表给出的张量都可以通过对称化和反对称化变为零或者不与正则

表的张量独立. 因此, 对于某个给定的杨表结构, 正则杨表的数量即为其对应的不

可约表示的独立张量个数, 即不可约表示的维数.
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不难看出, 对于由 k 个反对称指标构成的张量的例子, 这个数量满足

...





k,

(
n

k

)
=

n (n− 1) · · · (n− k + 1)
1× 2× 3× · · · × k

(A-175)

对于 k 个对称指标构成的张量则为

· · ·
︸ ︷︷ ︸

(
n + k − 1

k

)
=

n (n + 1) · · · (n + k − 1)
1× 2× 3× · · · × k

(A-176)

k

注意, 由于反对称性的要求, Young 表不能超过 n 行. 如果 Young 表有 n 行,

则可以用 εi1···in 来缩并有 n 行的列的指标. 从图像来讲, 就是简单地划去有 n 行

的列而不会改变张量的变换性质.

基本原理(见 Hammermesh 1963.) 对应给定结构杨表的张量可以组成 SU(n)

的不可约表示的一组基. 此外, 如果我们把所有不超过 n − 1 行的杨表都算进来,

且这个群对应的所有有限维的不可约表示都只计算一次, 这些张量将组成一组完

备集,

接下来给出不可约表示维数的两个等式. 如果用行长度来标记一个 Young 表,

(f1, f2, · · · , fn−1), 相邻的行之间长度差为

λ1 = f1 − f2, λ2 = f2 − f3, · · · , λn−2 = fn−2 − fn−1, λn−1 = fn−1 (A-177)

那么 SU(n) 的不可约表示的维数是一个给定 Young 表形状里的标准表的个数：

d (λ1, λ2, · · ·λn−1)

= (1 + λ1) (1 + λ2) · · · (1 + λn−1) (A-178)

×
(

1 +
λ1 + λ2

2

)(
1 +

λ2 + λ3

2

)
· · ·

(
1 +

λn−2 + λn−1

2

)

×
(

1 +
λ1 + λ2 + λ3

3

)(
1 +

λ2 + λ3 + λ4

3

)
· · ·

(
1 +

λn−3 + λn−2 + λn−1

3

)

· · · · · ·
×

(
1 +

λ1 + λ2 + · · ·+ λn−1

n− 1

)

可以用全对称和全反对称张量来验算一下. 以下给出一些简单的例子.
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例 A-3 SU(2) 群. Young 表只有一行

d (λ1) = (1 + λ1) (A-179)

因此 λ1 = 2j. 依次有

二重态, 三重态, · · · (A-180)

例 A-4 SU(3) 群. Young 表可以有两行

d (λ1, λ2) = (1 + λ1) (1 + λ2)
(

1 +
λ1 + λ2

2

)
(A-181)

等同于前述 SU(n) 维数的另一种计算方法, λ1 = p 且 λ2 = q. 简单的情况如下给

出

(1, 0) 3, (2, 0) 6, (3, 0) 10 (A-182)

(0, 1) 3∗, (0, 2) 6∗, (1, 1) 8 (A-183)

式 (A-180)在 n值较大的情况下很难计算,这时我们更多的利用另一个等式. 为此,

需要引入两个定义 —— 钩长和轴距离. 从表中任何一个盒子出发画两条垂直的钩

形线, 一条向右, 一条向下. 钩子经过的包括原来的这个盒子的盒子总数称为钩长

(hi), i 为出发的盒子编号. 例如,

1 2

3 4
h1 = 3,

1 2

3
h2 = 1 (A-184)

轴距离 Di定义为某个盒子到 Young表左上角的盒子所需的步数. 向左记 +1,向上

记 −1. 例如, 有
0 1 2

−1 0

−2

(A-185)

这个 Young 表形状对应的 SU(n) 不可约表示的维数是

d =
∏

i

(
n + Di

hi

)
(A-186)

对 Young 图中所有盒子取乘积. 用一个简单的例子来说明.

Young 表 , 钩长
3 1

1
, 轴距离

0 1

−1
(A-187)
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因此维数为

d =
(n

3

) (
n + 1

1

)(
n− 1

1

)
=

n
(
n2 − 1

)

3
(A-188)

当 n = 3 时, d = 8, 与我们之前计算的结果一致.

3) 直积表示的分解

SU(n) 不可约表示的 Young 图标记一个重要应用在于直积表示的分解. 为了

得到直积表示的不可约表示:

(1) 在两个相乘的表中较小的一个 Young 表里, 给每一行用 a, b, c, · · · 依次
标记

a a · · · · · · a

b b · · · b

c · · · c

· · ·

(A-189)

(2)将用 a标记的盒子放入另一个相乘的表中,要求没有两个 a出现在同一列,

且结果的表仍旧是 Young表 (即不同行的长度从上到下不增,不同列的长度从左到

右不增, 且不超过 n 行. ) 对 b, c, . . . 依次重复这个过程.

(3) 等第一个表中所有盒子都已放入第二个表了, 从右往左数每一行, 会得到

一个序列, 要求这个序列从任意一点截断, 其左的子序列里, a 出现次数 > b 出现

次数 > c 出现次数 > · · ·
考虑 SU(3) 群的两个例子.

例 A-5

a × =
a

+ a (A-190)

对应着

3× 3 = 3∗+6 (A-191)

例 A-6

a a

b
× = 8× 8 (A-192)

第一步：

a
+

a
+

a

(A-193)



附录: 群论 · 391 ·

第二步：

a a
+

a

a
+

a

a

+ a

a

(A-194)

第三步：

a a

b
+

a a

b

+
a

a b
+ (A-195)

27 10 10∗ (A-196)

a

a

b

+
a

b

a

+ a

a b

8 8 1 (A-197)

得到结果

8× 8 = 1 + 8 + 8 + 10 + 10∗ + 27 (A-198)
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