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Vorwort zur Neuauflage

Dieses Buch stellt das Lebenswerk des Ingenieurs und Hochschullehrers Prof. Dr. sc. techn o
Dr. h. C. Walter Traupel (1914 - 1998) dar. Es ist vom Springer-Verlag als erstes Glied der neuen
Reihe "Klassiker der Technik" bestimmt worden . Ihm sollen weitere Werke von zeitlosem
didaktischem und wissenschaftlichem Wert folgen. Uber die hohe Ehre, die damit Walter Traupel
erwiesen wird, freuen sich die Unterzeichneten - ehemalige Schuler und Doktoranden von Traupel an
der ETH in ZUrich - sehr .

Walter Traupel war in den ersten 16 Jahren seines Berufslebens in der Industrie tatig und
wirkte an der Entwicklung der ersten Gasturbine der Fa. Gebriider Sulzer in Winterthur (Schweiz)
massgeblich mit. 1954 erhielt er den Ruf an die ETH nach ZUrich. Dort wirkte er als Ordinarius fur
Thermische Turbomaschinen bis zu seiner Emerit ierung im Jahr 1983. Als Vorsteher der Abteilung
fur Maschinenbau und spater als Rektor der ETH nahm er als weitsichtiger Zeitgenosse an den
Auseinandersetzungen mit den Stromungen des damaligen Zeitgeistes regen Anteil.

Bereits zu Beginn seiner Industrietatigkeit wandte er sich der grundlegenden Theorie der
Stromungsmaschinen zu, weil er die damals ubliche , sehr unterschiedliche Behandlung von Turbinen
und Verdichtem als hochst unbefriedigend empfand . Seine Dissertation "Neue allgemeine Theorie
der mehrstufigen axialen Turbomaschine", 1942 veroffentlicht, behandelte erstmals diese Maschinen
auf formal einheitliche, dimensionslose, allgemein gultige Art.

Als Vierzigjahriger an die ETH berufen, nahm er sich das Verfassen eines umfassenden
Lehrbuches uber thermische Turbomaschinen vor. Schon 1958 erschien Band I (Thermodynamisch
stromungstechnische Berechnung), dem 1962 Band II (Regelverhalten, Festigkeit und dynamische
Probleme) folgte . Acht Jahre sparer (1966 bzw. 1968) wurden beide Bande in einer zweiten Auflage
veroffentlicht, mit uberarbeitetem, dem technischen Fortschritt angepasstem Inhalt. Die rasante
Entwicklung des Elektronenrechners und der Einzug immer detaillierterer numerischer
Rechenverfahren in die technische Wissenschaft pragten die nachste , tiefgreifende Uberarbeitung,
Die 3. Auflage erschien 1977 bzw. 1982, also kurz vor seiner Emeritierung. Sie wird als "Klassiker"
in unveranderter Neuauflage vorgelegt.

Was erklart das Interesse des heutigen Lesers an diesem uber 20 Jahre alten Werk in einem
Gebiet , wo doch der technologische Fortschritt we1tweit intensiv vorangetrieben wird?

Traupe1s berufliches Credo lasst sich im Vorwort zur ersten Auflage nachlesen: "Der
Ingenieur sollte [...] stets bestrebt sein, die Zusammenhange aus den grundlegenden Naturgesetzen zu
verstehen, also in jedem einzelnen Fall ein Beispiel eines Allgemeinen zu erkennen." - Diesem
Vorsatz ist Traupel durch aile drei Auflagen treu geblieben.

Dieses Lehrbuch verknupft praktische Fragestellungen mit einem streng wissenschaftlichen
Vorgehen; es schafft eine klare Verbindung zwischen physikalischer Anschauung und
mathematischer Formulierung; es macht die Theorien durch ihre konsequent dimensionslose
Darstellung in weiten Grenzen auch quantitativ ubertragbar; es besticht durch die hohe Kunst,
theoretische Modelle auf das jeweils Wesentliche zu vereinfachen, tiberschaubare Losungen zu
gewinnen und deren Bedeutung und Vertrauenswurdigkeit klarzumachen. Traupel appelliert dabei
auch an die Intuition, vermittelt ein GefUhl fur die Grossenordnungen und regt dadurch zum kreativen
Denken an. Mit der gleichwertigen Behandlung der thermodynamisch-stromungstechnischen und der
mechanisch-konstruktiven Fragen offnet er den Blick fur Zusammenhange, die im Zuge der
zunehmenden Spezilisierung oft ubersehen werden .

Einzigartig ist die didaktische Fahigkeit Walter Traupels , den Leser gleichsam in einen
Dialog einzubeziehen. Die Fragen, die sich beim mitdenkenden Leser laufend einstellen, werden im
Text sofort beantwortet, zugleich werden Hinweise auf mogliche Fehlschlusse und gedankliche
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Sackgassen angefugt, So ist das Buch ein didaktisches Meisterwerk, das am Beispiel der thermischen
Turbomaschinen die kreative ingenieurwissenschaftliche Denkweise schlechthin demonstriert.

Es war fur Traupel nbrigens ein wichtiges Anliegen, das Asthetische auch im beruflichen
Streben zur Geltung kommen zu lassen. Die innere Schonheit einer Theorie oder eines machtigen
technischen Werkes gab ihm hochste Genugtuung. So sagte er in einer Rede im Jahr 1980 tiber "Weg
und Sinn der Technik": "Nie harte ich mich der Muhe unterzogen, ein Buch zu schreiben, in dem ich
versuchte, die Theorie der thermischen Turbomaschinen C••.) in einem einzigen logisch einheitlichen
Zusammenhang darzustellen, wenn man aus dieser Theorie nicht eine Art Kunstwerk machen
konnte". Und in seiner Abschiedsvorlesung prazisierte er: "Souverane Freiheit in strengster Bindung,
das ist das Grossartige, das uns in der Wissenschaft begegnet; es macht ihre Schonheit aus."

Naturlich hat die Forschung der letzten 25 Jahre in einigen Gebieten wesentliche Fortschritte
ermoglicht, die bei Traupel erst ansatzweise behandelt werden . Solche Gebiete sind zum Beispiel
- die Beherrschung von Uberschallstromungen, insbesondere im Verdichterbau,
- die Schwingungsdynamik, speziell die Aeroelastizitat,
- die Schaufelkuhlung von Gasturbinen, oder
- generell die neuen numerischen Methoden der Stromungslehre und der Mechanik, die - nicht

zuletzt dank der Entwicklung leistungfahiger Computer - auch dreidimensionale und
zeitabhangige Phanomene in Raumgebieten hochst komplizierter Gestalt , zum Beispiel in der
mehrstufigen Beschaufelung eines Verdichters oder einer Turbine, einer detaillierten Berechnung
zuganglich machen.

Grundsatzlich ausgeklammert wurden in Traupels Werk die Fragen der Fertigung, der
Materialtechnik (wie z. B. die Korrosion), der Larmentstehung, ebenso wie der gesamte
Fragenkomplex der Verbrennung.

Uber spezielle Probleme hat er separate Bucher verfasst. So erschienen 1962 ein Buch "Die
Theorie der Stromung durch Radialmaschinen", in dem er friihere, inkoharente Theorien zu einem
Ganzen zusammenfugte, und 1970 ein zweites, die "Grundlagen der Thermodynamik", in dessen
Nachwort er auch weltanschauliche und erkenntnitheoretische Aspekte anspricht.

Das vorliegende Buch lasst auch die Faszination der ganzen Lehrtatigkeit von Traupel
aufleben. Die Vorlesungen Professor Traupels waren fur uns Studenten immer neu ein Erlebnis. Von
den Grundlagen der Thermodynamik und der Stromungsmechanik tiber die Regelungstechnik zur
Schwingungs- und Festigkeitslehre spannte sich der Bogen. Oft erfassten wir erst hier richtig - am
Beispiel der Turbomaschinen - was in den propadeutischen Fachern nur ungenugend verstanden
wurde. Hier wurden, wie nirgends vorher, die Zusammenhange auf die grundlegenden Naturgesetze
zuruckgefuhrt, hier wurde in begrifflich strenger Weise erklart, ohne das technische Werk aus den
Augen zu verlieren. Traupel erlauterte seinen Stoff in vollkommener sprachlicher Formulierung,
begleitet von einer meisterhaften graphischen Darstellung an der Wandtafel, auf eine Art, wie wir es
bisher nicht gehort oder gesehen hatten. Dies war aber nicht alles. Bei ihm spurten wir etwas von dem
grossen Ernst, mit dem er seine Lehrverpflichtung wahmahm, etwas auch von der ungeheuren
Konzentration, die eine Voraussetzung fur erfolgreiches wissenschaftliches Arbeiten ist, und wir
erlebten, "dass wir einen herrlichen Beruf' gewahlt hatten, - wie er es seIber einmal ausgedruckt hat.

Yom Temperament her Wissenschafter, formal streng und deduktiv, wies er uns immer
wieder auf die Bedeutung des Konstruierens hin. Er erkannte fruh die Gefahr einer durch die
Moglichkeiten des Computers geforderten Verwissenschaftlichung der Ingenieurausbildung und 
tatigkeit, die Gefahr, welche - nach seinen eigenen Worten - darin besteht, "die Bedeutung der
formschaffenden Einbildungskraft, der grossartigen schopferischen Synthese, die uns bei einer
wohlgelungenen Konstruktion so anspricht, vollig zu ubersehen''.

Die geistige Ausstrahlung der Personlichkeit Traupels, weit tiber das Wissenschaftliche
hinaus, hat seine Studenten in hohem Masse beinflusst. Wie es in der Widmung des Buches zum
Ausdruck kommt, sind Ehrfurcht und Schopfung Schlusselworte, zentrale Anliegen Traupels, was
nicht etwa heisst, dass er sie bei jeder Gelegenheit im Munde gefuhrt hatte - ganz im Gegenteil. Er
weiss, dass der Ingenieur als Techniker, aber auch als Manager, hier besonders gefahrdet ist. Das
unverantwortliche Eingreifen in die Natur, die nicht mehr als Schopfung, als das unergrundliche
Wunder verstanden wird, ihre zerstorerische Ausbeutung stellen die eine Seite dieser Gefahrdung dar.
Ehrfurcht soil uns aber auch davor bewahren, zur Sinnentleerung der menschlichen Arbeit oder zur
Manipulation des Individuums beizutragen. Wo diese Ehrfurcht fehlt, wird die Welt eng, bedruckend
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und gnadenlos. "Von uns ist gefordert, vor dieser unverstandlichen Schopfung Ehrfurcht zu haben als
Nichtwissende", hat er in einer Rede anlasslich des 125-jahrigen Jubilaums der ETH gesagt.
Ehrfurcht hat das Geheimnis zur Voraussetzung; sie ist insbesondere unvereinbar mit einer
Auffassung, die glaubt, die ganze Wirklichkeit mit dem Verstand, mit naturwissenschaftlichen
Methoden erfassen zu konnen. "Die Wirklichkeit ist abgrundtief. Nur ganz an der Oberflache
erkennen wir; das Tiefere konnen wir kaum erahnen" , schreibt er in der Schlussbetrachtung seines
Thermodynamikbuches.

Und in seiner Rektoratsrede "Hochschule und Spezialistentum" (1962) hat er die
Zusammenhange zwischen Vertiefung und Beschrankung erlautert und dazu aufgerufen - trotz der
durch den Beruf geforderten Spezialisierung - Offenheit und Weite des Geistes anzustreben. Ais
Ptlicht des Hochschullehrers bezeichnete er, "durch die Weise und den Geist unseres Lehrens" in den
jungen Menschen das Streben nach menschlicher Ganzheit zu fordern, denn "sie allein konnen
verhindem, dass all unser kompliziertes Wissen und Konnen in die Sinnlosigkeit absinkt" .

Wir konnen zuriickblickend in Dankbarbeit feststellen, dass er diese seine hohen Anspriiche
an den Hochschullehrer in exemplarischer Weise erfiillt hat.

Dr. sc. techno ETH Viktor Beglinger

Prof. em. ETH Dr. Georg Gyarmath y

Prof. em. ETH Dr. Peter Suter
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Aus gleichen Grunden wie beim ersten Band, muBte auch der zweite Band dieses
Buches fast vollstandig neu geschrieben werden.

Das Kapitel iiber das Verhalten der Turbomaschinen unter geanderten Betriebsbedin
gungen, das fruher zum ersten Band gehorte, ist in den zweiten Band verlegt und sehr
stark erweitert worden (namentlich die Ausfiihrungen iiber Stabilitatsgrenze und rotie
rendes AbreiBen) . Demgegeniiber war bei den Kapiteln tiber die Regelung eine wesentliche
Straffung moglich, Die Regelsysteme und ihre Dynamik sind heute weitgehend die Domane
des Elektronikers, weshalb es genu gt, die dynamischen Eigenschaften der Maschinen
selbst anzugeben.

Die Behandlung der Festigkeitsprobleme hat in der Praxis eine besonders tiefgreifende
Umgestaltung erfahren. Dem konnte in befriedigender Weise nur Rechnung getragen
werden durch Einfiihrung eines Kapitels iiber die allgemeinen Grundlagen der Festigkeits
rechnung. Dieses enthalt eine knappe, anschauliche Darstellung des Verfahrens der finiten
Elemente und einen Uberblick uber die Methoden zur Beurteilung von Beanspruchungs
zustanden einschlieBlich der Bruchmechanik. Naturgemaf sind die Akzente entsprechend
den typischen Festigkeitsproblemen des Turbomaschinenbaues gesetzt, doch kann diese
zusammenfassende Darstellung wohl auch uber das Gebiet der Turbomaschinen hinaus
niitzliehe Dienste leisten, denn meines Wissens existiert eine solche bisher in der Literatur
nicht. Es soll damit der Entwicklung entgegengewirkt werden, daB der Ingenieur, der
sich nicht auf Festigkeitsprobleme spezialisiert, die moderne Betrachtungsweise dieses
Gebietes nicht mehr versteht. Uberhaupt reicht die Anwendung der dargestellten Metho
den an vielen Stellen iiber das Gebiet des Turbomaschinenbaues hinaus. - Die spezi
fischen Ausfiihrungen iiber die Beanspruchung der Schaufeln, Rotoren und Gehauseteile
konnten stark gekurzt werden, da die Rechnung mit finiten Elementen an vielen Stellen
iiltere Naherungsverfahren ersetzt. Auch wurde auf die Beifiigung von Werkstoffunter
lagen verzichtet, da diese an anderen Stellen viel umfassender zu finden sind.

SchlieBlich erfuhren die Kapitel tiber die Berechnung der Temperaturfelder sowie iiber
Schaufelschwingungen und Rotordynamik eine weitgehende Umgestaltung, einerseits
infolge der Einfiihrung moderner numerischer Methoden, anderseits weil au ch neueres
empirisches Material mitbertioksiohtigt wurde.

Das Buch wurde aber nicht nur durchgehend dem derzeitigen Stande der Technik
an gepaBt, sondern es enthalt auch an vielen Stellen bis heute unveroffentliohte Infor
mation. Die Forderungen einer klaren und hinreichend umfassenden Darstellung einer
seits und der Beschrankung des Umfanges anderseits waren nicht leicht gleichzeitig
zu erfiillen ; ich hoffe , daB es in optimaler Weise gelungen sei. - Wie im ersten Band
beschrankt sich die Beschreibung numerischer Methoden auf die Wiedergabe der zugrunde
liegenden Beziehungen, da die Numerik selbst zu einem umfangreichen Sondergebiet
geworden ist. Da es in allen Fallen gelang, den Gang der Rechnung im Text genugend
zu beschreiben, wurde auf die Beifiigung von FluBdiagrammen verzichtet, die Umfang
und Kosten des Buches vergrollert hatton.

Es ist mir ein Bediirfnis, all denen meinen Dank auszusprechen, die zum Zustande
kommen dieses W·erkes beigetragen haben. Das sind zum einen die schon im Vorwort des
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ersten Bandes erwahnten Firmen, durch deren Engagement es moglich wurde, auch jetzt
wieder die Kosten del' technischen Buchherstellung teilweise aufzufangen. Zum anderen
sind es VOl' allem meine Sekretarin, Frau Brigitte Dufour-Spani, die die Reinschrift des
Manuskriptes besorgte, und meine Assistenten, die Herren J. Buiikofer, H. R . Denzler,
L . Gastaldi, K. Heiniger, E. Rikli, P. Rufli und A . Vogel, die durch Lesen del' Korrek
turen und in anderer Weise mitgeholfen haben. Erneut mochte ich auch den Mitarbeitern
des Springer-Verlages fiir ihre sorgfaltige Arbeit und ihr Verstandnis danken.

Zurich, im August 1981 W. TRAUPEL
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11 Das Verhalten unter geanderten Betriebsbedingungen

11.1 Das Verhalten des Gitters und der Stufe

Die Betrachtung des Verhaltens eines Gitters gegebener Geometrie ist der naheliegende
Ausgangspunkt zur Untersuchung des Verhaltens einer Turbomaschinenstufe unter
geanderten Betriebsbedingungen. Es seien hI> PI> c1, IX1 bzw . h2, P2' c2, IX2 Enthalpie, Druck,
Stromungsgeschwindigkeit und Stromungswinkel (gegen Gitterfront) in einer Kontroll
flache vor dem Gitter (Index 1) und nach dem Gitter (Index 2). Stets lassen sich die
Verluste im Gitter kennzeichnen durch einen Wirkungsgrad 1], dessen genauere Definition
an dieser Stelle offengelassen werden kann, da die grundlegenden Zusammenhange davon
nicht beriihrt werden. - Die Uberlegungen konnen ubrigens auch ebensogut iibertragen
werden auf andere Verlustcharakteristika, wie Gleitzahlen und dgl. - AuBer den Verlusten
sind die Ab1enkungseigenschaften eines Gitters maBgebend, also der Abstromwinkel IX2•

Um die Anzahl der Variablen auf ein MindestmaB zu bringen, zieht man die dimensions
lose Darstellung heran . Nach den AusfUhrungen Bd. I , Abschn. 3.9 sind die maBgebenden
Variablen Mach-Zahl M , Reynolds-Zahl Re und Turbulenzgrad Tu. Da im FaIle des
Gitters die Zustromriehtung willkurlich eingestellt werden kann, laBt sich sein Verhalten
ersohopfend beschreiben durch zwei Relationen der Art

1} = 1](IX1, M , Re, Tu), 11.1(1)

Dabei kann offengelassen werden, nach welcher Konvention M und Re gebildet werden.
Diese Relationen konnen in mannigfacher Weise anders dargestellt werden. Mit den

Definitionen der Normalenthalpie j und der kritischen Geschwindigkeit c*

'" V21( 0 0 V'2 I( - 1 '0
c'· I( + 1P v = I( + 1J , 11.1(2)

vgl. auch Gl. 1.6(5) und 3.6(11) in Bd. I, laBt sich eine Mach-Zahl

M* = cfc*

bilden, und es gilt auch fur die beiden Kontrollebenen

11.1(3)

2
• '0 C2

J2 =J -2' 11.1(4)

11.1(6)

11.1(5)

Damit ergibt sich z.B. fiir ein Beschleunigungsgitter die Energiegleichung

c
2

[C
2

] {C
2

( C2) [ (P )"-1]}; = 1] i + L1hs = 1] i + jO - i 1 - P: - ,,- ,

was mit Hilfe der Definitionen Gl. 11.1(2) und (3) auch in die Form

M~2 = 1] {Mi2+ (: + ~ - Mi2) [1 - (::r:1

H
iibergefuhrt werden kann. Mit Gl. 11.1(5) ist 1} implizite definiert ; Mi und M: sind die
mit c1 und c2 gebildeten M *. - Wenn mit 11 und 12 die Schaufelhohen in den beiden

W. Traupel, Thermische Turbomaschinen  
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2001 
 
 



2 11 Das Verhalten unter geanderten Betriebsbedingungen

woraus

Kontrollflachen bezeichnet werden, lautet die Kontinuitatsgleichung

c2l2 sin X 2 clll sin Xl

V 2 VI

(
'0 C§) l .

v
2
l
l

sin Xl j2Plll sin Xl J - 2"" PI 1 sm Xl

C2 = Cl V l 'n = Cl • pl' = c l ( '0 C2
l ) l .1 2 SI X 2 Jl 2 2 sin X 2

J - 2"" P2 2 sm X 2

Dies wiederum geht mit den gegebenen Definitionen uber in

11.1(7)

11.1(8)

11.1(9)M* = M* (I( + 1) - (I( - 1) M~2 (PI) II sin iX l

2 1 (x + 1) - (I( - 1) Mf2 P2 l2sin iX2 .

In den GIn. 11.1(1) wahle man nun als maBgebende Mach-Zahl Mi (beim Beschleuni
gungsgitter also von allfalligen lokalen Spitzenwerten abgesehen del' grolste Wert) . Fur
eine gegebene Wertegruppe iXV M:, Be, Tu liefern die genannten Beziehungen 1) und iX2•

Die GIn . 11.1(6) und (9) stellen dann ein System von Bestimmungsgleichungen fur P2!Pl
und Mf dar. Daraus folgt, daB man anstatt M~ ebensogut P2!Pl als unabhiingige Variable
wahlen kann. Im Unterschallbereich ist anch Mi' als unabhangige Variable brauchbar,
wahrend bei M~ > 1 und sperrendem Gitter einem ganzen Bereich von Werten M~ oder
P2!Pl ein festes Mi' entspricht. Es ist somit anstelle del' GIn. 11.1(1) auch die Darstellung

1) = 1)(iX 1, P2!Pl' Be, Tu), iX2 = iX2( X 1, P2!PV Be, Tu) 11.1(10)
moglich.

Wie aus den AusfUhrungen Bd. I, Abschn. 3.6 hervorgeht, konnen anstatt Mach
Zahlen stets anch Crocco-Zahlen verwendet worden, die gegeben sind durch

c - c!cmax , - V2'0Cmax = J . 11.1(11)

Das fuhrt auf die Darstellungsweise

1) = 1)(x1, C, Be, Tu), iX2 = x 2( X V C, Be, Tu). 11.1(12)

Obwohl hier von del' Vorstellung des Beschleunigungsgitters ausgegangen wurde, gelten
diese Uberlegungen allgemein.

In del' iiberwiegenden Mehrzahl del' FaIle liegen in thermischen Turbomaschinen die
Reynolds-Zahlen so hoch, daB ihr EinfluB gering wird odeI' iiberhaupt verschwindet. Das
gleiche gilt vom Turbulenzgrad. Somit bleibt dann praktisch fur ein gegebenes Gitter
noch eine zweiparametrige Schar ahnlichkeitstheoretisch unterscheidbarer Stromungs
zustande ubrig, wobei del' eine Parameter iX l ist, wahrend fiir den anderen je nach Dar
stellungsweise eine Mach-Zahl, eine Crocco-Zahl oder das Druckverhaltnis gewahlt werden
kann. Die in Bd. I gemachten Angaben entsprechen del' hier angegebenen Struktur del'
GesetzmaBigkeit. Fur die Turbinengitter ist das in Abschn . 8.4e aufgezeigt . Die fur
Axialverdichter gultigen Setzungen G1. 8.5(32)-(34) mit den zugehorigen Diagrammen
implizieren ebenfalls einen solchen Zusammenhang. Das gleiche gilt fur die GIn. 8.6(23)
und (64) und die zugehOrigen Diagramme, die fUr den Radialverdichter gelten. - AIle
diese Angaben sind abel' nicht streng und allgemeingiiltig. Sehr genaue Unterlagen diesel'
Art konnen im Einzelfall nul' empirisch fur die jeweils vorliegende besondere Geometrie
beschafft werden.

Aus diesen Uberlegungen laBt sich eine allgemeine SchluBfolgerung iiber das Verhalten
einer Turbomaschinenstufe ziehen. Die Effekte von Reynolds-Zahl und Turbulenz mogen
als vernachlassigbar betrachtet werden. Dann existieren fur Leit- und Laufrad je eine
zweiparametrige Schar ahnlichkeitstheoretisch unterscheidbarer Sbromungszustande.
Weiter kann die Umfangsgeschwindigkeit gewahlt werden, genauer gesagt ein aus ihr
gebildetes dimensionsloses Charakteristikum wie eine Mach-Zahl oder eine Crocco-Zah1.
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Die damit gegebenen 5 Variablen sind aber nicht allo voneinander unabhangig. Aus dem
Abstromwinkel des ersten Schaufelkranzes und der (dimensionslosen) Umfangsgeschwin
digkeit ist kinematisch der Zustromwinkel zum zweiten Rad gegeben, und aufserdem
besteht die Bedingung, daf beide Rader den gleichen Massenstrorn verarbeiten, Diese
beiden Beziehungen bewirken, daB nur noch 3 Variable willkirrlieh wahlbar sind, woraus
folgt :

Bei verschwindendem EinflufJ von Reynolds-Zahl und Turbulenzgrad ist die Schar der
ahnlichkeitstheoretisch unterscheidbaren Betriebezusuinde einer Turbomaschinenstufe drei
parametrig.

Diese vollstandige dreiparametrige Stufencharakteristik 1 wird aber in der Praxis
selten benotigt. Geht namlich der betrachteten Stufe keine weitere voraus, so wird der
Zustromwinkel normalerweise unveranderlich sein, womit ein Parameter bereits festliegt.
Wenn aber der Stufe eine vorausgeht, so sind die Stromungszustande in beiden einander
zugeordnet. Der Abstromwinkel der vorausgehenden Stufe variiert gesetzmaBig mit dem
in ihr herrschenden Stromungszustand. Er ist zugleich der Zustromwinkel zur naohsten
Stufe, womit dieser dem Stromungszustand so zugeordnet ist, dall er nicht mehr frei
gewahlt werden kann (man denke an den Grenzfall der Repetierbedingungen). In beiden
Fallen scheidet also der Zustromwinkel als unabhangige Variable aus, so daf praktisch
nur noeh eine zweiparametrige Schar ahnlichkeitsthcoretisoh unterscheidbarer Betriebs
zustande iibrigbleibt. Eine Ausnahme bilden z. B . Radialverdichterstufen mit beliebig ein
stellbarem Vordrall .

11.2 Die Charakteristik der Turbinenstufe

Die dimensionslose Darstellung der Gleichungen, die das Verhalten einer Turbinen
stufe beschreiben, wird am einfachsten mit Hilfe der Crocco-Zahlen.

wobei

u
V V2jO'

'0 _ • c5 _ '" c5
J = Jo + "2 - '" _ 1Povo + "2 .

11.2(1)

11.2(2)

11.2(3)

Die Indices 0, 1, 2 verweisen stets auf die Kontrollflachen vor Leitrad, vor Laufrad und
nach Laufrad. Wenn alsdann die Ringquerschnitte mit Q bezeichnet werden, gehen
Energiegleichung 11.1(5) und Kontinuitatsgleichung 11.1(8) fur das Leitrad sinngemals
in die folgende Form iiber :

Cr = n' {(1- C5) [1- (~J'~I] + C5},

11.2( 4)

11.2(6)

Die kinematischen Relationen, welche die relative Zustromgeschwindigkeit zum Laufrad
nach Betrag und Richtung festlegen , lauten

wi = Ci + vi - 2C1 VI cos 1Xl> 11.2(5)

. fJ C 1 .
SIn \ = WI sInlX\.

1 Hier ist stets die Stufencharakteristik vom ersten der zwei unter 9.2 unterschiedenen Typen gemeint,
also die Beschreibung des Verhaltens einer Stufe vollstandig gegebener Geometrie.
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Bei der Aufstellung der Laufradgleichungen ist zu beachten, daB die Crocco-Zahlen samt
lich mit der Totalenthalpie vor der Stufe gebildet werden und nicht etwa mit derjenigen
der Relativstromung vor dem Laufrad, was eine gewisse formale Anderung nach sich
zieht. Es ist

11.2(7)

Damit lassen sich Energiegleichung und Kontinuitatsgleichung fur das Laufrad schreiben

Die Absolutstromung am Laufradaustritt ist gegeben durch

C~ = W~ + V~ - 2W2V2 cos (J2 ,

Dazu sind die folgenden Beziehungen beizufiigen:

11.2(8)

11.2(9)

11.2(10)

11.2(11)

r/ = f~((Xo, PI/PO) ' (Xl = f ,,((Xo, PI /PO) '

1]" =f~'({JI' P2/PI)' (J2 =fp({JI' P2/PI)'

kl = f~((Xo' PI /PO)'

k2 = f~' ({JI' P2/PI).

11.2(12)

11.2(13)

Die Funktionalzusammenhange l, ergeben sich , wo keine besonderen :MeBergebnisse vor
liegen, aus den Angaben Bd. I, 8.4e. Die Funktionen j ', undfp folgen aus gittertheoretischen
Untersuchungen. Bei Mach-Zahlen am Gitteraustritt bis etwa 0,5 ist fur Turbinengitter
der Abstromwinkel in der Regel konstant, also insbesondere auch vom Zustromwinkel
fast unabhangig. Diese Unabhangigkeit vom Zustromwinkel bleibt auch bei hoheren
Mach-Zahlen erhalten, doch wird dann der EinfluB des Druckverhaltnisses deutlich, vor
allem im Uberschallgebiet, wo die Strahlablenkung auftritt. Die Funktionen f it und fp
lassen sich also gemaB den Ausfiihrungen in den Abschn. 6.9, 10 und 13 gewinnen. - Uber
die Faktoren k in der Kontinuitatsgleichung gibt Abschn. 8.4c AufschluB. Es folgt dar
aus, daB sie im allgemeinen in komplizierter Weise mit dem Stromungssustand zusammen
hangen , doch diirfte es in der Regel geniigend genau sein , sie konstant zu setzen, min
destens solange nicht Quers chnittsversperrungen durch Ab16sungen eintreten, die nur
empirisch ermittelt werden konnten. An sich ware noch eine Beziehung iiber ko anzu
geben, die aber bei der ersten Stufe zur Angabe einer Konstanten degeneriert und bei
den nachfolgenden jeweils die k2-Beziehung der vorausgehenden Stufe ist.

Ein Betriebszustand einer Stufe kann nun gegeben werden durch (XO, P2/PO und V2,
womit auch VI bekannt ist. Mit, einem versuchsweise gewahlten Wert PI /PO liefern alsdann
die GIn. 11.2(3) und (4) iterativ Co und CI und hierauf 11.2(5), (6) und (7) WI> (JI und A.
Da auch P2/PI mit PI /PO gewahlt ist, hat man somit aus 11.2(8) W2. Nun ist 11.2(9) als
Kontrollgleichung heranzuziehen und die Rechnung mit geandertem PI /PO zu wieder
holen bis 11.2(9) erfullt ist. SchlieBlich liefern 11.2(10) und (11) die Stromungsbedingungen
am Austritt. - Das vollstandige Feld der moglichen Betriebszustande entsteht durch
syst emat ische Variation von (Xo, P2 /PO und V2. Aus den im vorangehenden Abschnitt
erwahnt en Griinden, wird dies aber hochst selten von Interesse sein, sondern man wird
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11.2(14)

sich entweder ein festes iXO geben (erste Stufe) , oder xo ist durch

_ Vi" (Po) (1 - Ci) koQo +cot iXO - -C - 1 _ C2 k Q' - cot f32
I PI 0 I I SIn iXI

festgelegt . Diese Gleichung folgt aus der Kontinuitiitsbedingung 11.2(4) und den kinema
tischen Bedingungen am Austritt der vorhergehenden Stufe, auf die durch das Zeichen +
verwiesen wird. Vi wird mit dem jO der betrachteten Stufe gebildet.

Die zusammenfassende Darstellung der Ergebnisse solcher Berechnungen erfolgt in
der Regel zweckmalsig unter Verwendung iiblicher dimensionsloser Kenngrolsen, also

Damit konnen auch

11 = 1!V21j!, 11.2(17)

berechnet werden. Die Leistungszahl ist gegeben durch

A = 2~2 [Ci - C~ + w~ - wi+ Vi - V~],
2

der isentrope aerodynamische Wirkungsgrad durch

11.2(18)

il h ci- c5 + w~ - wi + ui - u~
1]8a = ilh = 2ilh

8 8

Ci - C5 + w~ - wi+ vi - V~

(1 - C5) [1 - (~:)Y]
11.2(19)

Wenn die Spaltverluste nicht in die Radwirkungsgrade eingeschlossen werden und ein
allfalliger Radreibungsverlust einen merklichen Betrag annimmt, ist er noch nicht iden
tisch mit dem alle Verluste umfassenden isentropen Stufenwirkungsgrad 1]8' sondern dieser
ergibt sich aus

11.2(20)

wobei die Spaltverluste i; und C;~ und der Radreibungsverlust CR nach den Unterlagen
Abschn. 8.4c bestimmt werden konnen . - SchlieBlich laBt sich auch der Reaktionsgrad
angeben, der aus

11.2(21)

zu berechnen ist.
Abb . 11.2.1 zeigt ein Beispiel einer solchen Charakteristik einer Turbinenstufe mit

kleinem Reaktionsgrad fur einen festen Zustromwinkel von iX = 90°, und zwar in zwei
Darstellungsarten, namlich unter Verwendung der Variablen cp und 1j! einerseits und der
Variablen fl und 11 anderseits. Der Vorteil, der damit verbunden ist, auf solche Kenn
zahlen zuriickzugehen anstatt, was naheliegend scheinen konnte, unmittelbar Pz!Po anzu
geben besteht darin, daB so Scharen von verhaltnismallig dicht beieinanderliegenden
Kurven erhalten werden. Oft ist der Bereich der praktisch interessierenden V2 so klein,
daB man die Kurvenscharen dureh je eine Kurve ersetzen kann. Man hat dann eine cin
parametrige Darstellung der Stufencharakteristik vor sich , die in vielen Fallen geniigt.

DaB eine eindimensionale Theorie, wie sie hier durchgefUhrt wurde, die Zusammen
hange hinreichend genau wiedergibt zeigt Borel [1]. Man muB nur die Geschwindigkeits
dreiecke im Euler-Radius bilden (vgl. Abschn . 5.4) ; dieser ist geniigend genau der Radius
des Kreises, der die Ringflache halbiert.
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Abb. 11.2.1. Beispiel einer zweipar ametrigen Turbinenstufenchar akteristik. Zustr6mwinkel [\0 = 90°. Zwei
Darstellungsform en, links unt er Verwendung von Il und v, rechts un ter Verwendung von ffJ und ljI

11.3 Das Kegelgesetz

Bei einer mehrstufigen Schaufelung han gt. del' Massenstrom m in bestimmter Weise
ab vom Eintrittszustand Pa, Va' vom Gegendruck Pro (vg1. Abb. 11.3.1), wie ubrigens auc h
von del' Drehzah1. Diesel' Zusammenhang kann nah erungsweise beschri eben werden
durch das nachfolgend hergeleitete "Kegelgesetz" .

Abb. 11.3.1. Zur Festlegung der
Bezeichnungen

Mit del' Definit ion f-l = k2Cn2tY2iJhs del' Schlu ck-Zahl del' Stufe (Stufengefalle iJhs)
nimmt fur eine beliebige Stufe die Kontinuitat sgleichung die Form

11.3 (1)

an, wobei durch Einfiihrung des Beaufsohlagungsverhaltnisses e selbst die Teilbeaufschla
gung mitumfaBt ist. Die Quadrierung diesel' Gleichung liefert

11.3(2)
rh2 Ah,

2f-l2.Q~e2 = v~ .

Wenn iJp die Druckabsenkung in del' Stufe ist, gilt auch iJhs ~ V iJp. Dies wird in G1.
11.3(2) eingesetzt , womit vora usgese tzt ist , daB die relative Druckanderung pro Stufe
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11.3(3)

klein sei ; damit ist auch die Vereinfachung V 2 ~ v zulassig, und die Gleichung geht iiber in

m2 LIp
2.u2Q~82 = v'

Wenn weiter die Zustandsanderung durch die ganze Schaufelung durch eine Polytrope
angenahert wird, folgt

11.3(4)

11.3(5)

11.3(7)

11.3(6)

somit

m2
1 (P)..!.. p",..!..2 2Q2 2 = - - n LIp = - n n LIn ,

.u 28 v", v, v'"

wobei abkurzend n = p /p"" LIn = Llp /p", gesetzt ist.
Fur jede Stufe gilt eine Gleichung der Art 11.3(5), womit aus der Summation aller

dieser Gleichungen folgt

m2 1 p", ,,..!..
-2 L; 2Q 2 2 = - L: nn LIn .

.u 28 v",

Da kleine Druckanderungen vorausgesetzt sind, kann die rechts stehende Summe durch
ein Integral ersetzt werden, d . h . man setzt

1 lIn [ n+lJ-
L; nn LIn ~ / nn dn = n + 1 1 - nJ' '

w

wo n w= Pw/p", . Damit schreibt sich 11.3(6)

rh2 1 n p",[ n+l ]
2 L; .u2Q~82 = ;-0 v", 1 - «: .

Stets laBt sich ein Mittelwert Ii finden derart, daB diese Gleichung in der Form

11.3(8)

11.3(9)m2 L; ._1 = _n_ p", [1_(Pw)n~l ]
2ji2 Q~82 n + 1 v", v,

dargestellt werden kann. Nun ist.u eine sehr wenig variable GroBe, besonders wenn kle ine
re lative Druckanderung in den Stufen vorausgesetzt wird, d .h . auch kleines U2 • Abb. 11.3.2
zeigt typische Verlaufe von .u/.uo in Funktion von vivo (Index 0 der Auslegungswert) nach
[2-4]. Daher ist die Unsicherheit in der Schatzung von ii nicht sehr groB.

u \

\ V

~ V
~, V ro=0.5. fJ2=21'

......,
~ .,./'

~<, ro=0. /5 . 132=22'_
<, -I----',..J I 'I I-. ' \ r- - -+- I-t -

ro=0,15. fJz=J8°

~o ~ 5

v/vo-

2,0

Abb. 11.3.2. Typiseher Verlauf der Sehluekzahl Ii in Funktion der Laufzahl v. Index °bezeiehnet Auslegungs
punkt. Es ist "n = 0,5 fUr Reaktionsgrad 0,15 und "o = 0,65 fiir Reaktionsgrad 0,5. Kurvenverlauf hangf
etwas von Winkelgebung ab, vgl. die beiden Beispiele mit Reaktion 0,15. Abfall der Kurve /32 = 38° gegen

linkes Ende bedingt durch Stromungsablosung an Laufsehaufel-Saugseite
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11.3(10)

Eine Gleichung der Art 11.3(9) gilt offenbar fur jeden Betriebszustand. Greift man
irgendeinen ausgezeichneten Betriebszustand heraus - z.B. den Auslegungszustand 
und charakt erisiert ihn durch Index 0, so kann man Gl. 11.3(9) durch die entsprec hen de ,
fur Zustand 0 formulierte Gleichung dividieren , wobei der links stehende Summenausdruck
sich herauskurzt, da er ja nur Konstruktionsdaten der Schaufelung enthalt. So folgt

[

n+l ]

(~)2 _ii2p",v",0 1 - (Pw/pSTI
. -::-2 n+l '

mo !1oP",ov", 1 - (Pwo/p",o)ll

wobei vorausgesetzf ist, daB fiir beide Betriebszustande der gleiche Polytropenexponent
gesetzt werden dud e. Diese Gleichung laBt auch die Darstellung

zu , wobei beachtenswert ist, daB

11.3(11)

beim idealen Dampf, 11.3(12)

P",OV",o T ",0 beim idealen Gas. 11.3(13)
P",V", = T ",

Gl. 11.3(11) formuliert das "Kegelgesetz", was nachfolgend noch genauer analysiert werde.
Zunaohst stellt Abb. 11.3.3 die Funktion

, / n+l
e = V1 - (Pw/pJ '1 11.3(14 )

fiir verschiedene n dar und ebenso die Ableitung de/d(p w/p",). Fur n = 1 wird ein Kreis
erhalten. Der in Gl. 11.3(11) erscheinende Wurzelausdruck

11.3(15)

1.0

0.8

0.2

n =I.O
1.2

"""" '=::::l~ / I/.
~~V / 1. 6

r-----

"l~

~
~

"~,,

~ss,
'<:::i;
~~ n=1.0

- f-- 16~~
~

"'" v I. 6

"~

o

-I

-2

-J
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x=(:rt-:rtk)/(I -:rtk) -

Abb. 11.3.3. Ellipsenfunktion e(x) und ihre Ableitung deidx. Mit :Tt" = 0 wird x = :Tt
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geht aus e durch eine Verzerrung der Abszisse hervor, wobei im FaIle n = 1 aus dem
Kreis eine Ellipse wird. E heiBt deshalb auch Ellipsenfaktor, denn es ist weithin iiblich,
den tatsachlichen Verlauf durch die Ellipse anzunahern.

Wenn man in Gl. 11.3(11) das P"V" festhalt - also z.B. beim Gas die Eintrittstempe
ratur - und von der in der Regel geringfUgigen Korrektur iiiiio absieht, bleibt ein Gesetz
der Form

. . Pet Em =mo-
P"o

11.3(16)

ubrig, das graphisch gemaB Abb. 11.3.4 dargestellt werden kann. Die Flache, die den
Zusammenhang des Massenstromes mit Ein- und Austrittsdruck veranschaulicht, ist dem
gemaB ein Kegel .

pw

Abb. 11.3.4. Darstellung des Kegelgesetzes
fiir groBe Stufenzahl

In der angegebenen Form gilt das Kegelgesetz herleitungsgemals nur fur sehr groBe
- streng genommen unendlich groBe - Stufenzahl. Fur einen anderen ExtremfaIl, nam
lich eine einzelne Miindung, laBt sich das DurchfluBgesetz gasdynamisch leicht angeben.
Wenn die Zustromgesohwindigkeit vor der Mimdung vernachlassigbar klein ist, gilt mit
f als Mundungsquerschnitt und mit den Druckwerten Pet und Pw vor und nach Mimdung

rh = f V" 2" 1 (~:) V(~:){, - (~:r;l. 11.3(17)

Denken wir uns diese Gleichung noch fur den durch Index 0 gekennzeichneten Auslegungs
punkt angeschrieben, so ergibt sich durch Division

__ / 2 n +l

tr: = ~ ·V p"ov"o ·v (Pwlp ,,): - (PwlpXn:+l . 11.3(18)
mo p"o »» : ( /)- ( I )-PwO P"O n - PwO p"o n

Dieses Gesetz gilt nur bis zur Erreichung der kritischen Geschwindigkeit, also nur fur

Pw > (_2_.)n~l . 11.3(19)
Pet - n + 1

Bei einer Absenkung von Pwlp" unter diesen Wert nimmt der Massenstrom nicht weiter
zu . Der Aufbau der Gl. 11.3(18) ist offensichtlich dem der Gl. 11.3(11) analog, der zweite
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Wurzelausdruck, der aus den Druckverh altnissen Pw/1}" gebildet ist , kann wieder als
E llipscnfaktor E bezeichnet werden, denn er beschreib t eine Kurve, die gelegentlich
B endemann-Ell ipse genannt wird, obwohl sie keine gena ue E llipse ist. F iir einen Festwert
des Produktes p"v" gibt Gl. 11.3(18) einen Zusammenhang zwischen dem Massenstro m 1n
und den Driicken p" und Po" wie er durch Abb. 11.3.5a veranscha ulicht wird .

pw
a

Pw
b

Abb . 11.3.5. Darstellun g des K egelgesetzes. a) Einzelne Miindung ; b) kl eine Zahl von :Miindungen hin ter
eina ndergeschaltet, auch Turbine mit wenigen St ufen

Damit laBt sich sogleich auch qualitati v angeben, welche Struktur ein berichtigtes
K egelgesetz fiir eine endl iche Stufenzahl aufweisen muB. In diesem F all liegt ja eine
Hintereinanderschal tung einer endlichen Zahl von DurchfluBquerschni t ten vor. Deshalb
ist ein Verhalten zu erwarten, das zwischen dem nach Abb. 11.3.4 und nach Abb. 11.3.5 a
liegt, also etw a der Abb . 11.3.5b ents pricht. Es existiert also ein von Null verschiedener
Wert des kritischen Druckverhaltnisses Pw/p", der stets unter dem nach Gl. 11.3(19) liegt
und sieh mit zunehmend er Stufenzahl immer mehr dem Wert Null nahert . Sinkt P Ol bei
festem P " so weit ab , daB 'lr = POl / P IX unter den kritisehen Wert 'lrk fallt , so steigt der Massen
strom nicht mehr weiter an . Die Vorausbestimmung von 'lrk ist schon mehrfach versueht
worden, vgl. etwa [5, 6], doch ist sie nicht in strenger und allgemeiner Weise moglich,
da 'lrk von den Besonderheiten der Schaufelung abha ngt . Abb. 11.3.6 gibt indessen eine
gute Naherung fiir 'lrk> die auf der Durehrechnung einer groBeren Anzahl von Fallen
beruht. MaBgebend war dabei die Abstufung der Querschni tte der aufeinanderfolgenden
Schaufelkranze, die aus der Annahme hervorging, daB im Auslegungspunkt alle Stufen
mit identischen Geschwindigkeitsdreiecken arbeiten. Die Kurven fur x = 1,333 konnen
bei Gas oder HeiBdampf verarbeitenden Maschinen verwendet werden , die Kurven
Yo = 1,1 bei NaBdampfturbinen . Deutlich ist der EinfluB des Reak tionsgrad es (exak t im
Euler-Radis), fur den 0, 0,1 und 0,5 als typische Wer te angegeben wurden. I m Diagramm
ist z die Stufenzahl und if die hochste Mach-Zahl in der letzten Stufe im Auslegnngs 
zutand, also bei kleiner Reaktion Austritt Leit rad, bei 50% Reaktion Austrit t Laufrad .
Der P arameter .J'l erweist sich offensicht lich als sehr wesentli ch, was friiher anscheinend
unb eachtet geblieben ist .

Aus dem kritischen Druekverh altnis 'lrk ergibt sich die folgend e Verallgemeiuerung der
Relati onen 11.3(14) und (15) :

V ('lr - 'lrk )n+ le= 1----- n,
1- 'lrk

11.3(20)
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ma13gebendcn grolste n l\Iach-Zah l .if

Diese Gleiehungen gelten fiir n ::2: nk> wahrend fur n < nk die Funktion e den Wert 1
beibehalt und die F unktion E den in nk erreiehten Wert. E s trit t also offensiehtlieh
lediglieh die GroBe (n - nk) !(l - nk) an die Stelle von n, weshalb in Abb. 11.3.3 au eh
dieser vera llgemeinerte Ausdruek als Abszisse angegeben ist ; mit nk = 0 wird er wieder
mit n identisch.

Die Verallgemeinerung der Gl. 11.3(11) lautet also

~ = ~ ~ l / PaoVaoE 11.3(21)
mo flo PaO u» :

mit E naeh Gl. 11.3(20), wahrend 11.3(12), (13) und bei ents prechenden Vereinfachungen
11.3(16) unverandert bleiben.

Wenn eine Maschine mit konstantem Gegendruek Pw betrieben wird, ergibt sieh ihr
Durchfluflverhalten bei konstantgeh altenem Eintrittswert Pava (d.h. praktisch bei kon
stante r Eintrittsenthalpie) aus der Sehnittkurve der Ebene Pw = eonst mit der Kegel
fliiehe. So ergibt sich ein Zusammenhang, der in Abb . 11.3.7 dargestellten Art. Diagramm a

Pit
a

Pit
b

Pd.=Pw

mo!L-- - - ---- -- 0 m.

Abb. 11.3.7. Durchflu13geset z bei kon stantem Gegendruck . a) Kegelgcsetz na ch Abb . 1l.3.5b;
b) K egelgesetz nach Abb. 11.3.4.
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entspricht dem allgemeinen Fall, wahrend im Grenzfall verschwindend kleinen Druck
verhaltnissen trk eine Kurve der Form b entsteht, die eine Hyperbel ist, wenn die e-Funk
tion durch einen Kreis approximiert wird. Sehr haufig kann also der Massenstrom einfach
proportional dem Eintrittsdruck gesetzt werden, ohne daB ein EinfluB des Gegendruckes
spiirbar wird. - Im Sonderfall des idealen Gases lautet G1. 11.3(21) auch

m. _ ii p" VT ,,0 E 11.3(22)
mo - fio P,,0 T" '

d. h. also, der Massenstrom ist unter sonst unveranderten Bedingungen umgekehrt pro
portional der Wurzel aus der absoluten Eintrittstemperatur.

Die Diagramme Abb. 11.3.4, 5 und 7 vernachlassigen alle den EinfluB des Korrektur
faktors ji,/ji,o' Wenn man Eintrittszustand und Austrittsdruck unverandert laBt, kann der
Massenstrom grundsatzlich noch durch die Drehzahl n beeinfluBt werden. Dies findet
seinen Ausdruck in der genannten Korrektur, die auBerordentlich kompliziert, wenn auch
meist nicht sehr groB ist. Nimmt man aber z.B . den Grenzfall Pw = P", so liefert das
Gesetz rn = 0, wahrend in Wirklichkeit durch eine Ventilatorwirkung der Schaufelung
ein MassendurchfluB zustandekommt. Die Ventilatorwirkung ist naturgemaf stark ab
hangig von der Gestalt der Schaufelung. Wenn auch dieser Grenzfall selten interessiert,
so werden starke Abweichungen vom einfachen Kegelgesetz schon erscheinen, wenn man
sich ihm nahert. Hier ist die Grenze der Giiltigkeit eines universellen DurchfluBgesetzes
zu sehen. Uber gemessene Abweichungen vg1. etwa [7].

In die Bildung von fi geht an sich die ganze Kompliziertheit des Problems ein . Fol
gende Uberlegung liefert indessen eine Naherung, die wohl immer dann geniigt, wenn
iiberhaupt die Bedingungen gegeben sind, die eine Anwendung eines universellen Durch
fluBgesetzes erlauben, Wie der Ubergang von G1. 11.3(8) zu (9) zeigt, handelt es sich urn
die Bildung der Summe der GroBen 1/fl2Q~B2 . Da aber die ersten Stufen die kleinsten
DurchfluBquerschnitte aufweisen, tragen sie zu dieser Summe weitaus am meisten bei,
vorab die erste Stufe. Zudem andert sich fl am Eintrittsende von Stufe zu Stufe nur wenig .
Daher ist es hinreichend genau, fur ji, den fl-Wert der ersten Stufe einzusetzen. Wenn
Index 1 auf diese verweist, ist

11.3(23)

die Laufzahl in einem vom Auslegungszustand 0 abweichenden Betriebszustand. Fiir diese
liefert die Stufencharakteristik das zugehOrige fl, das als Naherung fur ji verwendet wird.

Das Kegelgesetz wurde auf empirischem Wege durch Stodola [8] gefunden. Spater
folgte seine theoretische Begriindung durch Frugel [9], der bei seiner Herleitung allerdings
noch das ideale Gas voraussetzte.

11.4 Gesamtcharakteristik einer Turbinenschaufelung

Wahrend in die Herleitung des Kegelgesetzes vereinfachende Annahmen eingehen,
kommen die nachfolgenden Ausfuhrungen mit einem Minimum an einschrankenden Vor
aussetzungen aus . Eine umfassende Darstellung des Betriebsverhaltens einer Turbinen
schaufelung gegebener Geometrie muB dimensionslose Variable verwenden, damit deren
Anzahl moglichst klein wird. Urn die maBgebenden Variablen aufzufinden, wird zunachst
untersucht, unter welchen Bedingungen zwei Betriebszustande in einer gegebenen Schaufe
lung ahnlich sind.

Ahnlichkeit zweier Stromungsfelder ist definitionsgernaf dann gegeben, wenn sich die
beiden Geschwindigkeitsfelder nur urn einen ortsunabhangigen Faktor unterscheiden. Bei
einem bestimmten gas- oder dampfformigen Fluid gehen dann (unter Voraussetzung eines
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11.4(2)

konstanten Isentropenexponenten) auch die beiden Druckfelder durch einen konstanten
Faktor ineinander tiber, denn ware es nicht so, dann ware die Kontinuitatsgleiohung ver
letzt. Daraus folgt abel' bereits, daB Gleichheit des Druckverhaltnisses II = Pex/Pro eine
Bedingung dafiir ist, daB zwei Betriebszuatande in einer Schaufelung gegebener Geometrie
ahnlich sind. Damit ist auch Gleichheit del' Mach-Zahlen beider Stromungszustande fur
jeden herausgegri£fenen Raumpunkt gesichert. Wenn I und II zwei ahnliche Betriebs
zustande sind, gilt also

III = lIn· 11.4(1)

Ahnlichkeitstheoretisch ware weitel' die Gleichheit del' Reynolds-Zahlen zu fordern . Da
ihr EinfluB abel' meist klein ist oder iiberhaupt verschwindet, mage von diesel' Bedingung
abgesehen werden. Gegebenenfalls ware also nachtraglich eine Korrektur beizufiigen zur
Beriicksichtigung des Einflusses del' Reynolds-Zahl.

Urn eine weitere Ahnlichkeitsbedingung zu finden, mogen die Verhaltnisse im ersten
Leitrad untersucht werden. Dort gilt

2 2
CI ' [Ah' co]2 =17 LJ 8+2'

oder mit Co = ACl auch
2
~ (1 _ A2 ' ) - 'A 1 '2 1] - 1] LJrt8 •

Nun sind abel' A und 1]' fiir ahnliche Betriebszustande sieher gleich, so daB man auch
setzen kann

Cl = ByLlh; ,

mit einem fur beide Zustande gleichen B.
Weiter gilt

ilh; =x x 1POVo[1-(:~r:-l] =jo[1- (::r :- I

] ,

und da PI/PO fur ahnliche Betriebszustande gleich ist, folgt

cl = C Yjo = C yjex

mit gleichem C fiir die Zustande I und II . Es ist daher auch

Cu VjexI
CUI = j exII'

Nun muB abel' auch gefordert werden

was aus kinematischen Griinden (Geschwindigkeitsdreiecke) nul' moglich ist mit

Uu Cu VjexI
UlII = ClII = j exlI'

fiir eine gegebene Maschine also

wenn n die Drehzahl bedeutet.
Die Norrnalenthalpie jl ist gegeben durch

jl =i, - Ah' =jex - 17; Llh; =j ex(1 - 17;'Pe),

11.4(3)

11.4(4)

11.4(5)

11.4(6)

11.4(7)

11.4(8)

11.4(9)

11.4(10)
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11.4(11)

wo lJIe der Ausdruck in der eckigen Klammer der Gl. 11.4(4) ist und 1]; fur ahnliche
Betriebszustande gleich sind. Somit folgt

JII j "I(l - 1];lJIe) j "I
jm = j "n(l - 1];lJIe) = j"n'

Nun kann fiir das erste Laufrad die gleiche Untersuchung durchgefUhrt werden, wie fur
das erste Leitrad. Man findet, daB die Drehzahlen im Verhaltnis Yjnfjm stehen miissen.
Wegen 11.4(11) fuhrt das wieder auf die Bedingung 11.4(9) zurii ck, und das gleiche findet
man, wenn man von Schaufelkranz zu Schaufelkranz weiterschreitet. Demnach ist 11.4(9)
die einzige Bedingung, die neben 11.4(1) noch gestellt werden muB. Man kann diese Be
dingung auch schreiben

11.4(12)

11.4(13)

11.4(14)

und hat mit n /Yj" die zweite maBgebende Variable neben II aufgefunden. Es mag tiber
raschen, daB sie nicht dimensionslos ist. Das beruht darauf, daB eine Schaufelung mit
festen Absolutabmessungen vorausgesetzt wurde, wie ja auch im Ubergang von Gl. 11.4(8)
auf (9) zum Ausdruck kommt. In konsequenter DurchfUhrung muB eine Ahnlichkeits
theorie aber alle geometrisch ahnlichen Schaufelungen zugleich mitumfassen. Das laBt
sich leicht dadurch erreichen, daB man die Variable n /Yj" noch durch ihren Wert im
Auslegungspunkt dividiert, der durch Index 0 gekennzeichnet werde . So ergibt sich

n* - :0 V~""o
als zweite maBgebende Variable.

Von II und n* miissen also Schaufelungswirkungsgrad und MassendurchfluB ab
haugen, wobei allerdings fur den letzteren noch ein dimensionsloses MaB gefunden werden
muB. Ahnlichkeitstheoretisch ware z.B. das Verhaltnis von m. zum kritischen Massenatrom
im Eintrittsquerschnitt D" beim statischen Zustand p", v" ein Charakteristikum dieser Art.
Dieses Verhaltnis ware mit a" als Schallgeschwindigkeit

m m m

D"e"a" = D,,{!,, YxP"v" - x p" n ./=(===1)='~--1 --;-~.:" f x - J"
x- J"

Anschaulicher und zweokmalliger ist es, diese Variable noch durch ihren Wert im Aus
legungspunkt zu dividieren, was auf die DurchfluBgroBe

(/J = ~P"o V~"
mop" J "o

fuhrt .
So kann schlieBlich das Verhalten einer Turbinenschaufelung gekennzeichnet werden

durch zwei Relationen der Form

1] =f(II, n*) , (/J = P(II, n*) . 11.4(15), (16)

11.4(17)

Der Wirkungsgrad 1] kann dabei nach irgendeiner Konvention gebildet werden; er kann
z.B . Stutzenverluste mitumfassen oder nicht. Die Struktur der durch diese beiden Glei
chungen gegebenen Zusammenhange wird dadurch nicht beriihrt. Selbstverstandlich muB
die genaue Definition des Wirkungsgrades im Einzelfalle angegeben werden.

Gl. 11.4(16) kann offensichtlich auch in der Form

~ = ~Vj~o P(II, n*)
mo P"o J"
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geschrieben werden. Der Verg leich mit dem Kegelgesetz in seiner verallgemeinerten Form
Gl. 11.3(21) zeigt, dali unter den Bedingungen der Giiltigkeit jenes Gesetzes gilt

11.4(18)
-

(/J =.!!:-E .
flo

Der Ellipsenfaktor E ist von II abhangig, wahrend die Abhangigkeit von n* in Ii steckt.
Hier werden Bedeutung und Charakter der (/J-Funktion deutlich . (/J ist der - gegebenen
falls unter Wegfall der einschrankenden Voraussetzungen des Kegelgesetzes verallgemei
nerte - Ellipsenfaktor, einschliel3lich der Drehzahlkorrektur.

Gl. 11.4(15) stellt einen Zusammenhang dar, wie er etwa durch die K urvenschar
Abb . 11.4.1 gegeben ist. Anstelle der Variablen II konnen auc h davon abgeleitete Grolien
verwendet werden, wie etwa

11.4(19)

Abb . 11.4.1. Gesamte Wirkungsgradcharak
teristik einer Turbinenschau fclung. :

Im durch 0 gekennzeichneten Auslegungspunkt hat x stets den Wert 1. Fiir drei aus
Stufen des gleichen Typs gebildete Schaufelungen , die fiir IIo = 4,8 un d 20 ausgelegt
sind, zeigt Abb . 11.4 .2 den inneren isentropen Stufenwirkungsgrad in Funktion von n*
und x . Die Verwendung von x statt II hat hier offensichtlich den Vorteil, daB die Inter
polation zwischen den drei Fallen erleichtert ist

0.9

0.8

t
~

0.7

0,6

tt, «» Ilo=8 I Ilo=20

P"S<=-- 1,7< -..
R:-,~~ A ~ A

VIIr\ -, '\~ 1(// " " ~ ~ -, \ 1\\
If,'{/ \ \ \'K"'I I!Jr \ \ '\ r0* 1111I \ ~ 1,*

VI, \ \ \ \\ WI) \ \\ rill \ \ \ 1\\

h II \
\ ,\ I/,rll \ \ \ ,\ II, 'n \ \ 1\ \

Ib 'I \ \ \ III 'I 1\ \ \ \ III 'I \ 1\ \
Xi0,2 0,'1 0,6 X= (J.2 0,1* 46 x- f 0,* 0,6'

1,61,20,81,6 01, 6 01,20,8 0.1+ 0,8 1,2

E...ll];;'_
noV~ -

Abb. 11.4 .2. Beispiel von Gesamtcharakteristiken von dr ei Turbinenschaufclung en, die aufgrund derselben
Stufencharakteristik fur dre i vers chiedene Druckverhaltnisse JIo ausgel egt sind; fJi umfallt Stutzenv erluste
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AbschlieBend sei bemerkt, daB im FaIle des idealen Gases

n* =~VT",o, if> =~P",oVT ", . 11.4(20), (21)
no T ", mop", T ",o

Bei del' Herleitung ist del' ideale Dampf vorausgesetzt. Da sich die Zustandsanderungen
abel' von del' Isentrope nicht allzuweit entfernen, gelten die Gleichungen mit hinreichender
Nah erung au ch fiir allgemeinere FaIle, z.B. NaBdampf.

11.5 Nachrechnung von Betriebszustanden von Turbinen

a) Eindimensionale Verfahren

E s sei hier zunachst eine Untersuchung vorausgeschickt, die fiir das Verstandnis des
Vorgehens bei del' Nachrechnung von Betriebszustanden in Turbinenschaufelungen wesent
lich ist. Das DurchfluBverhalten del' in Abb . 11.5.1 schematisch wiedergegebenen Schaufe-

~o
a a ' a ' w

p

o

Abb. 11.5.1. Zur Veranschauli chun g der Ver-
f...::~.,.=:=::;:::....=:::..:::..._+-----<?-- p", schiebung des Dru ekes in Funktion des

Massenstromes an den verschiedenen Stellen
m einer Schaufelung

lung wird wenigstens angenahert durch das K egelgesetz beschrieben . Das gilt fiir die
gesamte von Querschnitt IX bis Querschnitt w reichende Schaufelung, ab el' ebenso natiirlich
au ch z.B. fiir da s Teilstiick zwischen IX' und w ader jenes zwischen IX" und w. Bleiben etwa
Eintrittsenthalpie und Gegendruck unverandert, so ergibt sich das DurchfluBverhalten
del' drei Schaufelungen IXW, IX' W und IX" w durch Schnitt ihrer jeweiligen Kegel mit del'
Ebene p", = canst, also durch die drei in Abb . 11.5.1 angegebenen hyperbelartigen Kurven.
Wenn nun die Gerade adem Auslegungszustand entspricht, die Gerade b einem vermin
derten Massenstrom, so lehrt da s Diagramm, daB

Das bedeutet, daB die ersten Stufen mit fast unveranderten Druokverhaltnissen und
Geschwindigkeit sdreiecken arbeiten , wahrend sich die ganzen Veranderungen auf die
letzten Stufen konzentrieren .

Die Nachre chnung eines geanderten Betriebszustandes lauft nun darauf hin aus, daB
eine groBe Anzahl von Unbekannten - Geschwindigkeiten und Zustandsgrolsen - aus
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einem System von der entsprechenden Anzahl Gleichungen zu bestimmen ist. Da dieses
hochgradig nichtlinear ist, laBt es sich nur iterativ losen . Soll diese Rechnung stabil sein
und mit kleinem Aufwand auskommen, so muB sie nach der oben angefuhrten Uberlegung
mit der letzten Stufe beginnen, da ja die GesamtlOsung auf kleinste Verschiebungen der
Variablen der ersten Stufen aullerst empfindlich reagiert. Bedingungen, die man sich fur
die erste Stufe geben wurde, konnten auch leicht physikalisch inkompatibel sein, ohne
daB dies von vornherein erkennbar ware. Die Rechnung kann basierend auf Stufen
charakteristiken, Stufe fur Stufe erfolgen oder aber Rad fur Rad, was das univorseller
anwendbare, wenn auch aufwendigere Verfahren ist.

Die Nachrechnung eines Betriebszustandes anhand von Stufencharakteristiken basiert
auf den gleichen Grundlagen, die in Bd . I, Abschn. 9.2-4 bereits fur die Auslegungs
rechnung gegeben wurden. Die Stufencharakteristik gibt die polytrope Druckzahl "Pp, den
polytropen Stufenwirkungsgrad 1)11 und die charakteristische Austrittsgeschwindigkeit q2
in Funktion der Durchsatzzahl 'P wieder und zwar fur Repetierbedingungen, d. h . sie ist
eine einparametrige Charakteristik, vgl. Abb . 11.5.2. Die Definitionen sind

11.5(1)

02

08

1.0

06

I Tjp
//

/" -r---1.//
! / V-

V'/
" <, I qj t%""'---- / 'PP

i /
V

~

5

002 03 01, 05 0.6 07 08 0
rp-

3

Abb. 11.5.2. Beispiel einer Repetierstufen
charakteristik fiir Stufe kleinen Reaktions
grades. Wenn Stufenbelastung unter den
Wert im Auslegungspunkt (tpp = 2) absinkt,
steigt \Virkungsgrad zunachst noch an, urn
erst bei ganz kleiner Stufenb elastung wieder

kleiner zu werden

wobei hier offengelassen werden kann, auf welchen Radius 1t bezogen wird. In Abschn. 9.2
wurde der Nabenradius gewahlt, weil man diesen aus baulichen Grunden entweder
konstanthalten oder in einfacher Weise variieren wird. Fur die Nachrechnungsaufgabe ist
aber auch der Euler-Radius (Definition Gl. 5.4(12), annahernd der Radius des Kreises,
der die Ringflache halbiert) praktisch, da sich bei dieser Darstellung die Charakteristiken
der Stufen eines Typs fiir verschiedene Sohaufellangenverhaltnisse nur wenig unter
scheiden.

Da nun eine Stufe im allgemeinen nicht unter Repetierbedingungen arbeiten wird, ist
eine naherungsweise Berichtigung der Charakteristiken notig. Die bctrachtete Stufe moge
mit Index i , die vorausgehende mit i-I gekennzeichnet werden. Dann lauten die maB
gebenden Gleichungen:

- 'Pi - 'P i-l'P = 'Pi - - --- - r,
2

11.5(2) , (3)

n» = f'/(fJ) , 11.5(4), (5), (6)

n 1;.c
n - 1 - 1]p ;.c - 1 '

11.5(7), (8)

n = [1 _1!IJY ]nl~l,
J i -l

11.5(9) , (10)
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P iPi-I =-,
:rr;

u - 1 j i-I
Vi-I =----,

U Pi-I
11.5(11), (12)

mVi-I
Ijli-I = n .

~':2(i-I)ui-I
11.5(13)

Die Pi, Pi-I' VI> Vi -I sind jeweils Werte am Austritt der durch den Index benannten Stufe,
n ist der Polytropenexponent, r der Reaktionsgrad, :rr; das Stufendruckverhaltnis, wahrend

. u
J - - -1Pv,u-

11.5(14)

die Normalenthalpie bedeutet, die fur das ideale Gas mit cpT identisch wird. - Das
durch G1. 11.5(3) bestimmte rp kennzeichnet einen maBgebenden mittleren Ijl-Wert, der
etwa mittleren Bedingungen zwischen Leit- und Laufradaustrittsebene entspricht. Das
Zusatzglied in G1. 11.5(8) zur Berechnung von y beriicksichtigt die Veranderung des
Stufengefdlles durch den Unterschied der Austrittsgeschwindigkeiten der Stufen i und
i - 1. Mit G1. 11.5(3) und (8) ist die oben genannte Berichtigung gegeniiber dem Repetier
verhalten gegeben. Die Funktionen flp' f1/ ' f q stellen die Stufencharakteristik dar, wie sie
etwa durch Abb . 11.5.2 veranschaulicht wird ; im allgemeinen unterscheidet sie sich etwas
von Stufe zu Stufe. - Der Austrittszustand, der Massenstrom und die samtlichen Ui

sind gegeben. Das Rechenverfahren verwendet die angegebenen Gleichungen in der Reihen
folge der Numerierung, wobei aus jeder Gleichung die links stehende GroBe bestimmt
wird. Bei der ersten Durchrechnung der Stufe i wird dabei Ijli-I = Ijli gesetzt. Am Ende
des Rechnungsganges wird aus 11.5(13) ein verbessertes Ijli-I gefunden, womit dieRechnung
wiederholt wird usw. bis geniigende Ubereinstimmung erzielt ist. So kann ausgehend vom
Zustand am Austrittsende die Rechnung von Stufe zu Stufe weiterschreiten, bis sie schliell
lich den Zustand vor der ersten Stufe liefert.

Wo die durch G1. 11.5(3) und (8) gegebenen Naherungen nicht mehr genugen - Stufen
uneinheitlicher Geometrie, hohere Mach-Zahlen - muf zur radwciscn Nachrcchnung iiber
gegangen werden. Nachfolgend wird der Satz der dann zu benutzenden Gleichungen an
gegeben, wiederum in der Reihenfolge ihrer Verwendung mit der aus jeder Gleichung zu
bestimmenden GroBe auf der linken Seite. Des besseren Verstandnisses wegen sind die
drei Kontrollebenen der betrachteten Stufe wie ublich mit 0, 1, 2 numeriert ; bei der
Durchrechnung einer mehrstufigm Schaufelung ware eine durchlaufende Numerierung
der Kontrollebenen samtlicher Stufen notwendig.

11.5(15)

11.5(16) , (17)

P2
PI =-",:rr;

" [1 Llh;']~:rr; = - -.- " 1,

JI
x - 1 i.

V - - - - -
I - U PI'

11.5(18), (19)

11.5(20), (21)

11.5(22)

"- f" (fJ ")1]-1/I>:rr;,

. fJ CI•SIn I = - SIn lXI'
WI

k 2 =f~' (fJ I> :rr;"),

Llh' = ~ (CI - c5),

11.5(23) , (24)

11.5(25), (26) , (27)

11.5(28), (29)



11.5 Nachrcchnung von Betriebszustanden von Turbinen 19

PI
Po = ---; ,n

x - I i «
Vo = - - -,

X Po

11.5(30), (31)

11.5 (32), (33)

mvo10 - -;--:::;----::----;;-
o - koDosin f30 '

11.5(34)

2 _ 2+ 2 2 f3Co - 100 Uo - U01Oo cos 0,
• 100 • f3

SI n £Xo = - SI n 0'
Co

11.5(35), (36)

11.5(37), (38), (39)

Uber die Iterationsrechnung ist im einzelnen folgendes zu bemerken . Sie beginnt
damit, daB in G1. 11.5(15) un gefahre Werte von k2 und f3 2 eingeset zt werden , und auch
'Y)" und WI miissen in 11.5(16) und (17) zunachst geschat zt werden . Dann lauft die R ech
nung bis G1. 11.5( 27), womit diese GraBen genauer bestimmt werden. Unterwegs werden
in 11.5(22) kl und £X l gebraucht. Dafiir werden ebenfalls Nah erungswerte eingeset zt, die
wahrend del' ganzen Laufradrechnung un verand er t gelassen werden. I st diese abgeschlos
sen, so schlieBt die Leitradrechnung an, fiir die Co' 'Y)' , ko und f30 (del' re lative Abstrom
winkel des vorausge henden Laufrades) angenommen werd en . Erst wenn die R echnung
bei 11.5(39) ange langt ist und nun insbesondere genauere £Xl und kl liefert, wird auf 11.5(22)
zuriickgegangen, ohne daB jedoch no chmals auf die Laufradrechnung gegriffen wird.
Wiederum bleiben ko und f30 in 11.5(3 4) wa hrend del' Leitraditerati on fest und werden
erst bei del' Berechnun g des vorausge henden Laufrades verbessert. AIle diese erst nachtrag
lich verbesserten Werte wer den gespeichert . Alsdann wird die ganze Rechnung vo rn
letz t en R ade aus beg innend erneut durchgefiihrt unter Verwendung diesel' gespeichert en
Wer te.

Bei del' Darstellung des R echenverfahrens sind zunachst fr ei endigende Schaufeln
vorausgese t zt worden, wobei die Spaltverluste in die Radwirkungsgrade 'Y)' und 'Y)" ein 
zuschlieBen sind. Bei Scha ufelkranzen mit Lab yrinthdichtungen ware dies nicht sinnvoll,
so daB no ch eine K orrektur del' Zustandsanderung bei zufUgen ist, die folgendermaB en
gesc hehen kann. Es ist

11.5(40)

das isentrope Stufengefalle. Mit den Spaltverlustzahl en C;p , C;~ und del' Verlustzahl C11
fiir die Radreibung sind dann

die korrigier t en Wer te del' E nthalp icn . Die spezifischen Volurnina werden

11.5(41)

11.5(42)

% - 1 jl'
VI ' = - - - -.

% PI
11.5(43), (44)

G1. 11.5(44) trit t an die Ste lle von 11.5(21), wahrend 11.5(33) ersetzt wird durch die fiir
die vorausge hende Stufe formulier t e G1. 11.5(43). In 11.5(18) ist das korrigierte j2' zu
verwe nden , in 11.5(19) das so entstehende j l ' aus dem ers t nach del' Berechnung von n "
das korrigierte jl' nach 11.5 (41) zu bilden ist ; ana log ist das Vorgehen Iiir das Leitrad.
Bei del' ers te n Durchrechnung sind die Ll hs noc h nicht bekannt, so daB fur die K orr ek
turen erste Naherungen einzufiihren sind. Schon bei del' zweiten Durchrechnung liegen
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aber die LJh. so genau vor, daB auch die Korrekturen als vollig genau gelten konnen.
Die sarntlichen empirischen Eingaben konnen etwa nach den Unterlagen Bd. I, Abschn. 8.4
beschafft werden, sofern nicht fur die gegebene Schaufelung empirische Daten vorliegen.
Verwendet man etwa diese Unterlagen nach 8.4, dann sind die Relationen 11.5(25) und
(37) zu ersetzen durch

n" = 1 - C~'(Pl) - Z(Pl) (::r,
r( = 1- C~(tXo) - z(tXo) (~:r

11.5(25')

11.5(39 ')

11.5(45)

wobei die Co die Verluste kennzeichnen, wie sie bei Gittern auftreten wiirden, die den
Zustromwinkeln angepaBt waren, wahrend das Zusatzglied (z z.B . nach Abb. 8.4.21) den
Verlust durch Falschanstromung wiedergibt. Diese Setzungen implizieren in der Tat
Zusammenhange der mit 11.5(25) und (39) angedeuteten Art, da ja (w1/w2 ) und (cO/c1)
von n" und n ' abhangen.

Selbstverstandlioh lassen sich die in diesem Abschnitt angegebenen Berechnungs
verfahren auch so abwandeln, daB nur mit dimensionslosen GroBen gearbeitet wird, vgl.
etwa [1]. Man gewinnt aber auch so nicht unmittelbar jene Darstellungsform, die inter
essieren wird, da die Rechnungen mit dem Austrittszustand beginnen, wahrend die maB
gebenden dimensionslosen Charakteristika wie n* und (]J, G1. 11.4(13) und (14), mit dem
Eintrittszustand gebildet werden. Die gewunschte dimensionslose Endform laBt sich in
dessen auch aus den angegebenen, mit dimensionsbehafteten GroBen arbeitenden Verfahren
gewinnen, selbst wenn nicht nur einzelne Betriebszustande bestimmt werden sollen, son
dern die Gesamtcharakteristik der Schaufelung. Die zweiparametrige Schar der ahnlich
keitstheoretisch unterscheidbaren Betriebszustande, die diese Gesamtcharakteristik bildet,
wird erhalten, wenn man z.B . bei festgehaltenem Austrittszustand mund U w (Umfangs
geschwindigkeit am Austritt) unabhangig voneinander variiert. Fur jedes Wertepaar u w , m
hat man sogleich auch die dimensionslosen Werte U 1twlVj w, CfJw und die Rechnung
liefert die i,xUw, II = p"lpw, 1]. Davon ausgehend lassen sich die durch 11.4(13) und (14)
definierten n* und (]J berechnen, und zwar gilt, wie leicht zu verifizieren

n* = Uw Vjwo Vjw j "o
Uwo i; i; jwo'

11.5(46)

Da die mit Index 0 versehenen Auslegungsgrolsen samtlich bekannt sind, erhalt man aus
der Rechnung die n * und (]J und hat damit faktisch schon die ganze Information, was
man sich anhand der Abb . 11.5 .3 vergegenwartigen kann. Dort sind iiber CfJw aufgetragen
die GroBen II, 1], (]J und n*, wobei U Kurvenparameter ist; dem hoheren Index von U
entspricht der groBere Wert. Einem Festwert von n* entsprechen die Schnittpunkte
A, B, C. Unter diesen findet man im Diagrarnm die zugehOrigen II, 1] und (]J, so daB
man also fur das fest gewiihlte n* die 1] und (]J in Funktion von II auftragen kann. Wieder
holt man dies fur mehrere n*, so findet man die Gesamtcharakteristik, wie sie durch
G1. 11.4(15) und (16) wiedergegeben ist. Aus solchen Rechnungen laBt sich stets nur ein
begrenzter Ausschnitt aus einer Gesamtcharakteristik bestimmen, da bei Betriebs
zustanden, die sehr weit vom Normalpunkt entfernt sind, vor allem in der letzten Stufe
Stromungsbedingungen herrschen, fur die man keine Unterlagen besitzt (Gitterunterlagen
oder Stufencharakteristik) . Es gibt Betriebszustande, wo die letzte Stufe als Geblase
arbeitet. Beispiele von (]J-Funktionen, die von Borel [1] fur eine 50%-Reaktionsschaufe
lung durch reihenweise Rechnung bestimrnt wurde, zeigt Abb . 11.5.4. Als Abszisse ist
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Abb . 11.5.4. Durch radweise Nachrechnung nach [1] berechnete Durehflul3funktion ep fur einstufige und
dreistufige Schaufelung

dort II-I = Pro /PIX aufgetragen, um den Vergleich mit dem Kegelgesetz zu erleichtern.
Es zeigt sich, daB die E-Funktion nach G1. 11.3(20) von den beiden Linien n* = 1 so
wenig abweicht, daB der Unterschied zeichnerisch kaum darstellbar ist. Lediglich an
einem Ende ist er immerhin erkennbar, vg1. die Eintragung E in Abb. 11.5.4. Die Schaufe
lung hat Repetierstufencharakter. - Rechnerisch bestimmte Gesamtcharakteristiken sind
mehrfach angegeben worden, vg1. etwa [6, 10]. Leider wurde aber in der Regel mit An
satzen tiber die Gittereigenschaften unter geanderten Betriebsbedingungen gearbeitet, die
nicht voll befriedigen konnten (Berechnung eines sog. StoBverlustes aus einer StoB
komponente der Zustromgesohwmdigkeit}.
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b) Ziceulimensionale Verfahren

Es kann sich als wfinschenswert crweisen, die Nachrechnung von Betriebszustanden
zu verfeinern, indem man zur zweidimensionalen Rechnung ubergeht. Theorien der
rotationssymmetrischen Stromung, die dies erlauben, existieren in groBer Zahl. Da das
Ziel der Untersuchung hier nur die Bestimmung integraler GroBen - Wirkungsgrad und
Massenstrom - ist, geniigt es praktisch immer, sich auf relativ einfache Rechenverfahren
zu stiitzen, z. B. wie nachfolgend skizziert.

Abb. 11.5.5 zeigt die Disposition mit den eingetragenen Kontrollebenen. Es ist an
genommen, daB ein Diffusor vorgesehen sei . Es sei IJf die Stokessche Stromfunktion, die
so normiert wird, daB sie von 0 bis 1 lauft. Man nimmt die 1Jf-Linien vorerst so an, daB

I 0 I

~

Abb. 11.5.5. Disposition und Kontrollflachen zur Durchfiihrung der zweidimensionalen Nachrechnung einer
Turbinenschaufelung

alle Kontrollflachen in Ringquerschnitte gleicher GroBe eingeteilt werden. Fur die mitt
lere Flache IJf= 0,5 wird der Betriebszustand zunachst eindimensional nachgerechnet,
wie oben dargelegt. In der Ebene <X ist der Totalzustand p2, h2 in Funktion von IJfgegeben,
und ebenso ist in der Austrittsebene des Diffusors ein konstanter statischer Druck PA
vorgeschrieben. Die Schaufelung ist dadurch gegeben, daB in den Kontrollflachen am
Leitradaustritt der absolute Stromungswinkel und am Laufradaustritt der relative Stro
mungswinkel in Funktion von r vorgegeben sind. Die Stromungswinkel seien hier als
Winkel in der radialen Projektion aufgefaBt; sie liegen also nicht in den Stromflachen.
Weiter seien e die Neigungswinkel wie in Abb . 11.5.5 dargesteIlt, und es wird angenommen,
daf e vom Innen- zum Aufsenrand stetig wachst in einer Weise, die hinreichend genau
ein fur allemal festgehalten werden kann.

In den Kontrollebenen am Leitradaustritt, die durch Index i gekennzeichnet seien,
wird die radiale Gleichgewichtsbedingung zweckmafiig in der durch Gl. 7.3(9") gegebenen
Form benutzt und lautet dann mit Cw c., Cz als Umfangskomponente, Radialkomponente
und Axialkomponente

C~i_ C • [8C r _ 8Cz] + C . (8Cu ) = (8h
O

) _ T .(8S). 11.5(47)
r n 8z 8r i u, 8r i 8r i '8r i

Wenn man beachtet, daB

Cu = c, cot <x, c, = Cz tan e, 11.5(48)

11.5(49)

die in 11.5(47) auftretenden Ableitungen 8cuj8r und 8crj8z bildet und einsetzt, erhalt man

dCzi 2 C;i cot
2

/Xi [( 8Cz) (8 tan e) ]
czi ar [1 + cot /Xi] + r - czi 8Z i tan ei + czi -8Z i

2. t .d cot <Xi _ dM _ T .dSi+ cz, co <x, dr - dr ' dr .
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In den durch j gekennzeichneten Kontrollebenen am Laufradaustritt benutzt man die
radiale Bewegungsgleichung zweekmafsig in der Form

c~i _ C . (OCr) _ Cr .(~~) = 2- dpi , 11.5(50)
r Zl OZ i 1 or i (!i dr

oder mit Einfiihrung von 11.5(48)

c~i [(OCz) (0 tan S) ] [dCZi d tan Si] 1 dp,- - c· _ . tan s· + c· --- - C . tan s· - tan s· + C . = - -.r Zl OZ i 1 Zl OZ i Zl 1 dr 1 zl dr (!i dr

11.5(51)

Die wesentliche Schwierigkeit des Problems besteht darin, daf in den beiden Differential
gleichungen 11.5(49) und (51) die Ableitungen oCz/oz und 0 tan s/oz auftreten. In
Gl. 11.5(49) ist dies deshalb nicht von entscheidender Bedeutung, wei! diese Glieder am
Leitradaustritt stark zuriicktreten gegen c~/r = c; cot2 iX /r. Deshalb geniigt es hier, den
ganzen Ausdruck, der Ableitungen nach z enthalt, als Nebenglied summarisch zu behan
deln und z.B. einfach den Wert einzusetzen, der sich aus der eindimensionalen Losung
in IJf = 0,5 ergibt. Am Laufradaustritt liegen die Bedingungen ungiinstiger, da hier links
gerade das Glied mit den Ableitungen nach z dominieren kann. Ein mogliches Vorgehen
ist z.B . das folgende .

Man nimmt in erster Naherung in allen Laufradaustrittsebenen P = const an. Aus
Gl. 11.5(49) berechnet man fiir die Kontrollebene 1 den Verlauf cZl(r) durch numerische
Integration, ausgehend vom Wert c:i in 'JI = 0,5. Dabei ist dh~/dr durch die Bedingungen
in Ebene iX gegeben, wahrend dsi/dr zunachst geschatzt wird. Mit cZl(r) sind die Eintritts
dreiecke des ersten Rades gegeben, ebenso vermoge der Energiegleichung des Leitrades
auch Pl(r), so daB mit dem bekannten Austrittsdruck auch die Austrittsdreiecke und der
Verlauf der Totalenthalpie h8(r) gerechnet werden konnen. Von hier aus kann in gleicher
Weise weitergeschritten werden zur Ebene 3 usw. bis zur Austrittsebene t» , Der Druck
umsatz im Diffusor wird beschrieben durch

X [(PA) X-l] c~---PwVw -- x - 1 =AD-'
X - 1 Pw 2

und es ist zu priifen, ob dies mit sinnvollen Werten des Umsetzungsgrades AD erfiillbar ist .
Bei der nunmehr vorliegenden Naherungslosung wurde die Kontinuitatsbedingung

noch nicht herangezogen . Ware die eindimensionale Ausgangslosung streng richtig, so
wiirde die Kontrolle erweisen, daB Kontinuitat erfiillt ist . Irn allgemeinen sind hier gering
fiigige Korrekturen notwendig. Aus den Geschwindigkeitsdreiecken ergeben sich auch die
genaueren Verluste und damit die Entropieverteilung s(r), die beim nachsten Rechnungs
gang zu verwenden sind. Weiter liefern die Verteilungen cz(r) ein neues Meridianstrom
linienbild, das stiickweise z. B. durch Polynomansatze dargestellt werden kann. Damit
konnen nun die Ableitungen nach z, insbesondere die 0 tan sJoz in den Laufradaustritts
ebenen bestimmt werden . Hierauf liefert die numerische Integration von 11.5(51), aus
gehend von der Linie 1]I = 0,5 neue Verteilungen des statischen Druckes in diesen Ebenen ;
mit diesen wird die ganze Rechnung wiederholt usw.

Kovergenzschwierigkeiten konnen sich einstellen infolge der iterativen Bestimmung
der p(r) in den Laufradaustrittsebenen. Man kann dies in folgender Weise verrneiden.
Beim rechnerischen Ubergang von Ebene 1 zur Ebene 3 wird in Ebene 2 gesetzt

P2(r) - pt __ K r - r*, 11.5(53)pr r*

wo Zeichen * die Werte in 'JI = 0,5 kennzeichnet . Man laBt K einige Werte durchlaufen,
fiihrt die Rechnung durch wie angegeben, berechnet aus 11.5(51) P2(r) und bildet den
mittleren quadratischen Fehler gegeniiber 11.5(53). Das K , das diesen zu einem Minimum
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macht, liefert die beste Naherung. So kann von Stufe zu Stufe weitergeschritten werden,
und man ersetzt an diesem kritischen Punkt das Iterieren durch Interpolieren.

Im allgemeinen werden Ein- und Austrittsdruck am Ende dieser Rechnung nicht genau
den urspriinglichen Werten entsprechen, doch kann man z..B. PA auf den Sollwert bringen
und alle anderen Druckwerte wie auch den Massenstrom proportional umrechnen.

11.6 Die Charakteristik der Verdichterstufe

11.6(1)

Das dimensionslose Charakteristikum des Arbeitsumsatzes in einer Verdichterstufe ist
nach der Eulerschen Momentengleichung gegeben durch

J. a~ = Cu2 - UIC u l = 1 - Cn 2 cot (32 - UICn l cot <Xl'
U 2

Da rp = k2Cn 2, hat dieser Zusammenhang die Form

rp [ UICn l ]J.=l- T cot{32+-C--cot<X1 = l-Arp ,
2 n2

11.6(2)

wobei offensichtlich A vom Betriebszustand nur wenig abhangen wird, da aus Kontinui
tatsgriinden Cn l fCn 2 nicht alIzustark variieren kann und auch die Abstromwinkel {32 bzw.
<Xl der betreffenden Schaufelkranze sich nur wenig andern. J e £lacher die Winkel <Xl und {32'
vgl. Abb. 11.6.1, desto grolser cot <Xl und cot {32' somit der Abfall von J. mit wachsendem rp .
Im GrenZ£alI (32 = <Xl = 90° ware J. = const = 1. Da Druckerzeugung und spezifischer
Arbeitsumsatz durch den Stufenwirkungsgrad miteinander verkniipft sind und dieser bei
Entfernung vom Auslegungspunkt abnimmt, fallt der Druck bei wachsendem rp stets von
einem bestimmten Wert an ab oSo entstehen die Kennlinien, wie sie z.B. im Bd. I , Abb .
8.6.20, 9.12.1 und 9.16.1 und 2 dargestellt sind.

Urn einen qualitativen Uberblick zu gewinnen, sei der Einfachheit halber k2 = 1
gesetzt. AuBerdem sei beim Axialverdichter Cn l = Cn2 angenommen und beim Radial
verdichter <Xl = 90°, d.h . Zustromung ohne Vordrall. Dann gibt die Formel

11.6(3)

beide FaIle richtig wieder, da ja beim Radialverdichter cot <Xl = O. Somit ist auch

dJ. 1- J.
drp = - (cot (32 + cot <Xl) - - -rp- 11.6(4)

30'

,;1---11- ---+- 70' t
3 f---++--+--~&--t---l 50' <>:t

0. 2 D.,; 0.6 0.8 1.0
.1,-

Abb.11.6.2. Fur die Steilh eit der Kennlinien
mafsgobende GroBe (1 - .1,) /),

Abb . 11.6.1. Geschwindigkeitsdreiecke einer Ver
dichterstufe
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11.6(5)

wenn wir die Abstromwinkel als praktisch fest betrachten. Ein MaB fur die Steilheit der
Kennlinie ist offenbar die GroBe

cp d). 1 - ).
T dcp - -).-

die im A uslegungspunkt gebildet sei . Was in der Tat interessiert, ist die relative Abhangig
keit des spezifischen Arbeitsumsatzes (als MaB fur die Druckerzeugung) vom DurchfluB,
d .h. man muf mit cp /). multiplizieren urn eine MaBzahl zu bekommen, die den Vergleich
verschiedener Falle erlaubt. In Abb . 11.6.2 ist die GroBe (1 - ).)/). dargestellt und fur
den Radialverdichter noch der Bereich von Laufschaufelaustrittswinkeln (32S der den
}.-Werten etwa zugeordnet ist. Beim Axialverdichter ist unter ). der Wert im Euler
Radius (ungefahr mittlerer Radius) zu verstehen. Das Diagramm zeigt, daB aus rein
kinematischen Grunden die Kennlinien beim Axialverdichter steiler verlaufen als beim
radialen. Den Zusammenhang zwischen spezifischem Arbeitsumsatz und Druckerzeugung
vermittelt der Stufenwirkungsgrad. Fallt also dieser mit zunehmender Entfernung vom
Auslegungspunkt rasch ab, - wie dies vor allem bei hoheren Mach-Zahlen der Fall ist 
so tragt dies zu einem steilen Verlauf der Kennlinie bei. So erhalten selbst Radialverdichter
stufen mit 90o-R adern bei sehr hohen Mach-Zahlen steile Charakteristiken, obwohl
(1 - ).)/). dort sehr klein ist .

Zur dimensionslosen Darstellung der Gleichungen, die das Verhalten einer Stufe be
schreiben, dienen zweckmafiig wieder Crocco-Zahlen

wobei

c
C - V2jl ' 11.6(6)

11.6(9)

jl = I( I( 1 PlVl · 11.6(7)

Die Indices 1, 2, 3 beziehen sich auf Eintritt Laufrad, Austritt Laufrad, Austritt Diffusor
(Leitrad) und die Q sind die Ringquerschnitte, gegebenenfalls noch multipliziert mit den
Cosinus der Neigungen der Meridianstromflachen gegen die Lote auf die Kontrollflachen.
Die Gleichungen lauten dann

wi = ci + vi - 2Cl VI cos (Xl ' 11.6(8)

. {3 Cl .
SIn 1 = W sin (Xl '

1

(~:r:-l- 1 = rJ~(Wi + V~- Vi) - W~,

W 2 = (PI) (1 + wi_ W~ + V~ _ Vi) klQl s~n {3l ,
WI P2 k2Q 2 sm (32

. W2 • {3
SIn (X2 =C sIn 2 '

2

11.6(10)

11.6(11)

11.6(12)

11.6(13)

11.6(14)

11.6(15)

Die Gleichungen 11.6(8), (9), (12), (13) sind kinematische Beziehungen, 11.6(10) und (14)
sind die Energiegleichungen von Laufrad und Diffusor, 11.6(11) und (15) die entsprechen-
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den Kontinuitiitsgleichungen. Die Diffusorwirkungsgradc 1)~ und 1)~ entsprechen den
Definitionen Bd. I, Gl. 5.3(5) und (10). Die empirischcn Eingahen werden durch die fol
genden symholischen Beziehungen wiedergegehen:

'YJ~ =f~'({31' MIl,

1)~ = f~(IX2' M 2)'

{32 = f {J({31' M 1),

IX:l =fc,,(IX2' M 2),

k2 = f~' ({31' M 1),

k3 =f~ ( IX 2 ' M 2)·

11.6(16)

11.6(17)

Die Versperrungsgrofle k1 ist entweder identisch mit k3 einer vorausgehenden Stufe oder
kann, wenn eine solche fehlt, in Funktion von IX1 und j111 dargestellt werden ; oft ist aber
dann k1 = 1 genligend. M 1 und M 2 sind die mit den lokalen Schallgeschwindigkeiten
gehildeten Mach-Zahlen , also

11.6(18)

11.6(19)c2 V 2
M 2 = a2 = C2 (r. - 1) (1 + Wi - W~ + U~ - Ui)'

Die durch Gl. 11.6(16) und (17) dargestellten Zusammenhiinge konnen z.B. aus Gitter
untersuchungen gewonnen werden, gegehenenfalls auch aus allgemeinen Unterlagen, wie
sie in Bd. I, Ahschn. 8.5 und 6 angegehen sind. Beim Radialrad reprasentiert die {32
Gleichung die Angahe libel' den Minderleistungsfaktor.

Als Charakteristika von Betriebszustiinden sind Mach-Zahlen anschaulicher als Crocco
Zahlen. Insbesondere ist

U u2M - --!. - -=--~
u - a1 - V(r. - 1) j1

eine zweckmiiBige Angahe ; es ist

:Mit

c = Cn1U2

1 sin IX1

11.6(20)

11.6(21)

11.6(22)

konnen also M w CnI> IX1 als die unabhiingigen Variablen betrachtet werden, die einen
Betriehszustand einer Stufe iihnlichkeitstheoretisch definieren. Sind sie gewiihlt, so he
stimmen die GIn. 11.6(8) und (9) WI und {31' hierauf 11.6(16) und (18) 1)~;, {32' k2 und schlieB
lich 11.6(10) und (11) iterativ W2 und (P2!P1) ' Alsdann liefern in gleicher Weise 11.6(12)
und (13) C2 und IX2' 11.6(17) und (19) 1)~ , IX3' k3 und 11.6(14) und (15) iterativ C3 und
(P3!P2) ' Damit sind auch das Stufendruckverhiiltnis (P3!P1) und ebenso solche GroBen wie
del' isentrope aerodynamische Stufenwirkungsgrad

,, -1

(P3!P1)-"- - 1
'YJsa = W2 _ W2 + U2 _ U2 + C2 _ C2' 11.6(23)

1 2 2 1 2 3
oder die isentrope Druckzahl

v, = L1u~s = 2~~ [(::) " ~ 1 - 1] 11.6(24)

bekannt. Wo die Spaltverluste nicht in die Radwirkungsgrade eingeschlossen werden
(Radialverdichter mit Deckscheiben) und Radreibungsverluste einen nennenswerten
Betrag haben, ist 1)sa noch nicht identisch mit dem alle Verluste umfassenden isentropen
Stufenwirkungsgrad 1)s' Jener ist vielmehr gegehen durch

1 1 »: r" r r 11 6(25)- = - + '"sp + '"sp + '"R + '" n .
1}s 1)sa
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11.6(27), (28)

wo CR del' Radreibungsverlust ist und t. del' beim Radialverdichter auftretende Verlust
durch Riiokstromung aus dem Diffusorraum ins Laufrad, del' in Bd. I, Abschn. 8.6d
erwahnt ist . Auch die charakteristischen Geschwindigkeiten

01 = Gl !V2 , o, = Ga!V2 , 11.6(26)

die allenfalls bei del' Benutzung einer Stufencharakteristik gebraucht werden, sind be
kannt. - Die Einfiihrung del' zusatzlichen Verluste als nachtragliche Korrektur nach
G1. 11.6(25) ist an sich nur eine Naherung, da ja eigentlich schon die Zustande in den
Punkten 1 und 2 berichtigt werden mtifrten, doch ist diese Feinheit im Rahmen del'
Genauigkeitsgrenzen einer solchen Untersuchung wohl stets vernachlassigbar.

Die systematische Variation del' Parameter M w 0nl und (Xl liefert sohlielllich die voll 
standige dreiparametrige Stufencharakteristik. In del' Regel ist abel' (Xl fest , oder es variiert
gesetzmafsig, z.B. mit 0nI> so daB cine zweiparametrige Charakteristik iibrigbleibt. Als
Variable, die den DurchfluB kennzeichnen, konnen au ch GroBen wie

k2 W2 sin (32
cP - U '

2

- mVl VI (P2!Pl) 1 6 29
CPl = Q 2U2 = cP -;;; = cP 1 + Wi - W~ + V~ _ Vi 1 . ( )

eingefiihrt werden . Abb . 11.6.3 zeigt zwei DarsteHungsformen einer Stufencharakteristik .
Die Verwendung solcher Durchsatzzahlen wie CPI und CPe als Abszisse hat den Vorteil ,
daB keine Iteration notwendig ist, da man den Eintrittszustand kennen wird. Die zunachst
wenig naheliegend scheinende Definition 11.6(29) ist be i del' Radialverdichterstufe zweck
maBig, weil dort VOl' allem die Radaustrittsbreite und damit Q 2 eine typische Konstruk
tionsgrofle ist. H iiufig werden solche K ennliniendiagramme auch dimensionsbehaftet dar
gesteHt, wobe i als Abszisse del' Massenstrom erscheint und als Kurvenparameter die Dreh
zahl, doch miiss en solche Angaben auf einen normierten Eintrittszustand bezogen werden.

Selb stverstiindlich konnen je nach den gegebenen Bedingungen auch anders definierte
GroBen herangezogen werden . Fur einst ufige Radialverdichter bevorzugt VOl' allem das
amerikanische Schrifttum Werte, die mit dem Totalzustand am Eintritt und dem statischen
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11.6(30)

11.6(31)

Austrittsdruck gebildet sind, d.h. es wird z.B. P3/p~ angegeben und entsprechend

Llh(ls) '0[( )"-1 ]1jJ(ts) __S _ =.h.. Pa -,,- _ 1 ,
u~ u~ P~

Llh(ls) Llh(ls) J'o [(P ),,-1 ](ts) = s _ _ s_ - --!. ~ " _ 1
'rIs - 10 hO - - - - 0 •

f~a - I a a PI

AIle diese GroBen, wie ubrigens auch solche, die auf die Polytrope bezogen sind, lassen
sich aus den Ergebnissen der angegebenen Rechnung leicht gewinnen.

Typisch fiir Verdichterstufencharakteristiken ist die Tatsache, daB gewisse Grenzen
auftreten, so vor allem die Stabilitatsgrenze . Zwei Effekte sind in diesem Zusammenhang
zu beachten. Das Pumpen (surge) ist ein Betriebszustand, bei dem Forderstrom und Druck
erzeugung periodisch pulsieren. Bei der rotierenden Abrei/3stromung (rotating stall) wird
hingegen der quasirotationssymmetrische Charakter der Stromung gestort : In einem Rad
oder Schaufelkranz treten an einer oder mehreren Stellen des Umfanges Ablosungsgebiete
auf, die ihre Lage stetig verandern, indem sie (vom ruhenden Beobachter aus gesehen)
etwa mit der halben Umfangsgeschwindigkeit der Maschine umlaufen, und zwar im glei
chen Drehsinn wie diese. - Beide Erscheinungen treten bei verminderter Durchflull
menge auf, und zwar sind folgende Arten des Verhaltens einer Verdichterstufe moglich :
1. Wird bei konstanter Drehzahl der Massenstrom immer mehr vermindert, so wird

schlieJ3lich eine Grenze erreioht, wo das Pumpen einsetzt. Rotierende Abreifsstromung
tritt nicht auf.

2. Wird der Massenstrom wie oben vermindert, so erscheint bei Unterschreitung eines
bestimmten Wertes die rotierende Abreiflstromung, wahrend die Maschine noch stetig
arbeitet. Bei noch weiterer Absenkung des Massenstromes wird eine zweite Grenze
erreioht, wo die Pulsation, also das Pumpen anfangt.

3. Wird der Massenstrom bei konstanter Drehzahl vermindert, so setzen bei einem
gewissen Grenzwert die rotierende Abreifrstromung und das Pumpen gleichzeitig ein .
Der Begriff der Stabilitatsgrenze soIl hier so definiert werden, daf sie bei fester Dreh

zahl die kleinste DurchfluBmenge kennzeichnet, bei der die nicht pulsierende, quasi
rotationssymmetrische Stromung noch aufrechterhalten bleibt. Sie ist die technisch wich
tige Grenze, da beide Vorgange die Betriebssicherheit gefahrden und daher im Dauer
betrieb nicht zugelassen werden konnen, In der dimensionslosen Darstellung einer Stufen
charakteristik erscheint die Stabilitatsgrenze a (Abb. 11.6.3) bei jedem M u bei einem
bestimmten Wert der Durchsatzzahl, also z.B. CPl '

Daneben existiert bei Verdichterstufen, die mit hoher Mach-Zahl arbeiten, auch eine
obere Grenze fur den DurchfluB, die Sperrgrenze oder Stopfgrenze b (Abb. 11.6.3). Sie liegt
dort, wo im engsten Querschnitt die Schallgeschwindigkeit erreicht wird oder allgemein
gasdynamisch eine Steigerung des Massenstromes nicht mehr moglich ist (bei super
sonischer Zustromung ist die Grenze nicht die Schallgeschwindigkeit) . Die maBgebende
Engstelle ist beim Axialverdichter iiblioherweise der Laufradeintritt, beim Radialver
dichter der Diffusoreintritt mit Ausnahme des Falles des schaufellosen Diffusors.

Wahrend die Bestimmung der Stabilitatsgrenze auf rein empirischen Angaben beruht
(vgl. Abschn. 11.11), laBt sich die Sperrgrenze gasdynamisch exakt berechnen. Sie geht
aus der Untersuchung der Bedingungen am Eintritt in den betreffenden Schaufelkranz
bzw. in den Diffusorkanal bcim Radialverdichter hervor. In die oben angegebenen Rech
nungen geht sie durch die Beziehung ein, die durch GIn. 11.6(16) und (17) angedeutet
sind. Fur Wertepaare 1111> {3I und 1112 , (32 ' die gasdynamisch unmoglich sind, liefern jene
Relationen keine Losung, womit auch die Rechnung nicht mehr durchfuhrbar ist.

Das Verfahren zur Nachrechnung einer Verdichterstufe ist hier in eindimensionaler
Form angegeben worden. 'Vo notig, kann man daran eine Berechnung der rotations
symmetrischen Stromung anschlieBen , wozu es viele Verfahren gibt. Beim Axialverdichter
kann es zweckmallig sein, im interessierenden Bereich die rotationssymmetrische Stro-
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mung in del' Repetierstufe nachzurechnen wie unter 7.8 gezeigt. Aus den so erhaltenen
Zustromwinkelverteilungen langs r lassen sich fur die Radwirkungsgrade integrale Mittel
werte bilden, die zusammen mit den Geschwindigkeitsdreiecken in einem Bezugsradius
die korrekten Verluste liefern. Diese Mittelwerte lassen sich oft mit guter Naherung auch
verwenden, wenn keine Repetierbedingungen gegeben sind. - Solche Untersuchungen
zeigen iibrigens in del' Regel, daB die Stabilitatsgrenze um so weiter vom Auslegungs
punkt entfernt liegt, je hoher del' Reaktionsgrad und je kleiner Y - Ds/D N .

11.7 Die Charakteristik des mehrstufigen Verdichters

Die dimensionslosen Variablen , die den Betriebszustand eines Verdichters ahnlichkeits
theoretisch beschreiben, miissen offenbar die gleichen sein, wie fur die Turbine, denn die
unter 11.4 durchgefUhrten Uberlegungen lassen sich in sinngemafler Weise ohne weiteres
auf den Verdichter iibertragen. Es sind dies das Druckverhaltnis, das hier zweckmaflig
durch II = Pro /p" festgelegt wird, die durch Gl. 11.4(13) definierte Drehzahlvariable n*
und die durch 11.4(14) definierte DurchflufJvariable ifJ. - Beim idealen Gas, das bei del'
Mehrzahl del' Verdichter vorliegt, nehmen die Definitionsgleichungen von n* und ifJ die
Formen 11.4(20) und (21) an . -

Das Gesamtverhalten eines Verdichters konnte also in del' durch die GIn . 11.4(15)
und (16) angedeuteten Weise wiedergegeben werden, nul' ware diese Darstellung im Hin
blick auf seine Zweckbestimmung nicht naheliegend. Anschaulich ist es, die Druck
erzeugung in Funktion von DurchfluB und Drehzahl anzugeben ; die iibliche Darstellungs
weise ist also

II = F (ifJ , n*), 1] = f (ifJ , n*) . 11.7(1), (2)

Irn Einzelfalle muf hier natiirlich angegeben werden, wie del' Wirkungsgrad 1] definiert
ist. Auch das Druckverhaltnis II kann an sich noch verschieden festgelegt werden; es
kann z. B . Druckanderungen in den Stutzen mitumfassen oder nicht. An del' Struktur
del' Zusammenhange andern solche Festlegungen nichts.

Die so entstehende Gesamtcharakteristik hat die gleiche Gestalt wie die Stufen
charakteristik. Abb . 11.7 .1 und 2 zeigen typische Beispiele solcher Kennliniendiagramme.
Insbesondere erscheinen in ihnen wieder die Grenzen, Stabilitatsgrenze und Sperrgrenze,
die letztere allerdings nicht in allen Fallen, wie ja auch nicht in allen Stufencharakteri
stiken. Um zu einem Verstandnis del' Lage diesel' Grenzen zu gelangen und auch zu er
kennen, wo innerhalb des Stufenverbandes sie erreicht werden, sei anhand Abb. 11.7.3
eine grundeatzliche Uberlegung angestellt . Vorausgesetzt wird del' Ubersichtlichkeit halbel'
ein Axialverdichter, dessen Stufen so genau unter Repetierbedingungen arbeiten mogen,
daf ihre Stufencharakteristiken als identisch betrachtet werden diirfen. Die maBgebende
Umfangsgeschwindigkeit sei fur alle Stufen gleich . Irn Diagramm oben rechts ist das Ver
haltnis des ort.lichen Ringquerschnittes Q zum Eintrittsquerschnitt Q" in Funktion des
axialen Stromungsweges angegeben. Aus Kontinuitatsgrtmden ist dies im Auslegungs
punkt offenbar gleich dem Verhaltnis del' spezifischen Volumina v und v" an den betreffen
den Stellen. Die Durchsatzzahl im Auslegungspunkt sei CPo ' diejenige an del' Stabilitats
grenze del' einzelnen Stufe CPs. Die zugehorigen Druckzahlen seien '/fJo und '/fJs .

Die Diagramme stellen den Verlauf del' Durchsatzzahl cp in Funktion des Stromungs
weges dar, wobei insbesondere del' Anfangspunkt jeder Kurve links dem 'Wert Cp" am
Eintritt entspricht, del' Punkt am an del'en Ende dem Austrittswert CPro . Wenn nun das
Druckverhaltnis II kleiner ist als im Auslegungspunkt, nimmt v langs des Weges weniger
ab, d.h . cp wird zunehmen mussen, da die Abnahme des Ringquerschnittes dem Aus
legungspunkt angepaBt ist. Das Umgekehrte tritt ein, wenn II iiber dem Auslegungs
wert IIo liegt. Del' Fall It < fTo ist also gekennzeichnet durch eine ansieiqende, del' Fall
JI > flo durch eine abfallende cp-Kurve, wahrend bei Il = 110 und nul' dann cp = const
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wird. - Der kleinste Wert der Drehzahlvariablen 11,*, bei dem das Auslegungsdruck
verhaltnis flo eben noch erreichbar ist, betragt offenbar

11,* = Y1fo!1fs , 11.7(3)

denn wenn aIle Stufen mit der Durchsatzzahl rps durchstromt werden, arbeiten sie aIle
mit 1fs und erzeugen somit bei der angegebenen Drehzahl gerade das Druckverhaltnis flo.
Davon ausgehend konnen nun die verschiedenen Stromungszustande diskutiert werden.

Fall 11,* < Y1fo!1fs : AIle rp-Kurven steigen an, da stets fl < flo . Kurve 1 entspricht
rp" < rps , d .h . die ersten Stufen arbeiten im instabilen Bereich. Mit rp" = rps, Kurve 2,
wird die Instabilitat eben verrnieden. Die Kurve lauft steiler, weil die Druckerzeugung
kleiner ist als bei Kurve 1. Noch steiler laufen die Kurven 3 und 4, bei denen rp" > rps.
Bei hinreichend grofsem Durchsatz kann rpw derart grof werden, daf in der letzten Stufe
Schallgeschwindigkeit erreicht wird (Sperrgrenze!) . Oder die letzten Stufen konnen auch
in einem Bereich arbeiten, wo ihre 1f negativ werden , d. h . sie arbeiten mit Expansion.
Das kann so weit gehen, daf Pw = p", d .h . es resultiert keine Druckerzeugung mehr.
In beiden F allen ist eine weitere Steigerung des Durchflusses nicht mehr moglich . Dieser
Fall kann z. B . bei Kurve 4 vorliegen, obwohl dort immer noch rp" < rpo.

Fall 11,* = Y1fo!1fs: Ist rp", = rps , Kurve 5, so wird dieser Wert in allen Stufen ein
gehalten, also sind aIle Stufen an der Stabilitatsgrenze, und es entsteht Il = flo . Mit
rp" > rps wird tt kleiner, so daB ansteigende rp-Kurven 6, 7, 8 entstehen. Kurve 7 ent
spricht rplX = rpo . Bei rp" > rpo erreicht man sohlielilieh einen Fall - z.B . Kurve 8 - wo
rpw so groB wird, daf dort Schallgeschwindigkeit (Punkt A) erreicht wird, d .h. man stoBt
an die Sperrgrenze.

Fall 11,* = 1 : Mit rplX = rpo entsteht rp = const, Il = flo, d .h . es liegt der Normalpunkt
vor, Kurve 11. Senkt man rp" ab , so wird Il :» flo, womit man abfallende rp-Kurven er
halt . Kurve 10 liegt noch ganz im stabilen Bereich, wogegen bei Kurve 9 die letzten
Stufen bereits im instabilen Gcbiet arbeiten. Mit rp", > rpo wird Il < flo, d. h . die rp-Kurven
steigen an , Kurven 12 und 13. Bei der letzteren sei am Ende die Schallgeschwindigkeit
crreicht (Punkt A) und damit die Sperrgrenze.

Fall 11,* > 1: Mit rp" = rpo wird Il > flo , womit eine abfallende rp-Kurve entsteht, die
aber im gezeigten Beispiel (Kurve 16) noch im stabilen Bereich bleibt. Sobald man aber
rp" absenkt, also noch grofseres Il erzeugt, fallen die rp-Kurven so stark ab, daB sie mit
der letzten Stufe beginnend ins instabile Gebiet reichen (Kurven 14 und 15). Weiter exi
stiert ein Wert rp" > rpo, dessen zugeordnetes 1f die Bedingung 1f = 1fo!11,*2 erfiiIlt . Dann
entsteht gerade wieder Il = lIo' also die Kurve 17. Bei noch groBerem rp" wird 1I < lIo,
womit man eine an steigende Kurve erhalt. Bei Kurve 18 ist angenommen , daB am Ende
- Punkt A - gerade wieder die Schallgeschwindigkeit errcicht sei . - Die rp-Werte, die
dem Grenzpunkt A (Sperrgrenze) entsprechen, liegen mit zunehmenden 11,* immer tiefer,
da ja der ganze Geschwindigkeitspegel ansteigt.

Als Gesamtergebnis dieser Untersuchung ergibt sich also das Folgende:

11,* < Y1fo!1fs Instabilitat geht von erster Stufe aus,

11,* = Y1fo!1fs aIle Stufen gleichzeitig an Stabilitatsgrenze,

11,* > Y1fo!1fs Instabilitat geht von letzter Stufe aus.

Aus diesem Grunde hat die Stabilitatsgrenze a (Abb . 11.7.2) einen Knickpunkt bei B .
Dort kommen aIle Stufen gleichzeit ig an die Stabilitatsgrenze ; daruber ist es die letzte,
darunter die erste Stufe, welche die Instabilitat einleitet.

Exakt gelten diese Zusammenhange nur unter den einfachen Voraussetzungen, die ihnen
zugrundeliegen. Unter allgemeinen Bedingungen worden die Erscheinungen einfach etwas
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verwisehter, ohne ihren Charakt er abel' zu verandern , Insbesondere gibt es keinen scharf
ausgepragten E ckpunkt B . Die Drehzahl, bei del' et wa alle Stufen gleichzeitig an die
St abilitatsgrenze kommen, ist die tiefste Drehzahl, bei del' das Auslegungsdru ckverhalt
ni s IIo eben no ch erreicht werden kann. Abb . 11.7.4 veranschaulicht die besonderen Bedin-
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Abb. 11.7.4. Sit uation bei Axialverd ichtern
grollen Dru ckverh altnisscs, wo bei stark ver
minderter Dr ehzahl innerhalb der durch das
Durchflulsgesetz gegebencn Grcnzen kein sta biler

Betri ebszustand mehr moglich ist

gungen, die eintreten , wenn ein fiir hohes Druokverhaltnis ausgelegter Axi alverdichter
mit stark reduzierter Drehzahl betrieben wird. Kurve 1 entspricht dem kleinsten Durch
fluB, bei dem Instabilitat eben no ch vermieden wird. Sie schneidet abel' weiter hinten
die DurchfluBgrenze. Diese kann identisch sein mit del' Sperrgrenze del' Schaufelung oder
sie kann auch dadurch bedingt sein , daB das anschlieliende Verbrauchssystem beim er 
zeugten Druck keinen hoheren Durohfluf zulafst . In beiden Faflen ist del' Betriebszustand
unmoglich . Del' grofste mogliohe Durchfluf entspricht del' Kurve 2, die abel' die st rich
punktiert angegebene Stabilit atsgrenze schneide t. Demnach ist unter diesen Bedingungen
iiberhaupt kein regul arer Betriebszustand (weder Pumpen no ch rotierendes AbreiBen)
moglich . - In Ab b. 11.7.2 schneidet die Sperrgrenz e c die Stabilitatsgrenze a, was den
gesc hilderte n Bedingungen entspricht . - In del' Tat stellt das Anfahren von Axial
verdichtern solche Probleme. Bei Maschinen , die fiir nicht allzuhohe Druckverhaltnisse
ausge legt sind (GroBenordnung 5) und diese Erscheinung sich auf sehr niedrige Dreh
zahlen beschrankt, kann man beim Anfahren die rotierende Abreillstromung zul assen ,
weil del' Beanspruchungspegel niedrig ist . Die fiir hohe Druckverhaltnisse au sgelegten
Verdichter moderner Gas t urbinen lassen sich indessen so nicht betreiben, sondern es sind
R egeleingriffe notwendig, die solche Betriebszustande vermeiden, namlich Leitschaufel
verstellung und Abblasung zwischen einzelnen Stufen.

In Abb . 11.7 .2 ist noch die Pumpgrenze b einge t ragen, die im oberen Teil mit del'
Stabilitatsgrenze identisch ist, unten abel' nach links von ihr abweicht. Zwischen den
Kurven a und b liegt das Gebiet des rotierenden Abreiliens bei stetiger Forderung. Nach
unten verliert sich die Pumpgrenze schliel3lich , da del' Stromungszustand allgemein so
unruhig wird, daf ein deutliches Einsetzen des Pumpens nicht mehr beobachtet werden
kann,

Die grundlegenden Zusarnmenhange , die hier aus dem Verlauf del' Durchflufsquer
schnit te .Q und del' spezifischen Volumina hergeleit et wurden, gelten an sich in genau
gleicher Weise au ch fiir den Radialverdichter. Dort liegen abel', VOl' all em bei industriellen
Maschinen , Stabilitatsgrenze und Sperrgrenze einzelner Stufen dank del' flachen Charak 
t eristik so viel giinst iger, daB ein wesentlich weit erer Betriebsbereich ents teht. Oft liegt
die Sperrgrenze aufserhalb des betrieblich iiberhaupt in Frage kornmenden Gebietes. So
entstehen Gesamtcharakteristiken von dem in Abb. 11.7.1 dargestellten Typ. H aufig sind
Pumpgrenze und Stabilitatsgrenze im ganzen Bereich identi sch , wie dargestellt.

11.8 Del' Vorgang des Pumpens, die Pump grenze

In Abb. 11.8.1 moge die stark ausge zogene Kurve die K ennlinic eines Verdichters fiir
einen gegebenen Eintrit t szustand des Fluides darstellen , und zwar dim ensionsbehaftet,
so daB die Abszisse del' Massenstrom m , die Ordinate del' Austrittsdruck p ist. Die K enn-
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Abb.11.8.1. Im ganz en Bereiche ste t ige Verdi cht erk cnnlinic (indu st rielle Rad ialverd ichter mit ru ckwarts
gckriimmten Scha ufeln)

linie ist nach links fortgesetzt in das Gebiet , wo die ste tige, quasirotationssymmetrische
Stromung in del' Maschin e normalerweise gestort ist, wobei selbst negativer Massenstrom,
d .h. Ruckstromung mit einbezogen ist. Es ist ein ste tiger Verlauf diesel' K ennlinie voraus
gesetzt, wie er typisch ist fiir gewisse industrielle Radi alv erdichter, VOl' allem solche mit
schaufellosen Diffusoren . - Das Verbrauchersys tem kann man sich ste ts ersetzt denken
durch ein Volumen V und ein diesem nachgeschaltet es Drosselorgan, wie im Schema link s
veranschaulicht. Einer festen Ste llung dieses Drosselorgans ents pricht dann ein bestimmter
Zusammenhang zwischen dem Druck p im Verbrau chersyst em und dem DurchfluB 1i1

durch das Dro sselorgan . Die Kurven 1-5 stellen solche Verbrauchercharakteristiken
(Drosselkurven) dar, sind also verschiedenen Drosselstellungen zugeordnet. Stationare
Betriebszustande werden stets dur ch Schni t tpunkte zwischen del' Verdichterkennlinie und
einer Drosselkurve wiedergegeben .

Nun werde zunachst von del' Voraussetzung ausgegangen, das Volumen V sei sehr
groB. Die Schni t tpunkte del' Dro sselkurven 1 und 2 ents prechen un abhangig von V
Betriebszustanden mit stet igem DurchfluB, was indessen fiir den Schnittpunkt A zwischen
Kennlinie und Drosselkurve 3 nicht mehr gilt. Denn fallt durch eine zufallige kleine
Storung del' Massenstrom etwas un tel' den Beharrungswert, so vermag del' Verdichter
den Druck nicht mehr zu erzeugen , del' abel' im Vcrbrau chersystem des groBen Volumens
wegen immer noch herrscht . Die Forderung bricht daher zusammen und del' Betriebs
zustand springt momentan auf den durch Punkt B dargest ellten (Rii ckstr6mung !). Nun
ent leert sich das Verbrau chersystem, womit sich del' Betriebszustand allma hlich von B
nach 0 verschiebt. Da dort del' Druck augenbli cklich imm er no ch die Tendenz hat, abzu
fallen , spring t del' Betriebszustand erneut und zwar in den Punkt D . Nun wird mehr
geforder t als durch das Drosselorgan abstromt, womit del' Druck steigt, bis Punkt A
erreicht ist und del' Zyklus von neuem beginnt.

Die andere E xtremannahme besteht darin, ein vernachlassigbar kleines Volumen V
vorauszusetzen. Dann stellt sich jederzeit verzogerungsfre i del' Beharrungszustand ein.
Jeder Schnittpunkt zwischen del' Verdichterkennlinie und einer Drosselkurve ents pricht
darum eine m moglichen ste t igen Forderzustand, sofern nul' die Steigung del' Drosselkurve
im Schnittpunkt stcilcr ist, als die del' K ennlinie. Denn dann wird jede voriibergehende
kleine Abwei chung VO Ill Bcharrungszustand sogleich wieder r iickgaugig gemac ht. Also
auch Betriebszustande wie del' Schnitt del' Drasselkurve ;; mit K ennlinie sind dann mog
lieh . Das sind iibrigens die typischon Bedingungen in hydraulisehen Anlagen, sofern dart
aIle windkesselartigen Elemcntc Ichleu und somit praktiseh keino Volum enolast.izitat
besteht,

Weitaus am kompliziertesten ist del' Fall eines Valumens V von miiBigcl' Gr613c, wo
eine solehe quasistatisehe Betraehtungsweise nieht mehr geniigt . Del' Vorgang muf dann
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durch eine Differentialgleichung beschrieben werden. Dies ist mehrfach durchgefiihrt
worden, sehr friih schon von Bidard [10], spater z.B. von Taylor [11] und in sehr allgemei
ner und strenger Form von Horvath [12]. Es ergibt sich , daB mit technisch sinnvollen
Annahmen iiber V der Grenzpunkt der stetigen Forderung ganz wenig links von A zu
liegen kommt, z.B. nach A' (ubrigens spielt dabei nicht nur das Volumen eine Rolle,
sondern auch die Struktur des Systems, das als akustischer Resonator wirken kann) .
Es stellt sich dann ein Pumpzyklus wie etwa A'EFA' ein, eine Darstellung, die hier
allerdings nur halbschematischen Charakter hat, weil zufolge der dynamischen Effekte
der zeitliche Verlauf der Drucke an verschiedenen Stellen stark unterschiedlich ist.

Eine Untersuchung von Greitzer [34] laBt die Voraussetzung fallen, daB die stationare
Kennlinie auch dem instationaren Vorgang zugrundegelegt werden durfe und kann theo
retisch Aussagen daruber machen, ob Pumpen oder rotierendes AbreiBen eintritt.

Das fur die Praxis wichtige Ergebnis ist aber, daB solche Grenzpunkte wie A ' stets
sehr nahe bei A liegen , so daB einfach das relative Maximum der K ennlinie als Pump
grenze betrachtet werden kann mit einer ganz kleinen Sicherheitsreserve. Die Pumpgrenze
ist hier also nicht durch ein besonderes Stromungsphanomen gekennzeichnet. Vielmehr
liegt sie dort, wo die Verluste mit abnehmendem Forderstrom so stark zunehmen, daB
die Kennlinie waagerecht wird.

Wahrend bei [10-12] nur eine Kennlinie eingefuhrt wird , die das Verhalten des gesamten
Verdichters kennzeichnet, fiihrt Yamaguchi [35] eine verfeinerte Untersuchung durch, bei
der die Kennlinie jeder Stufe eingefiihrt wird. Die Stufen werden dabei durch Trenn
flachen angenahert, und die Dynamik der Zwischenraume wird in die Re chnung ein
bezogen, d .h. der Verdichter selbst wird als ein akustisches System betrachtet. Dabei
ergibt sich, daB bei erhohter Drehzahl - d .h. in dem Gebiet, wo nach der Untersuchung
in 11.7 die Stabilitatsgrenze in den letzten Stufen uberschritten wird - das Gesamtsystem
instabil werden kann, obwohl es nach der einfachen Uberlegung noch stabil sein sollte,
d.h. in Punkten rechts von A in Abb. 11.8.1.

Abb . 11.8.2 zeigt eine qebrochene Kennlinie, bestehend aus zwei nicht ineinander iiber
gehenden Kurvenasten a und b, wobei a den regularen Betriebszustanden entspricht.
Solche Kennlinien sind typisch fur Axialverdichter oder auch fur Radialverdichter mit
geschaufelten (oder sonstwie in Einzelkanale unterteilten) Diffusoren, bei denen die
Zustromgesohwindigkeiten zum Diffusor die Grofsenordnung der Schallgeschwindigkeit
erreichen. Das Abbrechen des regularen Kurvenastes bei A ist beim Radialverdichter
verursacht durch den Zusammenbruch des Druckumsatzes im Diffusor. Beim Axial
verdichter entsteht es durch ein rotierendes AbreiBen, das sich uber die volle Schaufel
hohe erstreckt.

Kurven 1 und 2 sind wiederum zwei Drosselkurven. Bei Kurve 2 wird offensichtlich
das Pumpen eingeleitet und zwar unabhangig vom Volumen des Verbrauchersystems.
Bei sehr groBem Volumen entsteht ein Pumpzyklus der Art ABCDA, bei klein em etwa

b

B

p
2

o
Abb.11.8.2. Aus zwei nicht zusammenhangenden Asten bestehende Verdichterkennlinie (z.B. Axialverdichter)
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AEFA. An der Pumpgrenze andert sich nichts, doch wird die Pumpfrequenz um so hoher,
je kleiner das Volumen. Nur bei verschwindend kleinem Volumen V springt der Betriebs
zustand auf einen neuen Beharrungspunkt, den Schnittpunkt der Drossellinie 2 mit dem
Kurvenast b.

In [13] und [14] wird iiber Versuche an einem einstufigen Radialverdichter berichtet,
bei denen auch im regularen Bereich unabhangig vom Betriebszustand eine standige
Oszillation des Forderstromes beobachtet wurde, die etwa ±8% betrug und eine Frequenz
von rd. 10 S-1 aufwies. Die Autoren fuhren dies auf eine akustische Schwingung des
Systems zuriick, auBern aber die Vermutung, daB solche Schwingungen in der Praxis
die Regel seien . AHerdings gelang es nicht, eine solche selbsterregte Schwingung aus der
gemessenen Kennlinie theoretisch zu erklaren. Es wird gefolgert, daB die effektive Pump
grenze um den Amplitudenwert des Forderstromes weiter links liege als aHgemein an
genommen wird ; wird sie bei dieser Pendelung einmal zufallig leicht iiberschritten, so
setzt das Pumpen ein. Demnach wiirde eine genaue Voraussage der Pumpgrenze eine
Berechnung dieser akustischen Schwingung verlangen. Allerdings scheint ihre Amplitude
vor allem von der Drosselcharakteristik abzuhangen. Trifft dies aber zu, so laBt sich
empirisch ebensogut eine Aussage iiber den Mittelwert des Massenstromes an der Pump
grenze machen, wie iiber den effektiven Minimalwert. Dieser Mittelwert ist es, der technisch
interessiert. - Uber Stabilitatskriterien vgl. die AusfUhrungen unter 11.11.

11.9 Rotierende AbreiJ1stromung

Das rotierende AbreiBen ist anscheinend durch Whittle erstmals an Vorsatzlaufern von
Radialverdichtern entdeckt worden, ist aber vor allem beim Axialverdichter von Bedeu
tung. Die naheliegendste Erklarung, die fur das Phanomen gegeben werden kann, ist die
folgende (vgl. auch [15]). Steigert man den AnsteHwinkel, mit dem man ein gegebenes
Verzogerungsgitter anstromt, so setzt irgendwo die AblOsung ein. Die Querschnitts
versperrung durch die so entstehenden Totwassergebiete hat zur Folge, daB die Stromung
schon vor dem Gitter ausweicht. Im Beispiel Abb. 11.9.1 wird also das Profill durch
dieses Auswei chen noch ungiinstiger angestromt, wahrend die Zustromrichtung zum
Profil 2 wieder giinst iger wird. Folglich wird jetzt Profil 1 ablosen, wahrend Profil 2
wieder regular zu arbeiten beginnt. So wandert die Ablosung, indem sie von Schaufel zu
Schaufel fortschreitet . - Theoretische Ansatze zur Vorausberechnung einer solchen Sto
rung an einem einzelnen Schaufelkranz sind mehrfach versucht worden, vgl. [15-18].
Sie zeigen , daB mehrere Mechanismen existieren, die auf solche umlaufende Storungen
Iuhren, so daB also die Erklarung nach Abb . 11.9.1 weder zwingend noch erschopfend ist.
Keine der Theorien befriedigt ab er quantitativ. Sie vermogen auch die Umlaufgeschwindig
keit nicht korrekt vorauszuberechnen, die etwa die Halfte der Umfangsgeschwindigkeit
betragt, Die Betrachtung eines einzelnen Schaufelkranzes, an den zwei unendliche Halb
raume anschlieBen, idealisiert den Vorgang offenbar zu sehr.

Abb . 11.9.1. Zur Erklarung des roti erenden Abreiflens
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Praktisch tritt das rotierende AbreiBen in zwei Formen auf. In einem Falle bilden sich
gleichabst andig am Umfang mehrere Abli::isezellen, die sich nur iiber einen Teil der Schaufel
hi::ihe erstrecken, die T eilablOsung (Abb . 11.9 .2a) . Bei ihrem Einsetzen fallt der Fi::irderdruck
nur wenig oder gar nicht aboMeist liegen die Zellen auBen, wie dargestellt, selten innen.
Bei der zweiten Form entsteht nur eine Ablosezelle, die sich iiber die volle Schaufelhi::ihe
erstreckt , die VollablOsung (Abb.11.9.2b) . Dab ei fallt der Forderdruek stark abo -

11.9(1)

Abb. 11.9.2. Konfiguration del' Zellen beim roti erenden Abreil3en : a) Mehr ere Zellen, Teilablosung ;
b) eine Zelle, Vollablosung

Abb. 11.9.3 zeigt mi::igliche Arten des Verhaltens. Irn F alle a tritt an der Stabilitatsgrenze A
die TeilablOsung auf, verbunden mit einem leichten Dru ckabfall auf B . Vermindert man
den Massenstrom mweite r und gelangt so nach C, so erfolgt der Umschlag zur Vollabl osung
mit Druckabfall auf D . Steigt mwieder an, so bewegt man sich zunachst weiterhin auf
Kurvenast c (Vollabli::isun g). Erst in E springt der Zust and zuruck zur Teilabl i::isung, d .h .
Kurve b. - Bei der Situation nach Abb. 11.9.3b tritt an der Stabilitatsgrenze A sogleich
die Vollabli::isung auf, verbunden mit starkem Druckabfall auf B . Wird mwieder erhoht ,
so verschwindet das rotierend e AbreiBen im Punkt C, wobei der Betriebszustand wieder
regular wird (Kurve a). - Diese Diagramme hab en stets zur Voraussetzung, daB ein
verschwindend kleines Verbrau chervolumen anschlieBe, oder andere, regular arbeitende
Stufen.

Durch Day et al. [19] ist ein einfaches Gedankenmodell vorgeschlagen worden, das
zu einem besseren Verstandnis dieser Zusammenhange fiihren soll 2. Vereinfachend wird
Inkompressibilitiit des Fluids vor ausgesetzt und angenommen, daB sich eine in der ersten
Stufe bildende AblOsungszelle unverandert durch alle Stufen fortsetze. Abb . 11.9.4 ver
anschaulicht die Verhaltnisse in einer vierstufigen Schaufelung, oben in schematischer
Abwicklung die Stufen 1-4 und die AbreiBzelle a in einer augenblicklichen Lage, unten
den Verlauf der Driicke. Da in der AbreiBzelle ein sehr kleiner Durchsatz auftritt, staut
sich an ihrem Anfang praktisch verlustfrei ein stat ischer Druck p" auf, der nah ezu gleich
dem Totaldruck p~ vor der Schaufelung ist. Innerh alb der AbreiBzelle steigt der Druck
bis zum Austritt auf p w. Mit 'Urn als Umfangsgeschwindigkeit im Mittelkreis und z als Stufen
zahl wird nun die folgende Druckzahl definier t:

, Pw - p" Pw - p~
VJ = zeu~ zeu~

Dab ei ist Urn fur alle Stufen gleich angenommen . I st LIp der stat ische Druckanstieg pro
Stufe in der Ablosungszelle, so ist offenbar VJ' = Llpleu;. Die grundlegende Hypothese
der Modellvorstellung besteht nun darin, un abhangig vom Typ der Schaufelung im Falle
der TeilablOsung den Festwert VJ' = 0,17, bei Vollabli::isung VJ' = 0,11 zu setzen . Das wird
durch die von den Verfassern analysierten Versuche mit hinreichend geringer Streuung
bestatigt.

2 Unsere Dar stell ung weicht yon del' in del' Originalarb eit etwas ab, was die Substan z del' Theorie nieht
vera ndert ,
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Abb . 11.9.4. Sehemati sehe Darstellung einer dureh aile Stufen hindurehgehend en Ablosezelle und zugehoriger
VerIauf der maflgebenden Drueke

Del' Druck p' im regul ar durchstromten Schaufelungste il wiI'd einen Verlauf nehmen,
wie in Abb . 11.9 .4 ebenfalIs dargestelIt , vgl. die Eintragung p: am Eintrit t . Er wird sich
st romabwart s sehr rasch dem Totwasserdruck p angleichen (gemeint sind immer libel' den
U mfang gemit telte Drucke), Die Ablo sezellen dikti eren also den Druckverlauf, und die
Durchsatzgeschwindigkeit im regular durchstromten Teil st ellt sich so ein, daB dart eben
die Druckerzeugung entste ht , die dem Wert "P' entspricht. I st Q del' Ringquerschnitt,
L1Q del' durch die Abl osezellen versperrte Anteil , so ergibt sich aus der Durohsatzgeschwin
digkeit, die durch die Druckerzeugung gegeben ist mit del' Kontinuitatsgleichung del'
regular durohstromte Querschnitt Q - L1 Q. - Wird bei VollablOsung del' Massenstrom
immer weiter vermindert, so wird L1Q immer groBer , bis schliefllich bei NulIdurchsatz
del' ganze Querschnitt zum Ab losungsgebiet geworden ist. Del' Vorgang ist dann dem
Ventilationsvorgang in einer nicht beaufschlagten Turbinenschaufelung vergleiehbar.
Daraus wird iibrigens au ch plau sibel, daB "P' von del' Geometrie del' Schaufelung einiger
mallen unabhangig ist, denn das trifft ja au ch naherungsweise zu fur die Ventilations
verluste.

Weitel' fuhrt die Theorie die Versperrungsgrofle

A = L1Q/Q 11.9( 2)

ein und bestimmt aus den Versu chsergebnissen einen kritisehen Wert }. = 0,3. Steigt A
libel' die sen Wert, so tritt VollablOsung ein , fallt es un tel' ihn, so springt del' Zustand
zuriick auf Teilablosung oder gar auf regulare St romung.

Damit lassen sieh nun die Vorgange im Verdichter verfolgen, vgl. Ab b. 11.9 .5. Wird
im FaIle a bei del' Drosselkurve 1 die St abilitatsgrenze A erreieht , so tritt roti erendes
Abreilien auf und "P ' fall t mindestens auf den Wert 0,17. I st dort BD/OD < 0,3, so bleibt
es zunachst bei TeilablOsung mit mehreren ZelIen . Erst wenn rp = mv/Q1lm weitel' absinkt
und der Punkt E erreicht wird, wo ED = 0,3 OD, erfolgt del' Umsehlag zur Vollablosung.
Del' Druck fall t langs del' Drosselkurve 2 zum Punkt F . Wird del' Durchfluf wieder
erho ht, so verschwindet die Vollablosung im Punkte 0, wo 01 = 0,3H1. Del' Betriebs
zustand spring t im an gegebenen Beispiel auf den Punkt K del' regularen K ennlinie zuruck,
doch ist auch del' F all moglich , wo man wieder auf die Teilablosung zuruckkornmt.
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Wird im FaIle b die Stabilitatsgrenze A auf der Drosselkurve 1 erre ioht, so tritt sofort
Vollab losung ein , d.h. der Betriebszustand springt nach E, da BD/CD > 0,3 und der
teilabgelOste Zustand sich daher nicht halten kann. Wenn der DurchfluB wieder erhoht
wird, verschwindet die Ablcs ung im Punkte F, wo FH = 0,3 GH und man gelang t langs
der Drosselkurve 2 auf Punkt I zuriick.

Im FaIle c schlieBlich hat die regular durchstromte Schaufelung an der Stabilitats
grenze 1p < 0,17. Dann erscheint dort die Teilabl osung ohne Druckabfall , und dieser
Zustand bleibt bei weiterer Mengenreduktion erhalt en bis Punkt B , wo B A = 0,3 CA. Hier
t rit t die VollablOsung auf, womit der Druck auf Punkt D Iallt. Bei anschlieBender E r
hohung des Massenstromes bleibt dieser Zustand bestehen bis E, wo EG = 0,3 FG . Von
dort gelang t man zuriick zum Punkt H , der im gezeigten Beispiel auf der regularen K enn
lini e liegt, ab er auch links von A liegen kann, wo man im Gebiet rotierender Teilablo
sung ist .

Das einfache Gedankenmodell liefert nicht nur zwan glos die Erklarung der fur den
Vorgang des rotierenden Abreillens so t ypischen H ysteresis, sondern ist ganz allgemein
mit den experimentellen Beobachtungen der Verfasse r in gute r Ubereins t immung . Di e
Experimente wurden indessen ausschlieBlich an Versuchseinheit en mit maximal 4 Stufen
durehgefuhrt, in denen die Bedingung der Inkompressibilitab praktisch erfullt war. Der
Vergleich mit den Erfahrungen an ausgefUhrten Maschinen laBt doch deutliche Unter 
schiede des Verhaltens in Erscheinung treten. Diese werden verstandlich, wenn man den
EinfluB der Komprcssibilitat beachtet. Lauft ein e Maschine mit verminderter Drehzahl
und treten nun Ablo sezellen auf, so diktieren diese der ungestOrten Stromung eine Druck
erzeugung, die nicht genugt, urn eine Volumenabnahme zu bewirken, die der Abnahme
des Ringquerschnittes st romabwarts entspricht . Da aber die Durchtrittsgeschwindigkeit
in der un gestOrten Stromung festliegt, muB diese einen immer grofleren Anteil des Ring
querschnit tes in Anspruch nehmen . So entsteht eine Situation, wie sie in Abb . 11.9.6
schemat isch dargestellt ist . Das Ablo segebiet wird stromabwarts zunehmend verdrangt
und verschwindet im gezeigten Bei spiel von St ufe 5 ab ganz. Dieses Verhalten entspricht
genau der Beobachtung, z. B . Simon [20].

E s leu cht et ein, daB in einer AbreiBzelle, die in solcher Weise stromabwarts allmahlich
zum Verschwinden geb racht wird, mindestens im Mittel nicht der gleiche 1p'-Wert au f
tritt wie im einfachen Grundfall, auf den sich das Gedankenmodell st.irt zt ; ip' konnt e
wesent lich groBer sein. Dann ware im von der Ablosung betroffenen Schaufelungsteil die
Situation nach Abb. 11.9.5 c auch bei groBerem ip' moglich oder auch ein Fall, der ein
Mittelding von c und a darst ellt , namlich eine von A nach links ste t ig abfa llende K urve,
wie ebenfalls beobacht et . - Wenn man nun beachtet , daf noch ein regular arbeitender
Schaufelungs te il nachfolgt (in Abb. 11.9.6 von Stufe 5 an) , so kann Iiir die ga nze Scha ufe
lung eine Kennlinie entste hen, die trotz rot ierenden AbreiBens in den ers ten Stufen immer
no ch nach links anste igt .
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An dem Gedankenmodell mag zunachst auch storen, daB es die sprunghaften Uber
gange stets langs Drossellinien annimmt, was verschwindendes Volumen des Verbraucher
systems vorauszusetzen scheint. Es ist aber zu beruoksichtigen, daB etwa im Beispiel
Abb . 11.9 .6 die Druck-Mengenstrom-Relation am Eintritt in Stufe 5 fur die Stufen
gruppe 1-4 die Rolle der Drosselkurve ubernimmt. An jener Stelle reagiert der Druck
verzogerungsfrei auf Anderungen des Durchflusses.

Beachtet man diese Erganzungen, so ist das vorgeschlagene Gedankenmodell durchaus
mit einem Verhalten kompatibel , wie es bei genugend stark verminderter Drehzahl beob
achtet wird, vgl. Abb. 11.9.7. An der Drosselkurve 1 wird die Stabilitatsgrenze A erreicht
und es setzt rotierende TeilablOsung mit z.B . 3 Zellen ein . Bei weiterer Mengenreduktion
steigt die Zellenzahl bei B auf 4, bei C auf 5, alles bei einer nach links ansteigenden Gesamt
kennlinie. Bei D erfolgt der Umbruch zur VollablOsung mit einer einzigen Zelle, womit
die Druckerzeugung zusammenbricht. Bei verschwindend kleinem Verbrauchervolumen
ist E der neue Betriebspunkt. Unter technischen Bedingungen jedoch wird in D der Pump
zyklus einsetzen.
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Abb. 11.9.6. Ablosezelle, die strom
abwarts von der regularen Stromung

zunehmcnd verdrangt wird

Abb . 11.9.7. Typischer Verlauf einer
Kennlinie eines mehrstufigen Axialver
dichters bci stark verminderter Drehzahl

11.10 Berechnung von Kennfeldern mehrstufiger Verdichter

Die Berechnung einzelner Betriebszustande und damit gegebenenfalls auch eines
ganzen Kennfeldes eines mehrstufigen Verdichters kann aufgrund von Stufencharakteri
stiken erfolgen. Beim Radialverdichter kann das unter 9.17 angegebene Rechenverfahren
ebensogut fur die Na chre chnung eines geanderten Betriebszustandes benutzt werden, wie
fur die Auslegung. Beim Axialverdichter ist ein analoges Verfahren moglich , wie naoh
folgend aufgezeigt. Es moge sogleich das ideale Gas vorausgesetzt werden, da dies fast
allen praktischen Anwendungsfallen entspricht.

Die grundlegenden Definitionen der Kenngrobe einer Stufe sind

11.10(1)

wobei Index i auf die Kontrollebenen 1-3 verweist.
Die Umfangsgeschwindigkeit u kann nach irgendeiner Konvention gebildet werden.

Die Ci sind Geschwindigkeiten im Euler-Radius, auf den sich auch die Stromungswinkel
beziehen. Abb. 11.10.1 veranschaulicht die Stufencharakteristik, die Repetierbedingungen
vorausgesetzt, was die einparametrige Darstellung ermoglicht. Dementsprechend ist im
Rechenverfahren eine Erganzung notwendig, welche die Abwei chung gegenuber den
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o 'Ps 'Po
Abb . 11.10.1. R epetierstufencharakter istik cines

Axialverdi chters

Repetierbedingungen kennzeichnet. Die Zustandsanderung in einer Stufe wird durch die
folgenden GIeichungen bestimmt, wobei Zeichen + auf die vorhergehende Stufe verweist :

mRTr u +'Pit
'Pr =-- = - -, 11.10(2)

PruQl u

y = u 2 [1jJp(lp) + 'YJ p(lp) qi('PI) -; q~( 'P3 )] ,

n (_) x
n - 1 = 'YJ p 'P " - 1 '

11.10(3)

11.10(4)

11.10(5)

11.10(6)

11.10(7)

11.10(8)- [r'P3 + (1 - r) 'Pr] cot {32+ 'Pr cot /Xr
rp = cot {32 + cot /Xr •

GIn. 11.10(2) und (7) sind die Kontinuitatsbedingungen . In 11.10(3) und (4) sind die
y und 'YJp aus der Charakteristik fiir den durch 11.10(8) gegebenen Wert (jj der Durchsatz
zahl einzusetzen. Damit und mit dem aus qr und q3 gebildeten Zusatzglied in 11.10(3)
ist die Abweichung gegenuber den Repetierbedingun gen beriicksichtigt. GIn. 11.10(4)-(6)
schlieI31ich legen die Zustandsanderung fest. Die Berechnung der verschiedenen GraBen
erfolgt in der angegebenen Reihenfolge, wobei fiir die erste Durchre chnung zun achst mit
"iJ = 'P3 = 'Pr begonnen wird, worauf iterativ genauere Werte erhalten werden, 1jJp und 'YJp
sind fur 'P = (j; der Stufencharakteristik zu entnehmen.

Zu diesen Rel ationen sind noch diejenigen beizufugen, welche die Zustandsanderungen
in den Stutzen festlegen. Wenn PE, T Edie Zustandsgrdlien vor Eintrittsstutzen bezeichnen ,
PA den Austrittsdruck, 'YJe und ADEinlaufwirkungsgrad und Diffusorumsetzungsgrad und
wenn schlieI31ich Index lund z auf die erste und letzte Stufe verweisen , so lauten die
GIeichungen

[
q2 U2 ] "Pn = PE 1 - n r 'X=l,

2cpT E 'YJe
2 2

T - T qnur
n - E-~'

p

[
q2 U2 ] "

P =P A~+ 1 'X=lA 3z D 2c T .
p 3z

11.10(9)

11.10(10)

11.10(11)



11.11 Abschatzung der Stabilitdtsgrenzo 41

GIn. 11.10(9) und (10) legen, zusammen mit 11.10(2) und der Stufencharakteristik die
Bedingungen vor dem ersten Laufrad bei gegebenen m, PE, T E iterativ fest . Die Charak
teristiken der einzelnen Stufen werden im allgemeinen nicht identisch sein, selbst wenn
diese bis auf die SchaufelhOhe gleichartig ausgebildet sind, denn 'lpp und 'YJp werden durch
das Sohaufellangenverhaltnis beeinfluBt. Dies kann beriicksichtigt werden, indem man
z.B, die Koeffizienten der Polynome, durch die man 'lpp und 'YJp wiedergibt, vom Schaufel
langenverhaltnis abhangen laBt. In weiterer Ausgestaltung des Verfahrens konnen so auch
weitere Effekte berucksichtigt werden wie etwa derjenige der Mach-Zahl. Auch die Be
handlung von Schaufelungen, die sich aus verschiedenartigen Stufen aufbauen, bereitet
keine Schwierigkeiten.

In Abb. 11.10.1 mag auffallen, daB die Kurven links von der Stabilitatsgrenze CPs
gestrichelt weitergefiihrt sind. Solche Fortsetzungen sind aus numerischen Grunden not
wendig, damit die Rechnung nicht versagt, wenn im Laufe von Iterationen der Wert CPs
zufallig unterschritten werden sollte.

Eine detaillierte Nachrechnung eines Betriebszustandes in einem Axialverdichter ent
steht durch ein radweises Vorqehen, wobei mit der ersten Stufe beginnend die ganze
Schaufelung nach dem unter 11.6 angegebenen Verfahren nachgerechnet wird. Noch
weiter gehen Methoden, die fur jeden Betriebszustand die riiumliche Str6mung bestimmen.
Ein weniger aufwendiges Verfahren besteht darin, wie unter 11.6 erwahnt, aus einer
Untersuchung der rotationssymmetrischen Str6mung in der Repetierstufe verbesserte
Unterlagen iiber die mittleren Radwirkungsgrade zu gewinnen und diese in einer ein
dimensionalen Rechnung zu verwenden. Sehr komplizierte Rechnungen rechtfertigen sich
nur, wo die empirischen Eingaben iiber die Verluste die hohe Genauigkeit wirklich er
warten lassen.

Systematische Durchrechnungen ganzer Kennfelder fur verschiedene Varianten von
Schaufelungen (z.B . verschiedene Reaktionsgrade) sind schon mehrfach durchgefiihrt
worden, z. B. Dittie et al. [21]. Solche Untersuchungen zeigen, welche Auslegungsarten in
den verschiedenen Anwendungen zweckrnaliig sind.

n.n Abschatzung der Stabilitatsgrenze

Unter der Stabilitatsgrenze wird die Grenze verstanden, von der an abwarts die regulare
quasirotationssymmetrische Str6mung nicht mehr erhalten bleibt. Exakte Kriterien zur
Bestimmung dieser Grenze besitzen wir nicht, weshalb es sich stets nur um eine Absohat
zung handelt.

Bei der Axialverdichterstufe hat man urspriinglich, beein£luBt durch die Tragflugel
theorie, vor allem den Auftriebsbeiwert als Kriterium benutzt. Spater wurden andere
Kriterien in gr6Berer Zahl vorgeschlagen, von den en sich die beiden nachfolgenden am
ehesten bewahrt haben:
a) Ab16sung an einem Schaufelgitter tritt ein von dem Zustr6mwinkel ab, bei dem der

Profilverlust das Doppelte seines Optimalwertes erreicht.
b) Ab16sung tritt bei einem kritischen Wert des Diffusionsfaktors ein, der fur Lauf- und

Leitrad definiert ist durch

11.11(1)

wobei Llwu und Llcu die Anderungen der Umfangskomponenten, s die Sehnenlange,
t die Teilung bedeuten. Als auBerster erreichbarer Wert von D wird 0,6 angegeben,
auBer an der Laufschaufelspitze, wo die Grenze etwa bei 0,4 liegt, vgl. [22].

Die Beurteilung der Stabilitiit verlangt indessen, daB die Stufe als Ganzes betrachtet
werde. In Abb. 11.11.1 sind in den Diagrammen links die Kennlinien dargesteUt fur ein-
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Abb .l1.11.1. Kcnnlinien der einzelnen Stufcnelemente und gesamtc Stufencharakteristik
von Axia lverdichterstufen

zelne Stufenelemente, die den Werten lJf = 0,1 .. . 0,9 der Stokesschen Stromfunktion
entsprechen. Es entspricht lJf = °der Innenwand, 'F = 1 der AuBenwand ; lJf = 0,1 und
0,9 sind hier gewahlt, um die unmittelbar wandnahen Schichten auszuschlieBen. Die
Stufenelemente konnen dann naherungsweise fiir sich betrachtet werden, d.h. gegenseitige
Impuls- und Energieubertragung wird nicht berticksichtigt. Aufgetragen ist fur jedes
Stufenelement e = iJhs/U*2in Funktion von qn = C2n /U*, wobei u* die Umfangsgeschwin
digkeit in einem ausgezeichneten Radius ist, z.B. im mittleren. Fur jedes Stufenelement
laBt sich aufgrund der Gitterdaten (bei den auBeren auch der Randverluste) die ent
sprechende Kennlinie rechnen, wobei jeweils bei irgendeinem qn ein Maximum erreicht
wird, d .h . die Kurve hat eine waagrechte Tangente. Bei irgendeiner der Kurven liegt
dieses Maximum am tiefsten, in den beiden gezeigten Beispielen fur lJf = 0,9, also fur
das auBerste Stufenelement. Das ist in der Tat der haufigste Fall, da auBen die Verluste
bei Falschanstromung besonders stark ansteigen, einerseits der hoheren Mach-Zahl wegen,
anderseits weil auch der Grenzwert D" tiefer liegt. Es sei '!Po die Druckzahl fiir den Aus
legungszustand, '!Prnax der Hochstwert, der im ,kritischen' Stufenelement erreicht werden
kann. - Vereinfachend ist hier '!P fur alle Stufenelemente gleich angenommen. Das wird
nahezu zut reffen miissen, wenn auch nicht genau ; das wesentliche Ergebnis der Uber
legungen wird dadurch nicht beriihrt. - Aus der Schar der Kennlinien der einzelnen
Stufenelemente laBt sich auch die in Abb. 11.11.1 rechts dargestellte Stufencharakteristik
'!P = f(cp) gewinnen, denn aus den qn, die den einzelnen lJf entsprechen, ergibt sich das
integrale cp.

Ein hoheres '!P als das '!Prnax des ungunstigsten Stufenelementes laBt sich unter den
gegebenen Voraussetzungen nicht erreichen, und dies legt praktisch die Stabilitatsgrenze
fest. Versucht man im Falle Abb. 11.11.1a, cp unter den Wert abzusenken, der dem
Punkt S entspricht, so ist dies nur in ganz geringem AusmaB moglich, indem man sich
auf dem gestrichelten Ast der Kurve '!P = 0,9 nach links bewegt. Auf den anderen Kurven
bewegt man sich dabei wegen des abfallenden '!P nach rechts und kommt so sehr rasch
an die Grenze, wo eine weitere Absenkung von cp unmoglioh wird. Dies ist angedeutet
durch das ganz kleine Kurvenstiick links von S in Abb. 11.11.1a. - Im Beispiel Abb.
11.11.1 b liegen die Verhaltnisse qualitativ gleich , wahrend quantitativ Unterschiede be
stehen, die sich aus dem anderen Verlauf der Kennlinien der einzelnen Stufenelemente
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ergeben. Irn Auslegungspunkt ist hier iibrigens qn fUr alle Stufenelemente gleich angenom
men, wie es der Wirbelflullstromung entspricht. - Stets erhalt man so eine Stufenkenn
linie, die im hochsten Punkt S noch eine nach rechts abfallende Tangente besitzt, was
auch durch die Messung in der Regel bestatigt wird. Alle bei [19] angegebenen gemessenen
Kennlinien zeigen dies, aber auch die MeBergebnisse von Smith [36], die zu den mali
gebendsten gehoren durften, haben zumeist diesen Charakter. DaB auch andere Falle
moglich sind, wird verstandlich aus der Tatsache, daB verein£achende Annahmen gemacht
wurden (Stufenelemente voneinander unabhangig, alle 1jJ gleich) , wenn man noch beachtet,
daB schon im Falle b eine sehr £lache Tangente entsteht. Bei ausgefUhrten Maschinen
scheint die Tangente im Punkt S so gut wie immer nach rechts abzu£allen.

Wenn man nun aber ein cp erzwingt, das kleiner ist als es mit den gegebenen Kennlinien
kompatibel ware, dann ist keine regulare Losung mehr moglich, und dies ist das Einsetzen
der Instabilitat. Die Stu£enelemente, die noch nicht an ihrer Grenze angelangt sind,
haben die Tendenz, dem kritischen Stu£enelement eine Druckerhohung au£zuzwingen, die
grolser ist als dort erzeugt werden kann. Deshalb bricht dort die Stromung zusammen.
In einem Teil des Querschnittes geht der Durch£luB praktisch auf Null, und der in diesem
Teil sich einstellende Druckanstieg wird der Durchflulsstromung au£gezwungen. Die
Durchtrittsgeschwindigkeit stellt sich so ein, wie es gemaf der Kennlinie dem Druck
anstieg entspricht. Das ist ab er genau der Mechanismus, der nach [19] £iir das rotierende
AbreiBen kennzeichnend ist, und der unter 11.9 beschrieben wurde. - Tritt die Instabilitat
in den letzten Stu£en ein , so ist das Au£treten des rotierenden AbreiBens dadurch behindert,
daB die vorausgehenden Stu£en das tangentiale Ausweiohen der Stromung nur begrenzt
zulassen. Dann werden die Seitenwandgrenzschichten sehr dick, so daB sie eigentlich
Ablosungsgebiete sind, wahrend in der Mitte das Fluid mit groBer Axialgeschwindigkeit
und dementsprechend reduzierter Druckerzeugung durchstromt.

Die rechmerische Abschatzung einer Stabilitatsgrenze kann demnach etwa wie £olgt
geschehen. Man hat £iir verschiedene Werte des Durch£lusses die Geschwindigkeitsdreiecke
langs des Radius zu bestimmcn. Dafiir exist ieren bekanntlich Verfahren in grolserer Zahl.
Das ein£ache Vorgehen nach Abschn. 7.7 durfte in vielen Fallen schon geniigen, da ja
auch die Genauigkeit der empirischen Unterlagen begrenzt ist. Die wandnachsten Ge
schwindigkeitsdreiecke, die verwendbar sind, miissen Stellen reichlich auBerhalb der Ver 
drangungsdioken der Seitenwandgrenzschichten (vgl. Angaben unter 8.5) zugeordnet sein.
Die durch die Anstellwinkel£ehler Lli vergrofserten Verluste sind zu berechnen wie unter
8.5. angegeben, d .h. es ist nach 8.5(3:3)

CDp = [1 + (~Ln XRXMCO 11.11(2)

mit n ~ 3,0 fur Lli > °(BruststoB) und n ~ 2,6 fiir Lli < °(RiickenstoB). Hier ist Llia
der Anstellwinkel£ehler, bei dem der Verlust das Doppelte seines Optimalwertes erreicht.
Angaben dariiber £inden sich in Abs chn. 8.5 ; sie entstammen allerdings Gitterversuchen ,
so daB ihre Ubertragung besonders auf wandnahe Stu£enelemente unsicher ist. Mit geeig
neten Llia laBt sich die Empirie in die Theorie einfuhren. - Fur das kritische Stufen
element (das auBerste oder das innerste) erhalt man so die Kennlinie 1jJ = f(qn)' Wo ihre
Tangente waagrecht ist, liegt die Stabilitatsgrenze. Rechenverfahren der raumlichen Stro
mung, in die Verlustunterlagen integriert sind, miissen iibrigens bei Unterschreitung der
Stabilitatsgrenze von selbst versagen, da eine rotationssymmetrische Losung nicht mehr
existiert.

Grundsatzlich durfte diese Abschatzung der Stabilitatsgrenze auf der sicheren Seite
liegen . Das gilt auch in dem Gebiet, wo die Grenze in den letzten Stu£en iiberschritten
wird und eher die verdickten Seitenwandgrenzschichten als das rotierende AbreiBen zu
erwarten ist ; die Stabilitatsgrenze ist dann zugleich die Pumpgrenze. In [35] wird sie
durch eine akustische Untersuchung bestimmt. Das dort erhaltene Ergebnis kann man
sich anhand der Abb. 11.11.2 plausibel machen. Es ist hier ein 6stu£iger Verdichter an-
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a
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b c

Abb. 11.11.2. Lage der Betriebspunkte der verschiedenen Stufen eines 6.stufigen Axialverdichters auf der
StufenkennIinie. a) Beharrungspunkt; b) gIeiche Abweichung in allen Stufen (statisch); 0) ungleiche Abwei

ohungen (akustis ch)

genommen, dessen Stufen samt lich die gleichen Kennlinien 1fJ = f(g;) haben mogen. Die
Betriebspunkte der einzelnen Stufen sind durch die Nummern 1-6 angegeben. Ausgehend
vom Betriebszustand a mogen , wie unter b dargesteIlt , aIle Punkte um den gleichen Betrag
nachlinks verschoben werden, wie es der iibli ohen stat ischen Betrachtungsweise ent 
spricht . Dabei wird offensichtlich L1fJ grolser als im Zustand a , was Stabilit at bedeutet.
Anders bei einer dyn ami schen (akustischen) Betrachtungsweise. Nimmt man etwa an,
daB die Storung bei Stufe 6 beginnt und sich nur mit endli cher Geschwindi gkeit fort
pflanzt, so daB z.B. wie un ter c gezeigt, in einem Zeitpunkt erst die Betriebszustande
der Stufen 6, 5, 4 verschoben sind, so ist augenblicklich L 1fJ kleiner als im F aIle a, womit
das Pumpen eingeleitet werden kann (in einem F all der statisch noch stabil ware ). SchlieBt
man aber nach dem angege benen Verfahren Punkte links des Gipfels der Stufenkennlinie
aus, so sind solche FaIle ohnehin vermieden .

Da im Bereich, wo die letz ten Stufen an die Stabilitatsg renze komm en Instabilitat
zugleich das Pumpen bedeutet, kann man dort mit Vorteil von einem empirischen Befund
von Suter und Spiiti [23] Gebra uch machen , der nur fur die Pumpgrenze gilt..Man bestimmt
fiir eine Drehzahl nah e der Normaldrehzahl eine mittlere polytrope Druckzahl gema f

1 Pm

Vip = LU*2 J V dp,
PIX

11.11(3)

fiir denjenigen Zustand, wo die Stabilitatsgrenze erreicht wird. Dann liegt die Pumpgrenze
bei allen Drehzahl en dort, wo 1pp diesen gleichen Wert erre icht.

Das Problem der Berechnung der Stabilitatsgrenze wird dadurch zusatzlich erschwert,
daf bei vielen Verdichtern schon im Auslegungspunkt die Seitenwandgrenzschichten sich
gegen den Austritt hin stark verdicken , was man indessen wie unter 7.14 beschri eben
vermeiden kann. Diese unzweokmaliige Auslegung macht ganz allgemein jede rechnerische
Untersuchung fragwiirdig, und man liegt dah er auch mit der angegebenen Methode nicht
notwendig auf der sicheren Seite.

E s sei hier noch erwahnt, daB eine Uberschreit ung des doppelten Profilverlust es na ch
der negativen Seite (groBe g; ) zwar keine Instabilit at , abe r Ablosung an der Druckseite
hervorruft . Tritt dies in starkem MaBe auf, vor allem an der Schaufelspi tze oder lan gs
des ganzen Schaufelblattes, so kann ein Flattern der Schaufeln herv orgerufen werden,
was zu Ermiidungsbriichen fiihrt.

Bei der R adialverdichterstufe ist da s Problem der Stabilitatsgrenze besonders kompli
ziert gelagert . Zunachst ste llt sich die Frage, wo innerh alb der Stufe die kri tischen Stro
mungsbedingungen herrschen. Bei Radern mit 45° Scha ufelaustrit ts winke l hab en W I und
c2 die gleiche GroBenordnung. Bei 900-Rad ern ist c2 wesentlich grofier als wI> besonders
wenn WI im Euler-Radius bestimmt wird. Umgekehrt ist bei Radern mit extrem kleinem
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Austrit ts winkel W I > Cz. Ferner ist folgender Zusammenhan g zu beachten. Wenn ein Rad
mit stark verminderter Drehzahl lauft , ist die Volumenabnahme nicht annahernd so groB
wie im Rechnungspunkt . Liegt dabei (xz noch im normalen Bereich, so ist folglich PI schon
sehr stark vermindert , d .h. man hat noch giinstige Anstromung des Diffusors, wahrend
del' Anstromwinkelfehler beim Laufrad schon groB ist. Umgekehrt liegen die Verhaltnisse
bei stark erhohter Drehzahl. Nun ist del' labilisierende EinfluB eines Stromungaelementes
urn so groBer, je groBer del' Anstromwinkelfehler und die umzusetzende kineti sche Energie,
woraus sich folgende Situation ergibt.

Bei Radern mit extrem kleinem Schaufelaustrit ts winkel (z.B. 30°) ist normalerweise
das Laufrad mafsgebend, bei 900-Radern del' Diffusor. Weiter tritt bei verminder te r Dreh
zahl del' EinfluB des Lau frad es starker in Erscheinung, bei erhohter derj enige des Diffusors.

Leider ist nun tiber das Stabilitatsverhalten eines Laufrades nul' sehr wenig Gesichertes
bekannt. Na ch Rodgers [28] liefert am ehesten das Verh altnis WZ!wI ein brauchbares Kri
t erium, was allerdings nul' au s del' Beobachtung ganzer Stufen erschlossen worden ist.
Hierbei ist WI im Radius des Kreises zu bilden , del' die Ringfla che halbiert (also praktisch
Euler-Radius) wahrend Wz den ausgemischten Zustand kennzeichnet. Abb . 11.11.3 zeigt
die GroBenordnung des Grenzwert es, del' offensichtlich stark streut. - Wenn nur das
Laufrad in den kriti schen Bereich kommt , ist ein Zusammenbruch del' Druckerzeugung
nicht zu erwarten . Vielmehr wird da s ohnehin vorhandene Totwasser mit weitel' Durch
£1uBverminderung rasch anwachsen, so daB effektiv gar nicht mehr starker verzogert wird.
Das fiihrt zu einer Ausflachung del' Kennlinie, was im Zusammenwirken mit dem Ver
bra uchersys tem das Pumpen zur Folge hat. Es ist anzunehmen, daf die stet igen K enn
linien ohne sprunghafte Ube rgange, die fiir viele Industrieverdichter typisch sind, dann
ents tehen , wenn das Lau frad del' dominierende Teil ist , denn das Zentrifugalfeld hat die
Tendenz , selbst die stark abgelOste Laufradstrornung zu st abilisieren .

Das Stabilitatsproblem des schaufe llosen. Diff usors ist schon mehrfach untersucht wor
den. Del' Zustromwinkel (X z R:: 14° (ausge mischter Zust and) wird etwa als un t erst e Grenze
angegeben, vgl. Dean [26]. E ine grenzschicht t heoretische Behandlung des Problems geben
S enoo et al. [30, 31]. Dabei wiI'd beriicksichtigt , daf am Eintritt in den Diffusor im all 
gemeinen asymmetrische Stromungsbedingungen (relativ zur Mittelebene) herrschen . Del'
radiale Druckgradient bewirk t , daf sich in den Grenzschichten eine Scherstromung ein
stellt . Bei geniigend kleinem Stromungswinkel ents teht so ein Ruckstromen in den wand
nahen Zonen. Damit ist die Stabilitatsgrenze gegeben , denn das Ruckstromen fiihrt zum
rotierenden Abreilien . Abb . 1] .11.4 stellt au szugsweise Rechenergebnisse aus [31] dar. E s
ist (Xzs del' absolute Laufrad-Abstromwinkel del' ausgemischten Stromung an del' Stabili
t atsgrenze , M z die auf diese Stromung bezogene Mach-Zahl , Weiter ist Cnz del' Mit telwert
del' Radialkomponente am Radaustritt und Llcnz del' Unte rschied del' R adi alk omponent e
an beiden Diffusorwanden . Die GroBe Llcnz!cnz kennzeichnet also die Verzerrung des

0.2 f--+- -+-- t--+- -t---I

3D'/0' 20'
(tIS-

0.3

,
I0.2

'"~
~0. 1
~

'-'
~

3D·10' 20·
u lS-

/.2

90'60'
f3IS-

1.0..--,----,--',-
1-_-+_ _ .__. .1.._ _ ._,- - . .

-1-·..- -~-~ =~
- - _. ---

0.8

Abb, 11.11.3. Ungefahre Grenze des Ver 
zcgerungsverha ltnisscs WZ/w1 in Fu nkt ion
des Schaufelaust rittswinkels f3zs. Nach [28]
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Geschwindigkeit sprofils an Diffusoreintritt und ist offensichtlich ein wesent licher Para
meter . Das linke Diagramm gilt fiir LJcn2/cn2 = 0, das rechte fiir M 2 = 0. Ein einfaches
Addieren del' Effekte ist iibrigens bei del' komplizierten Struktur del' Grenzschicht
gleichungen nicht streng richtig. Man erkennt, daB die Angabe 14° fiir nicht extrem
gelagerte Falle etwa die richtige GroBenordnung trifft. Es handelt sich hier zwar urn
theoretische Ergebnisse, die nicht aus Maschinenversuchen stammen, doch zeigen Stich
proben eine gut e Ubereinstimmung mit del' Beobachtung ; die Werte liegen eher etwas
zu un giinstig. Die Angaben nach [28] hingegen sind zu optimistisch und in ihrer Tend enz
unplausibel.

a

b

.!l.- =04t .

Abb. 11.11.5. Zur Wahl des Saugseiten
Flankenwinkels iXS bei geschaufeltcn

Diffusoren

11.11(4)

11.11(5)

Beim Kanaldiff usor (geschaufelt oder anders gebildete K an ale) ist die DruckerhOhung
zwischen Radau stritt und Stelle h (Abb , 11.11.5) del' begrenzende Faktor. Als kenn
zeichnende GroBe wird im angelaachsisohen Schrittum del' Rii ckgewin nfaktor benutzt, del'
durch

C _ Ph - P2
p2h -pO P

2 - 2

definiert ist. Dabei sind Ph und P2 die stati schen Driicke in h und am Radaustritt, pg ist
del' zugehori ge Totaldruck. Th ermodynamisch sinnvoller ist del' Umsetzungsgrad

A _ !J hs2h _ 2cpT2[(Phlp2)~ - 1]
D2h - £;2/ 2 - c2 .

2 2

Dab ei bezieht sich (;2 auf den ausgemischte n Zustand. Beide GroBen unterscheiden sich
nul' wenig, vgl. die Ausfiihrungen in Bd. I , 8.6. Nach [13] bricht die Druckerzeugung im
Diffusor zusam men, wenn im Laufe del' Schwankungen del' Stromung Cp2h momentan. den
Wert 0,4-0,45 erreicht, denn das fiihrt im Querschnitt h auf einen Versperrungsfaktor
von etwa 0,85, was den Diffusor zum Versagen bringt. Bei Mach-Zahl en von del' GroBen
ordnung 1 bedeutet dies Amh R:! 0,45-0,5. Irn zeitlichen Mittel kann man als kri
tischen Wert, bei dem die Stabilitatsgrenze erreicht wird, etwa AD2h R:! 0,3- 0,35 setzen ,
was in guter Ubereinstimmung ist mit den Angaben in [26].

Diese Betrachtungsweise geht von del' Vorstellung aus, daf es gleichgiiltig sei wie die
Druekerhohung von P2 auf Ph zustandekommt , was indessen nach den Ergebnissen von
R eeves [29] nicht zutrifft. Aus diesen geht ein mallgebender EinfluB des Saugseitenflanken 
winkels (X,. (Abb . 11.11.5) herv or . DaB diesel' Winkel bei fest gewahlte n Querschnitts
verhaltnissen noch beeinfluBt werden kann, zeigt die Gegeniiberste llung von Abb . l 1.11.5a
und b. In beiden F allen ist hIt = 0,4, so daB beide Anordnungen insbesondere die gleiche
Sperrgrenze aufweisen, trotzdem hat Anordnung b dank del' kleinen Scha ufelzahl den
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kleineren F lankenwinkel. Nun sei nimax del' Massenstrom an del' Sperrgrenze, tits derjenige
an del' Stabilitatsgrenze , lX2 del' absolut e Laufradabstromwinkel del' ausgemi schten Stro
mung 3 im Auslegungsp unkt, M 2 die zugehorige Mach-Zah l an Diffusorschaufel-Vorder
kante. Dann kann na ch [29] die GroBe

die fur eine gegebene Konfiguration direkt die Stahilitdtegrenze liefert und ein MaB fiir
den verfUgbaren Re gelbereich ist, gemafs Abb . 11.11.6 in Funktion von lXs - lX2 und M 2

dargestellt werden. Das Diagramm faBt MeBergebnisse an einer Anzahl durchau s ver
schieden konzipierter Maschinen zusammen, deckt allerdings nicht den Mach-Zahlbereich
ublicher industrieller Verdichter. Man erkennt, daB die giinst igste Winkeldifferenz lXs - lX2

durchwegs etwa bei _3° liegt .
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ms)/mm ax in Funktion des F lankenwinkels

iXs und der l\Iach-ZahI. Nac h [29]

Das hedeutet, daf Cp21t oder }'D21t allein als Stabilitatskriterium ni cht au sreichen .
Dean [26] bemerkt ja auch, daf hei einzelnen Kompressoren kritische Cp21t-Werte bis
herab auf 0,2 festgestellt wurden. Das wird verstandlich, wenn dort lXs unzweckmallig
gewahlt war. Del' an gegebene Richtwert AD21t ~ 0,3-0,35 setzt also zweckmalliges lXs
voraus.

Eine Erweiterung des stabilen Betriebszustandes laBt sich nach Pampreen [32] bei
geeigneter Anordnung erreichen, wenn del' Diffusor als Tandem-Kreisgitter ausgebildet
wird. Das diirft e darauf beruhen, daB eine Verschlechterung del' Grenzschichtbedingungen
am Eintritt sich nul' auf die erste Schaufelreihe auswirkt, nicht auf den ganzen Diffusor.
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12 Regelung der Dampfturbinen

12.1 Regeleingriffe

Die naheliegendste und einfachste Art, eine Dampfturbine zu regeln , ist die Drossel
regelung. Durch ein Dro sselventil am Eintritt in die Maschine kann der Druck vor der
Schaufelung mehr oder weniger stark herabgesetzt werden, womit man gleichzeitig
Massenstrom und Gefalle und dementsprechend die Leistung vermindert. Abb . 12.1.1
zeigt die Anordnung schemat isch und gibt gleichzeit ig die Zustandsanderung im Entropie
diagramm wieder. E s bezeichnet 1 das H auptabsperrventil oder Schnellschlul3ventil , das
im Betriebe st et s voll offen ist und nur geschlossen wird bei Stillegung der Maschine oder
bei Lastabwurf und gleichzeit igem Versagen der normalen Regelung. Mit 2 ist das Regel
ventil bezeichnet, das in beliebiger Lagc den Druck vor der Schaufelung auf P« herabsetzt,
wahrend er bei voller Venti16ffnung P"o betragt , Dementsprechend vermindert sich der
Massenstrom, und zwar ist nach dem K egelgesetz 1n/mo R::; Pa/PaO, wahrend gleichzeitig
das Totalenthalpiegefalle L1 h~A kleiner ist als sein Wert L1 h~AO im Auslegungspunkt . Bildet
man nun den isentropen Wirkungsgrad

L1 h~A
1'JsEA = -:;--h ' 12.1(1)
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Abb. 12.1.1. Arbeitsschema der Drosselrcgc
lung und Zustand sand eru ng im Entropie
diagramm . 1 Hauptabsperr- oder Schnell-

schluflventil, 2 Regelventii
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so ist er bei Teillast offensichtlich kleiner als im Auslegungspunkt (Ventil voll geoffnet),
worin der Nachteil dieses einfachen Regelungsverfahrens zu erblicken ist.

Eine gewisse Verbesserung gibt demgegeniiber die bei groBen Anlagen verwendete
Gleitdruckregelung, bei welcher der Verdampfungsdruck mit abnehmender Leistung herab
gesetzt wird. Die Ventile der Turbine bleiben (abgesehen von extrem kleiner Last) bei
Beharrung voll offen . Die Speisepumpe wird durch eine besondere kleine Hilfsdampf
turbine angetrieben, an welcher der Regeleingriff vorgenommen wird. Wo bei Drossel
regelung im Ventil eine Energiedissipation erfolgt, geschieht hier bei verminderter
Last die Warmezufuhr zum ProzeB im Mittel bei tieferer Temperatur, also un
giinstiger. In dieser Beziehung sind bei gleichen Zustanden vor Turbinenschaufelung beide
Verfahren thermodynamisch genau gleichwertig. Ihren Gewinn erzielt die Gleitdruck
regelung lediglich durch die Verminderung der Antriebsleistung der Speisepumpe, was bei
dem sehr hohen Maximaldruck fossil gefeuerter Dampfkraftanlagen immerhin in Betracht
fallt .

Den Nachteil des schlechten Teillastwirkungsgrades vermeidet die weit verbrei tete
Diisenqriop-penreqeluau; (Abb, 12.1.2). Die mit Gleichdruck- oder Curtis-Schaufelung ver
sehene erste Stufe, die sog. Regelstujc, weist einige Beaufschlagungssektoren auf. Der
DampfzufluB zu jedem Sektor wird durch ein besonderes Venti1eingestellt. Mit zunehmen
der Belastung wird in stetiger Weise ein Venti1 nach dem anderen geoffnet, vgl. die
schematische Darstellung Abb. 12.1.2 . Wie dort zu erkennen, weisen die Offnungsperioden
der einzelnen Ventile meist eine geringfiigige Uberdeckung auf. Diese muB so gewahlt
sein, daB zwischen der mallgebenden Stellgrolle des Regelsystems und der Maschinen
leistung iiberall ein monotoner Zusammenhang besteht, dessen Steigung die Stabilitat
gewahrleistet. Ohne jede Uberdeckung bestiinde die Gefahr, daB infolge von Ungenauig
keiten eine gewisse "Liicke" in diesem Zusammenhang entstiinde, was zu Pendelungen
AnlaB gabe. - In einem beliebigen Belastungszustand werden im allgemeinen einige
Ventile voll geoffnet sein, also keine zusatzlichen Drosselverluste hervorrufen, wahrend
nur eines teilweise geoffnet ist . Der dort entstehende Drosselverlust betrifft abel' nur eine
Teilmenge. Daraus ergibt sich del' bessere Teillastwirkungsgrad, del' besonders giinstig
wird in den mit A , B, C angegebenen Betriebszustanden, da dort bis auf den kleinen

o A

Abb. 12.1.2. Arbeitsscherna der Durer gruppr nregelung und Vmtiliiffnungsgesetz. 1 Hauptabsperr- oder
Schnellschlullvcntil , 1, 11, Ill, IV Diisengruppenventile
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Uberdeckungseffekt iiberhaupt kein durch die Regelung bedingter Drosselverlust ent
steht. Offenbar arbeitet diese Regelung urn so vollkommener, je groBer die Zahl del'
Beaufschlagungssektoren (Diisengruppen genannt, weil namentlich friiher die Leitkanale
oft als Diisen bezeichnet wurden). Sehr verbreitet ist die Anordnung von vier Sektoren,
manchmal sind es abel' mehr, vereinzelt bis 10. - Diesem Vorteil stehen neben del' grolseren
Kompliziertheit abel' auch weitere Nachteile del' Diisengruppenregelung gegeniiber. Bei
groBen Maschinen hat del' Schaufelungsteil, del' die Regelstufe z.B . im FaHe von Gleit
druckregelung ersetzt, einen besseren Wirkungsgrad als diese, so daB del' Vollastwirkungs
grad del' Anlage etwas hoher wird. Da GroBmaschinen VOl' allem Grundlast fahren , kann
dies von entscheidender Bedeutung sein . AuBerdem bedingt die Diisengruppenregelung
Storungen del' Kreissymmetrie del' Temperaturverteilung am Maschineneintritt, was
besonders bei hoher Dampftemperatur das Problem del' Warmespannungen und Warme
dehnungen erschwert, VOl' allem beim Anfahren. Urn diese Schwierigkeiten zu vermeiden,
wird gelegentlich so vorgegangen, daB man beim Anfahren die samtlichen Diisengruppen
ventile voll offnet, das Hauptabsperrventil geschlossen halt und durch ein kleines Drossel
ventil unter Umgehung des Hauptabsperrventils den Dampf den samtlichen Beaut
schlagungssektoren - die dann ungefahr den ganzen Umfang umfassen - zufiihrt,
vgl. [1].

Ein Verfahren, das VOl' allem in Frage kommt zur kurzzeitigen Steigerung del' Leistung
iiber die NormaHast hinaus, ist die Regelung durch Uberspringung von Stufen, vgl. Abb .
12.1.3. Durch Offnen eines Uberbruckungsventils wird Dampf unmittelbar VOl' einer
weiter hinten folgenden Stufe zugefiihrt. Dort staut sich infolgedessen gemaB dem Kegel
gesetz ein so viel hoherer Druck auf, wie es dem groBeren Dampfdurchsatz entspricht.
Es laBt sich so eine betrachtliche Leistungserhohung erzielen, jedoch auf Kosten des
Wirkungsgrades, da ja stets die Teilmenge, die den ersten Schaufelungsteil umgeht, einen
Drosselverlust erleidet.

Abb. 12.1.3. Schema der Regelung durch Uber
spr ingcn von Stufen

Parsons, del' ausschlieBlich die 50%-Reaktionsschaufelung verwenden wollte und
damit die Regelstufe ausschloB, hat schon friih ausgiebig von diesem Verfahren Gebrauch
gemacht, indem er mehrere Uberbruckungsventile benutzte, die an verschiedenen Stellen
del' Schaufelung Dampf zwischen die Stufen einfuhrten. Ein Vorschlag, dies zu tun , ist
sehr viel spater von Seippcl [2] wiederum gemacht worden, um sehr hohe Uberlast er
reichen und so Spitzenmaschinen vermeiden zu konnen, vgl. das Schema Abb. 12.1.4.
Dort sind a und b Diisengruppenventile, c und d Uberbruckungsventile des HD-Teils,
e und f Uberbruckungsventile des MD-Teils. Diese letzteren sind vorgesehen , urn bei
Uberlast den Druck im Zwischeniiberhitzer nicht ansteigen zu lassen , was verteuernde
konstruktive MaBnahmen erforderte. - An solchen Losungen scheint attraktiv, daB die
Hochstleistung sehr weit tiber die wirtschaftlichste Leistung hinaus gesteigert werden
kann (selbst 50% Uberlast sind mdglich) , doch muf beachtet werd en, daB die Kosten
del' Turbogruppe selbst nul' etwa 18% del' gesamten Anlagekosten einer Kraftzentrale
darstellen. Ein wesentlicher Teil del' iibrigen Komponenten, Val' allern Dampferzeuger ,
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a b c d
e f

--0-HO --NO

R 9
0

Abb. 12.1.4. Schema einer Dampfkraftanlage mit Ub erlastregelung, nach Seippel [2]. D Dampferzeuger,
HD Hochdruekturbine, MD Mitteldruckturbine, ND Niederdruckturbine, K Kondensator, P Pumpen, R Regel
stufe, a, b, Diisengruppenventiie, c-f Stufeniibcrbriickungsventiie, (J Absperrventil, h Umgehungsventil,

1- 8 Speiscwaeservorwarmer

Leitungen und elektrischer Teil, miissen doch fur die Maximalleistung bemessen werden,
was das wirtschaftliche Gesamtergebnis stark beeintraehtigt.

Abb. 12.1.4 zeigt weiter noch im Schema die Moglichkeit der Uberlastreqelunq durch
Vcrmindcrung der Speieeuaeseroonoirmunq. Es kann z. B . durch Schliellen des VentiIs g
die hochste Vorwarmstufe abgeschaltet und so die Maschinenleistung geringfugig erhoht
werden. Ebenso kann man das VentiI h offnen, worauf ein Teil des Speisewassers die
Vorwarmer 5-8 umgeht, was eine Verminderung der Anzapfmengen nach sich zieht.
Solche Eingriffe bringen aber stets nur sehr kleine Leistungsgewinne und sind mit einer
Absenkung des thermischen Wirkungsgrades verbunden.

Abb. 12.1.5 zeigt ein typisches Beispiel einer Industriedampfturbine mit Regelstufe.
Die Bet atigung der Diisengruppenventile geschieht in einfacher Weise durch einen
gemeinsamen Servcmotor. Dieser verschiebt einen Querbalken senkrecht, wodurch die
Ventile sukzessive nacheinander angehoben werden. Das mittlere der fimf Ventile ist ein
Uberlastventil, das die Rege lstufe iiberbruckt uud sich als letztes offnet. Die Dampf
zufuhrkanale der einzelnen Beaufschlagungssektoren sind in einem besonderen StahlguB
korper zusammengefallt, der vollig fre i dehnbar ins Gehiiuse eingehangt ist, eine Anord
nung, die in sehr vielen Varianten im Gebrauch ist. Daneben gibt es Bauarten, bei den en
jeder Sektor einzeln ein frei dehnbarer Kerper ist. Diese Sektorkorper verlangen eine
Halterung, welche die Reaktionskrafte aufnimmt. Die Konstruktion hat den Vorteil
geringer Warmespannungen und den Nachteil, daB zwischen den Beaufschlagungssektoren
verhaltnismaliig groBe Lucken entstehen.

I n Abb. 12.1.6 ist eine andere Anordnung dargestellt, in der dreiRegelventile von einem
gemeinsamen Servomotor gesteuert werden . Das Ventil ganz rechts wird unmittelbar vom
Servomotor bewegt und schiebt von einer gewissen Lage an das federbelastete mittlere
Ventil vor sich her. Dieses wiederum staBt auf gleiche Weise das Ventil links auf, soba ld
es sich hinreichend weit nach links bewegt hat. Sehr verbreitet ist die Losung, bei der
von einem gemeinsamen Servomotor aus mehrere Ventile iiber eine Nockenwelle gesteuert
werden wie bei der Anordnung nach Abb. 12.1.7.

Bei groBen Maschinen wird meist jedes Ventil durch einen eigenen Servomotor bewegt,
weil die Grolie der Stellkriifte dies nahelegt. Die Ventile werden dann neben der Maschino
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angeordnet und tiber Zwischenleitungen mit der Maschine verbunden. Abb. 12.1.8 zeigt
eine Konstruktion, bei der 4 Beaufschlagungssektoren in einem zweiteiligen quasi-zentral
symmetrischen Korper untergebracht sind, der frei dehnbar gelagert ist, giinstige Stro
mungsverhaltnisse bietet und dem der Dampf durch 4 Stutzen von auBenliegenden Regel
ventilen her zugeleitet wird.

Abb. 12.1.5. Industrie-Dampfturbine mit Diisengruppenrcgclung und Stufeniiberbriickungsventil fur Hochst
last (Siemens) a) Querschnitt; b) Langsschnitt, a Stellmotor, b Schnellschlulsventil, c Regelventile, d Regel

ventilantrieb, e Dampfzufuhrkanale zu Diisengruppen, f Regelrad, g Uberlastventil
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Viele Reizkraftwerke und industrielle Betriebe benotigen Turbinen, bei denen auf
einer Zwischendruckstufe grofsere Dampfmengen entnommen werden (Entnahme-Gegen
druckturbinen und Entnahme-Kondensationsturbinen). Die Einstellung des Entnahme
druckes verlangt einen entsprechenden Regeleingriff an dem Turbinenteil , der nach der
Entnahmestelle folgt. Abb. 12.1.9 zeigt eine Entnahme-Kondensationsturbine mit je einer
Regelstufe am Eintritt in den RD- und ND -Teil. Ihres grofsen Volumendurchsatzes wegen
hat diejenige des ND-Teils nur zwei Beaufschlagungssektoren, da die Ventile sehr groBe
Durchmesser aufweisen, vgl. Abb. 12.1.10.

Abb . 12.1.6. Als Dopp elsitzventil e ausgebilde te Diisengruppenregelventile in koax ialer Anordnung an einer
Indust rieturbine (AEG-Kanis)

Abb. 12.1.7. Diisengruppenregelung einer lndust rieturbine (BBC); a Sehnellschluf3vent il, b als Roh rventile
ausgebildete Regelventile, c cingesctztcs Dusengrupp engchausc, d Diisengruppen, e Geha useoberteil, f Dreh

servomotor
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Abb, 12.1.8. Eingesetztes, frei dehnbares Einstrom
gehause einer GroJldampfturbine mit Diisengruppen
regelung (BBC); beachte die spiralartige Gestaltung der

Dusengruppen-Zustromkanale
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Abb . 12.1.9. Entnahmeturbine mit R egelstufcn vor RD- und ND -Teil (BBC)

Besondere MaBnahmen erfordert der Schutz der Maschine vor umzuldseiqer Uberdrehzahl
bei plotzlicher Entlastung des Generators. Vor allem miissen in allen Anzapfleitungen
Riickschlagventile angeordnet sein , damit bei einem plotzlichen Schliefsen der Regel
ventile sich der Wasserinhalt der Vorwarmer nicht ausdampfen und durch die Turbine
hindurch in den Kondensator expandieren kann. Dies konnte die Turbine zum Durch
hrennen bringen. Deshalb sind sogar stets je zwei Riickschlagventile hintereinander an
geordnet, damit diese Gefahr unbedingt beseitigt ist . Bei Anlagen mit Zwischeniiberhitzung
mull aus dem gleichen Grunde auch am Wiedereintritt des zwischeniiberhitzten Dampfes
in die Turbine ein sog. Abfangventil angeordnet werden, das bei Lastabwurf geschlossen
wird und so verhindert, daf der Dampfinhalt des Zwischeniiberhitzers sich durch die
Turbine hindurch in den Kondensator entladt. Das gleiche Abfangventil wird auch dazu
benutzt, bei normaler Lastverminderung voriibergehend den Zutritt des zwischeniiber
hitzten Dampfes zur Turbine zu drosseln, urn dann allmiihli ch wieder in die voll offene
Lage zuriickzukehren. Damit wird vermieden, daB die Leistungsabnahme infolge des
Dampfinhaltes des Zwischenubcrhitzers nur verzogert erfolgt, was kein stabiles Reg el
verhalten erlauben wiirde. Im Beharrungszustand ist das Ventil stets voll offen, abgesehen
von Leistungen unter etwa 30%, wo es stiindig drosselt. Aus Sicherheitsgriinden miissen
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auch zwei Abfangventile hintereinander angeordnet sein, wobei das eine aber nicht
regelnd eingreift, sondern nur als SchnellschluBventil wirkt, also nur schliellt, wenn die
normale Regelung versagt.

\ (
\ I I I
\ I II
\ I . 11 Abb. 12.1.10. Diisengruppenventile der ND.Regel.
ll + lJ stufe der Turbine naeh Abb .12.1.9

Abb . 12.1.11 zeigt ein Schema einer Dampfkraftanlage mit Zwischeniiberhitzung, aus
dem noch weitere Hilfseinrichtungen zu erkennen sind, die bei Lastabschaltung in Funk
tion treten. Bei plotzlieher Absperrung des Dampfdurchflusses durch die Turbine mull
der Dampfstrom durch Uberhitzer und Zwisoheniiberhitzer aufrechterhalten werden, da
mit diese Teile nicht verbrennen, Dazu sind die Umgehungsventile 11 und 12 vorgesehen.
Damit aber weder der Zwiseheniiberhitzer noch die Kondensatoranlage zu hohe Tempera
turen annehmen, mull der sonst in den Turbinen auftretende Temperaturabfall kimstlich
erzeugt werden durch Wassereinspritzung in die sog . Dampfkiihler 13 und 14. Diese Vor
richtung dient auch zur Inbetriebsetzung der Anlage. Der Dampferzeuger wird so bei still
stehender Turbine angefahren, und die Turbine erst in Gang gesetzt, wenn die Dampf
erzeugung schon ein genugendes MaU erreicht hat, urn ein einwandfreies Anfahrmanover
zu ermoglichen.

Bei grolsen Anlagen sind solche Organe wie SchnellschluBventile und Abfangventile
stets in mindestens zwei parallelgeschalteten Einheiten vorhanden, hinter denen eine
Querverbindung besteht. Dann konnen die Ventile ohne Unterbrechung des Betriebes
regelmafsig ausprobiert werden, urn sicherzustellen, daB sie funktionieren .

Abb. 12.1.12-14 zeigen in sehr stark vereinfachter Weise das Wirkungsprinzip
typischer Regelsysteme von Dampfturbinenanlagen. Abb . 12.1.12 stellt die Urform der
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Dampfturbinenregelung dar . E s bezeichnet 1 die Turbine, 2 den Kondens ator, 3 den
Generat or , 4 einen Fliehkraftregler , der tiber eine Drehzahlverstellvorrichtung 5 und ein
H ebelwerk das Stellglied - also den Servomotor 6 - so steuert, daB er das R egelventil 7
mit zunehmender Drehz ahl immer mehr schlieBt . - In Abb . 12.1.13 ist der Fall einer
D ampfturbine mit Zwischeniib erhitzung dargestellt. Dab ei ist 1 der Uberhit zer , 2 die
HD-Turbine, 3 der Zwischenuberh itzer , 4 der restliche Turbinenteil , 5 der Kondensator
und 6 der Generator . Der F liehkraft regler 7 steuert wieder tiber die Drehzahlverstell-
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Abb .12.1.11 . Schema einer Zwischen iiberh itzungsanlage mit Hilfseinrichtungen £iiI' Last abschalt ung und Leer
lau f. 1 Dampferzeuger, 2 Uberhitze r, 3 HD-Turb ine, 4 Zwischcniiberh itz er , 5 MD-Turbine, 6 ND-Turbine ,
7 Kondensatoren, 8 Speisewasser vorwarmer, 9 Speisewasserb ehalter, 10, 10' Speisepumpen mit Antricb du rch
Dampfturbinc und Elektromotor, 11 Umgehungsventil del' H D-Turbine, 12 Umgehungsventil del' MD-ND
Turbine, 13 Dampfkuhler fur HD-Um gehung, 14 Damp fkiihler fur MD-ND-Umgehu ng, 15 Kondensatpumpc,

16 Generatorkuhler

5

7

~~7 _ I

Abb.12.1.12. Vereinfachtes Regelschema
einer Dam pftu rb ine ohne Zwischenuber 

hitzung

Abb. 12.1.1B. Vereinfachtes Regelsehema einer Dampf
turbine mit Zwischcn iiberh it zung



58 12 Regelung der Dampfturbinen

14

6

..,
I
I
I
I 12

--L:J------
13

3

2

Abb .12.1.14. Vereinfachtes Rege lsehema einer Entnahme
Kondensationsturbine

vorrichtung 8 den Servomotor 9 des Regelventils 10. Zugleich wird z.B. beim Ansteigen
der Drehzahl der Olzylinder 11 gehoben, womit sich der mit einer kleinen DurchfluB
offnung versehene Kolben 12 zunachst ebenfalls hebt unter Kompression der Feder 13.
Diese entspannt sich aber allmahlich wieder, so daB 12 in seine Ausgangslage zuriickkehrt.
Damit wird iiber den Servomotor 14 das Abfangventil (Zwischendruckregelventil) 15 so
verschoben, daB es zuerst drosselt, dann sich aber wieder voll offnet.

Abb. 12.1.14 zeigt das typische Regelschema einer Entnahme-Kondensationsturbine,
wobei 1 die HD-Turbine, 2 die ND-Turbine, 3 der Kondensator, 4 der Generator, 5 ein
Verbraucher am Entnahme-Dampfsystem ist. Der Fliehkraftregler 6 steuert iiber die
Drehzahlverstellvorrichtung 7 und die Servomotoren 8 und 9 die Regelventile 10 und 11
im gleichen Sinne. Der Druck im Entnahmedampfsystem beeinfluBt iiber den Trans
mitter 12 und den Entnahmedruckregler 13 die Stellung des federbelasteten Kolbens im
Zylinder 14 so, daB dieser bei steigendem Entnahmedruck absinkt und damit die Ven
tile 10 und 11 gegensinnig bewegt, Ventill0 im Sinne des SchlieBens, Ventil11 im Sinne
des Offnens, was den Entnahmedruck zuriickbringt.

Was nun in den Schemata durch Hebelwerke veranschaulicht ist, wurde lange Zeit
technisch durch hydraulische Systeme verwirklicht, die auch heute noch im Gebrauch
sind. In diese Hydrauliksysteme wurden auch die samtliohen Sicherungen integriert, so
vor allem die gegen Uberdrehzahl, aber auch andere Sicherungen, welche die Anlage bei
anderen Betriebsstorungen (Ausfall des Schmieroldruckes usw .) schiitzen. Die neuere
Entwicklung hat aber dazu gefiihrt, daB an die Stelle dieser hydraulischen Regelsysteme
in immer groBerem Umfang elektronische getreten sind, vgl. [3-6]. Lediglich die
Servomotoren der Ventile, die groBe Stellkrafte ausiiben miissen, arbeiten stets hydrau
lisch , werden aber elektronisch gesteuert. Um die Abmessungen und damit die Tragheit
der Servomotoren moglichst klein zu halten, arbeitet man heute teilweise mit einem 01
druck bis 120 bar, also sehr viel mehr als friiher iiblich . Auch die primaren Regel
impulsgeber sind meist elektronisch. So sind vor allem die mechanischen Fliehkraft
regler durch elektronische Aufnehmer ersetzt worden, die ohne Reibung und Tragheit
arbeiten.

Die Griinde fiir diesen Ubergang zur Elektronik sind einerseits dadurch gegeben, daB
bei kleinem baulichem Aufwand groBe Anpassungsfahigkeit moglich ist. Es lassen sich
aus standardisierten Elementen beliebige Systeme kombinieren , wobei die regeltechnischen
Charakteristika (Statik, Zeitkonstanten usw .) in weiten Grenzen angepaBt und auch im
Betrieb verandert werden konnen, Dazu kommt aber noch, daB die regeltechnischen
Aufgaben selbst immer verwickelter geworden sind. Die Abb. 12.1.12-14 geben nur
Grundschemata, die dadurch gekennzeichnet sind, daB die Turbinenregelsysteme fast
vollig autonom sind. Lediglich durch die Drehzahlverstellvorrichtungen ist eine Koppelung
mit anderen Regelsystemen moglich . Bei modernen Kraftwerksanlagen bilden aber die
Regelsysteme von Turbine und Dampferzeuger bzw. Reaktor eine Einheit, die ihrerseits
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wieder vermaseht ist mit den Regelsystemen des elektrisehen Netzes. AuBerdem sind die
Systeme so ausgestaltet, daB sie ein automatisehes Anfahren und Abstellen errnoglichen.
Das erfordert ihre Erweiterung zu regelreehten Computern. Solehe Aufgaben lassen sieh
nur noeh elektroniseh losen.

12.2 Berechnung der Beharrungszustande

Naehfolgend moge stets

12.2(1)

den Ellipsenfaktor des betraehteten Sehaufelungsteils bezeiehnen, wobei n = Pro /Po" no
der Wert im Auslegungspunkt und nk das kritisehe Druckverhaltnis sind, von dem ab
abwarts E seinen Wert unverandert beibehalt, vg1. die Ausfuhrungen unter 11.3. Die
Grundlage der Bereehnung der Beharrungszustande ist die allgemeine DurehfluBgleiehung
in ihrer Form 11.3(21) .

Bei konstanter Drehzahl und Drosselregelung oder Gleitdruckregelung andem sieh die
Gesehwindigkeitsdreieeke in den ersten Stufen so wenig, daB die DurehfluBgleiehung in
der vereinfaehten Form

12.2(2)

gesehrieben werden kann. Der Wurzelausdruek ist im Falle der Drosselregelung mit sehr
guter Naherung 1 (beim idealen Dampf strong), nieht aber bei Gleitdruekregelung, da
man ja den Dampferzeuger auf konstante Temperatur und nieht etwa konstante Ent
halpie regeln wird . Hier wie in allen naehfolgenden Uberlegungen werden stets Leek
strome, etwa dureh Sehubausgleiehkolben, aueh in m eingesehlossen, da sie wesentlieh
den gleiehen DurehfluBgesetzen gehorehen . - Ausgehend von dieser Gleiehung und dem
gegebenen Auslegungszustand kann man m. in Funktion des Druekes PO' vor der Sehaufe
lung angeben, sobald noeh eine Vorsehrift tiber den Enddruek Pro gemaeht wird. Diese
hangt vom Anlagetyp abo

Bei Kondensationsturbinen ohne Zwischeniiberhitzung ist P ro dureh den Kondensa
tionsdruek gegeben und liegt damit so tief, daB praktiseh durehweg E = 1 gilt. Das trifft
aueh zu fUr Maschinen mit Zwischeniiberhitzung in dem Lastbereich, wo mit voll offen em
Zwisehendruekregelventil gefahren wird, d .h. etwa bis herab auf mlmo = 0,3.

Eine genauere Behandlung dieses Falles kann folgendermaBen gesehehen. Fur die HD
Turbine und den Turbinenteil naeh der Zwischentiberhitzung gilt je G1. 12.2(2) , wobei fur
den letztgenannten Teil wieder E = 1 gesetzt werden kann. Wenn mit einfaehem Akzent
auf die HD-Turbine, mit doppeltem auf den restliehen Teil verwiesen wird, ist zu fordern

12.2(3)

12.2(4)

Dieser Zusammenhang konnte hochstens infolge einer kleinen Versehiebung der relativen
Anzapfmengen geringfUgig verandert werden, doeh ist dies ublicherweise ein au8erst
kleiner Fehler. Es folgt damit

, /-,- ,- ,, ;- ,,- ,,-

E"( ' ) PO' VP",ov",o = P", -~/ P",oV",on , I , " II I I

P",o »»; P",o »,»;

mit n ' = P:, /P: . We iter ist
P~ = (1 - e) P~, 12.2(5)
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wobei eden Druckabfall kennzeichnet und konstant ist. Die GIn. 12.2(4) und (5) ordnen
jedem P: eindeutig ein P~ und ein P~ zu , wobei n ' so wenig variiert, daf sogar meist
E( n ') = 1 gesetzt werden dad. - Im Bereich, wo das Zwischendruckregelventil drosselt,
kommt 12.2(5) in WegfaIl, und es wird P~ in Funktion von P: fest vorgeschrieben, z.B.
sogar konstant. Irn ganzen Belastungsbereich kann dann der Zusammenhang zwisohenm .'
und P: aus der fur den HD-Teil angeschriebenen Gl. 12.2(2) bestimmt werden.

Der durch die Ventile vor HD-Turbine im Falle der Drosselregelung in Funktion des
Massenstromes einzustellende Druckabfall ergibt sich aus dem Totaldruck P~ vor Maschine
und dem jeweiligen P:' Der Totaldruck pC];' vor dem restlichen Turbinenteil folgt hin
reichend genau dem Gesetz

, 0 " , 0" '''' 2

Pw - PE = PwO -: PEO (m. ,~ ~o ) 12.2(6)
P~ Pwo mopw

Damit und mit dem bekannten P~ ergibt sich im unteren Lastbereich auch der Druck
abfall, der mit den Zwischendruckregelventilen einzustellen ist.

Analog ist das Vorgehen bei einer drossel- oder gleitdruckgeregelten Gegendruck
turbine. Der zur Berechnung von n in 12.2(2) benotigte Gegendruck Pw wird in der Regel
als Konstante vorgeschrieben sein . Er kann aber auch in Funktion von PIX oder von m
gegeben werden. Abb . 12.2.1 stellt dar, wie sich bei vorgeschriebenem p w(m) der Eintritts
druckp",(m) ergibt, wenn in 12.2(2) der Wurzelausdruck 1 gesetzt werden dad. Die Kurven
schar reprasentiert den Kegel, d .h. den Ausdruck EpIX!p",o , Dabei ist PIX Kurvenparameter,
und zwar ist - wie aus den Ausfiihrungen unter 11.3 ersichtlich - der Parameterwert
gerade der p-Wert, bei dem die jeweilige Kurve die Ordinatenachse trifft. So entsteht

p
p[

Abb . 12.2.1. Bestimmung des Eintrittsdruckes p", in Funk
t ion des Massenstromes maus dcm bekanntcn Verlauf des
Gegendruckes pw(m) mit Hilfe des Kegelgesetzes bei drossel-

m oder gIeitdruckgeregeIten Turbinen

Abb . 12.2.2. Schema einer Turbine mit Dusengruppen
regelung
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in del' dargestellten Weise die Kurve Pelm). Das gleiche Vorgehen laBt sich iibertragen
auf die Entnahmeturbine, wo del' Enddruck des HD-'I'eils del' vorgeschriebene Entnahme
druck ist.

Zur Behandlung des Falles del' Diisenqruqrpenreqeiumq beachte man Abb. 12.2 .2, aus
del' die Bezeichnungen del' Drucke hervorgehen . Die schematisch dargestellte Turbine
kann eine Kondensationsturbine ohne Zwischeniiberhitzung sein oder del' HD-Teil einer
Maschine mit Zwischeniiberhitzung, eine Gegendruckturbine oder del' HD-Teil einer Ent
nahmeturbine. Es gelten dann sinngemals wieder die fur Drossel- und GIeitdruckregelung
angegebenen Uberlegungen. Es sei mdel' gesamte die Regelstufe durchsetzende Massen
strom, mi del' Massenstrom des Sektors mit Nummer i. Weiter sei n rk das kritische Druck
verhaltnis der Regelstufe, nk del' kritische Wert des Druekverhaltnisses Pw /Pn del' prak
tisch verschwindet, wenn Pw del' Kondensationsdruck ist. Wenn Vi und Pi Laufzahl und
Schluckzahl des Sektorsi del' Regelstufe bedeuten und Index 0 allgemein auf den Aus
legungszustand verweist, lassen sich bei konstanter Drehzahl folgende GIeichungen an
geben:

12.2(7)

12.2(8)

12.2(9)

~= ·~/1- nT
x -} ,

ViO -
1- nil<

J!2. - f(~)
PiO - ViO'

. . Pi Pi E"( )m i= miO- - ni'
PiO PiO

( )

n - l

m = mol!.!... PrO 2nE(n),
PrO Pr

i
m. = 2: 11ii'

1

12.2(10)

12.2(11)

12.2(12)

12.2(13)

12.2(14)

Gl. 12.2(7) ist die Druckabfallrelation fur das SchnellschluBventil, Gl. 12.2(8) diejenige
des Regelventils i, sofern dieses voll geoffnet ist, Gl. 12.2(10) folgt aus del' Abhangigkeit
des Regelstufengefalles vom Druckverhaltnis, Gl. 12.2(11) reprasentiert den durch die
Regelstufencharakteristik Abb . 12.2.3 gegebenen Zusammenhang, die GIn. 12.2(12) und
(13) sind die DurchfluBgleichungen del' Regelstufensektoren und del' anschlieBenden
Schaufelung, und Gl. 12.2(14) endlich ist die 1'Iengenbilanz. Von z Beaufschlagungs
sektoren seien diejenigen mit Nummern 1 bisj geoffnet. In 12.2(12) ist Emit nrk zu bilden,
in 12.2(13) mit nk ' Unterlagen iiber dieses kritische Druckverhaltnis s. Abschn . 11.3. 
Del' Wurzelausdruck von Gl. 12.2(2) ist in 12.2(13) durch einen Polytropenansatz a.us
gedriickt. Dabei ist n del' Exponent einer Polytrope, die den Zustand PE, VE mit dem
Zustand P" Vr verbindet; er miiBte streng genommen mit dem Betriebszustand variiert
werden. Da abel' (n - 1)/2n hochstens die GroBenordnung 0,1 erreicht, eriibrigt sich diese
Verfeinerung.

Del' Gang del' Rechnung ist del' folgende . Man gibt sich den Radkammerdruck Pr und
gegebenenfalls den Gegendruck Pw, hat damit aus 12.2(9) n und aus 12.2(13) m, Hier ist
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Abb, 12.2.3. Typische Form der Regclstufcn-
vivo eharakterist ik

auf Pro zuruckzugreifen , wenn der Gegendruck in Funktion von m. vorgegeben ist. Mit
dem nun bekannten mkann man angeben, wieviele Sektoren geoffnet sind, d .h . man hat j .
Weiter liefert 12.2(7) p~. Fur die Sektoren mit Nummern i = 1 bis j - 1 werden mit
angenommenem Pi aus 12.2(9) bis (12) in dieser R eihenfolge Jri' Vi/ViO , pdPiO, mi berechnet,
hierauf mit 12.2(8) Pi berichtigt usw. Fur Sektor j kommt 12.2(8) in Wegfall , weil da s Ventil
nur teilgeoffnet ist. Wenn man hier mi mit angenommenem Pi erhalten hat , pruft man die
Bedingung 12.2(14) und verandert Pi bis Ub ereinstimmung hergestellt ist.

Eine besondere Behandlung verlangt die Uberdeckung der Offnungsperioden , wie sie
durch Abb . 12.1.2 veranschaulicht ist. Man schreibt sich den Druck Pi vor, bei dessen
Erreichen der Beginn der Offnung des Ventils des Sektors i + 1 liegen solI. F ur den
unmit t elbar anschlieflenden Bereich gibt man sich Pi in Funktion von P" und zwar so,
daB dPi/dp r kleiner ist als unmit telbar vor dem Offrien des Ventils i + 1. Sektor i + 1
ub ernimmt jetz t die Rolle des oben gena nnten Sek tors j . Bei weiter steigendem Pr erreicht
schliefilich Pi den Wert nach G1. 12.2(8). Hier ist Ventil i voll geoffnet und der Uber 
deckungsbereich beendet .

Bei Regelstufen, die als Curt is-Stufen ausgebildet sind, ist das Leitradgefalle oft der 
art groB, daf die Leitkanale konvergent-divergent , d. h. als Laval-Diisen auszubilden sind .
Dort ist das kritische Druckverhaltnis durch den Leitapparat allein bestimmt, wie
Abb. 12.2.4 veransc ha ulicht. Bei konstantem Eintrittsdruck und steigendem Austritts
druck geht der Massenstrom erst zuruck bei Uberschreiten jenes Druckes Pb der sich im
Austrittsquerschnitt einstellt, wenn im engsten Querschnitt Schallgeschwindigkeit herrscht
und der divergente K analteil vollstandig als Diffusor arbeite t . In der Regel wird dieser
Zustand im Betriebe nicht erreicht und E ist kon stant gleich 1.

P

--Pk - - - - - - - - -

o

Abb. 12.2.4. Durchflu13verhalten einer konvergent-divcrgcnten Duse
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In analoger Weise laBt sich die R egelung durch Stuf enuberbruckung behandeln . Abb.
12.2.5 zeigt die Anordnung und die Bezeichnungen . Die maBgebenden Gleichungen lauten:

p~ = PE [1 _PEO- p~o (m."PEo)2] , 12.2(15)
PEO moPE

[
_ p~o - P"o ( m 'pl !!-)2]

P" = p~ 1 P~o nioP~ ,

n' = Pz!p", n " - Pw!Pz,

/

,,- 1

y' = -, 1 - n~-"-
-, x 1 '
Vo 1 - n '-"-

r. = I' (~: ),
flo Vo

/
11; ' - " E( ') fl P" 1/PEOVEO• -11.0 n -- , -- ,

flo P"O PEVE

12.2(16)

12.2(17)

12.2(18)

12.2(19)

12.2(20)

' " . E ( " ) pz1n = mo n -
Pzo

12.2(21)

Abb, 12.2.5. Schema einer Turbine mit Regelung
dur ch Stufenuberbruckung

An diesen Gleichungen mag auffallen, daB unterschieden wird zwischen einem belie
bigen Eintrit t sdruck PE und einem Auslegungswer t PEO, wahrend man doch gerade bei
Uberlast den E intrittsdruck auf seinem Auslegungswert halten wird. Diesel' Regeleingriff
wird abel' auch bei Gleit druckregelung benutz t , urn bei Teillast einen BelastungsstoB auf
zunehm en , dem del' Druck des Dampferzeugers nicht rasch genug folgen konnte. Bei
diesem vorubergehenden Betriebszustand ist das Uberb ruckungsventil bei PE < PEO
geaffnet ; diesel' Betriebszustand wird also durch die Gleichungen mitumfaBt. - Die
Funktion l' stellt das Schluckverhalten des ersten Schaufelungsteiles dar, del' nur wenige
Stufen umfaBt und mit malriger Dichteanderung arbeitet, so daB es geniigt, von mittleren
Laufzahlen auszugehen . - Del' Wurzelau sdruck in 12.2(21) entste ht aus del' Berechnung
del' Mischenthalpie VOl' dem zweite n Scha ufelungste il, wobei die Zustandsanderu ng im
ersten wiederum durch eine P olytrope mit festem E xponent en n angenahert wird .

Die Rechnung geht aus von vorgeschriebenen Werten PE, pz und einem gegebenenfalls
sparer noch anzupassenden Pw' Mit angenommenem P" liefert 12.2(17) n' und ai"; wahrend
aus 12.2(18)-(21) del' Reihe nach die links stehenden Groflen bestimmt werden (Gl. 12.2(21)
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12.2(13')

ist iterativ zu losen). Dann liefern 12.2(15) und (16) P", genauer, womit die Rechnung zu
wiederholen ist. Wo Pro in Funktion von m" bekannt ist, kann dies auch berichtigt werden.

Der Schaufelungsteil vor der Zwischeneinfuhrungsstelle kann auch eine Regelstufe ent
halten. Dabei ist PE fest gleich dem Auslegungswert. Dann gilt fur diesen Schaufelungs
teil das Gleichungssystem 12.2(7)-(14), wobei jetzt pz die Rolle von Pro iibernimrnt und
Gl. 12.2(13) zu der Form

( )

n - l
m' =ni~l!!:... PrO 2n .l!:-E(n;)

PrO Pr flo

abzuwandeln ist; dabei ist n; = pz/Pr und fl/ flo ist gegeben durch Relationen, die 12.2(18)
und (19) analog sind. In 12.2(14) steht dann links m', Fur gegebene pz und Pro muf nun
der Radkammerdruck Pr zunachst angenommen werden, worauf die Gln . 12.2(8)-(12)
die sarntlichen mi liefern (alle Sektoren sind voll geoffnet, also 12.2(8) gultig) . Mit. m'
aus 12.2(13') ist

z
. , "' .m =~mi

1
12.2(14')

zu kontrollieren und Pr zu berichtigen, bis Ubereinstimmung hergestellt ist. Hierauf liefert
12.2(21) m",

Bei der ganzen theoretischen Entwicklung ist hier stets der weitaus haufigste Fall
der konstanten Drehzahl vorausgesetzt. Bei stark variabler Drehzahl treten Glieder u]flo
in allen DurchfluBgleichungen als Faktoren auf, in deren Bestimmung die Drehzahlen
eingehen, die ihrerseits von der Leistung und somit vom Massenstrom abhangen. Das
fiihrt auf eine zusatzliche Iteration, die allerdings meist schon nach der zweiten Rechnung
abgeschlossen werden kann. - In allen Fallen liefern die hier angegebenen Rechnungen
den Zusammenhang zwischen den Massenstromen und den Werten des Druckes an den
verschiedenen malsgebenden Punkten der Maschine und damit den Ausgangspunkt zur
Bestimmung der Offnungsquerschnitte der Ventile in Funktion des Betriebszustandes.

Die Variation des Kondeneationedruckes beeinfluBt den DampfdurchfluB nicht wesent
lich, wohl aber die Leistung. Sind mw, cw' T wI> T w2 Massenstrom, spezifische Warme
kapazitat., Eintrittstemperatur und Austrittstemperatur des Kuhlwassers, T c die Konden
sationstemperatur, F die Oberflache und k die Warmedurchgangszahl des Kondensators,
so gilt

wo

F = mwcw(T W2 - T w1) ,
kiJT

12.2(22)

12.2(23)

12.2(24)

Gl. 12.2(22) nach iJT aufgelost, liefert

iJT =1~~W(Tw2 - T w1) .

Wenn die Ausdrucke 12.2(23) und (24) einander gleichgesetzt werden, fallt (Tw2 - TW1)
heraus und wenn zudem noch k und rnw als konstant vorausgesetzt werden, bleibt

T - T 1
c w = const.

'I', - T W2
12.2(25)

Nun ist unter diesen Voraussetzungen iJT proportional der iibertragenen Warme
leistung und diese mit guter Naherung proportional dem kondensierenden Massenstrom m ,
l\1ithin ergibt sich, daf alle Temperaturdifferenzen im Kondensator proportional msind,
insbesondere auch die Differenz 'I', - T w1' Da der Kondensationsdruck Pc mit 'I', gegeben
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ist, hat man somit Pc in Funktion von m. fur festes T w1' In Abb. 12.2 .6 sind gestrichelt
so erhaltene Kurven dargestellt . Sic liefern bei Nullmassenstrom einen Kondensations
druck, welcher der Kiihlwassereintrittstemperatur entspricht. Dieser Zustand tritt aber
praktisch nicht ein , da der Luftgehalt des Dampfes nie restlos verschwindet. Der Druck
im Kondensator liegt daher stets urn den Partialdruck der Luft iiber dem theoretischen
Wert, ein Effekt der im normalen Lastbereich verschwindend klein ist, bei stark reduzier
tern DurchfluB aber deutlich in Erscheinung tritt . Strebt der Massenstrom gegen Null,
so strebt der Druck nach einem Wert entsprechend einer Temperatur, die etwa 2 °C iiber
der Kiihlwassereintrittstemperatur liegt (gegeben durch die Leistungsfahigkeit der Strahl
apparate), vgl. [7]. So entstanden dic ausgezogenen Kurven Abb . 12.2.6.
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Abb. 12.2.6. a) Verlauf des Kondensati onsdruekes in Funktion des relativen Massenstromes ; b) relativer
Volumenstrom hinter dem Diffusor der Endstufe in Funktion des relati ven Massenstromes

We iter bleibt no ch die Verschiebung der Anzapjdrucke zu bestimmen. Ist mi der
Massenstrom, der die Schaufelung zwischen der i-ten und der (i + I)-ten Anzapfstelle
durchstr6mt, so gilt mit a, = Pi+l !Pi das DurchfluBgesetz

;- -

In' - m' P( ) Pi 'V PiOViOi - i 01!1 :7l:i - - - •
PiO PiVi

Da aIle Zwischendriicke gleichsinnig sich andern und zwar ungefahr im gleichen Verhaltnis,
kann praktisch E = 1 gesetzt werden, woraus sich folgendes Verfahren ergibt. Man nimmt
in erster Naherung an, daB sich aIle Pi proportional PIX des betreffenden Maschinen
abschnittes andern. Bei Saugdrossel- oder Gleitdruckregelung ist PIX der Druck Eintritt
Schaufe lung , bei Diisengruppenregelung der Radkammerdruck Pro bei Regelung durch
Uberspringen von Stufen ist es pz. Bei Anzapfungen nach Zwischeniiberhitzern ist es der
Druck vor der ersten Stufe nach diesem. Mit den so bestimmten Pi bereehnet man nach
dem Verfahren Bd. I, Abschn. 2.2 die Anzapfmengen, hat damit die mi und gewinnt aus
Gl. 12.2(26) berichtigte Pi' Dabei ist in der Regel bei allen bis auf den letzten Entspan
nun gsabschnit t E = 1. - Die Verschiebung der An zapfdrucke wirkt auch auf die Vor 
warmtemperatur des Spcisewassers zuriick, woruber Abb . J2.2 .7 orientiert.

Sind so die Werte von Druck und Massenstrom fur alle maBgebendcn Punkte des
Entspannungsvorganges bestimmt, so konnen nach den Ausfuhrungen unter 11.5 Zu
standsanderung und Energieumsatz in der Turbine berechnet werden. Dabei bleiben
allerdings die Betriebszustande fast aller Stufen mindestens bei konstanter Drehzahl im
praktisch wichtigen Lastbereich sehr nahe an dem Punkt der Stufencharakteristik, den
sie im Auslegungszustand einnehmen. Es sind im wesentlichen die Regelstufe, die iiber-
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sprungenen Stufen und die Endstufe (gegebenenfalls auch noch die zweitletzte), in denen
wesentliche Anderungen auftreten , was die Rechnungen sehr stark vereinfacht, weil die
Wirkungsgrade der anderen Stufen konstant gesetzt werden konnen,
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12.3 Wirkungsgrad in Funktion der Leistung

Nachdem gemali den Ausfiihrungen des vorangehenden Abschnittes in Funktion des
Frischdampfmassenstromes die 'I'eilmassenstrome und die Druckwerte in den mali
gebenden Prozelipunkten festgelegt sind, kann auch die vollstandige Zustandsanderung
naohgerechnet werden mit dem Ziel , schlief31ich die Abhangigkeit des thermischen Anl age
wirkungsgrades (oder Warmeverbrauches) von der Nutzleistung zu gewinnen. Unter
thermischen Wirkungsgraden und Differenzen von solchen mogen in diesem Abschnitt
stets inncrc Wirkungsgrade verstanden werden , also reine ProzeBwirkungsgrade ohne
mechanische und elekt rische Verluste und insbesondere ohne diej enigen des Dampf
erzeugers. Stet s gehen in solche Untersuchungen empirische Unterlagen ein .

Bei der Bcstimmung des Endzustandcs der Rcgelstufc ist folgendes zu beachten. Den
einzelnen Beaufschlagungssektoren i entsprechen isent rope Gefalle iJh~~8), von denen im
allgemeinen mindestens eines (dasjenige des gedrosselten Sektors) von den anderen ver
schieden ist. Dementsprechend sind es auch die charakteristischen Werte ffJi' 1jJi' !1i, Vi

und die gemaB der K ennlinie zugeordneten Wirkungsgrade 'YJ~~8):

m iv2i iJ h~~8)
ffJ i = l ,1jJi = - 2 ' 12.3(1)

nD2 28 iu2 U 2

m iv2 i ffJi

!1i = nD2lz8i V2iJh~~8) = V21jJ i '
12.3(2)

P R = 4(!u1DJ,CM = 4(!u~D~(DNIDz)5C],[ , 12.3(3)

wob ei CM der Momentbeiwer t nach Bd. I , Abb . 8.4.6 ist. Daraus laBt sich eine Verlustzahl
bilden gema B

Die 'YJ~~8), die sich daraus gema f der Stufen char akteristik ergeben, sind aufzufassen als
Wirkungsgrade, welche die Verluste durch R adreibung und Ventilation nicht mitenthalten.
Diese sind vielmehr in folgender Weise gesondert in Rechnung zu setzen . Die Radreibungs
leistung ist

12.3(4)
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Hier sind Ci die Beaufschlagungsverhaltnisse der einzelnen Sektoren, iJhsE die in Abb.12.3.1
dargestellte Enthalpiedifferenz und "PE die mit iJhsE gebildete Druckzahl. Damit folgt

en = 1,270M(D N /D2)4 (DN/l2) . 12.3(5)
"PE L: rpiCi

i

h

5

Abb. 12.3.1. Zustandsanderung in einer Regelstufe

In gleicher Weise erhalt man aus der Ventilationsleistung

r; = nO (1 - f ci) eD2l2u~ + 0,21nl2bu~e f rpi V"Pi,

die Verlustzahl

12.3(6)

12.3(7)

wobei °aus Bd. I, Gl. 8.4(33) gegeben ist. Die GIn. 12.3(5) und (7) sind die Verallgemeine
rung der GIn. 8.4(31) und (34). - Damit ergibt sich nun die Enthalpie h; des Misch
zustandes in der Radkammer aus

12.3(8)

Ein Wirkungsgrad der Regelstufe, der auch die Ventilverluste mit einschlieBt, laBt sich
definieren durch

h~ - hr
1}r = iJh .

sE
12.3(9)

12.3(10)

Abb. 12.4.3 und 4 im nachstfolgenden Abschnitt geben typische Rechenergebnisse von
Cizmar [8] wieder.

Bei Regelung mit Stufenuberbriickung ergibt sich die Totalenthalpie des Zustandes an
der Zwischeneinfiihrungsstelle (Druck Pz' Abb . 12.2.5) aus der Mischgleichung

. , 2 2 . " . ,
o m [hO A C<X - cz ] m - m 10

hz = m" E - L1h<Xw - 2 + ni" aE '

Die Enthalpiedifferenz Llh<Xz des Schaufelungsteils zwischen P<x und p< wird bestimmt
durch seinen isentropen oder polytropen Wirkungsgrad. Dieser wiederum kann oft hin
reichend genau aus der Stufencharakteristik gewonnen werden mit Hilfe der mittleren
Laufzahl nach Gl. 12.2(18). Genauer aber sehr viel aufwendiger ist die stufenweise Nach
rechnung naoh 11.5. Die Geschwindigkeiten C<X und Cz am Ein- und Austritt aus diesem
Sehaufelungsteil sind durch die Kontinuitatsgleichung bestimmt.
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12.3(11)

Ausgehend vom Zustand in der Radkammer bzw . an der ZwischeneinfUhrungssteIle
verlauff nun die restliche Expansion mindestens bei konstanter Drehzahl mit gleichen
Stufenwirkungsgraden wie im Auslegungspunkt. Abweichungen hiervon ergeben sich im
NaBdampfgebiet, wenn sich der Feuchtigkeitegehalt wesentlich verschiebt und in den
letzten Stufen. Bei Kondensationsturbinen ist das Gefalle der Endstufe derart grofl, daB
sie allein eine Gefalleanderung erfahrt, die sich im Wirkungsgrad bemerkbar macht. Die
Wirkungsgradiinderung der Endstufe kann in diesem FaIle wie folgt bestimmt werden.

Sind Po und P2 Ein- und Austrittsdruck der Endstufe, Poo und P20 die Werte im Aus 
legungspunkt und n = P2!PO' so ergibt sich aus dem DurchfluBgesetz

m ViPoVoPo =Poo . ---,
moE(n) Poovoo

was die Berechnung von Po auf iterativem Wege erlaubt, sobald P2 bekannt ist. Die
Bestimmung von P2 bedarf noch einer besonderen Untersuchung, besonders da moderne
Abdampfstutzen als Diffusoren ausgebildet sind . Abb . 12.3.2 zeigt die vorausgesetzte

- - , - -
3 P3

Pc__ __ _ __ _ __.J _

Abb . 12.3.2. Austrittsende mit Diffusor
(Kondensationsturbine)

Anordnung. Es findet zunachst ein Druckriickgewinn von P2 auf P3 statt, dann ein Druck
abfall bis zum Kondensationsdruck Pc' Dieser Vorgang mage gedanklich durch einen ein
facheren ersetzt werden. Zwischen Querschnitt 2 und 3 erfolge eine isentrope Verdichtung
auf einen Druck P3' der gleich dem tatsachlichen Kondensationsdruck Pc ist. Die dann
im Querschnitt 3 noch verbleibende Geschwindigkeitsenergie werde restlos dissipiert. Man
rechnet also mit einem reibungsfreien Diffusor, der so wenig erweitert ist, daf sein Um
setzungsgrad }'D gerade auf das korrekte Pc fiihrt ; in dieses ideelle }'D gehen also aIle auf
tretenden Verluste ein .

Wenn wiederum Index 0 auf den Auslegungspunkt verweist, liefert die Kontinuitats
gleichung fiir Querschnitt 2

12.3(12)

wahrend aus der Geometric des Austrittsdreieckes folgt

C~ = W~ + 1 - 2W2 cos f32' 12.3(13)

cot (\: 2 = 1 -;,W~ c;s f32. 12.3(14)
2 SIn 2

Der wie angegeben definierte Diffusorumsetzungsgrad wird eine Funktion des Abstrom
winkels (\:2 sein , eine empirische Relation, die durch

AD = f((\:2) 12.3(15)
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wiedergegeben sei . Der nachfolgenden Energiedi ssipation ents pricht eine Enthalpie
zunahme LlhdD von

12.3(16)

Die entsprechende Verlustzahl , die den eigentlichen Austrittsverlust der Maschine kenn
zeichnet, ist

12.3(17)

Die fur den ideellen Diffusor giilt ige I sentropenbeziehung

" [ (PZ)"-I] c~- - - P 3V3 1- - " =AD-
% - 1 P3 2

liefert

12.3(18)

12.3(19)

12.3(20)

12.3(21)

V 3 _ [1 ' x - 1 u~ 0 2]~- - - AD --- -- 2 " 1.
Vz 2" P3V3

Damit laBt sich fiir den in 12.3(12) stehenden Faktor folgender Ausdruck angeben :

~
• x - 1 u~ 21-1

. . 1 - ADO--- - - - 0 20 " - 1
m V2 m V3 2% P30V30

mOv20 = 1nOv30 1 _ AD % - 1~O~
2" P3V3

Wenn noch vereinfachend angenommen wird, daB die Expansionsendpunkte verschiedener
Betriebszustande auf ein und derselben I sentrope liegen , geht diese Gleichung iiber in

~
1 . x - 1 u~ 0 2 1-1

-. . - ADO - - - --- 20 x - I
mvz m V3 2" P30V30

mOv20 R::;; mOv30 1 _ }'D x -1 ~(P3\~ O~ .
2" P3V30 P 30J

Aus dem in Abb. 12.2.6 links dargestelltem Zusammenhang zwischen 1n!mo und P c laBt
sich - wieder unter der Voraussetzung, daB die Expansionsendpunkte auf einer festen
Isentropen liegen - auch der Zusammenhang zwischen m!1no und der GroBe

gewinnen, der in Abb . 12.2.6 rechts dargest ellt ist und offensichtlich von der Kuhlwasser 
temperatur sehr wenig abhangb. Damit ergibt sich folgendes Iterationsverfahren zur
Bestimmung von P 2 fur feste Kuhlwassertemperatur und geanderten Massenstrom. Mit
dem gegebenen mjmo und vorerst gesehatzte n }'D und O2 bereohnet man au s 12.3(21) die
links stehende GroBe, worauf 12.3(12)-(15) in der angegebenen Reihenfolge W2 , O2 , ('\:2' AD

liefern und die Rechnung wiederholt werden kann, bis Ubereinst immung hergestellt ist.
Hi erauf liefern 12.3(17) und (18) CD und P2 ' Stets ist hei dieser Rechnung P3 = Pc aus
Abb . 12.2.6 gegeben .

Ahnlich kann man vorgehen , wenn bei festem Dampfstrom rho der K ondensations
druck P c = P 3 info lge Anderung der Kuhlwasserternperatur variiert . Ist n der Exponent
der Expansionspolytrope, so gilt

12.3(12')
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was an die Stelle von 12.3(12) tritt, wahrend 12.3(13)-(17) unverandert bleiben. Die
Isentropenbeziehung des Diffusors schreibt sich hier zweckmafsig in der Form

'" [(Pa),,-1 ] c~--P2V2 - " - 1 = AD- '
'" -1 P2 2

woraus

Pa = [1 + AD '" - 1 u~ C~]"~l. 12.3(22)
P2 2", P2V2

Wenn man nu n P2 wahlt, liefern die GIn. 12.3(12'), (13)-(15) und (22) in dieser Reihen
folge Pa, womit man die Moglichkeit hat, das P2 aufz ufinden, bei dem Pa gleich dem vor
gegebenen Kondensationsdruck ist. Auch die Verlustgrolse 'D laBt sich aus 12.3(17) fin
den . - Es sei noch beigefiigt, daB alle Geschwindigkeiten und Stromungswinkel zweck
maBig in dem Radius des Kreises gebildet werden, der den Austrittsringquerschnitt des
Laufrades halbiert.

Sind so fiir den betrachteten Betriebszustand Po und P2 der Endstufe bekannt, so
kennt man ihr Gefalle Llhs und damit die Laufzahl v = u 2 /V2Llhs, die ihrerseits auf den
isentropen Wirkungsgrad 1]s der Stufe fiihrt. Allerdings bestehen gerade iiber diesen
Zusammenhang unter den komplizierten Bedingungen der Endstufe wenig gute Unter
lagen. Abb. 12.3.3 gibt dariiber einen Anhaltspunkt. Gemessene Punkte scheinen nie
unter der Parabel zu liegen , die daher gestrichelt als Gren zfall angegeben ist. Die aus
gezogene Kurve diirfte typisch sein . Sie entspricht ctwa dem bei Dejc und Trojanovskij
[9, Bild 8.7.1, S. 563] dargestellten Fall.

Abb .12.3.3. Typischer Wirkungsgradverlauf fur
Dampfturbinen endstufe
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Wenn nun die Expansionslinie von der Radkammer oder der Zwischeneinfiihrungs
stelle an mit unveranderten Stufenwirkungsgraden gerechnet wird - die lediglich im
NaBdampfgebiet entsprechend der Verschiebung des Feuchtigkeitsgehaltes nach den An
gaben Bd. I , Abschn . 9.10 korrigiert werden - und der Wirkungsgrad der Endstufe in
der angegebenen Weise bestimmt wird, findet man schlieBlich den statischen Endzustand
der Expansion. Mit dem wie angegeben bereohneten 'D und LlhdD = 'DU~ liegt damit
auch der Dampfzustand zu Beginn der Kondensation fest. Somit hat man alle Unterlagen
zur Berechnung des ProzeBwirkungsgrades. - Der nun genauer bekannte statische End
zustand erlaubt an sich eine nochmalige Iteration, da nun erneut W2 aus 12.3(12) und so
schlieBlich P2 aus 12.3(18) bestimmt werden konnen. Das ist aber nur sinnvoll, wenn wirk
lich eine betrachtliohe Abweichung entsteht und vor allem sehr gute Unterlagen tiber }'D

verfiigbar sind. Gerade das letztere wird selten der Fall sein .
Abb . 12.3.4-7 zeigen Rechenergebnisse, wie sie sich nach dem Verfahren Gl. 12.3(12)

bis (22) ergeben. Das zugrundeliegende Gesetz AD = f(tX2) wurde folgendermaBen ermittelt.
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Ausgehend von einem Umsetzungsgrad 0,35, wie er bei senkrechtem Eintritt fur den
Diffusorkanal allein typisch ist, wiirde man nach [10], vgl. auch [11], einen Verlauf er 
warten, der durch Kurve a (Abb, 12.3.4) dargestellt ist . Da der Stutzenquerschnitt etwa
das 2,5fache des Stufenaustrittsquerschnittes ist und die Widerstandszahl des Stutzens
mit 1 abgesohatzt, werden kann, ergibt sich im Auslegungsfall ein weiterer Verlust von
15 % von c~/2, so daB resultierend AD = 0,2 verbleibt. Die asymmetrische Stromung im
Stutzen, die bei 1X2 =1= 90° entsteht, laBt eine merkliche Verbesserung von AD' wie sie der
Diffusorkanal allein erreichen wiirde, nicht erwarten, weshalb der als Kurve b angegebene
Verlauf zugrundegelegt wurde .

D./,

0. 3

0, 2

0, 1

Abb. 12.3.4. Resultierender Diffusorumsetzungsgrad
cines Abdampfstutzens. Kurve a Basiswert, Kurve b
Wert nach Abzug der zusatzli chen Druekverluste im

Stutzen
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Abb . 12.3.5 stellt o~, 1X2 und das sich so ergebende CD dar, und zwar in Funktion
von 7;~v2Imov20' Fiir feste Kiihlwassertemperatur gibt ferner Abb . 12.3.6 C~ und CD in
Funktion vom ri~/ri~o wieder. Das Diagramm gilt genau fiir die Auslegungskondensations
temperatur Teo = 39°e und mit einem Fehler von hoohstens 1 %im Bereich T eo = 29 bis
46°e . Fiir feste n Massenstrom rho und Auslegungskondensationstemperatur von 29, 39
und 46°e liefert Abb . 12.3.7 die GraBen O~ und CD in Funktion des Kondensationsdruckes,
wie Abb. 12.3.6 fiir fJ2 = 35°. - SchlieBlich zeigt Abb . 12.3.8 einen typischen Verlauf
des thermischen ProzeBwirkungsgrades in Funktion der Belastung. Umfassende Unter
lagen tiber das Teillastverhalten von Dampfturbinen sind bereits von Hegetschweiler und
Bartelett [12] gegeben worden, doch entsprechen sie nicht mehr vollig den modernen Aus 
fuhrungen .

o
O,/, 0.6 0.8

~
P- !

~

I-- f32=/'0' fJ
0Jfj

'ijy/
l.t'lVas'

I';;:;~
r&

0'
A/, 0.6 0.8 ~ o 12

80'

20'

100'

'd
/'0'

f32=/'0',.-V

r-, V1~V
'- "-~30'--~

25'o
Q/, 0.6 0.8 ~O ~2

rTw/mOv20-

I,D

a/,

0.6

0. 2

0.8

1,0 1,2

/
I

f32=/, f/ -

/ 1 /
/ 35;1

r-. ..-/' -1p-:
I~r--i--I--./ /

<,
I'-.... r-- ?Y'

I,D

D. /,

0.6

0.8

0.2

Abb .12.3.5. Die Grolsen C~, ~D und <X2 inFunktion des reduzierten Volumenstromes mv2!mOv20 mit Austritts
winkel f32 (im Eu ler-Radius) als Parameter
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12.4 Energetischer Vergleich der Regelungsarten

In diesem Abschnitt werden die verschiedenen Regelungsverfahren rein energetisch
mite inander verglichen . Ein gesamtwirtschaftlicher Vergleich ist damit noch nicht ge
geben. Ein solcher durfte aus versch iedenen Grunden in allgemeiner Form nicht moglioh
sein, wie folgende Uberlegungen zeigen . Bei einer groBen Maschine wird z.B . eine Kon
struktion ohne Regelstufe einfacher und billiger sein als eine mit dieser. Lauft also die
Maschine fast stets mit Vollast, so ist die Losung mit Drossel- oder Gleitdruckregelung
klar iiberlegen . Je grofser der Anteil des Teillastbetriebes wird, desto mehr t ritt der Vor-
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teil der Regelstufe in Erscheinung, so daf von einem gewissen Punkt an diese Losung
wirtschaftlicher wird. Bei einer kleinen Maschine kann jedoch der Volumenstrom am Ein
tritt so klein sein , daB ein teilbeaufschlagtes Gleichdruck- oder gar Curt is-Rad als erste
Stufe notwendig wird, wenn die Stufenzahl in angemessenen Grenzen bleiben soll, Die
Losung mit Regelstufe ist dann billiger und sogar wirtschaft lich einzig vertretbar. - Die
nachfolgenden Angab en st iitzen sich vor allem auf die Unt ersuchungen von Cizmar [8].

LIs LIs

oL- =- --._OL------"""'------ - __
s

a b
s

Abb, 12.4.1. T s-Diagramme zur Bestimmung des Unterschiedes der thermischen Wirku ngsgrade, die hei ver
schiedenen Regelungsverfah ren entstehen. a) Ohne Zwischenuberh itzung ; h) mit Zwischenuberhitzung

Ein genauer energetischer Verlgeich zweier Losungen verlangt die vollstandige Durch
rechnung der heiden Prozesse. E s lassen sich indessen einfache Naherungsreohnungen
durehfuhren, die hinreichende Genauigkeit erreichen. - Im F alle ohneZwischcnubcrhitzung
ste llt z.B. Abb. 12.4.1 a einen Ausschnitt aus einern Ts-Diagramm dar. Die ausgezogene
Expansionslinie mage etwa der Diisengruppenregelung, die gest richelte dem entsprechen 
den Betriebszustand bei Drosselregelung zugeordnet sein. Von der Drucklinie Pr an (Rad
kammerdruck der Regelstufe) sind beide Schaufelun gen identisch. Die Erschwerung der
Uberlegung, die aus der Speisewasservorwarmung durch Anzapfung ents te ht, kann man
umgehen, indem man den Prozell ersetzt denkt durch einen solchen , bei dem kein Dampf
der Turbine entnommen wiirde, wogegen die Speisewasse rvorwar rnung durch Warme
entzug au s der Turbine erfolgte. Die Zustandsanderung wurde dann durch einen stufen
Iormigen Linienzug dargestellt, wie im Diagram m angegeben . Nun fallen abe r diese
Lini enziige fiir die beiden Vergleichsfalle annahernd gleich aus. Deshalb erha lt sich der
Entropieunterschied LIs, der bei Pr die beiden F alle unterscheidet, prak t isch etwa unver
andert bis zur K ondensati onstemperatur T e. Der Unterschied der K ondensationswarme
fiir beide Regelungsarten ist also 'I' , LIs, mithin auch der Unterschied der Arbeitsausbeute
beider Prozesse, da die zugefiihrte Warme gleich groB ist.

Es sei Llh.Er das isentrope Entha lpiegefalle vom Tot alzustand vor Maschine bis auf
den Druck Pr und LlhEr die effektive Enthalpiedifferenz fiir den gleichen Abschnitt. Dann
konnen fiir die beiden Vergleichsfalle (z.B. Dtisengruppenregelung, gekennzeichnet durch
Zeichen " und Drossselregelun g, Zeichen ") die isentropen Wirkungsgrad e

,Llh~r "Llh;;r 12 4(1
1]. - Llh.E,' 'fl. =Llh.Er . )
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12.4(2)

definiert werden. Wenn weiter T; und T;' die Temperaturen beim Druck-p, in den beiden
Fallen sind, dann ist die in Abb. 12.4.1 angegebene Entropiedifferenz

Ll _ 2(Llh~r - Llh;;r) _ 2LlhsEr ( , _ ")
s - T' + T" - T' + T" 'f)s 'f)s'

r r r r

Weiter ist der Untersehied der thermischen Wirkungsgrade der beiden Varianten

Ll ' "Lla'f),h = 'f)th - 'f) th =q'

wo Lla = 'I', zls der Unterschied der Arbeitsausbeute beider Prozesse
beide gleiehe Warmezufuhr. Somit folgt sehlieBlieh

Ll _ 2Tc LlhsEr('f); - 'f);')
'f)th - q(T; + T;') .

12.4(3)

ist und q die fur

12.4(4)

Man beachte, daB diese Betraehtungsweise identisch ist mit der exergetischen, sofern
man die Kondensationstemperatur als Umgebungstemperatur betrachtet. Sie ist eine
Naherung, Eine exakte exergetische Reehnung miilite aIle Nebeneffekte, die insbesondere
durch die Vorwarmeranlage bedingt sind, mitberiicksichtigen, hatte dann aber keine Vor
teile mehr gegeniiber der direkten energetischen Durchrechnung. - In analoger Weise
kann bei der Gegendruekturbinenanlage die Abhangigkeit der Leistungsausbeute vom
Regelungsverfahren bestimmt werden, wobei die Temperatur im Gegendrueknetz an die
Stelle der Kondensationstemperatur tritt.

Im FaIle der Zwischenuberhitzung, Abb . 12.4.1 b, werden die Zusammenhange etwas
verwickelter. Der Arbeitsgewinn der Dusengruppenregelung gegenuber der Drosselregelung
beschrankt sich hier, von Nebeneffekten abgesehen, auf die HD-Turbine. Sind T~ und T~'

fur die beiden Falle die absoluten Austrittstemperaturen aus der HD-Turbine, so ist der
Arbeitsgewinn

Lla = (T~ + T~') Ll s .
2

12.4(5)

Dem steht die zusatzliche Warmezufuhr im Zwisohoniiberhitzer gegeniiber. Ist Yz = mzjm
das Verhaltnis des Massenstromes im Zwisoheniiberhitzer zum Massenstrom Eintritt HD
Turbine, so ist diese

12.4(6)

Demnaeh wird der thermische Wirkungsgrad der Anlage mit Dusengruppenregelung

, a" + Lla "[ 1 + Llaja"] r r [ Lla Lla]
'f)th = q" + Yz Lla = 'f)th 1 + Yz Llajq" ~ 'f)th 1 + (i" - Yz7' '

folglich
r r r r r [Lla Lla] Lla 1 " )Ll'f)th = n» - 'f)th = 'f)th ?- Yz7' =?( - Yz'f)th • 12.4(7)

12.4(8)

Wenn hier fur Lla der Ausdruek 12.4(5) eingesetzt wird und fur zls Gl. 12.4(2), folgt

zl - T~ + T~' LlhsEr('f); - 'f);') (1 _ " )
'f)th - T ' + T " " Yz'f)th ,

r r q

womit der zu 12.4(4) analoge Ausdruck gefunden ist.

Wirkungsgradunterschiede zwischenProzessen mit Gleitdruck- undDrosselregelung sind
einzig bedingt durch die Unterschiede der Pumpenleistungen. Wenn also P« und Pg die
hochsten ProzeBdrueke fur Drossel- und Gleitdruckregelung sind, so ist mit 'f)p als Pumpen
wirkungsgrad und v als spezifischem Wasservolumen der Unterschied der thermischen
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Wirkungsgrade zugunsten del' Gleitdruckregelung

75

12.4(9)

h

Abb. 12.4.2. Darstellung der Zustandsanderungen in
den verschiedenen Sektoren einer .Regelstufe im Entro

piediagrarnm
5

Abb . 12.4.2-4 geben Unterlagen iiber die Wirkungsgrade von Regelstufen in Funktion
des Lastzustandes. GemiiJ3 Abb . 12.4.2 ist P~*, k~ del' Totalzustand im Raum unmittelbar
vor den Regelventilen, Pr del' Radkammerdruck und 11ksr die damit gegebene isentrope
Enthalpiedifferenz. 1m allgemeinen erfolgt nun in einzelnen Sektoren die Entspannung
bei voll offenem Ventil, im Diagramm angegeben durch den ausgezogenen Linienzug, del'
bei A endet. Ein Sektor arbeitet mit starker Drosselung, vgl. den gestrichelten, bei B
endenden Linienzug. Daraus ergibt sich in del' Radkammer del' Mischzustand 0, mit dem
die effektive Enthalpiedifferenz 11kr zu bilden ist. Del' Regelstufenwirkungsgrad wird
definiert durch

17r - ~~tr • 12.4(10)
sr

Del' Wert bei voller Offnung aller Sektoren sei 17rO und ist in Abb. 12.4.3 in Funktion del'
geometrischen Stufenparameter dargestellt . Abb. 12.4.4 schlieBlich zeigt 17r/17ro in Funktion
des relativen Massenstromes m/mo fUr verschiedene Werte des Auslegungsdruckverhalt
nisses no Pr/P~* . Vorausgesetzt ist eine Anordnung mit 4 Beaufschlagungssektoren und
einem grofsten Beaufschlagungsverhaltnis eo = 0,8. Fur andere Beaufschlagungsverhalt
nisse wird

!l!- - k (!l!-) 12.4(11)
17ro - 17ro '0=0.8'

wobei k ebenfalls del' Abb. 12.4.4 zu entnehmen ist. Das Diagramm zeigt noch als anschau
liche Information die Abhangigkeit del' Regelstufenleistung P vom relativen Massenstrom.

In Abb . 12.4.5 sind auszugsweise aus diesen Regelstufenunterlagen folgende Ergeb
nisse nach [8] zusammengestellt. Die ausgezogenen Kurven geben den Wirkungsgrad
gewinn 1117u, del' Anordnung mit Regelstufe gegeniiber del' Drosselregelung in Funktion
von m/mo wieder. Wo also 1117t11 negativ wird, ist die Regelstufe unterlegen. Stets sind
vier Beaufschlagungssektoren vorausgesetzt. MaBgebende geometrische Parameter sind eo,
das Sehaufellangenverhaltnis (l/D)r del' Regelstufe und das Verhaltnis des Durchmessers
D(X del' unmittelbar anschlieBenden Schaufelung zum Durchmesser Dr del' Regelstufe. Es
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Cizmar [8]

ist angenommen, daB der durch die Regelstufe ersetzte Schaufelungsteil der Vergleichs
variante ebenfalls den Durchmesser D,. hat . Die Dampfdaten sind 80 bar, 530°C ohne
Zwischeniiberh itzung, 160 bar, 530 °C mit Zwischeniiberhitzung, der Kondensationsdruck
einheitlich 0,04 bar. Das Ergebnis hangt aber von diesen Daten sehr wenig ab, so daB
die Angaben naherungsweise au ch fiir andere Verh altnisse benutzt werden konnen , 
Offensichtlich sind die Zusammenhange recht verwickelt. So mag etwa iiberraschen , da B



12.4 Energeti schcr Vergl eich der Regelungsarten 77

im Vollastpunkt die Regelstufen mit eo = 0,9 del' Drosselregelung starker unterlegen sind
als die mit eo = 0,5. Da s riihrt daher, daB unter sonst gleichen Bedingungen del' (voll
beaufschlagte) Schaufelungst eil, del' an die Stelle del' Regelstufe tritt, bei eo = 0,9 langere
Schaufeln erhalt als bei eo = 0,5. Damit wird del' Wirkungsgradunterschied zu Ungunsten
del' Regelstufe groBeI'. Allgemein zeigt sich, daB die Anordnung mit einer Regelstufe
kleinen Gefalles und Durchmessers alles in allem die energetisch giinst igste Losung ist.
Das entgegengeset zte Extrem ware die Curtis-Stufe, die rein energeti sch stets unterlegen
ist und nur dadurch gerec htfertigt sein kann , daf sie auf cine wesentlich kompaktere
Bauw eise fiihrt.

Ohne Zwischenuberhitzung
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Abb. 12.4.5. Gewinn an thermi schem Wirkungsgrad .11)1" der Losun g mit R egelstufe (ausgezogen) bzw. mit
Gleitdruck (gestrichelt) gegeniiber der Drosselregelung (Festdru ckregelung) in Funktion des relativen Massen-

stromes m/mo fUr verschiedene Auslegungsparameter. Nach Cizrruir [8]. no Druokverhal tn is der Rcge lst ufe im
Auslegun gspunkt, Co Beaufschlagun gsverh altnis im Auslegungspunkt, Da/D, Vcrhaltnis des Mittleren Durch
messers der nachfolgend en Schaufelung ZII dem der R egclstufc, (l/D,) Scha ufellangenverha ltn is der R cgelstufe

Gestrichelt ist in Abb. 12.4.5 noch del' Wirkungsgradgewinn del' Gleitdruc kregelung
gegeniiber del' Drosselregelung na ch G1. 12.4(4) eingetragen. Die Differenzen zwischen den
ausgezogenen und den gest richelten Kurven geben damit gerade den Vergleich zwischen
Diisengruppenregelung und Gleitdruckregelung. Diesel' Vergleich, del' fiir Schiffsanlagen
von Geisler [20] gemacht worden ist, hangt sehr stark ab von den Gegebenheiten des
jeweiligen Falles. - Abb. 12.4.6 zeigt noch fur einen F all den Vergleich zwischen dem
Ergebnis del' vereinfachten exergetischen und del' exakten Rechnung (exakte Kurve aus
gezogen ).

In Abb. 12.4.7 sohlielilioh sind die Werte des Wirkungsgrad abfalles, del' sich aus del'
S tufe nllberbrllckung ergibt, in Funktion von m!mo dargestellt. Es ist 1]/"0 del' thermische



78 12 Regelung der Dampfturbinen

Wirkungsgrad im Normalpunkt bei geschlossenem Uberlastvent il, 17th der Wert bei Uber
last, fern er n ' = pz/p'j; (im Normalpunkt), vgl. auch Abb . 12.2.5. Hier sind die Prozels
daten variiert word en, und man erkennt den sehr geringen EinfluB.

Abb .12.4.6. Vergleich derWirkungsgraddifferenz LJ11th

nach verschiedenen Ber echnungsverfahren, ausgezogen

exakt, gest richelt Naherungsformel. Nach Cizmar [8].
Kurven gelte n !fiir das Beispiel mit Zwischeniib er 
hitzung 1/:0 = 0,8 = 0,8, Co = 0,5, D ,.IDr = 0,6, (LID)r

J.O = 0,02. Ohne Zwischeniiberhitzung noch bessere Uber-
einsti mmung
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nur Einflu l3 der Stu feniiberbriickung, nicht den des vergro llerten Austrit t sverlu stes

Unterlagen der hier angegebenen Art erlauben es, fur ganze Bet riebsperioden mit
variierender Last verschiedene Regelungsverfahren miteinander energetisch zu vergleichen.
Es sei L = P /Pmax der Lastfak tor , wo P max die Maximalleistung der Anlage ist. Die
Betriebsweise der Anlage lii13t sich alsdann kennz eichnen durch die Angabe, daf wahrend
der ganzen Betriebsperiode t der Anteil da = dtlt mit Lastfaktoren zwischen Lund
L + dL gefahren wird. Die Funktion L(T) , Abb . 12.4.8a , definiert die Bet riebsweise. 
Es sei m* der maximale Massenstrom, der nicht notwendig identisch ist mit dem Aus
legungswert mo' Dann ist , wenn das Zeichen * stets auf den Betriebszustand gr613te n
Massenstromes verweist

L _ mql7th
- m*q*l7ih '

12.4(12)
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Abb. 12.4.8. Lastfaktor L in Funktion des Zeit
par ameters T. a) Typi scher Verlauf L (T); b) ver
einfachte Dar stellung, gekennzeichnet durch

Parameter t; a
a

wo q die Warmezufuhr pro Masseneinheit ist . Sind nun q und 1)th in Funktion von 1nlmo
bekannt, so kennt man sie auch in Funktion von mlm*, vermoge Gl. 12.4(12) also auch
in Funktion von L . Da weit cr die wahrend der P eriode t zuzufuhrende Warmemenge Q
gegeben ist durch

dQ - P d _ P max tL d-- t - r,
n« 1)u,

und die Arb eitsausbeute durch

1

f L
Q =Pmaxt - dr

o flu,
12.4(13)

t 1

A = I P dt = P maxt JL dx ,
o 0

wird der Mittelwert des spezifischen 'Yarmeverb rauches

1

Q J (L I17U,) dr
W = _ = 0=--_-:--_

A j Ldr
o

12.4(14)

12.4(15)

Davon ausgehend ergibt sich der energetische Vergleich verschiedener Regelungsarten.
Sind etwa W" , 1);;' die Werte bei Drosselregelung und W', 1);h diejenigen bei Dusengruppen
regelung, so gibt

W" - W'
W'

1

{'( 1 1 )J rrr: - - , Ldr
o 1)th 1)th

1

f (L I1);h) dr
o

12.4(16)

unmittelbar den relativen Mchrverbrauch der erst eren.
Um nun einen allgemeinen Uberblick zu erhalten, konnen einfache normierte Funk

tionen L(r) verwendet werden , z.B. ein linearer Verlauf nach Abb. 12.4.8b, der durch
einen einzigen P aram eter Lo definiert wird. Abb. 12.4.9 zeigt einen Vergleich zwischen
Diisengruppenregelung einerseits und Drosselregelung bzw. Gleitdruckregelung ander
seits, der auf dieser Basis durchgefiihrt ist.

W' bezieht sich dabei auf die Dusengruppenregelung, W" auf den anderen Regelungs
typo Bei negativen Ordinatenwerten ist die Dusengruppenregelung unterlegen . Man ver
steht aufgrund dieser Gegeniiberst ellung, daf man bei groBen Grundlastmaschin en sehr
haufig der einfacheren Gleitdruck- oder Drosselregelung den Vorzug vor der Diisen
gruppenregelung gibt .
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Prozelldruck proportional umzurechnen

12.5 Ausbildung und Bernessung der Regelventile

Urn mit kleinen Stellkraften auszukornmen, hat der Dampfturbinenbau urspriinglich
eine Bauart aus dem Dampfmaschinenbau ubernommen, das entlasiete Doppelsitzventil
(Abb. 12.5.1). Wird es als Regelventil benutzt , so wird es meist profiliert, derart, daf sich
der gewiinschte Zusammenhang zwischen Ventilhub y und DurchfluBquerschnitt f ergibt,
Abb . 12.5.1. Soll trotz des kornplizierten Stromungsweges und der unvermeidlich ungun
stigen Stromungsform des VentiIs der Druckabfall bei voller Offnung klein bleiben, so
darf die (iiber den Querschnitt gemittelte) DurchfluBgeschwindigkeit hOchstens etwa
100 m/s betragen. Das Problem , an beiden Dichtflaohen gleichzeitig zu dichten, ist in
Anbetracht der Warmedehnungen bei groBen Abmessungen schwer zu losen , weshalb
die Konstruktion bei groflen Maschinen nicht mehr angewandt wird.

Das nicht entlasieie Diffusorventil (Abb, 12.5.2) weist demgegeniiber eine giinst ige Stro
mungsform auf. Selbst im voll offenen Venti1 konnen dabei hohe DurchfluBgeschwindig
keiten zugelassen werden, da der ansohliefsende Diffusor einen wesentlichen Teil des

o
o

a
Abb. 12.5.2. Diffusorventil. a) VoU

geoffnet ; b) teilgeoffnet
Abb .12.5.1. Profiliertes Doppel
sitzventil, f = Summ e der Ring

flaehen
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Druckabfalles ruckgewinnt. Die kleinen Ventilabmessungen mildern den Nachteil der
groBen Stellkraft, die aber trotzdem sehr viel grolser ist als beim entlasteten Ventil. Da
nur ein Sitz vorhanden ist, laBt sich vollkommenes Dichthalten gut erreichen. Diese Form
wurde fur Regelventile lange Zeit weitaus am meisten benutzt.

Der Ubergang zu grofscren Masehinenleistungen hat indessen auch zu einer Weiter
entwicklung der Ventilkonstruktionen gefiihrt, VOl' allem wei1 vermehrt Schwierigkeiten
durch Ventilschwingungen aufgetreten sind. Verschiedene Mechanismen konnen zu ihrer
Entstehung fuhren, z.B . akustische Schwingungen in den unmittelbar benachbarten Hohl
raumen, Vor allem aber kommen die Vorgange in Betracht, die in Abb. 12.5.3 veranschau
licht sind. Eine mogliche Schwingung ist die Langsschwingung nach Abb. 12.5.3a. Die
Nachgiebigkeit des Ventilschaftes und seiner Aufhangung ist dort durch eine Feder sym
bolisiert. Bewegt sich der Ventilkorper nach unten, so vermindert sich der Druck zwischen
ihm und dem Sitz, was die 'I'endenz hat, die eingetretene Versehiebung zu verstarken .
So kann ein Selbsterregungsmechanismus entstehen. Abb. 12.5.3b veranschaulicht einc

a~

~~P ,-- - / P1 o--- p 1

c~~

Abb. 12.5.3. Zur Veranschaulichung der Ventilschwingungcn. a) Langssehwingung ; b) zirkular polarisierto
Schwingung; c) Anordnung ohne Abreil3kante, d) Anordnung mit Abreifskante

zirkular polarisierte Schwingung, d .h. der Ventilkorper taumelt auf einem Kreis. Ist diese
Bewegung einmal eingeleitet, so ist del' Druck nicht nur dort tiefer, wo del' Abstand
zwischen Ventilkorper und Sitz kleiner ist, sondern aus den Grundgleichungen der in
stationaren Stromung geht hervor, daB das Druckminimum am Umfang in Bewegungs
richtung des Ventils etwas VOl' der Engstelle liegt. Dadurch kommt eine Selbsterregung
zustande.

Eine theoretische Behandlung des Problems der Ventilschwingungen scheint bis heutc
nicht moglich zu sein , doch zeigen qualitative Uberlegungen, wie Ihnen begegnet werden
kann. - Bei der Anordnung nach Abb. 12.5.3c tritt Fluid aus einem Raum mit Druck PI
in einen solchen mit Druck Pz ub er. 'Venn del' obe re Korper nach unten verschoben wird,
etwa in die gestrichelt eingezeichnete Lage, wird der Druck p an der Engstelle tief'er,
was im Sinne einer VergroHerung del' Verschiebung wirkt. Bei der Anordnung nach
Abb. 12.5.3d hingegen herrscht in der Engstelle stets Pz, weshalb eine Verschiebung des
oberen Korpers in die gestrichelt angegebenen Lage dort nur den Massenstrom vermin
dert. - Daraus folgt, daB gerade die stromungstechniscb giinstigen, glatten Konturen nach
Abb. 12.5.2 die Schwingungsgefahr erhohen. Das gilt besonders au ch, wenn etwa in einer
Ventilstellung gemaB Abb. 12.5.2 b nach der Engstelle aufUberschall expandiert wird,
worauf Verdichtungsstolle entstehcn. Die Lage soleher StoBe kann oszillieren und aku
stische Schwingungen ausloseu.

Abb. 12.5.4 zeigt halbschematisch cinige Ventilformen, die samtlich als Diffuser
ventile ausgebildet sind. Variante a ist das uicht entlastete Ventil, im Prinzip also wie
dasjenige nach Abb. 12.5.2, doch weist der Ventilkorper an der Engstelle eine Abreils
kante 1 auf. AuBerdem ist ein Kranz von Storkorpern 2 angeordnet, del' den Strahl .a uf
rauht'. Beides dient del' Stabilisierung. Stromungstechnisch sind solche Formen weniger
gimstig, weshalb die DurchfluBgeschwindigkeiten Liefer bleiben miissen. Ging man bei
den fruheren Formen im Querschnitt 11 bei voller Offnung teilweise bis ;)00 mis, so bleibt
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Abb .12.5.4. Darstellung typischer Formen von Diffusorventilen : a) Niehtentlastetes Venti!; b) Schnellschluli
venti! mit Vorhubventi!, wird geoffnet solange nachfolgendes Regelventil noch geschlosscn; c) Regelventi! mit

Vorhubvcntil ; d) entlastetes Rohrventil mit Zusatzdichtung und Dampfung durch Kolbenringe

man bei modernen Ausfiihrungen etwa bei Werten bis 180 m/s. Das Flachenverhaltnis
des Diffusors erreicht etwa den Wert 12/11 = 2.

Wo die Stellkrafte zu groB werden, verwendet man schon seit langem das Vorhub
ventil. Variante b eignet sich als SchnellschluBventil, das geoffnet wird wahrend die nach
folgenden Regelventile noch geschlossen sind. Durch Heben des Vorhubventiles 3 wird
der Druckausgleich zwischen den Raumen vor und nach Ventilkorper 4 hergestellt, worauf
4 mit geringer Kraft hochgezogen werden kann bis zum Anschlag. In der Endlage besteht
keine Schwingungsgefahr, da der Ventilkorper am Anschlag festgehalten ist ; in einer
Mittellage verbleibt das Ventil nicht.

Variante c ist ein Regelventil mit Vorhubventil. In geschlossener Lage herrscht iiber
dem Ventilkorper 5 der volle Dampfdruck, da der enge Spalt zwischen diesem Kerper
und seiner Fiihrung bei fehlendem DurchfluB den Druckausgleich herstellt. Wird das
Vorhubventil 6 angehoben, so kommunizieren die Raume iiber und unter dem Ventil
korper miteinander, so daB dieser jetzt hochgezogen werden kann, und zwar kann er dank
seiner guten Fiihrung in jeder Lage stehen bleiben. - DaB der Ventilkorper mit dem
Schaft nicht fest verbunden ist, ist allerdings vom Standpunkt der Stabilitat ein gewisser
Nachteil. Er liiBt sich umgehen durch eine allerdings umstandlichere Konstruktion, bei
der das Vorhubventil neben dem Hauptventil angeordnet ist.

Das Rohrceniil, Variante d, vermeidet diesen Nachteil ebenfalls und ist sehr einfach.
Es ist auch im geschlossenen Zustand entlastet. Im gezeigten Beispiel ist der Spalt zwi
schen dem Ventilkorper und seiner Fuhrung noch mit Kolbenringen 7 abgedichtet, was
aber keine funktionelle Notwendig ist und umgekehrt auch bei Anordnungen wie c mog
lich ist. Eine vollstiindige Abdichtung erreicht das Rohrventil auch mit Kolbenringen
nicht, im Gegensatz zu den drei anderen Varianten. Ais Regelventil kann es trotzdem
ohne N achteil verwendet werden, nicht aber als SchnellschluBventil. Ein Vorteil der
Kolbenringe besteht darin, daB sie Dampfung schaffen und damit die Schwingungsgefahr
vermindern.

Abb. 12.5.5 zeigt ein profiliertes Doppelsitzventil, das bei der Dusengruppenregelung
nach Abb. 12.1.6 bei kleineren Industrieturbinen verwendet wird. Abb. 12.5.6 gibt ein
Beispiel eines HD-SchnellschluBventiles wieder, das nach dem in Abb.12.5.4b dar
gestellten Prinzip arbeitet. Das Ventil ist mit einem Dampfsieb umgeben, das Fremd
korper aus der Turbine Iernhult. In Abb . 12.5.7 ist die Kombination eines HD-Schnell
schluB- und eines Regelventiles dargestellt. Die beiden Ventile arbeiten nach den in
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Abb. 12.5.5. Entlastetes Doppclsitzvcntil (AEG-Ka nis)

Abb. 12.5.G. HD-SchncIlschluBventil (MAN)

Abb . 12.5.4 b und d dargestellten Prinzipien . Abb . 12.5.8 sehlieI3lieh zeigt eine zu einer
einzigen Einheit vereinigte Gruppe eines Zwisehendrueksehnellsehlul3- und Abfang
ventiles. Solehe Ventile nehmen des grol3en Volumenstromes wegen aul3erordentlieh grol3e
Abmessungen an. Bemerkenswerterweise folgen hier im Stromungsweg naeheinander zu 
erst das Abfangv entil (das regelnde Funktionen ha t) , in del' Zeiehnung links, dann das
Sehnellsehlul3ventil , in del' Zeiehnung rechts . Beide besitzen Vorhubventile. Bei noeh
gesehlossenem Abfangventil wird zuerst das Sehnellsehlul3ventil, das an alog Abb . 12.5.4 b
arbeitet, naeh links in den dafiir vorgesehenen Hohlraum gesehoben . Dann offnet sieh
das Abfangventil, das nach dem Prinzip Abb. 12.5.4c arbeitet.

Allgemein werden die Ventile so ausgebildet , daB das El ement, das bei voller Qffnung
zum Anschlag kommt, hierbei den Dampfzutritt zum Spalt zwischen dem Ventilschaft
und seiner Fiihrung absperrt und so den Leckverlust un terbindet. Auf einander gleite nde
Oberllaohen miissen aus eisena rmen Sonderwerkstoffen best ehen , die im Bereich holier
Temperaturen dem Verschleif widerstehen . Ventilkorper und Ventilsitz e weisen an ihrer
Beriihrungsstelle in del' Regel eine Stellit panzerung auf.
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Abb . 12.5.7. Kombination HD-S chnellschlul3- undRegelventil, Schnellschlul3ventil mit Vorhubventil dichtend,
Regelventil ni cht dichtend es ent laste tes RohrventiI (KWU)

Ausgangspunkt fur die Bemessung und Nachrechnung del' Ventile sind die Unter
suchungen nach 12.2, aus denen man fur gegebene Werte des Druckes VOl' und nach Ventil
den durchzusetzenden Massenstrom kennt. Beim Diffusorventil ist unter dem Druck nach
Ventil derjenige nach dem Diffu sor zu verstehen. Nachfolgend wird:Iiir das Diffu ser
ventiI aufgezeigt, wie sich aus diesen Angaben del' Ventilquerschnitt in Funktion des
Betriebszustandes bereehnet. Fur das diffu sorlose Ventil reduziert sich diese Untersuchung
auf die bekannte gasdyna mische Durchfluf3gleichun g. Es sei Po' Vo del' Zustand VOl' Ventil ,
JJ , v derj enige im engste n Querschnitt j' (Abb. 12.5.4a) , PI ' VI derjenige im Halsquerschnitt
11 und P2 del' Druck im Austrittsqucrsehnitt 12' Grundsatelich ist Po' Vo als Totalzustand
aufzufasscn, doch gcn iigt es im Rahmen del' hicr erforderlichcn Genauigkeit, den stat ischen
Druck einzusetzen ; mcist kaun er au ch konstantgesetzt werden. Daun ist also del' Massen
strom in Funktion von 1)2 vorgeschri eben .
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Abb .12.5.8. Kombination MD-Schn ellschluB· und Regelventil, beide mit Vorhubventilen (RRC)

85

12.5(1)

Das Berechnungsverfahren geht aus von der Annahme, daB sobald f < I, der Druck
im Raume zwischen fund fl konstant sei. Bei der Bauform mit AbreiBkante ist dies
sinnvoll. Die maBgebenden Gleichungen sind alsdann die folgenden :

c
2

U [(P )n-I]2" = U _ 1Povo 1 - Po n ,

p V = Povo(~r-;;I,

U c2 - ci
x-I (pv I - pv) = 2

12.5(2)

12.5(3)

12.5(4)

12.5(5)U [(P )"-1 ] c
2

--"- PVI ts: - ,,- - 1 = }'D.2...
U - 1 PI 2

Gl. 12.5(1) ist die Energiegleichung der Stromung bis zum Querschnittf, wo die Geschwin
digkeit c herrscht. 12.5(2) ist die Polytropengleichung fur den gleichen Abschnitt. G1.l2.5(3)
und (4) sind Energiegleichung und Kontinuitatsgleichung fur den Raum zwischen j und j'[ ,
wo die Geschwindigkeit CI auftritt . Gl. 12.5(5) schlieBlich beschreibt den Druckumsatz im
Diffusor mit AD als Diffusorumsetzungsgrad. Die Bedingung PI = P ist in den Gleichungen
bereits beriicksichtigt. - Wenn in 12.5(3) p VI durch den Ausdruck 12.5(4) ersetzt und dann
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zudem noch 12.5(2) eingefUhrt wird, entsteht eine quadratische Gleichung fUr c1. Zweck
maf3ig wird noch eine Dimensionsbefreiung vorgenommen durch folgende Setzungen :

Pn=-,
Po

IT _P2
-PI'

12.5(6)

C = C C
1

_ c1 12.5(7)

y,,; 2,,; 1 Povo V,,; 2,,; 1 Povo

Hier ist Imln der kleinste Querschnitt, also meist der Querschnitt I (Abb. 12.5.4a).
Dann reduziert sich das Gleichungssystem auf die Form

n-1
C2 = 1 - n-n, 12.5(8)

n-1
n n

C1 = - 2qJC +
1/[ n-1]2

V ~qJnc + 1, 12.5(9)

IT = [1 + A qJCC!.]":lD n-1 '
n n

12.5(10)

12.5(11)

Wenn das Zeichen * auf den Zustand des voll geoffneten Ventils verweist, hat die gegebene
DurchfluBvorschrift die Form

12.5(12)

Dem ist noch das gasdynamische DurchfluBgesetz des Ventils beizufugen. Es wird an
genommen, daB bei voller Offnung I > 11' so daB also 11 der engste Querschnitt ist. Wenn
nun n und n* die Polytropenexponenten fiir beliebigen Zustand und volle Offnung sind
und man setzt

2
~ =-,

n
n+1

'Yj=--,
n

2
x =n* '

n* + 1
Y = n* ' 12.5(13)

kann das DurchfluBgesetz in der Form

geschrieben werden. Dies gilt fur

n > (_2_)n~1.
- n+ 1

Darunter ist

_I( 2 )_2 (2 )n+1::. ~ ~ Vn-+1 :~:=;;n .-,

12.5(14)

12.5(15)

12.5(16)

Von dem Punkt an aufwarts, wo 1=11 erreicht ist, bleibt qJ = 1, da ja nun 11 die
Engstelle ist. Ein weiteres Hochziehen des Ventils hat nur noch die Folge, daB die Stro
mungsbedingungen verbessert werden, was sich im Polytropenexponenten auliert, der
schlieBlich den Wert n* erreicht. Dieser Ubergang ist mit einer geringfUgigen Vergrdlserung
von infin* verbunden, was 12.5(14) korrekt beriicksichtigt.
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Rechnerisch wird so vorgegangen, daB ein n iiber dem kritischen Wert nach 12.5(15)
gewahlt und ein zugehoriges qJ versuchsweise angenommen wird. Dann liefern 12.5(8) bis
(12) in dieser Reihenfolge die links stehenden GraBen. Schlie13lich ist 12.5(14) zu kontrol
lieren und qJ zu verandern, bis Ubereinstimmung mit 12.5(12) hergestellt ist. In diese
Rechnung gehen empirische Unterlagen iiber AD ein, das in Funktion von C1jC angegeben
werden kann. Wo solche nicht vorliegen, kann fur orientierende Rechnungen angenommen
werden, daB AD zwischen C1jC = 1 und 0,6 linear vom Auslegungswert auf Null abfallt.
Darunter beschrankt sich die Rechnung auf die Gin. 12.5(14)-(16) ; meist ist dies der
weitaus graBte Teil des Regelbereiches. In ihrer Gesamtheit liefert diese Rechnung sohliell
lich den Zusammenhang zwischen qJ und mjm*, somit zwischen Ventilstellung und Durch
fluls. Abb. 12.5.9 zeigt ein solches Rechenergebnis.
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Abb.12.5.9. Beispiel eines Rechenergebnisses fiir Diffusorventil. Links: Kurven a-d verschiedene Zusammen
hange zwischen Druckverhhltn is :n:2 und Massenstromverhaltnis rhlrh*; rechts : f lfl in Funktion von rhlrh* fur

die Faile a-d

Die Ventilbemessung im Auslegungspunkt ergibt sich in der folgenden Weise. Mit
C = C1 und der Abkiirzung N = (n* - l) jn* liefern 12.5(8), (10) und (11)

[
1 n*N] "

n~ = n* 1 + ).j) -:*N "- 1,

woraus n* bei vorgeschriebenem n: zu bestimmen ist. Dann ist

12.5(17)

12.5(18)

12.5(19)

Durch diesen Querschnitt sind im Verein mit der vorausgesetzten Bauart (insbes. 12 j11)
die maBgebenden Abmessungen festgelegt .

Den Zusammenhang zwischen der Stellung des Servomotors und dem Massenstrom
kann man sich aus der Zuordnung von qJ und ln jm* vorschreiben - zweckrnaliig linear 
wenn das Ventil dementsprechend profiliert wird oder wenn seine Verstellung iiber eine
Nockenwelle erfolgt. Wo beides nicht der Fall ist, kann eine solche Bedingung nicht erfiillt
werden und eine Vorschrift iiber den Zusammenhang zwischen primarem Regelimpuls
(z.B . Drehzahlabweichung) und Massenstrom muf durch die Ausgestaltung des Regel
systems erfiillt werden, das den Servomotor steuert.
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12.6 Zur Dynamik der Dampfturbinenregelung

12.6(1)

Nachfolgend werden diejenigen Gleichungen angegeben, die das dynamische Verhalten
der Dampfturbogruppe selbst beschreiben. Das betrachtete System reicht also vom Haupt
absperrventil bis zum Kondensator, schlieBt das Volumen des allfallig vorhandenen
Zwischeniiberhitzers ein und ebenso natiirlich den Generator. Nicht eingeschlossen ist
das - heute oft elektronisch arbeitende - Regelsystem selbst samt den hydraulischen
Stellmotoren. Die Gleichungen reprasentieren vielmehr die Angabe fiber das Verhalten
der Turbogruppe, die der Regelungsfachmann zur Konzeption des Regelsystems und zur
dynamischen Untersuchung der gesamten Anlageregelung braucht.

Abb.12.6.1. Schema einer Dampfturbine mit Zwischeniiberhitzung, Anzapfungen und Regelstufe; zur Auf
steHung des regeldynamischen Gleichungssystems

Bei der Verfolgung der Herleitung beachte man Abb . 12.6.1, aus der auch die Bezeich
nungen z. T . hervorgehen. Ist PT die augenblickliche Turbinenleistung, P a die Generator
leistung, 0 das Massentcagheitsmoment der ganzen Turbo-Generatorgruppe und w die
Winkelgeschwindigkeit, so lautet die Energiegleichung des Laufersystems

d (0 )dt 2 W 2 =PT - Pa·

Wenn weiter Po und Wo Turbinenleistung und Winkelgeschwindigkeit im Auslegungs
zustand sind, mogen die Abkiirzungen

w
Q =-,

Wo
12.6(2)

eingefiihrt werden; hier ist tT die Tragheitszeit, d. h . die Zeit, die man mit der vollen Anlage
leistung multiplizieren mull, um die Bewegungsenergie des mit Wo rotierenden Laufer
systems zu erhalten. Da to von Wo nur sehr wenig abweichen wird, ist

womit 12.6(1) iibergeht in
dQ 1 P T - Pa
dt = 2tT Po

12.6(3)

12.6(4)
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Fur einen durchstromte11, Schaufelu11,gsteil zwischen den Punkten i und j kann die Durch
fluBgleichung in der Form

. . Pi E
mii = miiOp-- ii

iO
12.6(5)

geschrieben werden. Hier verweist Index 0 auf den Auslegungspunkt und Eii ist die mit
n = Pi!Pi gemiW den Ausfiihrungen unter 11.3 gebildete Ellipsenfunktion des Schaufe
lungsteils. Der Faktor (tt ! tto) VjiOUi, der in der DurchfluBgleichung strenggenommen noch
stehen sollte, kann bei den Genauigkeitsanforderungen einer regeldynamischen Rechnung
entfallen. Die DurchfluBgleichung eines Ve11,tils zwischen den Punkten i und j kann
folgendermaBen formuliert werden. Es sei f der DurchfluBquerschnitt des Ventils, fmax
sein H6chstwert und C/> f !fmax. Dann ist

. . Pi di. E
mij = mijO P- 'Pii ii'

iO
12.6(6)

Die DurchfluBfunktion Eij hangt hier in dem Bereich, wo der Diffusor des Ventils wirksam
ist, nicht nur von n, sondern auch von C/>ii selbst ab oDie Funktion E ii kann aufgefunden
werden nach der im vorangehenden Abschnitt angegebenen Theorie, wobei man aber
Gl. 12.5(12) weglaBt und vielmehr qJ unabhangig vom Druckverhaltnis variiert, so daB
man die gesamte Mannigfaltigkeit der m6glichen Betriebszustande des Ventils erhalt.

An den Trennstellen der verschiedenen durchstromten Elemente findet oft eine Ver
zweigung statt (Anzapfungen) und es sohliellen an sie Volumina Vi mit Masseninhalten mi
an. Ist also mii der eintretende, mik der austretende und mai der abgezweigte (angezapfte)
Massenstrom, so ist

12.6(7)

Fur maj gilt an sich ein sehr kompliziertes Gesetz, das gegeben ist durch das dynamische
Verhalten des anschliellenden Vorwarrnersystems. Da die angezapften Mengen aber ver
haltnismaliig klein sind, genugt es in der Regel , eine funktionale Abhangigkeit maj(Pj)
in die Rechnung einzufuhren, die dem als bekannt vorausgesetzten stationaren Verhalten
entspricht. Man beachte, daB das Volumen des Vorwarmers selbst in Vj eingeht, so daf
maj der wirklich kondensierende und nicht der durch den Anzapfquerschnitt der Turbinen
schaufelung stromende Massenstrom ist.

Es werde angenommen, daB die zeitliche Zustandsanderung im Raume Vi durch ein
Polytropengesetz der Form

( )

1
(!i _ pj it

(!iO PiO

beschrieben werden kann. Dann ist mit mi = (!jVj

dmj = (!jO V j (.J!J..)~~ dpj = mjO (Pi )~dpj .
dt 11, PjO Pi dt 11,pj PiO dt

12.6(8)

12.6(9)

Der Masseninhalt von Vi im Auslegungspunkt kann gekennzeichnet werden durch die
Fitllzeit

womit sich 12.6(9) in der Form
12.6(10)

12.6(11)

schreibt.
Wenn man nun in der Bilanzgleichung 12.6(7) die links stehende Ableitung durch

12.6(11), die rechts stehenden Massenstrome durch 12.6(5) ersetzt, entsteht die Differential-
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gleichung
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!L (J!.L.)* dPi = lJiEii _ y/iEik _ m~i(lJi) . 12.6(12)
nPi PiO dt PiO PiO miiO

Hier ist Yi = mikO/mijO' SchlieBt ein Venti! an den betrachteten ,Knotenpunkt' an, so ist
das betreffende E durch C/JE zu ersetzen. Das System dieser Differentialgleichungen, fiir
alle maBgebenden Punkte j einer Maschinengruppe formuliert, beschreibt die thermo
dynamische Seite des regeldynamischen Verhaltens.

Zur Illustration werde das Gleichungssystem fiir die in Abb . 12.6.1 veranschaulichte
Anordnung angegeben.

t;' (P;' )-}dP;' _ o:»: _ p;'E;~ 12.6(13)
np;' P;~ dt - '1'2 12 P;~'

P6 = (1- e)p5 '

ts (Ps).!. dps P7 Ps maS(ps)-- -- n
7it

= ys--- . ,
nps,O Ps,O P7,O Ps,O m7S,O

to (Po).!. dpo Ps Po mao(po)
-- -- n 7it =---yg--. ,
npo,O Po,O Ps,O Po,O mso,O

P12 = f {PnEn.12}.

Pn.o

12.6(14)

12.6(15)

12.6(16)

12.6(17)

12.6(18)

12.6(19)

12.6(20)

12.6(21)

12.6(22)

12.6(23)

Gl. 12.6(17) fiihrt den DruckabfaIl im Zwischeniiberhitzer ein , wah rend 12.6(23) die Ab
hangigkeit des Kondensationsdruckes vom Massenstrom darsteIlt. Im FaIle des Zwischen
iiberhitzers, Gl. 12.6(16), ist der Exponent der Zustandsanderung 1 gesetzt. Die ft' und u"
sind fiir die verschiedenen Beaufschlagungssektoren die im Auslegungspunkt geltenden
Verhaltnisse der Massenstrome zum Gesamtmassenstrom. Fiir alle Schaufelungsteile mit
Ausnahme der Regelstufe und der Stufengruppen 4-5 und 11-12 sind die E-Funktionen
von vornherein 1 gesetzt, da sich Anfangs- und Enddruck in ungefiihr gleichem Verhaltnis
verschieben. Wo die FiiIlzeiten vernachliissigbar klein werden, degenerieren die betreffen
den Differentialgleichungen zu algebraischen Gleichungen.

Das damit vorliegende Gleichungssystem besteht aus 11 Gleichungen fiir ebensoviele
unbekannte Druckwerte. Sie enthalten ferner als Einfluflgroben die Ventiloffnungspara
meter C/J;' undC/J67• Sind fiir einen Zeitpunkt alle Druckwerte bekannt, so ergeben sich fiir
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die einzelnen Entspannungsabschni tte die Zustandsanderungen und Leistungen aus

91

~ [. (Pi)"-l]h· - h · =1J ·· - - -p ·v· 1 - - "
, 1 ' 1~ - 1 " .. Pi ' 12.6(24)

12.6(25)

12.6(26)

Hier ist "'Iii del' isentrope Wirkungsgrad des Entspannungsabschnittes. Die zweite GIei
chung ist nul' eine Naherung, da eigentlich Totalenth alpien eingesetzt werden sollten . Del'
F ehler ist abel' bei dem hier verla ngten Genauigkeitsg rad hochstens im letzten Abschnitt
VOl' dem Kondensator von Belan g und kann dadurch ausgeglichen werden, daB man den
Funktionalzusammenhang Gl. 12.6(23) so festlegt , daB er einen ents prechend grolseren
Druck P12 liefert. - Damit kann schlieBlich Gl. 12.6(4) in del' Form

ca 1 E Pii- Pa
(]I = 2tT Po

dargestellt werden .
Die GIn. 12.6(13)-(26) beschreiben das regeldynami sche Verhalten del' Turbogruppe

vollst andig. Dazu sind die GIeichungen des Regelsystems selber beizufiigen . Diese ver 
kniipfen die rp mit Q und im allgerneinen auch mit anderen GraBen , die in das Gesamt
regelsystem einb ezogen sind . Erst diese Formulierung des Gesamtproblems erla ubt auch
die Beurteilung del' S tabililiil del' Regelung nach den Kriterien del' R egelungstheorie, vgl.
dariiber etwa Oppelt [13], wo auch umfassende Literaturhinweise iiber dieses F achgebiet
zu finden sind, L eonhart [14] und speziell fiir die Dampfturbine auch Kleinau [15].

Hier ist das Beispiel einer Dampfturbine mit Zwischeniib erhitzung und Regelstufe
gena uer behandelt worden. Andere Anordnungen ergeben sich in naheliegender Abwand
lung des hier Dargestellten . Das gilt insbesondere auch fiir den Fall des Stufeniiberbruk 
kungsventiles, wo an del' betreffenden Knotenstelle zwei zustromende und ein abstromen
del' Massenstrom auftreten .

12.7 Berechnung del' Ilb erdrehzahlen

Wenn infolge einer Storung im elektrischen Netz von Vollast aus die Leistungsauf
nahme des Generators plotzlich auf Null sinkt, so muB verlangt werden, daB das Rege
lungssystem geniigend rasch reagiert, urn einen unzulassig groBen Drehzahlanstieg zu ver
meiden . Nach einer un vermeindlichen voriibergehenden Ub erdrehzahl, die in engen Gren
zen bleibt, fiihrt die Regelung die Drehzahl sogleich wieder auf den Normalwert zuriick.
Die Maschine ist dann im Leerlauf und kann wieder synchronisiert und auf das Netz
geschalte t werden , sobaid dies von del' elekt rischen Seite aus moglioh ist. Bei Abnahme
versuchen muB aus Sicherheitsg r iinden nachgewiesen werden , daB die Regelung diese
Bedingung wirklich erfiillt , was bei den Anlagen mit Zwischeniib erhitzung zunachst nul'
nach einigen Anstrengungen zu verwirklichen war. Irn Schrifttum finden sich dah er auch
mehrfach Beispiele von Abschaltversuchen beschrieben , durch welche die Erfiillung diesel'
Bedingungen nachgewiesen wurde, vgl. etwa Oberle [16], R aab [17], T roscher [18].
Abb . 12.7.1 zeigt ein Beispiel eines solchen Versuchsergebnisses, wobei auch die Ventil
hubkurven dargestellt sind . Man erkennt, daB etwa 0,6 s nach Eintrit t del' Abschaltung
die HD-Regelven til e vollstandig geschlossen sind. Die Totzeit , nach del' das SchlieBen del'
Ventile beginnt, betragt etwa 0,2 s. Bei diesem ganzen Vorgang t reten die SchnellschluB
ventile nicht in Aktion , denn die normale Regelung solI ja die Vollastabschaltung ab
fangen .

Die B erechnung des Vorganges del' normalen Lastabschaltung erfolgt auf del' gleichen
Grundlage wie die Berechnung irgendwelcher Regelvorgan ge. Irn Beispiel Abb . 12.6.1
beschreibt also das GIeichungssystem 12.6(13)-(26) das Verh alten del' Turbogruppe. Die
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Abb.12.7.1. Drehzahlverlauf beim Abschaltversuch an einer Turbine mit Zwischeniiberhitzer.
Nach 'I'roscher [18] (KWU)

Gleichungen sind zu erganzen durch diejenigen, die das Verhalten des Regelsystems selbst
wiedergeben und damit insbesondere den Zusammenhang zwischen den Venti16££nungs
grofsen (/J und dem Drehzahlverhaltnis Q festlegen . Immerhin ergeben sich gewisse Unter
schiede dadurch, daB bei diesem besonderen Regelvorgang die einzelnen GroBen in kurzer
Zeit sehr groBe Anderungen erfahren. Das beeinfluBt insbesondere die angezapften Dampf
strome. Der Wasserinhalt der Vorwarmer verhindert, daB dort in quasistationarer Weise
sich stets der Zustand einstellt, der dem augenblicklichen Anzapfdruck entspricht. Wiirde
nichts besonderes vorgekehrt, so wiirde sich der Wasserinhalt eines Vorwarmers bei sehr
raschem Abfallen des Druckes ausdampfen und der entsprechende Dampf wiirde riick
warts durch die Anzapfleitung zur Turbine stromen und dort bis auf Kondensationsdruck
expandieren. Die so freiwerdende Expansionsenergie wiirde das Laufersystem beschleu
nigen und die Turbogruppe gefahrden.

Deshalb mussen in die Anzapfleitungen Rii ckschlagventile eingebaut sein - und zwar
zur Sicherheit in jede Leitung zwei voneinander unabhangige in Serio - die dieses Riick
stromen verhindern. In der Re chnung laBt sich das wie folgt beriicksichtigen . Es sei PiO

der Druck an der Anzapfstelle im Beharrungszustand und (1 - Ci) Pio der entsprechende
Druck im Vorwarmer. Wenn nun Pi sehr rasch abfallt, miiBte die Stromung umkehren,
sobaId

Pi < (1 - ci) Pio . 12.7(1)

Dies verhindern die Riickschlagventile, weshalb in der entsprechenden Gleichung mai = 0
zu setzen ist, sobaId Pi = (1 - ci) PiO erreicht ist. Zwischen dem Beharrungszustand und
dem eben genannten Grenzzustand kann hinreichend genau eine lineare Abhangigkeit
zwischen mai und Pi angenommen werden. Ferner sind bei so raschen Vorgangen die den
einzelnen Verzweigungsstellen zugeordneten Fiillzeiten ti im allgemeinen kleiner als fiir
normale Regelvorgange, da wiederum die Dampfinhalte der Vorwarmer nicht einzu
rechnen sind. Bei vielen Anzapfstellen werden dann die ti vernachlassigbar klein, womit
die entsprechenden Differentialgleichungen in algebraische Gleichungen iibergehen. 
Die Durchrechnung des Vorganges hat die Gestalt einer Di££erenzenrechnung, wobei die
Zeitintervalle zu Beginn des Vorganges sehr kurz zu wahlen sind. Die Rechnung kann
abgebrochen werden, sobaId die Drehzahl wieder anfangt zu fallen, was nach wenigen
Sekunden der F all ist. Die hochste Drehzahlliegt im Beispiel Abb. 12.7.1 etwa 7,1%iiber
der Normaldrehzahl, was eine typische GroBenordnung ist.
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Erst wenn die normale Regelung versagt, treten die Schnellschlu(3ventile in Aktion,
was ein Abstellen der Anlage bedeutet. Der Schnellschluf muf daher so eingestellt sein,
daB er erst ausgelOst wird bei einer Drehzahl, die wenig iiber der Hoohstdrehzahl des
regularen Vollastabschaltvorganges (im oben genannten Beispiel also iiber 7,1%) liegt.
Aus Grunden der Betriebssicherheit erfolgt die AuslOsung des SchnellschluBvorganges
auch heute noch durch mechanische Drehzahlwachter (Fliehkraft), die unmittelbar die
Hydraulik der Stellmotoren drucklos machen und so das sofortige Schliellen der Ventile
herbeifiihren. Die rechnerische Behandlung hat hier davon auszugehen, daB diese Auslose
drehzahl bereits erreicht ist und sie untersucht nun die weitere Drehzahlsteigerung. Das
kann grundsatzlioh gleich geschehen wie im regularen Falle, nur daB jetzt im Gleichungs
system die (/J-GroBen der SchnellschluBventile auftreten. Diese werden nun unmittelbar
in Funktion der Zeit gegeben (die SchluBzeiten sind nur durch die Tragheit der Ventile
und ihrer Stellmotoren bestimmt), wahrend die Gleichungen des Regelsystems selber nicht
mehr heranzuziehen sind, weil der Regelkreis aufgeschnitten ist. Irn Falle der Anordnung
mit Regelstufe tritt an die Stelle der Gl. 12.6(13) eine ihr analoge, die jetzt aber nicht fur
den einzelnen Sektor gilt, sondern fur die ganze Regelstufe, da ja das SchnellschluBventil
allen Sektoren gemeinsam vorgeschaltet ist.

Zur raschen angenaherten Ermittlung von Uberdrehzahlen kann auch folgendes Ver
fahren dienen. Sobald die Ventile an einer Turbine vollstandig geschlossen sind, kann
diese vereinfachend aufgefaBt werden als ein System der in Abb. 12.7.2 dargestellten Art.

Abb. 12.7.2. Ersatzsystem, bcstehcnd aus gcschlossenem
Raum VI und anschliellender arbeita ufnehmender Schaufelung

Aus einem Raum vom Volumen VI' in dem der Druck PI herrscht, strornt del' Dampf
durch eine Schaufelung hindurch ab in einen Raum vom Druck P2' Am einfachsten laf3t
sich der Vorgang behandeln, ausgehend von der Vorstellung, die in VI zu Beginn vor
handene Dampfmasse m expandiere als Ganzes gemaB einer in allen Teilen gleichen
Zustandsanderung. Sie leistet dabei einerseits Arbeit an der Schaufelung und schiebt sich
quasi wie ein Kolben in den Raum vom Druck P2 hinein. Sind u1 und u2 die spezifischen
Werte der inneren Energie zu Anfang und zu Ende des Vorganges und A die an die Tur
binenschaufelung abgebende Arbeit, so lautet die Energiebilanz des Vorganges

A + P2m(V2 - VI) = rn(u 1 - u2) . 12.7(2)

Das zweite Glied links ist die Verschiebungsarbeit gegen den Druck ])2' Nimmt man es
nach rechts und fuhrt die Enthalpien hI und h2 ein , so findet man

12.7(3)

Eine Turbogruppe kann nun nach Abschluf sarntlicher Ventile im allgemeinen aus meh
reren Systemen der in Abb. 12.7.2 dargestellten Art zusammengesetzt gedacht werden .
Bei einer Maschine mit Zwischeniiberhitzung bildet z .B . die HD-Turbine fiir sich ein
solches System. Der Ausstromraum ist der Zwis chenuberhitzer , in dem del' Druck wahrend
des kurzen Ausgleichvorganges sich nul' unwesentlich andert . Del' nach del' Zwischen
iiberhitzung folgende Teil ist das zweite del' Systeme, wobei del' Kondensatordruck die
Rolle von P2 iibernimmt. Wenn etwa zwischen einem MD- und einem ND-Teil ein grolleres
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Volumen in Form von Uberfiihrungsleit ungen an geordnet ist, vgl. die schemat ische Dar
ste llung Abb. 12.7.3, kann mit hinreichender Nah erung folgendermaBen vorgegangen wer
den. Man denkt sich den Inhalt der dort dargestellten Raume 4 und 5 durch getrennt e
Schaufelungen in den Kondensator expandierend . Dann hat man parallelgeschaltete
Systeme der Art Abb. 12.7.2, wobei insgesamt die gleiche Energie freigesetzt wird wie bei
der wirklichen Anordnung. Praktisch lauft es also darauf hin aus, daB mehrere Ausdriicke
der Art Gl. 12.7(3) zu addieren sind, d .h.

A = 1,' m i [hH - h2i - (P H - P2i ) vli]'
i

Abb.12.7.3. Schema der Dampfraume einer Anlage mit Zwischeniiberhi tzung

12.7(4)

12.7(5)

Es sei to die Totzeit, die verstreicht vom Augenblick des Auslosens der SchnellschluB
vorrichtung bis zum Beginn des SchlieBens der Ventile und t, die SchluBzeit der letzteren.
Dann kann man den Vorgang naherungsweise ersetzen durch einen , bei dem wahrend
des Zeitintervalles to + 2t. /3 die Ventile voll offen bleiben und somit au ch die Turbinen
leistung ihren Wert Po unverandert beibehalt. Am Ende dieses Zeitintervalles schlieBen
die Ventile plotzlich vollstandig ; von hier an gilt die Betrachtungsweise, die auf die
Relation 12.7(4) fiihrt . I st WI die Winkelgeschwindigkeit beim Auslosen des Schn ell
schlusses, Wmax der Maximalwert der Winkelgeschwindigkeit , so lau tet bei dieser verein 
fachten Betrachtungsweise die Energiebil anz

~ (w~ax - wt ) = P o (to+ 2~ ) + f m i [hl i - h2i - (Pli - P2i) VI i]'

Mit Wo als Winkelgeschwindigkeit im Normalb etrieb und mit der Definition der Trag
heit szeit nach Gl. 12.6(2) ergibt sich schlieBlich

2 2 2 {to+ O,67t. 1 " [h 1 } 6
Wmax = WI + Wo + P-t £oJ mi Ii - f~2 i - (P H - P2il Vli]' 12.7()

tT 0 T i

In dieser Gleiehung sind noch die h2i unbestimmt , da sie abhiingen vom Charakter der
Zustandsanderung, die den E xpansionsvorgan g kennzeiehnet. Die un giinstigste Annahme
besteht darin, daB man isentrope Zustandsanderung, also Reibungsfreiheit voraussetzt,
denn dies fiihrt sieher auf ein etwas zu groBes WmaX• Praktiseh wird man die h2i aus einem
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12.7(7)

geschatzten Mittelwert des Wirkungsgrades der Entspannung bestimmen, der etwas tiefer
liegt als der Wirkungsgrad im Normalbetriebszustand.

Bei den Sattdampfturbinen der Nuklearkraftwerke mit Leichtwasserreaktoren ergibt
sich noch ein besonderes Problem dadurch, daB nicht nur an den Wandungsflaehen der
mit NaBdampf durchstromten Turbinen Wasserfilme entstehen, sondern vor allem auch
groBere Wasseransammlungen in den Wasserabscheidern zwischen HD- und ND-Turbine
unvermeidlich sind. Bei einer plotzlichen Druckabsenkung infolge Lastabschaltung ent
wickelt sich also Dampf, der durch den ND-Teil in den Kondensator stromt und so die
Turbine weiter beschleunigt. Allerdings verdampft nicht die ganze Wassermenge, wie fol
gende Uberlegung zeigt.

Eine bei PI und bei Siedetemperatur vorliegende Wassermenge mage adiabatisch auf
P2 gebracht werden und es sollten mit h' und h" die Enthalpien des Wassers und des
gesattigten Dampfes bezeichnet werden und mit x der verdampfende Anteil. Dann gilt

Xh"(P2) + (1 - x) h'(P2) = h'(PI) '
mithin

h'(PI)- h'(P2)
X - "....,..,-=-="------,:_=_=-,..

- h"(P2) - h'(P2) .

Fiir PI = 8 bar, P2 = 0,05 bar liefert dies z.B. x = 0,24. Das Ausdampfen dieser Teil 
menge benotigt allerdings eine gewisse Zeit, urn so mehr als der Druck auch nicht spontan
auf P2 absinkt. Anderseits kiihlt sich das Wasser bei diesem Prozef ab, so daB Warme
durch Leitung aus den Wandungen ins Wasser iibertragen wird und so die Verdampfung
einer zusatzlichen Wassermenge bewirkt. Alles in allem entsteht ein Vorgang, der wahrend
eines Zeitintervalles von der Orofsenordnung einer halben Minute eine weitere schlei -

\ ' "~ /J

Abb. 12.7.4. Abfangkl appe zur Begrenzung des Drehzahlanstieges boi Lastabschaltung an del' Dampfturbine
eines Nukl earkraftwerkes (BBe)
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chende Zunahme der Drehzahl bewirkt, wenn nichts weiteres vorgekehrt wird, vgl. dar
tiber Hossli [19].

Man vermeidet diesen Drehzahlanstieg, indem man, ahnlich den Abfangventilen, fossil
gefeuerter Zwischeniiberhitzungsanlagen, Drosselorgane vor der ND -Turbogruppe ein
baut, die bei Entlastung den Dampfzutritt vom Wasserabscheider-Zwischeniiberhitzer
zur Turbogruppe zunachst absperrt und dann allmahlich mit grolser Verzogerung freigibt .
Die Energie wird dann in diesem Drosselorgan dissipiert. Die groBen Volumenstrome am
Eintritt in die ND -Turbine fuhren dazu, solche Abfangorgane nicht als Ventile, sondern
als Klappen auszubilden, vgl. Abb. 12.7.4. Damit gelingt es, den Drehzahlanstieg in sehr
engen Grenzen zu halten, wie Abb . 12.7.5 zeigt. Die Vorausrechnung dieser verwickelten
Vorgange ist derzeit auf rein theoretischem Wege kaum moglich . Man rechnet mit stark
vereinfachenden Annahmen und eicht die Rechnung an Versuchsergebnissen. So erreicht
man beachtlich giinstige Ergebnisse; im FaIle nach Abb . 12.7.5 bleibt die hochste Uber
drehzahl bei Vollastabschaltung unter 5%.
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Abb.12.7.5. Erg ebnisse von Lastabschaltversuchen an einer nuklearen Dampfkraftanlage von BBC. (Nach
Hossli [19]). n relative Drehzahlerhohung, t Zeit, A Abfangklappen in verschiedenen Stellungen blockiert
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13 Regelung der Turbokompressoren

13.1 Regeleingriffe

Aufgabe jeder Verdichterregelung ist es, Druck und Fordermenge an die variierenden
Bediirfnisse eines Verbrauchersystems anzupassen. Das Verhalten dieses letzteren ist in
gewissen Fallen gekennzeichnet durch einen festen Zusammenhang zwischen Druck und
Massenstrom, also eine feste Verbrauchercharakteristik (oder Kennlinie). Abb . 13.1.1 zeigt
links typische Beispiele solcher Verbrauchercharakteristiken, wobei PA den vom Ver
braucher vorgeschriebenen Verdichter-Austrittsdruck, PE den Verdichter-Eintrittsdruck
und in den Massenstrom bezeichnen. Kurve 1 entspricht einem Verbraucher, dessen Ver
halten dem einer festen Durchflulsoffnung ahnlich ist, Kurve 2 zeigt ein allgemeineres
Gesetz, wahrend Kurve 3 z. B. den Fall eines Druckluftnetzes darstellt, in dem unabhangig
vom Durchsatz ein konstanter Druck aufrechterhalten werden solI. Oft hangen aber die
Bedingungen im Verbrauchersystem noch von einem weiteren Parameter ab, wobei an
die Stelle einer einzigen Kurve PA = j(m) eine Schar von solchen tritt. Viele Verbraucher
verlangen einfach, daB ein gewisses Feld von Betriebszustanden - in Abb. 13.1.1 rechts
schraffiert angedeutet - in wirtschaftlicher Weise moglich sein solI. - Urn solchen
Forderungen zu entsprechen , sind folgende Regeleingriffe ausfiihrbar :

R egelung durch Drehzahlvariation. Wenn eine Verbrauchercharakteristik nach Kurve 1
(Abb. 13.1.1) vorliegt oder auch ein Biischel von solchen Kurven und die Antriebsmaschine
eine Variation der Drehzahl erlaubt, geniigt diese Drehzahlvariation zur Anpassung des
Verdichters an den Verbraucher, sofern nur die Stabilitatsgrenze des Verdichters uberall
iiber der Verbrauchercharakteristik liegt. In mehr oder weniger beschranktem Betriebs
bereich kann man sich mit Drehzahlregelung auch anderen Formen der Verbraucher
kennlinie anpassen. In Abb . 13.1.2a ist diese Regelung schematisch dargestellt, wobei der
Antrieb durch eine Turbine T erfolgt, an deren Regelorganen R der Regeleingriff allein
vorgenommen wird. Dort wo sie anwendbar ist, ist diese Regelung wirtschaftlich.

Saugdrosselregelung. Wo der Antrieb mit konstanter Drehzahl erfolgt, besteht die
Moglichkeit, durch ein einstellbares Drosselorgan D in der Saugleitung zu regeln, vgl.
Abb . 13.1.2b. Eine solche Regelung kann sich besonders einer Verbrauchercharakteristik
gemaf Kurve 2 oder 3 anpassen, allerdings mit Riicksicht auf die Pumpgrenze nicht bis
zur Nullforderung hinab . Als Regelorgane kommen des groBen Volumenstromes wegen

J
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Abb. 13.1.1. Beispiele von Verbrauchercharakteristiken
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Abb . 13.1.2. a) Regelung durch Drehzah lva 
riation, Antrieb des Verdi chters V durch Dampf
turbine T; b) Saugdrosselregelung: E Elektro-

motor, V Verdi chter, D Drosselorgan a

r v

b

o

v

Abb. 13.1.3. Flache Chara kterist ik von
Verdichter und Verbraucher . Giinstige

Vorau ssetzung fiir Drosselregelung m

Klappen oder jalousieartige Konstruktionen in Frage. Da gedrosselt wird, ist das Verfahren
grundsatzlich verlustbehaftet . Ob dieser Nachteil stark in Erscheinung tritt, hangt von
der Gestalt der K enn linien von Verdichter und Verbrau cher abo In Abb. 13.1.3 sind beide
- die au sgezogene Kennlinie des Verdichters und die gest richelt e des Verbrauchers 
sehr flach. Es bedeuten im Diagramm PE den Druck vor Drosselorgan, P~ den Druck na ch
diesem und PA den Austrit t sdruck . Da nun unabhangig vom Abso lutwert des Druckes
gleiche Volumenstrome am Eintritt in die Schaufelung auf gleiche Druckverhaltnisse PA lp~

fiihren, werden die Verdichterkennlinien fur gedrosselten Eintrittsdruck geometrisch ahn
lich derjenigen fur ungedrosselten mit dem Verhaltnis der beiden Drucke als Ahnlichkeits
verhaltnis. So ents teht die Konstruktion Abb. 13.1.3, wo die dunn gezeichnete Kennlinie
der dicken ahnlich ist. lhr Schnittpunkt mit der gestrichelt en Verbraucherkennlinie kenn
zeichnet den gedrosselte n Betriebszustand. Da er schon nahe der Pumpgrenze liegt, ist
eine wesentlich starkere Verminderung des Massenstromes durch Drosselung nicht mehr
moglich . Der fla che Verlauf der Kurven bewirkt offensichtlich , daB einer geringfugigen
Verminderung von p~ eine starke Re duktion des Massenstromes mentspricht, d .h . die
Drosselverluste bleiben verhaltnismafiig gering. F lache Kennlinien sind also Voraus
setzung fur eine wirtschaftliche Anwendung der Dro sselregelung. Fur den Axialverdichter
scheidet sie deshalb aus. Das Regeln durch Dro sselung nach dem Verdichter ware dem
gegenuber wenig zweckmaliig und nur sehr beschrankt anwendbar im Hinblick auf die
Pumpgrenze.

R egelung dur ch. Abblasen. und Um blasen , Bei konstanter Drehzahl kann man sich
beliebigen Bedingungen eines Verbrauchersystems anpassen , indem man den Verdichter
stets voll fordern laBt und durch ein Abblaseventil A (Abb . 13.1.4a) , die vom Verbrau cher
nicht benotigte Menge ins Freie liWt. H andelt es sich um ein Gas, so tritt an die Stelle
dieses Abblasens da s Umblasen , d.h. das Fluid wird nach dem VentiI A wieder in die
Ansaugleitung zuriickgefuhrt (Abb. 13.1.4b). Wenn es im Rahmen del' gegebenen Betriebs
verhaltnisse vorkommt , daB eine sehr groBe Teilmenge oder gar die volle Menge so zuriick
geleit et werden mull , ist ein Kiihler im Ruckfiihrweg anzuordnen, um die Temperatur
des Systems zu stabilisieren.

Offensichtlich ist diese Art des Regeln s auBerst verlustbehafte t und dah er nur als
kurzzeitiger Regeleingriff wirtschaftlich vertretbar. Wo langere Zeit mit Abb lasung oder
Umblasung gefahren werden mull , wird eine Rekup erationsturbine T angeordnet, die in
den abgezweigten Teilstrom eingeschaltet wird , vgl. Abb. 13.1.4c und d . Damit wird ein
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Teil der Verdichtungsarbeit zuriickgewonnen . Auch diese Regelung ist aber seltener
geworden und beim Axialverdi chter, wo sie friih er auch verwendet wurde, verschwunden.

Gelegent lich wird auch eine Abblasung oder Umblasung na ch einer Zwischenstufe
eines Verdichters vorgenommen, was weniger verlustbehaftet ist , aber auch eine weniger
weitgehende Anpassung erla ubt.

A

v

a b

v
A

c d

Abb. 13.1.4. Regelverfahren bei Turbovcrd ichtern.
a) Abblaseregelung ; b) Umbl aseregelung ; c) Abblaseregelung mit Rekuperationsturbine; d) Umblaseregelung

mit Rekuperationsturbine. A Abblascventil, V Verdi chter, T Rekupcrationsturbine

R egelung durch L eitradverstellung. Sowohl beim Axialverdichter als au ch beim Radial
verdichter laBt sich eine Verschiebung der Stufencharakteristik und damit eine verlust
freie Anpassung an den vorgeschriebenen F ord erstrom durch Verstellung von Leit
schaufeln erreichen, vgl. [1- 3]. Die friiher vereinzelt angewandt e Laufschaufelverstellung
hat sich als unnotig erwiesen. Abb. 13.1.5 zeigt fur eine Axialverdichterstufe drei Stel
lungen des Leitrades und rechts die zugehorigen Geschwindigkeitsdreiecke. Offensichtlich
gelingt es so, unter Einhaltung gunst iger Zustromwinkel zu beiden Sehaufelkranzen, die
Durchtrittskomponente On in weiten Grenzen zu verandern . Dabei wird der spezifische
Arbeits umsatz und dam it auch die Druckerzeugung der Stufe mit abnehmendem On etwas
kleiner , was den meisten Verbrauchercharakterist iken entgegenkommt . Es konnen aIle
oder au ch nur ein Teil der Stufen einer Maschine mit verstellbaren Leitschaufeln versehen
sein . Abb. 13.1.6 zeigt ein Beispiel.

-, "
( (

-, "
( f

-" "
//

Lauf

Lauf

l~w,Lei!

Louf

~ ~,
Lei!

Abb . 13.1.5. Scha ufelschnitte und Geschwindigkeitsdre iecke fur feste Laufradst ellung un d verschicde ne Leit
radste llungen bei Axialverdichte r
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Beim Radialverdichter gibt es zwei Anordnungen von verstellbaren Leitapparaten.
Bei del' einen wiI'd dem Lau£rad ein einstellbares Vorleitrad vorgeschaltct. Abb . 13.1.7
zeigt einen zweistu£igen Radialverdichter, bei dem beide Stu£en mit verstellbaren Vorleit
radern versehen sind. Welcher Effekt damit erzielt werden kann, veranschaulicht
Abb . 13.1.8a, wo die ausgezogenen Geschwindigkeitsdreiecke dem Auslegungszustand ent
sprechen, die gestrichelten einer verminderten Durch£1uBmenge. Bei reduziertem Massen
strom wird durch Verstellung des Vorleitrades ein Vordrall in Richtung del' Raddrehung
erzeugt, entsprechend dem Winkel lXi, del' kleiner ist als IXf = 90° beim Auslegungs
zustand. Dadurch wird erreicht, daB del' relative Zustromwinkel fJi vom Auslegungswert fJf
nur wenig abweicht, und auch die Laufradverzogerung bleibt in normalen Grenzen. Beides
ware nicht del' Fall, wenn beim gleichen verminderten Massenstrom kein Vordrall gegeben
wiirde. Wo die Laufradstromung die Stabilitatsgrenze bestimmt - VOl' allem bei Stu£en
mit ruckwarts gekriimmten Lau£schau£eln und schaufellosem Di££usor, wie im Beispiel
Abb. 13.1.7 - wird damit del' stabile Betriebsbereich wesentlich erweitert und gleich-

Abb, 13.1.6. Axialverdichter mit verstellbaren Leitschaufeln (Sulzer)

Abb.13.1.7. Zweistufiger Radialverdichter mit verstellbaren Vorleitradern (Sulzer)
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zeitig die Kennlinie stark abgeflacht . Die Winkelabweichung am Diffusoreintrit t ist beim
schaufellosen Diffusor belanglos, solange dort die Stabilitiitsg renze nicht un t erschrit t en
wird.

Bei der anderen Anordnung werden die dem Laufrad nachfolgenden Diffusorleit
schaufeln verstellt. Abb. 13.1.8b zeigt die ents prechenden Geschwindigkeitsdreiecke,
wiederum ausgezogen den Auslegungsfall, gestrichelt den F all verminderten Massen
stromes. E s ist groBer Laufschaufelaustrittswinkel vorausgesetzt, wobei O2 bedeut end
gri:iBer ausfall t als WI und damit der Diffusoreintrit t fiir die Stabilitatsgrenze bestimmend
wird. Wenn nun die Diffu sorschaufelstellung dem gegeniiber lX~ geiinderten Zustrom
winkel lX2 an gepaBt wird, kann die Stabilitategrenze verschob en und der stabile Arbeits
bereich erweitert werden.

In allen Fallen von verstellbaren Leitschaufeln erhalt man bei festen Werten von
Drehzahl und Eintrittstemperatur fiir jede Leitschaufelstellung eine K ennlinie, vgl.
Abb. 13.1.9. Die Schar dieser Kennlinien iiberdeckt einen Bereich von Betriebszustanden
und erlaubt damit die Anpassung an die Bedingungen des Verbrauchers.

P umpverhutungsregelung. In jedem F alle - auch bei verstellbaren Leits chaufeln 
exist iert eine Stabilitategrenze, unter die der F i:irderstrom nicht abgesenkt werden kann
ohne Gefahrdung der Anlage. Wenn der Verbraucher voriibergehend nur einen unter dieser
Grenze liegenden Fi:irderstrom verarbeitet, muf zur Abblase- oder Umblaseregelung ge
griffen werden, die damit zusiitzli ch zu allfalligen anderen Regelungen als norm ale Pump
verhiitungsregelung vorgesehen wird.

Verdichter, die fiir sehr hohes Druokverh altnis ausgelegt sind (vor allem Axialver
dichter) , lassen sich nach den Ausfuhrungen in Abschn. 11.7 ohne besondere Hil£smit t el
nicht anfahren , denn der instabile Betriebsbereich Iielle sich selbst unter Voraussetzungen
einer Verbraucherkennlinie wie Kurve 1, Abb. 13.1.1, nicht vermeiden . Dies zeigt z. B.
auch das Beispiel einer Axialverdichtercharakteristik Abb. 11.7.1. Man chmal gelingt es,
durch Verstellen der Leitrad er einer ersten Stufengruppe, diese Schwierigkeit zu umgehen.
Sie sind hierbei flach einzustellen, wie Abb. 13.1.5 unten, so daB sie mit kleiner Durchsatz 
zahl qJ noch eine regulare Stri:imung ermi:iglichen. Wo dies nicht geniigt, ist als zusatzliehes
oder alleiniges Hilfsmittel die Zwischenabblasung vorzusehen , vgl. Abb. 13.1.10. Dort ist
ein Verdichter schemat isch dargestellt, bei dem durch Abblaseventile Al und A z zwischen
einzelnen Stufen Teilmengen der Luft abgeblasen werden ki:innen. Beim Anfahren sind

b
f-----c:2 - - - - - ----I
1----- - -Cu2 -----.I

Abb . 13.1.8. Gesohwindigkeitsplane fur Verdi chter mit verste llbaren Leitschaufeln. a) Ra dialverdichter ;
b) Axialverdi ehter
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die Ventile geoffnet, so daB der Massenstrom m. langs des Stromungsweges einen Verlauf
nimmt, wie durch die Treppenkurve dargestellt. Dabei entspricht der Verlauf von cP einer
Zickzackkurve, wobei die Werte am Eintritt in die Teilabschnitte den Wert CPs der Sta
bilitatsgrenze nirgends unterschreiten.

Abb . 13.1.9. Charakteristik eines zweistufigen
Radialverdiehters mit sehaufellosen Diffuso
ren und verstellbaren Vorleitradern, mit denen
Zustromwinkel <Xl eingestellt werden kann
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Abb . 13.1.10. Pumpverhiitungsregelung durch
zweimaliges Zwischenabblasen. fPs entspricht

der Stabilitdtsgrenze

CPs --- ----- ----

13.2 Darstellungsweisen von Kennfeldern

GemaB den Ausfiihrungen unter 11.7 kann die Gesamtcharakteristik oder das Kenn
feld eines Verdichters in der Form

II = F(f/J, n*), 'fJ =1(f/J, n*) 13.2(1)

dargestellt werden, was einen Zusammenhang reprasentiert, wie er etwa durch Abb. 13.2.1
wiedergegeben wird. Bei steilem Verlauf der Kennlinien kann mathematisch auch die
Form

f/J = G(II, n*), 'fJ = g(II, n*) 13.2(1')

zweckmalliger sein. Im Diagramm ist a die Stabilitatsgrenze, b die Purnpgrenze, c die
Sperrgrenze, d die Abblaselinie, d .h . die in einem gewissen Abstand von a verlaufende
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Linie, wo die Pumpverhiitungsregelung eingreift. Diese letztere schiitzt den Verdichter
im unteren Betriebsbereich auch vor dem rotierenden Abreillen, das vor dem Pumpen
einsetzt. Irn Diagramm mag auffaIlen, daB die Linien ins Gebiet links der Pumpgrenze
fortgesetzt sind, vgl. die gestrichelten Eintragungen. Solche Fortsetzungen ergeben sich
praktisch ohne weiteres aus den Ansatzen, durch die man die Kurven wiedergibt, vgl.
z.B. [4]. Obwohl ihnen keine physikalische Realitat zukommt, sind sie notwendig, damit
bei der Durchfiihrung der Iterationen die Rechenprogramme nicht versagen. Findet man
rechnerisch einen Betriebspunkt in diesem Gebiet, so weiB man, daB er nicht moglich ist.

tt
---.. .......

"

Abb. 13.2.1. Kennfeld eines Verdichters in dimen
sionsloser Darstellung. a Stabilitiitsgrenze, b Pump

grenze, c Sperrgrenze, d Abblaselinie

Es wurde bereits unter 11.7 darauf hingewiesen, daB aIle in den GIn. 13.2(1) und (1')
auftretenden GraBen nach verschiedener Konvention gebildet werden konnen, ohne daB
ahnlichkeitstheoretisch die Struktur der Gesetze eine andere wiirde. Die nachfolgend auf
gefiihrten Definitionen, in denen der tiefgestellte Index 0 auf den Auslegungspunkt ver
weist, sind durch die Bezeichnungsweise auseinandergehalten. Zum Verstandnis vgl.
Abb . 13.2.2.

Il =Pw
- PIX '

1'* = ~l /jIXO(I _ / . ,

no ' JIX
o

Ilo = Pw
- 0'

PIX

o __L1h~
'YJs = L1ho'

Il ( ls) = PA
- 0'

PIX
L1h(ts)

(Is) = _ s_
'YJs - L1ho '

• 0 V'OmO = .!!!...POIX JIX
'P - . 0 '0'

mo PIX JOIX

IlEA = PA ,
PE

L1hsEA
'YJsEA =-L1ho .

13.2(2)

13.2(3)

13.2(4)

13.2(5)

Die Normalenthalpie j xpv/(x - 1) kann beim idealen Gas stets durch cpT ersetzt
werden. Es sind L1h und L1hs die effektive und die isentrope statische Enthalpiedifferenz
zwischen PIX und Pw, L1ho und L1h~ die entsprechenden mit P~ und P~ gebildeten GraBen ,
wahrend L1h~IS) und L1hsEA aus Abb. 13.2.2 . hervorgehen. AIle diese GraBen sind ineinander
umrechenbar, und zwar gelten die folgenden Relationen. Setzt man

PIX7lE =-,
PE

°it: = Pww- Pw'

x-I
X - -;- 13.2(6)
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13.2(7)

so ist mit 'YJe als Einlaufwirkungsrad und An als Umsetzungsgrad des Austrittsdiffusors

2c; = 'YJejE(l - 7I:il) ,

~A =1+ .!-(Il~ - 1),
i; An

~w = 1 + -~(IlX - 1) .
JIX 'YJ&

hI

Abb. 13.2.2. Entropiediagramm der Zu
standaanderung in einem Verd ichter

PA--,
P", I

I
I
I
I
I
I

Llhol
I
I
I
I
I
I

P" I
- - - - - --D-

s

13.2(8)

13.2(9)

13.2(10)

Wenn man mmit Hilfe der Kontinuitatsgleichung aus CIX ausdriickt und so die Grofsen C/J
und C/JE bildet, findet man

C/J _ 1 /[1 - 'YJe(l - 7I:~0)] (1 - 71:1;)
- V [1 - 1)e(l - 71:]';)] (1 - 7I:~0) ,

C/J - 7I:E[l - 'YJe(l - 71:],;0)] 1 / 1 - 71:1; 13.2(11)
E - 7I:Eo[l - 1)e(l - 71:]';)] V1 - 71:1;0 .

Der Zusammenhang zwischen den beiden Grofsen wird demnach hergestellt durch

n. = n. 7I:EO y1 - 1)e (1 - 71:1;)
'I-' »» 1 (1 ) . 13.2(12)7I:E . - 1)e - 71:1:0

Wird mvermoge Cw aus der Kontinuitatsgleichung ausgedriickt und so C/J ausgerechnet,
so findet man eine Relation, die in die Form

1
1 + -(IlX-l)

Il~ - 1 = (C/JIlo)2 1)& (Il~o - 1)
II 1+ .!-(1IB-1)

1)&0

gebracht werden kann. Ferner besteht der Zusammenhang

* *V1 - 'YJe(l - 71:1:0)
n = nE 1- 1)e (1 - 71:1:) •

13.2(13)

13.2(14)
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Zwischen 't]. und 1].EA kann ein Zusammenhang in folgender Weise hergestellt werden :

L1h.EA jE (IIf.JA - 1)
1].EA = L1h. c~ - c; = j lX II i; .-+ -( X-1) + -(II} - 1) -1]ejE(1- n~)

1]. 2 1]. An

Wenn hier die Verhaltnisse der j aus 13.2(7) und (8) ausgedriickt werden , folgt

IIf.JA- 1

13.2(17)

OX [IIX- 1 ( IIx - 1) II~ - 1 ( ox) ] .n IX ---+ 1 + - 1 - n IX
1]. 1]. An

13.2(19)

13.2(20)

13.2(18)

1]~ = n~x [IIX1]~ 1 + (1 -I-IIx1]~ 1) (II~x _ 1) _ (1 _ n~x)] ,

II(18)x _ 1

(/J = l /n~~ (1 - n~X)
V OX(l Ox .n IX - n lXo)

Ein mit den Enthalpien j 2 gebildetes n* wird mit nt identisch , weilj2 = [s
Die Formeln fiir 1]~ und 1]~t.) lauten in Analogie zu 13.2(15)

IIox - 1

13.2(21)

Damit liegen die samt lichen R elationen vor, die es gestat ten, die verschiedenen Darstel
lungsweisen von Kennfeldern ineinander iiberzufuhren . Sofern nur der Auslegungszustand
vollstandig bekannt ist, liefern die Gin. 13.2(10), (11), (17), (18) feste Zusammenhange
zwischen den nE und n2 einerseits und den (/J, (/JE, (/J0 anderseit s, womit auch diese (/J

GraBen ineinander iiberfuhrbar sind. Ebenso liefert 13.2(13) IIA fur jeden Betriebszustand.
Die GIeichung fur II~ lautet gena u gleich , da ja II~x - 1 = (II~ - 1)IAn und An wie auch
1]e fur alle Betrlebszuatande gleich gesetzt werden kann . Die Umrechnung der n* folgt
aus 13.2(14), wahrend die II aus 13.2(16) gegeben sind. SchlieBlich liefern 13.2(15), (19),
(20) die Wirkungsgrade. Aus jeder Dastellungsar t des Typs 13.2(1) laBt sich durch diese
Umrechnungen jede andere gewinnen, also z.B. etwa diejenige, die JIO und 1]~ in Funkti on
von (/Jo und nt angibt .

Praktisch werden Charakterist iken sehr oft so dargestellt, daB die Abszisse ein auf
einen Normzustand (z.B. 15 °0 , 760 mm Hg) umgerechneter Massenstrom ist. Dividiert
man diesen durch seinen Wert im Auslegungspunkt, so erha lt man (/JE ' In gleieher Weise
wird die Drehzahl auf den Normzustand bezogen, d.h. man gibt

l/TEO
nred = n VT

E

an, wo die absolute Temperatur T EO dem Normzustand ents pricht. Diese Redukti on hat
das ideale Gas zur Voraussetzung. Die Division von nred durch seine n Auslegungswert
fuhrt wiederum auf n*. Eine andere Drehzahl angabe ist nIVT E , eine GroBe, die un an
schauliche Werte annimmt und dah er nicht empfohlen werden kann .



13.3 Bereehnung typiseher Faile der Verdiehterregclung

13.3 Berechnung typischer FaIle der Verdichterregelung

107

13.3(1)

13.3(2)

13.3(3)

Nachfolgend wird der prinzipielle Gang der Rechnung fiir einige typische FaIle der
Verdichterregelung aufgezeigt. Kompliziertere Falle ergeben sich durch Kombination und
Abwandlung der hier angegebenen Verfahren. Stets sind die durch Gl. 13.2(1) reprasen
tierten Kennfelder die Grundlage der Rechnung, womit ubrigens der Fall der Schaufel
verstellung ausgeschlossen ist, da dann ja ein weiterer Parameter dazukame. Wie im
Einzelfalle <1>, n*, Il, 'YJ definiert sind, wird jeweils angegeben. Es werden die Bezeich
nungen aus Abschn. 13.2 verwendet.

a) Drehzahlreqeiunq

Vorgeschrieben seien m, PE, T E (somitjE), PA- Zur Darstellung des Kennfeldes werden
<1>E, n;, IlEA, 'YJsEA verwendet. <1>E und IlEA sind aus den Ausgangsdaten bestimmbar.
Damit liefert der Funktionalzusammenhang F , Gl. 13.1(1) die Drehzahlvariable n;, der
Funktionalzusammenhang f den Wirkungsgrad 'YJsEA ' Alsdann sind mit

* ./. I. 'n = nOnE YJEJEO ,

mjE
P i =-(Ilj.JA - 1)

'YJsEA

Drehzahl und innerer Leistungsaufwand P i fur den vorgeschriebenen Betriebspunkt
bekannt.

Wenn diese Rechnung auf einen Betriebszustand links der Abblaselinie d, Abb . 13.2.1
fiihrt, mull die Pumpverhutungsregelung eingreifen, wobei wie folgt vorzugehen ist. Auf
der Abblaselinie liefert das vorgeschriebene IlEA eindeutig einen Punkt, womit dann auch
<1>E, nl 'YJsEA festliegen. Aus <1>E bestimmt sich dann der Massenstrom mv, der den Ver
dichter durchstromt, gemiiB

. _ . m PE VjEO
m v - mO'PE- -.- ,

PEO JE

und es ist ma = mv - mdie abzublasende Teilmenge. Daraus und aus dem bekannten
Verdichtungs-Endzustand ergibt sich der Querschnitt des Abblaseventils. Die Drehzahl
ergibt sich wiederum aus 13.3(1), wahrend die Leistung aus 13.3(2) folgt, wenn dort als
Massenstrom m; eingesetzt wird.

b) Drosselreqeiunq

Vorgeschrieben seien m , PE, T E (somit jE) PA, n. Die GraBen mit Index E beziehen
sich hier auf den Zustand vor Drosselorgan. Die Kennfelddarstellung verwendet <1>0,
n;, tr» . 'YJ~tS) . Mit

. ,-.-
<1>' - m VJE

= mo jEO
ist

Folglich gilt

o
<1>0 = <1>' P",o

p~'
Il(tS) - II PE- EA O'

P",

13.3(4)

13.3(5)

13.3(6)( 0 ) O( 0 )PE ,P",o * P", ,P",o *
IIEA 0' = F <1> 0' nE , IIEA = - F <1> -0 ' nE .

P", P", PE PIX

Da IlEA, <1>' und n; aus den Ausgangsdaten bestimmbar sind, ist die zuletzt geschriebene
Gleichung nur mit einem Wert p~ erfullbar, wodurch der Totaldruck an der Stelle eX

(Laufereintritt) bestimmt ist. Das gibt die Bedingung fur die Offnung des Drosselorgans.



108 13 Regelung der Turbokornpressoren

13.3(7)

13.3(8)

13.3(9)

Da hiermit auch if>0 bestimmt ist, liefert der Funktionalzusammenhang f den Wirkungs
grad 'f}~tS), womit der innere Leistungsaufwand aus

p. = mdE (Il(ts)X _ 1)
~ 'f}~tS)

bekannt ist.
Ergibt diese Rechnung einen Betriebspunkt links der Abblaselinie d (Abb . 13.2.1), so

ist davon auszugehen, daB auf der Linie d dem fest vorgeschriebenen n~ ein bestimmter
Punkt entspricht, fur den if>0, tt» und 'f}~ts) vorliegen. Aus der zweiten der Gin. 13.3(5)
ergibt sich daraus sogleich der Totaldruck p~ auf den gedrosselt werden muB. Ferner ist
mit

. . "'0 P~ VjEo
m v = mo'P' P~o j E

der den Verdichter effektiv durchsetzende Massenstrom mv gegeben und mit ma = mv - m
der abzublasende Massenstrom. SchlieBlich erhiiJt man aus 13.3(7) die Leistung, wenn man
dort den Massenstrom mv einsetzt. Wenn bei dieser Rechnung P~ > p~o gefunden wird,
ist der Betriebszustand nieht moglich, d .h . der Verdichter kann dann der Forderung des
Verbrauchers unter den gegebenen Bedingungen nicht entsprechen.

c) Abblasereqelunq

Vorgesehrieben seien m, PE, T E (somit jE), PA, n . Zur Darstellung des Kennfeldes
werden if>E , n~, ilEA , 'f}sEA benutzt. Aus den Ausgangsdaten sind n~ und ilEA unmittelbar
gegeben. Der Funktionalzusammenhang P liefert damit if>E, womit auch bereits 'f}sEA

bekannt ist. - Hierbei kann es allerdings vorkommen, daB man ein if>E links der Abblase
linie d (Abb . 13.2.1) oder selbst iiberhaupt kein if>E findet. Dann kann der Verdichter bei
der gegebenen Drehzahl den geforderten Druck nicht erzeugen. - Liegt ein moglicher
Punkt im Kennfeld vor, so sind mit

m - m if> PE l!jEo
v - ° E PEO jE '

13.3(10)

P i = mvjE (IlJ;;A - 1) 13.3(11)
'f} sEA

die vom Verdichter zu fordernde Menge mv, die abzublasende Menge ma und die innere
Leistung Pi bestimmt. - Wenn die Abblasung iiber eine Rekuperationsturbine erfolgt,
ist deren innere Leistung P iT abzuziehen. Sie betragt

PiT = 'f} sT ma LlhsT = 'f} sT majE [1 + _1_ (IlJ;;A - 1)] (1 - us» . 13.3(12)
'f}sEA

WO 'f}sT der innere Turbinenwirkungsgrad ist, in den alle zusatzlichen Verluste (Druck
abfalle in Leitungen, Regelventilen, Schalldampfern) einzuschlieBen sind. Es sind hier
also zusateliohe Unterlagen iiber 'f}sT in Funktion der maBgebenden Kenngrofsen des
Betriebszustandes notig. Diese Kenngrofsen sind (da die Rekuperationsturbine iiblicher
weise einstufig ist, z.B. Curtis-Turbine)

13.3(13)

wobei der tiefgestellte Stern auf den Auslegungszustand der Turbine verweist. Von if>T

hangt insbesondere die Stellung der Regelventile ab o
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d) Um blaseregelung

Vorgeschri eben sind n~, PE, T E (somit j E), PA, n. Die Darstellung des Verdiehter
kennfeldes stiitzt sich zweckmaliig auf <PE, n~, IIEA , l]sEA ' Die GroBen <PE und n~ sind
allerdings nicht unmittelbar mit dem vorgegebenen j E zu bilden, sondern mit dem j~ ,

das sich aus del' Mischung des angesaugten Massensbromes mmit dem durch die Turbine
zuruckstromenden rna ergib t , vgl. Abb. 13.3.1. I st lnv del' den Verdichter durchsetzende
Massenstrom, so lautet die Mischgleichung

mvj~ = nijE + nia j~T 13.3(14)

mit j~T als Totalenthalpie am Turbinenaustritt. Diese letz t ere ist gegeben durch (vgl.
Abb. 13.3.1)

j~T =jA [1 - 1JsT (1 - n~)] = j~ [1 + IIl:A - 1] [1 - 1JsT (1 - n~)]. 13.3(15)
1JsEA

j

Abb. 13.3.1. Entropiediagramm der Zustandsande
rung in einem Verdichter mit Rekuperat ionsturb ine

5

13.3(16)

13.3(17)

Hier ist nT = ProT/PA das Druckverhaltnis del' Turbine, dessen genaue Festlegung nach
irgendeiner zweckmafligen K onvention erfolgen kann, sofern nul' del' isentrope Turbinen
wirkungsgrad dementsprechend definiert wird. Gl. 13.3(15) in (14) eingesetzt, fiihrt auf

., j E
JE = . II'!. 1 .

1 - ~a {[1 + EA - ] [1 - 1JsT (1 - n~)] - 1}
m 1JsEA

Die Rechnung muf iterat iv vorgehen und beginnt mit einer Annahme iiber j~ , worauf

n~ = ~ l jj~o
no VJE

zusammen mit dem vorgeschriebenen IIEA den Punkt im K ennfeld , mithin <PE und l]sE A

festlegt. Dami t wird

. . If. PE VjEo
lnv = lnvO'l'E - -.,- ,

P EO JE
13.3(18)
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13.3(20)

13.3(19)

Nach Gl. 13.3(13) liegen nun die Kenngrolsen der Turbine fest, da ja

o _ of [1 + IT1JA - 1]JA -JE .
'YJaEA

Man kennt also 'YJaT und kann aus Gl. 13.3(16) ein genaueres j~ bestimmen usw. - Ist
hinreichende Ubereinstimmung hergestellt, so liefert

Pi = mvj~ (II~A - 1) - majA'YJaT (1 - n~)
'YJaEA

die innere Leistungsaufnahme, und die Regelventilquerschnitte sind aus ifJT bestimmt.
Wo dieses Verfahren auf keine Losung fiihrt, ist der geforderte Druck unter den gegebenen
Bedingungen nicht erzeugbar.

Der Fall ohne Rekuperationsturbine ergibt sich hieraus als Sonderfall mit 'fJaT = 0,
wobei Gl. 13.3(16) zur Form

«r jE
JE = .

1 - .ma_ (II~A - 1)
m'YJaEA

degeneriert und die Rechnung sich entsprechend vereinfacht.

13.3(16')

13.3(21)

e) Zwischenabblasen und Zwischenumblasen

Wenn eine Abblasung oder Umblasung nach einer Zwischenstufe vorgesehen ist, wird
das Gesamtverhalten des Systems beschrieben durch die Kennfelder der beiden Teil
kompressoren, die in Abb. 13.3.2 mit 1 und 2 bezeichnet sind. Kompressor 1 verdichtet
von PE auf den Zwischendruck pz und fordert den Massenstrom mv Kompressor 2 von
pz auf PA und fordert den Massenstrom m. Zwischen beiden wird der Massenstrom ma
abgezweigt und entweder abgeblasen oder, wie gestrichelt angedeutet, in die Ansaug
leitung zuriickgefiihrt. Die Darstellung der Kennfelder stiitzt sich zweckmiiBig auf die
folgendermaBen definierten GraBen.

m. = mI PEO Vj E n* = "?:'l!jEO'PI - . ., 1 - .,
mlO PE JEO no JE

. 0 V'OifJz = ~ pzg' ~~,
mo pz Jzo V·

O* _ n Jzo
nz = no j~'

13.3(22)

j

1 : 2

m, 0

- - - rna

5

Abb. 13.3.2. Entropiediagramm der Zu
standsanderung in einem Verdichter mit

Zwischenab blasung
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13.3(24)

13.3(25)

Die beiden Kennfelder werden reprasentiert durch

III = F l U!>1> n j), 'flsl = 11((/)1> n j), II2 = F 2((/)2, nn 'fls2 =12((/)2, nn· 13.3(23 )

Nun seien in, PE, T E (somit j j.) , PA und n vorgeschrieben , und es werde zunachst einfac he
Zwischenabblasung vorausgesetzt, wie dies auch dem Diagramm Abb. 13.3.2 ents pricht .
Die Rechnung ist eine Iterati on und beginnt mit der Annahme von P~ , womit III bekannt
ist, wahrend n* aus den Ausgan gsd aten folgt. Das Kennfeld liefert damit (/)1 und 'fl,l,
mithin

. m. PE 'V j Eo [1 ]m l =mlO'P'l - -.- , j g =jE 1 + -(IIi- I) .
PEO JE 'fl'l

Ausj~ ergeben sich sogleich auch (/)2 und nt mit Hilfe des K ennfeldes des Teilverdichters 2
also auch II2 . Somit wird PA = PEIIlII2 berechenbar. Stimmt dies nicht mit dem Sollwert
iiberein, so ist P~ zu berichtigen usw. Wenn Ubereinstimmung hergestellt ist, folgen
Leistungsaufwand und Abblasem enge aus

• • . '0

Pi = mlJE (IIi - 1) + mJz (II~ - 1) ,
'fl'l n«

13.3 (26)

Wenn die abgezweigte Menge zum Eintritt zuruckgefiihrt wird und somit Zwischen
um blasung vorliegt, ist das Verfahren insofern abzuwandeln, als in den Gleichungen, wie
auch in Abb. 13.3.2, die in Abschnit t d) eingefUhrte Mischenthalpie j~ an die Stelle von j E
tritt. Wiederum begin nt die Rechnung mit der Annahme von p~. Dann ab er folgt die
unter d) angegebene Iterat ionsrechnung zur Besti mmung des Betriebszust andes im Teil
verdichter 1. I st er gefunden, so liefert wieder PA = PEIIl II2 den Austrittsdruck , worauf
die R echnung mit geandertem p~ zu wiederholen ist , wenn er nicht stimmt. E s liegt also
eine Doppeliteration vor , da p~ iterativ anzupassen und fur jede s p~ die Berechnung der
Umblasung it erativ vorzunehmen ist.

1) Verdichter mit Zwischenkuhlung

Wo ein Verdichter mit Zwischenkuhlern versehen ist, konnen die einzelnen durch
Kubler voneinander getrennte n Teile sinngemaf so behandelt werden, wie in diesem
Abschnitt angegeben. Im allgemeinsten F aIle miiflten also fiir jeden dieser Teile Druck
verhaltnis und Wirkungsgrad in Funktion der jeweiligen Variabien n* und (/) vorliegen ,
eine Angabe, die mit der Stufen charakteristik identisch wird, wo zwischen je zwei Stufen
zwischengekuhlt wird. Die F luidtemperat uren nach den Kuhlern kommen dab ei als mali
gebende Parameter zusatzlich in die Rechnung hinein , und zwar konnen sie unabhan gige
Variable sein , da sie ja durch die Kiihlwassertemperatur beeinflullt werden . Bei festen
Kiihlwasserbedingungen sind diese Au stritt stemperaturen in gese t zrnalliger Weise vorn
Betriebszustand abhangig. Man muf also die Unterl agen iib er das warmeiiber t ragungs
t echnische Verhalten der Zwischenkiihler in die R echnung einfiihren.

13.4 Regelung mit vers tellbaren Leitschaufeln

Die Charakteristik einer Verdicht ers t ufe mit vers te llbarem Leitapparat ist in dimen
sionsloser Darstellung dreip aram etrig, wob ei z.B. eine Durchsatzzahl tp, eine mit der
Umfangsgeschwindigkeit gebildete Mach-Zahl M u und der Einstellwinkel des Leitrades
die maBgebenden Variablen sind . - Von einem allfa lligen EinfluB der Reynolds-Zahl ist
dabei ab gesehen. - Theoretisch wie experimentell wird man sich daher auf einen verhalt 
ni smallig engen Bereich von Parameterkombinationen beschranken mii ssen , was urn so



112 13 Regelung der Turbokompressoren

eher gelingt, als praktisch auch bei weitem nicht aIle denkbaren P arameterkombinationen
von Interesse sind .

Abb. 13.4.1 zeigt beispielsweise die Charakteristik einer Axialoerdicluerstufe mit ver 
stellbarem Leitrad. Dabei ist vorausgesetzt, daB die Stufe unter Repetierbedingungen
arbeitet. Die Definitionen sind

1 p,

tp = 2" J v dp,
uNp,

13.4(1)

1,41,20.80.60.4
OL----L._---'-_-'"-----'---'L.-l..._....IL.._L-----1_-'-_...l....><_L-_ _

0,6

0.8

0.4 -

0.2 -

Abb, 13.4.1. Axialverdichter.Repetierstufencharakterist iken Iur verschiedene Leitrad einstellwinkel Ym

und da Cl = C3' ist auch ql = q'J; die Ci sind im Euler-Radius zu bilden. Mit Ym ist del'
Leitrad einstellwinkel an einer ausgezeichneten St elle (z.B. im AuBenradius) bezei chnet,
vgl. Abb. 13.4.1. Das Diagramm gilt fur feste geometrische Proportionen (Durchmesser
verhaltnis Y = DsIDN , Erstreckungsverhaltnisse l ' [e' , l"ls" del' Schaufeln, Schaufelspiele)
und fur eine best immte Mach-Zahl , In del' Regel wird als Mach-Zahl derjenige Wert
gewa hlt , von dem an abwarts del' Mach-Zahl-EinfluB verschwindend klein wird. Dann
genugt es, fur hohere Mach -Zahl en Korrekturen L1 rJp und L1 tp anzugeben, die zu den Wer
ten gema B den Kurven zu addieren sind.

Die Charakterist ik einer Repetierstufe, an del' eine Mach-Zahl -Korrektur angebracht
wird, gehar t von vornherein dem zweiten del' beiden Typen an , die in Bd. I , Abs chn. 9.2
auseina ndergehalten sind. Sie beschreibt also das Verh alten einer Schar geomet risch ver
wan dter Stufen , denn bei variierender Mach-Zahl sind Repeti erbedingungen nul' einzu
halten , wenn man die Meridianbegrenzungen ents prechend an pallt . Gegebenermalsen wird
man eine solche Charakterist ik auch ausdehnen auf andere geomet rische Proportionen ,
also VOl' allem andere Y . Man erha lt dann also einen Satz von Diagrammen del' Art
Abb . 13.4.1, eines fur jedes Durchmesser verhaltnis Y . Irn Computerprog ra mm werden also
z.B. die Koeffizienten der Polynome, durch die man die tp- und rJp-Kurven darstellt, selbst
Funktionen von Y. Aulserdem kann man noch Korrekturen L1 tp und L1 rJp beifiigen fur
geanderte l 'is', l " is" und Schaufelspiele .

Aufgrund solcher Unterlagen kann nach dem unter 11.10 angegebenen Verfahren
irgendein Betriebszustand nachgerechnet werden, denn gibt man sich etwa den Eintritts
zustand, den Massenstrom, die Drehzahl und schreibt zudem die Ym del' sa mtlichen ver
stellbaren Leitreihen vor (nicht notwendig sind alle Leitrad er verste llbar) , so ist man ein
deutig auf einen Endzustand gefuhrt. Wird ein bestimmter Enddruck vorgesc hrieben,
so sind die Ym zu vera ndern, bis er erreicht wird. Diese Untersuchung ist im allgemeinen
au szuf iihren fur eine Anzahl von Betriebszustanden , die das verla ngte Gebiet der Betriebs-
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bedingungen umspannen . Offensichtli ch hat man dab ei eine gewisse Freiheit, denn man
kann die Folge del' einander zugeordneten Ym del' einzelnen Stufen noch wahlen , vgl. [7, 8].
Das einfachste Geset z besteht darin, die Einstellung aller Leitrader gleich zu wahlen ,
abel' es ist nicht notwendig das zweckm alligste. Durch die Gestalt ung des Verstellmechani s
mus kann man bis zu einem gewissen Grade beliebige Zuordnungen del' Ym del' einzelnen
Stufen erreichen. Bei del' Anordnung nach Abb. 13.4.2 ergibt sich z.B . fiir eine gegebene
Verschiebung des Stellkorpers S die graBte Leitradverstellung in del' erste n, die kleinste
in del' vierten Stufe. Es best eht abel' noch eine zusatzliche Freiheit, denn die Kinematik
des Mechanismus ordnet ja nul' die Ym-Verschiebungen eina nder zu . Einer festen Lage
von S konnen immer noch verschiedene - allerdings einmal gewahlte - Ym zugeordnet
sein. Welches die zweckm aliigste Losung ist , kann nicht in allgemeiner Weise angegeben
werden. Man muB vielmehr die maBgebenden Betriebspunkte untersuchen, die del' Ver
braucher fordert und so dureh versuehsweises Nachrechnen und Andern die optimale
Losung finden . Dabei wird ste ts aueh die Lage del' Stabilit atsgrenze, die etwa naeh
Absehn. 11.11 abgeschabzt werden kann , eine maBgebende Rolle spielen .

Abb. 13.4.2. Schemat ische Darstellung eines
Verst ellmechan ismu s fur Leitrader

13.4(3)

c =~} sin /X}'

2 ] "CI -_ _ " - 1

2rJe .

Es mag iiberrasehen , daB hier die Stufeneha ra kteristik des zweiten Typs (die also
nieht feste geomet risehe Proportionen voraussetzt) benutz t wird zur Naehreehnung eines
Betriebszustandes in einer gegebencn Masohine. E s liegt dies daran, daB man sieh auf
Bereehnungsunterl agen abstiit zen will , die fur den betreffenden Stufentyp und nieht nul'
fiir den jeweils vorliegenden Einzelfall Giiltigkeit haben . Den F ehler , del' dureh die Vor 
ausset zung del' R epeti erbedingungen ents te ht , gleieht das R eehenverfahren naeh 11.10
naherungsweise au s dureh Einfiihrung del' Gesehwindigkeitskorrektur naeh Gl. 11.10(3)
und des aquivalenten (jJ naeh Gl. 11.10(8).

Grundsatelich genauer , ab el' aueh aufwendigcr ist eine radweise Naehreehnung eines
Betriebszustandes nach 11.6. In den dureh Gl. 11.6(7) sy mbolisierte n Funktionalzusam
menhangen tritt dann als zusatzliche un abhangige Variable noeh del' Leitradeinstell
winkel Ym auf. Wiederum sind solehe Naehreehnungen gegebenenfalls mit geanderte n Ym
zu wiederholen, bis del' geforderte Enddruck erreicht wird. No eh weitel' gehen Rechen 
programme, die fur den jeweils zu un tersuehenden Betriebszustand die raumliche Stro
mung nachrechnen, vgl. [5, 6].

Das Verfahren del' radweisen Nachreehnung nach 11.6 ist ohne weiteres aueh anwend
bar auf den Radialverdichter. WiI'd ein einste llbares Vorleit rad verwendet , so bestimmt
dessen Stellung den in die R eehnung eingehenden Winkel e., und mit den iibrigen Gegeben
heiten zusammen aueh den mit 1 bezeichneten Eintrit t szustand. ' Venn Q } del' R ing
querschnitt VOl' dem Laufrad und 17e del' Einlaufwirkungsgrad ist (del' die Verluste im
Vorlei trad umfaBt ) und del' hochgestellt e Index 0 den Totalzustand VOl' Stufe kennz eich 
net, sind die maBgeb enden Gleichungen

1iL (x - l )j)1h
en} = -- = -'-------:;:-:;....;....-

Q} (II xp lQ }

2 [• ' 0 c} 1)1 1JI = J - - , - =
2 Po
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Aus der Geometrie des Eintrittsdreieckes folgt auch

cot <Xl = Ul - Cnl cot (31 = 1 - (Cnl!Ul) cot (31. 13.4(4)
Cnl (Cnl!Ul)

Will man also das Vorleitrad gerade so verstellen, daB der relative Zustromwinkel (31 zum
Laufrad unverandert bleibt, so gibt diese Gleichung den Zusammenhang zwischen (Cnl!Ul)

und <Xl'

Die Nachrechnung irgendeines Betriebszustandes eines mehrstufigen Radialverdichters
mit verstellbaren Vorleitrandern oder Diffusorschaufeln kann auch mit Hilfe von Stufen
charakteristiken erfolgen. Auch diese haben den Charakter von Kurvenscharen mit einem
Einstellwinkel als Parameter, ahnlioh wie Abb. 13.4.1, nur setzen sie nicht Repetier
bedingungen voraus, sondern feste geometrische Proportionen. Der Mach-Zahl-EinfluB ist
dabei in der Regel erheblich und wird z. B. so beriicksichtigt, daB die Koeffizienten der
Polynome, die die Kurven darstellen, Funktionen der Mach-Zahl sind. Das Nachrechnungs
verfahren fur die mehrstufige Maschine ist darum gegebenermaBen das in Bd. I, Abschn.
9.17 dargestellte.

13.5 Pumpverhtitungsregelung

Regeleingriffe zur Verhutung des Pumpens sind das Abblasen, das Zwischenabblasen
und gegebenenfalls auch die Leitschaufelverstellung. Ob solche Mittel in einem gegebenen
Fall notwendig sind und wie die Disposition zu treffen ist, wurde letztlich eine genaue
Nachrechnung der kritischen Betriebszustande zeigen, die radweise oder mit Stufen
charakteristiken erfolgen konnte. Da solche Rechnungen aber aulserst aufwendig sind und
oft fur mehrere Varianten und Parameterwerte durchgefiihrt werden miiBten, besteht
das Bediirfnis nach einem einfacheren Verfahren, das die wesentlichen Zusammenhange
richtig erfaBt. Damit kann im Einzelfalle die zu treffende Losung festgelegt werden, und
die genauere Durchrechnung kann sich auf die Einzelheiten der definitiven Ausflihrung
beschranken, Nachfolgend wird ein solches Verfahren entwickelt.

Fur die Enthalpiezunahme ilha w von Eintritt erste Stufe bis Austritt letzte Stufe
lassen sich die beiden folgenden Beziehungen angeben :

ZlpU2 (n-l )
Llha w = -=-, Llha w =ja II---n - 1 . 13.5(1)

'Yjp

Hier sind z die Stufenzahl, 1p, tip und u Mittelwerte der polytropen Druckzahl, des poly
tropen Wirkungsgrades und der Umfangsgeschwindigkeit (der Polytropenexponent ist
entsprechend dem Wert von tip einzusetzen) . Wenn Index Eden Zustand vor Eintritts
stutzen, A denjenigen nach Austrittsstutzen und 0 den Auslegungszustand kennzeichnen,
mogen folgende GraBen eingeflihrt werden:

II =Pw
- Pa'

13.5(2)

n* =~lP~o,
no s:

t :

n~ =~lP~o,
no JE

'lfJ' 'lfJ!'lfJo'

13.5(3)

13.5(4)

Nun sollen zunachst die beiden Ausdriicke 13.5(1) einander gleichgesetzt und die so ent
stehende Gleichung durch die entsprechende, fiir den Auslegungspunkt angeschriebene
dividiert werden. Daraus erhalt man

n-l (n-l)
II n _ 1 =?p' n*2 IIon - 1 . 13.5(5)
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Vereinfachend sind hier die Unterschiede der polytropen Wirkungsgrade und mithin der
Polytropenexponenten vemachlassigt.

Die Enthalpieabsenkung im Einlaufstutzen ist gegeben durch:
• 2 22 22 22'

J", = 1 _ ~ = 1 _ tp",U", = 1 _ tp",oU",o (tp",) (U"') (JEO)
jE 2jE 2jE sin 2

<X l 2jEO sin2<Xl tp",o u"'o \jE .
Mit

13.5(6)

13.5(7)

geht dies iiber in

j ", - 1 - k m '2n*2• - "''1'''' E'JE
Ebenso kann der Ausdruck, der die im Diffusor umgesetzte Energie darstellt, namlich

ADC~ ADtp~OU~O (tpw)2 (Uw)2 (jwo)
2jw = 2jwo sin 2<xs tpwO UwO i.!'

mit der Abkiirzung

13.5(8)

13.5(9)

13.5(10)

durch die Form

A])C~ = k (IIo)n~l '2 *2
2 ' w II tp nJw

wiedergegeben werden, wobei AD der Diffusorumsetzungsgrad ist. Der Ausdruck, der die
Druckverhaltnisse II enthalt, riihrt daher, daB n* mit dem j", gebildet ist, wahrend hier
die i: maBgebend sind.

Die tp: und tp~, die hier auftreten, sind iiber Kontinuitatsgleichung und Polytropen
gesetz miteinander verkniipft. Es ist

mit dem Polytropengesetz also
1

QwtpwuwIIn = Q",tp",U",.

Wenn diese Gleichungen durch die ihr gleiche im Auslegungspunkt dividiert werden, folgt

r , (flo).!.tpw = tp'" II n.

Weiter ist noch eine Angabe zu machen iiber den in 13.5(5) einzufiihrenden Mittelwert :;P'
Hier macht die Theorie ihre wesentliche vereinfachende Setzung. Es wird angenommen,
daB fur die betrachtete Schaufelung die Stufencharakteristik im Mittel durch eine Funk
tion "p' = f(tp') wiedergegeben werden kann. Alsdann wird der maBgebende Mittelwert
durch

13.5(11)

angenahert.
Als charakteristische Durchflulsgrolie des Verbrauchersystems werde

(/J = mpAO 1/!v 13.5(12)
mOPA VJvo

eingefiihrt. Dabei ist jv die fur das DurchfluBverhalten des Verbrauchers maBgebende
Normalenthalpie, also z.B. bei einer Gasturbine cpT, wo T die Turbinen-Eintrittstempe
ratur ist. Bei Verbrauchern, wo das Fluid ohne weitere Veranderung einem druckauf
zehrenden Prozef zugefiihrt wird, ist jv mit jA identisch. Allgemein werde gesetzt

i, = AjA, jvo = AojAO' 13.5(13)
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Wenn man noch beachtet, daB

m
mo

13.5(14)

13.5(15)

13.5(16)

in 13.5(12) die PA durch P", und lId ausdriickt und jA aus dem Polytropengesetz, folgt
schlieBlich die nachstehende Gleichung 13.5(22).
Damit konnen nun die samtlichen Relationen angegeben werden, in der Reihenfolge ihrer
Benutzung im Rahmen des Berechnungsverfahrens :

*2 _ (1 - k",) n~2
n -1 k '2 *2'- ",rp", nj<;

[
k '2 *2] "P", = 1 _ o/p", n E "- 1 ,

PE n,

, ,(lIo).!.rpw = rp", II n,

13.5(17)

13.5(18)

-,
'ljJ 13.5(19)

[ (
II )n-l ]":~ = 1 + i; d --n rp;;n*2 i<=l, 13.5(20)

II - lIP", PA
EA - --,

PE Pw
13.5(21)

13.5(22)

13.5(24)

13.5(23)

Dabei ist n«der Einlaufwirkungsgrad und LlJ",w der in Gl. 13.5(11) auftretende Integral
ausdruck. In Abb. 13.5.1 ist eine normierte Stufencharakteristik der Form 'ljJ' = f(rp ') dar
gestellt, wie sie fur Axialverdichter typisch ist. Das Bild zeigt weiter die Integralfunk
tion J . Fiir gegebene rp: und rp~ laBt sich aus dieser Kurve LlJ",w wie angegeben entnehmen.
- Die Rechnung geht aus von einem gegebenen n~ und einem gewahlten Wert rp: . AIs
dann liefern die Gleichungen der Reihe nach je die links stehende GroBe, wobei die Gruppe
13.5(17)-(19) durch Iteration oder Interpolation zu losen ist, da ja liJ' erst durch die
letzte dieser Gleichungen bestimmt wird.

Ist die Rechnung so durchgefiihrt, so ist zu priifen, ob das gefundene (/J tatsachlich
den DurchfluBeigenschaften des Verbrauchers entspricht. Diese Eigenschaften miissen fur
den jeweiligen Verbraucher gegeben werden. Haufig laBt sich das Verhalten des Ver
brauchers durch eine der beiden nachfolgenden Idealisierungen beschreiben. In einem
Fall zeigt der Verbraucher das Verhalten einer einzelnen Duse. Dann gilt, wenn IIEAO

iiber dem kritischen Wert (Schalldruckverhaltnis) liegt,

(/J = l/(~~=(i)~, wenn «.. < (" t 1)"~"
)(+1 )( + 1

()( + 1)-"(/J = 1, wenn IlEA > -2- "-1 ,
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Im anderen Fa11e hat der Verbraucher das Durohflullverh alten einer grofJen Zahl auf ein 
anderfo lgender Querschnitt e, d .h . er befolgt das K egelgesetz der vielstufigen Turbine. Dann
gilt

13.5(25)

o
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Abb, 13.5.1. Normierte Axialverdiehter-Stu
fencharakteristik 1p' = !(Ip') und zugchorige

Integralfunktion

F alls nun das aus 13.5(22) berechnete (/J nicht mit dem durch die Verbrauchereigenschaften
gegebenen Wert iibereinstimmt, so ist auf rp: zuruokzugreifen und die Re chnung zu
wiederholen, wenn der Betriebszustand wirklich berechnet werden soll , Handelt es sich
aber nur darum, festzuste11en , bei welchem n; die Stabilitatsgrenze erreicht wird, so ist
folgendes Vorgehen moglieh. Man fiihrt die Re chnung fiir immer kleinere n; durch und
wahlt jedesmal das kleinste rp:, bei dem die Stabilitatsgrenze gerade erreicht ist. Nach
vorsichtiger Annahme ist dies der rp' -Wert der Stabilitatsgrenze S der Einzelstufe (vgl.
Abb . 13.5.1). So liefert Gl. 13.5(22) schlieBlich fur jedes n; ein (/J. Solange dieser Wert
kleiner bleibt als der vom Verbraucher geforderte, ist der Betrieb noch stabil, denn man
miilite ja rp: vergr ofsern , urn Ubereinst immung herzu ste11en . Bei dem n;, wo (/J den Soll
wer t annimmt, ist die Stabilitatsgrenze erreicht. Das Ergebnis hangt offensichtli ch ab
von der Annahme iiber ¥;,/Ilo, was aus dem Betriebsverh alten des Verbrau chers zu schlie
Ben ist. Gegebenenfa11s kann der Ausdruck auch ersetzt werden durch einen Faktor, der
den Wid erstand des Verb ra uchers kennzeichn et und vom Betriebszust and abhangt (z.B .
Charge eines Ho chofens).

Wenn nun n; un ter den Wert abgesenkt wird, bei dem die Stab ilitatsgrenze erreicht
wird, erhalt man aus Gl. 13.5(22) ein grolleres (/J als es dem Verbrauchergesetz entspricht,
obwohl fur rp: der kleinst mogliche Wert eingesetzt wird . Das bedeutet, daB abgeblasen
werden mull , um den stabilen Betrieb des K ompressors zu sichern. Wenn (/J' der Wert
ist, den man aus Gl. 13.5(22) berechnet, (/J" derj enige, der dem Verbrau chersystem ent 
spricht - z.B. nach Gl. 13.5(25) - so ist das Verha ltnis des abzublase nden Massenstromes
rnazum Gesamtmaasenstromei

13.5(26)
(/J'm

ffi ' _ ffi "

~a = _'1"-"77"""'1"-



118 13 Regelung der Turbokompressoren

13.5(27)

13.5(28)

womit der natige Ventilquerschnitt berechnet werden kann. Man wird solche Ventile im
allgemeinen nur offnen oder schlieBen, nicht aber regeln. Ist der Querschnitt grolser als
notwendig, so lii-uft die Maschine mit einem graBeren 'P: als der Stabilitatsgrenze ent
spricht.

Bei vermindertem nJiJ kann die Rechnung dadurch versagen, daB die Gleichungsgruppe
13.5(17)-(19) iiberhaupt keine Losung mehr zulaBt. Dann ist die Instabilitat nur durch
Zwischenabblasen oder Leitradverstellung zu vermeiden,

Der Fall der Zwischenabblasung kann folgendermaBen behandelt werden. Der Ver
dichter wird in zwei Stufengruppen eingeteilt. Die erste, durch Index 1 gekennzeichnet,
reicht bis zur Abblasestelle, die zweite - Index 2 - von der Abblasestelle bis zum Ver
dichterende. Der Satz der Gleichungen, aus denen in der angegebenen Reihenfolge jeweils
die links stehende GraBe bestimmt wird, lautet :

*2 (1 - k,,) n~2
n l = 1 k '2 *2'- ,,'P"lnE

[
k '2 *2] ,.P<X1 = 1 _ ,,'PaInE i<=T,

PE t]e

, r (II02).!.'Pw2 = 'P,,2 II
2

n,

PA _ [1 + k (IIo2)n~1 m'2 n*2],.': 1
P

- W II or w2 2 ,
w2 2

13.5(29)

13.5(30)

13.5(31)

13.5(32)

13.5(33)

13.5(34)

13.5(35)

13.5(36)

13.5(37)

II II II P"l PA
EA = I 2--'

PE Pw2
13.5(38)

13.5(39)

Die Rechnung verlauft so, daB man sich n;, 'P:I und 'P:2 gibt und so durch die Gleichungen
hindurchgeht wie im vorherigen FaIle, wobei am SchluB <P erhalten wird. Ist dieses grolser
als der vom Verbraucher gegebene Wert, so muB au ch noch nach dem Verdichter ab
geblasen werden, vgl. Gl. 13.5(26).
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Man wird diese Rechnung vor allem fur einen kleinsten Wert der Drehzahlvariablen n;
von etwa 0,5-0,6 durchfuhren, denn bei noch kleineren Werten werden die Beanspru
chungen so niedrig, daB selbst rotierendes AbreiBen zugelassen werden kann, um so mehr
als solche Betriebszustande nur kurze Zeit andauern. Messungen geben dann iibrigens
keine scharfen Signale mehr, sondern nur noch eine gewisse Unruhe des Betriebszustandes.
Fiihrt man die Rechnung fur dieses kleinste n; durch mit den Minimalwerten von rp:l
und rp:2' die der Stabilitatsgrenze entsprechen, so erhalt man den Betriebszustand, der
die Querschnitte der Abblaseventile festlegt , denn fur jedes hohere ni: entstehen giinstigere
Verhaltnisse, Die Drehzahl nj; von der an aufwarts ohne Abblasung gearbeitet werden
kann, bestimmt sich wiederum wie im zuvor behandelten Falle. - In sinngemaBer Er
weiterung sind auch Anordnungen mit mehrfacher Zwischenabblasung berechenbar.

Das Verfahren kann auch die Lcitradverstcllung mitberiicksichtigen. In diesem Falle
ist lediglich die normierte Stufencharakteristik zu ersetzen durch die erweiterte Form

13.5(40)

Hier ist Ym ein charakteristischer Leitradeinstellwinkel, z.B . derjenige der ersten Stufe,
dem die anderen in gesetzmaBiger Weise zugeordnet sind. Die Charakteristik reprasentiert
dann mit tlere Verhaltnisse iiber die samtlichen Stufen. Sie ist eine Kurvenschar der in
Abb. 13.5.2 dargestellten Art. Indem man die so erweiterte Charakteristik in die ange
gebenen Berechnungsgange einfuhrt, hat man Ym als frei wahlbaren Parameter zur Ver 
fUgung und kann Berechnungen mit verschiedener Parameterwahl ausfuhren, um giinstige
Losungen aufzufinden. So kann z.B. auch der Fall behandelt werden, wo eine erste Stufen
gruppe verstellbare Leitrader besitzt, eine zweite feste. Es ist dabei die Gleichungsgruppe
13.5(27)-(39) heranzuziehen, wobei Index 1 jetzt auf die Gruppe mit verstellbaren Leit
radern verweist. Ohne Abblasung ist dabei einfach zu setzen rp:2 = rp~l '

Die Einfachheit dieses Verfahrens, das in naheliegender Weise den jeweiligen Besonder
heiten angepaBt werden kann, erlaubt mit malsigem Rechenaufwand die Variation solcher
Parameter wie die Lage einer Zwischenabblasestelle oder die Leitschaufeleinstellung und
laBt die maBgebenden Zueammenhange unmittelbar in Erscheinung treten.

Abb . 13.5.3 gibt einige Resultate so durchgefUhrter Rechnungen wieder, bei denen die
Stufencharakteristik nach Abb. 13.5.1 zugrundegelegt ist. Dargestellt ist in Funktion des
Auslegungsdruckverhaltnisses IIEAo die relative Drehzahl ni:, bei welcher der Verdichter

1p'

1,5

~'
o"------',--..l.----->,----\---'------''t------,

]

0.6

1,0

0.5

Abb. 13.5.2. Normierte Stufeneharakteristik und Inte
gralfunktion J fUr Stufe mit verstellbarem Leitrad.

Ym = Leitradeinstellwinkel 'P'
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an die Stabilitatsgrenze kommt, wenn die Verbrauchercharakteristik dem Kegelgesetz
entspricht und wenn der fiir die Stabilitatsgrenze kennzeichnende Wert q;: = 0,7; 0,8
oder 0,9 betragt. Wie der Vergleich mit Abb. 13.5.1 zeigt, werden mit q;: = 0,9 in keiner
Stufe die Bedingungen erreicht, bei denen sie fiir sich allein genommen instabil wiirde.
Die Annahmen q;: = 0,7 oder 0,8 setzen hingegen bei der zugrundegelegten Kennlinie
Abb. 13.5.1 voraus, daB einzelne Stufen links des Punktes S arbeiten, also durch die
anderen stabilisiert werden miissen.

Aus Abb. 13.5.3 ist weiter noch das Druckverhaltnis IlEA zu entnehmen, das der Ver
dichter erzeugt, wenn er mit dem Grenzwert von n1J (also an der Stabilitatsgrenze) lauft.

12 f-- t--- t---t---t---t-- -v-1

10 f--t--- +-- +--+-

t 8

~ 6 1---+--+--r-..+7'''----t-;,''''''-+-- __t_

I
cp~ =0.9

1/
10-'" 0.8

~
I--

0.7

/ V-I--

-:
V

/

I-
-_.- - .-

w

0,1,

0.9

0.8

0.5

I, 6 8 10 12
" EAO-

II, I, 6 8 10 12
n EAO-

II,

Abb.13.5.3. Grenzdrehzahlparameter n'k, von dem an abwarts die Pumpverhiitungsregelung einsetzen muf
und Druekverhaltnis n;A, das bei diesem n'J? erreicht wird. Vorausgesetzt ist die cfl-Funktion nach Gl. 13.5(25)

und ;'/)'0 = 1

Wie das Diagramm zeigt, miissen bei allen einigermaBen groBen Auslegungsdruck
verhaltnissen Mittel zur Pumpverhiitung (Zwischenabblasen undjoder Schaufelverstellung)
vorgesehen werden, die bis zu verhaltnismabig hohen Drehzahlen in Aktion bleiben
miissen . Wenn man nun annimmt, daB etwa n* = 0,6 der Grenzwert sei, unterhalb dessen
eine Oefahrdung der Maschine nicht mehr zu befiirchten ist, so geht aus der Untersuchung
hervor, daB bei den vorausgesetzten Charakteristiken von Stufe und Verbraueher Kon
struktionsdruckverhaltnisse von 2,5 bis hochstens etwa 3,3 ohne besondere Pumpver
hiitungsmittel beherrschbar sind.

Wenn verstellbare Leitrader nur zur Verhiitung des Pumpens beim Anfahren vor
gesehen werden, so ist das Verstellgesetz so zu wahlen, daB bei verminderter Drehzahl
das Leitrad der ersten Stufe stark zugedreht wird, wahrend die Verstellung der nach
folgenden Leitrader von Stufe zu Stufe schwacher sein muB. Von einer gewissen Stufe an
sind feste Leitrader anzuordnen, da ja die letzten Stufen beim Anfahren meist sogar mit
sp' > 1 arbeiten.

Man beachte, von welchen Primarimpulsen eine Pumpverhiitungsregelung ausgehen
muB. Nach den Ausfiihrungen unter 13.2 hangt. rfJ eindeutig zusammen mit 7tE = P",!PE'
Dieses Druokverhaltnis und IlEA = PA!PE miissen also gemessen werden. Da die Pump
grenze durch IlEA = f(rfJ) dargestellt werden kann, geniigen grundsatzlich diese beiden
Messungen.
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14 Regelung der Gasturbinen

14.1 Regeleingriffe

Bei sehr vielen Gasturbinen ist der einzige Regeleingriff die Einstell1lng der Brennstoff
zufuhr zur Brennkammer. Vor allem bei einweHigen Anlagen besteht im Normalbetrieb
iiblicherweise keine Notwendigkeit, irgendwelche weiteren Eingriffe vorzunehmen. Zwei
wellige Anlagen sind heute stets so geschaltet wie in Abb. 14.1.1 angedeutet, d .h . es sind
zwei hintereinandergeschaltete Turbinen vorgesehen (baulich zu einer Einheit vereinigt),
wobei die HD-Turbine den Verdiohter, die ND-Turbine den Nutzleistungsempfanger an
treibt. Dabei kann es sieh als wiinschenswert erweisen, den Zwischendruck zwischen HD
und ND-Turbine zu beeinflussen, was durch ein ierstellbares Leitrad am Eintritt in die
ND-Turbine geschehen kann, vgl. Abb. 14.1.2. Durch Offnen des Leitrades wird die
Schluckfahigkeit der ND-Turbine erhoht, ihr Eintrittsdruck also unter sonst gleichen
Bedingungen herabgesetzt. Die damit gegebene Vergrolierung des Gefalles der HD
Turbine bewirkt, daB sich die Drehzahl der Verdichtergruppe auf einen hoheren Wert
einstellt. Es werden daher Luftdurchsatz und Hoehstdruck vergrollert und im Verein mit
der entsprechenden ErhOhung der Brennstoffzufuhr die Leistung. - Oft geniigt es auch,
das erste Leitrad der ND-Turbine so auszubilden, daB es im Stillstand eingestellt werden
kann. Man kann sich so den mittleren klimatischen Bedingungen anpassen, in denen eine
Anlage arbeiten solI, und der Ausgleich von Fertigungsfehlern ist moglich .

Abb . 14.1.1. Schaltung einer zwei
welligen Gasturbine, 1 Verdichter,
2 Brennkammer, 3 HD-Turbine,
4 ND-Turbine, /j Nutzleistungsemp-

fanger
Abb.14.1.2. Verstellbares Leitrad an einer Gastur

bine von Sulzer

Moderne Gasturbinen arbeiten mit so hohen Druckverhaltnissen, daB die Axial
verdichter ohne Pumqroerhntunqsreqelunqen. nicht angelassen werden konnten, vgl. die
Ausfiihrungen in den Abschn. 11.7, 13.1 und o. Zur Vermeidung des Pumpens sieht man
das Zwischenabblasen zwischen einzelnen Stufen vor undjoder die Verstellumq der Leit
riider einiger Stufen am ND-Ende des Verdichters. Abb. 14.1.3 zeigt eine Gasturbine, bei
der beide Mittel angewandt sind. Bei Leitradverstellung kommt man naturgemaf mit

W. Traupel, Thermische Turbomaschinen  
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2001 
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einer kleineren Leistung del' AnlaBmaschine aus, als wenn man das gleiche durch Zwischen
abblasen zu erreichen sucht . Zweiwellenanlagen arbeiten bei Teillast mit verminderte r
Verdicht erdrehzahl. Dabe i kann von einem gewissen Betrieb szustand an ab warts Leit
schaufelverste llung notwendig werden .

Besonders giinst ige Verhaltnisse ergeben sich bei del' im Flugtriebwerkbau iiblichen
Anordnung mit zwei konz entrischen Wellen , bei del' je die HD- und ND-Laufer von
Turbine und Verdichter ein Laufersystem bilden. Abb. 14.1.4 gibt ein solches Zweistrom
triebwerk schematisch wieder , Del' aus ND-Turbine und ND-Verdichter bestehende Laufer
tragt an seinem vorderen Ende die Geblasestufe (,fan '), die den Zusatzluftstrom fordert.
Del' aus HD-Verdichtern und HD-Turbine aufgeba ute Laufer umgibt den Nfr-Laufer
konzentrisch und hat hohere Drehzahl als diesel'. Damit wird es moglich, Druckverhalt
nisse von etwa 35 zu erreichen . Nul' del' Hfr-Laufer muf angelassen werden, was auch
den Vorteil hat, daB sehr wenig Anlal3leistung gebraucht wird. Del' ND- Laufer folgt beim
Anfahren mit so viel niedrigerer Drehzahl, daB seine Verdichterstufen nicht ins Pumpen
kommen. Hingegen kann das Auslegungsdruckverhaltnis des HD-Verdichters allein so
hoch sein, daB dort die erste n Stufen verstellbare Leitrader erhalten miissen , wie in
Abb. 14.1.4 angedeutet.

Abb .14.1.4. Zweistrom-Strahl tri ebwerk. Rotorsystem besteht aus zwei mechanisch unabh angigen Teilen.
HD-Teil des Verdi chte rs hat vier Stu fen mit verstellbaren Leitschaufeln

Solche Zweiwellent riebwerke werden in abgewandelter Form auch als industrielle
Druckgaserzeuger verwendet, denen eine fur Generatorantrieb vorgesehene Gasturbine
nachgeschaltet wird. Es ents teht so eine Dreiwellenanlage. Abb. 14.1.5 ste llt einen solchen
Druckgaserzeuger dar . Gestrichelt ist die Luftfahrtv ersion angedcutet, aus del' die Kon
struktion abgeleitet ist. Das gesamte Druckverhaltnis ist etwa 16, so daB ohne verste ll
bare Verdicht erschaufeln auszukommen ist, da del' Verdichterrotor aus zwei mechanisch
un abhangigen Teilen besteht .

Das Anlassen del' Gasturbinen erfolgt oft direkt elektrisch, was allerdings den Nachteil
eines groBen Leistungsverbrauches hat, da del' El ektromotor wahrend des AnlaBvorganges
mit groBem Schlupf und dementsprechend schlechtem Wirkungsgrad arbeitet. Man kann
daher auch einen hydrauli schen Dr ehmomentwandler zwischenschalten oder einen volu
metrisch arbeitenden Hydraulikmotor als Anlasser verwenden, del' den Verdichter iiber
ein Getriebe an treibt, vgl. [6]. Del' Elektromotor kann dabei konstant mit seiner Normal
drehzahl durchlaufen. Urn vom Net z unabhangig zu sein, kann del' Elektromotor auch
durch einen schnellaufenden Dieselmotor ersetzt werden . Flugtriebwerke werden libel'
Winkelgetriebe von Luftturbinen aus angelassen , die ihrerseits die Druckluf t von Klein
gasturboaggregat en erhalten .
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Abb.14.1.5. Vom Strahltriebwerk "Spey" abgeleiteter Druckgaserzeuger (Luftfahrtvariante gestrichelt-ein
getragen). Rotorsystem besteht aus zwei meehanisch unabhangigen Teilsystemen. Diesem Aggregat wird ' die
Nutzleistung erzeugende Gasturbine nachgeschaltet, so daf insgesamt eine Dreiwellenanordnung entsteht

Besondere MaBnahmen sind u. U. erforderlich, wenn die Moglichkeit eines plOtzlichen
Lastabwurfs durch den Nutzleistungsempfanger gegeben ist, wie vor allem beim elektri
schen Generator. Nur die einwellige Anlage zeigt hierbei ein giinstiges Verhalten, denn
eine sofortige Verminderung der Brennstoffzufuhr geniigt, urn das Durchbrennen zu ver 
hindern. Sobald jedoch die Nutzleistungsturbine mechanisch unabhangig vom Verdiohter
lauft, muf dafur gesorgt werden, daB beim Lastabwurf nicht nur die Temperatur, sondern
vor allem auch der Druck vor dieser Turbine so rasch abfallt, daB eine unzulassige Dreh
zahlerhohung vermieden wird. Dazu kann es notwendig sein, Abblaseventile vorzusehen,
die eine rasche Absenkung des Hochstdruokes ermoglichen. Besonders kritisch ist der
Fall, wenn auf dem hochsten Druckniveau des Prozesses Apparate groBen Volumens vor
gesehen sind. Diese Situation ist gegeben bei Anlagen mit Warmeaustauschern (einer der
Nachteile dieser Prozellverbesserung l), aber auch z.B. bei solchen, bei denen der Brenn
stoff unter Druck vergast wird in einem in den GasturbinenprozeB integrierten Gas
erzeuger. In solchen Fallen ist eine mechanisch unabhangig laufende Nutzleistungsturbine
nicht zu empfehlen, da eine Sicherung gegen Durchbrennen bei Lastabschaltung nur mit
groBen baulichen Komplikationen erreichbar ware.

Einen Sonderfall stellt die qeschlossene Gasturbinc dar. Sie ist bis heute nur in wenigen
Fallen mit fossiler Feuerung eingesetzt worden, doch beabsichtigt man vor allem, sic
zusammen mit gasgekiihltcn Hochtemperaturreaktoren im Direktkreislauf zu verwenden,
wobei das Arbeitsgas Helium ist, vgl. z.B. [1-4]. Abb . 14.1.6 stellt Arbeitsschema und
Entropiediagramm dar. Die Leistungsregelung erfolgt primar durch Einstellung der
Warmeproduktion im Reaktor. Zugleich wird der Druckpcgcl im Kreislauf angcpaBt. Der
Hochstdruck wird proportional der Warmeproduktion eingestellt. Da aIle Maschinen mit
konstanter Drehzahl laufen, bleiben damit aIle 'I'emperaturen und aIle Druckoerhaltniesc
praktisch unverandert. Im Entropiediagramm stellt sich das so dar wie angedeutet; das
gestrichelte Diagramm entspricht einem Teillastzustand.

Zur Durchfiihrung dieser Pegelregelung sind ein H'D-Reservebehalter 1 und ein ND
Reservebehalter 2 vorgesehen, Bei Laststeigerung wird iiber das Ventil 3 Gas in den
Kreislauf eingefuhrt, wahrend bei Entlastung durch das Ventil 4 Gas in den Behalter 2
abgelassen wird. Da das Kreislaufdruckverhaltnis solcher Anlagen etwa 2-3 betragt,
sind Pumpverhiitungsvorrichtungen iiberfliissig. Hingegen mussen bei der Auslegung die
besonderen Sicherheitsbedingungen der Kernkraftwerke beachtet werden, vgl. etwa [5]
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Abb, 14.1.6. Schalt schema und Entropiediagramm einer geschlossenen Helium-Gasturbin e zur direkten Aus

nutzung der Warmeproduktion eines Hochtemperatur-Kernreaktors

14.2 Berechnung der Beharrungszustande

a) Allgemeines

Jeder m6gliche Beharrungszustand muB die folgenden Bedingungen erfiill en : Der
Massenst rom der Turbine muB gleich dem des Verdicht ers sein, unter Einrechnung der
Korrekturen fur Brennstoffmenge und Leckmengen und gegebenenfalls del' durch Abblase
ventile abgezweigten Teilmengen. Weiter gehorchen aIle Maschinen denjenigen Gesetz
maBigkeiten, die du rch ihre Charakteristiken (Kennlinienfelder) dargest ellt werden.
SchlieBlich muB die Bedingung des Leistungsgleichgewicht es an mechan isch una bhangig
vom Nu tzleistungsempfanger laufenden Turbogru ppen eingehalten sein . Die mathe
matische Formulierung diesel' Forderungen liefert ein System von Beziehungen, das die
samtliohen m6glichen Beharrungszustande fe3tleg ~ .

Da heute aIle Gast urbinen mit Kiihlung arbeiten, ist hier vorgangig zu prazisieren ,
was unter Turbineneintrittstemperatur und Turbinenwirkungsgrad verstanden wird . Die
Ei nt rittste mpera t ur ist die ideelle Temperatur, die entste ht, wenn man sich den H eiB
gasst rom VOl' del' Turbine mit dem gesamten Kuhlluftstrom gemischt denkt, also im Sinne
del' Ausfuhrungen in Bd. I , Abschn. 2.5. Die diesel' Temp eratur entsprechende Misch
ent halpie tritt implizite auch in Gl. 9.8 (18) auf. Del' Turbinenwirkungsgrad bestimmt sich
aus diesem ideellen Misehzustand am Eintritt und dem effekt iven Austrittszustand, wie
unter 2.5 definiert. - Es erhebt sich noch die Frage, ob del' so bestimmte ideelle Eintritts
zustand auch bei del' F ormulierung del' DurchfluBgesetze nach Abschn . 11 verwendet
werden darf. Das ist mit groBer Genauigkeit del' Fall. Die absolute Mischternperatur ist
in der Tat nah ezu proportional del' absolute n HeiBgastemperatur, und da del' Massenstrom
umge kehrt proportional del' Wurzel aus del' absoluten Temperatur ist , entste ht kein fuhl 
barer Fehler, wenn man in das DurchfluBgesetz die Mischtemperat ur einsetzt.

Nachfolgend werden die wicht igsten, z.T. friih er schon angegebenen allgemeinen Rel a
tio nen und Definitionen zusammengestelIt , wobei die Indices lX und w fur die Nummern
del' jeweiligen Zustandspunkte am Ein- und Austrit t des betreffenden Aggregat es stehen.
F ur Verdicht ungs- und Entspannungevorgange ist

T =(T~ + T~) / 2 , 14.2(1)

Hier entspricht CpE del' Umgebungste mperatur T E del' Luft (zugleich Totaltemperatur
am Verdichtereintritt). Ein ahnlicher y-Wert wird fur die Brennkammer definiert durch

_ (1 + fJ) h(Tw' x ) - h(T"" 0)
y = (1 + fJ) cpE(T w - T ",) ,

14.2(2)
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wobei x der Gehalt des Verbrennungsgasgemisehes an stochiometrischem Verbrennungs
gas ist und {J das zugehOrige Brennstoff-Luft-MassenverhiUtnis, vgl. Absehn. 2.3 (x = 0
entsprieht reiner Luft) . - Welter ist

R
XE = cp(T E ) '

x-I R
X = - - - = ---,

x cp(T )

Mit T~ als totaler Misehtemperatur Eintritt Turbine sei ferner

o T~/TE

das Temperaturverhiiltnis des Prozesses.
Fur den Verdichter werde geset zt

II = p~,fp~ ,

1
.Qv = - [IIX - 1] = IIx/~pv - 1,

'fJv

XE
X =-.
" y

14.2(3)

14.2(4)

14.2(5)

14.2(6)

wobei nv der isentrope, 'fJIJV der polytrope Verdiehterwirkungsgrad ist (mit Totalzustiinden
gebildet). Damit ergibt sieh die Differenz der Totalenthalpien (spezifisehe Arbeit) zu

wahrend da s Temperaturverh altnis der Verdiehtung

T~/T~ =.Qv + 1

betragt. Das Dureh£luBgesetz kann in der F orm

m. fli. p~ 1 /RoT~o
1/io = 'PP~o V RT2

14.2(7)

14.2(8)

14.2(9)

gesehrieben werden, wobei Index 0 auf den Auslegungspunkt verweist. Das Kennfeld
wird dabei in dimension sloser Form wiedergegeben dureh

wobei

(j) = P(II, n*) , 'YJpv = f(II, (j)) , 14.2(10)

14.2(11)

die Drehzahlvariable ist. Die zweite der GIn. 14.2(10) kann ebensogut auch fur nv an
gegeben werden, wenn man diese Darstellung vorzieht. Es sehiene naheliegender, den
Wirkungsgrad wie (j) in Funktion von II und n* anzugeben, doch hat die hier gewahlt e
Form den Vorteil , auch bei sehr steiler K ennlinie nicht auf numerische Schwierigk eiten
zu fuhren.

Damit daB in Gl. 14.2(9) und (11) unter der Wurzel noeh die Gaskonstanten als Fak
toren ers cheinen, kann au ch der Ein£luB der Luftfeu chtigkeit miteinbezogen werden. E s
ist Ro die Gaskonstante im Normalzustand, fur den man iibli oherweise trockene Luft
voraussetzt. Eine genaue Analyse des Ein£lusses der Feuchtigkeit gibt H eil [7]. E s geht
daraus hervor, daB hinreichende Genauigkeit erreicht wird, wenn man in der angegebenen
Weise die Gaskonstante in die Bildung der dimensionslosen GroBen einfuhrt.

Bei der Turbine sei

JT; = p~/p~

.QT = 'YJT [1 - JT;X] = 1 - JT;~pTX ,

14.2(12)

14.2(13)
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ist. Total-

14.2(14)

14.2(15)

wobei wieder 1]T del' isentrope, 1]pT del' polytrope Turbinenwirkungsgrad
enthalpiedifferenz und Temperaturverhaltnis sind

Llh~w =h~ - h~ = YCpET~QT '

T~/T~ = 1 - QT '

Das Durch£1uBverhalten laBt sich ebenfalls durch

~ = lJ>T P; 1/RoT~o 14.2(16)
mo p",o V RT",

wiedergeben, wobei nach den Ausfiihrungen unter 11.3 und 4 lJ>T(n , n;) oft folgende Dar
stellung erlaubt :

14.2(17)m. _ Ii E( ) _ Ii V(1 - nk)N - (n - nk)N
'PT - n - N Nlio lio (1 - nk) - (no - nk)

Hier ist nk das kritische Druokverhaltnis (Abb . 11.3.6), N del' aus dern Polytropen
exponenten gebildete Ausdruck (n + l)/n, fur den geniigend genau ein Festwert ein
gesetzt werden darf. Die maBgebende mittlere Schluckzahl Ii ist nach 11.3 naherungsweise
die Schluckzahl del' ersten Stufe (Index 1), d .h . es gilt

Ii ::::::i p,(v1)

wo VI die Laufzahl diesel' Stufe ist. Nach G1. 11.3(23) ist auch

14.2(18)

14.2(19)

n* - .!:. l/RoT~o 14.2(20)
T - no ~ RT2 '

womit lJ>T in del' Tat von diesel' Drehzahlvariablen del' Turbine abhangt. Nicht immer ist
allerdings die Darstellung nach G1. 14.2(17) moglich, sondern lJ>(n, n~) muB empirisch
oder durch direkte Nachrechnung einer groBen Zahl von Betriebszustanden gewonnen
werden, was fiir das Wirkungsgradgesetz

1] p1' =f(n, n~) 14.2(21)

(gegebenenfalls fur 1]T anzugeben) stets zutrifft.
Dber die Faktoren Y nach G1. 14.2(1) und (2), die einzufuhren sind, urn eine dimensions

lose Behandlung des Gasturbinenprozesses zu ermoglichen (siehe auch Bd. I , Abschn. 2.4),
orientieren Abb. 14.2.1-3. Abb .14.2.1 zeigt Yv fur die Verdichtung in Funktion des
Druckverhaltnisses FI fur die Anfangstemperaturen -10, + 15, +40 °0 . Sollte eine
dimensionslose Behandlung streng mogli ch sein, so miiBten die drei Kurven zusammen
fallen. Das trifft zwar nicht zu, doch sind die Fehler klein. Verwendet man etwa einheitlich
die fur 15 °0 giiltige Kurve, so wird bei 40 °0 und einem Druokverhaltnis 16 del' Fehler
in Yv 0,45%, und die Rechnung zeigt, daB dem eine Falschung del' Enthalpiedifferenz

Abb. 14.2.1. Verhaltnis der spezifischen War-
24 mekapazitat bei Verdiehtung yp in Funktion-

des Druokverhaltnisses II
208 12 16
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von 0,22% entspricht. -- Aus Abb. 14.2.2 ist YT fur die Turbine zu entnehmen in Funk
tion des Druekverhaltnisses n , der Eintrittstemperatur und der Gaszusammensetzung x,
wobei stets auf TE = 288 K Bezug genommen ist. Die Verhaltnisse sind hier noch gun
stiger, denn bei n = 0,0667 fiihrt z.B. 1% F ehler in YT auf 0,25% Fehler der Enthalpie
differenz, sofern X nach Gl. 14.2(3) dem YT korrekt angepaBt wird. Mit korrekten YT hab en
die Fehler gegenuber der exakten Rechnung, die keinen konstanten Isentropenexponenten
verwendet, bei n = 0,0667 die Grolsenordnung 0,1% . Da die Y nur wenig variabel sind
-- das gilt nach Abb. 14.2.3 auch fur y -- und kleine Abwei chungen von den wahren
Werten die ProzeBrechnung nur sehr wenig falschen, genugt es im praktischen F an e,
einfache Ndherungsansatze fur die Y in die Rechn ung einzusetzen oder sie gar kon stant
zu setzen.

Rechnerisch lassen sich auch diese kleinen Ungenaui gkeiten in folgender Weise ver
meiden, vgl. etwa M unzberg und Kurzk e [8]. Nach der Hauptgleichung der Thermo
dynamik wird fur die Isentrope und fur das ideale Gas

dh = vdp, 14.2(22)

J,2

u

I-- r,f=900 K -

- I- x= o~;::f--_
/' / V ~~
/' / V ~

,..-
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- I- x=0J.- ..,.....,
Vl---
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/ ,/'V "0 -

I

f-- r: = 73iO Kf-- f--

I-- - _ I
1---;=OJ-I--

1- -- --:::l--v/ -.>-r:~~
/' ...-- r-1=-v:..-- 0

L- r,!z; 7500K:-+--
/
~=0,5-

...- 0,4-
/ - 0,3_l-r -
,/'...-v 0,2

...-...- 0,7-
./ 0 1--

,/'
./

I--- - -

7,0
0,2 0,4 0,60 0,2 0,4 o 0,7 0,2 0,30 0,7 0, 2 0,3

7r-

Abb.14.2.2. Verhaltnis der spezifisehen Warmekapazitaten bei Ex pansion YT in Funktion der Anfangs
temperatur Tg, des Druckverhaltnisses n und der Verbrennungsgasgehalt es z; bezogen auf T E = 288 K
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14.2(23)

Von hier aus kann man sogleich zur Polytrope ubergehen. Nachfolgend wird jeweils links
die Gleichung fur die Verdichtung, rechts fur die Entspannung geschrieben.

cpdT 1 dp cpdT dp
RT 'YJpv p RT = 'rJPT p

Mit der EinfUhrung der Hilfsfunktion

T

=.!- j' cp(T) dT
1p -R T '

T,

14.2(24)

die, nicht sehr treffend, auch ,Entropiefunktion' genannt wird, ergibt sich damit die
Integraldarstellung

14.2(25)

Da mit einmal gewahlter Nullpunktstemperatur To die Funktion 1p(T), wie auch die
Enthalpie h(T) ein fur allemal berechnet und als Polynome dargestellt werden konnen,
ergibt sich daraus folgendes Verfahren. Ausgehend vorn Anfangszustand Po" TO' und vom
Enddruck Pw liefert 14.2(25) 1p(Tw), mithin T w und die zugehOrige Enthalpie hw. Ebenso
gut kann auch der umgekehrte Weg eingeschlagen werden, und selbstverstandlich gelten
die Relationen auch fur die Zustandsgr6Ben der 'I'otalzustande. Bei Anwendung auf die
Gasturbine miissen die 1p und h nicht nur in Funktion von T, sondern auch des Gas
gehaltes x vorliegen.

Das Verfahren hat den Vorteil, die klein en Ungenauigkeiten zu vermeiden, die mit
der Annaherung der Zustandsgesetze durch Potenzansatze gegeben sind. Hingegen erlaubt
es nicht die Angabe geschlossener Formeln und - eben weil es keine Vereinfachungen
macht - auch nicht die dimensionslose Darstellung. Diese letztere ist aber gerade bei der
Behandlung des Verhaltens unter geanderten Betriebsbedingungen dringend erwimscht,
weil sie die Anzahl der unabhangigen Variablen auf ein MindestmaB reduziert bei hin
reichender Genauigkeit. Auch die hohere Genauigkeit kann verlorengehen, wenn ein
starker FeuchtigkeitseinfluB hinzukommt.

In die ProzeBrechnung sind auBer dem Verhalten der Maschine auch die Druckabftille
in den Leitungssystemen, Brennkammern und gegebenenfalls im Wamieaustauscher ein
zufiihren. MaBgebend ist die Sum me der relativen 'I'otaldruckabfalle

8 = L; iJpO jpo . 14.2(26)

Die Druckabfalle treten z. T. beim hochsten Druckniveau auf. Da ungefahre Proportionali
tat zwischen dem H6chstdruck und dem Massenstrom besteht, bleiben in jenem Teil des
Systems die Str6mungsgeschwindigkeiten fast unverandert und damit auch die relativen
Druckabfalle. Umgekehrt andern sich auf dem Niveau des Umgebungsdruckes die Ge
schwindigkeiten etwa proportional dem Massenstrom, die Druokabfalle also proportional
dem Quadrat dieses letzteren. Das fuhrt auf folgende Setzung. Es sei 80 die Summe der
relativen Druckabfalle im Auslegungspunkt und zwar sei 8~ der Anteil, der bei Urn
gebungsdruck auftritt, 8~' der Anteil beim H6chstdruck. Wenn man alsdann setzt

e~ =f80, 8~' = (1 - f) 80' 14.2(27)

womit f definiert ist, so gilt fur abweichende Betriebszustande

14.2(28)

Hier ist vereinfachend der Massenstrom proportional II gesetzt. Im Gegensatz zum
Vorgehen bei systematischen ProzeBrechnungen, ist es hier nicht zweckmallig, die Ver
luste in den Stutzen der :NIaschinen in die 8 einzuschlieBen. Insbesondere die Austritts-
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diffusoren zeigen ein so kompliziertes Verhalten, daB es nicht durch di e Formel14.2(28)
wiede rgegeben werden konnt e und folglich in die Maschinenwirkungsgrade einzufiihren ist.

Bei Gasturbinen mit Warmeaustauschern wir d ferner der Rekuperatorwirkungsgrad 1],

vom Betriebszustand abhangen. Allgemein konnen Warmedurchgangszahlen proportional
R e1

-
m gesetzt werden, wobei der Exponent m meist zwischen 0,2 und 0,3 liegt. Da weit er

die Reynolds -Zahlen proportional m. sind , entsteht ein Gesetz der Form

1], ( rh) - m
1 - 1], ""' rho '

was mit rhlrno R:! FlIFlo a uf

fiihrt.

14.2(29)

b) Einwellige Anlage

Abb.14.2.4 zeigt schematisch die Schaltung und die Numerierung der Zustandspunkte.
Es ist

n = 1/(1 - e) Il , 14.2 (30)

6

Abb. 14.2.4. Schema und Numerierung
der Zustandspunkte fiir die einwellige

Gast urbine E

14.2(31)

und da die Turbineneintri t t st emperatur fJTE betragt, sind die charakteristischen Dreh
zahlvari ablen von T urbine und Verdichter

n*= .!!'- l/RoT EO ,
no . RT E

Die Masse nstrombedingung verlangt gleiches 1nlnio fur Turbine un d Verdichter , was so
formuliert werden kann, dall rh!1no nach Gl. 14.2(9) in (16) eingesetzt wird. Dies fiihrt auf

ifJ =PEOl i T E ifJT Po~ l/T~~ = (p~o) ( p~ ) l/fJo
ifJT '

PE T EO P40 T4 P40 PE fJ

Mit

(P~o) (P~) = (P~) (pg) (P~o) (P~o) = no 1 +~
P40 PE Ps PE Pso P40 n 1 + eo

und da e' = e~(FlIFlo)2 , geht dies iiber in

rti.(Fl *) _ 1 + e~ (FlIFlo)2 no 'l/fJo rti. ( *)
'P , n - 1 + e~ n ' fJ 'PT n,nT . 14.2(32)



132 14 Regelung der Gasturbinen

Fur die Durehfuhrung der Rechnung wird dies am besten in die Form

~ = [1 + e~(II/IIo)2 nO([>T(n, n;)]2
-&0 1 + e~ n([>(II, n*)

14.2(33)

gebracht . - Damit laBt sich ein Betriebszustand wie folgt bestimmen. Man gibt sich II
und n*. Damit liefern die GIn. 14.2(28) und (30) e und n , Aus den dimensionslosen Ver
dichter- und Turbinencharakteristiken folgen die ([> und ([>T , womit schlieBlich 14.2(33)
-& liefert. Die Re chnung erfolgt iterativ, da n; erst mit -& aus 14.2(31) bestimmt werden
kann, doch ist der Ein£luB von n~ auf ([>T so klein, daB sich Konvergenz sofort einstellt.
Das altere graphische Verfahren, bei dem die Schlucklinien der Turbine iiber das Ver 
dichterkennfeld gezeichnet wurden (Abb. 14.2.5), vernachlassigt diesen Effekt iiberhaupt.
Uber die numerische Wiedergabe der Maschinencharakteristiken vgl. etwa [8, 9]. ([>T kann
haufig durch die GIn. 14.2(17)- (19) wiedergegeben werden.

TJth

/0>:5,0
/ 4,5
/4,0
/15

A

iJ n*:1,05
WO

{fa - - - - - --- ---

~
ep 0 A

a b

II

Abb. 14.2.5. a) Schlucklinien der Turbine (Linien {} = const) cingctragen in Verd ichterkenn linienfcld, P Pu mp
grenze; b) Gesamtcharakterist ik einer einwelligen Gasturbinc in dimensionsloser Darstellung

Ist so der Betriebszustand gefunden, so foIgt der thermische Wirkungsgrad aus (vgl.
Bd. I , Abschn. 2.4)

17m(1 + (3) (1 - <5) -&yTQT - YvQv
17th = (1 + lX) (1 + (3) (1 - <5) y{-&[1 - 17r(1 - QT)] - (1 - 17r) (1 + Qv)} ' 14.2(34)

wobei die Maschinenwirkungsgrade zur Berechnung der Q aus den Charakteristiken
bekannt sind und 17r aus 14.2(29). Die GraBen lX und <5 beruoksichtigen Abstrahiung und
Leckverluste und sind oft vernaohlassigbar. Der mechanische Wirkungsgrad 17m ist so
definiert, daB der mechanische Verlust das (1 - 17m)fache der inneren Turbinenleistung
(nicht Nutzleistung !) ist . Mit 17r = 0 erhalt man den Fall ohne Warmeaustauscher. Die
Nutzleistung ist

14.2(35)

Wenn man diese Gleichung dividiert durch die entsprechende, fur den Auslegungspunkt
angeschriebene und das dann auftretende m/mo noch durch den Ausdruck Gl. 14.2(9)
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14.2(36)

14.2(37)A = tP 17m(l + (J) (1 - b) {)YTQT - YvQv
- 17mo(l + (Jo) (1 - bo) {)oYTOQTO- YvoQvo

A ist offensichtlich nichts anderes als das Leistungsverhaltnis beim festen (dem Normal
punkt zugrundegelegtem) Umgebungszustand.

Wenn diese Rechnung fiir eine groBe Zahl von Variablenpaaren II und n* durch
gefiihrt wird, erhalt man das Feld der Betriebszustande, und da zu jedem Betriebszustand
auch {) bestimmt ist, kann man 17th und A auch in Funktion von {) und n * darstellen .
Eine besonders anschauliche Darstellung entsteht, wenn man A und n* als unabhangige
VariabIen wah lt und 17th und {) in Funktion von diesen auftragt. Man erhalt ein Diagramm
des in Abb. 14.2.5 veranschaulichten Typs, das die vollstandige Information iiber das
Verhalten unter geanderten Betriebsbedingungen enthalt. - Gibt man sich etwa den
Umgebungszustand, die Drehzahl (z.B . feste Syn chrondrehzahl) und die geforderte Lei
stung , so hat man aus der ersten der GIn. 14.2(31) n*, aus 14.2(36) A , somit also aus dem
Diagramm 17th und {) und kann auch aus 14.2(4) die Turbineneintrittstemperatur berech
nen, bei der die geforderte Leistung erreicht wird. - Auch die Frage des Klimaeinflusses
auf Leistung und Wirkungsgrad laBt sich damit beantworten, denn schreibt man sich die
dauernd zulassige Hochsttemperatur vor, so erhalt man in Funktion des Umgebungs
zust andes die erzeugbare Leistung und das zugehOrige 17th ' Abb . 14.2.6 zeigt links einen
typischen VerIauf des thermischen Wirkungsgrades iiber der Leistung bei festem Um
gebungszustand, rechts bei fester Hochsttemperatur die Leistung uber der Umgebungs
temperatur.
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Abb .14.2.6. Einwellige Gasturbine (ohne Warmeaustauseher) . Links : Verlauf des thermischen Wirkungsgrades
iiber dem Leistungsverhaltnis P/P o bei fester Umgebungstemperatur; rechts: bezogene Maximalleistung

Pmax/P o und dabei erreichbarer thermischer Wirkungsgrad in Funktion del' Umgebungstemperatur

c) Zweiwellige Anlage

Die Schaltung der Turbomaschinen geht aus Abb . 14.1.1 hervor, wahrend Abb . 14.2.7
die Numerierung der Zustandspunkte im Entropiediagramm zeigt (um Allgemeingiiltig
keit zu gewahrleisten, ist ein Warmeaustauscher vorausgesetzt) . Nachfolgend solIen
GroBen, die sich auf den HD-Teil der Turbine beziehen mit Index II, auf den ND-Teil
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bezogene mit Index N gekennzeichnet werden. Dann sei

pg pg
nIl =0' »» =0'

P4 P5

1
14.2(38)

14.2(39)

14.2(40)

14.2(41)

Abb.14.2.7. Zweiwellige Gasturbine, Darstellung
der Zustandsanderung im Entropiediagramm

und Numerierung der Zustandspunkte
s

Gleichheit der Mossenstrome durch HD- und ND-Teil der Turbine wird ausgesprochen
durch

oVR TO 0 IR TOP5 0 50 * _ P4 0 40 *
0- RTo (/IN(nN, nN) -o-v RTo (/JIl(nIl , nIl),
P50 5 P40 4

wobei die DurchfluBgesetze (/In und (/IN gegebenenfalls in der durch 14.2(17)-(20) wieder
gegebenen Form verwendet werden konnen, Nach EinfUhrung des Polytropengesetzes
geht dies iiber in

(
n )1-'1PIIXI2

(/IN(nN, n.}) = (/JIl(nIl, nll) n:
o. 14.2(42)

Dabei ist fur den polytropen Wirkungsgrad des HD-Turbinenteils ein Festwert eingefUhrt
worden, was an dieser Stelle geniigt.

Das Leistungsgleichgewicht an der frei laufenden Turbogruppe sagt aus, daB die Diffe
renz zwischen Turbinen- und Verdichterleistung gleich der Lagerreibungsleistung P, sein
muB. Im Rahmen dieses Rechnungsverfahrens fuhrt man zweckmallig den dimensions
losen Wert

A = PrlnicpETE 14.2(43)

ein . Wenn P, proportional einer Potenz r der Drehzahl gesetzt wird (r hat die GroBen
ordnung 2), kann der Naherungsansatz

14.2(44)

verwendet werden, der geniigt, wei! A ohnehin sehr klein ist. Damit schreibt sich die
Bedingung fur das Leistungsgleichgewicht

(1 + (3) (1- b)YH {}QH - YvQv = Aon*r-l. 14.2(45)
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14.2(46)

Dem ist noch die Bedin gung gleichen Durchflu sses dur ch Turbine und Verdichter beizu
£ligen , also Gl. 14.2(32), d ie in entsprechend abgewandelte r Form lau tet

"'(ll *) _1 + e~ (llIIIo)2 :TlHO:TlNO 1/ -&0 '" ( *)
'¥ ,n - 1 + ' _Q. w n :TlH,nll .

eo :TlH:TlN tr

F ur das Leistungsverhiiltnis P fPo laBt sich wiederum Gl. 14.2(36) schre iben, wobei jetzt

A _ r/J 1Jm(l + (3) (1 - 15) YN-&(l - DIl) DN
- 1Jmo( l + (30) (1 - 150) YNO -&0(1 - DHO ) DNO '

14.2(47)

wahrend der thermische Wirkungsgrad durch

1JmYN-&( l - DIl ) DN
1Jth = (1 + £x ) y{-&[ l - 1J, (1 - DH) (1 - DN)] - (1 - 1J,) (1 + Dy )} 14.2(48)

gegeben ist.
Der Rechnungsgang kann nun in seinen wesentli chen Schritten wie folgt beschrieben

werden . Man gibt sich II und n;. Die zweit e dieser Variablen muB grundsa tzlich vor
geschrieben werd en , da die Drehzahl der Nutzl eistungsturbine ihr Schlu ckver rnogen be
einfluBt und so auf den Betriebszustand der frei laufend en Turbogruppe zuriickwirkt .
Dieser EinfluB ist allerd ings sehr klein und manchmal vernachlassigbar . Ein erster Teil
der Rechnung bestimmt das Feld der Betriebszu stande der frei laufenden Turbogruppe
und beginnt damit , da/3 aus der dri tten der GIn. 14.2(38) und Gl. 14.2(42) unter Beruck 
sichtigung von 14.2(28) :TlH und :TlN iterativ bestimmt werden, wobei zunaehst nil = 1
eingesetzt werden dad . Mit geschatzten 1J1'Y und 1J1'Il liefern Gl. 14.2(6) un d die fur den
HD-Teil angeschriebene Gl. 14.2(13) die Dv und DlI und hierauf 14.2(45) (mit n* ~ 1)
eine erste Naherung fiir {}. Diese in 14.2(46) eingefiihrt, ergibt mit der bekannten Verdich
tercharakteristik r/J(ll, n*) die Drehzahlvariable n* und vermoge 14.2(39) auch nf£, was
iterativ beri chtigt werden kann, da nil auch in 14.2(46) rechts steht. Hat man so n*
und nfl , so bestimmt man erneut :TlIl und :TlN aus 14.2(42) , ka nn nun aus den Verdichter 
und Turbinencharak teristiken 14.2( 10) und (21) 171'v und 1J1'H gewinnen und damit auch
genauere Dv und DlI , womit schlieBlich 14.2 (45) ein berichtigtes -& liefert usw. , bis gen u
gende Ubereinstimmung hergestellt ist. Indem man II und niv systematisch varii ert,
erhalt man so das Feld der Betriebszustande der un abh angig laufenden Tu rb ogruppe.

Fur jeden so ermit telten Betriebszustand kann nun noch aus 14.2(47) A, aus 14.2(48)
1Jth berechnet werden. SchlieBlich sind dann also {}, n*, A und 1Jth in Funktion von II
und n; bekannt. Somit wird es moglieh, 1JUt> -& und n* in Funktion von A darzustellen
mit nj, als P arameter. Man erha lt also ein Diagramm nach Abb. 14.2.8, das der Dar
stellung Abb. 14.2.5 analog ist.

lrgendein Betriebszustand der Anlage kann anhand dieses Diagram mes ausgehen d
vom Umgebungszustand und der geforderten Leistung bestimmt werden . P gibt mit dem
Leistungs-Drehzahlgesetz des Nutzleistungsempfange rs nN, wonach auf iterativem Weg
aus 14.2(40) n;, aus 14.2(36) A und aus dem Diagramm 1Jt" und {} bestimmt werden
konnen (Iteration, weiI 14.2(40) -& enthiilt) . Mit 14.2(4) hat man alsda nn die Turbinen
eintrittstemperatur, bei der die geforderte Leistung erreicht wird. Abb . 14.2.9 gibt ein
Beisp iel eines Verlaufes von ru» iiber P fur festen Umgeb ungszustand bei einer zwei
welligen Anlage und ebenso die erzeugbare Leistung in F unktion von T E bei fester Hochst
temperatur .

Anders als bei der einwelligen Anordnung, ist es hier nicht moglich, einzig durch Ver
minderung der Brenn stoffzufuhr die Nutzleistung auf Null herabzu setzen , weil dabei der
Verd ichter , beginnend mit der ersten Stufe an die Stabilitatsgrenze anstollt . Der regulare
Betriebsbereich laBt sich nach un ten erweitern dur ch verstellbare Leitrad er in den ersten
Verdichters tufen. Diese werden von einem bestimmten Betriebspunkt an mit weiter ab
nehmender L eistung zugedreht , womit sich die Stabilitatsgrenze nach links verschiebt.
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Fur die Berechnung ist es zweckmiH3ig, das Verstellgesetz so zu wahlen, daB man die
Leitradeinstellwinkel der Drehzahlvariablen n* fest zuordnet. Das Gesamtverhalten des
Verdichters wird dann wiederum durch einen Zusammenhang der Form Gl. 14.2(10) be 
schrieben, und am Rechenverfahren andert sich weiter nichts. Da die Berechnung der
Gleichgewiohtezustande bis auf einen ganz kleinen Effekt von n~ auf einen festen Zu
sammenhang zwischen n* und II fuhrt, kann das Druckverhaltnis des Verdichters als
Steuerimpuls fiir die Leitradeinstellung benutzt werden. Verwendet man hingegen die
Verdichterdrehzahl als Steuerimpuls, so tritt eine Komplikation hinzu, da einem festen n
je nach Umgebungstemperatur verschiedene n* entsprechen. Die Rechnung kann dann
nicht mehr in dimensionsloser Form durchgefuhrt werden, sondern man erhalt gesonderte
Verdichtercharakteristiken fur verschiedene Werte RTE und muf dementspreohend die
Untersuchung wiederholen.

Der ND-Teil der Turbine fangt schon wahrend des AnlaBvorganges an, sich zu drehen
und Leistung abzugeben. Die Berechnung solcher Betriebszustande geschieht gleich wie

TJth

TJthO

n;= 1,0
- - -1- - - - - - ~0'8

~ : 0.6
I 1
IP I
I I
I I
I I

o

Abb .14.2.8. Gesamteharakteristik einer
zweiwelIigen Gasturbine in dimensions
loser Darstellung. Kurven 1?(A) und n*(A)
sind eigentlich Kurvenseharen mit n!r als
Parameter, doch ist dessen EinfluB meist
so gering, daB die Seharen zu Einzel-

kurven degenerieren
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verhiiltnis P/Po bei fester Umgebungstemperatur; rechts: bezogene Maximalleistung Pmax/Po und dabei

erreichbarer thermisoher Wirkungsgrad in Funktion der Umgebungstemperatur
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oben beschrieben, nur mull man die Gleichung des Leistungsgleichgewichtes durch die
AnlaBmaschinenleistung erganzen und gegebenenfalls die Abblasung aus dem Verdiehter
beriicksichtigen.

Anlagen mit mehr als zwei mechanisch unabhangigen Turboaggregaten lassen sich
nach den gleichen Prinzipien analog behandeln, wobei die Rechenverfahren entsprechend
verwickelter werden. Beim Flugtriebwerk tritt an die Stelle des statischen Zustandes der
Umgebungsluft deren Totalzustand, der sich aus der relativen Zustr6mgeschwindigkeit
(Fluggeschwindigkeit) ergibt. Allerdings variiert dieser Zustand in so weiten Grenzen, daB
die hier dargestellte dimensionslose Berechnungsweise nicht mehr ohne weiteres genau
genug ist, urn so mehr als der EinfluB der Reynolds-Zahl deutlich spiirbar werden kann.

Erganzend moge noch eine Bemerkung iiber die Abhangigkeit der Leistung von der
Umgebungstemperatur beigefiigt werden. Aus Gl. 14.2(36) konnte der Eindruck entstehen,
P nehme mit TE zu. Man muB aber beachten, daB bei gegebener H6chsttemperatur und
zunehmendem T E das Temperaturverhaltnis f} abnimmt, was eine starke Verminderung
von A bedeutet, deren EinfluB iiberwiegt.

14.3 Regelung mit verstellbarem Turbinenleitrad

Bei zweiwelligen Anlagen kann die ND-Turbine mit einem verstellbaren Leitrad ver
sehen werden. Man beeinfluBt so den Zwischendruck zwischen den beiden Teilturbinen
und damit den Betriebszustand der frei laufenden Gruppe HD-Turbine-Verdichter. Theo
retische Analysen dieser Vorgange finden sich bei Jaggi und lten [9-11]. Ausgangspunkt
solcher Untersuchungen ist der EinfluB der Leitrad6ffnung auf die Schluckfahigkeit der
ND-Turbine. Abb. 14.3.1 stellt schematisch die ND-Turbine und die Zustandsanderung
im Entropiediagramm dar. Fiir die hier durchzufiihrende Untersuchung kann die Zu
standsanderung hinreichend genau durch die einzige Polytrope mit festem Exponenten n
ersetzt werden.

Um die Zusammenhange zu erfassen, miissen die DurchfluBgesetze des ersten (verstell
baren) Leitrades einerseits und des restlichen Systems (Schaufelung und Austrittsdiffusor)
anderseits angesetzt werden. Es sei

14.3(1)

h

s
Abb. 14.3.1. ND-Turbine mit verstellbarem crstem Leitrad und DarstclIung der Zustandsanderung im Entropie,

diagramm
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Weiter sei 11:2k del' kritische Wert von 11:2 , bei dessen Unterschreitung keine weitere Ruck
wirkung auf den Durchfluf mehr erfolgt. Er laBt sich abschatzen aufgrund von Abb. 11.3.6,
doch ist 11:2k nicht identisch mit dem dort angegebenen Wert, denn dem betrachteten
Teilsystem fehlt ja das erste Leitrad. Ist 11:k del' Wert del' ganzen Schaufelung, so kann
man 11:2k naherungaweise wie folgt gewinnen

14.3(2)

11:2k (PA) = 11:k P~ = 11:
k•

PI k PI 11:1

Wenn hier fiir 11:1 del' Auslegungswert eingesetzt wird, hat man einen Naherungswert fur
11:2k. - Fur die nachfolgende Herleitung wird zunachst angenommen, daB in keinem
durchstromten Element die Schallgeschwindigkeit iiberschritten wird. Es laBt sich an
schliefsend leicht uberblioken, welche Anderungen sich ergeben, wenn dies doch zutrifft.

Wenn Q1 del' Austritts-Ringquerschnitt des ersten Leitrades ist, mithin

II = Q 1 sin IX1 14.3(3)

sein wirksamer Querschnitt, lautet sein Durchlluligesetz

14.3(5)

m =11P~ -V(X _ 21~ RT2 [11:f - 11: :~1] . 14.3(4)

Wenn bei konstantem Eintrittszustand und Gegendruck PA del' Leitradquersohnitt urn
dl1 verandert wird, verschiebt sich auch 11:1 und d11:1, womit sich die Veranderung des
Massenstromes urn din ergibt. Es sei

dm
dM =-. ,

m

Durch Ableiten von G1. 14.3(4) ergibt sich dann

14.3(6)

14.3(7)

14.3(8)

14.3(9)

14.3(10)

2-n 1

dM = d + 211:-;" - (n + 1) 11:'f d11: •
rp 1 / ~.!!±1 1

2n V11:r - 11:1 n

Das Durchflufigesetz des restlichen 'I'eiles del' Maschine schreibt sich unter Verwendung
del' Beziehungen nach 11.3

m-in fiJ!..Ll /TlO ! (X2) x = 11:2 - 11:2k

- 0 fio PlO V T 1 e(x20 ) , 2 - 1 - 11:2k .

Es ist e(x2 ) die durch G1. 11.3(20) gegebene und in Abb. 11.3.3 dargestellte Funktion.
Nach dem Polytropengesetz ergibt sich bei konstantem Totalzustand VOl' Maschine

T 1 (PI )n-1 (11:1 )n-1
T 10 = PlO n = 11:

10
n,

J!.l -VT10= (~)n~l.
PlO T 1 11:10

Wenn man dies in 14.3(7) einsetzt und die Veranderlichkeit del' Schluckzahl fl vernach
lassigt, folgt



Da

folgt aus 14.3(10) auch
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de de dX2 dn2 -n de
dn i = dX2 dn2 dn i = (1 - n2k)ni dx 2'
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14.3(11)

14.3(12)

Wenn man dies nach dn i auflost, den so gefundenen Ausdruck in 14.3(6) einsetzt und
nochmals nach dM auflost, findet man

I ..!. 2-n 1-1
dM = dcp 1 + (n + 1) n ~ - 2n~ ,

1 [n + 1 2nn de] 1/ { n;I I
l -- - - V sc 1 - ni

ni (1 - n2k) nie dX2
r ..!. 2-n 1- 1

(
8M ) =J1+ (n+1)n~-2nIn l
8cp" 1 [n+ 1 2nn de]V.! n+l J

~ - (1 - n2k) nie(x2) dX2 n~ - ni n

14.3(13)

14.3(15)

Durch den Index n wird angedeutet, daB die Ableitung bei konstantem n gebildet ist.
deldx2 laBt sich aus dem Diagramm, Abb. 11.3.3 gewinnen.

Das DurchfluBgesetz der ganzen Schaufelung bei fester Leitradstellung liefert die Ab
hangigkeit des Massenstromes vom Druckverhaltnis n, Es ist bei Vemachlassigung der
Variation der Schluckzahl

. . p2 -V T 2o e(x) n - nk
m = moP~o T2 e(xo)' x = 1 _ nk . 14.3(14)

Wenn man alle festen GraBen in die Konstante K zusammenfaBt, laBt sich auch schreiben

ni = [(p2e(x) = KpAe(x) 1IT g = KpA e(x) V nn~I ,
yT2 nyTA VT ", YTA n

was auch in der Form
n +l

ni = K' e(x) n -2ji""

geschrieben werden kann . Somit ist

. [ n _n;;;1 de n + 1 _3n+I]
dm =K' -----e--n 2n dat ,

(1- nk) dx 2n

Die Division dieser beiden Gleichungen fuhrt auf

dM _ [ 1 de _ n + 1] dn
- (1 - nk) e dx 2nn '

14.3(16)

14.3(17)

1 de n+1
..,..,(l,----n~k) e(x) dx - 2nn . 14.3(18)

Bei gleichzeitiger Veranderung des Druckverhaltnisses und des DurchfluBquerschnittes
ist die dimensionslose Massenstromanderung

dM =(8:;)" dcp + (~~tdn . 14.3(19)

Was durch die Leitradverstellung erreicht werden soll, ist die Verschiebung des Gegen
druckes der HD-Turbine - also von PAin - bei festem Massenstrom. Der entsprechende
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Differentialquotient (8n/81p)M kann aus 14.3(19) berechnet werden, indem man dM = 0
setzt. Was unmittelbar interessiert, ist die relative Druckverschiebung, d. h. man hat diesen
Differentialquotienten noch durch n zu dividieren, Die fur die Wirksamkeit des Regel
eingriffes kennzeichnende GroBe ist also

14.3(20)

14.3(22)

die aus Gin . 14.3(13) und (18) zusammen mit Abb . 11.3.3 gebildet werden kann. Abb . 14.3.2
und 3 zeigen typische Verlaufe der maBgebenden Differentialquotienten. Man erkennt
daraus auch, welchen Charakter die Zusammenhange annehmen, wenn kritische Bedin
gungen erreicht werden. Wird

nl= (n ~ 1)n~l , 14.3(21)

so erreicht (8M/81p)" den Wert 1 und behalt diesen bei fur kleinere n l . Weiter ist in in: = nk'
also x = 0, in Gl. 14.3(18) deid» = 0, somit n(8M/8n)'l' = -(n + 1)/2n. Dieser Wert
bleibt unverandert fur n < nk' Offensichtlich ist die Leitradverstellung am wirksamsten,
wenn am Leitradaustritt Schallgeschwindigkeit erreicht oder uberschritten wird.

Durch die Moglichkeit der Leitradverstellung kommt in die Berechnung der moglichen
Beharrungszustande ein zusatzlioher unabhangiger Parameter hinein. Er moge als O.ff
nungsparameter 1X definiert werden durch

_ "(8M) «;1X=!a t:
l ip " I

10

14.3(23)

wobei flO den Auslegungswert bezeichnet. Wenn man alsdann in Gl. 14.2(42) die Durch
fluBgroBe des ND-Teiles der Turbine bei normaler Leitradstellung mit f/JN bezeichnet,
lautet die GIeichung

(
nHo)I-'lPHXI2

(1 + 1X) f/JN(nN' nfr) = f/JH(nH, n:I) nH •

-0.507 0.2 O,J 0. 1, 0.5 -7.207 0.2 O,J 0.1, 0.5

Abb.14.3.2. Links: (fJM/fJrp)" in Funktion von :!C fUr zweistufige
ND-Turbine, Kurve a fUrJ gleiohmalsige Gefalleaufteilung auf die
Schaufelkranze, Kurve b fur vergrofsertes Gefalle des ersten Leit
rades, vgI. die Kurven der Druckverhaltnisse :!Cl; rechts: GroBe
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Das unter 14.2c beschriebene Berechnungsverfahren ist also grundsat zlich so zu er
weitern, daB die Bestimmung del' Betriebszustande del' HD-Gruppe fiir eine Anzahl von
lX-Werten durchzufiihren ist . Von den beiden P aram etern lX und n~ ist allerdings del' Ein
fluB des letzteren abgesehen von ganz ab normalen Betriebszustanden normalerweise so
klein, daB nul' lX iibrigbleibt. Wo also ohne verstellbares Turbinenleitrad das F eld del'
Betriebszustande del' HD-Gruppe zu einer einparametrigen Mannigfaltigkeit degeneriert
(alles kann in Funkti on einer einzigen Variabl en, etwa n1f, dargestellt werden) , da ent 
steht mit verstellbarem Leitrad ein regelrechtes zweiparametriges Feld. Das gibt die
Moglichkeit, Teillastpunkte aufzufinden , die besseren thermischen Wirkungsgrad auf
weisen , als mit festem Eintrittsleitrad del' ND-Turbine erreicht werden konnte. J aggi [9]
zeigt , daB unter del' Idealannahme konst anter Maschinenwirkungsgrad e bei del' rekupera
torlosen Maschine optimale Verhaltnisse dann ents tehen, wenn ausgehend yom Aus
legungspunkt bei konstantem Verdiehtungsdruckverh altnis und abnehmender Temperatur
heruntergeregelt wird, bis das Temperaturverhaltnis {} erreicht ist, bei dem na ch iiblicher
ProzeBrechnung II gerade optimal ist. Bei del' Anlage mit Warmeaustauscher miiBte um
gekehrt bei konstanter H ochstternperatur das Druckverhaltnis ab gesenkt werden. In
Wirklichkeit sind diese Zusamm enhange stark beeinfluBt durch die Variation del' Maschi
nenwirkungsgrade, weshalb effekt iv nul' die Berechnung des Feldes del' mogliehen Betriebs
zustande die Moglichkeit gibt, optimale Zustande auszuwahlen und das Verstellgesetz des
Leitrad es dementsprechend festzulegen.

Abb . 14.3.4 zeigt ein typisches Verhalten del' un abhangig laufenden Turbogruppe ill
F unktion ihrer Drehzahl variabl en n* fiir verschiedene Abstrcmwinkel o., des ersten ND
Turbinenleitrades (dadurch ist ja die Leitrad offnung unmittelbar gekennzeichnet), vgl.
It en. [11]. Aufgetragen ist das ProzeBtemperaturverhal tnis {} und die Leistungsgrolse As.
Diese ist definiert als die GroBe A na ch Gl. 14.2{47), abel' gerechnet mit dem ND-Turbinen
wirkungsgrad 1, d. h. As kennzeichnet die im Druckgasstrom verfiigbare isentrope Lei
stung. Diese Angab e kennzeichnet nur den frei lau fenden Druckgaserzeuger und ist unab
han gig vom Leistungs-Drehzahlgesetz des Nutzleistungsempfangers. Links ist das Feld
begrenzt durch die St abilitat sgrenze des Verdichters . Man erkennt, daB man sich durch
Offnen des Turbinenlei t rad es von del' Stabilitatsgrenze entf ernen kann und daB man
kleinere Teillast erreichen kann, bevor man an die Pumpgrenze anst olst .

Das verst ellbare Leitrad kann in gewissen Fallen dazu herangezogen werden , bei er 
hohter AuBenlufttemperatur mindestens voriibergehend dem Leistungsabfall entgegen
zuwirken. In Abb. 14.3.5 zeigt Kurve a den Zusammenhang zwischen As und del' Um
gebungstemperatur T E bei fester (maximaler) Ho chsttemp eratur und Normalstellung des
Leitrades. Kurve b ents pricht einer groBeren Leitradoffnung, Regelt man nun gema B
K urve c, so kann man im vorliegenden Beispiel etwa zwischen 15 und 35°0 den Leistungs-
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abfall vermeiden. Allerdings steigt dabei die Drehzahl der Druckgaserzeugergruppe
wesentlich an, vgl. das Diagramm rechts, aus dem das Drehzahlverhaltnis nino zu ent
nehmen ist. Die damit gegebene hohere Beanspruchung vermindert die Lebensdauer der
rotierenden Hochtemperaturteile, aber nicht in gleichem MaBe, wie wenn man das gleiche
durch Erhi::ihung der Maximaltemperatur erreichen wollte. - Ein verstellbares Leitrad
gibt weiter die Moglichkeit, Uberdrehzahlen der Nutzleistungsturbine bei Lastabwurf in
engen Grenzen zu halten. Bei plotzlioher Entlastung wird hierbei auBer der starken Ver
minderung der Brennstoffzufuhr auch das Leitrad auf weiteste Offnung gestellt. Dann
fallen Druck und Temperatur vor ND-Turbine so stark ab , daB das verbleibende Gefalle
die Maschine nicht mehr zum Durchbrennen bringen kann.
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r: v:
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~
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Abb.14.3.5. Isentrope Leistungskennzahl As und Drehzahlverhaltnis nino der Verdichtergruppe in Funktion
der Umgebungstemperatur T E : Kurve a fiir feste normale Leitradstellung, b fur vergrollerten Leitrad-Durch
flu13querschnitt, cUbergang von a naoh b zumAusgleich des Einflusses der Umgebungstemperatur. Nachlten[ll]

14.4 Pumpverhiitungsregelung

Bei Gasturbinen nahert sich der Betriebszustand des Verdichters der Pumpgrenze bei
kleiner Teillast. Die Eingriffe zur Verhutung des Pumpens treten also vor allem beim
Anlassen und Abstellen in Aktion. Eine vereinfachte Berechnung solcher Betriebszustande
kann nach dem in Abschn. 13.5 angegebenen Verfahren erfolgen, das insbesondere auch
auf die mehrfache Zwischenabblasung nach Abb. 13.1.10 angewandt werden kann. Nach
folgend werden fur diesen Fall die maBgebenden Gleichungen zusammengestellt. Verfahren
und Bezeichnungen entsprechen genau dem Abschn. 13.5. Index 1 bezieht sich auf den
ersten Teilkompressor und die Abblaseventile nach diesem, Index 2 auf den zweiten usw .
In der Reihenfolge ihrer Verwendung lauten die Gleichungen :

mRT"'I
cp"'1 = Q' 14.4(1)

P ",IU",I ",1

14.4(2)

14.4(3)

14.4(4)

14.4(5)

14.4(6)
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14.4(7)

14.4(8)

14.4(9)

14.4(10)

14.4(11)

14.4(12)

14.4(13)

14.4(14)

14.4(15)

14.4(16)

14.4(17)

14.4(18)

14.4(19)

Index 0 verweist auf den Auslegungspunkt, Index z auf die letzte Stufengruppe. Die fa

sind die effekt iven (Kontraktionsfaktoren mit einschliellenden ) DurchfluBquerschnitte der
Abblaseventile, mai die entsprechenden abgehenden Massenstrome, <Xl" ist der Zustrom
winkel der ersten Gruppe, <X3w der Abstromwinkel der letzten, Ql" der Ringquerschnitt
am Eintritt, 1'Je der Einlaufwirkungsgrad, AD der Diffusorumsetzungsgrad, PA der Austritts
druck, Tmax die absolut e Turbineneintrittstemperatur, E der Ellipsenfaktor, der in der
Regel hinreichend genau 1 gesetzt werden darf . Die Funktion W hat die Bedeutung

wobei die erste Gleichung fur unterkritisches Druckverhaltnis

Pwi < (x + 1)~___ " 1

PE = 2

gilt, die zweite fur ub erkritisches.

14.4(20)

14.4(21)
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Man gibt sich Drehzahl, Umgebungstemperatur, Temperatur VOl' Turbine und die
Vent ildurchflufs quersohnit te jj. . Die Rechnung beginnt mit einem angenommenen Massen
strom. Die Gin. 14.4(1)-(3) beschreiben die Einlaufstromung undgestatten, auf iterativem
Wege P all T all 'Pa<1 zu bestimmen, womit 14.4(4) auch 'P~1 liefert und ni ermittelt werden
kann. Anschliellend liefern 14.4(5)-(7) mit den Unterlagen iiber die Stufeiterativ III und
'Pwi,worauf 14.4(8)- (1l)die jeweils links stehenden Grolsen zu berechnen gestat t en . In glei
cher Weise schreitet die R echnung fiir die zweite Stufengruppe fort, siehe die Gin. 14.4(12)
bis (17) usw. bis ans Ende del' Schaufelung, worauf 14.4(18) no ch den Au strittsdruck PA
liefert. Unter del' Annahme, daB die Eintrittsdrucke del' Turbine sich verhalten wie di e
Austrittsdrucke des Verdichters formuliert 14.4(19) das DurchfluBgesetz del' Turbine, das
nun als Kontrollbedingung heranzuziehen ist. Ist sie ni cht erfiillt, so ist die Rechnung
mit einer geandert en Annahme iiber den Massenstrom zu wiederholen.

Diese Rechnung kann versagen, was bedeutet, daB unzweckmaliige oder unzulassige
Ausgangsannahmen getroffen wurden, was besonders auch die Annahmen iiber die Ventil
querschnitte betreffen kann. Empfehlenswert ist es daher, zuerst fiir einen Betriebs
zustand (fur sehr kleine Drehzahl) den Rechnungsweg nach Abschn. 13.5 einzuschlagen ,
hieraus die f ai zu bestimmen und alsdann fur andere Punkte die Rechnung durohzufuhren ,
wie hier angegeb en . Aufgrund solcher Rechnungen kann schlielilich auch del' Leistungs
aufwa nd fiir den AnlaB vorgang bestimmt werden. - Orundsatslich genauer ist es, den
R echnungsgang so abzuwandeln, daB jeweils zur Bestimmung del' IIi und T wi die Kenn
linienfelder del' einzelnen Stufengruppen herangezogen werden, do ch wird diese um
fassende Information nul' selten vorl iegen . - Das Verfahren kann auch Lei tradverstellung
mitberiicksichtigen , wie in Abschn. 13.5 angegeben . Meist wird dann nul' eine Abblasung
no twendig sein, womit sich die Untersu chung entsprechend vereinfacht.

Werden die Abblaseven tile plotzlich gesc hlossen , so herrscht im Brennkammersystem
im ersten Augenblick noc h del' gleiche Druck wie bei geoffne te n Ventilen. Da nun abel'
del' volle Massenstrom durch die Endstufe des Verdichters st ro men mull , kann sich VOl'
diesel' ein Druck aufstauen , del' zu einer E xpansion in del' Endstufe fiihr t , die im Extrem
fall zur Schallgeschwindigkeit im engste n Querschnitt Iuhren kann. Selbst Nachexpansion
nach dem engsten Querschnitt kann auftreten . Solche Betriebszustande konnen die
Schaufelung gefahrden, da die effektiven DurchfluB qu erschnitte von Ablosungen beein 
fluBt sind und somit fluktuieren . Dies kann akustische Schwingungen groBer Amplitude
auslosen , die zu groBen dynamischen Beanspruchungen fiihren . Man vermeidet dies, indem
man die Ventile allma hlich schlieBt , womit das Brennkammersystem Zeit hat, sich auf
zufiillen.

14.5 Zul' Dynamik del' Gasturbinenregelung

E s werden hier diejenigen dynamischen Zusammenhange dargest ellt , die fur das Ver
hal t en del' Gasturbinen t ypisch sind, nicht abel' das R egelsystem in seiner Gesamtheit
behandelt. Diej enigen K omponenten des Regelsystems, die sein eigent liches Funktio
nieren bestimmen , sind heute weitgehend elektronisch ausgebildet, und die Regelung
wird daher auch von den einschlag igen Sp ezialist en behandelt , denen abel' die Unterlagen
iiber das Verhal t en del' Maschinen gegeben werden miissen.

Unt ersuchunge n des zeit abhangigen R egelungsverhaltens basieren iibli cherweise auf
del' Annahme, daB die Maschinencharakteristiken auch fur instationare Vorgange uber
nommen werden dirrfen , daB also die Stromungsbedi ngungen in den Maschinen auch bei
zeitlichen Veranderungen von stationaren Bedingungen nur unmerklich abweichen . Die
mittleren Verweilzeiten del' Fluidteilchen in den Schaufelunge n sind derart kurz, daf
wahrend diesel' Zeitintervalle die Veranderunge n meist nul' wenig weiterschreiten . Immer
hin gibt es Au snahmen, vgl. et wa [12] ; iiber allgemeing iilt ige Unterlagen , die das Verhalten
del' Maschinen dann beschreiben, verfiigen wir gegenwa rt ig nicht.
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Um die allgemeinen Zusammenhange aufzuzeigen, mage hier die zweiwellige Anlage
wie unter 14.2c behandelt werden unter Verwendung der gleichen Bezeichnungen. Es
seien ferner ell und eN die Tragheitsmomente der HD- und ND-Laufer und wn und WN

ihre Winkelgeschwindigkeiten. eN umfaBt auch das Tragheitemoment des Nutzleistungs
empfangers, gegebenenfalls auf die Turbinendrehzahl reduziert, wenn er uber ein Getriebe
angetrieben werden sollte. Die Bewegungsenergien der beiden Laufersysteme sind also

bzw .

Wenn man setzt n~ = nH!nlIO, n~ = nN!nNO, sind die zeitlichenAbleitungen dieser Bewe
gungsenergien

14.5(1)

14.5(2)

14.5(4)

14.5(3)

14.5(5)

Fiir den Regelvorgang maBgebend ist auch die im Raume zwischen Verdichteraustritt
und dem HD-Turbineneintritt enthaltene Fluidmasse ?n . Es ist in diesem Zusammenhang
geniigend genau, den Druck im ganzen Raum gleich dem Verdichteraustrittsdruck pg zu
setzen, ein Wert, der wenig zu hoch ist, was aber zu einem kleinen Fehler auf der sicheren
Seite fiihrt. Ist V das gesamte betrachtete Volumen, dV ein Raumelement davon, in dem
die Temperatur T herrscht, so ist

_pg fdV
m - R T'

y

Bei jedem Druck pg herrscht bei Beharrung im System eine bestimmte Temperatur
verteilung, die wir im Sinne der oben genannten Naherung ebenfalls allgemein ubernehmen.
Dann ist ?n eine bekannte Funktion von pg. Die zeitli che Veranderung von m. bei einern
Regelungsvorgang ist

d?n = dm dpg = F( 0) dpg
dt dpg dt P2 dt '

wobei offenbar auch F(pg) eine bekannte Funktion ist.
Die Gleichung, welche die Gefalleaufteilung zwischen HD- und ND-Teil der Turbine

beschreibt, kann ohne Anderung aus der Th eorie der Beharrungszustande iibernommen
werden, und zwar mage sogleich das verstellbare Eintrittsleitrad am ND-Teil voraus
gesetzt werden, womit die Gleichung die Form 14.3(23) annimmt, also

(

n llo ) 1-'1pnXI2
(1 + IX) (/IN(nN, nk) = (/In(nn, nil) nIl .

Die Durch£luBgleichungen der Maschinen behalten ebenfalls ihre Form bei. Die Mengen
bilanz vereinfacht sich etwas, wenn man auf Turbinenseite mit einem Massenstrom m '
rechnet, der die Brennstoffmenge und die allfalligen Leckmengen nicht umfaBt. Die
Massenstromgleichungen lauten dann

. . eur *) PE V/T EO
my = l1Lo'l' ,n -- -T '

PEO E

° 'T o
. , • rti. ( *) P4 Vi 40?nT = 1no'l'n nIh nll -0- TO'

P40 4

Die Massenbilanzgleichung des bereits erwahnten Raumes vom Volumen V ist

dm . . ,
(It = my - ?nT ,

14.5(G)
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also un t er Verwendung von 14.5(3)

dpg ni v - mT
dt = F(pg) 14.5(7)

Die Energiegleichung der HD-Gruppe lautet mit P; als Reibungsleistung (Lager und all
fa llige Hilfsantriebe)

eHOJlon~d;t~ = m~(l + (3) (1 - o)(h~ - hg) - mv(hg - h~) - P"

was in der Form

dn~
(If 14.5(8)

14.5(9)

geschrieben werden kann. Analog lautet die Energiegleichung der Nutzleistungsgruppe

dn~ m~cpEYN(l + (3) (1 - 0) T~(l - QH) QN - P
(If eN OJiron:V

14.5(10)A' dn~ ALJnN =-- LJ t
dt

Damit ergibt sich der Gang der Berechnung. Von auBen kann der Betriebszustand in
grundsatzlich willkiirlicher Weise beeinfluBt werden durch die Leistungsaufnahme P des
Nutzleistungsempfangers, die Brennstoffzufuhr, mithin also die Temperatur T~, die durch
sie festgelegt wird und durch die Leitradeinstellung, die IX bestimmt. Ausgehend von
einem Beharrungszustand konnen nun den GraBen P , T2, IX Werte erteilt werden, die von
den Beharrungswerten abweichen, worauf die GIn. 14.5(7), (8) und (9) die zeitlichen Ab
leit ungen von pg, n;i> n~ liefern und somit aus

Llpo = dpg LIt LI' dn~ LI
2 dt ' nH = (If t,

die pg, n~ , n~ in einem um LIt spateren Zeitpunkt. In der nachfolgenden Aufstellung sind
die Nummern der weiteren GIeichungen in der Reihenfolge ihrer Verwendung angegeben .
Die durch eine Klammer zusammengefaBten Beziehungen legen die rechts geschriebenen,
GraBen gemeinsam fest und verlangen eine Auflosung auf iterativem Wege (z.B. Newton
Raphson-Verfahren, vg1. etwa [8]).

14.2(5) II 14.2(17)

1(31) n* (21)
(39) n* (28) ~ nH, nN, 'Y]pIi> 'Y]pN' </JIi> </INH

j(40) n* (38)N
(10) </J, 'Y]pv 14.5(4)
(6) Qv 14.2(13) QH,QN '

Damit ist der Betriebszustand am Ende der Zeitspanne LIt vollstandig bekannt, und wenn
man sich erneut P, T2 und IX gibt, kann die Re chnung um ein weiteres LIt weiterschreiten
usw .

DaB P, T2 und IX wirklich frei und unabhangig voneinander vorgeschrieben werden
konnen, entspricht nicht den wirklichen Verhaltnissen, So kann z.B. der Nutzleistungs
empfanger einen festen Zusammenhang zwischen n;" und P vorschreiben, so daB dieses
Gesetz in G1. 14.5(9) einzufuhren ist. Handelt es sich um einen Generator, der auf ein
groBes Netz arbeitet, so ist dn~/dt = 0, und G1. 14.5(9) dient dazu, in jedem Zeitpunkt
die Leistung zu bestimmen. Vor allem aber sind im praktischen FaHe die auBeren Regel
eingriffe - also die Brennstoffzufuhr und dam it tiber die Energiebilanz der Brennkammer
die Temperatur T2 und die LeitradeinsteHung, somit IX - vorn Funktionieren des Regel
systems abhangig. Es sind also die GIeichungen des Regelsystems, die zusammen mit den
hier angegebenen Maschinengleichungen erst den ganzen Regelvorgang beschreiben. Erst
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dieses vollstandige Gleichungssystem erlaubt auch die Behandlung der Frage der Stabilitat
der Regelung. Uber dieses umfangreiche Sondergebiet vg1. etwa [10, 12-14]. Unter
suchungen, bei denen die auBeren EingriffsgroBen direkt vorgegeben werden, wie oben
beschrieben, haben aber ein Interesse im Projektstadium. Man kann so durch Variation
der Annahmen giinstige Falle des Regelungsablaufes auffinden und anschlieBend das
Regelsystem so auslegen, daB es mogliohst den gewollten Regelungsablauf erzeugt. So
kann man z.B . durch Offnen des ND-Turbinenleitrades die Beschleunigung des HD
Laufers ohne zu groBe Ubertemperaturen erreichen. Munzberg [8] sehlagt z.B. vor, sich
fur die Lastaufnahme direkt im Verdichterkennfeld die Bahnkurve vorzuschreiben, langs
der sich der Betriebspunkt bewegen soll, um so von vornherein die Gefahr des Pumpens
zu vermeiden. Das ist aber in direkter Weise nur moglich, wenn das HD-seitige Volumen V
so klein ist, daB G1. 14.5(7) praktisch zur Form mv = m~ degeneriert, was auf die Gleich
setzung der Ausdriicke 14.5(5) und (6) fiihrt . Mit einer willkiirlichen Vorgabe von II schreibt
man sich dann in der Tat T? vor und umgekehrt .

Der Fall der einwelligen Gasturbine ergibt sich durch entspreohende Vereinfachung.
G1. 14.5(6) ist zu ersetzen durch

., . * P~ VT~o
mT = mO(/JT(n, n7,) 0 -To'

P40 4

G1. 14.5(5) und (7) bleiben unverandert, wahrend an die Stelle von 14.5(8)

dm' ni~cpEYT(l +1'1) (1 - Y) T~QT - mvcpETEQV - P
dt ewgn'

14.5(11)

14.5(12)

tritt, wo e das 'I'ragheitsmoment des ganzen Rotorsystems ist. Die Differenzengleichungen
lauten

A' dn' A
LIn = - LIt

dt '
14.5(13)

wahrend der weitere Gang der Rechnung der Reihe nach folgende Gleichungen benutzt :

14.2(5)
(31)
(10)
(6)

II
n*, nr,
(/J, 1]pv
Q v

14.2(17) ]
(21)
(28) n , 1]pT' (/JT

(30)
(13) QT '

Wenn die Maschino auf ein groBes Netz arbeitet, das n 'konstant halt, bestimmt 14.5(12)
lediglich die Leistung (diedann nicht unabhiingig von T? gegeben werden kann) und 14.5(7)
ist die einzige verbleibende Differentialbeziehung. Wird zudem das Volumen V vernach
lassigbar klein, so verschwindet au ch diese. Das Problem degeneriert dann so weit, daB
in jedem Augenblick cinfach derjenige Betriebszustand erhalten wird, der bei gleicher
Brennstoffzufuhr sich stationar einstellen wiirde.

Die hier gegebenen Grundlagen gestatten auch die Beurteilung des Verhaltens bei Voll
lastabschaltumq . Fallt bei der zweiwelligen Anlage die Leistung von ihrem Vollastwert
unvermittelt auf Null ab , so wird nach einer geringen zeitlichen Verzogerung die Brenn
stoffzufuhr auf einen Leerlaufwert zuriickgestellt, ein Vorgang, der nur Bruchteile einer
Sekunde in Anspruch nimmt. Hat die ND-Turbine ein verstellbares Leitrad, so wird
dieses gleichzeitig auf groBte Offnung gestellt. Dies ist eine Stellung, die das Leitrad sonst
im Betriebe nie einnimmt , bei welcher der DurchfluBquerschnitt ein Mehrfaches seines
normalen Wertes ist und der absolute Zustrornwinkel zum ersten Laufrad derart groB
wird, daB dieses sogar ein bremsendes Moment empf'angt . Die Berechnung des Vorganges
erfolgt wie angegeben unter Vorgabe von T?(t), a (t ), P = 0, was hier eine strenge Behand
lung des Problems ist, da der Regelkreis ja unterbrochen ist. Bei der Bestimmung von
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1]pN muB natiirlich die Leitradstellung beriicksichtigt werden. Die Rechnung liefert die
ND-Turbinendrehzahl in Funktion der Zeit und zeigt, ob sie in zulassigen Grenzen bleibt.
Abb. 14.5.1 zeigt zwei Beispiele von solchen Drehzahlkurven fur Vollastabschaltung nach
Iten [11], mit und ohne Leitradverstellung. Man erkennt, wie wirksam die Leitradverstel
lung die Uberdrehzahl begrenzt, was auch damit zusammenhangt, daB damit der Druck
vor der ND-Turbine stark herabgesetzt wird.

Abb .14.5.1. Zeitlicher Verlauf der Dreh
zahl der Nutzleistungsturbine bei VolI
lastabschaltung, a mit festem Leitrad, b
mit verstellbarem Leitrad (wird hierbei
extrem ge6ffnet) . Dimensionslose Zeit-

variable T = tltT, wobei
eT W2

tT = 0

nioCr-oTE
die Triigheit des ND-Rotorsystems kenn 

zeichnet
2,52,0I,D 1,5

r--
0.5
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Ungiinstige Verhaltnisse entstehen bei der zweiwelligen Anlage, wenn im HD-Teil ein
sehr groBes Volumen angeordnet ist (Warmeaustauscher, unter Druck arbeitender Gas
generator). Dann bewirkt der groBe Druckluftinhalt, daB der Hoehstdruck nur sehr lang
sam abfallen kann. Selbst bei Leitradverstellung bleibt dann noch tiber geraume Zeit ein
erhebliches Druckgefalle an der ND-Turbine iibrig, und ihre Drehzahl stellt sich so hoch
ein , daB ihr Wirkungsgrad auf Null zuriickfallt. Damit wird sie in der Regel unzulassig
hoch. Zur Verminderung dieser Schwierigkeit sind zusatzliche Regeleingriffe notig, z.B.
Abblasen auf dem hochsten Druckniveau oder auch zwischen HD- und ND-Turbine.
Solche Anordnungen stellen auBerst unerwunschte Komplikationen dar, da die Abblase
ventile groBe Querschnitte aufweisen und sehr rasch und zuverlassig arbeiten miissen.
Fiir die Praxis ergibt sich daraus die Konsequenz, diesen schwierigen Fall zu vermeiden
und Anlagen fur Generatorantrieb (wo mit Lastabwurf zu rechnen ist) nur dann zwei
wellig auszufiihren, wenn groBe Volumen im HD-Teil vermieden werden konnen. Zwei
wellige Anlagen fur Generatorantrieb werden daher ublicherweise nur vorgesehen, wo die
HD-Gruppe eine sehr kleine Tragheit besitzt, wie das vor allem bei angepaBten Diisen
triebwerken der Fall ist.

Giinstige Verhaltnisse bestehen bei der einwelligen Anlage. Die angegebenen Gleichun
gen beschreiben auch dort den Vorgang, wenn man P = 0 und den Verlauf T2(t) einfiihrt,
der die rasche Verminderung der Brennstoffzufuhr wiedergibt. In Gl. 14.5(12) wird dann
sehr rasch der Zahler negativ, womit der unzulassige Drehzahlanstieg vermieden ist, selbst
bei beliebig groBem Druckluftvolumen auf der HD-Seite. Deshalb ist die einwellige An
ordnung fiir Stromerzeugerantieb allgemein gebrauchlich, obwohl ihr Teillastwirkungs
grad etwas ungiinstiger ist als bei zweiwelliger Bauweise.
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15 Grundlagen der Festigkeitsrechnung

15.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden jene Grundlagen zusammengefaBt, die den Festigkeitsunter
suchungen an den verschiedenen Konstruktionsteilen (Schaufeln, Laufer usw.) gemeinsam
sind. Besonderes Gewicht wird dabei auf die fur Turbomaschinen typischen Beanspru
chungsarten gelegt, also dynamische Beanspruchung, hohe Temperatur, "\Varmespan
nungen.

Wo nicht besonders einfache (d.h. statisch bestimmte) Beanspruchungsverhaltnisse
vorliegen, entsteht die Bestimmung des Spannungs- und Verformungszustandes eines
Bauteils durch die Zusammenfassung der folgenden Teiliiberlegungen :
1. Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen am Volumenelement.
2. Einfiihrung der kinematischen Bedingungen, d .h. der Forderung, daB bei der Deforma

tion der Zusammenhang der Volumenelemente erhalten bleibt.
3. Einfiihrung des Spannungs- Verformungsgesetzes des Werkstoffes, gegebenenfalls auch

der Warmedehnung.
Damit und mit den Grenzbedingungen des Problems (d.h. mit der geometrischen

Gestalt des Korpers, den gegebenen Temperaturen und auBeren Kraften) ist seine voll
standige mathematische Formulierung gegeben. Die Punkte 1 und 2 lassen sich in strenger
Weise behandeln, nicht aber Punkt 3, denn dort muf stets mit gewissen Idealisierungen
gearbeitet werden.

An die Berechnung des Spannungs- undjoder Verformungszustandes schlielst sich
dessen Beurteilung an, d.h. man muls prufen, ob bzw. wie lange der Bauteil den gegebenen
Beanspruchungen standhalt. Leider ist dies der theoretisch am wenigsten sicher fundierte
Teil der Untersuchung, weshalb der Ingenieur im Einzelfalle nach seinem Ermessen
Sicherheitsfaktoren einfiihren mull. Der Frage der Beurteilungskriterien ist in diesem
Kapitel besondere Aufmerksamkeit geschenkt.

15.2 Beschreibung des Spannungszustandes, Vergleichsspannung

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem x, y, z liiBt sich der Spannungszustand
in einem Volumenelement dx dy dz beschreiben durch die Angabe von 6 Spannungen.
Diese sind die Normalspannungen (1x, (11/' (1z (positiv wenn Zugspannung) und die Schub
spannungen T'X1/' T'1/Z, T'ZX' Die Schubspannung T'X1/ weist in die Richtung y und greift an dem
Flachenelement an, dessen aullere Flaehennormale in die positive x-Richtung weist, vgl.
Abb. 15.2.1. Es ist aus Gleichgewichtsgriinden T'1/X = T'X1/' so daf tatsachlich nur 3 verschie
dene Schubspannungen auftreten. In jedem Raumpunkt laBt sich stets ein rechtwink
liges Koordinatensystem 1, 2, 3 finden, derart, daf fur ein ihm entsprechend orientiertes
elementares Parallelepiped die Schubspannungen auf allen Grenzflachen verschwinden;
die zugehorigen Normalspannungen 0'1> 0'2' (13 sind die Hauptspannungen. Die Beziehungen
zwischen den Richtungen der Flaohenelemente und den in ihnen angreifenden Spannungen
werden graphisch veranschaulicht durch den Mohrschen. Spannungskreis (Abb . 15.2.1), vgl.
auch die ausfiihrliche Darstellung in Biezeno jGrammel [1]. Es ist z.B. T' (Abb . 15.2.1) die
Schubspannung in einer Ebene, deren Elachennormale in der durch die Richtungen (11
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15.2(1)

und 0'2 aufgespannten Ebene liegt und mit a1 den Winkel IX bildet. Dementsprechend
existieren 3 solche, je unter 45° liegende Ebenen , in denen die Hauptschubspannun gen 1'1'

1'2' 1'3 auftreten.

r

uy

t'yx

Tx y

Ux dy Ur

t'x y
dx

Tyx

Uy
0 Ul UJ

Abb.15.2.1. Links: Volum enelemen t mit Normal- und Schubspannungen ; rechts: Darstellung des Zusammen
hanges zwischen der Orientierun g ex eines Flachenelementes und den in ihm angreifenden Spannungen du rch

den Mohrschen Spa nnu ngskreis.

Da Werkstoffeigenschaften bevorzugt durch Versuche an Probestab en bei einac hsigem
Spannungszustand gewonnen werden, besteht da s Bediirfnis, beliebige mehrachsige Span
nungszustiinde auf einen hin sichtlich Werkstoffbeanspruchung gleichwert igen einac hsigen
Spannungszust and zurii ckfUhren zu konnen . Was unter dieser Gleichwertigkeit konkret
zu verstehen ist , mogen folgende Beispiel e zeigen .

Ein Werk stoff zeige im einachsigen Versuch bis zu einem Wert e* der Dehnung e = ,.1 111
(,.1 1 die Liingeniinderung, 1 die urspriingliche Lan ge) elastisches Verh alten , d. h . es besteht
ein eindeutiger Zusammenh ang zwischen e und 0' und die Deformation ist reversibel.
Uber e* trete Pl astizitiit auf, so daf bei Entlastung eine bleibende Dehnung beobachtet
wird. Beim gleichen Werkstoff gibt es mehrachsige Spannungszustande, die ebenfalls den
Charakter von Grenzzuetanden haben, bei deren Uberschreiten die Pl astizi tat erscheint.
Diese sind dem einachsigen Zustand e*, 0'* gleichwer t ig. - Bei hoher Temp eratu r kriechen
die W erk stoffe : Unter zeitli ch kon stanter einachsiger Spannung wird die Dehnung e lan g
sam immer grofser, wobei der Werkstoff so geschadigt wird, daB er nach einer gewissen
Zeit tB bricht. Ein mehrachsiger Spannungszustand, der den Werkstoff im Zeitintervall dt
gleich viel schiidigt wie der genannte einachsige, so daB ebenfalls nach tB der Bruch ein
tritt, ist dem einachsigen gleichwert ig.

Ub er die Berechnung der sog. V erg1eichsspannung o; eines einachsigen Spannungs
zustandes, der einem gegebenen mehrachsigen gleichwertig ist, gibt es verschiedene Hypo
thesen , die oft B ruchhy pothesen , richtiger aber Anstrengungshypothesen gena nnt werd en .
Ni cht nur liWt sich der gesuchte Zusammenhan g nicht zwingend herleit en , sondern er
ist auch nicht fiir alle Werk stofftypen gleich . Fur zah e Werk stoffe, wie sic im Turbo
maschin enbau gebriiuchlich sind, stimmen die beiden folgenden Hypothesen mit der Erfah
rung gut iiberein .

K riterium der Gesta luinderunqsarb eit . Diese durch v. lYlises angegebene Hypothese
nim mt an, daB zwei Spannungszustiinde dann gleichwert ig seien, wenn die au f die Volumen
einheit bezogene Gestaltanderungsarbeit fUr beide gleich ist . Das liefer t den Ausd ruck

a; = ;2 Y(ax - ay)2 + (O'y - O'z)2 + (c, - ax)2 + 6(1'~ + 1'; z + 1';x )

fur die Vergleichsspannung, durch die H auptspannungen ausgedruckt also

a; = Y~ y(a1 - 0'2) 2 + (a2 - 0'3) 2 + (0'3 - 0'1) 2 . 15.2(2)
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15.2(3)

Schubspannungshypothese. Ausgehend von der Vorstellung, daB die Zerstorung eines
Werkstoffes durch Gleitvorgange eingeleitet werde, hat Tre sca die grolite auftretende
Schubspannung Tmax als maBgebendes Kriterium angegeben. Nach Abb . 15.2.1 ist

1
T max =""2 (0'1 - 0'2),

mithin die Vergleichsspannung

15.2(4)

wenn 0'1 die groBte, 0'2 die kleinste Hauptspannung ist, stets im algebraischen Sinne ver
standen.

Praktisch ergeben sich zwischen den Aussagen der beiden Hypothesen nur sehr geringe
Unterschiede, wie Abb. 15.2.2 zeigt, die fur ebenen Spannungszustand je die Gesamtheit
Hauptspannungspaare 0'1,0'2 darstellt, die einer festen Vergleichsspannung o; entsprechen.

Schubspannungs-
CfZ hypothese

Hypotheseder
Gestalt6nderungs
arbeit

Abb.15.2.2. Linien gleieher Vergleiehs
spannung Cfv bei ebenem Spannungszu
stand in Funktion der Hauptspannungen
Cf1 und Cf2• Seehseek im Faile der Schub 
spannungshypothese, Ellipse im Faile der
Hypothese der Gestaltenderungsarbeit

Fur einen gegebenen Spannungszustand fiihrt die Schubspannungshypothese auf ein o'v'

das im Extremfall15% groBer und in keinem Falle kleiner als das der v . Mises-Hypothese
ist. Diese letztere scheint mit den experimentellen Ergebnissen etwas besser iibereinzu
stimmen. Demgegeniiber hat die Schubspannungshypothese den Vorteil, daB die Einfach 
heit der Beziehung 5.2(4) - die Vergleichsspannung ist das Doppelte der grolst en Schub
spannung - die Uberlegungen sehr erleichtert, wobei allfallige geringe Fehler auf der
sicheren Seite liegen. Warum man ihr heute die v. Mises-Hypothese meist vorzieht, hangt
damit zusammen, daB der Nachteil der komplizierteren Rechnung infolge des Computers
nicht mehr ins Gewicht fallt, wahrend die groBere Stetigkeit der Zusammenhange (in
Abb. 15.2.2 Ellipse statt Sechseck) gewisse Untersuchungen auch erleichtert. Nachfolgend
wird daher iiberall, wo nichts anderes gesagt ist, das v . Mises-Kriterium benutzt.

15.3 Elastisches Verhalten

Elastisches Verhalten ist gegeben, wenn der Verformungsvorgang reversibel ist. Fast
immer setzt man zudem linearc Elastizitat, d .h. das Hookesche Gcsctz voraus. Der all
gemeinere Fall wurde zwar auch untersucht, vgl. etwa Kaudcrer [2], doch sind fur zahe
Werkstoffe die Abweichungen nicht sehr bedeutsam, abgesehen von Extremfallen, wie
Spannungsspitzen in Kerben, vgl. N euber [3]. Bei cinachsigcm Spannungszustand ergibt
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sich dann, wenn in e sogieich noch die Warmedehnung eingeschlossen wird

153

15.3(1)

Hier ist E der Elastizitatsmodul, f3 die lineare Warmeausdehnungszahl und T die Uber
temperatur gegenuber dem Ausgangszustand. Der Nullpunkt der Temperaturangabe ist
iibrigens unwesentlich, da in der Anwendung des Gesetzes nur Ableitungen oder Diffe
renzen von Temperaturen vorkommen.

Beim dreiachsiqen. Spamnunqszustaoul lauten die Gleichungen, wenn v die Poissonsche
Querkontraktionszahl ist

1
Sx = E [O'x - v(O'y + O'J] + f3T,

1
Sy = E [O'y - v(O'z + O'x)] + f3T,

1
ez = E [O'z - v(O'x + O'y}] + f3T,

2(1 + v) 2(1 + v) 2(1 + v)
YXY = E TXY' YYZ = E Tyz, Yzx = E Tzx·

15.3(2)

15.3(3)

15.3(4)

15.3(5)

Die Y sind die Verzerrungswinkel, wie in Abb. 15.3.1 fur eine Ebene dargestellt. Diese Glei
chungen konnen aueh so aufgelOst werden, daB umgekehrt die Spannungen durch die
Verformungsgrollen ausgedriickt werden. Sie lauten dann:

E Ef3
(Jx - (1 + v) (1 _ 2v) [(1 - v)sx + v(Sy + sz)] - T_ 2v T,

E Ef3
(Jy = (1 + v) (1 _ 2v) [(1- v) Sy + v(sz + ex}] - 1 _ 2v T,

E Ef3
a, = (1 + v) (1 _ 2v) [(1- v) ez + v(sx + Sy)] - 1 _ 2v T,

E E E
Txy = 2(1 + v) YXy, Tyz = 2(1 + v) Yyz, Tzx = 2(1 + v) Yzx'

15.3(2')

15.3(3')

15.3(4')

15.3(5')

Die GIn. 15.3(2)-(5) lassen sich ohne weiteres auf den ebenen Spannungszustand iiber
tragen, indem dort O'z = 0 und Tyz = Tzx = 0 gesetzt wird. Lost man die so entstehenden

y

rJx--H./-

~y x
Abb . 15.3.1. Deformiertes Volumenele- t
ment und an ihm angreifende Spannungen rJy
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Gleichungen nach den Spannungen auf, so erha lt ma n

E Ep
ax = -1- - 2 [ex + vey] - -l-- T ,- v -v

15.3(2")

E Ep
ay = -1- - 2 [ex + vey] - 'l--T ,

- v - v
15.3(3")

E
T XY = 2(1 + v) Yxv' 15.3(5" )

Die Poi ssons che Querkontrak tionszahl wird iiblicherweise v = 0,3 gesetzt, doch ist sie
effekt iv einigen Streuungen unterworfen.

15.4 Plastisches Verhalten

In diesem Abschnitt wird zcitunabhamqiqes plasti sches Verhalten behandelt, ni cht aber
das viskoplasti sche ("Kriechen") , das erst bei hoher Temperatur auft rit t . Wenn bei einem
gezogenen Probestab die Last ste tig erhoht wird, ents te ht im Spannungs-Dehnungs-Dia
gra mm Abb. 15.4.1a bei den zah en im Turbomaschinenb au gebrauchlichen Werkstoffen
eine Kurve der Art OA BCDE. Die Kurve gibt allerdings eigentlich eine ideelle Spannung
wieder , die definiert ist als P lfo, wo fo der urspriingliche Querschnitt des spannungslosen
Stabes ist. Infolge der Verminderung des Stabquerschnit tes verandert sich die wirkliche
Spannung gemaB der strichpunkt iert eingetragenen Kurve, die sich indessen im prakti sch
wichtigen Dehnungsbereich von der theoreti schen (ausgezogenen) nicht merklich un t er
scheidet. Bis A gilt die Deform ation als rein elastisch . Da man heute annimmt, daB die
Ermiidung eines Werkstoffes un ter Wechselbeanspruchung durch die Wiederholung pla
stischer Deformationen entsteht, ist die Spannung aw im Punkt A zugleich die Dau er 
wechselfest igkeit. Bei weite rer Ste igerung der Spannung entstehen - zunaohst sehr
kleine - bleibende, d .h. plastische Dehnungen , im Punkt B schlieBlich 0,2% , wie durch

E
o

-dr

1--£ ..., / dOe
P I , /0I 0_,_0-

I
I

__---"1~-<{_;:;_--._--------.l.-_
f:o f:

a b

Abb. 15.4.1. a) Eff ektives Spannungs-Dehnuugs-Diagramm eines zahen Werkstoffes; b) idealisiertesS pannungs
Dehnungs-Diagramm eines zahen Werk stoffes; bis GF linearelast isches Verh alten, fur grolsere e nach Kurve a

Pl astizit iit mit Verfestigun g oder nach Kur ve b Idealpl asti zitat
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die von B zur Abszisse zuruokfuhrende Linie gezeigt ist, die einer von B aus erfolgenden
Entlastung entsprieht. Die Spannung, die diese bleibende Dehnung 0,2% erzeugt, heiBt
nach Konvention die FliefJgrenze (11" oder Streckqrenee. Fiir viele Untersuchungen wird
vereinfachend angenommen, del' Werkstoff verhalte sich bis zum Spannungswert (11"

elastisch. - Von hier ab nehmen die plastischen Verformungen sehr rasch zu. Im Punkt D
erreicht die Kraft ihren Hochstwert Pmax und es ist nach Ubereinkunft (1 n = Pmaxlfo
die Zugfestigkeit. Die effektive Bruchspannung aBe liegt noch hoher, da beim Bruch, d .h .
bei del' Bruchdehnung cn, del' Querschnitt stark eingeschniirt ist. - 1m Bereich del' Druck
spannungen nimmt die Kurve bei zahen Werkstoffen mindestens im praktisch wichtigen
Bereicheinen sehr ahnliohen Verlauf. - Man beachte, daB die Darstellung Abb. 15.4.1a
del' Deutlichkeit halber verzeichnet ist : Die Gesamtdehnungen an del' FlieBgrenze liegen
in del' GroBenordnung 0,35-0,7%, wahrend die Bruchdehnung 8-25% erreicht.

An sich liefert die Kurve Abb. 15.4 .1a den Zusammenhang zwischen del' plastischen
Dehnung cp und (1, siehe etwa Punkt O. Was abel' das Problem del' Plastizitat kompliziert,
ist ihr irreversibler Charakter. Nicht nur fuhrt eine von 0 ausgehende Entlastung zu 0'
statt zum Ursprung, sondern eine erneute Belastung langs 0'0 liefert nicht mehr die
FlieBgrenze aF' Setzt man umgekehrt den Stab von 0' ausgehend einer Druckbean
spruchung aus, so stellt sich die Fli eBgrenze bei einem etwas verschobenen Wert -a~.

ein, del' sog. Bauschinger-Effekt . Wiederholte plastische Verformungen Iuhren eine fort
schreitende Veranderung del' Werkstoffeigenschaften herbei. Trotzdem gibt es viele te ch
nische Probleme, wo die vereinfachende Annahme einer einmaligen Plastifikation sinn
voll ist, VOl' allem dann, wenn nul' ein kleiner Teilbereich innerhalb eines grofseren Bau
teiles plastifiziert wird. Man p£1egt dann meist del' Rechnung ein vereinfachtes Stoffgesetz
zugrundezulegen, wie etwa in Abb. 15.4.1 b veranschaulicht. Man setzt bis aF elastisches
Verhalten voraus und von dort an ein Plastizitatsgesetz gemaB einer Geraden a (ent
sprechend einer Dehnungsverfestigung des Werkstoffes) oder gemaf einer horizontalen
Geraden b, die dem idealplaslischen Kerper entspricht. Wenn nun eine rein elastizitats
theoretische Rechnung eine ideelle lokale Spannungsspitze a i liefert (die weit iiber del'
Bruchgrenze liegen kann) , so entspricht dem effektiv ein Spannungs-Dehnungs-Zustand,
del' z.B . durch den Punkt P gekennzeichnet ist . Bei Entlastung erzwingt del' Rest des
Korpers, daB die Dehnung wieder verschwindet, womit man zum Punkt Q gelangt. Von
da an spielen sich die Vorgange in reversibler Weise zwischen P und Q ab o

Wie beim elastischen Spannungszustand stellt sich auch hier die Frage des Uber
ganges vom einachsigen auf den mehrachsigen Spannungszustand. Das Problem del' Ver
gleichsspannung wurde bereits behandelt, und es moge das V. Mises-Kriterium zugrunde
gelegt werden. Die Frage abel' nach dem Zusammenhang zwischen einem Hauptspannungs
tripel (11) (}2' a 3 und den zugehorigen plastischen Dehnungen CpI. Cp2, Cp3 erfordert die Ei n
fuhrung eines zusatzlichen Gesetzes, das als FliefJregel bezeichnet wird. Bereits V. Mises [4]
hat dariiber eine Hypothese gemacht. In einem Koordinatensystem (11) (12' a3 ist del' geo
metrische Ort aller Punkte, die mit einem Wertetripel die Vergleichsspannung av gemein
hat eine Flache ; del' Vektor mit den Komponenten cpl ' c p2' c p3 steht auf diesel' Flaohe
senkrecht. Dies gilt fur jede Anstrengungshypothese, so daB also FlieBregel und Anstren
gungshypothese einander zugeordnet sind. Ziegler [5] gelang es, diese Aussage aufgrund
thermodynamischer Prinzipien zwingend zu begriinden.

Urn den Zusammenhang HiI' die zugrundegelegte Anstrengungshypothese aufzufinden,
kann man mit Manson [6] folgendermaBen vorgehen. Die plastischen Schubdeformationen
stehen sicher in einem festen Verhaltnis zu den Schubspannungen, d .h. es ist

15.4(1)

Ferner bleibt das Volumen eines Raumelementes bei plastischer Deformation stets kon
stant, also

Cpl + cp2 + cp3 = 0. 15.4(2)
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Schlielslich wird ausgesagt, daB eine plastische Vergleichsdehnung Bpv existiert , fur die eine
zu 5.2(2) analoge Formel gilt, namli ch

Bp v = V; V( Bp 1 - Bp2 )2 + ( Bp2 - Bp3 )2 + (B p3 - Bp 1)2. 15.4(3)

Diese Aussage impliziert die FlieBregel, und zwar liiBt sich verifizieren , daB sie mit
der oben angegebenen iibereinstimmt. Diese direkte Analogie der Formeln 15.2(2) und
15.4(3) ist der mathematische Vorteil der benutzten Anstrengungshypo these. Fiir den
einachsigen Fall gilt

15.4(4)

15.4(7)

15.4(6)

15.4(5)

womit 15.4(3) auf Bpv = Bp I zuriickfiihrt. Aus 15.4(1)-(3) ergibt sich zusammen mit
15.2(2)

Bp I = ~: [eT1 - : (eT2 + eTa)] ,

Bp2 =:;:[eT2 - ~ (O"a + 0"1)] '

Bp3 =;:[eTa- ~ (0"1 + eT2) ] .

Da man aus dem einachsigen Versuch die Zuordnung von Bp und 0" kennt, ist Bpv!O"v bekannt.
Hier sind Koordinatenachsen verwendet , die in die Richtungen der Hauptspannungen

weisen. In einem beliebigen rechtwinkligen Koordinatensystem liiBt sich der Zusarnmen
hang in Tensorschreibweise folgendermalsen darstellen. Es sei

15.4(8)

der "hydrostat ische Anteil" des Spannungszustandes. Dann ist

1 1
Bpx 2 Y P."Y 1f Y pxz

1 1 I(".-.) 7:XY

T

u

I3Bpv (eTy - (1) 15.4(9)2 Y w x Bpy 2 Y PYZ = - 7:yX 7:yzav

1 1
7:z x 7:zy (eTz - (1)

2 Y pzx 2 Y PZY Bpy J

wobei Yp i j = Yp ji' 7:ij = 7:ji ' Der rechts stehende Tensor wird Deviator genannt . - Die
hier eingefiihrten Verformungsgr6Ben kennzeichnen nur den plastischen Anteil . Fur eine
Gesamtdehnung gilt z.B.

15.4(10)

WO Bei der elastische Anteil ist, Bei + (JT also z.B. der Ausdruck nach Gl. 15.3(2)-(4).

15.5 Viskoplastisches Verhalten (Kriechen)

Bei hoherer Temperatur - d .h. bei absoluten Temperaturen, die etwa die halbe
Schmelztemperatur erreichen oder uberschreiten - zeigen die Werkstoffe die Eigenschaft
des K riechens : Unter konstanter auBerer Last dehnt sich ein Stab stetig und sehr langsam
aus, bis er schlielslich bricht. Im iiblichen sog. Dauerstandversuch wird dieser Vorgan g an
Probestaben, also im einachsigen Spannungszustand untersucht. Eine Anzahl von Staben
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wird un ter einheitlicher , zeitl ich konstanter Temperatur verschiedenen ebenfalls zeitl ich
konstanten Spannungen 0'1> 0'2' ..• unterworfen. Dabei zeigen die Stabe ein Verhalten, wie
es durch die Kurven Abb . 15.5.1 dargestellt wird. Fur die Kurve, die einer Spannung 0'2

entspricht, sind dort die Einzelheiten genauer angegeben.

Abb. 15.5.1. Dehnungsverhalten (Kriechen)
eines Zugstabes bei konstan te r hoher Tem
peratur und verschiedenen Spannungen

G1 ' " G4 in Funktion der Zeit t

f e
'~-o ---- - - - - - - -'--,--- - - ----

Beim Au£bringen der Last stellt sich sogleich die elastische Dehnung Ce ein. Wahrend
einer relativ kurzen ersten Zeitspanne I erfolgt das Primdrkriechen, wobei die Kriech
geschwindigkeit Be = dce/dt (Index c von engl. "creep") von einem Anfangswert aus 
gehend ab nimmt, bis sie sich bei einem wesentlich kleineren Wert stabilisiert. Daran
schlieBt sich das Sekunddrkriechen. an, - Periode II - wobei sich die Kriechgeschwindig
keit nur wenig verandert. In einer dritten Phase - dem 'I'ertiarkriechen, Periode III 
nimmt se wieder zu, bis schlieli lich nach einer Zeit tB der Bruch erfolgt. - Wird dieser
Versuch mit einer Anzahl von Staben bei verschiedenen Spannungen durchgefuhrt, so
erhalt man fur jede Spannung eine Bruchzeit tB und kann das Ergebnis in einem Diagramm
der Art von Abb . 15.5.2 darstellen. Dieses ist die wichtigste Unterlage zur £estigkeits
technischen Bemessung von in hoher Temperatur arbeitenden Bauteilen. Diese miissen
stets fur eine gewisse Lebensdauer ausge legt werden, da der Werksto££ unter der Bedingung
des Kriechens nicht unbegrcnzt standhalt.

Das Primarkriechen interpretiert man als einen Setzvorgang innerhalb der anisotropen,
ungeordneten kristallinen Struktur des Werkstoffes. Dabei gibt dieser zunaohst mehr
nach, bis eine Umlagerung der mikroskopischen Spannungsverteilungen an den Kristal-
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Abb . 1;i.5.2. Zeitbruchlinie (Zcitstandfestigkeitsdiagramm) fur einen austenitischen Chrom-Nickel-St uhl
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15.5(2)

liten stattgefunden hat, bei welcher die widerstandsfahigeren Teile bevorzugt zum Tragen
kommen und damit das Nachgeben zuruokgedammt ist, was auf das langsamere Sekundar
kriechen fUhrt. Das 'I'ertiarkriechen, bei dem die Zerst6rung des Werkstoffes rasch fort
schreitet, ist kaum von praktischem Int eresse, da man keinen Bauteil solchen Bedin
gungen aussetzen diirfte, daB dieser Vorgang schon einsetzt. - Fiir das Kriechgesetz, das
man, einen bestimmten Werkstoff und konstante Spannung und Temperatur voraus
gesetzt, in der Form

Be = F(a , T , t) 15.5(1)

schreiben kann, sind verschiedene Ansatze vorgeschlagen worden, vgl. etwa [7- 9]. Die
Praxis bevorzugt meist denjenigen von Norton [7], der in dem Spannungsbereich, der
auf geniigend lange tB fiihrt , hinreichend genau ist:

Be =B6 {[(fbl~T)r(T)exp [- tR(~)] + [ ab~T)rT
)} .

Hier ist B6 = 10- 6 h-1 ein normierter Wert (ein Promille in 1000 h) , wahrend (fbI> (Jb, n i ,

n, tR empirisch zu bestimmende Konstanten sind, die aus dimensionsanalytischen Griinden
in der angegebenen Weise eingefUhrt werden. Das erste Glied beschreibt, zum zweiten
addiert, das Primarkriechen un d verschwindet mit zunehmendem t exponentiell. Dann
bleibt nur das zweite Glied iibrig, welches das Sekundarkriechen wiedergibt. Das Tertiar
kriechen wird nicht wiedergegeben. Da das Primarkriechen einen kleinen Bruchteil der
Beniitzungsdauer eines Bauteiles einnimmt, geniigt es in der Regel, nur das Sekundar
kriechen zu beriicksichtigen , also zu setzen

ee = B6 [ab~T) t T
). 15.5(3)

In dieser einfachen Form fehlt die Zeit t, d .h. man ersetzt im Bereich II die Kurve ee(t)
(Abb . 15.5.1) durch eine Gerade.

Die Dauerstandfestigkeitskurve (Abb . 15.5.2) kann angenahert werden durch den
Ansatz

a =(fB3(T) (::t m(~) , 15.5(4)

wobei wiederum (fB3 und m empirisch zu bestimmende Werte sind und tn eine Normie
rungszeit, zweckmaliig tn = 103 h, wobei aB3 dem Bruch nach dieser Zeit entspricht. Die
GIn. 15.5(3) und (4) enthalten die wesentliche Information iiber Kriechverhalten und
Beanspruchbarkeit eines Werkstoffes fur vorgeschriebene feste Bedingungen. Abb. 15.5.3
gibt ein typisches Beispiel des Kriechverhaltens, woraus auch die Exponenten als Kurven
neigungen erhalten werden konnen. Eine gedrangte Darstellung von Festigkeitswerten
moderner Werkstoffe findet sich z.B . bei Thomas [44].

Der Ubergang von diesen Daten auf den mehrachsigen Spannungszustand geschieht wie
beim unter 15.4 behandelten plastischen Verhalten. Unter Zugrundelegung der v. Mises
Hypothese ist in 15.5(4) als Spannung die durch 15.2(1) gegebene Verg leichsspannung a;
einzusetzen. Das Spannungs-Verformungs-Gesetz schreibt sich in Tensorform analog zu
15.4(9)

1 • 1 .
eex 2"Ycxy 2"Yexz

1 . 1 . 3- [ r1("- - a)
Txy Txz le6 o; 1 (ay - d) 15.5(5)2"Yeyx eey 2"Ycyz = 2(fv (fb T yX Tyz

1 . 1 .
Tzx TZy (az - (1) J

2"Yc zx 2"Yezy eez

mit (j nach 15.4(8). Die Vergleichsdehnungsgeschwindigkeit ecv ergibt sich durch Ein
setzen von av in 15.5(3) .
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Auf einen Umstand sei hier abschlielsend hingewiesen, Trotz des Tertiarkriechens ist
die Bruchdehnung eines kriechenden Stabes von der Gro13enordnung 1% und auch
weniger, also sehr viel kleiner als beim Zugversuch bei Raumtemperatur. Der Werkstoff
vermag also nicht viel Arbeit aufzunehmen und bricht quasi sprode.
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Abb. 15.5.3. Beispiel fiir Werkstoffverh alten bei hoher Temperatur (Werksto ff ,Nimonic 105' ): Links: Zu
sammenhang zwischen Spannung und Bruchzeit ; rechts: Zusamm enhang zwischen Spannung und mittlerer
Kriechgeschwindigkeit Be' Del' Ordinatenwert bei tB = 103 h ist aB3; die Neigungen der Geraden im doppelt -

logarit hmischen MaJ3stab liefern die Exponenten m und n

15.6 Verfahren der finiten Elemente bei Elastizitiit

a) Allgemeines

Grundgedanke der F estigkeit srechnung nach dem Verfahren del' finiten Elemente ist
es, den gegebenen Kerper einzuteilen in eine grofsere Zahl von 'I'eilkorpern einfach er Geo
metrie - die finiten Elemente - deren Spannungs- und Verformungszustand unter ein
fachen Annahmen in allgemeiner Form angegeben werden kann; die Zusammenfugung
dieser Elemente unter Beachtung ihrer gegenseit igen Ruckwirkungen ergibt den Gesamt
zustand des Korpers, Fur die F estigkeitsprobleme des lVIaschinenbau es benu tzt man
bevorzugt dreieckige Scheiben-, Platten- und Scha lenelemente, sowie Prismen und Ringe
dreieckigen Querschni ttes, je nach dem Typus des geste llten Problems. Der Vorteil des
Dreiecks besteht darin , daf man sich damit beliebigen geometrischen K onturen gut an
passen kann.

Abb . 15.6.1 zeigt als Beispiel einen SchaufelfuB und seine E inteilung in Dreiecks
elemente. Die Kriifte, denen dieser Korper ausgesetzt ist , sind der Schaufelzug, die Pres
sung auf die heiden Tragflanken und die an seiner eigenen Masse angreifende F liehkraft .
Diese auBeren Krafte denk t ma n sich in die Knotenpunkte des Netzwerkes konzentriert ;
dies ist ein vorbereit end er Schritt der Rechnung. Infolge des Fliehkraftfeldes greifen im
vorl iegenden Beispiel in allen Knotenpunkten aulsere Krafte an . Wo keine Kraftfelder
auftreten, sind nur Punkte der aulieren K ontur Kraft angriffspunkte. - Die geda nkliche
Struktur des Verfahrens erhellt aus der nachfoIgenden Aufstellung der aufeina nder 
folgenden Gedankenschritte.
1. Einteilung des K orpers in eine geniigende Zahl von Elementen ,
2. Konzentration der aulferen Krafte in die Knotenpunkte.
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Abb. 15.6.1. Beispiel der Einteilung eines
Schaufelfulles in finite Elemente

a

F,

Abb. 15.6.2. a) Dreieckselement , ausgezogen in entspannter, gestric helt in verschobener und deformiert er
Lage; b) an den Dreiecksflanken angrcifende Spannungen ai und Ti und Ersatz derselben durch aq uivalente

Eckenkrafte }'i

3. Fiir den gewahlten Elementtyp kennt man die Beziehung zwischen den Dehnungen
- d.h. den Verschiebungen der E ckpunkte, Abb. 15.6.2a - und den Spannungen,
wobei Warmedehnung sogleich mitberiicksichtigt werden kann.

4. Einem bestimmten Spannungszustand des Elementes entsprechen bestimmte Flanken
spannungen Gv Tv G2, 1'2' 0'3 ' 1'3' Abb . 15.6.2b.
Diese Spannungen werden ersetzt durch ihnen stat isch aquivalente Krafte F i . . . in
den Eckpunkten . Nach dem unter 3. Gesagten sind also diese E ckenkrafte in Funktion
der E ckenverschiebungen ausdriickbar und zwar bei Linearel astizi tat durch lineare
Beziehungen .

5. Formulieren, daB in jedem Knotenpunkt die Summe der E ckenkrafte der in ihm
zusammenstollenden Elemente gleich der dort t atsachlioh angreifenden auBeren Kraft
sein muB. Dies liefert ein System von ebensovielen Gleichungen wie Knotenpunkt
verschiebungen.

6. Knotenverschiebungen durch Losen des Gleichungssystems bestimmen.
7. Nach unter 3. erwahnter Beziehung die Spannu ngen in samtlichen Elemen ten aus den

Knotenverschiebungen berechnen.
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Man beachte, wie die Grenzbedingungen in diese Rechnung eingehen : Die Vertikal
verschiebungen der Knotenpunkte der Flankenflaohe f sind Nu ll. Ferner muB die Rech
nung aus Symmetriegrimden nur fur eine Halite des SchaufelfuBes durchgefUhrt werden.
Von den Punkten der Mittelflache m weiB man, daB ihre Horizontalverschiebungen ver
schwinden.

Nachfolgend wird diese Rechnung genauer dargestellt fiir diejenigen Elemente, die
fur die Festigkeitsrechnungen des Turbomaschinenbaues weitaus am haufigsten Anwen
dung finden. Sie zeichnen sich zugleich dadurch aus, daB fUr sie die Zusammenhange
besonders iibersichtlich werden, da sie pro Knoten nur zwei Freiheitsgrade aufweisen.
Bei Platten ist man auf drei, bei Schalen auf bis zu sechs Freiheitsgrade pro Knoten
gefUhrt, was den Formalismus kompliziert, ohne daB indessen die gedankliche Struktur
des Verfahrens eine andere wird . Bei der Herleitung wird von der direkten Betrachtung
der Steifigkeitseigenschaften der Elements ausgegangen, wahrend man sich bei der
vollig allgemeinen Entwicklung der Theorie auf Variationsprinzipien zu stiitzen pflegt,
wobei dann auch die tiber die Festigkeitsrechnung hinausreichende Anwendungsmoglich
keit des Verfahrens sichtbar wird. Fur eine umfassendere Darstellung muB auf die Spezial
literatur verwiesen werden, z.B . [10-12].

b) Dreieckselement bei ebenem Spannungszustand

Vorbereitend mage zuerst das in Abb . 15.3.1 dargestellte Volumenelement betrachtet
werden, das den Spannungen (}x' (Jy, i x y unterworfen ist. Aus dem Bild folgt sogleich,
daB der totale Verzerrungswinkel

YXy = Y' + Y" 15.6(1)

betragt. Abb. 15.6.3 zeigt das Dreieckselement, in einem xy-Koordinatensystem, aus
gezogen in ursprunglicher, gestrichelt in verzerrter Lage . Seine Flache lal3t sich aus den

Y

VJ
YJ

,//~,/ ....- ....- '/
....- ....-

....- ....-
/'

Y, V,

Y2

X , X 2 X J X

Abb. 15.G.3. Zur Bestimmung der Dehnungen
und VerzerrungswinkeI aus den Eckenverschie

bungen
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Eckpunktkoordinaten gemals

1
A = '2 [XI(Y2 - Ya) + x2(Ya - YI) + Xa(YI - Y2)] 15.6(2)

bestimmen, seine Tiefe senkrecht zur Bildebene sei h. Es wird vereinfachend voraus
gesetzt, daB der Spannungszustand innerhalb des Elementes konstant sei. Die Elemente
miissen so klein gewahlt werden, daB diese Annahme genau genug ist. Mit den Bezeich
nungen nach Abb. 15.6.3 ergibt sich z.B. die Dehnung in x-Richtung zu

U 4 - ul
Bz =---- .

x4 - Xl

Nun geht aber aus der Figur unten links in Abb . 15.6.3 hervor, daB

(x4 - Xl) (Ya - Y2) = 2A ,

womit 15.6(3) iibergeht in

und da aus geometrischen Grunden

15.6(3)

15.6(4)

15.6(5)

U - U Ya - YI + U YI - Y2 15.6(6)
4 - 2Ya - Y2 a Ya - Y2 '

erhalt man durch Einsetzen in 15.6(5) die erste der beiden folgenden Gleichungen; die
zweite folgt in Analogie fur die andere Koordinatenrichtung.

1
Bz = 2A [(Y2 - Ya) u l + (Ya - YI) u2 + (YI - Y2) ua],

1
By = 2A [(xa - X2) VI + (Xl - Xa) V2 + (X2 - Xl) Va]·

GemaB der Figur in Abb. 15.6.3 unten rechts ist unter Beachtung von 15.6(1)

15.6(7)

15.6(8)

15.6(9)V 4 - VI + Us - U 2
Yxy = .

X 4 - Xl Ys - Y2

Die Nenner X 4 - Xl und Ys - Y2 konnen wie oben aus der Dreiecksflaohe A ausgedriickt
werden und die V4 und U s analog zu 15.6(6) aus den Verschiebungen der Eckpunkte. Damit
geht 15.6(9) uber in

1
YXy = 2A [(xa - x2 ) u l + (Xl - xa) u 2 + (x2 - Xl) Ua

15.6(10)

Durch die GIn. 15.6(7), (8), (10) sind die Deformationsgr6Ben durch die Eckenverschie
bungen ausgedriickt.

Die Spannungen ihrerseits ergeben sich aus den Deformationen nach 15.3(2")-(5"):

E E{JT
az = -1--2 [ex + vey] - -1--'- v -v

E E{JT
ay = -1 - -2 [ey + vez] - -1--'- v - v

E
Txy = 2(1 + v) YZy ·

15.6(11)
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Nun mull schlieBlich noch vom Spannungszustand auf die Eckenkrafte geschlossen werden.
Zur Uberlegung ist es zweckmallig, dem gegebenen Dreieck ein Rechteck zu umschreiben
(Abb. 15.6.4), in dem der gleiche Spannungszustand herrsche wie im Dreieck. Die Ecken-

Abb, 15.6.4. Zur Bestimmung der aqui
valenten Eckenkrafte aus den Spannungen

im Dreieckselement

krafte werden bestimmt durch die Annahme, daB man die Krafte auf jede Flanke zu
gleichen Teilen auf die beiden sie begrenzenden Ecken verteilen durfte. Die x-Kompo
nente UI der Eckenkraft in 1 ist also die halbe Summe der x-Komponenten der Krafte
auf die Flanken T2 und 13. Diese Flankenkrafte ihrerseits muss en aber der Kraft an der
Flanke 23 das Gleichgewicht halten. Die z-Komponente der Kraft auf die Flanke 23 ist
aber zugleich die x-Komponente der Summe der Krafte auf die E 3 und 2E, und diese
betragt

h(Y3 - Y2) ax - h(x3 - x2) i XY '

Demnach ist U I die Halfte dieses Wertes, und zwar mit umgekehrtem Vorzeichen, da U I

ja mit dieser Kraft im Gleichgewicht sein muB. - In gleicher Weise uberlegt man fur
die y-Komponente VI der Eckenkraft in 1. Sie muB der halben y-Komponente der Flanken-
kraft 23 das Gleichgewicht halten, und diese Ietztere ergibt sich zu

-h(x3 - x2) ay + h(Y3 - Y2) i XY '

So entstehen die ersten beiden Gleichungen des nachfolgenden Gleichungssystems. Die
restlichen erhalt man in gleicher Weise durch Betrachtung der Verhaltnisse fur die
Ecken 2 und 3.

h
U I = -2 [(Y2 - Y3) ax+ (x3 - x2) i XY] ,

h
VI = 2"""" [(x3 - x2) a y + (Y2 - Y3) i xyJ,

h
U2 = 2"""" [(Y3 - YI) ax + (Xl - x3) i xy] ,

h
V2 = 2 [(Xl - x3) a y + (Y3 - YI) iXYJ,

h
U3 = 2"""" [(YI - Y2) ax + (x2 - Xl) ixyJ,

h
V3 =2[(x2 - Xl) a y + (YI - Y2) i xy] ·

15.6(12)
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Da nun durch 15.6(7), (8) und (10) die Deformationen durch die Eckenverschiebungen,
durch 15.6(11) die Spannungen durch die Deformationen und dur ch 15.6(12) die E cken
krafte durch die Spannungen au sgedriickt sind, liegt del' vollstandige Zusammenhang
zwischen E ckenverschiebungen und Eekenkraften VOl'. An diese l' Stelle ist es zweckmallig,
zur Matrizenschreibweise iiberzugehen. Mit den Abkiirzungen

_ Yi - Yk _ Xk - Xi
a i = 2A ,bi = 2A ,i,j, k = 1, 2,3 zyklisch

und den Definitionen del' Matrizen

15.6(13)

{e} [::] ,
YXY

15.6(14)

laBt sich das Gleichungssystem 15.6(7), (8), (10), in del' Form

{e} = [a] {q}

15.6(15)

15.6(16)

schreiben, denn setzt man hier die angegebenen Definitionen ein und fiihrt die Matrizen
mu ltiplikation aus, so hat man das genannte GIeichungssystem VOl' sich . Ebenso wird mit

a
l

0 b
l


o bl a l

a2 0 b2

o b2 a2

aa 0 ba
o ba aa

{a}=[::], {T} =[~] , [E] =1 E '1'2 r~ ;: 1 ~ , ]
T XY 0 0 0 2

durch die Matrizengleichung

{o'} = [E]{e} - 1E,8 v {T}

das GIeichungssystem 15.6(11) wiedergegeben, SchlieBlich laBt sich mit

U
1



VI

{F} = ~: ' [aY =

Ua
_Va

das GIeichungssystem 15.6(12) in del' Form

{F} = Ah [aY {a}

15.6(17)

16.6(18)

15.6(19)

15.6(20)

schreiben. In del' Tat ist [aY die Transponierte del' Matrix [a], und diese Merkwiirdigkeit
erscheint nicht nul' etwa in diesem Beispiel, sondern kehrt in del' Struktur del' Theorie
stets wieder. - Die GIn. 15.6(16), (18) und (20) lassen sich durch Einsetzen in eine einzige
Matrizengleichung iiberfiihren :

15.6(21)
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Damit ist der lineare Zusammenhang zwischen den Eckenkraften {P} und den Ecken
verschiebungen {q} ausgedriiokt. Man beachte, daB als Temperatur des Elementes der
Wert

15.6(22)

einzusetzen ist, wo Tv T 2, Ta die Temperaturen in den Eckpunkten sind.
Das Dreieckselement ist hier in cartesischen Koordinaten behandelt worden. Vielen

Bauteilen ist aber ein polares Koordinatensystem r, {} besser angepa13t, vgl. Abb. 15.6.5.
Die Radialverschiebungen sind hier die Vi, die Tangentialverschiebungen die ribi. An die
Stelle von 15.6(13) treten die Definitionen

15.6(13 ')

Abb. 15.6.5. Dreieckselement in entspannter
und verzerrter Lage, in Polarkoordinaten

wahrend die Matrizen 15.6(14) und (15) zu ersetzen sind durch

-r1b
l
-

{e} [::] ,
YDr

{q} =
VI

r 2 b2

V 2

':J
15.6(14 ')

15.6(15')

An die Stelle der Definitionsgleichungen fur {O'} tritt

{O'} =[::],
TDr

15.6(17')

wahrend die Definitionen von {T}, [E] und {F} unverandert iibernommen werden konnen,
wenn in {F} die U, Tangentialkomponenten, die Vi Radialkomponenten bedeuten ; [af ist
wieder die Transponierte von [a]. Dann bleiben die Matrizengleichungen 15.6(16), (18),
(20), mithin aber auch 15.6(21) unverandert erhalten. - Alle diese Gleichungen setzen
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15.6(24)

15.6(25)

hinreichend kleine Abmessungen des Dreieckselementes voraus, da sonst ef) und af) nicht
mit hinreichender Naherung konstant vorausgesetzt werden durften. Wegen der gegen
iiber dem cartesischen Koordinatensystem geanderten Vorzeichen beachte man, daB hier
einheitlich der Gegenuhrzeigersinn positiv gerechnet wird.

Ebener Spannungszustand ist moglich bei Korpern, die eine Symmetrieebene besitzen
und deren Abmessungen senkrecht zu dieser Ebene (h in unserer Bezeichnungsweise) klein
sind im Vergleich zu den ubrigen Korperabmessungen. Hingegen muB h nicht konstant
sein. Es start das Rechenverfahren nicht, wenn die h der einzelnen Dreieckselemente, aus
denen man den Korper zusammensetzt, ungleich sind.

c) Dreieckselement bei ebenem Verformungszustand

Ist die Abmessung h nicht klein gegen die iibrigen Korperabmessungen, liegt also ein
prismatischer Kerper vor, dann ist kein ebener Spannungszustand mehr moglich. Viel
mehr treten dann stets Spannungen auf in der Richtung von h, die z-Koordinatenrichtung
genannt werde, Hingegen kann in geniigendem Abstand von den Endflachen, die den
Kerper in z-Richtung begrenzen, ein ebener Verformungszustand herrschen, d.h. ez = const.
Es ist wesentlich zu bemerken, daB man sich in diesem Falle bei der Rechnung einen
beliebigen Festwert ez vorschreiben kann, ohne dadurch ax, ay, T XY zu beeinflussen, denn
stets kann man den Korper in z-Richtung einer beliebigen Kraft unterwerfen, ohne daB
die genannten Spannungen dadurch beruhrt wiirden ; nur az wird dadurch bestimmt. Um
dies einzusehen, schreiben wir die Spannungs-Dehnungs-Gleichungen in folgender Form:

1
ex+ Llex = E [ax - v(ay + az + Llaz}] , 15.6(23)

1
lOy + Lley = E [ay - v(ax + Clz + Llaz)] ,

1
ez + Llez =]f[Clz + Llaz - V(Clx + ay}] .

Nun denke man sich zunachst alle mit LI geschriebenen GraBen weg. Der dann vorliegende
Spannungs- und Verformungszustand sei eine korrekte Losung des Problemes des ebenen
Vorformungszustandes. Alle GraBen sind dann Funktionen des Ortes, bis auf ez, das
konstant ist. Nun fiigt man durch Aufbringen einer Zusatzkraft in z-Richtung ein iiber
den Kerper konstantes Llaz bei. Nach 15.6(25) andert sich dann ez, um den ebenfalls
konstanten Betrag Llez, d.h. es herrscht wieder ebener Verformungszustand. DaB Llaz
auch in 15.6(23) und (24) auftritt, bewirkt Veranderungen der ex und lOy um

15.6(26)

Werden aber alle ex und lOy um den gleichen Betrag verandert, so bedeutet dies, daB die
kinematischen Bedingungen nicht verletzt werden, d. h . der Zusammenhang der Volumen
elemente bleibt erhalten. AuBerdem bleiben die Verzerrungswinkel unverandert, so daB
keine Riickwirkung auf Txy entsteht. Da die Gleichgewichtsbedingungen in der xy-Ebene
durch die Beifiigung von Llaz ohnehin nicht beriihrt werden, liegt in der Tat wiederum
eine korrekte Losung des elastizitdtstheoretischen Problems vor mit gleichen ax, ay, T XY

wie zuvor. - In den GIeichungen wurde das Temperaturglied weggelassen, das keine
Veranderung der Situation bringen wiirde. - Das bedeutet, daB man sich bei der Rech
nung ein beliebiges ez vorschreiben kann, zweckmallig ez = O. Nach Durchfiihrung der
Rechnung kann stets ein konstantes Llaz uberlagert werden derart, daB die vorgeschriebene
Kraftbedingung in z-Richtung erfullt ist.

Im Falle des ebenen Verformungszustandes konnen die GIn. 15.6(7), (8) und (10) un
verandert iibernommen werden, da sie nur durch die Kinematik der Verzerrung des Drei
ecks gegeben sind. Hingegen setzen die GIn. 15.6(11) den ebenen Spannungszustand vor-
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aus. Sie mussen ersetzt werden durch die Gleichungen des dreiachsigen Spannungs
zustandes, also 15.3(2')-(5'), in denen jedoch Ez = 0 gesetzt wird. Dann lauten sie

E EfJ
ax = (1 + v) (1 _ 2v) [(1 - v) Bx + VBy] - 1 _ 2v T . 15.6(27)

E EfJ
Gy = (1 + v) (1 _ 2v) [(1 - v) By + VEx] - 1 _ 2v T , 15.6(28)

E EfJ
o; = (1 + v) (1 _ 2v)V( Ex + By) - 1 _ 2v T , 15.6(29)

E
<xy = 2(1 +-;)Yxy. 15.6(30)

Die GIeichung fur Gz wird bei der Behandlung des Dreieckselementes nicht ben6tigt.
Damit lauft die Anderung des R echenverfahrens darauf hinaus, daB an die Stelle der
Matrix [E] nach Gl. 15.6(17) die Form

15.6(31)

tritt, wahrend der Faktor vor der Matrix {T} gleichzeit ig in

EfJ
1- 2v

abzuandern ist. An der Gleichgewichtsbetrachtung, die auf die GIn . 15.6(12) fiihrt, andert
sich wiederum nichts. So ergibt sich schlieJ31ich, daB die zusammenfassende Gl. 15.6(21)
jetzt die Form

{F} = Ah [aF ([E] [a] {q} - 1 ~2v {T}) 15.6(32)

annimmt, wob ei unter [E] nun die durch 15.6(31) defini erte Matrix zu verstehen ist.

d) R ing element dreieckigen Querschnitte s

Abb. 15.6.6 stellt das Ringelement dar in einem Koordinatensystem z, r , fJ . Fur die
DurchfUhrung der Uberlegungen werden auch die Schwerpunktskoordinaten Z, r und die
Schwerpunktvers chiebungen u, v gebraucht . Sie sind gegeben durch

_ 1
Z =3(ZI + Z2 + Z3 )'

it = ~ (u l + u2 + u3 ) ,

_ 1 (
r = 3" rI + r2 + r3) ,

v = ; (VI + V 2 + v3 ) .

15.6(33)

15.6(34)

Die K inematik der Verzerrung des Dreiecks kann wiederum von friiher iibemommen
werden, wobei lediglich die folgenden Bezeichnungsanderungen gegeniiber den Formeln
fiir den ebenen Spannungszustand vorzunehmen sind : ex --+ ez , ey --+ en YXy --+ Yzr' Neu
kommt hinzu Ef} . Da die Elementabmessungen als klein vorausgesetzt werden, rechn en
wir ebenfalls mit konstantem Spannungszustand und hab en somit insbesondere

Mit den Definitionen

15.6(35)

b
_ Zk - Zj

i = 2A ' 15.6(36)
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r
3 uj

fj Uj

F
r,
f;

\ I
I I
\ I
\ I

n\I
II

Abb. 15.6.6. Ringelement dreieckigen if

Querschnittes 0 z, Z z; Zj Z

schreiben sich dann die Deformationsgleichungen folgendermaBen, wovon man sich durch
Vergleich mit 15.6(7), (8) und (10) iiberzeugen kann:

ez = a1u1 + azuz + a3u3 ent spricht 15.6(7)

e, = b1v1+ bzvz + b3v3 ent spricht 15.6(8)

ef) = c(v1 + Vz + v3 ) entspricht 15.6(35)

Yzr = a1v1 + azvz + a3v3 + b1u1 + bzuz + b3u3 entspricht 15.6(10)

Dies wiederum HiBt sich als Matrizengleichung schreiben. Man definiert

{e} -f::1yz,j

U 1

VI

{q} = U z
Vz
U3

V3

15.6(37)

15.6(38)

Dann ist der Satz der obigen vier GIeichungen gegeben durch

{e} = [a] {q}. 15.6(39)

Die Beziehungen zwischen den Deformationen und den Spannungen sind, da raumlioher
Spannungszustand herrscht, durch die Gin. 15.6(2')-(5 ') gegeben, wobei die Bezeich
nungen sinngemaf abzuandern sind. Mit den Definitionen

{"} =fq I'}=fq {T } =ffl
Tzr Yzr

- (1 - v) v v 0

E
v (1- v) v 0

[E] = (1 + v) (1 - 2v) v v (1 - v) 0

0 0 0
1 - 2v

2

15.6(40)

15.6(41)
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schreibt sich dann der Satz der GIeichungen in der F orm

{o'} = [E] {e} - 1 ~f32v {T} .

169

15.6(42)

15.6(43)

Beim Ubergang zu den E ckenkraften ist zu beachten , daB jetzt ein un endlich kleiner,
durch den Winkel df} (Abb . 15.6.6) gegebener Ausschnit t aus dem Ring herauszugreifen
ist. Die Kraftkomponenten sind also Uiri eo, Virid f} , U, und Vi mithin Krafte pro
Langeneinheit des Umfan ges. Mit dieser Festlegun g mage gesetzt werden :

- UIr
l
-

VIr l

{}
U2r2F = V2r 2

Uara
_Vara_

Dann schreibt sich die GIeichungsgruppe, die der Gruppe 15.6(12) entspricht

{F} = A1' [aF [o}, 15.6(44)

wo [aF wieder die Transponierte der durch 15.6(38) definierten Matrix ist. Um sich von
der Richtigkeit dieser Beziehung zu iiberzeugen , mogen die ersten beiden GIeichungen
ausgeschrieben werden, die durch 15.6(44) reprasentiert werden ; dabei wird noch beid
seitig mit df} multipliziert.

U d A - d f} [r2 - ra za - Z2 ]
Ir l f} = r -~ o'z + 2A 'tzr

15.6(45)

15.6(46)

15.6(47' )

- [Za - Z2 0' 0 r2 - ra ]
VIr l d f} = A r d f} 2A a, + r

l
+ r

2
'+ r

a
+ 2A 'tzr

1'~ A~
= - 2-[(Za - Z2) a, + (r2 - ra) 'tr z] + Tdf} .

Wenn man beachtet, daB links jeweils die Eckenkraft des Abschnittes df} steht und rechts
der Fakto r rdf} genau der Dicke h im ebenen F alle ents pricht , erkennt man folgendes.
G1. 15.6(45) ist ihrer Aussage nach identisch mit der erst en der GIn. 15.6(12). Bei 15.6(46)
hingegen kommt im Vergleich mit der zweiten der GIn. 15.6(12) noch das Zusatzglied
mit Go hinzu. Dies ist richtig, denn wie Abb. 15.6.6 rechts zeigt, entsteht aus der Spann ung
0' 0 auf das dargestellte Segment eine radial nach inn en weisende Kraft vom Betrag A o'o d f}.
Diese ist in die stat ische Uberlegung mit einzubeziehen, und auf eine Ecke entfiillt ein
Drittel dieser Kraft. Die GIn. 15.6(39), (42) und (44) zusammengenommen , liefern

{F} = A 1' [aF ([E] [a] {q} - 1~2v {T} ) ,

womit man auch fur das Ringelement auf die gleiche Form des Zusammenhan ges zwischen
E ckenkraften und E ckenverschiebungen zuriickgekomm en ist .

e) Z usammenfugung der Eleme nie, L osung

Da jeder Knoten des Netzes den samt lichen angrenzenden Dreiecken gleichzeit ig an 
gehort und die Dreiecksseiten beim vorausgesetzten Zustand kon stanter Spannungen in
jedem einzelnen Dreieck gerade bleiben, schlieBen die verformten El emente korrekt an ein-
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ander an, d .h. die kinematische Bedingung ist von vornherein erfullt. Allerdings wird
hier auch gerade die Genauigkeitsgrenze des Verfahrens (in seiner angegebenen Form)
sichtbar. Denkt man sich das Netz auf den unverformten Kerper aufgezeichnet und unter
wirft ihn anschlieBend der Verformung, so werden sich die Linien krummen. Anstattdessen
rechnet man mit einem polygonalen VerIauf, der nur dann die Wirkliohkeit genau genug
wiedergibt, wenn das Netz geniigend feinmaschig ist.

Die GIn. 15.6(21), (32) und (47') , die je fur verschiedene Falle die Relation zwischen
den Eckenverschiebungen und den E ckenkraften herstellen, lassen sich samtlich in der
Form

{F} = [K] {q} - [Q] {T} 15.6(47)

darstellen. [K] ist die Steifigkeitsmatrix des Elementes. Die Bedeutung von [K] und [Q]
ergibt sich ohne weiteres durch Vergleich mit den angegebenen GIeichungen; die K ii und
Qi i erhalt man, indem man die dort angegebenen Matrizenmultiplikationen ausfuhrt.

lJl Y,

Abb.15.6.7. Zur Zusammensetzung der
Krafte ein einem Knotenpunkt 1

Dabei ist beachtenswert, daB nur die Stoffwerte E , Y, (3 und die Geometrie des Elementes
in die Berechnung dieser GraBen eingehen. Ist also einmal die Einteilung des Korpers in
Elemente vorgenommen, so lassen sich die Matrizen [K] und [Q] fur jedes Element be
stimmen. Nun muf formuliert werden, daB in jedem Knotenpunkt die Summe der dort
auftretenden Eekenkrafte gleich ist der gegebenen auBeren Kraft . Das mage aufgezeigt
werden am Fall des ebenen Dreieckselementes, Bei der in Abb. 15.6.7 dargestellten Situa
tion stoBen im Knoten 1 drei Dreiecke I, II und III zusammen. Es ist hier ein Knoten
an der auBeren Korperberandung gezeigt, in dem eine Kraft PI mit den Komponenten
Xl und YI an greife. An einem innerenKnoten stoBen meist mehr als 3 Elemente zusammen,
doch sind die Uberlegungen genau gleich . Die auf die 3 Elemente bezogenen GraBen wer
den durch Akzente gekennzeichnet, z.B. U~ , U~', U~". Die zu stellende Bedingung ist
offenbar

15.6(48)

Die Matrixgleichung 15.6(47) liefert fur diese beiden Beziehungen folgendes :

K~IUI + K~2VI + K~gU2 + K~4V2 + K~5Ug+ K~6Vg - Q~IT' +

+ K~~UI + K~;VI + K~~ug + K~~vg + K~;U4 + K~~V4 - Q~~T" +

+ K~~UI + K~~VI + K~~U5 + K~~V5 + K~;'U2 + K~~V2 - Q~~T'" = Xl>

K;IUI + K;2VI + K; gU2 + K;4V2 + K;5Ug + K;6Vg - Q;2T' +

+ K;~UI + K;;VI + K;~ug + K;~vg + K ;;U4 + K;~V4 - Q;;T" +

+ K;~UI + K;~VI + K;~U5 + K;~V5 + K;~U2 + K;~V2 - Q;~T'" = YI ·

Diese Gleichungen konnen noch geordnet werden nach Verschiebungen U I , VI usw. Wenn
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ents te ht die Form
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B XI - x, + Q{IT' + Q;;T" + Q;'{T'" 1
B = Y + Q' T ' + Q" T " + Q'"T' '' Jy l - I 22 22 22 ,
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15.6(49)

15.6(50)
S nUI + S I2V I + S l3 U 2 + S l4 V2 + + S I .lOVS = B X 1 1
S2JU I + S 22V I + S 23U 2 + S 24V 2 + + S 2.lOVS = B yl ' J

Ein solches Gleichungspaar exist iert firr jeden Knoten . F a3t man sie aIle zusammen , so
entsteht ein Gleichungssystem , wie es in Abb. 15.6.8 schema tisch wiedergegeben ist. Die
schraffierten Felder mogen dab ei die Gleichungen fur Knoten 1 reprasentieren, die anderen
diejenigen fur aIle iib rigen Knoten. Dieses System lii13 t sich wiedergeben durch die Matri
zengleichung

[S] {lj } = {B } . 15.6(51)

J ~
2

=

Abb, 15.6.8. Struktur des G1eichungs
systems fU r die samtliehen Knotenver
schiebungen . J c zwei Gleichungen ent-

sprechcn einem K noten nL..- ___'

=
=

Hier ist [S] die Steifigk eit smatrix des ganzen K orpers, die sich zusammensetzt aus den
samt lichen Koeffizienten S i i ' die im Gleichungssystem links erscheinen . Weiter ist {ij}
gebildet aus den Ui und Vi der samt lichen Knotenpunkte und {B} au s den Bxi und Byi '

Die Losung dieses Gleiehungssyst emes liefert die samt lichen Verschiebungen . Sic erfolgt
meist nach del' Iterationsmethode von GaufJlS eidel : Man beginnt mit einer ersten Schat
zung der Unbekannten und rechnet dann aus der erst en Gleichung etwa u1 aus, indem
man fur aIle anderen Unbekannten die geschatzten Werte verwendet. Ebenso verfahrt
man mit del' zweiten Gleichung, au s der man V I berec hnet , dabei ab el' schon das oben
bere chnete u1 mitverw endet usw. I st man so durch das ganze Gleichungssystem hindurch
gegangen , so hat man eine bessere Naherung fur {lj} und wiederholt das Verfahren mit
dieser.

Mit den Verschiebungen hat man au ch die Dehnungen , mithin die Spannungen. F ur
aIle Elemente zusammengefa3 t , lauten die Gleichungen

{it} = [E] [ii] [q] - 1E {3 v {T } ,

{a} = [E] [ii] [q] - 1 ~2v {T },

15.6(52)

15.6(53)

die erste fur den ebenen Spannungszust and, die zweite fur den ebenen Verformungszu
stand . Das Zeichen - deutet st ets an, da3 in del' betreffenden Matrix die Gra3en aIler
Elemente zusammengefa3t sind. - Die Grenzbedingungen gehen in diese ga nze R echnung
so ein, da3 in gewissen Knotenpunkten an del' Kontur des K arpel's gewisse Verschie
bungen vorgeschrieben sind , meist Null.
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Hier ist von der Vorstellung des ebenen Dreieekselementes ausgegangen worden, doch
sind die Uberlegungen beim Ringelement genau gleich. In {F} sind hier Produkte Ui l' i

und Viri zusammengefaBt, weshalb dann z.B. die erste der GIn. 15.6(48) die Form

U~rl + U~'rl + tr;», = Zlr1 15.6(54)

annehmen wurde, wo Zl die z-Komponente der Kraft pro Langeneinheit ist. Die weitere
Entwicklung verliiuft aber genau gleich, und fiir die Spannungen gilt G1. 15.6(53). Fur
Punkte auf der Achse r = 0 versagt das Verfahren tibrigens nicht, da es fur die Produkte
Ur, Vr eindeutige Werte liefert. Allerdings ist die gleichmiiBige Verteilung der Flanken
kriifte auf die Ecken im Falle des Ringes eigentlich nicht ganz korrekt. Liegt eine Ecke
in r v die zweite in r 2 , so miillte eine uber die Flankenfliiche gleichmiiBig verteilte Kraft F
eigentlieh folgendermaBen aufgeteilt werden :

F [ r2 - r 1 ]
F 2 =2 1 + 3h + r

1
) .

Diese Korrektur ist aber offensichtlieh normalerweise sehr klein und um so eher vernach
lassigbar, als ja die Annahme konstanten Spannungszustandes in einem Element ohnehin
eine Naherung ist. Ist allerdings etwa r1 = 0, so folgt F 1 = F /3, F2 = 2F/3. Die Annahme
gleicher Kraftaufteilung auf die Ecken beeinfluBt aber die GesamtlOsung nur sehr wenig
und fuhrt hochstens im Bereiche des Zentrums zu kleinen lokalen Fehlern.

Da im FaIle des Ringelementes oft die Fliehkraft als iiuBere Kraft auftritt, moge hier
noch der Ausdruck fur die Radialkomponente R; der Knotenkraft pro Liingeneinheit
angegeben werden. StoBen am Knoten i insgesamt n Dreiecke mit Flachen A v und Schwer
punktradien rv zusammen, so ist

15.6(55)

Die hier behandelten Typen von finiten Elementen erlauben die Behandlung einer sehr
groBen Zahl von Problemen. Ebene Dreieckselemente und ebener Spannungszustand
kommen in Frage fur Kerper mit einer Symmetrieebene und maBigen Abmessungen h
senkrecht zu dieser. Im polaren Koordinatensystem konnen z.B. solche Probleme behan
delt werden wie Spannungsverteilungen an Scheibenradern mit axial eingesetzten Schaufel
fUBen. Bei groBem h ist der ebene Verformungszustand vorauszusetzen. Schaufelbefesti
gungen aller Art sind meist mit Dreieckselementen berechenbar. Ringelemente werden
gegebenermaBen fur Rotoren, rotationssymmetrische Platten und Schalen benutzt, die
auch beliebig dickwandig sein dtirfen. Fur allgemeinste Korpergeometrie oder auch ganz
willkiirliche raumliohe Temperaturverteilung kommen tetraederformige .finite Elemente in
Frage. Die Struktur der Theorie bleibt dabei grundsatzlich gleich, nur ist der mathema
tische Aufwand zur Beschreibung von Verformung und Steifigkeit des einzelnen Elementes
sehr viel groBer. Dementsprechend nahert man sich rasch den Grenzen der Leistungs
fahigkeit der Computer.

15.7 Verfahren der finiten Elemente bei Plastizitat

Sobald plastische Verformung auftritt, kann das Verfahren der finiten Elemente den
Spannungs- und Verformungszustand nicht mehr in einem Schritt bestimmen, da es ja
von der linearen Algebra Gebrauch macht und das Werkstoffverhalten nichtlinear ist.
Ein naheliegendes Vorgehen besteht dann darin, von der Vorstellung auszugehen, daB
die Belastung allmahlich in kleinen Schritten aufgebracht wird, jeden Teilschritt linear
in einngemalser Abwandlung der im vorangehenden Abschnitt beschriebenen Methode zu
behandeln und so Schritt fur Schritt an die gesuchte Endlosung heranzukommen. Die
Rechnung ist naturgemaf aufwendig.
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15.7(1)

Bei zeitunabhangiger Plastizitat (also maBiger Temperatur) geniigen fur die Bedurfnisse
des Turbomaschinenbaues in der Regel einfachere Methoden. Sehr haufig ist die plastifi
zierte Zone innerhalb eines Bauteiles derart klein, daB die dort auftretende Spannungs
verminderungen gegeniiber dem theoretischen Idealfall des vollstandig elastischen Ver
haltens die Spannungsverteilung im iibrigen Bereich nicht merklich beeinfluBt. In diesem
FaIle geniigt es, die Rechnung unter Voraussetzung der Elastizitat durchzufiihren und
ihr lediglich noch folgende Untersuchungen beizufUgen. Man wird ohnehin aus der rechne
risch erhaltenen Verteilung der Spannungskomponenten auch die Verteilung der Ver
gleichsspannung av nach GL 15.2(1) bestimmen. Wo o; die FlieBgrenze iiberschreitet, wer
den aus den Spannungen die ohne Warmedehnung entstehenden elastischen Dehnungen
und daraus gemaB der Definition

Cv ~~ V(SI - C2)2 + (S2 - C3)2 +(S3 - Cl)2

eine totale Vergleichsdehnung Sv berechnet. Zu diesem Cv bestimmt man aus dem tatsach
lichen Spannungs-Dehnungs-Diagramm, Abb . 15.7.1 (oder aus einer Idealisierung des
selben gemaB gestrichelter Eintragung), das effektive zugehorige aveff ' Nun laBt sich aber
leicht zeigen, daB fiir die plastische Vergleichsdehnung spv gilt

2(1 + v) o'veff
spv = Cv - 3 E' 15.7(1')

vgL [13]. Damit kann im ganzen plastifizierten Bereich cp v berechnet werden und die s
ist alles, was zur Beurteilung des Beanspruchungszustandes benotigt wird. - Diese Rech
nung beruht auf der Voraussetzung, daB die totalen Dehnungen durch eine lokale Plasti 
fikation nicht verandert werden.

Abb.15.7.1. Reduktion der lokalen Span
nungsspitze durch ortliches FlieBen; nur
kleiner Bereich der Plastifikation voraus-

gesetzt

Wo groBere Bereiche innerhalb eines Bauteiles plastifiziert werden, darf die Ruck
wirkung auf die Verteilung der Dehnungen nicht mehr vemaohlassigt werden. - In diesem
Abschnitt mogen die Koordinatenrichtungen mit i , j, k bezeichnet werden, und es wird
von Gleichungsgruppen immer nur die erste geschrieben, da sich die weiteren durch
zyklische Vertauschung ergeben . - Da die gesamte Dehnung sich aus elastischer, plasti
scher und Warmedehnung zusammensetzt, gilt

15.7(2)

15.7(3)
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Mit del' Abkiirzung
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Ecpve = - -
o'veff

15.7(4)

fiihrt die Aufl osung diesel' Gleichungsgruppen nach o'i und i ii auf

o'i = E [(1 - v + ~) C ' +
( e)2 ( e) . 2 l(1 + e)2 - 2 v +2" - (1 + e) v + 2"

+ (v + ~ ) (ci + Ck) - (1 + v+3; )PT],
E

i ii = 2(1 + v) + 3e Yi i '

Bei ebenem Spannungszustand tritt an die Stelle von Gl. 15.7(5)

15.7(5)

15.7(6)

15.7(5 ')

Nach einer ersten Durchre chnung, die Elastizi tat voraussetzt, lassen sich also die cv' aus
diesen in plastifizierten Bereich (cv > cF) wie oben die o'vef f> aus 15.7(1') cpv und 15.7(4)
e berechnen . Dann liefern 15.7(5) (bzw. (5' )) und (6) berichtigte Spannungen im plastifi
zierten Bereich. Die Spannungen in den samtliohen finit en Elementen nach erster Durch
rechnung mogen in {O'I} zusammengefaBt werden (Zeichen - bedeutet die Zusammen
fassung aller E lemente), diejenigen nach del' eben angege benen Korrekturrechnung in {a}.
Dann sei

15.7(7)

am einzelnen Element Differenzeckenkrafte,Diesen Differenzspannungen entsprechen
deren Betrag nach 15.6(20) oder (44)

{F'} = A h[aF {o" }, {F'} = AT [aF {o"} 15.7(8)

ist , die linke Gleichung fiir da s ebene, die rechte fiir da s ringfOrmige Element. In allen
Knot enpunkten im plastifizierten Bereich sind nun von den dort angreifenden aulieren
Kraften, die durch {B} wiedergegeben werden , diese Differenzeckenkrafte zu subirahieren ,
Das fiihrt auf einen Vektor {B*}, mit dem nun ern eut das Gleichungssystem

[8] {go} = {B*} 15.7(9)

zu losen ist, worauf 15.6(52) oder (53) neue Spannungen {an} liefert. DaB dieses Verfahren
zum Ziele fiihrt , erkenn t man folgendermalien. Durch {a'} und damit durch {F'} ist del'
Ausfall an Tragkraft gekennzeichnet , del' dadurch entsteht, daf im plastifizierten Bereich
die effektiven Spannungen kleiner sind als bei elastischem Verhalten. Rechnet man gleich
wohl elast isch, so kann man den F ehler dadurch ausgleichen, daB man ein am Karpel'
angreifendes Kraftf eld einfiihrt, das del' Differenz entspricht und die entgegengesetzt e
Richt ung hat.

Von dem so berechneten {all} ausgehend, kann erneut mit 15.7 (4)-(6) del' korrigierte
Spannungszustand im plast ifizierten Bereich bestimmt werden . Eigentlich ware nun die
R echnung zu wiederholen , doch wird diese Iteration in Anbetracht del' geforderten
Genauigkeit selten notig sein . I st {a"} del' zweite korrigierte Spannungszustand, so ist

15.7(10)

del' Restspannungszustand, del' im Karpel' nach del' Pl astifikation iibrigbleibt , wenn die
auBere Belastung auf Null reduziert und del' ausgeglichene Temperaturzustand wieder -
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hergestellt ist. - Das grolste aus del' zweiten Spannungsrechnung sich ergebende cpv ist
die maBgebende GroBe zur Beurteilung des Beanspruchungszustandes.

Bei viskoplastischem Zustand (Kriechen) geht man iiblioherweise von del' Vorstellung
aus, daB im Zeitpunkt t = 0 Belastung und Temperaturzustand hergestellt werden. Dar
aus ergibt sich unter Voraussetzung del' Elaatizitat ein Spannungszustand {aI } . Bei zeitlich
konstanter auBerer Beanspruchung und Temperaturverteilung strebt del' Spannungs
zustand, ausgehend von fa-I} asymptotisch einem Grenzzustand zu, welcher del' gesuchte
viskose Spannungszustand ist. Er wird aufgefunden, indem man urn Zeitintervalle LIt
weiterschreitet und jeweils die Veranderung des Spannungszustandes berechnet.

Da del' Spannungszustand in t = 0 in jedem Element bekannt ist, kennt man aus
15.5(5) auch die samtlichen Kriechdeformationsgeschwindigkeiten eci und Yeii' Wenn
Index eden elastischen Anteil del' Verformung kennzeichnet, sind die totalen Deforms
tionsgeschwindigkeiten (Warmedehnung ist zeitlich konstant)

15.7(11)

ist auch

Leitet man nun die Gin. 15.3(2') und (5') nach tab, so folgt

ai = (1 + v)~1 _ 2v) [(1 - v) (Bi - Bei) + V(B} + Bk - Be} - Bek)] , 15.7(12)

iii = 2(1~ v) [Yii - Ycii]' 15.7(13)

G1. 15.7(12) ist gegebenenfalls durch die entsprechende Form fur den ebenen Spannungs
zustand zu ersetzen. In Matrizenschreibweise erhalt man also in jedem Falle

{a} = [E]({B} - {Be}). 15.7(14)

Hier ist [E] gegeben durch 15.6(17), (31) oder (41), wahrend die {e} und {Be} genau wie die
{c} gebildet sind und ebenso {iT} wie [o}. Da nun abel'

{s} = [a] {rj}, 15.7(15)

{ci'} = [E] ([a] {q} - {Be}) . 15.7(16)

Von hier aus gewinnt man die zeitlichen Ableitungen del' Eckenkrafte analog 15.6(21)
oder (47) aus

15.7(17)

wobei R = Ah fur das ebene, R = Ar fur das ringformige Element. Wie unter 15.6e
beschrieben, sind diese {F} in allen Knoten zusammenzusetzen und gleichzusetzen den
Ableitungen del' dort wirklich angreifenden Krafte, die abel' verschwinden. Trotzdem
wird das so entstehende Gleichungssystem inhomogen, denn es enthalt ja die von den
bekannten fee} herruhrenden Konstanten. Das Vorgehen nach Abschn. 15.6e fiihrt also
auf ein Gleichungssystem del' Form

[S] {q} = {O}, 15.7(18)

wobei die Kolonnenmatrix {O} aus den {se} hervorgeht. Die Losung {II} diesea GIeichungs
systems liefert vermoge del' 01. 15.7(16), die fiir die Gesamtheit del' Elemente die Form

15.7(19)

annimmt, die zeitlichen Ableitungen del' Spannungen in allen Elementen, die in {~}
zusammengefaBt sind. Damit findet sich abel' del' Spannungszustand {an}, del' sich nach
einem Zeitintervall ,dt einstellt, aus

15.7(20)
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Ausgehend von {all} wird das gleiche Verfahren wiederholt, woraus der Spannungszustand
nach einem weiteren Zeitintervall folgt, bis schlieBlich der asymptotische Zustand prak
tisch erreicht ist. Ist dieser {iT oo} , so ist

15.7(21)

der Restspannungszustand, wenn die Beanspruchung des Bauteiles verschwindet und er
wieder auf Umgebungstemperatur gebracht wird.

15.8 Kriechen unter variablen Bedingungen

Unter 15.5 wurden die Gesetze des viskoplastischen Verhaltens unter der Voraus
setzung zeitlich konstanter Bedingungen angegeben. Im praktischen Betriebe werden sich
aber Temperatur und Spannungszustand zeitlich verandern. Daraus entsteht das Problem,
wie die Lebensdauer eines Bauteiles in diesem FaIle vorausgesagt werden kann, indem
man sich auf Versuchsresultate stiitzt, die bei konstanten T und (1 gewonnen wurden.
Diese Frage kann nur aufgrund einer Hypothese beantwortet werden, deren es mehrere
gibt, vgl. etwa [14-17]. Von Extremfallen abgesehen, liefern sie ahnliche Ergebnisse,
und da man ohnehin groBe Sicherheitsfaktoren einrechnen muB, ist es zweckmafsig, mit
der "strain hardening"-Hypothese zu arbeiten, die aussagt, daB die Werkstoffschadigung
wesentlich von der Kriechdehnung abhangt. Die Hypothese ist plausibel und scheint mit
der Beobachtung gut iibereinzustimmen, kann allerdings Relaxationsvorgange bei Ent
lastung (Riickkriechen) nicht wiedergeben. Dieser Fehler liegt auf der sicheren Seite;
wiirde man dies in die Betrachtung einsohliellen, so mulste man auch bei Wiederbelastung
bis zu einem gewissen Grade ein erneutes Primarkriechen einfuhren, was unvertretbare
Komplikationen ergabe. - Nachfolgend sollen unter den Spannungen und Dehnungen
immer sogleich die Vergleichswerte verstanden werden.

Ist der Werkstoff im Zeitpunkt t einer Temperatur T und einer Spannung (1 unter
woden, so kriecht er im Zeitintervall dt urn

de; = ec((1 , T) dt. 15.8(1)

Ist nun B;B die in Abb . 15.5.1 angegebene ideelle Kriechbruchdehnung, und setzt man die
Werkstoffschadigung der Kriechdehnung proportional, so ist die durch folgende Beziehung
definierte GroBe D ein unmittelbares MaB fur die Werkstoffschadigung :

dD = dBc = Bcdt = dt 15.8(2)
- B~B Bc tB((1 , T) tB((1 , T) .

Offenbar ist die Lebensdauer aufgebraucht wenn die so definierte GroBe den Wert 1
erreicht. Wenn man tB aus dem Ansatz 15.5(4) berechnet, folgt

tB = tn [(1B~T) r<Tl, 15.8(3)

mithin

f t ( (1 )m dtD- --
- (1B3 tn'

o
15.8(4)

Mit bekanntem zeitlichem Verlauf von (1 und T, somit auch (1B:l und m, laBt sich dieses
Integral berechnen, und die Lebensdauer tL ist gegeben durch die Bedingung

tL

j ( (1 )m dt- --1(1B3 tn - .
o

15.8(5)
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Es werde ein von 0 bis 1 variierender Zeitparameter x eingefiihrt und angegeben, daB
wahrend eines anteiligen Zeitintervalles dx die Temperatur T und die Spannung (J betrage.
Die Kurven T(x) und (J(x) (Abb . 15.8.1) konnen also aufgefaBt werden als die durchschnitt
lichen Verteilungen von T und (J iiber der Zeit bei der vorgesehenen Betriebsweise. Dann
ist 15.8(4) auch in folgender Form darstellbar:

1

J J C,:Jm

dx,
o

15.8(6)

Da (JB3 und m von T abhangen, ist der Integrand berechenbar, sobald die Funktionen T(x),
(J(x) gegeben sind, mithin also auch J. Damit laBt sich angeben, wie iiber langere Betriebs
perioden D mit t zunimmt.

Abb. 15.8.1. Darstellung der Haufigkeit
des Auftretens von Spannungen a und
Temperaturen T wahrend des Betriebes:
dx ist die Zeitdauer, wahrend der a und
T herrschen, wenn die gesamte Betriebs-

zeit durch x = 1 gekennzeichnet wird o

dx

x

15.8(7)

Ein besonderes Problem ist das der Verkiirzung der Lebensdauer eines Bauteiles
durch die Spannungspitze an einer Kerbe. Abb. 15.8.2 zeigt die Situation. Es wird an
genommen, daB die Zonen erhohter Spannung derart klein seien, daB die Kriechgeschwin
digkeit praktisch allein durch die konstante Spannung (Jo diktiert werde. Es seien CeO und
Cemax die eIastischen Dehnungen, die sich entsprechend den Spannungen (Jo und (Jmax

sofort einstellen. Dann setzt das Kriechen ein und zwar steigt nach Voraussetzung die
Gesamtdehnung in Funktion der Zeit fUr alle Fasern gIeich rasch an und wird daher im
Diagramm durch zwei paralleIe Geraden dargestellt. Die Kriechgeschwindigkeit Be der
urspriinglich mit (Jmax beIasteten Faser ist

. C:B 1 do
Ce = tBO - E dt .

Abb. 15.8.2. Schematische Darstellung der Verhaltnisse
beim viskosen Abbau einer Spannungsspitze t
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Das erste Glied ist die Kriechgeschwindigkeit im Gesamtquerschnitt, das zweite - das
positiv ist, wei! daldt < 0 - die zusatzhohe Kriechgeschwindigkeit durch allmahliches
Zurlickgehen des elastischen Anteils ee' Es mage gesetzt werden

a
S =-,

ao
tT=-,

tBO
15.8(8)

wo tBO die Lebensdauer entsprechend ao ist. Wenn man beachtet, daB sco = ecB tBO, laBt
sich Gl. 15.8(7) auch schreiben

q; = 1 _ ~ da = 1 _ aotBO !:.- (.!!-.-) = 1 _ eeO dS
Ee:B dt Ee:B dt 0'0 e:B dT .

Anderseits fiihrt das Gesetz Gl. 15.5(3) auf

q; = S" ,

Aus del' Gleichsetzung von 15.8(9) und (10) entsteht

dS + e:Bsn _ e:B =0.
dT eeO eeO

15.8(9)

15.8(10)

15.8(11)

Es sei weiter
*ecB = /- ,

eeO
fJ =/T. 15.8(12)

Dann geht die Differentialgleichung libel' in

dS + sn _ 1 = 0
dfJ

mit del' Anfangsbedingung
S(O) =~ ,

15.8(13)

15.8(14)

wo ~ = o'maxlao del' Formfaktor del' Kerbe ist. Ihre Losung ist III implizierter Form
gegeben durch

IX dfJ

fJ=.f sn-1'
s

denn dann wird in del' Tat fJ = 0 wenn S = ~.

Nun ist weitel' unter Verwendung von 15.8(3)

/:0 = (~!r =s-m,

so daB 15.8(2) auch geschrieben werden kann

sm
dD = -t- dt = 8 m da.

BO

Den Wert D = 1 erhalt man bei einem Wert T = TL, del' gegeben ist durch

15.8(15)

15.8(16)

15.8(17)

15.8(18)

Die GraBe TL = tLltBo ist nichts anderes als die relative Verkurzung del' Lebensdauer,
die dadurch eintritt, daB ursprimglich eine Spannungsspitze vorhanden war, die erst all
mahlich abgebaut wurde; TL = 0,7 bedeutet also z.B., daB die Lebensdauer auf 70%
vermindert wird. Gl. 15.8(15) liefert den Zusammenhang S(fJ), libel' 15.8(12) also auch
S(T) und damit 15.8(18) TL ' Die in die Rechnung eingehenden Parameter sind ~, m, n
undf. Abb. 15.8.3 stellt so erhaltene Ergebnisse dar.
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Man beachte, daB eine Spannungskonzentration in eng begrenztem Bereich voraus
gesetzt wurde. Beglinger [18] fiihrt eine allgemeinere Untersuchung aus iiber den Abbau
von Spannungsspitzen in stabfOrmigen Korpern bei Biegebeanspruchung, die diese Vor
aussetzung Iallenlalst.

Jz

f-10

s

f-sm «:

0,2

O,·'----'-----::----'---!.s 1~--'-----::----'---:!J1~~-~-~-~

a- a- (X-

3

m-'f
n-S

f-10f=sm-I;f-1

0,2

0, J 1 J ,:------'--;,-~~~

(X- (X--- a-

Abb.15.8.3. Faktor T, der die Verminderung der Lebensdauer durch asymptotischen Abbau einer Spannungs
spitze kennzei chnet

Ein verwandtes Problem ist das der Relaxation, wie sie insbesondere bei vorgespannten
Bolzen in erhohter Temperatur auftritt. Der Korper verandert dabei seine Lange nicht,
doch sinkt die Vorspannung infolge des Kriechens allmahlich ab o Es gilt wiederum
Gl. 15.8(7), doch ist i:: = 0, folglich

15.8(19)

Fiir Be benutzen Odqvist und Hult [19] eine gegeniiber dem einfachen Potenzansatz erwei
terte Formel. Es ist in diesem Zusammenhang notwendig, das Primarkrieohen zu beriick
sichtigen, denn die Spannung fallt infolge dieses Effektes rascher abo Die Formel lautet
daher

15.8(20)

Dieser Ansatz entspricht der Dehnungsverfestigungshypothese. Mit fl ist ein zusatzlicher
Exponent eingefiihrt, der die Anpassung an die Versuchsergebnisse erlaubt. - Nun ist
die Gesamtdehnung die Summe aus elastischer und Kriechdehnung, diese letztere also

(J

Ce = 10 - E' 15.8(21)

15.8(22)

Da aber 10 konstant gleich der Anfangsdehnung ao/E ist, schreibt sich 15.8(21) auch

1
Ce =Jjf(ao - a) .
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Wenn man dies in G1.15.8(20) einsetzt und die so entstehende Beziehung wieder in 15.8(19),
erhalt man

~; = - KEI-'+lan( l1o - a)-I-'.

Dies fiihrt auf die Integralform

15.8(23)

a.f (aD:: (1)1-' dl1 = KEI-'+lt .
a

15.8(24)

Links steht ein in Funktion von a berechenbarer Ausdruck, die rechte Seite ist proportio
nal t. Damit ist der gesuchte Zusammenhang zwischen 11 und t aufgefunden.

15.9 Zyklische Beanspruchung ohne Kriechen

Bei zyklischer Beanspruchung tritt eine Ermiidung des Werkstoffes ein , die man heute
zuriickfiihrt auf wiederholte plastische Verformungen. Im Gebiet mafliger Temperatur,
wo das Material noch nicht kriecht, besitzt man besonders nach den grundlegenden
Arbeiten von Manson und seinen Mitarbeitern einen verhaltnismaliig guten Uberblick
iiber die Erscheinungen, vgl. daruber die zusammenfassende Darstellung in [6], an die
wir uns im wesentlichen halten.

Es werde zunachst einachsiger Spannungszustand vorausgesetzt und eine zyklische
Beanspruchung betrachtet, bei der plastische Verformung auftritt. Abb . 15.9.1a veran
schaulicht den Beginn des Vorganges im Spannungs-Dehnungs-Diagramm. Der Vorgang
kann zunachst nicht streng zyklisch sein, selbst wenn die von aullen aufgepragten Bedin
gungen es sind, was schon dadurch gegeben ist, daB die Charakteristika des Werkstoffes
- insbesondere seine FlieBgrenze - unter dem EinfluB der plastischen Verformungen
sich verandern . Gegliihte Stahle und auch austenitische Werkstoffe haben im allgemeinen
die Eigenschaft, sich bei wiederholter plastischer Verformung zu verfestigen, d.h. I1F wird
groBer . Kaltgereckte Stahle zeigen ein gegenteiliges Verhalten. - Wird der Bean
spruchungszyklus sehr oft wiederholt, so stellt sich asymptotisch auch ein bestimmter
Spannungs-Verformungs-Zyklus ein (Abb. 15.9.1b) . Er hat bei zahen Werkstoffen (gleiches
I1F fiir Zug und Druck) stets den in der Figur dargestellten Charakter, d. h. die Spannung
bewegt sich zwischen - aA und +aA (Amplitudenwert), denn die plastische Verformung

N

d

L1E:

c

0' 11 ,111

I1A

I
I
I

0 I
E:

1.10'

I1A -L1-;dJ·
0

a b

Abb. 15.9.1. a) Spannungs-Dehnungs-Diagramm der Anfangsphase bei zyklischer, iiberelastischcr Beanspru
chung; b) Spannungs-Dehnungs-Diagramm im asymptotischen Grenzfall; c) Spannungsbereich Aa in Funktion
des Dehnungsbereichea AE: fur den asymptotischen Zyklus; d) Lla fur festes LIE: wahrend des Uberganges zum

asymptotischen Zustand
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muf ja bei Stauchung und Streckung gleich groB sein. Bevor dies erreicht ist, ist der
asymptotische Ubergang nicht abgeschlossen, in dessen Verlauf sich im allgemeinen
plastische Verformungen aufsummieren, derart, daB der Mittelpunkt des Zyklus schlieB
lich nach e = (j zu liegen kommt.

Der sich einstellende Zyklus ist gekennzeichnet durch einen Spannungsbereich Lla = 2aA

und einen Dehnungsbereich Lis. Dieser letztere zerfallt in einen elastischen Anteil LIse und
einen plastischen Anteil sp gemaB

15.9(1)
wo

15.9(2)

Man beachte, daB bei Plastizitat Dehnung und Dehnungsbereich identisch werden, so
daB nur sp geschrieben werden mull.

Abb. 15.9.1c stellt Lla in Funktion von Lis dar. Das Diagramm ist folgendermaBen
aufzufassen. Fiihrt man Versuche mit verschieden starker zyklischer Verformung Lis
durch und tragt einander zugeordnete Lis und Lla auf, so erhalt man das dargestellte
Diagramm, das nicht identisch ist mit einem iiblichen Spannungs-Dehnungs-Diagramm.
Dabei ist zunachst vorausgesetzt, der Versuch werde so durchgefiihrt, daf eine Variation
der Dehnung zwischen -Lls/2 und + Ll s/ 2 erzwungen werde, so daf also (j = 0 (Lis ist
konstant) .

Abb . 15.9.1d veranschaulicht den Ubergang, d.h. sie gibt Lla in Funktion der Anzahl N
der Zyklen. Der Anstieg der Kurven kennzeichnet die Verfestigung. N B ist die Zyklen
zahl bis zum Bruch. Bei N = N B/2 und oft schon sehr viel friiher ist der asymptotische
Endwert Lla praktisch erreicht.

Wichtig ist nun offensichtlich die Kenntnis der Zyklenzahl N B' Dariiber konnten auf
grund umfangreicher systematischer Messungen Unterlagen beschafft werden . Fiir jeden
Versuch sind gemaB Abb. 15.9 .2 links LIse und sp mit dem gesamten Lisbekannt und ebenso

o
Abb. 15.9.2. Elastischer Dehnungsbereich LIce und plastische Dehnung lop in Funktion der Zyklenzahl N B

bis zum Bruch. Naeh Manson [6]

das zugehorige N B' Tragt man nun fur sich die sp und LIse in Funktion von N Bin doppelt
logarithmischem MaBstab auf, so ordnen sich die Punkte auf Geraden, wie in Abb. 15.9.2
dargestellt. Das bedeutet, daf man Potenzansatze der Form

G
sp = 1I1NiJ, LIse = -Nlfl 15.9(3)

E

machen kann mit 111 und Gals Koeffizienten und z und y als Exponenten, die aus den
Versuchen folgen . Zwischen der Lage dieser Geraden und konventionellen statischen
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F estigkeitswerten eines Werkstoffes konnte eine Korrelation gefunden werden. Es seien
(JB und (JBO die Zugfestigkeit und die effektive Bruchspannung gemali Abb. 15.4.1 und
(Jw die Dauerwechselfestigkeit , d .h. die Spannungsamplitude, die der Werkstoff bei reiner
Wechselbeanspruchung unbesohrankt aufnehmen kann. Diese Grenz e wird etwa bei einer
Zyklenzahl von N B = 107 erreicht. Schliel3lich sei D die Duktilitat des Werkstoffes,
definiert durch

15.9(4)

wo fo der urspriingliche Stabquerschnitt, fB derjenige beim Bruch im elementaren Zug
versuch ist. Dann gelten folgende Korrelationsgleichungen:

oder

Llse(NB = 0,25) = 2,5(JBO/E,

Ll se(NB = 105) = 0,90'B/E,

Llse(NB = 107) = 2(Jw/E.

15.9(5)

15.9(6)

15.9(6')

Durch 15.9(5) und (6) oder (5) und (6') ist die Gerade Llse(NB) (doppeltlogarithmisch)
festgelegt. Die Verwendung von 15.9(6') ist vorzuziehen, wenn man gute Unterlagen
iiber o'w hat. Wo nicht, implizieren die GIn. 15.9(6) und (6') eine Relation, die zusammen
mit den nachfolgenden Angaben iiber sp die Dauerwechselfestigkeit (Jw abzuschat zen
gestattet. Die Korrelationsgleichungen fiir sp lauten

sp(NB = 10) = 0,25Do.75,

(N = 104) = 0,0132 - Llse(104
)

sp B 191',

15.9(7)

15.9(8)

Dieses Verfahren laBt sich auch gleichungsmallig ausdriicken . Bei Verwendung von 15.9(5)
bis (8) erhalt man

G _ 9 ((JBO)0.9--(JB - ,
4 (JB

Y = -0,083 _ 0,166 log (0':;),

M = 0,827D [1 - 82 (C;;) (:e;fI79f I
/3,

Z = -0 52 - ~log D + ~log [1 _ 82 ((JB) ((JBO)0.179]
, 4 3 E (JB '

wahrend die Verwendung von 15.9(5), (6'), (7), (8) auf

(
(J )0.92

G = 2,5 0'w :: '

y = -0,013 - 0,13 log ((JBO) ,
(Jw

M = 0,827D [1 - 166(0'; ) (:~:t:194rI/3 ,

_ 1 1 [ ((Jw) ((J BO )0.394]z =- 0,o2 - 4 Iog D+ g log 1- 166 Iff" (Jw

fiihrt . Stets folgt dann aus

LIs =MN~ + ; N~

15.9(9)

15.9(10)

15.9(11)

15.9(12)

15.9(13)

15.9(14)

15.9(15)

15.9(16)

15.9(17)
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der gesuchte Zusammenhang ,1e(NB), der in N B = 107 ubergeht in ,1elV = 2a1V1E. Fur
grolseres N B halt zls diesen Wert konstant bei. Als GroBenordnungen findet man Z R:j -0,6,
'Y R:j -(0,06 -;-0,16). Ein Anhaltspunkt ist auch ,1e(NB = 104 ) R:j 0,01. Abb . 15.9.3 zeigt
ein Beispiel einer so gefundenen Kurve. - Uber die Genauigkeit der Korrelation mag
Zahlent afeI15.9.1 eine Vorstellung geben. Es sei zls, das nach dieser Rechnung N B zu
geordnete zls und ,1em der Wert nach Messung. Dann ergibt sich folgendes Bild :

Zahlentafel15.9.1

102 1()3 104 105 106

0,63-1,4 0,87-1,3 1,0-1,3 0,9-1,4 0,8-1,5

10'

~~

~

LI c. r\ Llc

~
2

I'\. ,- 0-

f\, cp

J 11

1,-70-'

Abb . 15.9.3. ElastischerDehnungsbereich LIE.,
plastische Dehn ung Ep und Gesamtdeh
nungsbereich LiE in Funktion der Zyklenz ahl
N B bis zum Bruch; ausgezogen einachsiger,
gestrichelt dre iachsiger Spannungszustand.

Nach Munson. [6]

15.9(19)

15.9(18)

Diese Unterlagen setzen an sich die Mitteldehnung b = °voraus. Die Messungen
zeigen aber, daB fur N B > 102 der Ei nfluB dieser GroBe verschwindet, d .h . er ist im ganzen
praktisch interessierenden Bereich unwesentlich.

Bemerkenswert ist, daB diese Ko rrelation auch erlaubt, die Kurve ,1a = 1(,1e) zu
rekonstruieren. Aus 15.9(3) folgt durch Elimination von N B

ep = M (,1ee ~ty
•

Wenn man beachtet, daB zls, = ,1alE und einsetzt in 15.9(1), folgt

_ ,10' (,1a )z/y
zls - E + MG '

Zur Ubertragung dieser Ergebnisse auf den mehrachsigen Spannungszustand gibt Manson
[6] das folgende Verfahren an , das zwar begriindet wird, abe r nicht ohne hypothetische
Annahme auskommt. Wahrend einachsig gilt zls, = ,1alE , ist mehrachsig

2 ,10' ,10'
,1e. =3(1 +v)E = 0,867 E ' 15.9(20)

Die K urve ,1e.(NB) ist also zu ersetzen durch eine , die urn den Faktor 0,876 tiefer liegt,
und demgemaf korrigiert sich auch die Kurve ,1e(NB), vgl. die gestrichelte Eintragung
in Abb. 15.9.3. Die maBgebende Verg leichsdehnung, auf die diese berichtigte zls-Kurve
anzuwenden ist , betragt

zls = V: V[,1 (e1 - e2)]2+ [,1(e2 - e3)]2 + [,1(e3 - e1)]2 . 15.9(21)
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Die unter der Wurzel in eckiger Klammer erscheinenden GroBen sind die groBten wahrend
eines Zyklus auftretenden Hauptdehnungsdifferenzen, von denen vorausgesetzt werden
muB, daB sie alle gleichzeitig auftreten.

Haufig tritt auch der Fall einer zyklischen Beanspruchung auf, die zwar die Dauer
wechselfestigkeit iiberschreitet, aber doch im elastischen Bereich bleibt. - Streng
genommen miiBte man von einem quasielastischen. Bereich reden, denn die reine Tatsache
des Bruches nach einer endlichen Zyklenzahl beweist schon das Vorhandensein von wenn
auch sehr kleinen plastischen Verformungen. - Abb. 15.9.4 stellt den allgemeinen Fall
dieser Art dar. Der Mittelspannung (Jm iiberlagert sich eine Spannungsamplitude (JA'

o e Abb. 15.9.4. Spannungs-Dehnungs-Dia
gramm fiir zyklische Beanspruchung im

elastischen Bereich

AuBerdem kann eine einmalige anfangliohe Plastifikation auftreten, wie die mittlere Deh
nung () zeigt. Ausgangspunkt fiir die Behandlung dieses Falles ist das Dauerwechsel
festigkeitsdiagramm, auch Goodman-Diagramm genannt (Abb. 15.9.5) . In der Darstel
lungsweise links zeigt es in Funktion von (Jm diejenigen Grenzwerte der Oberspannung
(Jrnax = (Jm + (JA und der Unterspannung (Jrnin = (Jm - (JA, die eben noch wahrend einer
beliebig groBen Zyklenzahl auftreten konnen, Die diinn eingetragenen Kurven entsprechen
den Versuchsergebnissen. Ublioherweise schneidet man aber den praktisch ohnehin nicht
verwendbaren Bereich iiber (JF ab und ersetzt die Linien durch einen entsprechenden
Polygonzug, wie mit dickem Strich angegeben. Oft bevorzugt man heute die rechts an
gegebene Darstellungsart, die unmittelbar (JAin Funktion von (Jm wiedergibt. Die dick
durchgezogene Linie entspricht dem Polygonzug links. Auf der Ordinatenachse erscheint

~ ---- - - ----- ~

O'max

/

;: r~S
0 - - - - --

Abb, 15.9.5. Dauerwechselfestigkeitsdiagramm (Goodman-Diagramm) in zwei verschiedenen Darstellungsarten
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die Dauerwechsel£estigkeit aw. Verbindet man diesen Punkt gradlinig mit aB auf der Abs
zisse, so entsteht die gest richelte Grenzlinie, durch die man oft die wirkliche erset zt , eine
Vereinfachung, die auf der sicheren Seite liegt. In dieser Naherung kennzeichnet dann
fur positive am die schraffierte Flache den Bereich von Beanspruehungsfallen , bei denen
unbegrenzte Leb ensdauer gewahrleist et ist.

rr,,{OJ

~
o --------------A-:;C
I --- - - -
I, I ·_ ·_ ·-O'w
I t
I I
I I
I[ 1[' B

0'8

15.9(22)

Abb.15.9.6. Diagramm zur Best immung der Zeitweehselfestigkeit naeh Manson [6J

Dieses Diagramm benutzt Manson [6] als Ausgangspunkt, urn daraus auf intuitivem
"Vege ein Verfahren zur Behandlung von Fallen hoherer Beanspruchung zu gewinnen.
Abb. 15.9.6 zeigt rechts ein solches Diagramm, in dem Punkt A einen Beanspruchungs
fall am, aA represen tiert, der iiber der Grenzkurve liegt. Der Strahl BAG liefert dann in G
einen Spannungswert, der offensicht lich das Analogon zu aw ist und interpretiert wird
als die aquivalente Spannungsamplitude aA(O) , die bei am = 0 die gleiche Werkstoff
anstreng ung liefert wie der wirkliche Beanspruchungszustand am, aA ' Triigt man also
links die Spannungsamplitude aA(O) in Funktion der Zyklenzahl N B bis zum Bruch auf,
so liefert der Linienzug GDE in E das gesuchte N B ' - Die Kurve aA(O) in Funktion von
N B ergibt sich unmittelbar aus der Darstellung Llee(N B) na ch Abb. 15.9.3, denn es ist

aA(O) = Lla = E Llee(N B) .
2 2

Man beachte, wie die gleichc Konstruktion im Falle am < 0 verlauft ; von Punkt A'
kommt man so auf Punkt E ' , und es ergibt sich in Ubereinstimmung mit der Erfahrung,
dali die Lebensdauer hierb ei wesentlich grofser wird als bei positiver Mittelspannung. Bei
mehrachsigem Spannungszustand sind in dieser Konstruktion die Vergleichsspannungen
zu verwenden. - Liegt der gegebene Punkt A unterhalb der Grenzlinie des Dauerwechsel
festigkeitsdiagrammes, so hat man den Fall unbegrenzter Lebensdauer vor sich. Liegt er
iiber der Verbindungsgerade der ap auf Abszisse und Ordinate, so wird die Pl astifikation
so groB, daf die Ausgangsvoraussetzungen zerstort sind. Die Dehnung £5 (Abb .15.9.4)
ist nur insofern von Belang, daB die Werkstoffgrollen ap und aw im allgemeinen durch
eine vorgangige Plastifizierung beeinfluBt werden .

Alles dies set zt vorau s, daf der Werkstoff nicht zusatzlich durch korrosive Einwir
kungen versprodet. Das ist z. B. der Fall bei Nal3dampfturbinen unter dem Einflul3 der
Korrosion durch das Kondensat. In Abb. 15.9.7 gilt etwa der Linienzug a fur den unge
schadigten Werkstoff, das Kurvenband b fur den Werkstoff unter Betriebsbedingungen
im NaBdampf, vgl. Haa s [20]. Man erkennt, daB aw um den F aktor 0,31-0,41 abnimmt.
Allerdings bezieht sich a auf die Biegewechselfestigk eit bei kleinen Probenabmessungen,
was etwas hohere Werte liefert, vgl. die Ausfuhrungen unter 15.11. Trotzdem wird man
fur den reinen Korrosionseinfluf vorsichtigerweise einen F aktor 0,35 einse t zen miissen.
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Zweckmallig wird man in einem solchen FaIle die ganze Kurve e(NB) (z.B. Abb. 15.9.3)
um diesen Faktor herabsetzen, was im doppeltlogarithmischen MaBstab auf eine Parallel
verschiebung hinauslauft .

Abb . 15.9.7. Dauerwe chselfestigkeitsdia
gramm fiir Biegespannung eines Stahles
fur ND-Dampfturbinenlaufer, a neuwer
tiger Werkstoff, b bei korrosivem EinfluJ3

von NaJ3dampf
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AbschlieBend sei noch eine grundeatzliche Bemerkung beigefiigt. Da Ermiidung auf
wiederholte plastische Verformung zuriickgefiihrt wird, ware die Annahme naheliegend,
daB unterhalb O"w keinerlei Plastizitat mehr auftritt. Indessen beweist die Erscheinung
der Werkstoffdampfung, die zwar sehr klein ist aber doch eindeutig beobachtet wird, daB
auch im Bereich sehr kleiner Spannungen eine Hysteresis auftritt, die bei reiner Elastizitat
nicht vorhanden sein konnte. Man muB sich also vorstellen, daB auch in diesem Gebiet
kleinste plastische Verformungen stattfinden, die mikroskopische Werkstoffschiidigungen
herbeifiihren. Diese verschwinden aber allmahlich wieder durch einen intermolekularen
AusheilungsprozeB. Die Dauerwechselfestigkeit wird dann iiberschritten, wenn der Aus
heilungsprozeB mit der Neuentstehung von Fehlstellen nicht mehr schrittzuhalten vermag.

15.10 Zyklische Beanspruchung mit Kriechen

Im Bereich hoherer Temperatur, wo das Kriechen auftritt, sind die Unterlagen zur
Beurteilung der Lebensdauer unter zyklischer Beanspruchung unsicherer. Abschn. 15.4
behandelt das zeitunabhiingige plastische Verhalten, Abschn. 15.5 das zeitabhiingige
viskoplastische, und es geht aus diesen Ausfiihrungen hervor, daB die beiden Erschei
nungen eine vollig verschiedene theoretische Struktur aufweisen. Trotzdem ist z. B. von
Tilly [17] vorgeschlagen worden, auch im Bereich hoher Temperatur nur eine Art an
elastischer Verformung einzufiihren und diese als Kriechen zu bezeichnen. Franklin [21]
ubernimmt diese Betrachtungsweise, unterscheidet aber zwei Typen, namlich natiuliches
Kriechen (wie unter 15.5 besprochen) und Zwangskriechen (forced creep) . Letzteres betrach
tet er als eine dem Primarkriechen verwandte Erseheinung, wobei die Spannungsumlage
rungen innerhalb der mikroskopisehen Werkstoffstruktur zu einer hoheren Kriech
gesehwindigkeit fiihren als beim stationaren normalen Kriechen . Diese Interpretation ist
insofern fragwiirdig, als die Gesehwindigkeit des Zwangskrieehens um Zehnerpotenzen
hoher liegen kann als die des normalen, was mit dieser Vorstellung kaum vereinbar ist.
Die praktische Verwendbarkeit dieses Konzeptes wird indessen durch diese Interpreta
tionsfrage nicht beriihrt.

Der theoretisch richtigste Weg besteht wohl darin, anelastisehes Verhalten aufzu
fassen als ein sehr komplexes Phanomen, das in Grenzfallen iibergeht in die zeitunabhangige
Plaatizitat einerseits, die reine Viskoplastizitat anderseits. Bei malsiger Temperatur hat
man den Grenzfall der zeitunabhangigen Plastizitat vor sieh, wahrend bei hoherer der
allgemeine Fall vorliegt, der mit dem Zwangskrieehen zu identifizieren ist und unter
quasistatisehen Verhaltnissen in die gewohnliche Viskoplastizitat iibergeht. Nun kann aber
der allgemeine Fall sieher naherungsweise aufgefaBt werden als eine Uberlagerung der
beiden Grenzfalle, die theoretisch iibersichtlicher sind.
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Zur Vorbestimmung der Zyklenzahl N B bei hoher Temperatur hat Manson [22]
zunaohst die 10%-Regel angegeben, die darauf hinauslauft, die fur tiefe Temperatur
giiltige Relation sp = f(NB) (z.B. Abb . 15.9.2 und 3) zu ubernehmen, die Kurve aber urn
eine Zehnerpotenz nach links zu schieben, so daB also ein gegebenes sp einem N B ent
spricht, das nur 10% des Wertes bei tiefer Temperatur betragt, Dieses Verfahren hat
sich aber doch als etwas zu grob erwiesen.

Einfach die unter 15.8 angegebene Methode zur Lebensdauerberechnung auf den ein
zelnen Zyklus anzuwenden, ist deshalb ungeniigend, weil diese Betrachtungsweise quasi
statisch ist. Spera [23-25] hat sie daher entsprechend zu erganzen versucht. Eine ent
scheidende Verbesserung brachte die von Manson und seinen Mitarbeitern starnmende
Methode der Unterteilung des Dehnungsbereiches (strain range partitioning method) vgl.
[26-29]. Zu ihrem Verstandnis betrachte man die in Abb. 15.10.1 dargestellten Zyklen
(stets ist e die Abszisse, (J die Ordinate). Der Einfachheit halber stelle man sich einen
Probestab vor, welcher der jeweils dargestellten zyklischen Beanspruchung unterworfen
wird. Die Dehnungsbereiche Lis sind durch zwei Indices gekennzeichnet; dabei verweist p
auf zeitunabhangige Plastizitat, c auf Viskoplastizitat (creep). Der erste Index charak
terisiert die anelastische Verformung bei Zug, der zweite bei Druck. In den Diagrammen
sind die viskoplastischen Vorgange stets durch gestrichelte Linien angegeben.

Abb.15.10.1. Spannungs-Dehnungs-Diagramme verschiedener Zyklen a)-h), bestehend aus elastischen,
plastischen und viskoplastischen Anteilen

Im FaIle a wird dem Stab ein dehnungskontrollierter Zyklus ohne Haltezeiten auf
gezwungen, derart schnell, daB kein merkliches Kriechen auftritt, d. h . die Verformung
ist in beiden Richtungen vom Typus p, daher Bezeichnung Lispp-

Fall b ist ein spannungskontrollierter Zyklus mit Haltezeiten auf der hochsten und
tiefsten Spannung, derart, daB gleich groBe Kriechdehnung und Kriechstauchung auftritt,
ohne Verformung vom Typus p ; so entsteht Lisee-

Beim Zyklus c findet eine Kriechdehnung bei konstanter Spannung statt, die dann
rasch durch eine Verformung des Typus p wieder ruokgangig gemacht wird, daher Liscpo

Umgekehrt wird beim Zyklus d rasch eine plastische Dehnung aufgezwungen, die man
durch Kriechen unter Druck langsam wieder ruekgangig macht, daher Lispc'
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Zyklus e ist rein dehnungskontrolliert und hat Haltezeiten bei der graB ten positiven
und negativen Dehnung. Letztere sind so klein, daf keine p-Vorgange auftreten. Wahrend
der Haltezeiten tritt dann Relaxation durch Kriechen auf. Es entsteht Jeee.

Zyklus f entspricht einem technisch haufigen Fall: Ein Kerper (z. B. Trommellaufer)
werde an seiner Oberflache rasch erhitzt. Da die Warmedehnung der auBeren Fasern
aber durch den noch kalten Innenteil praktisch verhindert wird, werden diese Fasern
plastisch gestaucht. Wenn der Innenteil auch im stationaren Zustand wesentlich kalter
bleibt, findet jetzt in den AuBenfasern ein allmahlicher Spannungsabbau durch Kriechen
statt (Relaxation). Beim Abstellen und Wiedererkalten werden die auBeren Fasern pla
stisch gestreckt, ohne Kriechen, da die Temperatur tief ist. Der ganze Dehnungsbereich zls
zerfallt damit in zwei Anteile Jepe und J epp, wie dargestellt. Damit ist die Unterteilung
des Dehnungsbereiches gewonnen, der fiir die Methode typisch ist.

Die Zyklen g und h stellen allgemeine Falle dar, bei denen die Vorgange c und p
je in beiden Richtungen auftreten. Der Unterschied besteht nur darin, daf bei g das
Druckkriechen starker als das Zugkriechen ist, bei h umgekehrt. Es ist im Falle g

Jepp= P2' Jeee = cI ' Jepe = c2 - CI ,

in FaIle h

15.10(2)

15.10(1)

Zum Verstandnis dieser Relationen beachte man, daB die Werkstoffsohadigung wahrend
eines Zyklus stets aus einer Integration iiber alle Teilvorgange folgen mull, wobei ihre
Reihenfolge unmaBgeblich ist. Die Jepe oder Jeep ergeben sich also daraus, daB man die
beiden Kriechdehnungsanteile voneinander subtrahiert und zwar stets den kleineren vom
grolseren. Ist der graBere der Zuganteil, so muf er teilweise durch plastischen Druck
ruckgangig gemacht werden, und man erhalt Jeep und umgekehrt im entgegengesetzten
Falle. Die Jeee und Jepp ergeben sich stets als die kleinere der beiden Verformungen vorn
gleiehen Typ.

Die grundlegende Hypothese des Verfahrens, die durch Messungen hinreichend be
statigt wird, ist nun, daB fur die ,reinen FaIle' Jepp, Jeee, Jepe, Jeep, je ein einfaches Potenz
gesetz zls = f(NB) angegeben werden kann. In grober Naherung kann dies sogar in uni
verseller Weise geschehen, entsprechend

Jepp "'" 0 75N-o.6 Jeee "'" 0 75N-o.8
D """ pp' D """ ee'

p e

Jepe 1 25N-o 8 Jeep 0 2-N-o RD >=:::! . , pe . , D >=:::! ,D ep',
p e

vgl. Abb. 15.10.2. Dabei ist Dp die aus dem konventionellen Zugversuch nach Gl. 15.9(4)
berechnete Duktilitat, De die aus dem Kriech-Bruch -Versuch bei der maBgebenden

10-1 ,...-------,-,---r-..,----,--,

t '~-l ~----'l""'k-----"-o,e-+---+---i
~
"'

"'I /O-31-------1r-----''k--~~d-----f''''<;~
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5 /0 3 5 10'
Npp.Ncc.Npc.Ncp -
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Temperatur berechn ete. Das einem gegebenen Llepp zugeordnete N B wird hier mit N pp
bezeichnet und analog fur die anderen LIe.

Hat nun ein gegebener Zyklus einen gesamte n anelastischen Dehnungsbereich Llea, so
liiBt sich set zen

F =Llepp
pp - Ll e

a

F = Lleee
ee - Ll e

a
F

Ll epe
pc = ---;;-- ,

LJea

F = Ll eep
ep - Ll e

a
15.10(3)

15.10(6)

Diese F sind offenbar typisch fur die Art des Zyklus. Die Zyklenzahl N B bis zum Bruch
ist dann je nach Fall durch eine der folgenden GIeichungen gegeben :

1 _ F pp + Fcc + F pc ~ _ F pp + F cc + Fep 15.10(4)
N B - N pp N ee N pe ' N B - N pp N ee s.;

Die N pp, Nee usw. sind au s den GIn. 15.10(1) und (2) bzw. den entsprechenden Kurven
zu bestimmen, indem man dort stets die gesamte anelastische Dehnung Llea einsetzt, denn
die Unterteilung ist mit den F bereits durchgefUhrt.

Der gesamte Dehnungsb erei ch LIe, dem dieses N B zugeordnet ist, betragt

LI e = Llea + zls,, 15.10(5)

wo Llee = Ll u/E im ein achsigen F all , bzw. der Ausdruck G1. 15.9(20) bei mehrachsigem
Spannungszustand, wobei dann auch LIsa und seine K omponenten als Vergleichsdehnungen
aufzufassen sind.

In dieser Untersuchung tritt die Temperatur nicht explizite in Erscheinung, do ch
beeinfluBt sie einerse its Ir.; anderseits aber in hohem MaBe den Charakter des Zyklus
und damit die F. Die Linie Llepp(N ) ist grundsat zlich identisch mit der Linie ep(N) des
voran gehenden Abschnitt es, wird also eigentl ich ri chtiger so bestimmt wie dort angegeben,
anstat t nach G1. 15.10(1), doch sind die Unterschiede meist nur gering . Es ist ein wesent
licher Vorteil des Verfahrcns, daB es bei abnehmender Temperatur ganz von selbst in
dasjenige iibergeht , das unter 15.9 dargestellt wurde, da F pp gegen 1 st rebt, aIle anderen
F gegen Null. - Wenn der anelas t ische Dehnungsberei ch Llea sehr klein wird - et wa
unter 10-4 - st iit zt. man sich zweckmaflig auf Llee(N B), d .h. auf die zweite der Gin . 15.9(3).
Dabei ist G am beaten aus 15.9(13) zu bestimmen mit Y R::i -0,12 und dem reduzierten
Wert O'w, welcher der hohen Temperatur entspricht; O'w sinkt mit zunehmender Tempe
ratur ahnlioh ab wie O'p, vg1. et wa die Beispiele bei [30] und [31].

Franklin [21] schlagt ein grundsat zlich anderes Verfahren vor, das auf dem schon
erwahnten Begriff des Zwangskriechens beruht. Es sei BNc die Geschwindigk eit des nor
malen Kriechens, Bpc diejenige des Zwangskriechens (d. h . der allgemeinen anelas t ischen
Dehnung), BT die totale Dehnungsgeschwindigkeit. Dann ist

. . 0-
eT < er o + E

oder in normierter Schreibw eise
. , .
eT _ epc + a

iNC - eNC EeNC '
15.10(7)

iT /eNC ist das Dehnungsgeschwindigkeitsverhiiltnis, Bpc/eNc das Kriechqeschuiindiqkeits
verhiiltnis . E s wird nun postulier t , daB zwischen diesen beiden Geschwindigkeitsverhalt
nissen ein Funktionalzusammenhang bestehe:

15.10(8)

K ennt man also lan gs des Verlaufes ein es Zyklus BT und BNC' so ist das links stehende
Verhaltnis berechenbar. Die Auswertung umfangreichen Versu chsmaterials ergab weiter
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die empirische Relation

Lebensdau er Normalkriechen = (6FG)O.777 15.10(9)
Lebensdau er Zwangskriechen eNG

Aufgrund dieser Unt erlagen kann nun die Werkstoffschiidigung pro Zyklus berechnet
werden durch einen IntegrationsprozeB, der die sinngemalse Abwandlung des unter 15.8
angegebenen ist. Leider hat aber die Funktion f einen auBerst komplizierten Aufb au und
laBt sich derzeit nicht universell an geben , so daB das Verfahren noch nicht praktisch
einsatzfahig ist.

Oegenwartig diirfte die Methode der Unterteilung des Dehnungsbereiches die fiir die
praktische Verwendung geeignets te sein. Sie setzt zwar streng geschlossene Zyklen vora us,
wobei die Zerlegung in Verformungskomponenten entweder durch Schematisierung (wie
Abb. 15.10.1) erfolgt oder durch verfeinerte Methoden, vgl. [29]. Ein entscheidender Nach
t eil ist dies ab er aus folgendem Grunde kaum. Man wird einen Maschinentyp nicht fiir
eine ganz bestimmte Betriebsweise auslegen konnen, sondern muf vielmehr voraus
set zen , daB er in sehr verschiedener Weise betrieben wird. Daher muf man bei der Ab
schatzung der Lebensdauer der Bauteile ohnehin vereinfachende Annahmen treffen ,
welche die tatsachliche Betriebsweise nur schemat isch wiedergeben. Im Rahmen einer
solchen Untersuchung sind also Vereinfachungen ohnehin unvermeidlich. Die Gewahr
leistung der Betriebssicherheit gestat tet auch nicht, zu nah e an die Grenzen heranzu
gehen, so daf eine allzu grofse P erfektionierung der Th eorie ni cht sinnvoll ist. Hingegen
konnte z.B . die Methode von F ranklin gut dazu verwendet werden, an einzelnen typisehen
Beispielen quas i eine bessere Ei chung der Methode der Unterteilung des Dehnungs
bereiches vorzunehmen. E in Verfahren, das von der Vorstellung der Bruchm echani k aus
geht, ist un t er 15.12 beschrieben .

15.11 Kerbeffekte

Berechnet man die Spannungsverteilung in K onstruktionsteilen , so erha lt man regel
maBig an den Randern von Nuten , Lochern usw ., kurz an Kerben , mehr oder weniger
ausgepragte Spannungsspitz en , denen hohe lokale Dehnungen entsprechen . Fur eine groBe
Zahl haufig wiederk ehrender Konstruktionselemente wie gelocht e und gekerbte Stabe,
abgesetzte Wellen usw., vgl. Abb . 15.11.1, ist es aber nicht notig, die Spannungsverteilung
im Einzelfalle auszurechnen . Man rechnet vielmehr mit den Gleichungen der element aren
Fest igkeits lehre und multi pliziert mit einem F ormfaktor (x , d. h . man setzt z. B. fiir Zug,
Biegung und Torsion

A M
(]= ~- ,

W
15.11(1)

Das Zeichen A weist hier stets darauf hin, dall es sich um die Spannungssp itze handelt.
Die ~ wurden durch elastizitatst heoretische Berechnung oder spannungsoptische Versuche
ein fiir allemal bestimmt ; es bestehen dariiber umf assende Unte rlagen in den einschlagigen

a b c d

Abb. 15.11.1. Typische Faile von Kerben an Bauteilen, bei denen Spannungsspitzen durch Formfakto ren
beriicksichtigt werden. a) Loch in Flachstab ; b) Kreiskerbe in F lachstab ; c) Hohlkehle ; d) abgesetzte Welle
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Handbuchern oder Spezialwerken, z.B. [3, 31-33]. - Wahrend die Bestimmung solcher
Spannungsspitzen im allgemeinen hinreichend genau moglich ist, vollends mit den moder
nen Rechenhilfsmitteln, erweist sich ihre Beurteilung als ein auBerst komplexes Problem.

Bei rein statischer Belastung und zahem Werkstoff sind die Spannungsspitzen fur die
'I'ragfahigkeit des Bauteiles keineswegs maBgebend, denn bevor del' Bruch eintritt, mu/3
ja del' Werkstoff iiber den gesamten tragenden Querschnitt plastifiziert sein, wobei sich
ein Ausgleich del' Spannungsverteilung ergibt. Betrachtet man etwa die elastische Span
nungsverteilung im engsten Querschnitt eines Rundstabes mit einer Kerbe, so erhalt man
das in Abb. 15.11.2 dargestellte Bild fur die Axialspannung az , die Umfangsspannung <If}
und die Radialspannung a. . Sie sind alle positiv, weshalb die Vergleichsspannung

1
a; = V2 V(<Iz - (Jf})2 + (af) - <Ir)2 + ((Jr - <Iz )2

uberall kleiner ausfallt als (Jz. Die vollstandige Plastifizierung fiihrt zwar auf eine andere
Verteilung diesel' Spannungen, doch b iben sie positiv, so da/3 also ein Volumenelement
unter allseitigem Zug steht und o; kleiner wird als del' Mittelwert von <Iz• Das bedeutet
umgekehrt, daB einer gegebenen Werkstoffanstrengung ein grofserer Mittelwert von <Iz
entspricht, mithin also ein gekerbter Stab eine hohere Tragfahigkeit besitzt als ein glatter
Stab mit dem Querschnitt del' Engstelle des gekerbten (vgl. daruber etwa [31]). Diesel'
Effekt diirfte zwar selten technisch ausnirtzbar sein, ist abel' jedenfalls theoretisch ver
standlich .

Abb . 15.11.2. Verteilung der Axialspan
nung, Radialsp annung undUmfangsspan-
nung im engsten Querschnitt bei einer

Kcrbe hyp crbol ischer Form in einem
Rundstab

Sehr viel undurchsichtiger ist das Problem del' Wechselbeanspruchung . Theoretisch
ware zu erwarten, da/3 die Amplitude del' (zeitlich variierenden) Spannungsspitze unmittel
bar mit del' z.B. in Abb. 15.9.5 angegebenen Grenze verglichen werden miisse. Wird diese
Spannungsspitze von vornherein als Vergleichsspannung definiert, dann diirfte also ihr
Amplitudenwert hochstens die dort angegebene Grenze erreichen. Indessen ist seit langem
bekannt, daB je nach Spannungsverteilung in unmittelbarer Nahe del' Spitze Dauer
wechselfestigkeit noch gewahrleistet ist bei einem Rechnungswert del' Spitze, del' tiber
jener Grenze liegt. Diesel' Effekt hangt ab von den Absolutabmcssungen des Bauteiles
und verschwindet mit del' Zunahme del' Abmessungen asymptotisch. Ein solches Ver
halten ist mit del' Grundvoraussetzung einer Mechanik des isotropen Kontinuums unver
einbar und laBt sich nur erklaren aus del' kristallinen und letztlich molekularen Struktur
des Werkstoffes.

Neuber [3] berichtigt daher die Theorie durch die Annahme, daB die theoretische
Spannungsspitze nicht wirklich auftrete. Vielmehr stellt er sich am Kerbgrund einen
kleinen Raumteil VOl', innerhalb dessen die Spannung konstant bleibt (gewissermalsen
ein Kristallit) . Rechnerisch lauft das darauf hinaus, mit einem ideellen Ausrundungs-
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radius der Kerbe zu rechnen, der um einen Betrag B groBer ist als der wirkl iche. Die GroBe B,

welche die Dimension einer Lange hat, ist eine Werkstoffkonstante. N euber gibt dafur
die Grolsenordnung 0,3 mm an. Es sei daher empfohlen, den wirklichen Kerbradius e
rechnerisch stets zu ersetzen durch den ideellen Radius

e' = e + B . 15.11(2)

Man vermeidet damit von vornherein die physikalisch nicht reelle unendliche Spannungs
spitze bei scharfer Kerbe, also e = 0.

Das genugt aber allein noch nicht zur Erklarung der beobachteten Effekte. Als mali 
gebender Parameter wurde insbesondere der bezogene Spannungsgradient X erkannt.
Bedeutet n die an der betrachteten Stelle nach auBen gerichtete Oberflachennormale,
so ist

15.11(3)1 ocr
X - -;; on '

Der Ausdruck ist mit dem Spannungsverlauf am art der Spannungsspitze zu bilden. Er
hat die Dimension Ir", wird also um so groBer je kleiner die Absolutabmessungen. Fur
einen glatten Biegestab vom Durchmesser d wird X = 2jd, fur einen gekerbten Stab mit
Kerbradius e wird X R:::I 2je' bei reinem Zug, X R:::I 2jd + 2je' bei Biegung, X R:::I 2jd + l Ie'
bei Torsion, wo o' stets durch Gl. 15.11(2) gegeben ist. - Von den vielen Berechnungs
verfahren, die vorgeschlagen wurden, vgl. z. B . [31], werde nachfolgend dasjenige von
Petersen [34] angegeben, das einen einfachen Aufbau hat und Werte liefert , die auf der
sicheren Seite liegen . Ist am art der Spannungsspitze - also im Kerbgrund - am die
Mittelspannung, aA die Spannungsamplitude, so bere chnet man eine ideelle Spannungs
amplitude

15.11(4)
crA

1 + Ve *x
Hier ist e* ein fur den Werkstoff typischer Langenparameter, vgl. auch Sigwart [35] und
Abb. 15.11.3. Im Dauerfestigkeitsdiagramm Abb. 15.11.4 ist alsdann der Punkt P mit
den Koordinaten am, aA i einzutragen. Liegt er unter der dick gezeichneten Grenzkurve,
die der dynamischen Grenzbeanspruchung Zug-Druck (nicht Biegung!) entspricht, so
ist Dauerfestigkeit gewahrleistet.
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Abb.15.11.3. Werkstoffabhangiger Langen
parameter (!* zur Abschatzung des Ein
flusses des Spannungsgradienten am Ort der
Spannungsspitze auf die hochstzulassige Span
nungsamplitude, in Funktion der Dau erwech-

selfestigkeit <1w (Zug-Druck)

Abb. 15.11.4. Zur Reduktion der Dauer
Biegefestigkeit auf die Dauerfestigkeit

Zug-Druck.



15.11 Kcrbeffckte 193

Die GroBe 12* wird oft als Radius einer ideellen Ersatzkerbe bezeichnet, welche die
gleiche Wirkung hat, wie die Gefuge-Inhomogenitaten, vgl. [35], was abel' begrifflich
nicht sehr befriedigend ist; bessel' redet man einfach von einem werkstofftypischen Langen
parameter, del' in del' kristallinen Struktur begriindet ist. Die Bruchmechanik (vgl. 15.12)
bringt iibrigens eine bessere Klarung dieses ganzen Problemkomplexes. Dort wird gezeigt,
daB bei gegebener geometrischer Situation und Spannung unabhangig von den Absolut
abmessungen des Korpers eine kritischc Rililange a existicrt, von del' ab sich ein RiB
instabil ausbreitet. Dringt nun ein RiB von del' Lange a von del' Oberflache aus in den
Ko rper ein, so ist die lokale Spannung an seinem Ende offenbar

a ~ 0-(1 - ax), 15.11(5)

was fur kleine Abmessungen, also groBes X, giinstiger wird als fur groBe, womit del' uber
raschende GroBeneffekt eine Erklarung findet .

Liegt Iur den gegebenen Werkstoff das Dauer-Biegefestigkeitsdiagramm VOl', so besteht
das konsequenteste Verfahren darin, dieses zuerst in das Zug-Druck-Diagramm umzu
rechnen. Mit O'Wb als Wechselbiegefestigkeit ist

O'Wb

aw = 1 + V212*/d '
15.11(6)

wo d del' bei del' Bestimmung des Diagramms verwendete Probendurchmesser ist. Im
gleichen Verhaltnis ist die ganze Grenzlinie gb des Diagramms herabzusetzen, so daB sie
nach g kommt , vgl. Abb . 15.11.4. - Wenn mit Nennspannungen (Index n) und Form
faktoren gerechnet wird, so ist

{3 = 1X •

1 + Ve*x
15.11(7)
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15.11(7')A' {J'aAi = (fAn'

Hierbei ist vorausgesetzt, daB das Zug-Druck-Dauerfestigkeitsdiagramm benutzt wird.
Will man direkt das Biege-Dauerfestigkeitsdiagramm benutzen, so ist mit

{J' =1 +V~ tX

1 + Ve*x
zu rechnen ; das so bestimmte <r~i ist dann mit del' Grenzkurve zu vergleichen. Die {J und {J'
werden auch als Kerbwirkungszahlen bezeichnet.

Die Unterlagen tiber die Dauerfestigkeit werden in del' Regel fiir glatte Oberflachen
angegeben. Bei rauhen Oberflachen. sind die hoohstzulassigen Amplitudenwerte um Fak
toren b zu vermindern, die fur Zug-Druck-Beanspruchung bzw . fur Zug-Schwell-Bean
spruchung aus Abb. 15.11.5 und 6 entnommen werden konnen (nach Siebel und Gaier [36]).
Del' Zug-Druck-Beanspruchung entspricht in Abb. 15.11.4 Punkt A, del' Zug-Schwell
Beanspruchung Punkt B . Durch Verschiebung diesel' Punkte entsprechend den zugeho
rigen b erhalt man die berichtigte Grenzkurve. Eine sehr starke Herabsetzung del' Dauer
festigkeit ergibt sich unter dem EinfluB del' Korrosion, wie schon unter 15.9 erwahnt.
Sehr oft existiert dann iiberhaupt keine Wechselbeanspruchung mehr, welcher del' Werk
stoff unbeschrankt lange standhalten konnte.

15.12 Bruchmechanik

Die Bruchmechanik ist ein neuer Zweig del' Festigkeitslehre. Sie geht davon aus, daB
in einem Bauteil Risse oder allgemeiner Fehlstellen vorhanden seien und behandelt die
Frage, unter welchen Bedingungen sich ein solcher RiB weiter ausbreitet. Fiir genauere
Darstellungen sei auf [37-40] verwiesen, eine knappe Zusammenfassung findet sich auch
in [31].

Abb. 15.12.1 veranschaulicht einen RiB von del' Lange 2a, dessen Ebene senkrecht
auf del' Richtung del' Spannung a steht. Das Vorhandensein eines solchen Risses verklei
nert offenbar die im Karpel' aufgespeicherte Verformungsenergie gegeniiber dem FaIle

r
r:- 2a -=j

L Abb . 15.12.1. Ri13f6rmige FehlstelIc, Ril3lange 2a

des unbeschadigten Karpel's . Das wird sogleich klar, wenn man beachtet, daB man Arbeit
aufwenden miiBte, um die leicht klaffenden RiBufer wieder zusammenzubringen. Diese
Verminderung del' Verformungsenergie ist offenbar proportional a2 , denn je graBer a, desto
graBer del' Flachenbereich, innerhalb dessen del' Spannungszustand gegeniiber dem un
gest6rten merklich verandert ist.

Nun stelle man sich VOl', del' RiB werde beidseits um oa verlangert. Es wird postuliert,
daB hierzu eine Arbeit oA notwendig sei, die oa proportional ist. - Damit verlaBt die
Theorie die Grundvorstellungen del' Mechanik del' Kontinua, denn diese liefert keine
Grundlage zur Berechnung einer Arbeit, die nul' gerade zur Riliverlangerung notwendig
ware. Eine solche kann nur bedingt sein durch intermolekulare Feldkrafte kleiner Reich
weite (Kohasionskraftc), die beim Trennvorgang, del' sich iiber einen mikroskopischen
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Weg erstreckt, iiberwunden werden miissen. - Der Rifsverlangerung ~a entspricht eine
Verminderung der Verformungsenergie urn ~E. Diese Energie wird bei dem Vorgang frei
gesetzt. Ist ~E < ~A, so geniigt die Energie nicht, urn den Arbeitsaufwand zur RiB
verlangerung zu decken; der RiB ist stabil . Bei ~E > ~A steht sogar mehr Energie zur
Verfiigung, als die Rillverlangerung benotigt ; der RiB wird sich instabil ausbreiten. Bei
~E = ~A liegt offenbar die Stabilitiitsgrenze .

Es laBt sich zeigen , daB eine GroBe vom Aufbau

K = yO' y;:Z 15.12(1)

fiir das Verhaltnis ~E/~A maBgebend ist. Hier ist Y ein von der Geometrie der Anordnung
abhangiger Faktor. Die Stabilitatsgrenze ist erreicht, wenn diese GroBe einen kritischen
Wert K 1c erreicht. Index c steht fur ,crit ical' , Index I besagt, daB ebener Verformungs
zustand vorausgesetzt wurde, was der ungiinstigere Fall ist als ebener Spannungszustand
und deshalb stets als Basis genommen wird. K 1c wird als Ri[3zahigkeit bezeichnet. Sie ist
eine Werkstoffeigenschaft, zu deren Bestimmung eine besondere Versuchstechnik ent
wickelt werden muBte, vgl. die angegebenen Literaturstellen . Es lauft. also alles wieder
darauf hinaus, daB aus makroskopischen Versuchen ein phanomenologischer Werkstoff
kennwert bestimmt wird, nur ist er so gebildet, daB er theoretisch tiefer begriindet ist.

In Abb. 15.12.2 ist der Geometriefaktor Y fUr einige typische Situationen angegeben.
Stets ist die RiB£lache in der Bildebene, die Spannung senkrecht dazu; der tragende
Querschnitt ist schraffiert, die Rillflache leergelassen. Die Abmessung B ist groB gegen
iiber a. Die in den Formeln auftretende GroBe Q kann der Abb. 15.12.3 entnommen werden.
Setzt man also

15.12(2)

1»0

y= 1,95

a

y= yU;n'
b c

y= 1)3

d

Abb. 15.12.2. Typische Formen von Fehlstellen . a) Ausgcdehnter Langsrif) an Oberflache ; b) halbelliptisehcr
Ril3 an Oberflach e ; e) ellipt isehcr l~i13 im Inneren ; d) kreisformiger Ril3 im Innercn

2.2 I---t--+--+--+-

f 1.8

"" 1,4 J-t-+--+--t-?"Zs-<;j,Lo.,t--o-:+-+-J

Abb . 15.12.3. GroBe Q zur Bereehnung des
Geometriefaktors Y
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so sind damit diejenigen Wertekombinationen a, a gegeben, bei denen der RiB instabil
wird. Es ist demgemafs

a < (~~r 15.12(3)

15.12(4)

die Bedingung, der bei gegebenem a die Rilllange zu genugen hat, damit inst abiles An
wachsen vermieden wird. Umgekehrt muf die Spannung die Bedingung

K
a <~

Yya

erfullen, wenn die Ril3lange gegeben ist.
Typische Werte der Rillzahigkeit einiger fur Dampfturbinenrotoren gebrauchlicher

Stahle zeigt Abb. 15.12.4, vgl. Diskussionsbeitrag zu Haas [20]. Typisch ist die starke
Temperaturabhangigkeit von K I c, die ubrigens zusammenhangt mit der Lage der Uber
gangstemperatur, wo der Steilabfall der Kerbzahigkeit auftritt. Die Streuung ist iibrigens
groB, vgl. etwa [41]; die Kurven Abb . 15.12.4 geben Untergrenzen der Streubander, Bei
grofsen Schmiedestiicken konnen die Werte stark abhangen vom Ort, wo die Probe ent
nommen wird. K I c ist ein sehr aussagekraftiges Werkstoffcharakteristikum, das zu den
klassischen GroBen, wie FlieBgrenze usw. hinzukommt und durch sie allein noch nicht
bestimmt ist. So sind die im Diagramm mit 2,3 und 4 angegebenen Werkstoffe dem alteren
Rotorwerkstoff 1 deutlich uberlegen.

Abb. 15.12.4. RiI3zahigkeit X I c enuger
typischer Stahle fur Dampfturbinenro
toren: 1 Stahl 35 CrMo 13 5; 2 Stahl
26 Ni Cr MoV 8 5; 3 Stahl 26 Ni Cr Mo
V 11 5; 4 Stahl 26 Ni Cr MoV 14 5. Kur
ven 2- 4untere Grenzen des Streubereiches
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Die Tatsache, daB die Bruchmechanik auf eine kritische Ril3lange fiihrt, unabhiingig
von den Korperabmessungen, hangt damit zusammen, daB bE,..., ba2 , bA ,..., ba. Sie laBt
verstehcn, daB die Dauerwechsel£estigkeit gekerbter Bauteile von ihren Absolutabmes
sungen abhangt.

Bruchmechanische Untersuchungen konnen u. U . auch herangezogen werden, um die
Lebensdauer zyklisch beanspruchter Teile zu bestimmen. Aus der Schwingbreite zlrr = 2aA
und der GroBe K Gl. 15.12(1), die auch Spannungsintensitatsjaktor bezeichnet wird, laBt
sich

LlK = Y Lla y~

berechnen. Dann setzt man mit N als Zyklenzahl

da = 0 LlKn
dN '

15.12(5)

15.12(6)

wo 0 und n Materialkennwerte sind. Nach [41] ist z.B. bei den fur Dampfturbinenrotoren
gebrauchliohen Werkstoffen 0 = 2 . 10-13, n = 3, wobei K in Njmm3/2 einzusetzen ist.
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Ist a der Anfangswert der Ril3lange, o., der kritische Wert, so lautet die Integraldarstellung
von 15.12(6)

ac N B
f da = C f iJKn(N) dN,
a 0

15.12(6')

15.12(8)

15.12(7)

was auf folgendes Ergebnis fiihrt :

N B = C(Y iJo'):(n _ 2) [a- n~2 - a; n~21 wenn n =1= 2,

1 I (ac )N B = C( Y iJa)2 n a wenn n = 2.

Hier wie ganz allgemein treten die inharenten Schwierigkeiten der bruchmechanischen
Betrachtungsweise in Erscheinung : Es muf schon von einer vorhandenen RiBlange aus
gegangen werden, und die Beschaffung der empirischen Unterlagen erfordert eine um
standliche, schwierige Versuchstechnik. Auch erfordert die Berucksichtigung komplizierter
Geometrien und Spannungsfelder Schatzungen, da solche Angaben, wie in Abb. 15.12.2
und 3 dargesteIlt, praktische Falle meist nur in grober Naherung wiedergeben. Dem
gegeniiber ist festzuhalten, daB die Bruchmechanik insbesondere folgendes leisten kann :
1. Sie bietet mit K 1c ein zusatzliohes Kriterium bei der Auswahl geeigneter Werkstoffe.
2. Sie gestattet zu beurteilen, ob durch Priifverfahren aufgedeckte Fehlstellen an aus

gefiihrten (neuen) Bauteilen toleriert werden konnen.
3. Werden bei Inspektionen Risse entdeckt, so Hint sich beurteilen, ob bzw . wie lange

der betreffende Konstruktionsteil noch weiter verwendet werden kann.
4. Sie gestattet u .U . mindestens qualitativ eine bessere physikalische Interpretation von

Versuchsergebnissen, die mit anderen Mitteln gewonnen wurden .

Werden zusatzliche Annahmen herangezogen, so lassen sich u .U . Beanspruchungs
kriterien auffinden, die physikalisch besser begriindet sind als solche, denen keine solche
ModeIlvorsteIlung zugrundeliegt. Auf dieser Grundlage haben Majumdar und Maiya
[42, 43] das unter 15.10 besprochene Problem der Ermudung beim Kriechen behandelt.
Es sei lOa die gesamte anelaslische Dehnung, die also Kricchen und sonstige Plastizitat
umfaBt. Dann wird fur das Anwachsen der RiBlange a folgender Ansatz gemacht :

~; = aT Icalm IBalk, ~; = aC Icalm IBalk. 15.12(9)

Hier ist T ein werkstoffabhangiger Parameter, der im FaIle plastischer Streckung gilt,
wahrend bei plastischer Stauchung der Parameter C zu verwenden ist. Weiter sind k
und m empirische Exponenten. Hier wird also nicht zwischen zeitunabhangiger und
Viskoplaatizitat unterschieden, wohl aber gehen Verformung und Verformungsgeschwin
digkeit gesondert in den Ansatz ein . Wenn man nun setzt

_ 2~C 2
G = (TIC) + 1 fur Zug, G - (TIC) + 1 fur Druck,

kann man den Ansatz 15.12(9) in der Form

2 da _ G I 1m I' Ik dT + C a - lOa lOa l

15.12(10)

15.12(11)

15.12(12)

schreiben, denn lost man dies auf nach da ldl, so hat man offensichtlich wieder die Form
15.12(9). - Nun sei ao die durchschnittliche Rililange der Fehlstellen des neuen Bau
teiles, ac die kritische Rilllange, bei der infolge Instabilitat der Bruch stattfindet. Alsdann
laBt sich die linke Seite von l5.12(11) integrieren, und zwar werde gesetzt

2 I (ac ) 1
T + C n ao A '
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15.12(13)

T und C sind als Festwerte betrachtet, und die maBgebende zusatzliche Annahme der
Theorie ist nun, daB A ein empirisch bestimmbares Werkstoffcharakteristikum sei (damit
wird die Kenntnis von ao uberfltissig l) . Somit kann 15.12(11) in die Integralform

IB 1
J G IBaimJSalkdt =
o A

gebracht werden; die obere Integrationsgrenze ist in der Tat die Zeit bis zum Bruch,
die durch diese Gleichung fur einen gegebenen Verformungsverlauf Ba(t) bestimmt ist,
sobaId man die n6tigen Unterlagen tiber A, G, m , k besitzt. Uber diese, bei deren Beschaf
fung man starke Vereinfachungen machen mull, liegt noch nicht viel vor. Abb . 15.12.5
zeigt Angaben aus [43], und die Verfasser geben auch an, auf welche Weise man sich
praktisch solche Unterlagen beschaffen kann.
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Verfahren nach [42] und [43] fUr vier
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15.12(14)

Ftir den Fall einer zyklischen Beanspruchung mit gleichem, je konstantem IBal auf
Zug und Druck, kann 15.12(13) geschlossen integriert werden, und aus tB ergibt sich dann
sogleich auch die Zyklenzahl bis zum Bruch zu

N = m + 1 (Llea)-<m+l) I ' 11- k
B 4A 2 Ba ,

wo Llea der anelastische Dehnungsbereich ist. - Wie aus der Darstellung Abb. 15.12.5
hervorgeht, ist A allerdings, tiber ISa I aufgetragen, u.U . nur bereichsweise hinreichend
genau als konstant zu betrachten. Deshalb entsteht bei der Anwendung von 15.12(13)
eine Schwierigkeit, sobald Ba in einem Bereich variiert, der die Sprungstelle von A tiber
schreitet. Wenn nun A' und A " die A-Werte zu beiden Seiten der Sprungstelle sind
und LIt' bzw. LIt" die aufsummierten Zeitintervalle, wahrend denen IBaI auf der einen oder
anderen Seite der Sprungstelle ist, muB man die Integration in die beiden Anteile auf
spalten und setzen

ill' ill" 1 LIt' LI"
/ G JealmJSalkdt' + I G IBaimISai kdt" < LIt' + LIt" [A' + At,,], 15.12(15)

wobei die dt' und dt" die Zeitdifferentiale sind, wahrend denen der eine oder andere
Zustand herrscht. Gilt Zeichen <', so tritt kein Bruch ein, wahrend bei Erreichen der
Gleichheit mit dem Bruch zu rechnen ist. Die Autoren bemerken noch, daB bei rein mono
tonem Zug, die Konstante T nicht den gleichen Wert hat wie bei wechselnder Beanspru
chung. - Es scheint jedenfalls, daB damit ein Formalismus gegeben ist, der bei Vorliegen
genugender Unterlagen sich als leistungsfahig erweisen k6nnte, insbesondere, da er nicht
notwendig zyklische Vorgange voraussetzt.
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a) Allqemeines

Aufgrund der unter 15.8-11 dargestellten Zusammenhange mogen hier festigkeits
teehnisehe Beurteilungskriterien in Form von praktisehen Anweisungen zusammengefaBt
werden. Diese sind stets so formuliert, daB der Weg zur Bestimmung eines Sicherheits
faktors angegeben wird. Wie groB dieser im Einzelfalle sein muB, kann nieht in allgemein
verbindlieher Weise angegeben werden, denn dies hangt ab von der Genauigkeit der
Werkstoffunterlagen, aueh fertigungsbedingten Streuungen derselben, von der Genauig
keit der Vorausreehnung des Spannungs- und Verformungszustandes und der Schatzungen
tiber die zu erwartenden Betriebszustande und gegebenenfalls aueh von korrosiven Ein
wirkungen, die in den Werkstoffeharakteristika (wie Weehselfestigkeit) stets von vorn
herein zu berucksichtigen sind. In den naehfolgenden Anweisungen ist vorausgesetzt, daB
diese Korrektur der Werkstoffdaten bereits vorgenommen sei ; sie ist aber naturgemaf
oft sehr unsieher. Aueh mussen die Maximalspannungen und Verformungen, auf die Bezug
genommen wird, die effektiven Maximalwerte sein, die nieht etwa ortlieh dureh Nuten,
Locher oder dgl. noeh zusatzlich erhoht werden.

Es sind zwei Arten von Sieherheitsfaktoren angegeben, namlieh Faktoren Sb' welehe
die tatsaohliche Beanspruchung mit derjenigen vergleichen, bei der das Versagen des Bau
teiles zu erwarten ware und Faktoren St, welche die bei der gegebenen Beanspruchung
theoretisch zu erwartende Lebensdauer zur verlangten ins Verhaltnis setzen. Nun sei y
eine BeanspruchungsgroBe (Spannung, Dehnung), x ein MaB fur die Dauer der Bean
spruchung (Zeit, Zyklenzahl). Dann lassen sich die Gesetze, die Beanspruchung und
Lebensdauer miteinander verknupfen, mindestens bereichsweise dureh die Form

y = Ax-k 15.13(1)

wiedergegeben . Es laBt sich nun leieht verifizieren, daB in diesem FaIle Sb und S, gemaB

15.13(2)

miteinander zusammenhangen. Ist etwa k = 0,3 (ein typischer Wert fur O'B(t) bei Krie
chen) und verlangt man Sb = 2, so fUhrt dies auf S, = 10. Die S, miissen also meist
sehr groB sein . Bei nicht zeitabhangigen Vorgangen strebt S, gegen Unendlich.

b) Statische Tragfahigkeitsgrenze

Um auf einfache Weise die auBerste Grenze der statischen Tragfahigkeit eines Bau
teiles zu bestimmen, legt man meist das vereinfachte Spannungs-Dehnungs-Diagramm
nach Abb. 15.13 .1 zugrunde, d .h . man nimmt an , daf der Werkstoff bis zur FlieBgrenze O'p

linearelastisches Verhalten zeige, von dort an idealplastisches. Diese Vereinfachung liegt
auf der sicheren Seite, da ja effektiv hohere Spannungen als O'p auftreten konnen . - Die
'I'ragfahigkeit eines Bauteiles ist dann erschopft, wenn die Plastifizierung den ganzen
tragenden Querschnitt erfaBt hat. Diese Betrachtungsweise ist allerdings nur zulassig,
wenn der Werkstoff das notige Verformungsvermogen wirklich besitzt. Man wird daher
versuchen, durch geeignete Wahl und Behandlung des Werkstoffes die Ubergangstempe
ratur, wo der Steilabfall der Kerbzahigkeit eintritt, nach Moglichkeit tief zu legen, da
unter dieser die Gefahr des Sprodbruches raseh zunimmt.

Im allgemeinen dreiaehsigen Fall und unter Zugrundelegung der v . Mises-Hypothese
ist die Bestimmung dieses Grenzzustandes vollstandiger Plastifizierung eine komplizierte
Aufgabe . Das ist schon an dem unter 15.11 erwahnten Problem der Tragfahigkeit eines
gekerbten Rundstabes zu erkennen. Einfaeh wird das Problem beim ebenen Spannungs
zustand und unter Zugrundelegung der Sehubspannungshypothese, denn naeh dieser ist
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15.13(3)P max =fUF'

fiir die Werkstoffanstrengung nur die graf3 t e Hauptspannungsdifferenz maf3gebend. Da
die Schubspannungshypothese in ExtremfiiJIen eine urn 13% klein ere Tragfahigkeit liefert
als die v. Mises-Hypothese, in keinem F alle eine hohere, ist es oft zweckmalsig, von dieser
Vereinfachung Gebrauch zu ma chen .

Abb. 15.13.2a zeigt als Beispiel einen gezogenen gelochten Flachstab und eine Folge
von Spannungsverteilungen im engst en Querschnitt, die einer immer weitergehenden
Steigerung der Kraft P entsprechen . Im Grenzfall herrscht im ganzen Querschnitt UF ,

wobei der Stab die hochstmogliche Kraft Pm 3 X ubertragt. Ist P die tatsachlich auftretende
Kraft, so ergibt sich der Sicherheitsfaktor Sb aus

S _Pmax _fUF
b - P - P .

(J

(JRechnung

I

-(fr B

a b

Abb . 15.13.1. Idealisiertes Spannungs-Dehnungs
Diagramm

Abb, 15.13.2. Spannungsverte ilungen bei ansteigender
Belastung bis zur voIIen Plastifizierung. a) Gelochte r

Fl achstab; b) gebogener Stab

15.13(4)

Ahnlich verhalt es sich beim gebogenen St ab na ch Abb. 15.13.2b, wo bei immer weiterer
Steigerung des Biegemomentes schlief3lich ein Spannungsverlauf gemaf3 ABeD erreicht
wird, womit die Tragfahigkeit des Elementes erschopft ist. - Dies ist zwar insofern ver
einfacht, als dieser Verlauf ja eigentlich eine unendliche Krummung voraussetzen wiirde.
Da aber die Fasern in der Nahe der Mittelebene zum Moment wenig beitragen und das
zugrundegelegte Spannungs-Dehnungs-Diagramm Abb . 15.13.1 die Spannungen in den
wirksamen auBeren Fasern etwas unterschatzt., ist die Naherung trotzdem gut brauchbar,
denn das so berechnete M max kann mit malsiger Krummung effektiv aufgenommen werden .
Ist M das wirklich aufzunehmende Biegemoment, so ist

S _Mmax
b-~'

Mm ax ist aus einer Integration des Spannungsverlaufes iiber den Quers chnitt zu gewinnen .
Es ist z.B. mit W als Widerstandsmoment

M max = 1,5 aFW fur rechteckigen Querschnitt,

M max = 1,7 UF W fur kreisrunden Querschnitt.

15.13(5)

15.13(6)

Fur andere Querschnittsform en , wie ub erh aupt fur andere elementare Festigkeitsprobleme
finden sich die entsprechenden Angaben in der einsehlagigen Handbuchliteratur. - In
Abschn. 17.11 ist an gegeben, wie sich die Grenzdrehzahl berechnen laf3t, bei der eine
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rotierende Lauferscheibe vollstandig plastifiziert wird und infolgedessen die Rotorexplo
sion zu erwarten ist. Da die Fliehkrafte dem Quadrat der Drehzahl proportional sind,
gilt in diesem FaIle

s, _ (np )2
- n ' 15.13(7)

wo np die genannte Grenzdrehzahl, n die hochste im Betriebe au ftretende Drehzahl ist.
Bei hoher Temperatur, wo Kriechen. auftritt , ist auch rein statisch mit dem sproden

Bruch zu rechnen, so daB also nicht die gleiche Uberlegung zugrundegelegt werden kann.
Ist hier <Tmax die graBte lokale Spannung, <TB(t) fiir die gegebene Temperatur und die
geforderte Lebensdau er t die Bruchspannung gema B dem Dauerstandversuch, so ist

Sb = <TB(t) , S, = S~, 15.13(8)
<Tmax

wo m der Exponent im Ansatz 15.5(4) ist .

c) Zykli.sche Beansp ruchunq ohne K riechen.

Zyklische Beanspruchung ma ge hier in einem verallgemeinerten Sinne verstanden
werden und bedeutet einfach die ub liche Beanspruchungsart fast aller Maschinenteile.
Diese ist mindestens durch das Anfahren und Abstellen, oft auch durch regelmallig wieder
kehrende schroffe Belastungsanderungen gekennzeichnet. Diese transienten Vorgange sind
fur die Festigkeit der Bauteile von entscheidender Bedeutung. Sie haben zwar nicht im
st rengen Sinne zyklischen, also periodischen Charakter, werden aber doch bei der Voraus
berechnung durch gedachte zyklische Vorgan ge approximiert. So sind die nachfolgend als
vorgeschrieben betrachtet en Zykl enzahlen N zu verstehen. - Zur Beurteilung der Bean
spruchung miissen in diesem F alle fur den verwendeten Werkstoff bekannt sein das Dia
gramm zls = f( N B) (Beispiel Abb . 15.9.3) lind das Dau erwechselfestigkeit sdiagramm, am
besten in der Form Abb. 15.9.0 mit dem Diagramm <TA(O) = f (NB) links beigefiigt.

Vorgehen bei lokaler uberelastischer Beanspruchung. Die R echnung liefert lokal ein
elastisch gerechnetes <Tv > <TF und daraus au ch das Llev, vgl. z.B . die Ausfuhrungen unter
15.7. Wenn der lokale Verformungsgradient groB ist, kann daraus in Analogie zu 15.11(4)
der ideelle ,wirksame' Wert

15.13(9)

gebildet werden, eine meist nur kleine Korrektur. Dieses Ll evi wird beim vorgeschriebenen
N ins Diagramm Llev = f( N B), Abb. 15.13.3, eingetragen , siehe Punkt P . Dann ist

S b = LleV B , S _ N B(Llevi ) 15.13(10)
Llevi t - N '

Bezeichnungen siehe Figur.

L1evi - -p

Abb . 15.13.3. Diagramm zur Best immung
von Sb und S t bei uberelasti scher Bean

spru chung
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Vorgehen bei quasielastiecher Beanspruchung uber der Dauerschwingjestigkeit: Die
Rechnung liefert fiir die kritische Stelle eine Mittelspannung a;" und eine Spannungs
amplitude a~, wobei a' = a;" + o'~ die Spannungsspitze ist , alle als Vergleichsspannungen
aufgefaBt. Man tragt den Punkt A' mit den Koordinaten 0';",

15.13(11)

15.13(12)

ins Diagramm Abb. 15.13.4 ein und findet mit der angegebenen Konstruktion BA'CD
mit dem vorgeschriebenen N

A'
c

110 t----t--=?--..

11

\

11:(0)

\
\ 11:(0)

11/0) \
\

\
"-
"-

I1t.'JO)
0 -,

103 N Ne 10 7 No ° 11~ 11~ I1F B 11m

Abb, 15.13.4. Diagramm zur Bestimmung von Sb und St bei quasielastischer zyklischer Beanspruchung ober
halb der dynamischen Dauerfestigkeit

Bezeichnungen siehe Figur. Die gestrichelte Spannungskurve hat ideellen Charakter, denn
jene Spannung ist definiert durch

a~(O) = Lla* = E Lle(NB) 15.13(13)
2 2

(vgl. den Unterschied gegeniiber 15.9(22)), ist also ein MaB fur die Dehnung. Sie muB ver
wendet werden, weil sonst der Wert Sb nicht mehr in allen Fallen sinnvoll ware (Sb sagt
z.B. aus : Beim gegebenen N diirfte man ohne Gefahr stark plastisch verformen) . Punkt B
muB nicht notwendig an die Stelle aB gelegt werden, wie im Diagramm Abb. 15.9.6, son
dern einfach so, daB die Kontur des effektiven Dauerschwingungfestigkeits-Schaubildes
richtig erhalten wird. - Diese Kriterien sind allerdings nicht anwendbar im Inneren sehr
groBer Werkstiicke (z.B . einteiliger Rotoren), die herstellungsbedingt praktisoh stets
makroskopisohe Fehlstellen aufweisen. Dort stiitzt man sich zweckmalsig auf die Bruch
mechanik. Man berechnet ausgehend von der Abmessung a der Fehlstelle und ihrer nach
Gl. 15.12(2) zu bestimmenden kritischen GroBe ac nach Gl. 15.12(7) die Zyklenzahl N B

bis zum Bruch. Bei Vorausberechnungen ist a aufgrund der Erfahrung zu schatzen. Am
ausgefiihrten Werkstiick ist a aus der Ultraschallpriifung naherungsweise auffindbar, vgl.
etwa [41]. Bei groBen Werkstiicken ist man so meist auf wesentlich tiefere Beanspruchungs
grenzen gefuhrt, als sie die klassischen Zeitfestigkeitsuntersuchungen ergeben.

Vorgehen bei schwingender Beanspruchung, wobei N = 00 verlangt ist : Spannungs
zustand ist gekennzeichnet durch Mittelspannung a~ und Amplitude a~ mit Spitze
o" = 0';'; + a'l (stets Vergleichsspannungen). Man tragt im Diagramm Abb. 15.13.4 den
Punkt AU mit Koordinaten o'~ ,

o''li = a~!(l + Ve*x)
ein . Dann ist Sb = aD!o''li, siehe Abbildung.

15.13(14)
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Eine alte re Anweisun g besagt , daf bei nicht schwingender Belastung rechnerische
Spannungsspitzen bis 20"F zugelassen werd en durfen . Dem liegt das vereinfac hte Span
nungs-Dehnungs-Diagramm Abb. 15.13.1 zugrunde. Wie dort gezeigt, fuhrt die ent
sprechende Dehnung LIe bei Entlastung auf eine Dru ckspannung - O"F' Bei erneut er
Belastung gelangt man von Punkt B zum Punkt A zuriick , Naeh dieser vereinfachten
Theorie wurden also weit ere plasti sehe Verformungen eben noeh vermieden. Priift man
diese Regel im Lichte der neuen Ergebnisse, so ergibt sieh folgendes Bild. In eine m
typisehen Beispielliefert die Kurve Lle(NB ) fur dieses LI e ein N B = 105. Verlangt man abe r
Sb = 2, setzt also das doppelt e LIe ein, so ist man auf N = 4000 gefiihrt. Fur eine Masehine,
bei der taglich ein Zyklus auftritt, ents pricht dies einer Lebensdau er von 11 J ahren. Man
versteht also, daB diese Regel in vielen Fallen eine brauchbare Ri chtlinie sein konnte.

d) Qllasizyklische Beanepruchunq mit Kriechen

Als Werkstoffunterlagen mu ssen bekannt sein die Dauerstandfestigkeit des Werk
stoffes, also O"B in Funktion von t und T , d.h. in G1. 15.5(4) O"B3(t) und meT ), fern er der
Exponent neT) des Nortonschen Gesetzes, G1. 15.5(3), und im maBgebend en Temp eratur
bereich das Goodman-Diagramm (Abb. 15.9.5). Diese letztgenannte Unterlage wird haufig
fehlen . Als Schat zung kann ma n dann setzen O"JV ~ 0,40"F und das Diagramm von dieser
Angabe aus rekonstruieren . Im obersten Temperaturbereieh, in dem der Werkstoff ein
setzbar ist, liegt man damit meist auf der sioheren Seite. Ferner werden die Zusammen
hiinge Lleii = f eN B) fur die verschiedenen Typen von Zyklen benoti gt. Wo sie nieht vor
liegen , kann man sich an die quasiuniversellen Zusammenh ange naeh Abb. 15.10.2 halt en .
Bei den relativ sproden Sonderlegierungen fur extrem hohe Temperaturen ist die Genauig
keit dieser Unterlagen allerdings unbefriedigend ; die Zusammenhange werden dann au eh
deutl ieh temperaturabhangig.

Da s Vorgehen ist dadureh gekennzeichnet, daf man den Ablauf der Vorgange gedank
lich zerlegt. Die im Laufe der Zeit sehr kompliziert variierende Beanspruehung bewirkt
standige Veranderungen im Werkstoff, und der ganze Prozell hat an sieh nicht periodisehen
Charakt er . Man zerlegt ihn nun in Zeitintervalle quasistatiseher Beanspruchung, in denen
nur .nat iirliohes Krieehen' auft rit t und Zyklen , - beim Anfahren und Abstellen und all
Ialligen sonstigen sehroffen Anderungen - die dureh zwangsweise plastisehe Verformung
eharakt erisiert sind. Die quasistatisehe Beanspruchung wird behandelt nach Abs chn . 15.8,
d .h . man firhrt den dort angege benen Zeitparam eter x ein und kennzeichnet durch T(x)
und O"(x) die relative Haufigkeit des Auftret ens der Temperaturen und Spannungen (alle 0"

und e sind die Vergleichswerte nach der v. Mises-H ypothese) iiber der Zeit. Die Zyklen
fuhrt man durch rechnerische Abscha tzungen auf einfaehe, idealisierte F alle zuruok wie
in Abb. 15.10.1 dargestellt . Schlielilioh ist im allgemeinen noch zu beriicksichtigen , da B
an der betrachteten St elle eine zunachst auft retende Spannungsspitze durch Krieehen
asymptot iseh verschwindet , wodurch die Lebensdau er urn den F aktor T L vermindert wird.

Wenn man sich die Lebensdau er t und die Zyklenzahl N vorschreibt , kann man so
vorgehen, daB man naeh 15.8 zunachst TL best immt und dann folgendes berechnet :

1_J[ O"(x) ] m(T)
J - O"B3(T) dx,

o

t
D8 = - J .

tn
15.13(15)

Da T (x) bekannt ist , kann dieses Integral bereehnet werden . Na ch un serer Normierung
ist tn = 103 h und aB3 bezieht sieh auf diese Zeitdauer . - Der gegebene Zyklus wird
unterteilt, wie unter 15.10 beschrieben, worauf die N]Jp, Nee, N pCl Nrp bestimmt und aus
15.10(4) N B bereehnet werden kann. - Bei sehr kleinem anelast ischem Dehnungsbereieh
(GroBenordnung 10- 4) kann N B aus der Relation Llea = feN B ) bestimmt werd en ,wie unter



204 15 Grundlagen der Festigkeitsrechnung

15.10 erwahnt. - Dann set zt man
N

D z = - ·NB

Daraus ergibt sich sogleich der Zeit-Sicherheit s-Faktor

TL
S t=D +D'

8 z

15.13(16)

15.13(17)

Die Bestimmung von Sb ist umstandlicher. Man muf diese GroGe zunachst annehmen,
einen ideellen Spannungsverlauf O"(x ) = SbO'(X ) best immen und mit diesen die angegebene
Untersuchung ausfiihren. Man erhalt so D; und D; und muf nun fordern

D; + D; = TL' 15.13(18)

Dasjenige Sb' das diese GIeichung erfiillt, ist der wahre Wert.
Kommt noch schwingende Beanspruchung mit der Schwingungsamplitude 0'A hinzu,

so sind noch zwei erganzende Schritte notig . Erstens ist der Punkt mit den Koordinaten O'm,

15.13(19)

ins Goodman -Diagramm einzutragen (wie Punkt AU, Abb. 15.13.4), und es ist der Sicher 
heitsfaktor gegen oszillierende Beanspruchung

15.13(20)

15.13(21)

15.13(22)

Zweit ens ist bei der Bildung von J die Span nung 0' zu erse t zen durch

a =O'm [1 + ~ (:~in ·
Dieser Ausdruck entsteht durch Integration ub er die Schwingungsperiode mit m = 3,
was die t ypische GroGenordnung ist.

Das hier angegebene Verfahren geht bei abnehmender Temperatur, also immer mehr
verschwindendem Kriechen , von selbst in das iiber, das ohne Kriechen gilt . Bei aus 
gesprochenen Hochtemperaturteilen, wie Gasturbinenschaufeln, muf man sich oft mit
relativ kleinen Sb-Werten begniigen, z.B. Sb = 1,4. Dem sind die Inspektionsintervalle
anzupassen. Aufserdem gehoren zu den Uberwachungsgeraten der Gasturbinen solche, die
durch Integration der Temperatur iiber der Betriebszeit ein MaG dafiir geben, wie weit
die Werkstoffschadigung fortgeschritten ist. Sehr haufig ist es allerdings die Korrosion,
welche die Schaufeln unbrauchbar macht, lan ge bevor sie mechanisch nicht mehr die
notige Sicherheit bieten.

Will man sich auf die Th eori e nach [42] und [43] st iit zen, die durch die GIn. 15.12(9)
bis (15) wiedergegeben ist , so hat man, wenn J' und J U die beiden Integralau sdriicke in
15.1 2(15) sind

1 [L1 t' L1 t
U

]

S, = (J' + JU) (L1 t' + L1 tU) A ' + AU .

Fur Sb laGt sich etwa setzen Sb ~S~,3 , da 0,3 ein typischer Wert des Exponenten ist , der
Sb und S, miteinander verkniipft .
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16 Festigkeit der Schaufelungen

16.1 Schaufelbeanspruchung durch Fliehkraft

Bei den Laufradern der Axialmaschinen kann der Schaufelquerschnitt f (Abb . 16.1.1)
langs des Radius variieren, und zwar nimmt er dann praktisch stets nach auBen ab oDie
radiale Zugbeanspruchung (fz infolge FIiehkraft kann durch eine einfache Gleichgewichts
betrachtung gefunden werden, denn das Massenelement dm = ef dr iibt die Fliehkraft

dZ = rw2ef dr 16.1(1)

aus. Daher sind die Zugspannungen im Nabenradius rN und im Iaufenden Radius r*

rs

(fzN = ew2 J If r dr,
rN N

rs

(fz(r*) = ew2 J f* r dr,
r·

16.1(2)

vgl. Abb. 16.1.1 (es ist die frei endende Schaufel vorausgesetzt) . Wo die Schaufel mit einer
Ausrundung in den FuB iibergeht, ist unter fN der ideelle Querschnitt zu verstehen, wie
in Abb. 16.1.1 angedeutet. Mit

16.1(3)

erlauben diese Gleichungen auch die Darstellung
y y

(fzN = euJ., J If y dy, (fz(Y*) = euJ., J If y dy,
1 N y. N

f

16.1(4)

Abb. 16.1.1. Zur Berechnung der Fliehkraft
spannungen in einer verjiingten Schaufel

W. Traupel, Thermische Turbomaschinen  
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2001 
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bei der stets die Integralausdriicke dimensionslos sind, also nur von der geometrischen
Gestalt, nicht von den Absolutabmessungen abhangen. Geometrisch ahnliche Schaufelungen
aus Werkstoffen gleicher Dichte erf ahren bei gleicher Umfangsgeschwindigkeit gleiche Flieh
kraftbeanspruchungen .

Bei Schaufeln konstanten Querschnittcs lassen sich die 1ntegrale in allgemeiner Form
auswerten. Man erhalt

Y2 _ s"
O'z(y*) = (lujy --2-. 16.1(5)

Fur O'zN wird in dies em Falle auch haufig eine formal andere Darstellung gegeben. Der
Schaufelschwerpunkt liegt dann im Mittelkreisradius rm' so daB mit 1 als Schaufellange
und m als Schaufelmasse die Fliehkraft

Z = mu~ = (llfu~
rm rm

wird, somit nach Division durch f

_ 2 2 1
O'zN - r-»:

m
16.1(6)

Somit ist die Fliehkraftspannung ausgedruokt durch die auch sonst viel benutzten Para
meter mittlere Umfangsgeschwindigkeit U m und Sehaufellangenverhaltnis l/Dm . - Beach
tenswert ist noch folgender Zusammenhang. Ist rp die Durchsatzzahl im Mittelkreis, so

wird der Volumenstrom Vdurch den Schaufelkranz

V· D 1 D2 (' 1 ) 4nrpu~ ( 1 )= n m rpum = n m D
m

rpum =~- D
m

.

Wenn man dies nach IJDm au flost und einsetzt in 16.1(6) , folgt

(lVW 2

O'zN = 2nu
mrp'

16.1(7)

Liegen nun Volumenstrom, Winkelgeschwindigkeit und Schaufelungstyp (also rp) fest , so
bewirkt offensichtlich eine ErhOhung der Umfangsgeschwindigkeit Um uberraschender
weise eine Herabsetzung der Spannung, weil die Schaufeln kiirzer werden.

Als theoretischer Grenzfall interessiert auch die S chaufel konstanter Fliehkraftspannung.
Fur ein Element von der Ausdehnung dr (Abb. 16.1.1) gilt ja auch die Gleichgewichts
bedingung

somit
d(O'zJ) _ f 2 • fdO'z df - f 2---a;;:- - -(l r io . . dr + Uzdr - -(2 rw .

Nach Voraussetzung ist aber dO'z /dr = O. Also bleibt die Differentialgleichung

df (lw2
- =- --rdrI a,

mit der Losung

f (lw2 T (lw2
In - = - - f r dr = - - (r2 - rjy)

IN a, TN 2uz

oder

L = exp [_ (lujy (y2 - 1)].
fN 2uz

16.1(8)

16.1(9)
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Del' Querschnitt nimmt also mit dem Radius exponentiell ab o Theoretisch konnte sich
die Schaufel ins Unendliche erstrecken, doch kann man sie an irgendeiner Stelle yenden
lassen, wenn man dort eine Masse anbringt, die durch ihre Fliehkraft im ortlichen Quer
schnit t gerade die Spannung Cfz erzeugt. Bemerkenswert ist, daB das Problem grundsiit zlich
fur beliebige Werte von UN und Cfz eine Losung hat, nul' wiirde z.B. bei extrem klein
angenommenem Gz eine Querschnittsabnahme mit zunehmendem Radius resultieren, del'
kein stabformiger Karpel' mehr entspricht. - Abb . 16.1.2 zeigt ein Beispiel eines Quer
schnitts- und Spannungsverlaufes in einer Dampfturbinen-Endstufenschaufel, vgl. Rie[J
[1]. Man erkennt, wie gut man sich in einem erheblichen Bereich del' Schaufelhohe dem
Stab konstanter Spannung nahert.

"O....-::::r---,-- -,---,------,

S. 0.5 f---t-~-1_--+------7i
,-'",

-::.

Abb.16.1.2. Beispiel der Verteilung von Querschni t t und Spannungen in der Laufs chaufel einer Dampftur
binen-Endstufe, Sohaufellange 1044 mm . Na ch RiefJ [1]. Kni ck im Verlauf von Uz ist bedingt durch

die "Arkaden" nach Abb. 16.8.11

E s ist weithin ubli ch geworden, die Laufschaufelreihen am iiuBeren Umfang -mit
Labyrinthdichtungen zu ver sehen. Die fruher oft verwendeten aufgenieteten Deckbander
sind heute bei Laufschaufeln selt en, man verwendet bevorzugt Deckplatten, die mit del'
Schaufel ein Stuck bilden (vgl. Abb. 16.1.3). Diese sind mechanisch meist nicht mitein
ander verbunden, Sindfd' rd, td, Ud Querschnitt, Radius, Teilung und Umfangsgeschwindig
keit im mittleren Deckplattenkreis und z die Schaufelzahl, so ist die Fliehkraft del' Deck
platte

Zd = (JfdtdU~ = 2nfd (JuJ,
rs z

Das erzeugt im Spitzenquerschnitt f s del' Schaufel die Zugspannung

2n (fd) 2Cfzs = Z f s (JUd'

16.1(10)

16.1(11)

Abb, 16.1.3. Laufschaufel mit Deckplatte
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Im Nabenquerschnitt kommt zur Spannung nach Gl. 16.1(4)
betragt, womit folgt (Ya = ralrN)

[

y ]2 f 2n fa
azN = (jUN / 7;Y dy + z (7;) Ya .

ein Zuschlag, del' ZalfN

16.1(12)

16.1(13)

Im allgemeinen entsteht dadurch abel' auch eine Biegespannung a6 im Schaufelblatt,
dann namlich, wenn del' Schwerpunkt Sa del' Deckplatte und del' Schwerpunkt S des
Schaufelprofils (es kann irgendeines del' Profile sein, nicht etwa nul' das an del' Spitze)
nicht auf einem Radius liegen (vgl. Abb . 16.1.4) . Sind J 1 und J 2 die beiden Haupttrag
heitsmomente, so ist mit den Bezeichnungen in jenem Bild die im Punkt A entstehende
Biegespannung mit Gl. 16.1(10)

*(A) _ 2nfa [11a 12b ] 2db - - - -- + - (jUa·z J 1 J 2

' \--- -~-Id -

d '-----------\----:r""-'----_\_'

Abb. 16.1.4. Zur Berechnung der Beanspruchung
einer Deckplatte

16.1(14)
, r m'u'21'

db = LX -W' ,
ra

Bei del' im Bild gezeigten Situation wird diese Zusatzspannung in A am groBten und
addiert sich zur reinen Zugspannung durch Fliehkraft., doch sind auch andere Verhalt
nisse denkbar, wobei die Formel entsprechend abzuwandeln ist. Die Abstande 11 und 12

sind im Profilschnitt zu bilden und zwar ausgehend vom Durchstoflpunkt des Radius von Sd
aus durch diesen Schnitt.

Auch die Deckplatte selbst erfahrt untel' dem EinfluB del' Fliehkraft eine Biege
beanspruchung. In einigermaBen exakter Weise ist dieses auBerst komplizierte Problem
nul' nach dem Verfahren del' finiten Elemente zu losen , doch genugt oft die nachfolgende
einfache Naherungsrechnung. Man grenzt einzelne Lappen ab, vgl. die gestrichelten
Linien I und II in Abb . 16.1.4. Die vereinfachende Vorstellung ist nun die, dan diese
Lappen durch die in 1 und 11 liegenden Querschnitte an einen starren Schaufelkorper
anschlieBen und die Spannungen in diesen Querschnitten einfach nach del' elementaren
Biegungstheorie berechnet werden konnen. Sind W' und W" die Widel'standsmomente
diesel' beiden Quersehnitte, m' und m " die Massen del' beiden Lappen, deren Schwer
punkte S' und S" die Abstande l ' und 1" von den Quersehnitten haben, so sind die Biege
spannungen
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16.1(15)

Die Formfaktoren 1)(.' und 1)(." berucksichtigen Spannungskonzentrationen beim Ubergang
der Deckplatte in die Schaufel und konnen bei engen Krummungsradien dieses Uberganges
die GroBenordnung 1,5 annehmen. Bei der Bildung der Widerstandsmomente ist zu be
achten, daB die Deckplatte Labyrinthkamme aufweisen kann, die unter einem spitzen
Winkel geschnitten werden, vor allem bei Schnittebene II . Senkrecht zu dieser kann ein
solcher Kamm praktisch keine Biegespannungen iibertragen, weshalb der entsprechende
Querschnittsanteil bei der Berechnung des Widerstandsmomentes wegzulassen ist.

Die zusatzlichen Spannungen in der Schaufel und diejenige in der Deckplatte selbst
konnen bei hohen Umfangsgeschwindigkeiten die Anwendung der Deckplatte und damit
der Labyrinthdichtung am Laufrad ausschlieBen. Allerdings ist dann meist die Schaufel
lange so groB, daB die Spaltverluste ohnehin zuriicktreten.

Sind zur Bekampfung von Schwingungen Verbindungselemente wie Bindedrahte oder
lose eingelegte Dampfungsdrahte vorgesehen, so muB auch deren Biegebeanspruchung
beachtet werden. Mit den Bezeichnungen nach Abb . 16.1.5 ergibt sich

_ n,2fJ2Dfd -2
aM - 6Z2W

d
QU ,

wo fd und Wd Querschnitt und Widerstandsmoment des Elementes sind. Bei der Situation
nach Abb. 16.1.5 b ergibt sich an einem iiberhangenden Ende die gleiche Biegespannung,
sofern a = 0,408 t. Bei a = 0,5 t wird die Spannung um den Faktor 1,5 groller.

I.. a

Abb .16.1.5

n:.
\ b

Abb.16.1.6

Abb . 16.1.5. Anordnung mit Bindedrahten (a) und Dampferdrahten (b)

Abb . 16.1.6. Zur Berechnung der Biegebeanspruchung einer Schaufel dur ch Fliehkrafte ; ~ und f) die Haupt
tragheiteachsen (dM 1] negativ)

Zusatzliche Biegebeanspruchungen erfahrt eine Schaufel unter dem EinfluB der Flieh
kraft, wenn ihre Schwerlinie (Verbindungslinie der Schwerpunkte ihrer Profile) nicht
einen Radius bildet. Zum Beispiel im Nabenschnitt ergeben sich die Biegemomente
beziiglich der Haupttragheitsachsen ~ und 1] desselben (Abb . 16.1.6) wie folgt . Ein Element
mit der Radialerstreckung dr, dessen Schwerpunktprojektion gegeniiber dem Schwer
punkt SN des Nabenschnittes die Koordinaten ~ und 1] aufweist, iibt die Biegemomente

dM; = 1]Qw2frdr , dM1] = -~Qw2frdr

aus, so daB also insgesamt die Momente

rs
M; = Qw2 J 1]fr dr,

rN

rs
M 1] =-Qw2 J ~frdr

rN

16.1(16)

entstehen. Daraus ergeben sich in ublicher Weise die Biegespannungen.
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16.2 Torsionsbeanspruchung von Laufschaufeln
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Verwundene Laufschaufeln erfahren unter dem EinfluB der Fliehkraft eine Torsions
beanspruchung, welche die Tendenz hat, die Verwindung zu verkleinern. In den meisten
Fallen sind die so entstehenden Spannungen und Verformungen (die ,Entwindung') sehr
gering. Sie werden aber betrachtlich bei Schaufeln, die gleichzeitig sehr schlank und stark
verwunden sind, also bei den Endstufen von Dampfturbinen (gegebenenfalls auch groBer
Gasturbinen) und bei den ersten Stufen von Axialverdichtern, insbes. von Zweistrom
triebwerken. Eine neuereTheorie dariiber gibtOhtsuka [2]; sie wird nachfolgend zusammen
gefaBt.

z

Abb. 16.2.1. Koordinatensystem zur Be
rechnungderTorsionsbcanspruchungeiner

verdrehten Schaufel /

w

16.2(1)

Abb. 16.2.1 zeigt die Situation. Es ist z die Drehachse, ill die Winkelgeschwindigkeit.
Das Schaufelblatt reicht von rN bis rs , und es ist angenommen, daB seine Schwerlinie
gerade und radial sei. Der in r liegende Schaufelschnitt hat die Haupttragheitsaohsen ~

und rj mit den zugehorigen Tragheitsmomenten J e, J,I' Die Lage dieser Achsen ist dadurch
definiert, daB man die ~-Achse nach r = 0 projiziert - die gestrichelt angegebene Ge
rade a - und dort den Winkel {}o gegeniiber der Drehachse angibt. Ein urn dr weiter
auBen liegendes Profil besitzt eine Haupttragheitsachse ~*, deren Projektion a* eine urn
d{}o verschiedene Richtung aufweist. Es ist u = d{}o/dr die ortliche Verwindungsgrolse.
Gegeniiber der entspannten Lage dreht sich der Profilschnitt in r urn einen Winkel {}r und
neigt sich urn Winkelbetrage {}e, {}'1' Dies ist im Bild durch Vektoren angedeutet, die
nach der Rechtsschraubenregel diesen Winkeln zugeordnet sind.

Nun moge ein Profilschnitt in r herausgegriffen werden . Ein beliebiger seiner Punkte
verschiebt sich infolge der Deformation in den Richtungen ~, rt, r urn Betrage u, v, ui .

Wenn uo' vo' W o diese Verschiebungen im Koordinatenursprung, d .h. im Schwerpunkt
sind, gilt mit hinreichender Genauigkeit folgender Ansatz:

u = uo(r) - rj{}k) , 1
v = vo(r) + ~{}r(r) ,

W = wo(r) + rj{}e(r) - ~{}'1(r) + iX(r) 1p(~, rj, r) .

In der letzten dieser Gleichungen beriicksichtigt das Zusatzglied iX1p die Verwolbung des
Schnittes unter dem EinfluB der Torsionsbeanspruchung. In der Theorie der Torsion ist
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16.2(2)

es bekanntlich nicht zulassig, diese Verwolbung unberiicksichtigt zu lassen, worin ja die
Schwierigkeit des Problems schon immer bestanden hat. In obiger Darstellung ist <X diese
Auswclbung im Koordinatenursprung, wahrend das dimensionslose 1fJ die Verteilung tiber
den Querschnitt beschreibt. In jedem r wird ein anderes <X angetroffen, wahrend 1fJ(;, 'YJ)
von der Gestalt des Profils abhangt. Da aber in jedem Radius ein anderes Profil erscheint,
wurde geschrieben 1fJ(;, 'YJ, r). Ausgehend von den Verschiebungen u, v, w erhalt man die
samtlichen Dehnungen und Verzerrungen, von denen fur die weitere Rechnung die fol
genden benotigt werden:

ow [ OW OW]
e, = 8r + x 'YJ 8f - ; 0'YJ '

ou ow [ OU OU ]
Yer = or + 0; + x 'YJ o~ - ; 0'YJ - v ,

8v ow [OV 8v ]Yr=-+- +x 'YJ-;::--~-+u.
~ or 0'YJ o~ 0'YJ

Zum Verstandnis der Zusatzglieder mit dem Faktor x beachte man folgendes . Man denke
sich langs der Schaufel alle Punkte, die einem festen Koordinatenpaar ~, 'YJ entsprechen
(in den verschiedenen Schnitten) miteinander verbunden. Diese Verbindungslinie ist keine
Gerade und durchstolit die einzelnen Schnitte nicht senkrecht, eben weil die Schaufel
verwunden ist. Ableitungen % r sind bei festem ~ und 'YJ zu bilden, d.h. Iangs solcher
Verbindungslinien, nicht etwa langs Radien. Daher riihren die angegebenen Korrektur
glieder. - Die Normal- und Schubspannungen im Schaufelschnitt werden mit E als
Elastizitatsmodul und Gals Schubmodul

a, = Ee., 16.2(3)

Damit lassen sich die folgenden Integralgrolsen bilden, bei denen stets die Doppelintegrale
iiber die ganze Flache des betreffenden Querschnittes zu bilden sind.

o. =JJ ard~d'YJ, Qe =JJ Terd~d'YJ, Q~ =JJ T~rd~d'YJ ,

M r = J J (T~r~ - Ter'YJ) d~ d'YJ,

Me = J J ar'YJ .ud'YJ' M ~ = - J J (jr~ d~ d'YJ '

N =JJ ar1fJd~d'YJ' I 16.2(4)

Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit kann man alsdann die Gleichgewichtsbedingungen
gewinnen:

Q; + erw2f = 0, Q~ - xQ~ = 0, Q~ + xQe = 0,
2

M; + e; (J~ - J e) sin 2190 = 0,

M~ - xM~ - Q~ = 0, M~ + xMe + Qe = 0,

r Jj'[ 01fJ 01fJ ] J '([ 01fJ 01fJ]N -x 8f'YJ- 0 'YJ ~ ard~d'YJ- J 0; is->: 0'YJ T~r d~d'YJ =0.

16.2(5)

16.2(6)

Die Akzente bedeuten hier Ableitungen nach r, wahrend mit f der lokale Querschnitt
benannt ist. Diesen GIeichungen sind noch die Grenzbedingungen beizufugen, namlich

u=v=w =1ge =19~ =19r=<X=O in r=rN,

Qe =Q~ =Qr =Me =M~ =Mr =N =0 in r =rs.

Nun denke man sich die u, v, w in 16.2(2) ausgedriickt durch die Beziehungen 16.2(1),
die so entstehenden GIn. in 16.2(3) eingesetzt, diese wiederum in 16.2(4) und das so Ent-
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ste hende schlieBlich in die Gleichgewichtsbedingungen 16.2(5) und die Grenzbedingungen
16.2(6). Der so ents te hende Sat z von Gleichungen ent hiilt als unbekannte Funktionen
u, v, 10, {}I;, {}f/, {}n lx.

Das rechnerische Vorgehen besteht nun darin , den ganzen Schaufelkorper zu diskreti
sieren und zur Differenzenrechnung iiberzugehen . Man teilt also den R adienberei ch in
eine Anzahl von Intervallen ein, und in jedem der so au sgezei chneten Radien werden die
Profilschnitte durch Netzpunkte mit endlichen ~- und l]-Schritten diskretisiert. Die samt 
lichen auftretenden Abl eitungen werden in bekannter Wei se durch Differenzen der Funk
tionswerte in den verschiedenen Raumpunkten au sgedruckt. SchlieBli ch werden die Inte
grale durch entsprechende Summen dargestellt. Dann gehen die Gleichgewi chtsbedin
gungen 16.2(5) zusammen mit den Grenzbedingungen 16.2(6) uber in ein Gleichungs
syst em von ebensovielen GIeichungen wie unbekannten diskreten Funktionswerten u, v,
10, {} I;, {}'1' 'On lx . Diese sind dadurch also bestimmt. Mit den siimtlichen 'Or (liings r) ist gerade
die gesuchte ,Entwindung' der Schaufel gefunden . Die u, v und 10 liefern vermoge der
GIn . 16.2(2) und (3) die Spannungen, also mit den r -Werten insbesondere die Torsions
beanspruchung.

Die Funktion tp figuriert nicht unter den unbekannten Funktionen, denn hier handelt
es sich ja urn das allgemeine Problem, fur einen Quers chnitt gegebener Geometrie die
'I'orsionsverwolbung zu finden. Dieses ist von Herimann [3] nach dem Verfahren der
finiten Elemente ge16st worden. Als vorbereitender Schritt der Rechnung ist also die
tp-Funktion fiir die gege benen Profilschnitte in dieser Wei se zu bestimmen. - In der
Originalarbeit sind die Ansiitze zuniichst fur den F all einer beliebig gestalt et en Schaufel
achse angegeben ; die DurchfUhrung der Theorie erfolgt aber nur fur die gerade, radiale
S chaufelachse. Der Vergleich mit Messungen zeigt gute Ubereins t immung fiir die Ent
windung . Fur die Spannungen ist die Ubereinstimmung gut in groBerer Entfernung von
der Einspannung , weniger aber in ihrer unmittelbaren Nahe, Das hangt wohl damit
zusammen, daB die t echnisch realisierbare Einspannung niemals so vollkommen sein kann ,
daB die Grenzbedingungen in r = rN exakt erfullt sind.

16.3 Biegebeanspruchung der Schaufeln durch Strdmungskrafte

Das Problem der Biegebeanspruchung durch Stromungskrafte sei hier am Beispiel
einer Turbinenlaufschaufel behandelt (vgl. Abb. 16.3.1a und b), doch lassen sich die Uber
legungen sinngemaf auf andere Falle, wie die Leitschaufelung nach Abb . 16.3.1 coder auf
Axialverdichterschaufelungen iibertragen, Zur Behandlung des Problems miissen geeig
nete Kontrollflachen urn die Schaufelreihe gelegt werden, also die Fliichen 1 und 2 Abb.
16.3.1a und eine obere AbschluBfliiche, welche die dort vorhandene Labyrinthdichtung
umgibt. Diese letztere kann ersetzt werden durch eine einfachere Elache BO, die ihr
insofern aquiva.lent ist, als sie aus der st et ig ange nommenen auBeren Druckverteilung
die gleiche Kraft erfahrt. Die Kontrollflache hat damit die gleiche Gestalt wie bei der frei
endigenden Schaufel, Abb . 16.3.1 b .

Nun sei die Aufgabe gest ellt , im Schnitt, der durch die Stromflache tp gekennzeichnet
ist, die Biegespannungen im Schaufelprofil zu bestimmen. Die groBten Biegespannungen
treten in der Regel im Nab enschnitt auf (bei konstantem Schaufelprofil immer) , wobei
die Stromflache mit der Nabe zusammenfallt. Bei sehr stark verjimgten Schaufeln kann
aber auch eine andere Stelle die hochste Biegebeanspruchung erleiden, vgl. die entspre
chende Kurve im Beispi el Abb . 16.1.2 . Urn die Biegebeanspruchung in dem in der Fla
che tp erscheinenden Schaufelprofil, dessen Schwerpunkt S sei, zu bestimmen , hat man
das gemaf ABOD um grenzte Kontrollgebiet zu betrachten. Es ist zu formulieren , daB
das Moment bezuglich S der an der Kontrollflache angreifenden Druckkrafte und der
sie durchsetzenden Impulsstrorne gleich dem im Profil angreifenden Moment ist. Dies
gilt fur die beiden Komponenten , namlich die Umfangskomponente MIl(r') senkrecht zur
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Abb . 16.3.1. Zur Berechnung der Biegebeanspruehung von Schaufeln dureh Stromungskrafte . a) LaufschaufeI
mit Deckplatte; b) frei endigende LaufschaufeI; c) LeitschaufeI

Bildebene und die Axialkomponente Mz(r') in Richtung der Drehachse. Bei M z kommen
nur die Impulsstrome in Betracht, da die Druckverteilungen keinen Beitrag liefern. Die
Angabe M(r') weist darauf hin, daB die Momente gebildet werden fur den Schnitt, dessen
Schwerpunkt in r' liegt (vgl. Abb . 16.3.1a). Fur das Moment M u (r')entsteht auf diese
Weise folgende Gleichung :

Mu(r ') = ~::{ ?[PI(r - r') + eIC;I(r - r') + eICzICrl(Z' - Zl)] r dr -
z, rA·

ra
- f [P2(r - r') + e2C;2(r - r') - e2Cz2CdZ2 - Z')] r dr +

rn

- r~ - r~ (ra + r e ') - ro + rB ( ) ( ' )+Pa 2 2 -r -Pa--2- Za-ZB Za- Z -

- r1> - d (rA + rn ') - rA + rn ( ) ( ,)1- Pi 2 --2- - r - Pi 2 Zn - ZA Zi - Z J' 163(1)

Hier bedeuten PI> el' P2' e2 Druck und Dichte in den Kontrollflachen 1 und 2, Pa und Pi
die Druckmittelwerte an den Plachen BC und AD, Za und Zi die z-Koordinaten der resul
tierenden Radialkomponenten Pi, Pa der Druckkrafte auf diese Flachen, ZA . .. Zn die z
Koordinaten der Punkte A . .. D, z, die Schaufelzahl. Die iibrigen Bezeichnungen gehen
aus der Abbildung hervor. - In den Integralausdrucken sind fast stets die von den Impuls
stromen herruhrenden Glieder sehr viel kleiner als die durch die Druckverteilungen gege
benen. Insbesondere ist praktisch immer

so daB mindestens die Glieder mit c; als Faktor vernachlassigt werden konnen. Die nicht
unter den Integralen stehenden Ausdriicke sind die Momente der Krafte an den Flachen
BC und AD. Da aber die Krafte an AD mit sehr kleinen Hebelarmen angreifen, sind
diese Glieder vernachlassigbar, und das gleiche gilt fur das Moment der Radialkraft an
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16.3(2)

BO. So laBt sich schlieBlich mit hinrcichender Genauigkeit setzen

M ( ') 2n I J'E ( 2) ( ') du r = -1 PI + (2Jcz1 r - r r r-
Zs ' A

'a 2 2 + 1
J ( 2) ( ') d - ra - rB (ra rB ,)

- 'D P2 + (!2Cz2 r - r r r + Pa --2- 2 - r I'
Fur die z-Komponente des Momentes findet man, wie unmittelbar einleuchtet,

2 {'B 'a }MAr') = -..!!... J elCZlcul(r - r') r dr - J e2CZ2cu2(r - r') r dr .
z, 'A 'D 16.3(3)

Hierbei sind CuI und Cu2 die Umfangskomponenten der Geschwindigkeiten in den Flachen 1
und 2. Man beaohte, daB diese Gleichungen auch Giiltigkeit haben fur den Fall der frei
endigenden Schaufel nach Abb . 16.3.1b. Der einzige Unterschied zwischen den beiden
Fallen besteht darin, daB bei Anordnung einer Deckplatte Cz1 und Cz2 im Integranden
uber einen Teil des Integrationsweges verschwindet.

In sinngernalser Weise laBt sich z.B. das Leitrad nach Abb. 16.3.1c behandeln. Es
sind dort wie auch beim Laufrad untereinander nicht verbundene Deckplatten voraus
gesetzt. In diesem Falle, wie auoh bei frei endigenden Schaufeln treten bei der Leit
schaufel stets die grofsten Biegespannungen im Einspannquerschnitt auf, weil die all
fallige Verjiingung nie so stark ist wie bei gewissen Laufschaufeln. Die Gleichungen lauten
hier

16.3(4)

16.3(5)

16.3(7)

Die Vorzeichenkonvention ist hier stets so getroffen, daB die M-Komponenten positiv
werden. Die GIn. 16.3(2)-(5) lassen sich auoh ohne weiteres auf den Fall des Axial
verdichters iibertragen, wobei man lediglich, urn positive M -Komponenten zu erhalten,
eine Vorzeichenumkehr vornehmen wird. Hingegen gelten sie nicht mehr, wenn eine steife
Querverbindung der Schaufeln vorhanden ist, also durchgehende Deckbander oder gar
Leitradzwischenboden. In diesem Falle liegen Schaufelpakete vor, vgl. dariiber Abschn.
16.5.

Aus M u und M z ergibt sich der Betrag des gesamten Biegemomentvektors M und sein
Winkel fJ gegeniiber der Drehachsenrichtung aus

./ Mu(r ')
M(r') = yM~(r') + M;(r') , arctan fJ = Mk') . 16.3(6)

Exakt ist dies das Moment in dem Schaufelschnitt, der in der betrachteten P-Flache er 
scheint. Das Moment im Schnitt senkrecht zur Schaufelachse durch S unterscheidet sich
von diesem aber so wenig, daB man Mauch als in jenem Schnitt angreifendes Biege
moment auffassen dad. Hiervon ausgehend sind nun auch die Komponenten von M in
Richtung der beiden Haupttragheitsachsen 1 und 2 des Profils (Abb , 16.3.2) gegeben, und
die Biegespannung in einem Profilpunkt mit Koordinaten av a2 ist

( ) _ M[a l cos Y a2 sin Y]
ab all a2 - . . ----y- - J .

1 2

Irn Beispiel Abb. 16.3.2 ist als Profilpunkt die Austrittskante gewahlt, die oft die hochst
beanspruchte Stelle ist, urn so mehr als dort durch Biegung stets eine Zugspannung ent
steht. Es kann aber ebensogut jeder andere interessierende Punkt herausgegriffen werden.
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ZwcckmaBig konnen nun die folgenden dimensionslosen GraBen gebildet werden:

16.3(8)

16.3(9)

Sie kennzeichnen offenbar ein Profil gegebener Gestalt und sind unabhangig von seinen
Absolutabmessungen. G1. 16.3(7) schreibt sich dann

( ) _ M[Xl cos y _ x2 sin Y]
db Xl ' X2 - 3 k k'

S J1 J2

Abb.16.3.2. Haupttragheitsachsen und Biege 
momente in einem Schaufelschnitt

Weiter konnen die GIn. 16.3(2)-(5) in folgender Weise umgeformt werden. Man ersetzt
aIle Radien durch bezogene Radien R = rlr' und dividiert alle Druckwerte und die
GraBen des Aufbaues (lcici durch einen charakteristischen Druck p* . Diesen kann man
nach irgendeiner Konvention wahlen, z.B. kann es ein Totaldruck vor dem Rad sein .
Die so entstehenden (lciCilp* sind dimensionslos und charakteristisch fur die gegebene
Stromung, denn sie sind proportional dem Produkt von Mach-Zahlen, die mit Ci und ci

gebildet sind. So schreibt sich z.B. G1. 16.8(2)

M (r') = p*r'32nIfRB[L + (lIC;1] (R - 1) R dR - fRO [L + (l2C;2] (R - 1) RdR +
u Zs p* p* p* p*

RA RD

+ ;: R~ -; RtlRe t Rn -1)1. 16.3(10)

Man kann also setzen

M (r') _p*r'3 F
u - Zs '

16.3(11)

16.3(12)

wobei die dimensionslose GroBe F durch den Vergleich mit 16.3(10) definiert ist und G
in analoger Weise durch die Umformung von 16.3(3) folgt. Selbstverstandlioh erlauben
auch 16.3(4) und (5) die gleiche DarsteIlung. Damit folgt aIlgemein

*~ F
M -- E....!- H, H 1/F2 G2 fJ= r + , arctan = -G '

Zs

und G1. 16.3(9) geht iiber in

16.3(13)
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Nun ist t = 2nr 'lzs die Scha ufelte ilung im Radius r', womit dieser Ausdruck in die Form

o'b( X b X2 ) = p* (2~Srz;H [Xl :~lS y - X
2 ~~: Y] 16.3(14)

iibergeht. Diese Gleiehung zeigt folgendes. Fur den betrachteten Schaufelkranz liege die
Gestalt der Gitter langs des Radius fest (also au ch t ls , kJ b kJ 2, Xl' X2' y ), ferner seien die
Stromungsbedingungen gegeben, insbesondere also die Mach-Zahl en (somit aIle Druck
verhaltnisse und Geschwindigkeit sverhaltnisse, mithin au eh H). Dann ist die Biege 
spannung proportional p*, also dem Druckpegel und proportional dem Quadrat der
Sehaufelzahl. Die letztere Aussage ist die entscheidende . Sie sagt gleichzeit ig, daB bei
gegebener thermodynamisch-stromungstechnischer Auslegung die Biegespannungen umge
kehrt proportional dem Quadrat der Sehnenlange und damit auch der axialen Radbreite
sind. Geometrisch ahnliche Rader sind gleich stark beansprueht.

Eine einfaohere Rechnung ist moglich bei frei endi genden Schaufeln, wenn zudem die
folgenden vereinfachenden Annahmen genugen : Inkompressibilitat, konstanter spezi
fischer Arbeitsumsatz liings des Radius, konstante Durchtrittsgeeohwindigkeit. Die nach
folgende Gleiehung drii ckt links die Leistung eines Stufenelementes von der Ausdehnung dr
dureh die differentielle Tangentialkraft dT einer Laufsehaufel aus, rechts vermoge der
Euler -Beziehung aus dem spezifisehen Arbeitsum satz:

rcoz, dT = 2nr dr (!CnU Llcu ,

mithin

dT = ~ n(!CnU Llcu dr .
zsw

16.3(15)

DaB der F ak tor vor dr naeh Voraussetzung konstan t ist, bedeutet, daB die gesa mte
Tangentialkraft T gleichma llig iiber der Scha ufelhohe verteilt ist, also fur die Stufen
leistung gesehriebcn worden kann

'UmzsT = n DmZ(!u'fnrp? ,

wobei Cn und Llcu im Mittelkreis sogleieh durch die Durchsatzzahl rp und die Leistungszahlll.
an dieser Stelle ausgedruckt sind . Mit nDmlzs = tm, die Teilung im Mittelkreis, folgt also

T = ltmeu;"rp? . 16.3(16)

Diese Gleiehung gilt unter Repetierverhaltnissen , die wir voraussetzen, au ch fur das Leit
rad. Weiter ist die z-K omponente des Momentes fur Leit- und Laufrad

16.3(17)

Zudem wird davon Gebra uch gemaeht, daB unter den gegebenen Voraussetzungen in
rcibungsfreier Naherung, die hier genugt, die Richtung der Schaufelkraf t senkrecht steht
auf der geometrisehen Mittelgesehwindigkeit, im F aIle des Laufrades also auf Woo, wie in
Abb. 16.3.3 am Beispiel des Axialverdichters gezeigt . Die Axialkomponente dA in eine m
Stufenelement ist also

Tdr
dA =-Z- eot (J oo ' 16.3(18)

Daraus ergibt sich sogleieh auch durch Integration das Moment .M u an der Einspann
ste lle. Nachfolgend wird nun stets links die Gleichung fur das Leitrad (Zeichen ' ) rechts
die fur das Laufrad (Zciehen " ) angegeben :

, T's
M u = T J (rs - r) cot IX 00 dr,

TN
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Wenn man hier Taus Gl. 16.3(16) entnimmt und setzt r = yrN, rs = YrN, folgt

M ' 2Mzrt fY (Y d M" 2Mzrt fY
u =--12- - y) cot lX oo y, u =--12- (y - 1) cot (3oo dy .

I I
16.3(19)

Abb. 16.3.3. Tangentiale, axiale und resultierende
Krafte in einem Schaufclschnitt eines Axialverdichters

dS

~o--- Tdr

TVZ

dAdSdA

( " ") _ ,,[X~' cos y" x;' sin y"]
Ub Xl ,X2 - fl -k"- - k" ,

JI J2

16.3(22)

16.3(21)

Anstatt des Betrages des Momentvektors selbst, geben wir sogleich die in
tretende GroBe fl' = M'/4, u" - M"1st an . Mit 16.3(16) und (17) wird sie

12[2 ---- 12e,
fl' = 2 ~ eU;'qJA VI + tan2 {3' , u" = 2 ~ eU;'qJA VI + tan2 (3" .

s8 SN

Damit wird schlieBlich nach 16.3(9)

( ' ') , [X~ cos y' _ x; Si~]
Ub Xl' X2 = fl k~l k~2'

Da nun der Winkel {3, den der gesamte Momentvektor mit der Drehachsenrichtung bildet
gegeben ist durch tan (3 = MulMz, findet man aus 16.3(19)

tan{3' =(Y~ 1)2!(y-y)Cot{3oody, tan{3" =(Y 2]J2!(y-1)Cot{3oodY .

16.3(20)

16.3(9) auf-

womit die Biegespannungen in den Einspannquerschnitten der Leit- und Laufschaufeln
gefunden sind. Beachtet man, daB die Sehnenlangen und Teilungen umgekehrt proportional
den Sehaufelzahlen sind, so werden die fl proportional dem Quadrat der Schaufelzahlen,

2

kIf =3,39-10-3

kI2 = 19,6 ' 10- 3

kWf= kI,/:rf =0,0110
kwz=kIZ/ xz= 0,0298
kf = o,Z59

Abb. 16.3.4. Turbinen-Laufschaufelprofil fiir
kleinen Reaktionsgrad mit zugehorigen Daten

kJ , kJV, kf
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womit sich das friihere Ergebnis bestiitigt. In einfachste r Niiherung kann - vor allem
bei kurzen Schaufeln - gesetzt werden (3' ~ 90° - lX oom, (3" ~ 90° - (300m ' WO lX oom, (3oom

die Winkel im Mittelkreis sind.
Werte der kj , kJI> kJ 2 fur typische Turbinenprofile und fur Axialverdichter - Doppel

kreisbogenprofile fUr eine systematische Variation der geometrischen Parameter zeigen
Abb.16.3.4-7.

kIt = 0,90'1"0-3

'kJ2= 7,90 ' 10-3

kwl = kIt/xI = 3,97' 10-3

kW2= kI2/x2= 12,'1'1'10-3

kf =0,150

A

Abb. 16.3.5. Turbinensehaufelprofil (z.B. U t.erdruck
turbine) mit zugehorigen Daten kJ> kw, kf

Abb, 16.3.6. F laehes Turbinensehaufelprofil (z.B.
Laufr adspitze) mit zugehorige Dat en, kJ , kw, kf
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Abb, 16.3.7. Charakterist isehe Werte fur Festigkeitsreehnungen bei Doppelkreisbogenprofil en. Naeh Beglinger [9]

16.4 Riickwirkung der Fliehkraft auf die Beanspruchung
der freistehenden Schaufel durch Stromungskrafte

Im vorhergehenden Abschnitt wurde angenommen, die Schaufel verbiege sich unter
dem EinfluB der Stromungskrafte so wenig, daB dadurch keine Riickwirkung auf die
Beanspruchungsverhiiltn isse entstehe . Das ist aber bei Laufschaufeln , die einem starken
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Fliehkraftfeld unterworfen sind, nicht ohne weiteres immer der Fall. Abb . 16.4.1 moge
eine Laufschaufel im ausgebogenen Zustand veranschaulichen. Dabei sei vorerst ange
nommen, daB die Ausbiegung in einer achsnormalen Ebene erfolge . Ein im Radius
r = rN + x gelegenes Schaufelelement von der Lange dx und dem Querschnitt f erfahrt
eine Fliehkraft von der GroBe

rw2dm = (rN + x) w2ef dx .

Da ihre Angriffslinie nicht durch den Schwerpunkt des Wurzelprofils geht, sondern einen
Abstand y* von diesem hat (Abb . 16.4.1), entsteht im Wurzelquerschnitt ein Biege
moment von der GroBe

dM = y*(rN + x) w2efdx .

Dieses steht offenbar dem von den Stromungskraften herriihrenden Moment entgegen
und bewirkt somit eine Verminderung der Biegespannungen.

Abb . 16.4.1. Riickwirkung der Fliehkraite auf
die Biegebeanspruchung einer Laufschaufel

16.4(1)

An sich ist die elastische Linie der Schaufel im allegmeinen sogar eine raumliohe Kurve.
Man hat also zwei Ebenen senkrecht zu den Haupttragheiteachsen des Profils der Schaufel
wurzel zu legen und die Projektionen der elastischen Linie auf diese beiden Ebenen zu
betrachten. Die Konfiguration Abb. 16.4.1 ist als cine solche Projektion aufzufasen. Die
betreffende Haupttragheiteachse verlauft hier parallel zur Drehachse. Da die Fliehkraft
immer langs eines Radius angreift, wird dann y* = yrN!(rN + x) und somit

dM = yrNw2e.f dx .

Wurde umgekehrt die Haupttragheitsachse senkrecht zur Richtung der Drehachse stehen,
so daB die Ebene eine Meridianebene ware, so ware offenbar y* = y und somit

dM = y(rN + x)w2ef dx.

Daraus folgt, daf fur eine Haupttragheitsachse, die mit der Richtung der Drehachse den
Winkel {J bildet,

dM = y[rN + x(l - cos (J)] w2ef dx

gilt. Es sei Mo das der betreffenden Haupbtragheiteachse zugeordnete Biegemoment an
der Schaufelwurzel, wie es sich aus den Untersuchungen des vorhergehenden Abschnittes
ergibt. Dann ist das tatsachlich auftretende Moment offenbar

1

M = M o - ew2 JY [rN + x(l - cos (J)]f dx .
o
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Fiir den Verlauf des Querschnittes lan gs x sei vereinfachend ein linearer Ansatz gemacht,
namlich

16.4 (2)

Zur DurchfUhrung del' Integrat ion in G1. 16.4(1) muf noch die Funktion y(x) bekannt
sein, d. h. wir miiBten bereits die elastische Linie un ter dem vereinigte n EinfluB von
Stromungskraft en und F liehkrafte n kennen. Da dies nicht del' Fall ist, ware das korrekte
Vorgehen eigentlich folgendes. Unter Verwendung del' allgemeinen Gleichung del' elasti
schen Linie, die

" M
y = JE 16.4(3)

lautet, miiBte von G1. 16.4(1) aus zur Differentialgleichung fiir y iibergegangen werden
[G1. 16.4(1) ware dab ei fiir einen beliebigen, also nicht den Wurzelquerschnitt zu for
mulieren]. Mit del' Losung diesel' Differentialgleichung ware die Losung unseres Problems
gegeben . Diese Untersuchung ist durchgefuhrt bei Biezenoltlrammel [4]. Wir begniigen uns
stat t dessen hier mit einer groben Naherung, auf deren Zulaasigkeit wir spater zuriick
kommen. Diese Naherung besteht darin, die elastische Linie durch folgende Gleichung
zu beschreiben :,

16.4(4)

wo A eine vorerst un bekannte K onstante ist . E s foIgt daraus

16.4(5)

16.4(6)

womit man sogleich erkennt, daB del' Ansatz 16.4(4) sinnv oll ist. In del' Tat ist die Kriim
mung an del' Schaufelspi tz e Null und an del' SchaufeIwurzeI ein Maximum - namlich
gleich A - wie es dem t at sa chliehen Charakter del' elas t ischen Linie entspricht. Aus dem
Verglei ch von Gln. 16.4(3) und (5) folgt auch, daB A = M /JE (an del' Schaufelwurzel
gebiIdet ), weshalb die Gleichung del' elastischen Linie genauer

M l- x
2

x
4

]
Y = JE 2 - 1212

lautet.
Nun konnen GIn. 16.4(2) und (6) eingesetzt werden in G1. 16.4(1), womit

e
w 2

f N f l [X2
x
4] ( X)M = M o - M J E 2 - 1212 1 - b T [ rN + x(l - cos P)] dx .

o
16.4(7)

Wenn man diese Integrati on durchfiihrt und alle Glieder mit dem F ak tor M auf die linke
Seite nimmt , erhalt man

M {I + e(wrN)2f N1
2

[(_1) (~ _ ~) + (~)2 (~_ 37b) (1 _ cos R) ]} = M .
J E rs 20 9 r N 9 420 fJ 0 16.4(8)

Mit wrN = UN, I» = kf'~2, J = kJ s4 und mit E infU hrung des Schaufellangenverhaltnisses
Y = rS/rN = (rN + l )/ rN kann G1. 16.4(8) auch in die folgende F orm geb racht werden :

M 1
M = k 2 1 2 3 b 1 37b . 16.4(9)

o 1 + - ' eUN (-) [( Y - 1) (- -- -) + ( Y - 1)2 (- - -) (1 - cos m]
kJ E s 20 9 9 420
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Die GraBen

K' =(Y-1) (2
30-

~ )

sind in Abb . 16.4.2 dargestellt.

und K" = (Y _ 1)2(~_ 37b)
9 420
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Abb. 16.4.2. Die GraBen K' und K" in Funkt ion des Schaufellangenverha ltnisses Y

Damit ist nun die Berechnung del' Biegungsspannungen unter Berucksiohtigung des
Fliehkrafteinflusses in folgender Weise mogli ch . Nach Gl. 16.3(9) kann die Spannung abO

in irgendeinem Punkte xl> X 2 des FuBprofils [X i sind dim ensionslose Werte gemiW Glei
chung 16.3(8)] ohne FliehkrafteinfluB berechnet werden aus

Xl cos Y
o'blO = fl -

k
- - - ,
JI

X 2 siny
o'b20 = -fl k '

J2

16.4(10)

16.4(11)

wobei fl = M O/ S 3 . Hi er deutet Index 0 an, daB ohne FliehkrafteinfluB gerechnet ist. :Mit
diesem wird nach del' oben durchgefUhrten Untersuchung

16.4(1 2)

16.4(13)
1

Xi = 1 +~ (.i.)2Qut [K ' + K" (1 - cos,8)]'
kJ i S E

Die kJ i (i = 1, 2) sind dab ei fur den Wurzelquerschnitt zu nehmen, Iiir welchen auch s
einzusetzen ist. Meistens ist fur die Achse mit dem graBeren Tragheiternoment praktisch
XRj1.

Die Verminderung del' Biegespannungen wiI'd noch ausgesprochener, wenn die Schau
fel an ihrer Spitze eine Deckplatte tragt (del' Fall des Deckbandes, das eine Versteifung
bewirkt, ist nicht Gegenstand dieses Abschnittes) . E s sei t die Teilung im Spitzenradius.
Del' Querschnitt del' Deckplatte sei das c-fache des Wurzelquerschnittes iN. Dann ist die
F liehkraft del' Deckplatte
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Die Auslenkung y hat an jener Stelle gemaB Gl. 16.4(6) den Wert

5 M l2
12 J E'

Daher wird del' maBgebende H ebelarm nach derselben Uberlegung wie oben

5 M Z2 1 + Y (l - cos (3)
12 J E 1 + Y

Das Produkt aus F liehkraft und Hebelarm ist das zusatzliche Moment , das in Gl. 16.4(7)
rechts noch abzuziehen ist .

Die weitere Uberlegung ist dieselbe wie oben und liefert an Stelle del' Gl. 16.4(13) die
Beziehung

Xi 1 + 3J... (.!:-)2gUh [K' + K "
kJ i 8 E

1
5ncY 2 1 + Y(l - cos (3) , 16.4(14)

1 - cos (3 ) +~ 1 + Y ]

16.4(15)

wo z die Schaufelzahl ist.
E s bleibt noch zu iiberprufen , ob die mit Gl. 16.4(6) ausgesprochene vereinfachende

Annahme iiber den Verlauf del' elastischen Lini e die zu ford ernde Genauigkeit sichert .
Die Gestalt del' elas tischen Linie auBert sich in del' F unkt ion K' und K " . Dah er wurde
vergleichsweise auch eine von Gl. 16.4(6) abweichende Anna hme get roffen, namlich

M .)
Y = 2JE x· ,

d.h. ein parabolischer Verlauf, bei dem die Kriimmung prak ti sch den konst anten Betrag
y" = M IJ E hat. Diese Annaherung ist offenbar sehr grob, denn an del' Scha ufelspit ze
miiBte richtigerweise s" auf Null zuriickgehen . Wenn man diese sicher sehr schlechte
Annahme zugrunde legt anstatt Gl. 16.4(6), so erhalt man fiir die in Gl. 16.4(13) in eckiger
Klammer geschriebene GroBe Werte, die in pra ktisc hen Fallen etwa zwischen 10 und
20% von denen abweichen, die nach Gl. 16.4(6) erha lten werden . Die Abweichung del' Xi
wird damit noch etwas kleiner . Wenn wir nun annehmen, daB die Xi nach un serer Methode
gegebenenfalls nur auf 25% genau werden, - ein so groBer Fehler ist von vorn herein
nul' bei Xi ~ 1 denkbar - so hab en wir die moglichen Fehler, die von del' Abweichung
del' wirklichen elastischen Lini e gegeniiber del' nach Gl. 16.4(6) herriihren , sehr reichlich
eingeschatzt. Was dies praktisch bedeutet, mogen folgende Beispiele zeigen . Es sind in
del' Zahlentafel16.4.1 fur einige Laufschaufeln angege ben die reinen Zugspannungen
durch Fliehkraft azN, die Biegungsspannung auo ohne Korrektur, die gema B del' vorlie
genden Methode korrigierte Biegespannung au, del' Unterschied zlrr = ab - abOund die
Summe a = azN + abo

Zahlentafel 16.4.1

Dampf- Dampf- Gasturbine Axial-
tu rbine turbine Endst ufe verdiehter
HD -Stufe ND-Stufe 1. Stufe

y 1,2 2,0 1,8 1,8
UN mJs 100 200 200 180
Us mJs 120 400 360 324
azN NJmm2 17,3 275 220 207
abo NJmm2 41,0 66 74,0 202,5
ab NJmm2 40,9 41 50,7 65,0
L!a NJmm2 0,1 25 23,3 137,5
a NJmm2 58,2 316 270,7 272,0
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Wie man aus diesel' Gegenuberstellung erkennt, wird Llo' hier nul' beim Axialverdichter
derart groB, daB ein betraehtlicher Fehler im Endergebnis 0' moglich ware . Diesel' Sach
verhalt ist nicht zufallig, sondern er ist fur lange Axialverdichterschaufeln typisch. Del'
Grund dafur ist die schwache Krummung del' Schaufelprofile, die den Quotienten kijkJ ,

del' in Gl. 16.4(13) im Nenner erscheint, weit graBer werden laBt als bei Turbinenschaufe
lungen. Namentlich wird auch del' in Gl. 16.4(11) auftretende Quotient xjkJ fur die Achse
mit dem kleinen kJ ausnehmend groB. - Gesetzt nun del' Fall, o'b sei fur die oben auf
gefUhrte Axialverdichterschaufel in Wirklichkeit 25% grolser als nach del' Rechnung. Es
ware dann o'b = 81,2, Llo' = 121,3, 0' = 288,2 . Das resultierende 0' ware also 6% graI3er
als nach del' Rechnung. Das ist ein Fehler, wie er gerade bei Schaufeln selbst durch Her
stellungstoleranzen zustandekommen kann. Auch in diesem Faile durfte also das verein
fachte Verfahren noch durchaus genugen.

16.5 Beanspruchung des Schaufelpaketes durch Strdmungskralte

Sobald eine feste Querverbindung zwischen zwei oder mehreren Schaufeln besteht,
bilden sie ein Schaufelpaket. Das mechanische Verhalten einer Schaufel innerhalb eines
Paketes ist ein anderes als fur die betreffende freistehende Schaufel. Dies gilt zwar nicht
fur die reine Zugbeanspruchung, wohl abel' fur die Biegebeanspruchung, sobald die Quer
verbindung eine nennenswerte Biegesteifigkeit aufweist . Wenn die Schaufeln nicht ver
dreht sind, die Riehtungen del' Haupttragheitsachsen also vom Radius unabhangig sind,
ist eine naherungsweise Behandlung des Problems nach Biezeno jGrammel [4] moglich,

Abb. 16.5.1 zeigt zwei Schaufeln und das sie verbindende Deckband in deformiertem
Zustand. Man erkennt daraus sogleich die eigentliche grundlegende Schwierigkeit des
Problems. Damit die Losung mit angemessenem Rechenaufwand moglich sei, muf das
Deckband als eingespannter gebogener Balken beh andelt werden, wahrend es in Wirklich
keit ein plattenfOrmiger Karpel' ist, del' sich in aullerst kornplizierter Weise verformt. Man
beachte besonders, wie kompliziert die Randbedingungen infolge del' Gestalt des Sehaufel
profils sind. Dazu ist noch zu bemerken, daB die Einspannung am Ubergang in die Schaufel
keine vollkommene ist, da ja auch das Schaufelende eine gewisse Nachgiebigkeit besitzt.
Wie in Abb. 16.5.1 gezeigt wird, grenzen wir vom Deckband einen Bereich ab durch die
parallel zur Haupttragheitsachse 1 verlaufenden gestrichelten Geraden. Das zwischen die
sen verbleibende Band von del' senkrecht zur Achse 1 gemessenen Breite l* betraehten
wir als gebogenen Balken. Wie diese Breite etwa zu wahlen ist, zeigt Abb . 16.5 .1 fur den
Fall des mit del' Schaufel "verwachsenen" Deckbandes, wahrend Abb . 16.5.2 veranschau
licht, wie die Annahme z.B . fur ein vernietetes Deckband getroffen werden konnte.
Wesentlich ist hierbei gerade auch die Annahme, daB del' Einspannquerschnitt des Bal
kens parallel zur einen Haupttragheitsachse gelegt werden diirfe.

Das in diesel' vereinfachten Form gegebene Problem ist statisch unbestimmt. Del'
wesentliche Schritt bei seiner Losung ist die Bestimmung des Momentes M', welches vom
Deckband auf die Schaufel ausgeiibt wird. Fur die Einzelheiten del' Uberlegung verweisen
wir auf das genannte Werk von Biezeno und Grammel [4] und geben sogleich das dart zu
findende Ergebnis fur M ' an:

M' l*3 J 'E' .
Yif+ 12,11 J

10
E cos ~

16.5(1)

Hierin bedeuten : (3 del' Winkel (Abb . 16.5.1), J lOE die Biegesteifigkeit del' Schaufel an
del' Stelle ihrer Einspannung (Nabe bei Laufschaufel, Gehause bei Leitschaufel), J 'E ' die
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Biegesteifigkeit des Deckbandes 1, q10 die senkrecht zur Haupttriigheitsachse 1 einwirkende
Stromungskraft je Langeneinheit der Schaufel , und zwar an ihrer Einspannstelle, %1 ein
Faktor, der die Veranderlichkeit der Belastung (It und des 'I'ragheitsmomentes .11 langs
der Schaufel berucksichtigt und }'I ein Faktor, del' nur del' Variation von .11 Re chnung
tragt. Fur zylindrische Schaufeln und q1 = 'h» = cons t wird %1 = }'1 = 1. Die Annahme
eines konstanten q1 ist bei dieser Untersuchung wohl immer zul iissig, womit dann auch %1

nur noch durch die Veranderlichk eit von .11 gege ben ist. Trotzdem sind au ch dann no ch
im allgemeinen Xl und Al verschieden. %1 vergleicht die Neigung am freien Ende eine s
einseitig eingespannten und durch eine stetig verteiltc Last gebogenen Stabes mit der
jenigen Neigung, die ein Stab konstanten Querschnitts bei konstanter Belastung Q10 auf
weisen wiirde. Al hingegen vergleicht die Neigung am freien Ende eines einseitig einge
spannten Stabes, der an diesem Ende durch ein Biegemoment beansprucht ist mit der
entsprechenden Neigung des Stabes mit konstantem .fl'

s
z

Abb. 16.5.1. Durch die Vcrb iegung del' Schaufel
bedingte Verformung des Deckbandes. War en
die Schaufeln beziiglich del' Haupttragheita
achse 2 viillig steif, so ergabe sich die Deckband-

verformung gemaf gestrichelter Eintragung

Abb . I G . 5.~. Festlegung von 1* fur
angeniete tes Deckhand

Urn die Berechnung zu erleichtern, kann man vereinfachend setzen

~1_0_
x

1+aT
16.5(2)

Durch geeignete Wahl des Param eters a liil3t sich mindestens in vielen Fallen der tatsach
liche Verlauf von .11 lan gs der Schaufel hinreichend genau annahern. Mit a = 0 ist damit
zugleich der Fall unveranderlichen Querschnittes umfal3t. Wenn Q1 = const geset zt wird,
ist leicht aufzufinden, daf3 mit dem Ansatz OJ. ] 6.5(2)

16.5(3)

erhalten werden .

1 J' ist in del' iiblichen Weise fiir den Schnitt scnkrccht zum Deckband einzu sctz en , nieht ct wa parallel
zur Achsc 1.
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Nun ist mit ql = Ql0 = const

16.5(4)

16.5(5)

das Biegemoment urn die Tragheitsaohse 1, welches der Schaufelwurzelquerschnitt bei
frei endigender Schaufel erhalten wiirde. Demnach kann man fur Gl. 16.5(1) auch setzen

J 'E'
2"1 J E cos {3

M ' 10 M
= 1*3 J'E' 1/'

lif + 12A1 J
IO

E cos (3

Fur eine nicht am Ende des Paketes stehende Schaufel ist aber das tatsachliche Moment
im Wurzelquerschnitt

16.5(6)

Der Faktor 2 vor M' ruhrt daher, daB auf beiden Seiten der Schaufel ein Deckbandstiiok
vorhanden ist, welches das Moment M' ausiibt . Wenn hier M ' noch durch Gl. 16.5(5)
ausgedriickt und dabei der Faktor vorM I / noch etwas iibersiohtlicher geschrieben wird, folgt

M 1 = [1 - J
IO

E1*3 4~1 ] MI / . 16.5(7)

J'E'lt2 cos (3 + 12A1

Dies gilt, wie oben bemerkt, fur eine nicht am Ende des Paketes stehende Schaufel, wei!
nur dort in Gl. 16.5(6) der Faktor 2 auftritt. Daraus ist gelegentlich der Schluf gezogen
worden, fur die Endschaufeln des Paketes sei der Faktor 2 wegzulassen. Dies ist aber
ein Irrtum, wie man aus folgender Uberlegung erkennt. Wurde an der Endschaufel wirk
lich nur das Gegenmoment M' auftreten, so wurde sie sich entsprechend starker ver
biegen, vgl. gestrichelte Eintragung in Abb . 16.5.3. Das Deckband verhindert dies aber,
und es entstehen in ihm Langsspannungen, derart, daf die Spitze der letzten Schaufel
wieder den Abstand t von der nachstfolgenden einnimmt. Ein aus einer grolieren Anzahl
Schaufeln bestehendes Paket zwingt daher den Endschaufeln annahernd dieselbe Ver
formung auf, wie sie die zwischenliegenden Schaufeln erleiden, weshalb Gl. 16.5(7) prak
tisch auch fur die Endschaufeln gilt. Dies trifft allerdings urn so weniger zu, je kleiner
die Schaufelzahl des Paketes ist und wird im Grenzfall, wo nur zwei Schaufeln miteinander
verbunden sind (die heute oft verwendeten " Scha ufelzwillinge" ), vollig falsch . Dann fallt
in Gl. 16.5(6) der Faktor 2 tatsachlich weg, aber auch schon Gl. 16.5(1) ist dann so zu
andern, daB der Faktor 12 im Nenner durch 6 zu ersetzen ist. Fur Schaufelzwillinge tritt
also an die Stelle von Gl. 16.5(7) die Beziehung

16.5(8)

Abb. 16.5.3. Verformungszustcnd eines
Schaufelpaketes
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Damit ergibt sich nun das folgende einfache Verfahren zur Berechnung der Biegungs
spannungen im Wurzelprofil bei Schaufelpaketen. GemiW Abschn . 16.3 erhalt man die
Biegungsspannung in einem Punkt xl> x2 (dimensionslose Koordinaten nach Gl. 16.3(8))
des Wurzelprofils einer freien Schaufel durch Addition der beiden Spannungen

Xl cos Y
(jb l/ = f-l k '

Jl

X 2 sin y
(jb 2/ = -f-l k

J2
16.5(9)

16.5(10)

16.5(11)

Ist ein Deckband vorhanden , so wird die Biegungsspannung

(jb = (1 - 0) (jbl/ + (jb2/'

wobei fur ein Paket aus einer grofseren Anzahl Schaufeln

0 - 4x1
- J l*3 ·\ '

_1_0__.. _ ]2,1
J'lt2 cos (3 + 1

wahrend dann, wenn nur je zwei Schaufeln durch ein Deckband verbunden werden

y 2x1
C = J l*3 l' 16.5(12)

• 10 (jA
J'lt2 cos (3 + ' I

Xl und Al konnen meist hinreichend genau nach Gl. ]6.5(3) bestimmt werden.
In Gl. 16.5(10) ist ferner angenommen, daB die Biegung um die Tragheitsachse 2 vom

Deckband nicht beeinfluBt werde, was berechtigt ist, da die Steifigkeit der Schaufel selbst
in dieser Richtung sehr viel grolser ist. Werden z.B . nur dreiSchaufeln zusammengebunden,
so ist an sich weder Gl. 16.5(11) noch Gl. 16.5(12) anwendbar. In diesem Falle kann man
sich folgendermaBen helfen . Es sei z1' die Schaufelzahl des Paketes. Dann tragt man
gemaB Abb. 16.5.4 die Grofse 0 auf, namlich 0 = 0 fur die freie Schaufel (z1' = 1), 0 nach
Gl. 16.5(12) fur] /z1' = 0,5 und 0 nach Gl. 16.5(11) fur l /z1' = 1/00 = O. Mit. der so erh al
tenen Kurve liWt sich fUr jedes Z1> der C-Wert angenahert angcben.

C

Abb, Hi.5.4 . Bestimmung des C· Wer tes
HiI' ein Schuu felpuket mit z1' Schaufeln

16.5(13)

Interessant ist auch der Grenzfall des vollig steifen Deckbandes, fur welchen nach
Gl. 16.5(11) und (12) iibereinstimmend 0 = x 1/3A1 gefunden wird. Da fur verjiingte
Schaufeln stets Xl < AI' erreicht C offenbar den absolut groBtmoglichen Wert 1/3 fur
die zylindrische Schaufel mit starrem Deckband. Es ist in diesem Grenzfall

2
(jb = 3 (jbl / + (jb2/ '

Die mogliche Herabsetzung der statischen Biegungsspannungen durch Deokbander bleibt
daher praktisch immer relativ gering.

Nicht zu iibersehen ist anderseits die Beanspruchung des Deckbandes selbst und der
Verbindung zwischen Schaufel und Deckhand, die durch das Biegemoment M ' gegeben
ist. Im Deckhand entsteht damit eine Biegungsspannung

16.5(14)
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16.5(16)

wo Wd das Widerstandsmoment des Deckbandes ist. Weiter ist (X ein allfii1liger Formfaktor,
der von der geometrischen Gestalt der Verbindung zwischen Deckband und Schaufel ab
hangt. H ier laBt sich M' vermoge Gl. 16.5(5) durch M I / ausdriicken und dieses wiederum
durch (fbi / , worauf Gl. 16.5(14) ubergeht in

, C*J 10
(fbd = (X -W (fbI! ' 16.5(15)

PI

Dabei ist C* = C12 fur das Paket mit vielen Schaufeln und C* = C fur Schaufelzwillinge ;
a l ist der Abstand des Punktes, in dem (fbl/ auftritt, von der Haupttragheitsachse 1. Der
ganze Ausdruck C*J lOlWda i hangt offensi chtlich nur von der geometrischen Gestalt der
Anordnung ab und nicht von den abso luten Abmessungen . Das so bestimmte (f~d ist dem
(fdb zu iiberlagem, das von der Fliehkraftbeanspruchung herruhrt.

Wahrend die Ubertragung des Momentes M' bzw . 2M' durch das Spitzenprofil der
Schaufel im allgemeinen keine Schwierigkeiten bereitet, konnen an Nietverbindungen
auBerordentlich hohe Spannungen entstehen. Sie lassen sich in gleicher Weise berechnen
wie die Biegebeanspruehungen im Deckband, d. h . es ist

CJ lO
(fb v = (X -W (f bI!'

va l

Hier ist wieder (X der betreffende Formfaktor, der die Spannungskonzentration beriick
sicht igt und Wv das Widerstandsmoment des Verbindungselementes, also z.B. dasjenige
des Nietschaftes oder bei Vorhandensein mehrerer Nieten das gesamte Widerstands
moment aller ihrer Querschnitte. Zu diesem (f bv ist noch die reine Zugspannung zu addieren,
die dureh die Fliehkraft des Deckbandes gegeben ist . Der Kriimmungsradius r am Uber
gang des Nietschaftes in das Schaufelblatt (vgl. Abb . 16.5.5) sollte allermindes tens 10%
des Durchmessers d des Schaftes sein , wobei (X die Orofsenordnung 1,6 hat ; besser ist ein
wesentlich groBerer Kriimmungsradius (r id = 0,25 gibt (X ~ 1,3). - Eigentli ch gilt Gl.
16.5(16) nur, wenn zwischen Deckband und Schaufelende ein kleiner Spalt besteht , denn
nur dann muB der Nietschaf tquerschnitt da s ganze Biegemoment iibertragen . Es kann
aber jederzeit durch herst ellungsbedingte Ungenauigkeiten eine solche Konfiguration ent
stehen, weshalb vor sichtigerweise nach Gl. 16.5(16) zu rechnen ist. Die Nietverbindung
zwischen Schaufel und Deckband ist oftmals die eigentliche Schwachstelle der Konstruk
tion, besonders wenn infolge des Nietverfahrens noch eine ortliche Versprodung des Werk
stoffes auftritt. Dies ist urn so gefahrlicher, als zu der vorerst behandelten rein s ta t ischen
Beanspruchung noch eine wesentliche Schwingungsbeanspruchu ng treten kann .

Ahh. Hi.5.5. Ausru ndung der Wurz el des
Nietschaftes am Deckhand

Bei schlanken Laufschaufeln und hohen Umfangsgeschwindigkeiten ist auch im F aIle
des Schaufelpaketes die Rii ckwirkung des Fliehkraftf eldes auf die Verformung und damit
den Spannungszustand zu beriicksichtigen . Dies kann in grundsatzlich gleicher Weise
geschehen wie in Abschn . 16.4 beschrieben , nur daB ein anderer Ansatz fur die elast ische
Linie gemacht werden muB . Diese muB einen Wendepunkt besitzen , da ja das Biege
moment an der Sehaufelspitze dem an der Scha ufelwurzel entgegengesetzt ist. Wir setzen
anstelle der Gl. 16.4(6)

M I (l)2( PX)Y = J
lO

E P 1 - cos T ' 16.5(17)
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16.5(18)

16.5(19)

16.5(20)

und auBerdem wird das Verh altnis del' Momente an Schaufelspitze und Schaufelwurzel
offenbar richtig, wenn

p = arccos ( - 1 CC),
und zwar gleichgiiltig, ob es sich urn ein Paket mit vielen oder nul' mit zwei Schaufeln
handelt; man hat nur das jeweils giilt ige C einzusetzen. Ausgehend vom Ansatz GJ. 16.5(17)
erhalt man nach einer Rechnung, die derjenigen im vorangegangenen Abschnitt vollig ana
log ist, folgendes :

Hier sind (1bl/ und (1b2/ die Biegungsspannungen an del' Schaufelwurzel del' freien Schaufel,
ohne Beriicksichtigung del' Fliehkraft, d.h . die Spannungen nach GJ. 16.5(9) . C ist zu
bestimmen nach OJ. 16.5(11) oder (12) und Xl und X2 na ch GJ. 16.4(14) . 1m Faile von X2
konnen dabei K ' und K" aus Abb. 16.4.2 entnommen werden, wahrend im Faile von Xl
gilt

r Y - 1 [ b sin p b . ]K = -- 1 - - - -- - - (1 - cos p - p sm p) .
p2 2 P p2

K" = (Y p If X

[
1 b 1 - cos P - P sin p b . ]

X 2 - 3"" + p2 + p3 (3[p2 - 2] cos p + p[p2 - 6] sm p + 6) .

16.5(21)

Im Grenzfall del' deckbandlosen Schaufel wird C = 0 und somit p = n/2. Dann miillten
die K ' und K " eigentlich mit den £riiher angegebenen Werten iibereinstimmen, was
natiirlich zufolge del' anderen Struktur del' Gleichung del' elastischen Linie nicht exakt
zutrifft, wahl abel' mit auBerordentlich guter Naherung.

Die Biegungsspannungen im Deckband selbst und in del' Verbindung konnen analog
zu friiher aus

16.5(22)

berechnet werden. Man beachte, daB die theoretische Behandlung del' Nachgiebigkeit des
Deckbandes an sich nur bei {J = 0 richtig ist und urn so mehr den Charakter einer rohen
Naherung annimmt, je groBer {J wird. Damit han gt es au ch zusammen, daf bei den Ent
wicklungen dieses Abschnittes die Biegung in Ri chtung del' Haupttragheitsachae 2 so
behandelt wird, als ob die verst eifende Wirkung des Deckbandes nicht bestande. Dies
erhalt seine Berechtigung VOl' allem dadurch , daB J 2 ste ts sehr vie! grofser ist als J r- Del'
sehr komplizierte F all des Leitrades del' Kammerturbine, dessen Schaufeln den Zwischen
baden tragen , kann nur nach del' Methode del' finiten Elemente behandelt werden .

16.6 Warmespannungen in Schaufeln

Erhebliche Wiirmespannungen treten VOl' allem in Gasturbinenschaufeln auf, sei es
bei raschen Temperaturanderungen des Gases, die zu transienten ungleichm iiBigen Tem
peraturverteilungen iiber die Schaufelprofile fiihren , sei es im Faile del' Schaufelkiihlung.
Stets wird man bei del' Bestimmung diesel' Spannungszustiinde mindestens in einem ersten
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Schritt den durch die Temperaturverteilung allein hervorgerufenen elastischen Spannungs
zustand bestimmen. Transiente Vorgange erfolgen derart schnell, daB in der verfUgbaren
Zeit sich keine viskoplastischen Vorgange abspielen konnen, wohl aber erzwungene pla
stische Verformungen (Uberschreitung der FlieBgrenze), fUr deren Bestimmung ein elasti
scher Spannungszustand den Ausgangspunkt bildet (vgl. auch unter 15.7). Bei gekiihlten
Schaufeln, wo ungleichmafsige Temperaturverteilungen auch stationer erhalten bleiben,
setzt ein viskoplastischer Ausgleichvorgang ein, dessen Berechnung sich an die des elasti
schen Zustandes anschlieBt.

Da elastische Spannungszustande iiberlagert werden konnen, m6gen nachfolgend die
thermisch bedingten Spannungen fiir sich allein betrachtet werden. Dabei wird im Sinne
der Theorie des Stabes vorausgesetzt, daB der Spannungszustand eindimensional sei und
urspriinglich ebene Querschnitte auch nach der Verformung eben bleiben. Abb. 16.6.1
veranschaulicht das gegebene Schaufelprofil. Das Koordinatensystem x, y hat seinen
Ursprung im Schwerpunkt S, kann aber sonst zunachst beliebig gelegt werden. Die Tem
peratur sei in Funktion von x und y gegeben und sei von der Koordinate senkrecht zur
Bildebene so wenig abhangig, daB die Temperaturverteilung in jedem Schaufelschnitt als
quasi zweidimensional betrachtet werden darf . Bedeuten dann T die lokale Temperatur
und To die Temperatur der kalten Schaufel, so ist die 6rtliche Dehnung

0:--- --- -

y

T

13 = li~ + J (3(T') dT' .
" To

16.6(1)

Ty

Abb. 16.6.1. Schaufelprofil zur Herleitung
der Beziehungen tiber die Warm espan

nungen

Hier ist (3 der zwischen To und T laufenden Temperatur T' zugeordnet, E der Tempe
ratur T. Da sich die Schaufelachse unter dem EinfluB der Temperaturverteilung ver
kriimmen wird, laBt sich setzen

16.6(2)

Hier sind eo die Dehnung in der Schaufelachse, rx und ry die Kriimmungsradien in Rich
tung x und y, Xx und xy ihre Kehrwerte. Setzt man dies in 16.6(1) ein, so folgt

a = E [eo + xxx + xyy - T[ (3(T') dT']' 16.6(3)

Da durch die Temperaturverteilung allein keine resultierenden Krafte und Momente im
Schaufelschnitt entstehen, ist mit df = dx dy

p = Jadf = 0,
I

u, = Jay df = 0,
I

My Jaxdf = 0.
I

16.6(4)
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Wenn man hier fUr a G1. 16.6(3) einsetzt, folgt

16.6(7)

16.6(5)

16.6(6)

1

I
j

(3
"11 = T ! (T - To) y dj

x l

T

eo JE dj + " x JEx dj + "1/ JEy dj = JE I (3(T') dT' dj,
I I f I To

T

eo JEy dj + "x JExy dj + "1/ I E y2 dj = JEy J (3(T') dT' dj,
I I I I To

T

eo JEx dj + "x JEx2dj + "1/ JExy dj = ! Ex .r (3(T') dT' dj .
! I I I '1"

Da nun T in jedem Punkt des Profils als bekannt vorausgesetzt ist, kennt man auch das
von T abhangige E, womit alle Integralausdriicke in diesem Gleichungssystem berechen
bare Konstanten sind. Mithin lassen sich aus dem Gleichungssystem eo, "x, "1/ berechnen
und somit aus 16.6(3) a in jedem Punkt.

- -
Meist geniigt es, fur E und (3 konstante Mittelwerte E und (3 einzusetzen. Es ist in

diesem FaIle zweckmafiig, die Koordinatenachsen x und y so zu legen, daB sie mit den
Haupttragheitsaehsen zusammenfallen. Dann ist

f x dj = ! y dj = ! xy dj = 0, ! y2 dj = J x ,
I I I /

Die Losung des Gleichungssystems liefert

eO=jP !(T-To)dj, "x=~ !(T-To)xdj,
I 1/1

und die Spannungsgleichung lautet

a = E[eo + "xX + "1/Y - ~(T - To)] · 16.6(8)

Abb . 16.6.2 zeigt das Ergebnis einer solchen Rechnung." Es handelt sich urn die gekiihlte

1

1
Abb . 16.6.2. Beispiel von transienten 'I'emperatur- und Spannungsverteilungen in einer gekiihlten Gasturbinen

laufschaufel 6 s nach Ziinden der Brennkammer. Temperatur springt bei Ziindung auf GOO °C

2 Diese Unterlagen sind dem Verfasser freundlicherweise von Gebr. Sulzer AG, Winterthur, zur Verfiigung
gestellt worden.



232 ]I; Festigkeit del' Schaufelungen

Laufschaufel einer Gasturbine. Gezeigt sind die Verteilungenvon Temperatur und Span
nung 6 s nach dem Ziinden der Brennkammer, wobei die Gastemperatur schlagartig auf
600°C springt ; anschlieBend steigt die Gastemperatur im Verlauf von 60 s urn weitere
70°C an. Die graBte Spannung ist eine Druckspannung von etwa 3000 bar an der Profil
nase.

Die Verbiegung der Schaufelachse durch die Temperaturverteilung beeinfluBt grund
satzlich auch die fliehkraftbedingte Biegebeanspruehung. Die Auslenkungen bx und by
im Radius r ergeben sieh aus

bx = f [j "x(t) dt] ds,
rN rN

by = f [j "v(t) dt] ds,
rN rN

16.6(9)

wobei t der von rN bis slaufende, s der von rN bis r laufende Radius ist. Dementsprechend
waren die ~ und 1] in G1. 16.1(16) zu verandern, Dieser EinfluB ist aber in der Regel neben
den Warmespannungen vernachlassigbar klein .

Die Vereinfachungen, die dieser Theorie zugrunde liegen, fiihren dazu, daB die Span
nungen eher etwas iiberschatzt werden. Bei komplizierten gekiihlten Schaufeln kann die
Genauigkeit unbefriedigend werden. Dann muB auf das Verfahren der finiten Elemente
zuriickgegriffen werden.

16.7 Viskoplastischer Spannungszustand in Schaufeln

Beim einachsigen viskoplastischen Spannungszustand (Kriechen in hoher Temperatur),
wie er hier vorausgesetzt werden mage, ist die Kriechdehnungsgeschwindigkeit eonach den
Ausfiihrungen unter 15.5 gegeben durch einen Zusammenhang der Art

eo = Ft«, T, t). 16.7(1)

Fiir den Funktionszusammenhang kann z.B . das Nortonsche Gesetz in der Form 15.5(3)
herangezogen werden, doch mage hier die allgemeine Form 16.7(1) beibehalten werden.
Da sich die gesamte Dehnung e aus elastischer Dehnung, Warmedehnung und Kriech
dehnung zusammensetzt, ist die Dehnungsgeschwindigkeit gegeben durch

. 1 do dT
e = E dt + fJ dt + Fto, T, t). 16.7(2)

Das Verhalten der Schaufel solI nun wiederum unter den gleichen vereinfaehenden Vor
aussetzungen behandelt werden wie in Abschn . 16.6, d.h. es wird von der Theorie des
Stabes ausgegangen. Dann kann G1. 16.6(2) iibernommen und naeh der Zeit abgeleitet
werden, woraus

e = eo+ XxX + xl/Y

folgt. Wenn zur Abkiirzung geschrieben wird

dT
C/J fJ dt + ri«; T, t) ,

folgt aus 16.7(2) und (3)

16.7(3)

16.7(4)

16.7(5)da E( ' . . C/J)dt = " eo + XxX + "vy - .

Die Koordinatenachsen x, Y (Abb. 16.6.1), sollen die Haupttragheitsachsen des Profils
sein, so daB die Relationen 16.6(6) gelten, und es solI vereinfachend E = const gesetzt
werden. Die vom betraehteten Schnitt iibertragene Zugkraft (Zentrifugalkraft) Z und die
Momente Mx , My sind

Z = f adj,
/

u, = f aydj,
/

My =faxdf.
/

16.7(6)
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Wenn man die erste dieser Gleichungen nach t ableitet, Gl. 16.7(5) einsetzt und noch die
Relationen 16.6(6) beachtet, findet man

eo = ; / ifJ df + ;f'
16.7(7)

Auf dem gleichen Wege erhalt man durch Ableiten der dritten der GIn. 16.7(6)

My = E / (eo + xxx + xyy - ifJ) x df = }fJ [x"Jy - / ifJxdfJ '

woraus die erste der beiden nachfolgenden Gleichungen gewonnen wird; die zweite folgt
in analoger Weise.

Xx = J
y
[/ ifJxdf +~ ] , xy = J

x
[/ ifJydf + ~x ] . 16.7(8)

Aus 16.7(7) und (8) sind eo, Xx, uy bekannt, wenn man sich Z(t) , MAt), M lI(t) gibt und zudem
in jedem Zeitpunkt die Temperaturverteilung im Profil kennt, mithin auch ifJ(x, y) .
Damit liefert 16.7(5) d(J jdt . Es ist indessen zu beachten, daB ifJ auch von (J abhiingt, also
erst laufend mit dem Fortschreiten der Rechnung bestimmt werden kann. Es ist also zur
Differenzrechnung iiberzugehen, d .h . man schreibt 16.7(5) in der Form

16.7(9)

Gln.16.7(7)-(9) enthalten das vollstiindige Rechenverfahren. Von einem bekannten
Spannungszustand in t = 0 ausgehend, berechnet man aus 16.7(7) und (8) eo, Xx, XII' als
dann aus 16.7(9) LI(J fur ein gewiihltes Zeitintervall LIt. Damit hat man den Spannungs
zustand in LIt und schreitet von hier aus um ein neues Zeitintervall fort usw .

Bei einer ersten Inbetriebnahme, bevor also das Kriechen eingesetzt hat, stellt sich
zunachst der elastische Spannungszustand ein, der dann als Zustand in t = 0 zu betrachten
ist, von dem die Rechnung ausgeht . Nun sei am Ende einer ersten Epoche der Spannungs
zustand (J(x, y) erreicht und die Temperaturverteilung sei T(x , y). Dann stellt sich nach
Abkiihlung der Schaufel ein elastischer Restspannungszustand (Jr(x , y) ein, der wie folgt
zu bestimmen ist. Es sei (Je(x, y) der elastische Spannungszustand, welcher aus der Tern 
peraturverteilung T(x , y) und der gleichzeitig auftretenden mechanischen Beanspruchung
folgt. Dann ist

o'r(x, y) = o'(x, y) - (Je(x, y) . 16.7(10)

Wird erneut angefahren, und ist T'(x , y) die Temperaturverteilung, die aufgebracht wird,
a;(x, y) die dieser Temperaturverteilung und der mechanischen Beanspruchung ent
sprechende elastische Spannungsverteilung, so ist

(J '(x , y) = (J;(x , y) + (Jr(x, y) 16.7(11)

der neue Anfangswert fiir die Berechnung des viskoplastischen Spannungsverlaufes.
Die Verhaltnisse werden noch komplizierter, wenn die Berechnung des elastischen

Spannungszustandes in t = 0 oder der Restspannung a, auf Spannungsspitzen fUhrt ,
deren Betriige die FlieBgrenze iiberschreiten . Dann tritt plastische Verformung ein . Da
os sich dabei normalerw eise nur um eng begrenzte Gebiete handelt (namentlich Austritts
kante) , genugt es in der Regel , diese Spannungsspitzen bei der FlieBgrenze (Jp abzu
schneiden und die so entstehendon Spannungsverteilungen als reell zu betrachten. - Er
faBt die Plastifikation grofsere Gebiete, so daB durch das einfac he Abschneiden der Span
nungsspitzen die Gleichgewichtsbedingungen Iuhlbar gestort werden , so ist ein neuer
elastischer Spannungszustand zu berechnen unter Einfuhrung ideeller zusatzlicher iiuBerer
Kriifte und Momente, die eben diesem Fehlbetrag cntsprechen . Von diesem elastischen
Spannungszustand sind erneut die Spannungsspitzen bei (Jp abzuschneid en. Dieses Ver
fahren fuhrt itcrativ zu einem Spannungszustand, der mit der t atsiichlichen iiuBcren
Beanspruchung im Gleichgewicht steht.
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16.8 Die Gestaltung der Schaufelbefestigung

Gegenstand diese s Abschnittes ist die Befe stigung der Laufschaufel am Rotor. Die
Befestigung der Leitschaufel ist viel weniger beansprucht und stellt daher im allgemeinen
keine besonderen Probleme. - Gunstige Verhaltnisse liegen vor, wenn Laufschaufeln und
Rotor ein Stuck bilden, was indessen eine verhaltnismallig selte ne Ausfuhrungsforrn ist.

Abb. l G.8.1. Laufrad einer Kleingasturbine, Schaufeln und Rad aus einem St iick gegossen

Kleine Rader werden gelegent lich mit den Schaufeln zusammen in Prazisionsgufi her
gestellt (vgl. Abb . 16.8.1). Nicht sehr groBe Laufer mehrstufiger Maschinen lassen sich
auch so herstellen, daB die Laufradkanale durchElektroerosion erzeugt werden, wahrend
die freistehenden , mit dem Laufer ein Stuck bildenden Schaufeln einfach zwischen den
auserodierten Kanalen ste henbleiben. Gelegentlich werden auch Laufschaufeln auf Schei
ben aufgeschweiBt (Abb . 16.8.2). Bei allen diesen Losungen ist der KraftfluB von der
Schaufel in den Laufer ideal , doch sind sie in der Mehrzahl der Falle fertigungstechnisch
nicht moglich oder unwirtschaf tli ch. In der Regel mull daher zur mechanischen Schaufel
befestigung gegriffen werden.

Abb. lG.8.2. Auf Scheibe aufgeschweiJ3te
Laufschaufeln
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Jede mechanische Befestigung muB einander ubergreifende Bauelemente aufweisen,
wie in Abb. 16.8.3 schematisch dargestellt. Aus der Gegeniiberstellung der FaIle a, b, c
geht hervor, daB man mit einem kleineren Werkstoffaufwand auskommt, wenn man

a

Abb. IG.8.il. Schematischc Darstellnng der mechanischen Schaufelbefestigung mit einander iibergreifenden
Elementen

mehrere "parallelgeschaltete" Ubertragungselemente vorsieht anstelle eines einzigen (die
Darstellung ist rein schematisch zu verstehen und bildet nicht die tatsachliche Konstruk
tion ab, weshalb von Biegemomenten abzusehen ist). Wahrend im Falle a der tragende
Querschnitt 3mal vorzusehen ist , braucht er bei b nur 2,5mal vorhanden zu sein, wahrend
bei c eine weitere Massenreduktion dadurch zustandekommt, daB eine Verjiingung vor
gesehen wird entsprechend dem verminderten Kraft£luB. Im Falle b sind in der Tat die
Querschnitte l' unn6tig groB, weiI sie nur die halbe Kraft zu iibertragen haben. Geht
man mit der Aufteilung auf mehrereObertragungselemente immer weiter und wendet
dabei konsequent die Verjiingung an, so nahert man sich asymptotisch dem minimalen
Werkstoffaufwand des direkten, nicht umgelenkten Kraft£lusses. Bei hohen Umfangs
geschwindigkeiten ist aber kleine Masse des Befestigungselementes entscheidend, da diese
Masse selbst Fliehkraft ausiibt und dadurch den Laufer zusatzlich belastet. Praktisch
dad die Anzahl der tragenden Flachen allerdings nicht zu groB werden, da infolge von
Herstellungstoleranzen und gegebenenfalls auch Warmedehnungen nicht alle gleichmaliig
tragen; gerade bei einer groBen Zahl von Tragelementen wird dann die Uberlastung des
einzelnen groB. Abb . 16.8.4 stellt einige Varianten der Hammcrkopjbcjcstigung dar. Der
Schaufel£uB wird dabei in einer Umfangsnut gehalten. Form a ist vor allem fur Tremmel
laufer geeignet, wahrend fur Scheibenrotoren die Form b vorteilhaft ist, die iibergreifende
Fortsatze 1 aufweist. Ohne diese wiirde der Querschnitt 2 eine erhebliche Biegebeanspru
chung erleiden, die aber vermieden wird, wenn durch den Fortsatz 1 das seitliche Aus
weichen des Kranzes verhindert wird. Form c ist ein doppelter HammerkopffuB, der aus
den oben erlauterten Griinden hohere Beanspruchungen mit besserer Werkstoffausnutzung
zu ubertragen gestattet als der einfache. - Urn den Hammerkopf in die Umfangsnut
einfuhren zu konnen, muB an einer Stelle des U mfanges eine Offnung vorgesehen werden.
Damit stellt sich das Problem des Schaujclschlosscs, d .h . des letzten, dort einzufiihrenden
Stiickes. Eine Losung dieses Problems, die von Escher-Wyss stammt, ist in Abb . 16.8.4d
dargestellt. Die Fullstucke 1 und 2 werden zunachst nicht eingelegt, so daB die Schaufeln
3, 4 weiter nach links, 5, 6 weiter nach rechts geschoben und die SchloBschaufel '7 ein
gebracht werden konnen, Dann folgt das Zuriiokschieben der Schaufeln 3 bis 6, womit die
Schaufel'7 "gefangen" ist. Jetzt konnen die Fullstiicke 1 und 2 eingeschoben und in der
dargestellten Weise verstemmt werden. Schaufel'7 wird durch die Schaufeln 4 und 5
getragen, die normal in der Nut gehalten sind, gleichzeitig aber noch in die Schaufeln 3
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und 6 eingreifen, die so noch zum Tragen herangezogen werden . Totz dieser Verteilung
der Kraftubertragung sind die Spannungen in der SchloBpartie naturlich groBer als im
ubrigen Teil , Man hat daher auch schon gemiW Abb. 16.8.4e die SchloBpartie so aus
gebildet, daB eine Schaufel weggelassen wurde. Die Stucke 1 und 2 werden dabei durch
die beiden benachbarten Schaufeln getragen. Zwischen die beiden Stucke wird der Keil 3
eingetrieben, und durch verstemmen der Stucke 1 und 2 in der gezeigten Weise wird sein
Austreten verhindert . Das Weglassen einer Schaufel vermindert aber den Wirkungsgrad
und kann infolge der periodischen Storung zu Schwingungsanregung bei den Leitschaufeln
fiihren.

e

Abb.16.8.4. Beisp iele von Schaufelbefestigungen durch Hammerkopf. a) Fur Trommelrotor; b) fur Scheiben
rotor; c) Doppelhammerkopf; d) Schaufelschlo13 ; e) Schaufelschlo13 mit "Zahnliicke"

Bei Trommellaufern ist die sehr einfache SchloBkonstruktion nach Abb . 16.8 .5 mog
lich, die bei KWU verwendet wird. Der FuB der SchloBschaufel wird in die Schlolsoffnung
eingefiihrt, worauf zu beiden Seiten je ein Gewinde eingeschnitten wird, das auf der
ganzen Lange teils im SchaufelfuB, teil im Rotor verlauft. Alsdann werden Gewinde
bolzen eingeschraubt, womit die Schaufel gehalten ist. Es ist zu beachten, daB nicht etwa
der Querschnitt dieser Schrauben die Schaufel tragt, sondern sie iibertragen auf ihrer
ganzen Lange durch Schub die Kraft vom SchaufelfuB auf den Laufer. Die hierfiir ver
fiigbare Flache ist etwa das Doppelte der tragenden Flankenflache des Hammerkopf
fuBes .

Zur Ubertragung groBer Fliehkrafte eignet sich der SiigezahnfufJ, auch Tannenbaum
fufJ genannt. Abb. 16.8 .6 stellt einen solchen dar, der in eine Umfangsnut eingesetzt wird .
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Dabei zeigen die Bilder a den normalen FuJ3, b und c die SchloJ3part ie. Zwischen dern
FuJ3 1 und der Ausweitung 2 der Nut sind einzelne schmale beidseitig gezackte Fiillstiicke 3
eingeschoben. Zum Einfiihren dient die schmale Offnung 4, welche die einzige Unter
brechung der Tragrill en darstellt. Die Offnung 4 wird schlieJ3lich gefiillt durch ein einseit ig
gezahntes Stiick 5 und einen Fiillkeil 6, der vers te mmt oder verschweiJ3t wird.

- ~I -

Ahh .16.8.5. Sehaufels chlol3 boi Trommelturbinen del' K WU

Abb. 16.8.7 stellt eine Schau felbefestigung von BBe dar , die den Vorteil hat, daJ3 die
Umfangsnut keine Unterbrechung aufweist. Es folgen abwechselnd eine Schaufel mit
FuJ3 1 und ein Zwischenstiick 2. Obwohl die Tragrill en keine Unterbrechung aufweisen,
gelingt das Einsetzen der Scha ufeln durch Drehen , wie in der Abbildung angedeutet. Bei
den letzten Schaufeln , ist dies allerdings nu r moglich , indem die Zwischenstii cke zunachst
weggelassen werden , um geniigen d Platz zu schaffen. Diese Zwischenstii cke werden nach
traglich eingesetzt und bestehen zu diesem Zweck aus zwei Teilen 3 und 4, zwischen die
ein K eil 5 einges choben wird, der schlieJ3lich durch Aufspreizen wie gezeigt geha lten wird .

(
~~---f7

/ / / /
/ / / /

/ / / /)L-L ..L-I

2

Abb . 18.8.7. Schaufelbefestig ung von BBC
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- Bei Schaufeln die nul' geringe F liehkrafte ausiiben, z.B. Axialverdichterschaufeln
maBiger Lange, wird auch die Losung gewahlt, die Schaufel indirekt durch die Zwischen
stiicke zu tragen (vgl. Abb . 16.8.8). Die Schaufel weist an ihrem unteren Ende eine Ver 
dickung auf, die unter die Zwischenstiicke greift . - Bei wenig beanspruchten Axial
verdichterschaufeln kann auch del' einfache SchwalbenschwanzfuB an die Stelle des
HammerkopffuBes treten .

Bei Maschinen mit Scheibenrotoren wird auch oft die reitende Schaufe l verwendet (vgl.
Abb. 16.8.9). Diese Konstruktion wird etwas leichter als diej enige mit F iiBen , die in
Umfangsnuten eingesetzt sind. Hingegen tritt au ch hier das Schlolsproblem auf. Es wird
in del' Regel so gelost , daf man die SchloBschaufel durch Bolzen halt, wie in Abb . 16.8.9b
dargestellt.

Abb. 16.8.8. Durch Zwischenstii cke get ragene Laufschaufel cines Axialverdi chters (BBC)

a

Abb.16.8.9

b

Abb. 16.8.10

Abb , 16.8.9. Reit ende Scha ufel (z. B. GE) . a) Normale FuBausfiihrung; b) Befestigung der Schloflscha ufel
durch Nietung

Abb . 16.8.10. Befestigung einer Laufs chaufel dur ch Axialbolzen (MAN), sog. SteckfuB
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Eine grundsatzlich andere Art der Schaufelbefestigung ist der SteckfufJ, der in seiner
urspriinglichen Form zuerst von Rateau angewandt worden ist. Im Beispiel Abb. 16.8.10
weist der FuB drei Stege auf, und die Scheibe ist entsprechend als Gegenstiick ausgebildet.

i>
I

Abb. IG.8.110 Endstufenschaufel von 1044 mm Lange ciner Turbine von :i\1AN. Befestigung durch Steckfu13,
mit neun Stegen und drei Bolzenreihen. "Arkaden", die Querverbindung zwischen den Schaufeln herstellen,

diencn der Unterdruckung von Schaufclschwingungcn

Es sind zwei Reihen von Bolzen vorgesehen, die den Scheibenrand und die Stege so durch
dringen, daB ihr Querschnitt mehrfach zum Tragen herangezogen wird, im vorliegenden
Beispiel 6 mal pro Bolzen, so daB also insgesamt 12 tragende Querschnitte pro Schaufel
entstehen. Die Querschnitte der Stege und Scheibenrander sind entsprechend dem Kraft
fluB abgestuft. Ein SchloBproblem gibt es beim SteckfuB offensichtlich nicht. Abb . 16.8.11
zeigt eine Endstufenschaufel mit 1044 mm Blattlange von MAN, die durch einen Steck
fuB mit neun Stegen und drei Bolzenreihen befestigt wird . Der GrundriB des FuBes bringt
es mit sich, daB jeder Bolzen je zwei benachbarte SchaufelfiiBe durchdringt. Pro Schaufel
stehen 54 tragende Bolzenquerschnitte zur Verfiigung. Jede Schaufel iibt eine Kraft von
3,59 MN = 366 . 103 kp aus (vgl. RiefJ [1]), so daB ein Bolzenquerschnitt im Durchschnitt
mit 66,5· 103 N auf Abscherung beansprucht ist. - Sehr wichtig ist beim SteckfuB, daB
durch zweckmaliige Wahl der Herstellungstoleranzen klare Einspannungsverhaltnisse
geschaffen werden. Wird die Einspannung durch Zufalligkeiten der Fertigung beeinfluBt,
so ergeben sich Streuungen in den Eigenfrequenzen der Schaufeln,die zu unerwarteten
Resonanzen AnlaB geben konnen, Wird aber dies beachtet, so gehOrt der SteckfuB zu den
hochwertigsten Schaufelbefestigungen, die wir kennen.

Bei den Axialverdichtern der Flugtriebwerke sind gelegentlich auch gelenkige Schaufel
befestigungen angewandt worden (vgl. Abb . 16.8.12). Das Ziel ist dabei, im Falle des Auf
tretens von Schaufelschwingungen fur Dampfung zu sorgen.
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Sehr hochwertig ist die Schaufelbefestigung durch Axialnuten, bei der das SchloB
problem ebenfalls entfallt. Bereits de Laval benutzte eine solche Konstruktion, die in
Abb . 16.8.13 in zwei Varianten dargestellt ist. Die einfache Form a wird bei den STAL
LAVAL-Gleichdruckturbinen bei maBigen Umfangsgeschwindigkeiten benutzt und ist
leichter als Konstruktionen mit Umfangsnuten. Die Form b, die sich fur hohere Flieh
krafte eignet, wurde friiher weithin fur hochbeanspruchte einstufige Turbinen (z.B. Turbo
lader) verwendet. Allerdings erwies sich dabei der in der Abbildung angegebene Quer
schnitt 10ft als schwindungsgefahrdet. Deshalb ist die Konstruktion zunehmend durch

a b

Abb. 16.8 .12 Abb. 16.8.13

Abb. 16.8.12. Gelenkig befestigte Axialverdichter-Laufschaufel eines Flugtriebwerkes

Abb.16.8.13. Lavalbcfestigung. a) Einfache Form; b) versetzte Anordnung

Abb. 16.8.14

Abb. 1G.8.15 Abb . Hl.R.Hi

Abb. 16.8.14. Axial eingesetzter Sagezahnfuf (Fixierung durch Ringstiicke 1 und eingestemmte Stucke 2)

Abb . 16.8.15. Endstufenschaufeln von BBC mit Sagezahnftifl en und kreisformig gekriimmten Axialnuten

Abb.16.8.16. Schaufelbefestigung bei einer Dampfturbinen-Regelstufe von KWU. Je ein Sehaufelzwilling
besitzt einen gemeinsamen Sagezahnfuf
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den axial eingesetzten Sagezahnfuls (Abb . 16.8.14) verdrangt worden, der insbesondere bei
den Gasturbinen zur normalen Schaufelbefestigung geworden ist. Oft bedingt die Gestalt
des Schaufelprofils, daB der FuB nicht rein axial eingeschoben werden kann, sondern
unter einem gewissen Winkel gegen die Meridianebene. Bei den Endstufen der Dampf
turbinen ist man sogar darauf gefUhrt, einen kreisforrnigen GrundriB fur FuB und Nut
zu wahlen, wie im Beispiel Abb . 16.8.15. Eine Ausfiihrung einer Regelstufe, bei der je
ein Sehaufelzwilling einen gemeinsamen FuB besitzt, zeigt Abb . 16.8.16. - Die axiale
(oder quasiaxiale) Sagezahnfulsbefestigung verlangt eine sehr genaue Pertigung. Vor
all em ist die Herstellung der Nuten (durch Raumen oder Frasen) nicht billig, doch wird
diese AusfUhrungsform hochsten Anforderungen gerecht.

16.9 Die Berechnung der Schaufelbefestigung

16.9(1)
- P

o'm"" = IX()' = IX at.

Wie es im Maschinenbau weithin ublich war, hat man die Spannungen in den Befesti
gungselementen urspriinglich so zu bereehnen versucht, daB man das Problem naherungs
weise auf die Grundaufgaben der elementaren Festigkeitslehre zuruckfiihrte. Damit
konnte keine hohe Genauigkeit erreieht werden, so daB entsprechend groBe Sieherheits
faktoren eingerechnet werden mulsten. Einen wesentlichen Fortsehritt brachte der span
nungsoptische Versuch , Wurde bei solchen Untersuchungen mit einer gewissen Systematik
vorgegangen, so konnten fur typische Konstruktionselemente verlalsliche Grundlagen ge
wonnen werden, vgl. etwa Peterson [5] und Hctenyi [6]. Nur bei einfachen Formen gelang
die elastizitatstheoretische Berechnung, vgl. N cuber [7]. Bei der Ubertragung auf ab 
weichende Formen war man aber wiederum auf Naherungsiiberlegungen angewiesen. Mit
dem Verfahren der jiniten Elemente ist indessen heute grundsatzlich die Mogliehkeit
gegeben, beliebige Formen nachzurechnen, allerdingsoft mit sehr groBem Rechenaufwand.
Eine Darstellung dieser Entwieklung gibt Hohn [8]. Nachdem dies die allgemein iibliche
Methode geworden ist, konnen wir uns hier damit begniigen, Unterlagen iiber den Hammer
kopffuB anzugeben, die in strenger und allgemeiner Form aus spannungsoptischen Ver
suchen gewonnen werden konnten, vgl. [5] und [6].

Abb. 16.9 .1 zeigt ein typisehes spannungsoptisches Bild eines HammerkopffuBes. Die
hochste Spannung o'max tritt naturgemaf auf in der Ausrundung, d .h . im Punkt A bei
der Darstellung nach Abb. 16.9.2. Diese Abbildung gibt auch die nachfolgend benutzten
Bezeichnungen. Es sei t die Teilung im Radius der Auflageflache. Dann sind Mittelspan
nung (j und Maximalspannung ()'max gegeben durch

P
()'=-,

at

Abb. 16.9.1. Spannungsoptisches Bild der Spannungsverteilung in einem Hammerkopf
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Der Formfaktor <X ist der Abb .16.9.3 zu entnehmen, welche die in [5] gegebene Zusammen
fassu ng von [6] aus zugsweise wiedergibt. Beim Vergleich mit der Originalliteratur ist zu
beachten, daB dort die Abszisse mit der Gesamtbreite des FuBes gebildet ist, also in der
Bezeichnungsweise der Abb . 16.9.3 mit der GroBe B + 2d. Bei den Versuchen von Hetenyi
war d = c, was aber in praktischen Anwendungen nicht ohne weite res der Fall ist. Des
halb wurde als zweckmiiBig erachtet, B ia als Abszisse anzugeben. Das impliziert die An
nahme, daB FtiBe, die in allen Abmessungen bis auf d miteinander ubereinstimmen,
mechanisch gleichwertig seien . In dem engen Bereich, in dem d praktisch variieren kann,
trifft das mit groBer Genauigkeit zu .

~N;v
c B

tp

N 0 h0'
T B

o
Abb . 16.9.2. Zur Spannungsberechnung in HammerkopffiiBen
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Abb. 16.9.3. Formfaktor ex fur Hammerkopf in Funktion der geometrischen Proportionen. Nach [5] und [6]

Naheliegenderweise werden die <X-Werte urn so gtinstiger, je groBer der relative Aus
rundungsradius cia. Unter praktisch gegebenen konstruktiven Beschrankungen kann aber
eine Vergrofserung von c eine Verkleinerung der Flankenbreite b notwendig machen,
woraus sich die Frage ergibt, welche Flachenpressung dort zugelassen werden kann. Urn
dies zu beurteilen , mage die ungiinstigste Annahme getroffen werden, daB d = 0 sei.
Alsdann werde eine Gleichgewichtsbetrachtung an dem Dreieck BCD durchgefiihrt,
das links noch grolser herausgezeichnet ist. Die Seite CD gehort unter der getroffenen
Annahme der AuBenkontur des Korpers an . Auf die Seite BC wirkt die Kraft Pl2 ein,
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wahrend die Seite BD durch die Schubspannungen eine Kraft T und durch die Normal
spannungen eine Kraft N erfahrt. Diese Krafte bilden ein geschlossenes Kraftedreieek,
so daB

16.9(2)

16.9(3)- - p
an =1:' =2 '

P
N=T=~

2 y2 .
Ist 15 die mittlere F'laohenpressung auf BO und sind <1" und Tdie Mittelwerte der Normal
spannung und der Schubspannung auf BD, deren Betrage offenbar gleich sein miissen,
damit sich das Kraftedreieck schlieBt, so gilt

~ = 15bt, T = Tbt y2" ,

Man kann daher eine mittlere Vergleichsspannung berechnen nach

av = yo:; + 31:'2 = p, 16.9(4)

d .h. volletandige Plastifizierung ware erreicht, wenn 15 den Betrag der FlieBgrenze aF
hatte. Die wirkliche Geometrie ist wegen d =j= 0 etwas gunstiger, so daB die Bedingung
effektiv lautet

_ BD'
p <aF-=" ' 16.9(5)

BD

da die Tragfahigkeit. erschopft ist, wenn p den Wert des rechts stehenden Ausdruckes
erreicht. Auf diesen letzteren ist also der Sicherheitsfaktor zu beziehen, wenn weder
Temperaturbedingungen herrschen, bei denen der Werkstoff kriccht, noch dynamische
Beanspruchung vorliegt. In diesen letztcren Fallen ist anstatt (jp die entsprechende Grenz
spannung einzusetzen.

Ein Beispiel cines nach dem Verlahren der finiten Elemente berechneten Schaufel
fuBes zeigt Abb. 16.9.4 . Es ist die Vergleichsspannung av angegeben und zwar sowohl fUr
den lTuB selbst als au ch fur die zugeh6rige Nut.

IJOkp/mm1

Abb.16.9.4. Bcstimmung del' Spannungcn in cinem Zweizackenfu B nach dem Vcrfahren del' finit en Elemente,
links Elem enteintcilung, rcchts Vcrtcilung del' Vcrglcichsspannung av im FuB selbst und im Gegenstiick

(1 kp /mm! = 9,81 Njmm2 )
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Bei diesen Ausfuhrungen ist nur die reine fliehkraftbedingte Zugbeanspruchung des
FuBes betrachtet worden. Oft haben aber auch die Biegebeanspruchungen eine wesentliche
Bedeutung. Bei ihrer Behandlung ist es zweckmafsig, die Biegebeanspruchung durch Flieh
krafte und durch fluiddynamische Krafte auseinanderzuhalten, weil den letzteren ein
zeitlich oszillierender Anteil uberlagert sein kann, der den Konstruktionsteil in besonders
hohem MaBe gefahrdet. Abb . 16.9.5 zeigt zwei Beispiele von auf Biegung beanspruchten
FuBquerschnitten; Bild a ist ein in eine Umfangsnut eingesetzter FuB, b ein axial ein
gesetzter Sagesahnfuls. Der zu untersuchende Querschnitt liege in einem Radius r*, wie
im Beispiel b unten angegeben. Im allgemeinen haben nicht nur die Haupttragheits
achsen ~', r/ des Schaufelwurzelquerschnittes nicht die gleichen Richtungen wie die Haupt
tragheitsachsen ~", r/' des betrachteten FuBquerschnittes, sondern die Schwerpunkte der
beiden Querschnitte liegen auch nicht auf dem gleichen Radius. Vielmehr hat die Projek
tion des Schwerpunktes des Schaufelprofils im Koordinatensystem ~", 'YJ" die Koordinaten
av a2 (im Beispiel b sind a1 und a2 negativ), und das System ~ ", 'YJ" bildet mit dem System
~', 'YJ' den Winkel f.l. Die Orientierung des Systems ~", n'' ist gekennzeichnet durch den
Winkel v gegen die axiale Richtung, der im Fall b Null ist. J~' und J;' sind die den Achsen
~" und 'YJ" zugeordneten Tragheitsmomente. Beim SteckfuB sind darunter die Tragheits
momente jener Figur zu verstehen, die als Schnittfigur der Stege im Radius r* erscheint
und z.B. in Abb. 16.8.11 dargestellt ist.

J"1

a

T) '

T)"

lj ' ' 1;"

lj'- - fu..-f""i,.\?-+--+----'----

J'1

g" g'

I -~ I

u ;*
b I

Abb.16.9.5. Durch Biegung beanspruchte Fulsquerschnitte. a) In Umfangsnut eingesetzter FuB; b) axial ein
gesetzter Sagezahnfufs

Durch die Zentrifugalkraft entsteht im betrachteten FuBquerschnitt eine Biegebean
spruchung, die einerseits durch die Abstande a1 und a2 bedingt ist, anderseits durch die
schon im Schaufelwurzelquerschnitt auftretenden Momente M~, M,I' die durch Gl. 16.1(16)
gegeben sind, und in die ubrigens auch die allfalligen Beitrage der Deckplatten mit ein
zuschlieBen sind. Die Fliehkraft im Schaufelwurzelquerschnitt ist (1zNfN' Somit ergibt sich
fur die beiden von der Zentrifugalkraft herruhrenden Momente M';l und M';2 in Richtung
der Tragheitsacheen ~" und 'YJ"

M~'l = a2(1zNfN + M~ cos f.l - M'1 sin f.l' 16.9(6)

M~~ = -al(1zNfN + M~ sin f.l+ M'1 cos f.l. 16.9(7)

Die dadurch in einem beliebigen Punkt ~", 'YJ" des Querschnittes hervorgerufene Biege
spannung (1bZ ist unter den Voraussetzungen der elementaren Balkentheorie

(1 (1:" " ) = M~'l'YJ" _ M';2~"
bZ" ,'YJ J" J'"

1 2
16.9(8)
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16.9(10)

Die durch die fluiddynamischen Krafte bedingten Momente - d .h. ihre Komponenten in
Umfangsrichtung und in axialer Richtung - konnen aus den GIn. 16.3(2) und (3) berechnet
werden, wenn man dort r' durch den Radius r* ersetzt, in dem der betrachtete Querschnitt
liegt. Dabei werden in den Integranden im Bereiche des FuBes selbst einfach die Geschwin
digkeiten Null, und dort wo sich der :b"'uB nicht iiber die volle Teilung erstreckt, sind ent
sprechende Reduktionsfaktoren in Gl. 16.3(2) einzusetzen. Aus den so bestimmten Mu(r*)
und Mz(r*) erhalt man die fluiddynamischen Momentkomponenten beziiglich ~" und r(' :

M;:l = Mz(r*) cos 'V + Mu(r*) sin 'V, M;:2 = Mu(r*) cos 'V - Mz(r*) sin 'V. 16.9(9)

Damit wiederum ergeben sich die Biegespannungen in ~", n"

'" (/:" ") _M;:l1]" _ M;:2~"
VbF s- ,1] - J " J'"

1 2

Diese (fbZ und (fbF wird man nun fiir die gefahrdetsten Punkte der Kontur des betrachteten
FuBquerschnittes bestimmen. Als effektive Spannungsspitzen z.B . in den Ausrundungen
von Hammerkopffufsen oder SagezahnfUBen kann man alsdann naherungsweise setzen

(fmax = iX(a + dbZ + (fbF) , 16.9(11)

d .h. man nimmt an, daB der Formfaktor iX fiir die reine Zugspannung und fur die Biege
spannungen den gleichen Wert habe. Dabei ist iX entweder aus spannungsoptischen Ver
suchen bekannt oder laBt sich bestimmen aus einer fur reinen Zug durchgefUhrten Rech
nung mit finiten Elementen, etwa nach Art des in Abb. 16.9.4 dargestellten Beispiels.

Eine noch etwas genauere Behandlung laBt sich in folgender Weise gewinnen. Man
denkt sich vom wirklichen FuB einen schmalen Streifen abgeschnitten, wie durch die
Linie s (Abb. 16.9.5b) angedeutet. In diesem wird das Problem als ein ebenes aufgefaBt .

Ol>---------q[
1--- - - a'---~

Abb. 16.9.6. Biegespannungsverteilung
in Sagezahnfuf

In den gefahrdetsten Punkten A und B (Abb . 16.9.6) liefern die GIn. 16.9(8) und (10)
gewisse Spannungen (fbZ und (fw . Nun denkt man sich in OD Spannungsverteilungen
angreifend, derart, daB in AB die Biegemomente entstehen, die dort durch die Spannungs
verteilungen nach 16.9(8) und (10) gegeben sind. Dies sind in OD lineare Spannungs
verteilungen, die in 0 und D die Spannungswerte

±(fbZ (:'r, ±(fbF (:'r
aufweisen. Nach dem Verfahren der finiten Elemente wird nun die Spannungsverteilung
im Sagezahnfuf; berechnet, die entsteht, wenn in OD ein lineare Spannungsverteilung
mit den Spannungswerten ±(fo in 0 und D angreift (do ist eine beliebig angenommener
Spannungswert) . In einem beliebigen Punkt des FuBes entsteht so irgendeine Spannung
(fbO, die in den Punkten A und B insbesondere die Werte ±(fbOmax annimmt. Damit er-
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geben sich in A und B die effektiven Biegespannungsspitzen

dbZ ( a )2
dbZ ,eff = dbOmax a;;- (i , 16.9(12)

Wenn (jz(A) und die Spannung ist, die in A nach der Methode der finiten Elemente durch
reinen Zug erhalten wird, also IX~, so folgt schlieBlich

o'max(A) = o'z(A) + o'bz,eff + o'bF,eff' 16.9(13)

Eine solche Untersuchung kann in jedem Schnitt durchgefiihrt werden, der interessieren
mag, und die Methode ist gegebenenfalls gemaB der jeweiligen FuBgeometrie abzuwandeln.
- Bei der Leitradbefestigung fallt naturgemals die Fliehkraft weg , und es ist nur die
Biegebeanspruchung durch die Strdmungskrafte zu betrachten, wobei die Gin. 16.3(4) und
(5) der Ausgangspunkt sind.

Auch die genauere Betrachtung, die auf G1. 16.9(13) fuhrt, setzt immer noch ebenen
Spannungszustand (oder gegebenenfalls ebenen Verformungszustand) voraus. Die genaue
Behandlung des raumliohen Spannungszustandes ist mit finiten Elementen grundsatzlich
moglich, fiihrt aber auf einen sehr groBen Rechenaufwand.

16.10 Die Gesamtbeanspruchung

In einem beliebigen Punkt eines Schaufelblattes, eines SchaufelfuBes oder gegebenen
falls einer Deckplatte oder eines Deckbandes treten im allgemeinen die folgenden Span
nungen auf (von denen im Einzelfall einige wegfallen konnen) ; sie sind stets aufzufassen
als effektive Spannungen, die also allfallige Formfaktoren schon enthalten wie GIn. 16.9(1),
(11) oder (12) :

a, reine zentrifugalkraftbedingte Zugspannung, vg1. Abschn. 16.1, 16.9 ;
o'bZ zentrifugalkraftbedingte Biegespannung, Abschn. 16.1, 16.4, 16.9;
o'bF fluiddynamisch bedingte Biegespannung, Abschn. 16.3, 16.5, 16.9;
o'T thermisch bedingte Spannung, Abschn. 16.6;
7: fliehkraftbedingte Torsionsspannung (Schubspannung) Abschn. 16.2.

Die gefahrdeten Punkte liegen stets an der Oberflache, wo die Bedingungen eines ein
achsigen Spannungszustandes selbst bei solchen Bauteilen wie SchaufelfiiBen lokal hin
reichend erfiillt sind. Setzt man nun

16.10(1)
so ist gemals G1. 5.2(1)

16.10(2)

die lokale statische Vergleichsspannung. Grundsatzlich kame zu T noch ein durch Stromungs
krafte bedingter Anteil hinzu, der aber in der Regel sehr klein ist. Hat das Schaufelblatt
eine Temperatur, bei der Kriechen auftritt, so konnen die einzelnen Spannungsanteile
nicht mehr getrennt werden, da das Prinzip der Uberlagerung nicht gilt. Die Rechnung
liefert dann direkt 0', vgl . die Ausfiihrungen unter 16.7.

Der statischen Spannung iiberlagert sich ein dynamischer Antcil, der davon herriihrt,
daB die fluiddynamischen Krafte zeitlich oszillieren. Fur die so entstehenden Amplituden
der Wechselspannungen werde gesetzt

16.10(3)

Hier ist Ti eine nach einer zweckmalsigen Normierung festgelegte Schubspannung, die den
Stromungskraften proportional ist. D ist der "dynamische Faktor" fiir Biegebeanspru
chung, DT derjenige fiir Torsionsbeanspruchung. Diese dynamischen Faktoren werden
groB in unmittelbarer Nahe von Resonanzen, vg1. dariiber die Ausfiihrungen in Kapitel 20.
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16.10(4)

ist dann die Vergleichsspannungsamplitude gegeben .
Die Vergleichsspannungen a; und (JvA sind die Unterlage zur B eurteilung des Spannungs

zus tandes nach den unter 15.8-13 ausgefiihrten Kriterien. Welches die gefahrdetste Stelle
ist, laBt sich im allgemeinen nicht a priori sagen . Oft ist es ein Punkt des Profils an der
Schaufelwurzel. Es kann aber ebensogut ein weit er auBen liegender Punkt sein , wie im
Beispiel Abb. 16.1.2, besonders wenn dort gleichzeitig noch hohe Torsionsbeanspruchungen
durch Entwindung auft reten. Auch ein Punkt des SchaufelfuBes kann die Schwachstelle
sein . - Die gr6Bt e Unsicherheit in der Vorausrechnung des Spannungszustandes in
Schaufeln liegt in der Regel in den dynamischen F aktoren , weshalb Schwingungsbriiche an
Schaufeln bis heute die haufigste Storungsursache bei Tu rbomaschinen geblieben sind.
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17 Festigkeit der Rotoren

17.1 Freitragender Ring

Wir betrachten einen rotierenden Ring, dessen Querschnittsabmessungen klein sind
im Vergleich zum Radius r, welcher der Abstand des Querschnittsschwerpunktes von der
Drehachse ist. Die Winkelgeschwindigkeit sei to , Ein Ringelement, das sich tiber einen
Winkel dqy erstreckt (vgl. Abb. 17.1.1) hat die Masse f rdqye , wo f der Ringquerschnitt
und e die Dichte ist und iibt daher die Fliehkraft

dZ =frdqyerw2 17.1(1)

dZ

fif
dl~

uf

f

Abb. 17.1.1. Gleichgewichtsbetrachtung
am freitragenden Ring

aus. Ihr wird das Gleichgewicht gehalten, durch die in den beiden Endflaohen des Ring
elementes angreifenden Umfangskrafte ; sie haben den Betrag af, wobei a der tiber den
Querschnitt erstreckte Mittelwert der Ringspannung ist. Wie aus dem Krafteplan,
Abb. 17.1.1, zu erkennen ist, muB daher gelten

dZ =fdqye(rw)2 = (jfdqy,
folglich

17.1(2)

Die Spannung eu2, die schon in den Gleichungen des Kap. 16 auftrat, ist also nichts
anderes als die Spannung in einem freitragenden rotierenden Ring, der sich mit einer im
Schwerpunkt des Querschnittes gemessenen Geschwindigkeit u bewegt.

Genaugenommen handelt es sich dabei urn einen Mittelwert der Spannung, wobei die
ortlichen Werte innerhalb des Querschnittes urn so weniger von diesem Mittelwert ab
weichen, je mehr sich das Verhaltnis des auBersten zum innersten Radius des Quer
schnittes, ra/ri , dem Wert 1 nahert. Der genauere Verlauf der Ringspannung innerhalb
des Querschnittes laBt sich aus folgender Uberlegung gewinnen. Es sei v die radiale Aus -

W. Traupel, Thermische Turbomaschinen  
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weitung des Ringes. Wenn die Abmessungen eines Querschnittes wie vorausgesetzt klein
sind verglichen mit dem R adius, ist v praktisch fiir alle F asern des Ringes gleich groB,
da die Kontraktion des Ringquerschnittes, die st renggenommen zu einer Verschiedenheit
del' v in verschiedenen Radien Iuhrt, von versc hwindend kleinem EinfluB ist. Die Deh
nung e in einem beliebigen Radius r' ist also e = ulr' , Da del' Spannungs zustand praktisch
einachsig ist und die Spannung im Schwerpunktradius hinreichend genau gleich a: geset zt
werden darf, lautet das H ookesche Geset z

womit abel' auch

17.1(3)

v r(J

riB '
17.1(4)

und entsprechend fur ra , so dal3 schliel3lich

r
(fa =- (fU2

ra
17.1(5)

Mit diesen Gleichungen ist del' Spannungszustand im Ring selbs t auch dann hinreichend
genau beschrieben , wenn die radiale Erstreckung des Ringquerschnittes nicht ga nz unbe
trachtlich ist, z. B. ra/r; = 1,2.

17.2 Radkranz mit Schaufeln , an Scheibe

Abb . 17.2.1 zeigt einen R adkranz, del' eine Schaufelung tragt und seinerseits von einer
Scheibe get ragen wird . Es ist fiir die Untersu chung am iibersichtlichsten, in den Quer
schnitt f aulser demj enigen des eigentlichen Kranzes auch den del' SchaufelfiiBe einzu
schlielsen, d.h . fist del' ga nze schraffierte Querschnitt oberhalb rik (Abb , 17.2.1). Aller
dings kann dann nul' ein gewisser Anteil von fUmfangsspannungen iibertragen. Del' durch
die SchaufelfiiBe bean spruchte Anteil fallt. aus . Aul3erdem weist oft del' Kranz beim
SchaufelschloB no ch besondere Einschnitte auf, so daB dort ein no ch kleinerer Teil von f
zur Ubertragung del' Umfan gsspannungen verfiigb ar bleibt, vg l. gestrichelte Eintragung.

dS

Abb. 17.2.1. Gleichgewichtsbetrachtung an einem Radkranz mit Schaufelung, an Scheibe

Es sei exf diesel' kleinste fur die Ubert rag ung del' Umfangsspannunge n verf iigbare Kranz
querschnitt (0 < ex < 1). Wenn wir annehmen , dal3 lan gs des ga nzen U mfa nges die
Tangentialspannungen nul' durch den Querschnit t exf aufgenommen werden , so machen
wir damit im allgemeinen einen Fehler, del' auf del' sicheren Seite liegt.

Es sei z die Gesamtzahl del' auf dem Kranz befestigten Schaufeln, fN del' Querschnitt
des Nabenprofils del' Schaufel und az die dort auft re te nde Fli ehkraftspannung (gegebenen
fall s del' Mittelwer t , wenn mehrere Schaufelreihen mit verschiedenen (fz au f dem Kranz
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angeordnet sind). Dann ist die Sum me der Schaufel£liehkrafte

Zs = Z!Nl1z' 17.2(1)

Auf einen Kranzausschnitt, dem ein Zentriwinkel dsp entspricht (Abb . 17.2.1), entfallt also
der Schaufelzug

17.2(2)

17.2(5)

Hier ist vorausgesetzt, daB die Schaufelkrafte hinrcichend genau als gleichmiiBig langs
des Umfanges verteilt gedacht werden diirfen. Bei den stets groBen Schaufelzahlen der
Laufrader thermischer Turbomaschinen ist dies zulassig.

Die Fliehkraft des Kranzstuckes selbst ist in Analogie zu Gl. 17.1(1)

az, =!e(rkw)2 dcp =!euz dsp , 17.2(3)

wo rk bzw. Uk der Radius bzw. die Umfangsgeschwindigkeit im Schwerpunkt des Kranz
querschnittes sind.

Die Scheibe iibt auf das Kranzstiiok eine nach innen gerichtete Kraft

dS =Yal1rarikdcp 17.2(4)

aus, wo rik der Innenradius des Kranzes (beim Ubergang in die Scheibe) ist. Ferner ist Ya
die Dicke der Scheibe an ihrem AuBenrand und 11m die Radialspannung in der Scheibe
an derselben Stelle. Wegen der Bezeichnungen beachte man, daB stets der Innenradius rik
des Kranzes zugleich den AuBenrand der Scheibe kennzeichnet.

SchlieBlich sind die Umfangskrafte in den gedachten Schnittflachen, die das Kranz
element begrenzen, gleich akiX!, wo ak die mittlere Umfangsspannung im Kranz ist. Daraus
ergibt sich eine radial nach innen gerichtete Kraft vom Betrag

(1kiX! dcp .

Somit lautet schlieBlich die Gleichgewichtsbedingung am Kranzelement

'(JkiX! dcp + dS = sz, + «z;
oder mit GIn. 17.2(2) bis (4)

17.2(6)

woraus

17.2(7)

In Analogie zu Gl. 17.1(4) konnen wir wiederum fiir die Spannung am Innenrad des
Kranzes setzen l1ik ~ (rk!rik) at> somit also

17.2(8)

17.2(9)

Der Korrekturfaktor rk!rik ist allerdings nur bei eindimensionalem Spannungszustand
streng richtig, doch ist die Korrektur ohnehin klein, so daB sie im Rahmen der hier durch
gefiihrten vereinfachten Betrachtung genugt.

Fur die Radialverschiebung (Ausweitung) v des Ringes gilt

v 1 (- -) /3T-- = E 11k - Vl1rk + k :
rk "
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Hier ist nun bereits zweidimensionaler Spannungszustand vorausgesetzt, da der Mittel
wert (irk der Radialspannung im Kranz im allgemeinen gegen (ik nicht vemaehlassigbar
sein wird. Das Glied v(irk bleibt allerdings verhaltnismaliig klein, weil v = 0,3, so daB
ein grober Naherungswert genugt. Weiter ist in dieser Gleichung sogleich die Warme
dehnung berucksichtigt. Es ist 'ik die mittlere Ubertemperatur des Kranzes, f3 die lineare
Warmeausdehnungszahl. Abb . 17.2.2 zeigt den Temperaturverlauf und die Temperatur T k •

dcb

Abb. 17.2.2. Beispiele von Radkranzen. a) Anordnung mit reitender Schaufel ; b) Anordnung mit SteckfuJ3;
c) Anordnung mit Hammerkopfbefestigung; d) Temperaturverteilung

17.2(10)

Aus 17.2(9) folgt sogleich

Vi rk [1 (- -)J f3T- 1[ rk - 1+ RT-- = - E (Jk - V(Jrk + k = -E (Jik - -V(Jrk. fJ k'
rik rile :J rik

Nun ist rik zugleich der Radius am AuBenrand der Scheibe. Wenn (Jm' (JDa' T a Radial
spannung, Tangentialspannung und Temperatur am ScheibenauBenrand sind, gilt dort

17.2(11)

Die Gleichsetzung der Ausdriicke 17.2(10) und (11) ergibt

17.2(12)

In dieser Gleichung ist ark eine verhaltnismafdig unsichere GroBe, deren Ein£luB allerdings
wie schon bemerkt, gering ist. Sie ist sicher proportional (Jm, weshalb gesetzt werde

17.2(13)

Den Faktor K gewinnt man aus dem Verhaltnis der Querschnitte, die Radialkrafte irber
tragen, einerseits im Kranz, anderseits am AuBenrand der Scheibe. So ware etwa bei der
Anordnung nach Abb. 17.2.2a K R::! 1. Beim SteckfuB nach Abb . 17.2.2b kann etwa
gesetzt werden

17.2(14)K ""-' Ya
""' J:hk '

wobei J: hk die Summe der Breiten der 'I'ragkamme ist.
Am unubersichtliohsten werden die Verhaltnisse bei solchen Formen wie Abb . 17.2.2c.

Wurde man nur die Querschnitte h einsetzen, so wiirde a rk sicher uberschatzt. Einen
einigermaBen reprasentativen Mittelwert erhalt man etwa, wenn man den wirksamen
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17.2(16)

Kranzquerschnitt (Xf durch die Radialerstreckung Ll r des Kranzes dividiert . Das fiihrt auf

K z_: Ya~fLl r .:-~ "'" 17.2(15)

Wenn man nun Gl. 17.2(13) in 17.2(12) einsetzt, Uik durch 17.2(8) ausdriickt und ordnet,
erh alt man

-=- f NUz + feu~
( rk ) 2n - [rikYa ](J Da = rik (Xf + EfJ [Tk - Ta] - (Xf + v (K - 1) Ura'

Fur fJ ist bier del' Mittelwert zwischen den Temperaturen T a und 'ik einzusetzen. Diese
Gleichung, welche die Form

17.2(16')

hat, stellt den Anschluf zwischen Kranz und Scheibe her und wird daher als AnschlufJ
gleichung bezeichnet. Sie tritt bei del' Spannungsberechnung in del' Scheibe als Grenz
bedingung am AufJenrand auf, da in ihr A und B bekannte Grolsen sind. Erst wenn die
Spannungsverteilung in del' Scheibe berechnet, mithin (Jra bekannt ist, liefert Gl. 17.2(8)
die Kranzspannung.

Bei Konstruktionen mit axial eingeschobenen Schaufelfiilien (Abb. 17.2.3), kann del'
Kranz - wenn man diese Benennung noch gebrauchen will - keine Umfangsspannungen
mehr iibertragen. Es ist also (X = 0, und Gl. 17.2(6) fuhrt unmittelbar auf

2:fNUZ+ feu~
Ura = - - - - - -

Abb . 17.2.3. Kranzpartie bei ax ial
eingesehobenen SchaufelfiiBen

Abb. 17.2.4. Zur Beanspru chung
von Radkranzen

17.2(17)

Die Berechnung eines Kranzes verlangt im allgemeinen auch die Kontrolle weiterer Span
nungen , die mit del' Art del' Schaufelbefestigung zusammenhangen. So muB bei del' An
ordnung nach Abb . 17.2.4 die Beanspruchung des Querschnittes I iiberpruff werden. Ist
P die Flankenkraft je Langeneinheit Umfang, r del' R adius, in dem P angreif t , rI derj enige
des Quersohnittes I ,!, del' auBerha lb rI liegende Anteil des Kranzquerschnittes (einseitig),
u die Umfangsgeschwindigkeit im Schwerpunkt dieses Kranzteiles und (JI die mittlere
Radialspannung im Querschnitt I , so lautet die Gleichgewichtsbedingung

Pr dsp + e!,u2 dip = ad' dT + u1hrIdip .
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Hier karin im aIlgemeinen der Unterschied zwischen r und r[ vernachlassigt werden,
worauf diese Gleichung auf die folgende Form fiihrt:

P 1'( " -)
CI[ I'::> h + hr[ (!W - Clk •

Zu dieser Spannung trit t no ch eine Biegespannung hinzu, die im Punkt A ihr Maximum
hat und durch

Pa
Clb = h2 j6

gegeben ist. Der Beitrag des Kranzstii ckes selber zur Biegespannung ist hier vernach
lassigt, weil der Hebelarm dieser Kraft viel kleiner ist und auch das zweite Glied in 17.2(18)
iiblicherweise nur ein Bruchteil des ersten ist. Wenn man noch den im Punkt A giiltigen
Formfaktor ex einfiihrt, wird man schlieBlich auf die Spannungsspitze

[
p (1 6a) l' (-2 -]

Clrnax I'::> ex h + h + hr[ (!U - Clk) 17.2(20)

gefiihrt . Uber ex gibt Abb . 16.9.3 einen Anhaltspunkt. Er liegt in der GroBenordnung
2 bis 3 und konnte durch Vergrofserung des Ausrundungsradius st ark vermindert werden ,
was jedoch weiter auBen beim Ubergang zur Tragflanke nicht moglich ist. Wird die Span
nung zu groB, so hilft eine Vergrollerung von h, was aber leicht auf undiskutabl e Abmes
sungen fiihrt. In diesem F alle muB auf die Ausfiihrungsform nach Abb. 16.8.4 b gegriffen
werden , durch die das Biegemoment vermieden werden kann .

Analoge Untersuchungen sind au ch notig, wo die Schaufelbefest igung durch Steck
fiiBe erfolgt . Dort weisen die Tragstege an der Scheibe Locher auf, an deren Randern
Spannungsspitz en auftreten, die ein Mehrfaches der Mittelspannung sind , vgl. etwa [1, 2].
Sobald aber die Spannungen sehr hoch werden , so, daB ihre Vorausrechn ung sehr gena u
sein muB, wird man die Spannungsverteilungen in Radkranzen heute nach dem Verfahren
der finiten El emente berechnen.

17.3 Differentialgleichungen der rotierenden Scheibe bei elastlscher Verformung

Wir betrachten eine mit der Winkelgeschwindigkeit w rotierende Scheibe, deren
Dicke y im Verhaltnis zu den iibrigen Abmessungen iiberall so gering sei, daB die Normal
spannungen in axialer Ri chtung vern achlassigt werd en diirfen . Ein Raumelement zwischen
r und r + dr (Abb. 17.3.1), das sich iiber einen Zentriwinkel drp erstreckt, hat die Masse

dm = l2(r drp) y dr
und erfahrt daher die Fliehkraft

dZ = (!(rw )2y dr drp .

dZ

Abb , 17.3.1. Gleichgewichtsbetrachtung am Element einer Scheibe

17.3(1)
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Mit den iibrigen in Abb. 17.3.1 eingetragenen Kraften erhalt man daher die GIeichgewichts
bedingung (im d 'Alembertschen Sinne)

e(rw)2 y dr drp + d(f1ryr) drp = f1{}y dr drp
oder

1 d
- -d (f1ryr) - f1{} + e(rw)2 = O.y r

Dies kann durch weitere Ausfiihrung del' Differentiation auch in die Form

da, r dy
r- + a --+ a - f1{} + e(rw)2 = 0dr r y dr r

17.3(2)

17.3(3)

17.3(4)

gebracht werden. Diese Gleichung enthalt noch keine besondere Voraussetzung iiber den
Zusammenhang zwischen Spannungszustand und Verformung. Sie ist daher vollig all 
gemein und gilt auch bei nichtelastischem Verhalten del' Scheibe.

Wir fiihren nun das Hookesche Gesetz ein , womit nicht nul' elastisches Verhalten,
sondern dariiber hinaus ein linearer Zusammenhang zwischen Spannung und Verformung
angenommen ist. - Eine Behandlung des ni chtlienaren elastischen Verhaltens del' Scheibe
findet sich bei K auderer [3] ; seine Untersuchungen zeigen , daB sich die Abweichungen
gegeniiber dem linearen Verformungsgesetz in engen Grenzen halten. - Fiir den ebenen
Spannungszustand lauten somit die Verformungsglei chungen mit Einbezug einer belie
bigen Temperaturverteilung T(r), wenn v die ortliche Radialverschiebung ist

dv 1
e; = dr = E («, - Vf1{}) + (JT,

17.3(5)

e; und S{} sind die relativen Dehnungen in radialer und tangentialer Ri chtung. Indem hier
e, und s{} durch die R adialverschiebung v ausgedriickt sind, ist die kinematische Bedin
gung (die Forderung , daB del' Zusammenhang del' Volumenelemente erhalten bleibe) von
vornherein erfiillt. Durch Differentiation von Gl. 17.3(5) liiBt sich auch gewinnen

dv d [ r ] [1 (df1{} df1r) dT] 1dr = dr E (0"0 - vo"r) + {JrT = r E 7ii'" - v 7ii'" + {J dr + E (f1 o - Vf1r) + (JT.

17.3(6)

Die GIeichsetzung dieses Au sdruckes mit dem au s Gl. 17.3(4) gegebene n fiihrt auf

1 r (df1 {} df1r) dT 1
E (o', - vo"{}) = E dr - vdr + (Jr a;: + B (o" {} - vo"r)

od er

r (~- V~) + (1 + v) (o" {} - o"r) + B{Jr '!fr = 0. 17.3(7)

Wenn die Gestalt del' Scheibe (d .h. die Funktion y(r)) und die Temperaturverteilung (d.h .
T(r)) gegeben sind, ebenso die Stoffwerte und die Winkelgeschwindigkeit, stellen die
GIn. 17.3(3) und (7) ein System von zwei Iinearen Di£ferentialgleichungen fiir die beiden
Funktionen o"r(r) und f1{}(r) dar. Ihnen sind beizufiigen die beiden Grenzbedingungen fiir
den Innenradius ri und den AuBenradius ra' womit das Problem mathematisch vollstiindig
formuliert ist und nach klassischen Verfahren gelost werden kann . Bei del' Scheibe ohne
zentrales Lo ch t rit t an die Ste lle del' Grenzbedingung am Inncnrand die Bedingung
o"{} = a, in r = 0, da im Zentrum zwischen tangentialer und radialer Ri chtung nicht unter
schieden werden kann .
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Die Losung erfolgt oft zweckm afsig in der Weise, daB zun aohst aus dem Sys te m von
zwei Differentialgleichungen erste r Ordnung eine einzige Differentialgleichung zweiter
Ordnung gewonnen wird. Dies erreicht man , indem man Gl. 17.3(3) nach ao auflost und
den so erhaltenen Ausdruck in Gl. 17.3(7) einse tzt. Wenn wir die Ableitung nach r in
iiblioher Weise durch einen Akzent andeuten, so wird also

17.3(8)

worauf man durch Einsetzen dieser Beziehung in Gl. 17.3(7) die Gleichung

a;' + (~ + lL)a; + ((2 + v) y ' + JL _ Y':)ar + (3 + v) (Jw 2+ EfJT' = 0
r Y ry Y y r

17.3(9)

erhalt. Nach Losung der Gl. 17.3(9) kp'1n durch EinfUhrung des so gefundenen Verlaufes
ar(r) in Gl. 17.3(8) au ch ao(r) gefunden verden.

Der lineare Cha ra kte r aller dieser Differentialgleichungen bringt es mit sich, daB man
den Spannungszustand stets auffassen kann als U berlagerung cines Spannungszustandes,
der von der Rotation allein herriihrt und eines weiteren , der nur durch die Temperatur
verte ilung bedingt ist. Es seien etwa arw und aow die von der Drehung herriihrenden
Spannungen und arT und aOT die re inen Warmespannungen . Dann lauten die GIn. 17.3(3)
und (7) fiir die ers te ren

ra;w+ (r ~' + l ) arw - aow+ e(rw)2 = 0, 17.3(10)

r (a~w - va;w) + (1 + v) (aow - arw) = 0,

wahrend sie fur die \Viirmespannungen die Form

ra;T + (r ~ + l )arT -aoT = 0,

r(a~T - va;T) + (1 + v) (aOT - arT) + EfJrT' = 0

17.3(11)

17.3(12)

17.3(13)

annehmen. Addiert man einerseits die GIn. 17.3(10) und (12), andererseits die GIn. 17.3(11)
und (13), so ents tehen zwei Differentialgleichungen fur die Funktionen o, = arw+ arT
und ao = aiJw+ aiJT, die mit den GIn. 17.3(3) und (7) identisch sind, womit die Giilt igkeit
des Superpositionsprinzips bewiesen ist.

Diese G1eichungen zeigen auch den ahnlichkeitstheoretdschen Charakter der Gesetze
der Spannungen in Scheiben. In 17.3(10) und (11) lassen sich alle Spannungen erse tzen
durch Werte a* = ale(raw)2 und die Langen dimensionslos machen durch Division durch
Ta. Wenn man alsdann mit dem Akzent Ableit ungen nach rlra bezeichnet, werden die
G1eichungen dimensionslos. Das zeigt, daB geometrisch ahnliche Anordnungen bei glei
chem e(ra W)2 auf gleiche Spannungsverteilung fiih ren. Bei Warmespannungen miiBte man
a* = alE fJ L1 T als dim ensionslose Spannungsvariable einfiihren, wo L1 T eine cha ra kteri
stische Temperaturdifferenz ist - z.B. die groBte im K orper auftre te nde . Mit den ana
logen Schrit te n wie obc n werden dann die GIn. 17.3(12) und (13) dimensionslos.

17.4 Scheibe gleicher Festigkeit

Anstatt sich die Fo rm der Scheibe vorzusohre iben und den Verlauf der Spannungen
zu berechnen , kann man auch umgekehrt von einer Vorschrift iiber die Spannungsvertei
lung ausgehen und darau s auf die Gest alt der Scheibe zuriickschlieBen . Eine Losun g dieser
Art ist schon seit den Anfan gen des Dampfturbinenbaues bekannt, da sie bereits von
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de Laval angewandt wurde. Es handelt sich urn die sog. Scheibe gleicher Festigkeit, d. h.
eine Scheibe, bei der in jedem Punkt Tangential- und Radialspannung einander gleich
und konstant sind iiber die ganze Scheibe. - Dabei wird von Warmespannungen von
vornherein abgesehen. - Bei dieser Scheibenform entsteht offenbar die bestmogliche Aus
nutzung der Festigkeitseigenschaften des Werkstoffes und somit auch die kleinstmogliche
Scheibenmasse.

Mit der Vorschrift
a{} = ar = a = const 17.4(1)

ist offensiehtlich die Verformungsgleichung 17.3(7) identisch erfiillt, wenn das Temperatur
glied weggelassen wird. Von Gl. 17.3(3) bleibt ubrig

r dy
a- d- + e(rw)2 = 0, 17.4(2)y r

folglich
dy Ilw2
-+t::-rdr =0
y a

oder

y =Yo exp ( -~), 17.4(3)

wo Yo die Scheibendicke im Zentrum ist. Abb . 17.4.1 zeigt die Gestalt einer solchen Scheibe.

Abb . 17.4.1. Scheibe gleicher Festigkeit

Die Aufgabe, zu einem gegebenen Kranz eine Scheibe gleicher Festigkeit mit vor
geschriebener Spannung a aufzufinden, kann nun in folgender Weise gelost werden. Aus
gangspunkt ist die AnschluBgleichung 17.2(16) . Mit ala = ara = a und ohne Temperatur
glied lautet sie, nach Ya aufgelost

Ya =(~)(z /2n)fNa z + f(}u~ _lXfvK. 17.4(4)
r ik arik rik

Damit ist die Dicke der Scheibe an ihrem AuBenrand (beim Ubergang in den Kranz)
gefunden, und zwar fur den Fall cines Kranzes, der Tangentialspannungen ubertragt. Die
groBte Tangentialspannung im Kranz ist gegeben durch Gl. 17.2(8) . Wenn Ya und r« in
Gl. 17.4(3) eingesetzt werden, wird daraus eine Gleichung fur Yo erhalten, die

17.4(5)

lautet. Somit ist die Gestalt der Scheibe vollig bestimmt, da jetzt y fur jedes r nach
Gl. 17.4(3) berechnet werden kann.
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17.5(4)

17.5(5)

Wenn keine 'I'angentialkrafte im Kranz ubertragen werden konnen, ist aTa = U in
Gl. 17.2(17) einzusetzen, womit eine GIeichung fur Ya entsteht, die an die Stelle von
Gl. 17.4(4) tritt.

Biezeno und Grammel [4] haben gezoigt, wie man fur einen beliebig vorgegebenen Ver
lauf del' Radialspannung die zugeharige Scheibenform bestimmen kann. 1m Rahmen del'
neueren Entwicklung hat abel' diese Art del' Problemstellung seine Bedeutung verloren.

17.5 Scheibe konstanter Dicke

Das direkte Problem del' Berechnung des Spannungsverlaufes in einer Scheibe gege
bener Geometrie ist in geschlossener Form nul' losbar fur bestimmte Scheiben mit besonders
einfachem Dickenverlauf. Del' einfachste Fall ist die Scheibe konstanter Dicke, fur die
sich das System del' Differentialgleichungen 17.3(3) und (7) ohne Temperaturglied schreibt

ru;w + UTW - «»; + Q(rw)2 = 0, 17.5(1)

r(u~w - va;",) + (1 + v) (uo", - uTW) = O. 17.5(2)

Hier deutet wiederum del' Index wan, daB die Spannungen nul' vom FliehkrafteinfluB
herruhren, wahrend del' Akzent die Ableitung nach r angibt . Es ist leicht zu iibersehen,
daB die Losung dieses GIeichungssystems in allgemcinster Form durch den Ansatz

b
aTW = a + "12 + c(rw)2, 17.5(3)

«»; = A + .~ + C(rw)2
r

gelingt, und zwar ergibt sich aus del' Identifikation del' Koeffizienten gleicher Potenzen

_ b 3+v. 2
aTW - a + -2 - -8-o(rw) ,r ..

b 1 + 3v ( )2a/)w =a-j:2- 8 ovwr 17.5(6)

Die a und b sind hierin willkiirlich und orgeben sich aus den zwei Grenzbedingungen des
jeweiligen l!-'alles.

Wenn wir den Fall del' Scheibe mit zentralem Loch betraehten, konnen wir z. B . in
Gl. 17.5(5) das eine Mal ri einsetzen und erhalten links aTwi, das andere Mal ra und erhalten
links a TWa' Damit liegen abel' zwei Gleichungen VOl', die in allgemeiner Form die a und b
durch UTwi und uTwa auszudriioken gestatten. Dies erlaubt die nachfolgende Darstellung
del' GIn. 17.5(5) und (6). Es sei

r
x _ - ,

ra

(vgl. Abb. 17.5.1). Mit v = 0,3 ist ferner

3 + v = 0 419
8 ' "',

X -- r i
=-~ ,

ra

~ + 3v = 0,237.
8

17.5(7)

17.5(8)

Dann gilt

X2 (1 - X
2

) . (X2) .)
a TW = a Twa - X2 1 _ X2 (aTW!t - UTwi) + 0,412 (1 - x

2) 1 - X2 QUii ·

Das Maximum von a, tritt auf in

Xm = (1 + 0,4;2;~~(1 ~'iX2))t y'X .

17.5(9)

17.5(10)
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Abb. 17.5.1. Scheibe konstanter Dicke

Fiir die Tangentialspannung wird erhalten

(f{)w = (frwa +~(}~~) ((frwa - (frwi) + [0,412 (1 + X2 + ~)- 0,237x2
] eu~,

17.5(11)

wobei in x = X der Hochstwert auftritt (Lochrandspannung). Die durch die Fliehkraft
spannungen bedingten radialen Ausweitungen Vwi und Vwa am Innen- und AuBenradius
sind

17.5(12)

Nun sei ein gegebener geschaufelter Kranz zu tragen durch eine Scheibe mit vorgeschrie
benen Werten der Dicke y, des Radienverhaltnisses X = r i/ra und der in ri auftretenden
Radialspannung (frw i (z.B. (frw i = 0, wenn es sich urn ein freies Loch handelt oder die
vorzusehende Schrumpfspannung, wenn die Scheibe auf eine Welle aufgeschrumpft wird).
Der Losungsweg besteht darin, daB zunachst die AnschluBgleichung 17.2(16) formuliert
wird, womit eine lineare Verkniipfung zwischen (J{)wa und (frwa gegeben ist. Als zweites
wird Gl. 17.5(11) fiir r = ra, d.h . x = 1 angeschrieben, womit eine zweite Relation zwi
schen (f{)wa und (frwa gewonnen ist. Somit sind diese beiden Spannungen bestimmbar.
Sind sie bekannt, so sind aus Gl. 17.5(9) und (11) (frw und (f{)w in jedem Punkt der Scheibe
berechenbar.

Fiir die ungelochte Scheibe lassen die GIn. 17.5(5) und (6) sogleich erkennen, daB b = °
sein muB , da ja sonst im Zentrum eine unendliche Spannung entstiinde. Mit b = °wird
aber im Zcntrum a.; = (f{)w = a, wie dies zu fordern ist. Die Konstante a konnen wir
z.B. durch (frwa ausdriicken, indem wir Gl. 17.5(5) fiir r = r a anschreiben. Damit erhalt
man schlicBlich

I
v.; = (frwa + 0,412 (1 - x2

) eu~ ,

(f{)w = (frwa + (0,412 - 0,237x2
) eu~.

17.5(13)

17.5(14)

Den grolsten Wert erreichen Tangcntial- und Radialspannung zugleich im Zentrum. Am
Rande wird nach Gl. 17.5(14)

(f{)wa = (frwa + 0,175eu~ . 17.5(15)

Diese Beziehung wird zweckmafsig herangezogen bei der Berechnung des Spannungs
verlaufes in einer ungelochten Scheibe, die einen Kranz tragt. Sie bildet mit der AnschluB 
gleichung 17.2(16) zusammen ein System von zwei Bestimmungsgleichungen fiir (f/)wa und
(frwa ' Sobald diese beiden Spannungen gefunden sind, geben GIn. 17.5(13) und (14) den
Spannungszustand in jedem Radius.

Man beachte, daB die Losung fiir die Scheibe mit Loch nicht in diejenige der ungeloch
ten Scheibe iibergeht, wenn r i nach Null strebt, denn am Rande eines noch so kleinen
Loches verschwindet die Radialspannung (keine Schrumpfspannung vorausgesetzt) , wah
rend die Tangentialspannung eine Spitze aufweist .
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Zur Berechnung der Warmespannungen in der Scheibe konstanter Dicke geht man
am besten von der Differentialgleichung 17.3(9) aus, die ohne Fliehkraft und mit y' = y"
= 0 sich zur Form

r r 3 'L'{3T' 0(JrT + -arT +.l!J - =r r

vereinfacht. Diese GIeichung erlaubt auch die Darstellung

1 d ( 3 d(JrT) _ E{3 dT--r-- ---
r3 dr dr - r dr'

woraus

3
darT = -E{3f 2dTd +°r dr r dr r l '

17.5(16)

17.5(17)

17.5(18)

- f [E{3f 2dTd 0 1
] d °(JrT -- -;:3 r dr r-7 r+ 2' 17.5(19)

Fur die Scheibe mit zentralem Loch stellt sich die L6sung des Problems folgendermaBen
dar. Wir konnen setzen (JrTi = 0, denn wenn eine Schrumpfspannung vorhanden ist, so
ist diese mit arwi voll in Rechnung gesetzt. Da wir aber Gl. 17.5(19) in die Form

arT = - J~ [E{3 ):r2~~ dr] dr + 0 1 (l- - l-) + O2 17.5(20)
r3 dr 2 r~ r2

~'i t

bringen k6nnen und hierbei die Integrale in r = ri verschwinden, folgt O2 = O. Die Span
nung (JrTa wird hingegen im allgemeinen einen von Null verschiedenen Wert besitzen,
d.h. es ist

oder

r
a[r ]arTa = - f E{3 f r2 ~T dr dr + 0 1 (~ - ~)

r3 dr 2 r~ r2
'i'i 1, a

[

"a[r ]]2rr 1 l' 2 dT
0 1 = 1 _ X 2 arTa + E{3,f 7,/ r dr dr dr .

, ,

17.5(21)

17.5(22)

Wenn man dies in Gl. 17.5(20) einsetzt, sogleich noch die Ableitung a;T bildet und
Gl. 17.3(8) beifUgt (formuliert fiir y ' = 0, W = 0), erhalt man folgende drei Gleichungen:

rr [E{3 fr dT] 1 - Ci rj fra [E{3 fr 2dT ] 1
(JrT = - / -;:3 r: r

2
dr dr dr + T-=-X2 (JrTa + r: -;:3 r, r dr dr dr ,

t t t t

17.5(23)

17.5(24)

17.5(25)

17.5(26)

Diesen ist noch die AnschluBgleichung 17.2(16) beizufiigen, welche nur fiir die Warme
spannungen allein formuliert, die Form

[
rk - ] [rkY ](J{}Ta=E{3 r;;Tk-Ta - aj'V(K-1) (JrTa

annimmt. Mit den GIn. 17.5(23)-(26) ist der Spannungsverlauf vollstandig bestimmt,
denn man kann aus dem gegebenen '1'(r) mit 17.5(23) und (24) zunachst fiir r = r« Aus
driicke berechnen, in denen (JrTa noch als Unbekannte auftritt, diese Ausdriicke in 17.5(25)
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einsetzen und erhalt so eine Gleichung der Form UifTa = a + barTa' Zusammen mit 17.5(26)
sind daraus aifTa und (JrTa berechenbar, womit nun UrT und (JifT vollstandig bekannt sind.

Im Falle der umqelochten. Scheibe fuhrt G1. 17.5(19) mit der Bedingung endlicher Span
nung im Zentrum auf 0 1 = 0, wahrend O2 dann von Null verschieden und gleich der
Spannung aTO im Zentrum ist. Die Losung lautet dann

_ r 1 [ r 2 dT ]
UrT - (JrTO - E{J / T3 ! r dr dr dr,

, _ E{J r 2 dT
(JrT - - ra Jr dr dr,

o
17.5(27)

wahrend 17.5(25) und (26) unverandert bleiben. Wenn diese Gleichungen fur r = "« aus
rechnet und noch in 17.5(25) einsetzt, erhalt man Ausdriioke fur (JrTa und aifTa, die noch
UrTO als Unbekannte enthalten. Setzt man sie weiter in 17.5(26) ein, so entsteht eine
Bestimmungsgleichung fur UrTO' womit das Problem vollstandig gelost ist.

Bei der Behandlung der Scheibe konstanter Dicke wurde stets der Kranz vorausgesetzt,
der Umfangskrafte iibertragt. Bei axial eingeschobenen Schaufelfufien vereinfacht sich
das Vorgehen, denn bei der Berechnung der Fliehkraftspannungen liefert G1. 17.2(17)
unmittelbar Urwa, wahrend bei der Berechnung der Warmespannungen UrTa = 0 zu setzen
ist.

17.6 Scheibe hyperbolischen Profils

Durch den Ansatz

(
r )1t

Y =Ya -;:- , 17.6(1)

wo n eine beliebige positive Zahl ist, wird eine Dickenverteilung beschrieben, die einer
Hyperbel beliebiger Ordnung entspricht (vg1. Abb. 17.6.1). Scheibenformen, die wenig
stens annahernd diesem Gesetz entsprechen, konnen konstruktiv sehr wohl benutzt wer 
den. Stodola [5], auf den ubrigens die Differentialgleichungen der rotierenden Scheibe
zuriickgehen, hat angegeben, wie die fliehkraftbedingten Spannungen in solchen Scheiben
in geschlossener Form berechnet werden konnen, vg1. auch BiezenojGrammel [4].

Abb. 17.6.1. Hyperbolische Scheibe

Die Differentialgleichungen 17.3(3) und (7) gehen in diesem Fall uber in

ru;", + (1 - n) ar", - (J{)", + e(rw)2 = 0,

r(J~", - vm;", + (1 + v) «(J{)", - a'r",) = O.

Mit x = r jra und X = ri jra liiBt sich die Losung dieses Gleichungssystems in

Ur w = AlxP' + A 2xP, - qleu~x2,

aif", = (PI + 1 - n) AlxP' + (P2 + 1 - n) A 2xP, - q2eu~x2

17.6(2)

17.6(3)

der Form

17.6(4)

17.6(5)
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n 1/ n2

PI,2 = 2 - 1 -F V1 + vn + 4 '

3+v 1+3v
qI = 8 - (13 + v)n ' 'Iz = 8 - (13 + v) n '

(frmaX1J2 - (frmi + qleU~(X7'2 - X2)
X1'2-X1J , '

(frUlaXl'l - (frmi + q)eu~(XPl - X 2)
X P1-X7',

261

17.6(6)

17.6(7)

17.6(8)

17.6(9)

Diese Losung wird erhalten durch Einsetzen des entsprechenden Losungsansatees in die
Differentialgleichungen 17.6(2) und (3) und ldentifikation der Koeffizienten gleicher
Potenzen. lndem Gl. 17.6(4) fur den lnnen- und AuBenrand formuliert wird, lassen sich
zudem Al und A 2durch (frma und (fOUli ausdriicken, wir dies in Gl. 17.6(8) und (9) geschehen
ist.

Das Vorgehen bei der Berechnung einer hyperbolischen Scheibe mit geschaufeltem
Kranz ist nun folgendes. Gegeben sind die Daten von Kranz und Schaufelung, die Scheiben
dicke Ya und die Radialspannung (frwi am lnnenrand (Null oder Schrumpfspannung).
Dann berechnet man vorerst Al und A 2 noch mit unbestimmt gelassenem (frwa' d .h. man
erhalt lineare Ausdriicke in (frwa fur diese beiden Koeffizienten. Gl. 17.6(5), fiir r = ra
formuliert, liefert

(fOwa = (PI + 1 - n) Al + (P2 + 1 - n) A 2 - Q2eU; . 17.6(10)

Driickt man hier noch (fOwa durch die AnschluBgleichung 17.2(16) aus, so entsteht eine
lineare Bestimmungsgleichung fiir (frwa ' Sobald der Wert dieser Spannung festliegt, sind
auch Al und A 2 bekannt, womit nun Gin . 17.6(4) und (5) den Spannungszustand eindeutig
beschreiben.

17.7 Scheibe beliebigen Profils

Zur Spannungsberechnung in beliebig gestalteten Scheiben sind im Laufe der Zeit
Verfahren in grofserer Zahl bekannt geworden. Donath [6] und Grammel [7] ersetzen die
Scheibe durch eine Folge von Ringen konstanter Dicke. Honegger [8] hat als erster die
Spannungsverteilung in kegligen Scheiben berechnet und Keller, Salzmann, Kissel und
Strub [9 -12] haben darauf basierend Methoden angegeben, die eine Berechnung beliebiger
Scheiben durch Unterteilung in konische Ringe gestatten .Manson [13] gibt einDifferenzen
verfahren an, vgl. auch Loftler [14], wo auch ein von Jager vorgeschlagenes Matrizen
verfahren angegeben ist. Beglinger [15] gibt eine sehr allgemeine Methode, die auch den
EinfluB temperaturabhangiger Werkstoffeigenschaften zu berucksichtigen gestattet. Heute
sind fiir die Praxis nur noch Differenzenmethoden bedeutsam, da solche Rechnungen mit
Tischrechnern sehr rasch erledigt werden konnen.

Abb. 17.7 .1 zeigt zwei Beispiele von Scheiben, a eine gelochte, b eine ungelochte. Zur
Durchfiihrung der Differenzenrechnung werden sie eingeteilt in eine hinreichende Zahl
von Radienintervallen zlr . Die Berechnung der Ableitungen geschieht im Rahmen der
Differenzenrechnung wie folgt. Es sei f eine Funktion des Radius r, die in den Radien
ri-1> ri' r HI die Werte fi -I, fi, fi +I annehme (Abb . 17.7.1 c). Dann sind die Ableitungen
df/dr und d2f/dr2 in ri unter den ublichen Stetigkeitsvoraussetzungen

df fHI - fi -I d
2f

f HI - 2fi + fi-I 17.7(1)
dr 2L1r dr2 Llr2
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Abb.17.7.1. Scheibe beliebigen Profils . a) Mit zentralem Loch; b) ohne zentrales Loch; c) Bestimmung cler
Ableitungen von f(r)

Hierbei sind Glieder hoherer Ordnung vernachlasaigt, was bei der Wahl eines hinreichend
kleinen L1r zulassig ist.

Ausgangspunkt fur die Differenzenrechnung sind die Differentialgleichungen der rotie
renden Scheibe in ihrer Form 17.3(8) und (9). Die erste dieser Gleichungen lautet, an
geschrieben als Differenzengleichung fur den Aufpunkt i (Abb. 17.7.1)

(1 • = r. (1r(i+1) - (1r(i-1) + (1 + 2 y") (1 . + n( r .w)2
(h ~ 2L1r Yi ~ n <::; ~ ,

wahrend die zweite folgendermaBen dargestellt werden kann:

(1r( i+ 1) - 2(1ri + (1r(i-1) + p .(1r(i+ 1) - (1r( i -1) + Q .(1 . + R . = 0
L1r2 ~ 2Llr ~ n ~ ,

(2 ) ' " ' 2
Q . = + 'V Y i + Yi _ '!fi:-

, - riYi Y i Y7 '

17.7(3)

17.7(4)

17.7(5)

17.7(6)

Akzente bedeuten hier stets Ableitungen nach r, Index i verweist auf den Aufpunkt,
so daB also z.B. Y~ die Ableitung dyjdr im Punkt i ist. Solche Ableitungen konnen ebenfalls
nach G1. 17.7(1) gebildet werden, wenn Scheibengestalt und Temperaturverlauf gegeben
sind. Durch Umgruppieren geht diese Differenzengleichung in die folgende Form ub er :

17.7(7)

17.7(8)

Eine solche Gleichung laBt sich nun fur jeden Punkt von 1 bis n angeben (man beachtc
die Art der Punktenumerierung in Abb . 17.7.1 I).
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So entsteht ein GIeichungssystem der Form

UIO'rO + VIO'rI + WIO'rZ = -RI ,

UZO'rI + VZO'rZ + W ZO'r3 = -Rz,

263

17.7(9)

Mit n + 1 ist ein ideeller Aufpunkt bezeichnet, welcher der Scheibe gar nicht angehOrt,
sondern nur den Zweck hat, die Ableitungen in r = "« ausdriicken zu konnen. Demgemals
ist auch O'r(n +I) ein ideeller Wert, nicht etwa die Spannung im Kranz.

Um das Problem vollstandig zu formulieren, muB noch die iiufJere Grenzbedingung bei
gefiigt werden. Tragt die Scheibe einen Kranz, der Umfangsspannungen ubertragt, so ist
als Bedingung die AnschluBgleichung 17.2(16') zu setzen. Im Rahmen der Bezeichnungs
weise dieses Abschnittes ist Index a (AuBenradius) durch Index n zu ersetzen. Weiter
ist die Tangentialspannung vermoge Gl. 17.7(2) durch die Radialspannung auszudriicken.
Dann lautet die AnschluBgleichung

r o'r(n+I) - o'r(n-I) + (1 + rn Y') 0' + fl(r W)2 = A + BO'
n 2Llr Yn n rn 0: n rn

oder geordnet

rn (1 rn' B) rn _ A 2 0- 2Ll rO'r(n-I)+ +YnYn- O'rn+ 2Ll rO'r(n+I)- -e(rnw). 17.7(1)

Nun werde zuerst der Fall der Scheibe mit zentralem Loch (Abb. 17.7.1a) behandelt. Hier
ist die Radialspannung in r0 vorgeschrieben ; sie ist bei freiem Loch Null, bei einer auf
eine Welle aufgeschrumpften Scheibe negativ und gleich dem Schrumpfdruck. Geht man
mit diesem bekannten aro in die erste der GIn. 17.7(9) ein, so enthalt diese nur noch die
Unbekannten arI und o'rZ und kann in die Form

gebracht werden. Dies in die zweite der GIn. 17.7(9) eingesetzt, laBt dort nur die Unbekann
ten o'rZ und O'r3 iibrig, so daB wieder nach o'rZ aufgelOst werden kann, was in die nachste
GIeichung eingefiihrt wird usw. Dieser ProzeB, durch das ganze GIeichungssystem hin
durch fortgefiihrt, liefert also eine GIeichungsgruppe der Form

~~~::~fE \
o'r(n-I) = Pn-Iarn + gn-l> j

o.; = pno'r(n+1) + gn'

17.7(11)

Die zweitletzte dieser Gleichungen kann aber auch in die AnschluBgleichung 17.7(10) ein
gefiihrt werden, worauf diese iibergeht in die Form

O'rn = 80'r(n+1) + t. 17.7(12)

AIle P, g, sowie 8 und t ergeben sich durch den angegebenen EliminationsprozeB aus den
Koeffizienten der urspriinglich gegebenen GIeichungen, sind also bekannte Zahlen. Damit
aber konnen aus 17.7(12) und der letzten der GIn. 17.7(11) arn und o'r(n+I) berechnet
werden. Hiervon ausgehend kann man ruckwarts durch die samtlichen GIn. 17.7(11) (die



264 17 Festigkeit der Rotoren

Rekursionsformeln sind) hindurchgehend alle (Jt; berechnen. Hat man sie, so liefert 17.7(2)
die Tangentialspannungen (Jo;, ledigli ch (JOO ist durch Extrapolation zu gewinnen.

Liegt die ungelochte Scheibe VOl', so muB dar/dr im Scheibenzentrum verschwinden.
Dies bedeutet abel' (JrO = ath was eingesetzt in die erste del' GIn. 17.7(9) wieder auf eine
Gleichung del' Form fuhrt, wie sie als erste del' Gin. 17.7(11) angegeben ist. Die weitere
Rechnung verlauft genau gleich. Auch hier ergeben sich die Tangentialspannungen aus
17.7(2), wobei in r = 0 gilt (JOO = (JrO'

Wenn kein Kranz vorhanden ist, del' Umfangskrafte ubertragt, tritt an die Stelle der
AnschluBgleichung die Gl. 17.2(17), unahhangig davon, ob die Scheibe ein zentrales Loch
aufweist oder nicht. Das bedeutet aber lediglich, daB in der zweitletzten der Gin. 17.7(11)
(Jrn bekannt ist. Es kann also sofort die Berechnung der samtlichen (Jr ; nach den Rekur
sionsformeln erfolgen.

Somit ist es in jedem Falle moglich , mit diesem Verfahren die vollstandigen Spannungs
verteilungen aufzufinden. In der Herleitung ist angenommen, daB die Scheibe gleich 
zeitig mechanisch und thermisch beansprucht sei und beides zugleich berechnet werde .
Oft ist es aber zweckmalsig, die beiden Beanspruchungsarten getrennt zu behandeln, also
z.B . die rein fliehkraftbedingte Beanspruchung fur sich zu bereohnen und ebenso Span
nungsverteilungen, die z.B. durch verschiedene zeitlich aufeinanderfolgende Temperatur
verteilungen hervorgerufen sein konnen. Bei der Berechnung dieser reinen Temperatur
spannungen ist w = 0 zu setzen, und auch die Grenzbedingungen sind anzupassen, also
bei der gelochten Scheibe (J'rO = O. Bei einem Kranz, der Umfangskrafte iibertragt, ist die
AnschluBgleichung 17.2(16) zu reduzieren auf die reinen Temperaturglieder (d.h . es ist
(Jz = 0, Uk = 0). Bei axial eingesohobenen SchaufelfiiBen wird fUr die reinen Temperatur
spannungen einfach (Jrn = O. - So berechnete thermische Spannungsverteilungen konnen
dann beliebig den Fliehkraftspannungen iiberlagert werden.

Bei der Herleitung der grundlegenden Differentialgleichungen ist vorausgesetzt wor
den, daB die Stoffwerte E, {3, v konstant seien . Beglinger [15] hat indessen die Theorie an
diesem Punkt verallgemeinert, indem er temperaturabhiingige Stoffwerte einfiihrt. Kennt
man dann T(r), so hat man au ch die Stoffwerte in Funktion von r und kann die Ablei
tungen E', {3', v' bestimmen. Die Herleitung der Differentialgleichung der Verformung
erfolgt so, daB in Gl. 17.3(6) bei der Differentiation E, {3 und v als variabel betrachtet
werden, woraus sich die entsprechende Verallgemeinerung von 17.3(7) ergibt. Das iiber
tragt sich auch auf Gl. 17.3(9), die in diesem Abschnitt als Differenzengleichung 17.7(3)
auftritt . Es ist leicht zu verifizieren, daB man nur setzen muB

17.7(4')

17.7(5 ')

17.7(6')

Diese GIeichungen treten an die Stelle der Gin. 17.7(4)-(6) . Dann reprasentiert 17.7(3)
nach wie vor die maBgebende Differentialgleichung, und die Rechnung verlauft genau
gleich wie beschrieben. Abb . 17.7.2 zeigt ein Beispiel von Spannungsverteilungen, die mit
konstanten und variablen E und {3 berechnet wurden nach [15]. Der EinfluB einer variablen
Poisson-Zahl v erweist sich als sehr gering.

Das beschriebene Verfahren kann zu Schwierigkeiten fiihren, wenn die Scheibenkontur
starke Unstetigkeiten aufweist, wie im Beispiel Abb . 17.7.3. In diesem Falle verwendet
man die Differentialgleichungen zweckrnaflig in ihrer urspriinglichen Form 17.3(3) und (7)
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und sehreibt sie in folgender Weise als Differenzengleiehungen.

2 Llr Lly
LI ar = [ail - o, - e(rw) ] r - a, Ji'

Llr
J ail = v LI ar - (1 + v) (ail - o'r) - - E{3 LIT .

r

17.7(13)

17 .7(14)

- 50

IT

r

o
Abb .17.7.3
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Abb . 17.7.2. Spannungsverteilungen in ciner rotierenden Scheibe nach B eglinger [15]. Ausgezogen mit tempe
raturabhangigen E und fl, gestrichelt mit konstanten E und fl

Abb . 17.7.3. Scheibenkontur mit Un stetigkeiten

Ll o'n LIail, Lly und LIT sind die Anderungen der betreffenden GraBen, die einem kleinen
RadienintervaIl zlr entspreehen. Kennt man in einem Radius r aIle GraBen, so liefert
17.7(1B) Llar • Dies kann in 17 .7(14) eingesetzt werden, worauf diese Gleiehung Jo'{) ergibt.
Irn Radius r + Ll r ist also

o'r(r + zlr ) = ar(r) + J an o'o(r + zlr ) = o'iI(r) + Llail' 17 .7(15)

So kann von Radius zu Radius urn Int ervaIle Llr weitergesehritten werden . Das Auftreten
einer Unstetigkeit der Seheibendieke start dabei nieht . Betraehten wir etwa die Sprung
st elle von y auf y';: (Abb. 17 .7 .3). Aus Gleiehgewiehtsgriinden mu B dort sein

Ferner muB aber die Tangentialdehnung C f) an der Sprungstelle stet ig bleiben, was auf die
Bedingung

fiihrt. Die Spannungen naeh der SprungsteIle sind also gegeben dureh

0'* = a, JL,
r y* 17 .7(16)
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Von diesen Werten ausgehend, kann die Differenzenrechnung regular weitergefUhrt wer
den. Von Vorteil ist bei diesem Verfahren auch, daB die Intervalle Llr untereinander nicht
gleich sein miissen, sondern der geometrischen Situation angepaBt werden konnen, wie
in der Figur angedeutet.

Wie die Grenzbedingungen erftillt werden konnen, werde zunachst am Beispiel der
gelochten Scheibe erlautert. Gegeben ist am Innenradius die Radialspannung ari (Null
oder gleich dem negativen Schrumpfdruck), am AuBenradius die AnschluBgleichung in
ihrer Form 17.2(16'). Man bestimmt eine durch Index I gekennzeichnete erste Partikular
losung, indem man in ri die Radialspannung ari und eine willkurlich gewahlte Tangential
spannung u~ setzt. Von hier aus kann die Differenzenrechnung in der angegebenen Weise
durchgefUhrt werden und liefert Spannungen ar](r), al1I(r) , insbesondere in r = ra auch
aral> aOal> die aber die AnschluBgleichung nicht erfiillen werden. Deshalb wird noch eine
zweite 'I'eillosung II berechnet, indem man in den Differenzengleichungen w = 0 und
aIle LIT = 0 und in ri die Werte urilI = 0, aOilI = a;i setzt. So erhalt man arIl(r) , aOII(r)
und in r = ra insbesondere araIl' aOaIl' Die korrekte, aIle Grenzbedingungen erfiillende
Losung ist

aO(r) = uO](r) + Oa{)]J(r). 17.7(17)

o bestimmt sich , indem man dies in die AnschluBgleichung cinsetzt :

o = A + Bdra] - aoa] .

dOaIl - BdraIl

17.7(18)

Damit ist in 17.7(17) alles bekannt, womit die vollstandige Losung vorliegt. Wo kein
Kranz vorliegt, ist ara unmittelbar aus Gl. 17.2(17) gegeben, womit

o = ara - ara] .
UraIl

17.7(18')

Besitzt die Scheibe kein zentrales Loch, so wird eine erste Partikularlosung I gerechnet,
ausgehend von frei gewahlten Spannungen im Zentrum ur](O) = aO](O) = do' eine zweite II
mit der gleichen Ausgangsannahme, aber mit to = 0, aIle LIT = O. Wiederum liefert dann
17.7(17) mit 0 nach 17.7(18) oder (18') die korrekte, aIle Bedingungen erfiillende Losung. 
Bei diesem Vorgehen ergibt sich zwar in 17.7(13) und (14) in r = 0 eine scheinbare Schwie
rigkeit, weil ja r im Nenner steht. Da aber im Zentrum sicher ddfdr = 0, kann man fiir
das erste Intervall setzen LIar = 0, LIdo = 0, d.h. man setzt faktisch a, = do = Uo in
r = Llro' womit die Schwierigkeit umgangen ist. - Selbstverstandlich kann man auch
hier Losungen fiir Fliehkraftbeanspruchung und thermische Beanspruchung getrennt be
rechnen und uberlagern. Gegeniiber der ersten hier wiedergegebenen Differenzenmethode
hat diese zweite den Vorteil, daB Unstetigkeiten leicht zu bewaltigen sind, wahrend ihr
Nachteil darin besteht, daB jede Integration zweimal ausgefUhrt werden muB, namlich
fUr die Partikularlosungen I und II.

17.8 Die zylindrische Trommel

Bei der Aufstellung der Differentialgleichungen der Scheibe wurden die Axialspannun
gen von vornherein als vernachlassigbar klein angenommen . Dies ist berechtigt bei einem
Korper, dessen axiale Abmessungen klein sind im Vergleich mit seinem Durchmesser.
Bei einem trommelformigen Korper hingegen darf dies nicht mehr ohne weiteres voraus
gesetzt werden. An die Stelle der Dehnungsgleichungen 17.3(4) und (5) mussen dann viel-
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mehr die fiir raumlichen Spannungszustand giiltigen Beziehungen

1
e, = E [o'r - '1'(0'0 + o'an + {3T,

1
co = E [ 0'0 - v(o'r + o'a}] + (3T,

1
lOa = E [o'a - v(o'r + all)] + (3T
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17.8(1)

17.8(2)

17.8(3)

treten . Hier kennzeichnet Index a die axiale Richtung. Eine geschlossene Losung laBt
sich angeben, wenn auBere Belastung und Temperaturverteilung lan gs der axialen Er
streckung unveranderlich sind, denn dann bleiben im spannungsfreien Zustand achs 
normale Ebenen au ch im beanspruchten Zustand achsnorm al , d .h . es ist lOa = const.

Zur Vorbereitung fiihren wir nun die folgende Ub erlegung durch . Wir denken uns,
es sei eine Losung a" 0'0 , aa bekannt, die das GIeichungssystem 17.8(1) bis (3) erfUllt .
Nun werde das konstante lOa um einen Betrag Llca vergra Bert . Dann bleibt Gl. 17.8(3)
erfiillt, wenn man aa an jeder Ste lle um den konstan t en Betrag Ll o'a = E Llca erhoht . Die
Einfiihrung von aa + Ll o'a in Gl. 17.8(1) und (2) Iiihrt auch dart auf geanderte Werte
der Dehnungen , namlich auf e, - V Llca und ef} - V Llca' Nun han gen ab er die e, und eo
gema B den GIn. 17.3(4) und (5) mit der Radi alverschiebung v zusammen , woraus sich
sogleich die Kompatibilitatsbedingung

d dco
e, = dr (reo) = eo + r a;:- 17.8(4)

ergibt. Diese muB auch fiir un sere geanderten Dehnungen giiltig bleiben, d .h . es muB sein

d dco
e; - V Llca = co - V Llca + r dr (co - V Llca ) = ell - V Llca + r a;: ,

was offenbar fur jedes beliebige kon stante Llca zutrifft. Wenn man also die Axiald ehnung
und somit auch die Axialspannungen urn einen beliebigen konstanten Betrag verandert ,
die ubrigen Spannungen aber unverandert laBt , so ents teht wieder ein moglicher Span
nungszustand. Demnach spielt es fiir die Berechnung von a, und 0'0 keine Rolle, wie
graB lOa ist, wenn es nur konstant ist. Deshalb durfen wir ohne Einschrankung der All
gemeinheit lOa = 0 setzen, worauf Gl. 17.8(3) iibergeht in

o'a = v(ao + aT) - E{3T .

Dies kann in Gl. 17.8(1) und (2) eingesetzt werden , worauf erhalt en wird :

1 - '1'2 [ V ]e; = - E- a, - 1 _ V o' f} + (1 + V) {3T;

1 - '1'2 [ V]lOt = - E- af} - 1 _ V o, + (1 + v) (3T .

17.8(5)

17.8(6)

17.8(7)

Diese Verformungsgleichungen hab en genau dieselbe mathematische Struktur wie die fiir
den zweiachsigen Spannungszustand gelt enden GIn. 17.3(4) und (5). Ferner kann die un ter
17.3 durchgefiihrte GIeichgewichtsbetrachtung am Volumenelement unmittelbar auf den
Fall der Trommel iibertragen werden , denn in achsnor malen Ebenen t reten keine Schub
spannungen auf. Wenn man also ein R aumelement wie in Abb. 17.3.1 herau sgreift und
es seit lich durch zwei um den Abstand y voneina nder entferntliegende achsnormale
Ebenen begrenzt , so gilt die friih er durchgefUhrte Ube rlegung mit der zusatel ichen Ver
einfachung, daB nun y als konstante GroBe herausfallt . Damit erh alt man anstelle von
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17.8(8)

Wenn die Gln .17.8(6) und (7) in die Kompatibilitatsbedingung G1. 17.8(4) eingefiihrt
werden, entsteht eine zweite Differentialgleichung in I1r und 11,9, welche der G1. 17.3(7)
analog ist. Wiederum kann man G1. 17.8(8) nach I1n auflosen, also setzen

do, ()2
11,9 = r dr + I1r + e rw 17.8(9)

und diese Gleichung in die eben genannte zweite Differentialgleichung einsetzen und er
halt so

17.8(10)

Diese Gleichung entspricht vollig der G1. 17.3(9), fUr konstantes y angeschrieben. Deshalb
stimmt auch die Losung mit derjenigen fiir die Scheibe konstanter Dicke iiberein bis auf
die folgenden Abweichungen :

Wo im FaIle der Scheibe v steht, ist jetzt vj(l - v) zu setzen.
Wo im FaIle der Scheibe E steht, ist jetzt E j(1 - v) zu setzen.

Damit konnen die Losungen sofort hingeschrieben werden. Es sind

~ (3 + 1 v v) = 0,429, 1 ( 3v)8" 1 + 1 _ v = 0,286

die in den nachfolgenden Gleichungen auftretenden Zahlenfaktoren. Man beachte ferner,
daB 0,429 - 0,286 = 0,143. Wenn wir wieder mit ri, ra und r den inneren, auBeren und
laufenden Radius bezeichnen und setzen x = rjra, X = rdra, gilt folgendes :
Hohlzylinder :

o-; = I1r wa - ~22 (i ~22 ) (I1r wa - I1r wi) + 0,429 (1 - x2
) (1 - ~:) eu~. 17.8(11)

Maximum von I1r w in

17.8(12)

Die Radialkomponente der Wamiespannung verschwindet in ri und ra, womit

I
ra[r ] r 1' Ef3 2rr . 1 2 dT 1 2 dT

I1rT = 1 _ v r3(1 _ X2) j ~ rf r dr dr dr - ~ rf r dr dr
~ ~ ~

17.8(15)

17.8(16)



Vollzylinder :

J7 .U Die Berechnung del' Schrumpfvcrbindungen

<1r., = <1r .,a + 0,429 (1 - x2
) eu~ ;

<1p., = <1r .,a + (0,429 - 0,286x2
) eu~ ;

<1{).,a = <1r wa + 0,143eu~ ;

"a ( r )_ EfJ • 1 2dT .
<1rT - 1 _ v,J -:;:3 ! r a;;: dr dr,

r

' - EfJ J' 2dTd .
<1rT - - (1 _ v) r3 r dr r,

o
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17.8(17)

17.8(18)

17.8(19)

17.8(20)

17.8(21)

17.8(22)

Sowohl beim hohlen als auch vollen Zylinder konnte nun die Axialspannung in jedem
Punkt aus Gl. 17.8(5) ermittelt werden. Damit erhielte man den Spannungszustand, fur
den Ca = O. Dies ist aber nicht der wirkliche Spannungszustand. Wie aus der einleitenden
Uberlegung hervorgeht, darf man aber der Axialspannung einen beliebigen konstanten
Betrag iiberlagern, ohne daB dadurch die iibrigen Spannungen verandert werden. Wir
diirfen also an stelle von Gl. 17.8(5) setzen

<1a = K + v(<1{) + <1r) - EfJT . 17.8(23)

Der Wert von K ergibt sich aus der Tatsache, daB der wirkliche Rotor im allgemeinen
keine nennenswerte Axialkraft iibertragen wird, d. h. , es gilt

fa

f <1ar dr = O.
I'i

17.8(24)

Durch Einsetzen von Gl. 17.8(23) in diese Bedingung entsteht eine Bestimmungsgleichung
fiir K, womit fur <1a schlieBlich erhalten wird

17.8(25)

Der volle Zylinder ergibt sich hier einfach mit 'i = O.
Die Berechnung des Spannungszustandes in einem Trommelrotor ist durch die GIn.

17.8(11) his (22) und (25) vollstandig gegeben . Das Verfahren ist dabei insofern einfacher
als bei der Scheibe, als von einem Kranz hier nicht gesprochen werden karin . Es ist viel
mehr die gesamte Fliehkraft der Schaufeln und ihrer FiiBe als ideelle Radialspannung <1r wa

am aufseren Umfang angreifend zu denken. Der Vergleich der Spannungen in der Trommel
mit denjenigen, die unter sonst gleichen Bedingungen in der Scheibe konstanter Dicke
entstehen, zeigt nur geringe Unterschiede der Fliehkraftspannungen, wogegen die Warme
spannungen bei der 'I'rommel urn den Faktor 1((1 - v) = ] ,43 hoher sind.

17.9 Die Bereehnuug der Schrumplverblnduugen

Die nachfolgende Theorie setzt ebenen Spannungs- bzw . Verformungszustand in den
Teilen voraus, die durch Sehrumpfverbindung zusammengefiigt werden. Bei einer Anord
nung nach Abb . 17.9.1a kann diese Annahme als gut erfiillt gelten, sofern mehrere Schei
ben dicht nebeneinander auf der Welle sitzen und man nicht die Scheiben an beiden
Enden betrachtet. Aber schon bei den Endseheiben wird der Spannungszustand, vollends
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in der Welle, raumlioh. Die Anordnung nach Abb. 17.9.1 b ist stets durch einen raumlichen
Spannungszustand gekennzeichnet und das gilt ganz offensichtlich in hohem MaBe fur
die Form nach Abb. 17.9.1c. Aber auch schon im einfachsten Fall erweist sich das Pro
blem bei genauerem Zusehen als komplexer als man anzunehmen geneigt ist. Das sei
durch folgende einfache Uberlegung aufgezeigt. Man stelle sich vor, daB Soheiben kon
stanter Dicke mit Lochradienverhaltnis X = 0,5 in dichter Folge mit dem Schrumpf
druck P auf eine Welle gesetzt seien ; die ganze Anordnung sei ruhend. Die Rechnung
zeigt, daB dann am Lochrand der Scheibe eine Tangentialspannung u Oi = 1,667p ent
steht, wahrend in der Welle durchweg o, = Uo = -poUntersucht man die Verformungen,
die sich in Welle (Kerper I) und Scheibe (Kerper II) einstellen, wenn sie getrennt dem
Druck P ausgesetzt werden, so erhalt man u. a. Axialdehnungen, die gegeben sind durch

2v 0,667v
fal =JjfP' fall = - -E--P,

R I
.-1.

a

R
1

b c d

17.9(1)

Abb. 17.9.1. Schrumpfverbindung, a) Scheibe sitzt mit voller Nabenbreite auf Welle; b) Nab e sitzt nur mit
einem Teil ihrer Breite auf Welle ; c) Schrumpfverbindung zwischen Hohltrommel und Wellenstummel;

d) Verschicbungen und Schrumpfmaf3

Die beiden Dehnungen haben sogar verschiedenes Vorzeichen. Sollen beide Kerper an
einander haften, also gleiche Dehnung aufweisen, so ist der vorausgesetzte Spannungs
zustand unmoglich , Nimmt man vereinfachend an , daB sich eine gemeinsame mittlere
Dehnung

_ 1 ( ) 0,667v 0,2p
f a =2 f al + f all = E-P =---yg-

einstelle und daB die Verformung der Welle eben bleibe, so muB diese axial komprimiert
werden, und es entsteht in ihr eine Axialspannung, die gegeben ist durch

Sa = ~ (O"a + 2vp) . ' . O"a = -0,4p.

Der Druckkraft, die so in der Welle entsteht, muB das Gleichgewicht gehalten werden
durch an der Oberflache angreifende Schubspannungen T, die je tiber die halbe Scheiben
breite b gegen die Scheibenmittelebene zu gerichtet sind, d. h . es muB gelten

nRb ITI = nR20"a = 0,4nR2p

mit R als Wellenradius. Druokt man no ch T vermoge des Reibungsbeiwertes Il durch
IT I < IlP aus, so laBt sich die Relation schlieBlich in die Form

Il > 0,4 ~
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bringen. Nun entspricht R Ib = 1 schon einer breiten Nab e. In diesem Falle miillte also fl
mindestens die GroBenordnung 0,4 besitzen , damit kein Gleit en auftritt. Das deckt sich
beachtlich gut mit del' umfassenderen Untersuchung nach Hausler [16]. E s werden Werte
fl = 0,15-0,65 angegeben und als Ergebnis von AuspreBversu chen fl = 0,45. Da prak
t isch auch weit groBere Verhaltnisse R Ib vorkommen , wird man axiales Gleiten nicht aus 
schlieBen konnen, In F allen, wo das unbedingt vermieden werden muB , wie bei del' An 
ordnung nach Abb.17.9.1 c, pflegt man Bolzen zur axi alen Lagesicherung vorzusehen und
sollt e iiberdies R Ib 1"1::1 1 ni cht iiberschreiten .

Nachfolgend wird stets durch einen Akzent auf den Innenkorper I , durch zwei Akzente
auf den Aulsenkorper II verwiesen. Wenn ebener Spannungszustand vorau sgesetzt wird
und man beachtet, daB die R adialverschiebung v stets die mit R multiplizierte Tangential
dehnung e(} ist, gilt fur den AuBenrand des Innenkorpers I mit a;a = -P

o' = R [~' (a~a + vp) + (J'T(R)], 17.9(2)

wobei die Temperatur T(R) von del' U. igebungstemperatur aus zu re chnen ist . Fur kon
st ant es T ' ergibt sich nach den AusfUhrungen unter 17.5 das folgende:

Kerper I ohne L och: a~a = -p + O,175e(Rw)2,

o' = -R {~' [(1 - v) p - 0,175e(Rw)2] + (J 'T (R )} . 17.9(3)

Kerper II mit Loch von Radienverhaltni s X = r1 , .f.( :

a~a = - [1 + 1 ~~2 ] P + [0,175 + 0,824X 2] e(Rw)2,

v' = - ;, {[1- v +- 1~~2] P - [0,175 + 0,824X 2] e(Rw )2} + R{J 'T( R ). 17.9(4)

Die Formeln lassen sich notfalls nach den Angaben un t er 17.5 verallgemeinern, um einen
beliebigen Temperaturverlauf zu berucksichti gen. Es konnen auch stattdessen die fur den
ebenen Verformungszustand gult igen Beziehungen von 17.8 herangezogen werden . In
diesen treten abel' die Axi alspannungen auf, und da diese nach dem eingangs Gesagt en
ohnehin nicht genau bekannt sind, wird sich die Komplikation mei st ni cht lohnen , um so
mehr als die Unterschiede nul' klein sind.

Die Radialverschiebung am Innenrand des Aufsenkorpers II ist

v" = R [;, (a;;i + vp) + (J"T(R)] . 17.9(5)

In diesel' Gleichung sind au s del' Scheibenrechnung rechts aIle GroBen bekannt. Das vor
zusehende SchrumpfmaB Llr erg ibt sich zu

zlr = v" - v', 17.9(6)

wobei v' mindestens ohne TemperatureinfluB negativ wird (vgI. auch Abb . 17.9.1 d) .
Irn St illst and und be i ausgeglichener Temperatur ents t eht mit dem so gegebenen

SchrumpfmaB zlr ein Schrumpfdruck Po' del' groBer ist als das fiir den Betrieb zugrunde
gelegte p und folgendermaBen bestimmt wird. Man bereohnet fiir w = °und ohne Tern
peraturglieder die Spannungsver t eilung in del' Scheibe , die entsteht durch einen beliebig
gewahlt en Schrumpfdruck p bei einer R adialspannung ara = °am AuBenrand. Damit
erhalt man insbesondere die R adialverschiebung v". Ebenso erhalt man nach den GIn .
17.9(3) oder (4) v'. Damit findet sich del' wahre Schrumpfdruck aus

Ll r _
PO= v" +!V'I P, 17.9(7)

und die Spannungen sind im gleichen Verhaltnis umzurechnen.



272 17 Festigkeit del' Rotoren

Allgemein nimmt del' Schrumpfdruck mit zunehmender Winkelgeschwindigkeit ab,
und es existiert eine Winkelgeschwindigkeit w, bei del' er verschwindet, wenn die gleiche
Temperaturverteilung vorausgesetzt wird wie im Normalbetrieb . Diese Winkelgeschwin
digkeit darf niemals erreicht werden, da sonst die Zentrierung nicht mehr gewahrleistet
ware. Sie bestimmt sich wie folgt. Man bereehnet fur den inneren und aufseren Karpel'
die Spannungsverteilung mit einem Sehrumpfdruek p = 0 und mit einem o££engelassenen
Wert w del' Winkelgesehwindigkeit. Insbesondere findet man so am AuBenrand von I
und am Innenrand von II

o'~a = aw2 + b, 17.9(8)

Die Werte a, b, c, d gehen aus eben diesel' Reehnung hervor ; b und d ruhren von del' Tern
peraturverteilung her und versehwinden fur ausgegliehene Temperatur. Die Radial
versehiebungen v' und u" fur diese Spannungszustande sind

o' = R [~~ + (J'T(R)] , v" = R [;ii, + (J"T(R)]. 17.9(9)

Im gesuehten Laufzustand w = wist G1. 17.9(6) eben noeh erfiillt, da ja noeh kein Spiel
zwischen den beiden Teilen besteht. Wenn man also in 17.9(6) die v' und o" noeh dureh
17.9(9) ersetzt und dort fur die Spannungen noeh die Ausdriieke 17.9(8) einsetzt, erhalt
man

L1r = cw
2 + d + (J"T(R) _ aw

2 + b _ (J'T(R)
R E" E' . 17.9(10)

17.9(11)

Hier ist w sogleieh dureh wersetzt, denn nul' bei diesel' Winkelgesehwindigkeit gelten
die GIn. 17.9(6) und (8) gleichzeitig. Durch Umgruppieren findet man

• 2 [ C a ] _ L1r d b ({J" (J') T(R)
w E" - E' - R- - E" + E' - - .

Dadurch ist wbestimmt.
Die Genauigkeit solcher Rechnungen, die ebenen Spannungszustand voraussetzen, ist

naturgemaf begrenzt. In Fallen wie Abb, 17.9.1b kann man entweder mit einem ideellen
verminderten Schrumpfdruck rechnen, del' auf die volle Breite b einwirkt, oder man kann
mit dem e££ektiven b' und dem wahren Schrumpfdruck reehnen, da£iir abel' mit einer
ideellen Scheibenkontur gemaB del' gestrichelten Eintragung. Nur noeh ganz iiberschlagig
sind solche Rechnungen bei Bauformen wie Abb. 17.9.1e. Sebald hohe Genauigkeit
gefordert ist, wird man heute zur Rechnung mit finiten Elementen greifen.

17.10 Erganzendes zur Spannungsberechnung

In den vorangehenden Abschnitten sind stets einfache Formen - Ring, Scheibe,
Zylinder - zugrunde gelegt, die auf ebenen Spannungs- oder Verformungszustand £iihren,
del' selbstverstandlich rotationssymmetrisch ist. In del' Nahe del' Schaufelbefestigung
herrscht zwar oft nicht Rotationssymmetrie, doch wird diesel' Teil ohnehin fiir sich
behandelt. Eine Storung del' Rotationssymmetrie tritt aueh ein, wenn eine Scheibe Locher
aufweist (zum Druckausgleich oder bei gewissen Bauformen aueh zur Dureh£iihrung von
Zugankern). Die an solehen Lochrandern auftretenden Spannungsspitzen lassen sieh abel'
leieht ermitteln, vg1. [1, 17, 18]. Hat das Zentrum des Loehes den Abstand r von del'
Drehaehse und sind o'{) und a, die Tangential- und Radialspannungen, die in r ohne Gegen
wart del' Locher auftreten wiirden, so sind die Spannungen in den Punkten A und B
(Abb. 17.10.1) mit guter Naherung gegeben dureh

o'(A) = Kt(Jn - (J" (J(B) = Kr(Jr - o'{), 17.10(1)
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wobei K, und K, aus [18] erschlossen werden konnen und in Abb. 17.10.1 dargestellt
sind in Funktion des Verhaltnisses tid (Lochteilungj'Durchmesser}. Fur sehr weit ausein
anderliegende Locher, also tid -+ 00 , wird K, = K; = 3, vgl. [17]. Haufig wird die Scheibe
im Bereich der Locher etwas verdickt, urn die Grundspannungen herabzusetzen.

3,2

3,0
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Abb . 17.10.1. Fuktoren K , und K, zur Berechnung der Lochrundspannungen an gclochten Scheib en

In den meisten Fallen entsteht eine Komplikation dadurch, daB Scheiben unterein
ander oder mit anderen Elementen verbunden sind. Erfolgt diese Verbindung am Aullen
rand oder in einem mittleten Radius, so haben die Verbindungselemente in der Regel die
Gestalt zylindrischer oder kegliger Schalen. Die Behandlung nach den klassischen Metho
den der Elastizitatstheorie erfolgt derart, daB man die Differentialgleichungen der ein
zelnen scheiben- und schalenformigen Elemente heranzieht und Grenzbedingungen ein
fiihrt, welche die gegenseitige Verbindung beschreiben. Eine umfassende Darstellung
dieser Art der Berechnung gibt Loffler [14].

Soweit nur die Beanspruchung der Scheibe selbst interessiert, gibt Loffler vereinfachte
Unterlagen, die auf Untersuchungen von Burkhardt beruhen. Die fUr die Beanspruchung
der Scheiben malsgebenden Integraleffekte von ringformigen Elementen und Wellen
lassen sich danach wie folgt zusammenfassen. Abb. 17.10.2 zeigt einige Beispiele solcher

a

d

c

e

Abb, 17.10.2. Beispiele effektiver Langen Ie von Kranzen, Nabenkorpern und Wellen. a ) Scheibe mit Kranz;
b) Scheibe mit Nabe; c) aus Scheiben gebildete Trommel; d) einzelne Scheibe mit Wellenstummeln; e) mehrere

Scheibcn, mit Welle ein Stuck bildend
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Elemente, namlich a einen ausladenen Kranz, b eine auskragende Nabe, c eine verbin
dende Zylinderschale, d zwei Wellenstummel und e eine mit den Scheiben einteilige ver
bindende Welle. Solche Elemente komplizieren das Problem dadurch, daB sie in der
Meridianebene eine Verformung erleiden. So wird sich z.B. der Kranz a nach seinen
Aufsenrandern hin ausweiten, also in der Meridianebene verbiegen. Sein Effekt auf die
Scheibe ist der gleiche, wie der eines gedachten, vollig biegesteifen Kranzes, der aber
anstelle der axialen Lange 1 des wirklichen Kranzes eine Lange l, ("effektive Lange")
hatte (vgl. Abb. 17.10.2). Ebenso lassen sich auch fur die anderen Konfigurationen effek
tive Langen le angeben. Stets hat der gedachte Ersatzkorper von der Lange le die Eigen
schaft, daB er iiber die ganze axiale Breite die Radialverschiebungen der Scheibe mit
macht. Man braucht also z.B . bei den Anordnungen b, d und e in der in Betracht kommen
den Zone nur die Scheibendicke beidseitig urn le zu vergrofsem. Zur Berechnung von le
ist zunaohst eine Hilfsgrolle Ceinzufuhren, und zwar ist

fiir frei ausladende Ringe a und b :

fur beidseitig eingespannte Ringe c :

fur herausragende Wellenstummel d :

fur Wellen zwischen Scheiben:

C= lJYrmh

C i::::> O,71JYrmh

C= llR

C i::::> 0,7l1R

Alsdann gibt Abb . 17.10.3 lell in Funktion von C, und zwar die gestrichelte Kurve fiir
den Ring, die ausgezogene fur die Welle. Man erkennt, daB etwa fur C< 0,6 ein Kranz
nach der elementaren Theorie (Abschn. 17.2) berechnet werden kann. Ebenso kann eine
Nabe, die nur so weit vorsteht, daB diese Bedingung erfullt ist, als ein auf voller Breite
mittragender Teil der Scheibe betrachtet werden. - Etwa fUr C> 2,5 verhalten sich die
von den Scheiben entsprechend weit entfernten Teile so, als ob die Scheibe nicht da ware ,
d.h. also sie miissen wie ein freitragender Ring betrachtet werden. Fur C---+ 00 , also fur
eine unendlich lange Welle oder einen unendlich langen Zylinder sind die effektiven
Langen t, i::::> 0,9R (Welle) bzw. t, i::::> 0,8 Vrmh (Zylinderschale).

Abb. 17.10.3. Verhaltnis lell in Funktion des
maJ3gebenden Parameters'. Na ch Lallier [14]
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Ein auBerst kompliziertes Festigkeitsproblem stellen die Laufrader der Radialverdichter
dar. Die endliche Schaufelzahl beeinfluBt hier das Spannungsfeld so stark, daB die Rota
tionssymmetrie im ganzen Bereich fuhlbar gestort ist. Deshalb sind alle klassischen
Methoden von vornherein nur einfache Naherungen. Schilhansl [19] behandelt das Pro
blem des halboffenen Rades mit radialstehenden Schaufeln, und eine formal etwas anders
ausgestaltete Version dieser Theorie findet sich in der 2. Aufl. dieses Buches . Schlachter [20]
erweitert die Theorie auf den Fall des Rades mit Deckscheibe. Voraussetzung ist dabei
rotationssymmetrischer Verformungszustand, der die Eigenschaft hat, daB urspriinglich
zylindrische Schnitte (Zylinderachse ist die Drehachse) bei der Verformung in Kegel iiber
gehen. Das ermoglicht die Berechnung nach den Methoden der klassischen Elastizitats-
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theorie. Es setzt aber voraus, daB die Schaufelblatter in Meridianebenen liegen. Nur schon
der gekrummte Eintrittsteil der halboffenen Rader (,inducer') laBt sich so nicht berechnen
und vollends nicht die komplizierteren Schaufelformen der geschlossenen Rader. In sol
chen Fallen muB man mit mehr oder weniger groben Schatzungen in die Rechnung ein
gehen, damit sie uberhaupt durchfiihrbar wird.

Die Methoden der klassischen Elastizitatatheorie versagen aber auch oft bei Rotoren,
deren Geometrie ihre Anwendung eigentlich noch zulassen wurde, narnlioh dann, wenn
kompliziertere Temperaturfelder mitberucksichtigt werden mussen. Sowohl bei der Scheibe
als auch bei der zylindrischen Trommel war eine nur vom Radius abhangige Temperatur
vorausgesetzt worden, was oft keine genugende Naherung fur die wirklichen Verhaltnisse
darstellt.

In allen Fallen, wo die Moglichkeiten der klassischen Elastizitatstheorie uberschritten
werden - und das trifft fast immer zu , sobald die Spannungen sehr genau ermittelt
werden mussen - greift man heute zur Methode der .finilen Elemente , vgl. die Darstellung
unter 15.6 oder etwa Gallagher [21]. Anwendungen dieser Methode auf Rotoren beschreiben
z.B. Hahn [22, 23] und Fister und H eiderich [24]. Man hat so nicht nur die Mogliohkeit,
weitgehend beliebige Forrnen und Temperaturverteilungen behandeln zu konnen, sondern

R
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Abb . 17.10.4. Mit finiten Elementen berechnete Verteilung der Vergleichsspannung im Rotor einer halbtourigen
ND-Turbine, der durch Schwei3ung aus Scheiben aufgebaut ist , Oben Raster der finiten Elemente, unten Linien

gleicher Vergleichsspannung (RRe)
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erhalt rechnerisch auch solche Effekte wie Spannungsspitzen an Ausrundungen und dgl.
Auch Spannungsverteilungen in Kupplungen, die bei modernen GroBdampfturbinen sehr
hoch beanspruchte Elemente sind, werden so berechnet. Abb. 17.10.4 gibt ein Beispiel
einer so berechneten Spannungsverteilung.

Ein weiteres Problem entsteht, wenn die Temperatur Werte erreicht bei denen der
Werkstoff kriecht. Fur Scheiben und Zylinder hat Wahl [25, 26] in mehreren Veroffent
lichungen einfache Berechnungsmethoden angegeben, die auf einem Produktansatz fur
das Kriechgesetz beruhen und in den friiheren Auflagen dieses Buches angegeben waren.
Allgemeiner, aber auch wesentlich komplizierter ist die Theorie, wie sie bei Odqoist und
Hult [27] zu finden ist. AIle diese Theorien, soweit sie Rotoren zum Gegenstand haben,
sind im Zusammenhang mit dem Aufkommen der Gasturbine entstanden. Moderne Gas
turbinenrotoren sind aber stets so stark gekuhlt, daB praktisch das Kriechen nicht mehr
auftritt. Es sind vielmehr die HD- und MD-Liiufer der Dampfturbinen, die berei chsweise
Temperaturen annehmen, bei den en viskoplastisches Verhalten vorliegt. Hierbei handelt
es sich aber stets nur urn einen Teil des Korpers , und Geometrie und Temperaturbedin
gungen sind so, daB die Voraussetzungen jener alteren Theorien nicht mehr gegeben sind.
Rechnet man rein elastisch - was die Regel ist - so iibersohatzt man die Spannungs
spitzen, ein Fehler, der auf der sicheren Seite liegt. Wird eine genauere Untersuchung
notwendig, dann steht heute wiederum das Verfahren der finiten Elemente zur Verfugung,
und zwar in der unter 15.7 beschriebenen Form. Dabei wird die zeitliche Entwicklung
des Spannungszustandes berechnet, nicht nur ein asymptotischer Endzustand wie etwa
bei Wahl. Dies ist fur die Beurteilung der Leben sdauer wesentlich. Allerdings ist der
rechnerische Aufwand sehr groB.

17.11 Die Beurteilung des Spannungszustandes in Rotoren

Auf einfache Weise laBt sich mindestens in guter Naherung berechnen, bei welcher
Drehzahl der Bruch des Rotors durch Erschopfung der Tragfahigkeit des Werkstoffes zu
erwarten ware. Betrachtet man fur eine Lauferscheibe (Abb. 17.11.1) das Gleichgewicht
an einem Sektor vom Zentriwinkel dcp, so ist offenbar

ra

T dcp = (Yaraura + YiriP) dcp + (}W
2 J r2ydr dcp,

ri
17.11(1)

wo P der (positiv gerechnete) Betrag des allfalligen Schrumpfdruckes in ri ist und T die
gesamte in einem Meridianschnitt der Scheibe auftretende Normalkraft. Sie ist

"a

T = J (JoY dr .
ri

17.11(2)

dra.

Abb . 17.11.1. Gleichgewichtsbetrachtung
an einem Sektor einer Lauferschcibe
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Daher erfiillt jeder in der Scheibe mogliche Spannungszustand die Gleichung

~ ~

f l10Y dr = (Yaral1ra + YiriP) + (! W
2 f r2y dr ,

~ ri
17.11(3)

17.11(4)

wobei im FaIle der ungelochten Scheibe (ri = 0) oder fehlender Schrumpfspannung das
zweite Glied des Klammerausdruckes wegfallt.

Wenn die Drehzahl immer weiter geste igert wird , so wird vorn Zentrum ausgehend
ein immer weiterer Bereich der Scheibe plastisch verformt, bis die Plastifizierung schlieB
lich die ganze Scheibe erfaBt hat. Der Betrachtung mage das vereinfachte Spannungs
Dehnungs-Diagramm nach Abb . 15.13.1 zugrunde gelegt werden , das eine Abweichung
gegenuber dem wirkli chen Werkstoffverhalten ergibt , die auf der sicheren Seite liegt.
Praktisch ist stets (1 1) die grofs te Spannungskomponente. Trotzdem tritt Plastifizierung im
aIlgemeinen nicht dann ein , wenn sie den Wert der Fli eBgrenze I1F erreicht , denn das gilt
nur im einachsigen Spannungszustand. Im mehrachsigen FaIle muB die graBte Haupt
spannung einen Wert

erreichen. Dabei hangt 'i) vom Verh altnis der Hauptspannungen ab, und zwar in einer
Weise, die durch die Anstrengungshypothese bestimmt wird. Es seien 111> 112, 113 allgemein
die drei Hauptspannungen , 111 die grofite . Dann ist 'i) eine Funktion von 112/111 und 113/111>
die in Abb . 17.11.2 dargesteIlt ist, und zwar a fiir die Gleitarbeitshypothese (v. Mises),
b fUr die Schubspannungshypothese (Tres ca) . Bei ebenem Spannungszustand, der an
genommen werden darf, liegt demnach fur die Hypothese a der Wert 'i) zwischen 1 und
1,15, fur die Hypothese b ist er genau 1. Dieser letztere Wert mage zunachst zugrunde
gelegt werden, wobei am SchluB gegebenenfaIls noch eine Berichtigung vorgenommen
werden kann, wenn man die genauere Hypothese zugrunde legen will . Man beachte, daB
die genannten 'i)-Werte nur dann zutreffen , wenn keine negativen Radialspannungen auf
treten. Das darf auch in dem F aIle vorausgesetzt worden , wo eine Schrumpfverbindung
vorgesehen ist, denn in dern zu untersuchenden Zustand der vollstandigen Plastifizierung
ist der Schrumpfdruck ste ts verschwunden.

a. b
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Abb. 17.11.2. a ) Faktor rJ naeh der Oleit arb eitshypothese ; b) Fak tor rJ nach der Schubspannungshypothese

Unter diesen vereinfachenden Voraussetzungen ist die gesuchte Bruchdrehzahl dann
erreicht, wenn im ganzen tragenden Querschnitt die Tangentialspannung (iF herrscht,
denn eine graBere ist nicht moglich . Wenn man mit Index 0 die GraBen kennzeichnet,
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17.11(5)

17.11(6)

17.11(7)

die auftreten bei del' Winkelgeschwindigkeit WO' fur welche die Scheibe gerechnet ist und
beachtet, daB ara proportional w 2 ist, geht G1. 17.11(3) fur die gesuchte Winkelgeschwin
digkeit wp (vollstandige Plastifikation) iiber in

r
a (2[ r

a]
a1" J Y dr = Wp) YaradraO + eW5 I r2y dr .

~ % ~

In diesel' Form ist die Gleichung direkt benutzbar, wenn kein Kranz vorhanden ist, del'
Umfangskrafte iibertragt. Ist ein solcher vorhanden und ist f sein Querschnitt, IXf del'
Umfangskrafte ubertragende Anteil desselben, Uk seine Umfangsgeschwindigkeit im
Schwerpunkt, so ist G1. 17.11(5) in folgender Weise zu verallgemeinern. Da die Plastifika
tion erst abgeschlossen ist, wenn auch del' Kranz plastifiziert ist, muB man zum links ste
henden Integral noch IXf beifugen. Sind z, fN, o, die Schaufelzahl, del' Schaufelwurzel
querschnitt und die Fliehkraftspannung in diesem , dann iibt ein geschaufeltes Kranz
stuck von del' Bogenlange dlp die Fliehkraft

[Zf;;z + feu~] dlp

aus. Demgemaf ist Yaradra zu ersetzen durch den Ausdruck, del' hier in eckiger Klammer
steht. So geht schlieBlich G1. 17.11(5) iiber in

[
"a ]'W )2 [Zf a r

a]

a1" / ydr + IXf = (~ ~+feu'fo + eW5 / r2ydr .

In diesel' Gleichung, oder wenn kein Kranz vorhanden ist in G1. 17.11(5), ist alles bekannt
auBer wp, womit diese gesuchte GroBe berechenbar ist.

Wenn man die Untersuchung noch verfeinern will durch EinfUhrung del' Gleitarbeits-
hypothese, also 'fJ =1= 1, so kann dies wie folgt geschehen. Nach G1. 17.3(2) ist

d 1 r

d
- (o, yr) = Y(d{) - er2( 2) .. . a, = - I Y(d{) - er2( 2) dr.

r yr ri

Nun berechnet man zunachst wp wie angegeben, setzt dieses und do = d1" in 17.11(7) ein,
erhalt so ar(r) und kann somit in jedem Radius «[a; = dr!aF berechnen. Damit hat man
abel' auch 'fJ(r) , mithin d~(r). Alsdann ersetzt man in 17.11(5) oder (6) das links stehende
Integral mit dem vorausgehenden Faktor a1" durch

ra

I a~y dr
ri

und berechnet wp neu. Grundsatzlich ist zu iterieren, indem man jetzt in 17.11(7) a{) durch
d~ ersetzt.

Hat man wp bestimmt, so ist Sb = (wp!w)2 del' rein statische Sicherheitsfaktor gegen
Bersten des Rotors, wenn diesel' mit del' Winkelgeschwindigkeit w lauft. Er muB im
Extremfall, also beim Ausschleudern, mindestens noch etwa 1,5 betragen. Die Drehzahl
des Ausschleuderns liegt ublicherweise etwa 25% tiber del' Betriebsdrehzah1. Selbstver
standlich versucht man, hier moglichst viel Reserve zu haben. Abb . 17.11.3 zeigt das
Ergebnis einer Spannungsrechnung (rein elastisch), fur den ND-Rotor einer halbtourigen
Dampfturbine eines Kernkraftwerkes, und zwar fur das Doppelte del' Normaldrehzah1.
Man erkennt, daB die FlieBgrenze nul' bereichsweise wenig uberschritten wird. Es wiirde
also noch keine volle Plastifikation stattfinden. Somit wiirde also del' Rotor selbst dann
nicht explodieren, wenn die Maschine infolge Versagens auch del' Sicherheitsregelung
durchbrennen wiirde.
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Mit w p ist erst ein e auBerst e Grenze gegeben , und selbstverst andlich sind weitere Kon
trollen notwendig im Hinblick auf die Sprodbruchgefahr durch Werkstoffermiidung. Die
F estigkeitsrechnung liefert Maximalwerte der Vergleichsspannung in irgendwelchen aus 
gezeichneten Punkten , vor allem am Umfan g der Zentralbohrung, wo eine solche vor 
handen ist, an allfa lligen sonstigen Lochrandern und allgemein an Ausrundungen, Quer 
schnit tsubergangen und dgl. Zu diesen Hoehstspannungen liefert die thermische Bean
spruchung bei transienten Vorgangen (Inbetriebsetzung usw.) im allgemeinen einen wesent
lichen Beitrag. Die Beanspruchungen haben daher qu asizyklischen Charakter, sind oft
sehr hoch , - nicht selte n ortlich iiberelastisch - und es muB daher die Frage der L ebens
dauer (d.h. der sicher beherrschbaren Zyklenzahl) iiberpriift werden. Wo solche Spannungs
bzw. Verformungsspitzen auft re ten an der Oberfl ache des Bauteiles, und zwar an solchen
Orten, wo leicht gepriift werden kann, ob keine F ehlstellen vorhanden sind , konnen die
Kriterien zur Anwendung gebracht werden, die bei nicht kriechenden Werkstoffen unter
15.9 und 15.11 erlautert und unter 15.13 c) zusammengefaBt sind. Die einfache Regel, an
solchen Stellen rechnerische Spannungsspitzen bis 2 0'p zuzulassen, gewahrleistet dabei mit
einem Sicherheitsfaktor S~ = 2 meist no ch eine Lebensdauer von einigen 1 000 Zyklen.

Abb. 17.11.3. Ver teilung der Verg leichsspannung im Rotor einer halb tourigen ND-Turbine be i der Durch
brenndrehzahl, die gleich dem Doppelten der Norrnaldrehza hl ist, Angegeben ist das Verha lt nis der Vergleichs 

spa nnung zur Fliellgrenze

In hoher Temperatur, wo viskoplastisches Verhalten auftritt, sind die Untersuchungen
unter 15.8, 15.10 und die Zusammenfassung unter 15.13d heranzuziehen . Wo man die
notigen Werkstoffunterlagen hat, ist besonders die auf bruchmechanischen Ub erlegungen
beruhende Methode von M ajumdar und Maiya vorteilhaft, vgl. 15.1 2 und 15.13. Bei den
im Dampfturbinenbau iiblichen Werkstofftypen (bei Dampfturbinen kann diese Tempe
ratursituation vor allem auft re te n ) fiihrt auch das Verhalten der Unterteilung des Deh
nungsb ereiches zu befri edigenden Ergebnissen.

Diese Kontrollen konnen geniigen bei verhaltniemaffig kleinen Schmiedestlicken, bei
denen eine sehr gute Durchschmiedung und damit H omogenitat vorausgesetzt werden
darf und die sehr gut gepriift werden konnen . Bei groBen Schmiedest iicken , in der en
Innerem herstellungsbedingte makroskopische Fehlstellen kaum ganz auszuschlieBen sind,
sind zusatzlich die Krit erien der Bruchmechanik heranzuziehen. Hier handelt es sich also
nicht urn eigentliche Spannungsspitzen an der Oberflache, sondern urn die hochsten Span 
nungen im Inneren . Nach den Ausfiih rungen un ter 15.12 ist die Zyklenz ahl bis zum Bruch
ab zuschatzen, wobei die urspriingliche Rilllan ge a nach Erfahrung einzusetzen und am
ausgefiihrte n Werkstii ck durch Ultraschallpriifung zu verifizieren ist, vgl. [23, 28]. Damit
ist man in der R egel auf wesentlich tiefere zul assige Spannungs werte gefiihrt als nach
anderen Kriterien. Zentralbohrungen in groBen Schmiedestucken sollten in dieser Weise
untersucht werden , da in ihrer unmittelbaren Nah e F ehl st ellen vorhanden sein konnen ,
die nicht sichtbar sind .
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Dauerwechselbeanspruchungen sind Rotoren norrnalerweise hdchstens in un mittel
barer Nahe del' Schaufelbefestigung ausgesetzt, und diese sind zu behandeln wie die FuB
partie del' Schaufeln selbst. Hohe Dauerwechselbeanspruchungen ganzer Scheiben konnen
entstehen bei Scheibenschwingungen. Resonanzschwingungen diesel' Art sind abel' hoch
gradig gefahrlich und miissen unbedingt vermieden werden. Hingegen konnen die fur die
Werkstoffermiidung maligebenden Daten durch Korrosion drastisch herabgesetzt werden,
was VOl' allem bei NaBdampfturbinen zu beachten ist, vgl. [29]. In diesem Zusammenhang
hat sich auch die Dauerwechselfestigkeit schon als bedeutsam erwiesen, ns.rnlich bei halb
tourigen ND-Turbinen mit auf die Welle aufgeschrumpften Scheiben, vgl. [29, 30]. Im
Stillstand ist del' Schrumpfdruck am groBten. Diesel' groBen Druckspannung iiberlagert
sich nun eine durch das groBe Laufergewicht bedingte Wechselspannung, sobald die Dreh
vorrichtung in Betrieb ist. Es entstand in dem in [29, 30] beschriebenen Fall eine Ampli
tude del' Vergleichsspannung, welche die durch Korrosion stark herabgesetzte Dauer
wechselfestigkeit iiberschritt und so zu Rissen in del' Welle fiihrte .

Alle Untersuchungen tiber die Lebensdauer fiihren unmittelbar auf einen Zeitsicher
heitsfaktor St. Welchen Wert diesel' mindestens haben mull, hangt. ab von del' Zuverlassig
keit del' empirischen Unterlagen und del' Genauigkeit del' Rechnung. Man wird abel' unter
giinstigsten Bedingungen kaum unter S, = 3 gehen durfen. Del' Beanspruchungs-Sicher
heitsfaktor liegt dann in del' GroBenordnung Sb = 1,4.

Abb. 17.11.4. Veriauf der Tangentialspannungen
in einer Scheibe unter Beriicksichtigung des Flie13ens
in der Nahe der Riinder des zentralen Laches, fiir

rotierenden lind ruhenden Zustand

u:'-i:
'-'-'-_._. r

Spannungsver/auf
inRuhezusland

u C

U",i - - - - \\ a".+/(ui

\\
A \\ B

Erganzend sei noch darauf hingewiesen, wie del' Spannungsverlauf einer Scheibe mit
zentralem Loch bestimmt werden kann, wenn in einem erheblichen Bereich um dieses
herum eine Plastifikation stattgefunden hat (was bei aufgeschrumpften Scheiben zu ver
meiden ist, damit ein geniigender Schrumpfdruck erhalten bleibt). Es moge das Spannungs
Dehnungs-Diagramm Abb. 15.13.1 vorausgesetzt werden und del' Einfachheit halber die
Schubspannungshypothese, weil dann im plastifizierten Bereich rtf) = rtF' In Abb. 17.11.4
ist del' elastisch gerechnete Spannungsverlauf gestrichelt eingetragen. Durch die Plastifi
kation wird die Spannungsspitze bei rtF abgeschnitten. Del' nun so veranderte Spannungs
verlauf wiirde abel' die Gleichgewichtsbedingung Gl. 17.11(3) nicht mehr erfullen, weshalb
sich eine zusatzliche Verschiebung gemaB del' ausgezogenen Kurve ergibt. Diesel' Span
nungsverlauf kann folgendermaBen aufgefunden werden.

Man bereehnet den Spannungsverlauf in del' ruhenden Scheibe ohne Temperatur
unterschiede, del' sich ergibt, wenn man einzig am Lochrand einen beliebigen Druck p
(z.B. gleich del' Spannungseinheit) einwirkend denkt. Am AuBenrand ist die Radial-
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spannung Null. So findet mall Spannungsverlaufe 0';', o'~. 1m elastisch bleibenden Bereich
auBerhalb B ist dann der korrigierte Spannungsverlauf a, + s«, o'{} + tc«, mit noch
unbekanntem K . In Analogie zu 01. 17.11(3) ist nun zu setzen :

~ ~(~ ~

f (ai) + Ka~) y dr - J [(ai) + Ka~) - o'F] Y dr = Yarao'ra + (}w2 f r2y dr .
'i'i 'i

Das zweite Integral links entspricht dem abgeschnittenen Dreieck ABC, Abb. 17.11.4;
r* ist der Radius, in dem die Spannung den Wert o'F erreicht und hangt von K ab . Nimmt
man noch 01. 17.11(3) mit p = 0 hinzu, so laBt sich obige Gleichung schreiben

ra r*(]{ ) ra
f (o'i) + Ka 'i)) Y dr - f [(o'i) + Ka~) - o'F] Y dr = f o'i)y dr
'i 'i 'i

oder
"a r ' ( J()

K f o'~y dr - f [(al? + Ka~) - aF] Y dr = O.
'i 'i

17.11(8)

Dies ist eine Bestimmungsgleichung fiir K , die durch probeweises Einsetzen zu Iosen ist.
Damit hat man den gesuchten Spannungsverlauf. Nach Stillsetzen der Maschine und
Temperaturausgleich bleibt eine Spannung iibrig, die in r > r* den Wert s»;hat, wahrend
sie am Lochrand selbst, also in ri einen Wert annimmt, der durch

Ka~i - (o'~i + Ka~i - aF) = o'F - a~i

gegeben ist (vgl. Abb. 17.11.4).

17.12 Gestaltung von Rotoren

17.11(9)

Grundsatelich die einfachste Bauform ist der einteilig geschmiedete Rotor. Er hat sich
in dem MaBe eingefiihrt als die Schmiedetechnik in der Lage war, groBe Schmiedestiicke
herzustellen, die den notigen Qualitatsanforderungen geniigen und ist heute die meist
verbreitete Ausfiihrung bei Dampfturbinen. Beispiele zeigen Abb. 17.12 .1 und 2. Die bei
Gleiehdruekturbinen iibliehe Form, bei der dureh Eindrehungen Seheiben gebildet werden,
hat den Vorteil, daB Rotormasse und Anwarrnzeiten vermindert werden. - Es ist eine
alte Streitfrage, ob es zweckrnafsig sei, solehe Rotoren zum Zweeke der Werkstoffkontrolle
langs ihrer Aehse zu durehbohren. Man verspricht sieh davon die Entfernung von Fehl
stellen, die im Sehmiedestiiek vor allem dort auftreten, ferner die Mogliehkeit, magnetisehe
RiBpriifungen durehzufiihren und aus jener Zone Probenmaterial zu gewinnen. Dem steht
der Nachteil gegeniiber, daB die Spannungsspitze am Lochrand das Doppelte der Span
nung ist, die sonst vorhanden ware. Selbst kleine Fehler in der Nahe des Loehrandes, die
durch die Magnetpriifung nicht entdeckt werden, wirken sieh, weil sie im Gebiet erhohter
Spannung Iiegen, ungleich starker aus, als dies ohne Loch der Fall ware. Anderseits hat
die Ultrasehallpriifung einen solchen Stand erreieht, daB sie auch relativ kleine Fehler
zuverlassig feststellen kann . Die bruchmeehanisehe Nachrechnung gibt dann die Moglich
keit der Beurteilung und zeigt regelmaBig, daB ohne Loch ein hoheres MaB von Sieherheit
gewahrleistet ist. Bei der heutigen Lage der Dinge diirfte es also rich tiger sein, auf die
Bohrung zu verziehten.

Wo man den einteilig geschmiedeten Rotor nicht anwenden kann oder will, ist der
geballte Rotor haufig im Oebrauch. Die alteste Art der Verbindung zwischen den einzelnen
Rotorteilen ist dabei die Schrumpfverbindung. Auf eine Welle aufgeschrumpfte Seheiben
waren urspriinglich kennzeichnend fur alle Gleiehdruckturbinen und sind allmahlich ver
schwunden, als die Schmiedeteehnik den Ubergang zum einteiligen Rotor errnoglichte.
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284 17 Festigkeit der Rotoren

Die auBerordentlich groBen Rotoren der ND-Turbinen halbtouriger Maschinen lassen sich
aber nicht einteilig herstellen, weshalb hierwieder auf die Konstruktion mit aufgeschrumpf
ten Scheiben zurilckgegriffen wurde (vgl. Abb . 17.12.3). Bei mehrstufigen Radialverdich
tern sind auf die Welle aufgeschrumpfte Rader stets die normale Ausfiihrungsform
gewesen, z.B . Abb. 17.12.4.

Abb . 17.12.3. Halbtourige ND-Turbine, Liiuferseheiben auf Welle aufgeschrumpft (KWU)

Abb. 17.12.4. Radialverdichterlaufrad, auf Welle
aufgeschrumpft, Lagesicherung durch Zapfen

(Sulzer)
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Urn die Scheiben auf del' Welle gegen Verdrehen zu sichern, war es allgemein iiblich,
Keile vorzusehen. Die Spannungsspitzen an den Keilbahnen in del' Zone, wo die Spannun
gen ohnehin ihre hochsten Werte aufnehmen, konnen abel' zu einer ernsten Gefahrdung
fiihren, besonders in ND-Dampfturbinen, wo die Ermudungsgrenzen des Werkstoffes
durch Korrosion stark herabgesetzt werden konnen . Es sind daher schon Rotorexplo
sionen aufgetreten, die von del' Keilbahn ihren Ausgang nahmen, vgl. [31, 32]. Die Unter
suchung zeigt indessen, daB es bei den halbtourigen ND-Dampfturbinen moglioh ist, die
Auslegung so zu wahlen, daB die Reibung geniigt, urn nicht nul' das Vollastdrehmoment
zu iibertragen, sondern sogar das KurzschluBmoment, das bis zum Fiinffachen des Voll
lastdrehmomentes ansteigen kann. Man beachte, daB Reibungskoeffizienten von 0,45
durchaus erreichbar sind, abel' selbst mit 0,2 ist das Problem losbar. Will man Keile zur
Lagefixierung anordnen, so sollten diese die Kontaktflache zwischen Welle und Scheibe
nicht durchqueren, sondern in iiberstehende Randel' del' Nabe eingreifen, die keine
Schrumpfspannung erfahren und weniger hoch beansprucht sind.

Abb . 17.12.4 zeigt eine Losung, die bei Radialverdichtern von Sulzer angewandt wird.
Die Sicherung gegen Drehung des Rades auf del' Welle wird durch radiale Zapfen gewahr
leistet. Diese sichern die Zentrierung auch bei beliebiger Ausdehnung des Rades, ein
Gedanke, del' schon bei del' Ljungstrom-Radialturbine konsequent zur Anwendung kam.
Bei diesel' Anordnung darf also del' Schrumpfdruck im Betriebe verschwinden. - Abb.
17.12.5 zeigt den Rotor einer ND-'l'urbine von Westinghouse mit aufgeschrumpften
Scheiben del' Endstufen, die durch SchweiBung an dunnen Randern no ch zusatzlich
gesichert sind. Diese Scheiben sind kleine Schmiedestiicke, konnen also aus hochwertigem
Werkstoff sehr fehlerfrei geliefert werden.

Hohle Trommelrotoren fur maBige Umfangsgeschwindigkeiten konnen durch Schrump
fung mit dem Wellenende verbunden werden (Abb. 17.12.6). Sie sind etwas leichter als
volle Trommelrotoren und rascher durchgewarrnt als diese . Auch ist die Werkstoff-

Abb. 17.12.5. Laufer eine<ND-Turbine :mit aufgeschrumpften
Scheiben der Endstufen, Lagesicherung durch Schweil3ung

an diinnen Randern (Westinghouse)

Abb. 17.12.G. Schrumpfverb indung zwischen
Trommelrotor und Wellenende

Abb. 17.12.7. Gasturbinenrotor von General Electric.
Rotor besteht aus Scheiben und Zwischenringen,
die durch 12 Anker am Umfang zusammengezogen

werden. 1m Zentrum Kiihlluftzufuhr
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kontrolle erleichtert und die Wahrscheinlichkeit von Fehlstellen in dem tatsachlich be
nutzten Teil des Schmiedestiickes gering. Die Spannungen liegen aber naturgemafs ver
haltnismabig hoch.

Der Gasturbinenbau hat ebenfalls einteilig geschmiedete 'I'urbinenlaufer verwendet.
Da sie im Hinblick auf die Warmespannungen fur sehr raschen und haufigen Start aber
wenig geeignet sind, hat man sie mehr und mehr verlassen. Die Beherrschung hoher
Umfangsgeschwindigkeiten und die Anordnung der notigen KiihlluftfUhrungen gelingt
zudem mit Scheibenbauarten leichter. Die Schrumpfverbindung scheidet aber aus , vor
allem der raschen 'I'emperaturanderungen wegen. Das fiihrt auf Bauarten, bei denen Schei
ben durch Zuganker zusammengezogen werden. Bei der Konstruktion nach Abb. 17.12.7
(General Electric Co.) sind mehrere Zuganker am Umfang angeordnet, wahrend bei der
jenigen nach Abb. 17.12.8 (KWU) ein zentraler Zuganker vorgesehen ist. Die Dreh
momentiibertragung bedarf bei Konstruktionen mit mehreren Ankern am Umfang keiner
besonderen Vorkehrungen. Bei der Konstruktion mit Zentralanker sind die zylindrischen
Rander, mit denen die Soheibenkorper aneinanderstoBen mit Hirth-Stirnverzahnungen
versehen, die ineinandergreifen und so gleichzeitig fiir Zentrierung und Drehmoment
iibertragung sorgen. Der Zuganker wird torsionsfrei vorgespannt und ist in den Scheiben
mehrfach abgestiitzt, damit seine Eigenschwingungszahl so hoch zu liegen kommt, daB
sie nicht start.

Man ist in der Regel darauf gefiihrt, den Laufer aus einzelnen Scheiben zusammen
zusetzen, sobaid die Schaufeln axial eingesetzt werden sollen, und zwar mit vers chiedenen
Schaufelzahlen der einzelnen Stufen, weil dann die einzelnen Scheiben getrennt gefertigt
werden konnen. Darum hat im Beispiel Abb . 17.12.8 au ch der Axialverdichter diesen
Aufbau, was eine leichte Konstruktion ergibt. Die Rotoren industrieller Axialverdichter
sind oft einteilige Schmiedestiicke.

Die dritte Losung neb en dem einteiligen und dem gebauten Rotor ist der geschwei(Jte
Rotor, der von BBC entwickelt und lange Zeit einzig von dieser Firma verwendet wurde .
In seiner Form kann er weitgehend den jeweiligen Erfordernissen angepallt werden, z.B.
hohle Trommel im HD-Teil, Scheiben im ND-Teil (vgl. Abb. 17.12.9 und 10). Die tiefe

Abb, 17.1:!.10. ND.Dampfturbine von BBC. Geschweil3ter Rotor aus Schciben gebildet
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Tulpennut (Abb . 17.12.11), in die spater das SchweiBgut eingebracht wird, schlieBt unten
mit einer zent rierenden Versatzung, die zunachst mit einer Wolframelektrode durch
geschmolzen wird. Sind die Teile bereits so verbunden, so wird die Nut mit SchweiB
material ausgefiillt, worauf der Rotor spannungsfrei gegliiht wird. Man kommt so mit

Abb, 17.1:2. 11. Tulpennut del' geschweillten
llBC·Rotol'cn

kleineren Schmiedestiicken aus, die sehr gut durchgeschmiedet werden konnen und lauft,
kaum Gefahr, daB sich der Rotor infolge Asymmetrien der Werkstoffstruktur in Funktion
der Temperatur verkriimmt, was bei einteiligen Rotoren gelegent lich auftritt . Die Kon
struktion ist selbst bei halbtourigen Nfr-Laufern anwendbar und zeichnet sich dort durch
besonders giinstige Spannungen aus. Die Fertigbearbeitung kann allerdings erst nach dem
Ausg liihen erfo lgen , weshalb der Rotor in dieser Beziehung den gleichen Beschrankungen
unterworfen ist wie ein einteiliger . - Dieser Na chte il entfallt, wenn man die Pulver
schweiBung durch ElektronenstrahlschweiBung ersetzt, da dann nicht ausgegliih t werden
muB, so daB fertigbearbeitete Teile zusammengeschweiBt werden konnen , Abb . 17.12.12
zeigt einen Gasturbinenrotor von Sulzer, dessen Scheiben miteinander und mit der Welle
durch ElektronenstrahlschweiBung verbunden sind.

Abb. 17.12.12. Gasturbine von Sulzer, Scheiben miteinander und mit del' Welle durch E lektronenstrahl 
schweif3ung verbunden



290 17 Festigkeit der Rotoren

Literatur zu Kap. 17

1. Peterson, R . E.: Stress Concentration Design Factors. New York, London: Wiley, Chapman and Hall 1953.
2. Ruhl, K . H.: Die Tragfahigkeit metallischer Baukorper. Berlin: Ernst & Sohn 1952.
3. Kauderer, H .: Nichtlineare Mechanik. Berlin, Gottingen, Heidelberg: Springer 1958.
4. Biezeno, G. B.; Grammel, R.: Technische Dynamik, 2. Auf!. Berlin, Gottingen, Heidelberg: Springer 1953.
5. Stodola, A.: Dampf- und Gasturbinen, 6. Auf!. Berlin: Springer 1924.
6. Donath, M .: Die Berechnung rotierender Scheiben und Ringe nach einem neuen Verfahren. Berlin 1929.
7. Grammel, R .: Ein neues Verfahren zur Berechnung rotierender Scheiben. Dinglers Poly tech. J. 338 (1923)

217.
8. Honegger, E .: Festigkeitsberechnung von rotierenden konischen Scheiben. ZAMM 7 (1927) 210.
9. Keller, G.: Beitrag zur analytischen Berechnung rotierender Radscheiben. Stodola-Festsehrift, Ziirich 1929,

S.342.
10. Keller, G.: Die Berechnung rotierender Scheiben mit Hilfe von konischen Ringen. Escher-Wyss Mitt.

Nr . 1/2 (1932) 22.
11. Salzmann, F.; Kissel, W. : Kurvenscharen zur Berechnung der Spannungen in rotierenden und ungleich

maflig erwarmten Scheiben nach dem Verfahren von Keller. Escher-Wyss Mitt. Sonderheft ,Dampfturbinen'
(1950/51) 69.

12. Strub, R.: Methode generale de calcul des tensions meeaniques et thermiques dans les disques de profil
quelconque. Bul!. Tech . Suisse Rom. 80 (1954) 97.

13. Manson, S . S.: Determination of Elastic Stresses in Gas Turbine Disks. NACA-Rep. 871 u. NACA-TN 1279.
14. Laffler, K .: Die Berechnung von rotierenden Scheiben und Schalen. Berlin, Gottingen, Heidelberg: Springer

1961.
15. Beglinger, V.: Die Berechnung der elastischen Spannungsverteilung in rotierenden Scheiben bei beliebig

temperaturabhangigen Werkstoffeigenschaften. Mitt. a. d. Inst. f. Therm. Turbomasch. ETH, Nr.13.
Ziirich: Juris-Verlag 1969.

16. Hausler, N.: Zum Mechanismus der Biegemomentiibertragung in Schrumpfverbindungen. Konstruktion
28 (1976) 103-108.

17. Durelli, A . J .; Murray, W. M .: Stress Distribution around an Elliptical Discontinuity in any Two-Dimen-
sional Uniform and Axial System of Combined Stress . Proc . SASA 1 (1943) 19.

18. Schoulz, K . I .: Over den Spannungstoestand in doorborde Platen. Diss. TH Delft 1941.
19. Schilhansl, M. J.: Stress Analysis of a Radial-Flow Rotor. Trans. ASME, J. Eng. Power 84 (1962) 124-130.
20. Schlachter, W.: Vereinfachte Spannungsberechnung in Radialradern mit Deckscheibe. Traupel Festschrift.

Ziirich: Juris-Verlag 1974, S. 273-301.
21. Gallagher, G. H .: Finite-Element-Analysis. Berlin, Heidelberg, New York : Springer 1976.
22. Hohn, A .: Die Rotoren groBer Dampfturbinen. Brown Boveri Mitt. 60 (1973) 404-416.
23. Hohn, A.: Die mechanische Auslegung von Dampfturbogruppen. Brown Boveri Mitt. 63 (1976) 379-391.
24. Fister, W.; Heiderich, H.: Untersuchungen iiber den EinfluB von einigen geometrischen Parametern auf

den Verformungs- und Spannungszustand von Radialverdiehterlaufradern. VDI-Ber. 264 (1976).
25. Wahl, A. M.: Stress Distribution in Rotating Disks Subjected to Creep Including Effects of Variable

Thickness and Temperature. J. App!. Mech. Trans. ASME 79 (1957) 299-305. /
26. Wahl, A. M .: Further Studies of Stress Distribution in Rotating Disks and Cylinders Under Elevated

Temperature Creep Conditions. J . App!. Mech. Trans. ASME 80 (1958) 243-250.
27. Odqvist, K . G.; Hult, J .: Kriechfestigkeit metallischer Werkstoffe. Berlin, Gottingen, Heidelberg: Springer

1962.
28. Mayer, K.H.; Meyer, H. J. ; Rie.B, W.: Betriebsbeanspruchungen der Wellen moderner Dampfturbinen

bestimmen die Anforderungen an die Schmiedestiicke. VGB Kraftwerkstechnik 58 (1978) 529-541.
29. Schieferstein, U.; Schmitz; F .: Korrosions-Zeitschwingfestigkeit von Turbinenwerkstoffen unter betriebs

ahnlichen Beanspruchungen. VGB Kraftwerkstechnik 58 (1978) 193-200.
30. Haas, H. : Grolssehaden durch Turbinen- oder Generatorlaufer, entstanden im Bereich bis zur Schleuder

drehzah!. Der Maschinenschaden 50 (1977) 195-200.
31. Kalderon, D.: Steam Turbine Failure at Hinkley Point 'A'. Proc. Inst, Mech. Eng. 186 (1972) 341-375.
32. Gray, J. L.: Investigation into the Consequences of the Failure of a Turbine-Generator at Hinkley Point 'A'

Power Station. Proc. Inst. Mech. Eng. 186 (1972) 379-390.



18 Festigkeitsprobleme an stillstehenden Teilen

18.1 Allgemeines

Stillstehende Teile, d. h. vor allem Gehauseteile, gehoren zu den Konstruktionsele
menten, die infolge ihrer komplizierten Geometrie den klassisehen Bereehnungsmethoden
nur wenig zuganglioh waren. Man mulste starke Idealisierungen vornehmen, so daB die
Festigkeitsreehnungen nur rohe Abschatzungen waren. Messungen mit Hilfe von Deh
nungsmeBstreifen an ausgefiihrten Teilen lieferten wertvolle Informationen, auf die man
sieh in ahnlioh gelagerten Fallen stiitzen konnte.

Heute wird man dort, wo hohe Beanspruehungen vorliegen und daher eine genauere
Reehnung wunschenswert ist, zur Methode der finiten Elemente greifen. Aueh dann noeh
sind Kontrollversuche notwendig. So sind z.B. die Gehause der ND-Dampfturbinen auf
AuBendruck beansprucht, so daB die Gefahr des Einknickens besteht, bei so kompli
zierten Bauformen ein auBerst verwickeltes Problem, das man in einem Falle [1] mit
Hilfe eines Modells experimentell untersueht hat.

Klassische Berechnungsmethoden haben aber trotzdem eine gewisse Bedeutung be
halten. Oft gestatten sie immerhin eine rasehe Abschatzung der GroBenordnungen und
geben insbesondere einen Hinweis auf gunstige Formgebung, noch bevor eine aufwendige
Rechnung angestellt wird.

18.2 Theorie dunner Rotationsschalen

Da Gehause oft aus einer rotationssymmetrischen Grundform abgeleitet sind, ist die
Theorie der rotationssymmetrischen dunnen Sehale in vielen Fallen ein zweckmafsiger
Ausgangspunkt zur Wahl ihrer Gestaltung. Die grundlegende Annahme dieser Theorie
besagt, daB Schnittflachen, die senkrecht zur Schalenmittelflache stehen, nur Normal
spannungen zu ubertragen vermogen . Diese werden aullerdem iiber die Schalendicke als
konstant angenommen, so daB insbesondere aueh keine Biegemomente ubertragen werden
konnen. Die Schale verhalt sieh also wie eine Membran .

Die Geometrie der drehsymmetrischen Sehale (Abb . 18.2 .1) ist gegeben durch den
Meridian der Mittelflache - beschrieben dureh die Funktion y = f(x) - und die Dicken
verteilung h(s) . Werden in Xo und x normale Ringschnitte 80 und 8 gelegt, so kann fiir
den so abgegrenzten Sehalenteil sogleieh die Gleichgewichtsbedingung angegeben werden:

2nxha. sin cP = 2nxohou.o sincpo + n(x2 - x~) 1),

xoho sin CPo Xz - x~
u - ---- u 0 + ]J 18.2(1)

s - xh sin cp • 2xh sin cp •

Hier ist p der innere Uberdruck, dem die Schale ausgesetzt ist, as die tangential zur
Meridiankurve gerichtete Spannung. Fur das in Abb. 18.2.1 dargestellte infinitesimale
Schalenelement lautet ferner die Gleichgewichtsbedingung in Richtung senkrecht zurMittel
flaehe mit at als Tangentialspannung

13th + ush = p, 18.2(2)
rl rz

W. Traupel, Thermische Turbomaschinen  
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2001 
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Abb, 18.2.1. Zur Herleitung del' Spannungsgleichungen fur die diinne drehsymmetrische Schale

wo r l und rz die in der Abbildung angegebenen Kriimmungsradien sind. Sie sind gegeben
durch

1 y"
r2 (1 + y'2)3/2 '

18.2(3)

18.2(4)

18.2(5)

woraus durch Einsetzen in 18.2(2) folgt

x [ y "}U1s ]
a, = h sin 'P P - (1 + y '2) 3/2 •

Fur eine gegebene Schalengeometrie liefern die GIn. 18.2(1) und (4) die Spannungs
verteilungen, wenn man sich (1s0 gibt.

Fur die praktische Losung des Problems ist es zweckmalsig , sich an den beiden Schalen
randern in y = 0 und y = YI vollig starre Ringe vorzustellen (vgl. Abb. 18.2.1). Wenn
der untere Ring eine Axialkraft AD erfahrt, iibt er auf die Schale die Normalkraft

No=~
sm 'Po

aus. Er wird durch die Radialkraft Ro = AD/tan q)o beansprucht, und No ist die Resul
tierende aus AD und der in Abb. 18.2.1 eingetragenen Reaktion von RD. Nun ist aber

2:n;xoho(1so = -No = -AD/sin 'Po , 18.2(6)

somit durch Einsetzen in 18.2(1)

(1 = 1 [(X2 _ x2)P _ AD] . 18.2(7)
s 2xh sin 'P 0 :n;

Fur die Axialkraft Al am anderen Schalenrand gilt

18.2(8)

oder mit dem Ausdruck fur (1s1
Ai = :n;(xi - x5) P - AD· 18.2(9)

Damit kann nun eine Gehauseform der in Abb . 18.2.2 dargestellten Art berechnet werden.
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Es ist
.10 = -n(r~ - rn p.

Hierauf liefert G1. 18.2(7) a, und G1. 18.2(4) at an jeder Stelle.

293

18.2(10)

Abb. 18.2.2. Beispiel einer nach der Theorie diinner
Schalen berechenbaren Gehauseforrn

Hier ist allerdings zu beachten, daB strenggenommen nur eine Naherungslcsung vorliegt.
Bei der ganzen Untersuchung wurden ja nur Gleichgewichtsbetrachtungen durchgefiihrt .
Es wurde nicht beachtet, ob an den Randern die radialen Ausweitungen von Schale und
Ring miteinander iibereinstimmen. Man miiBte dies dnrch geeignete Bemessung der Ring
querschnitte sieherstellen. Ist dies nieht moglich, so werden ortlich die Voraussetzungen
der Reehnung gestort. Einerseits treten dann doch Sehubspannungen in der Sehale auf,
anderseits deformiert sie sieh so, daB in Randnahe y' und y" von den vorausgesetzten
Werten so abweiehen, daB ein geandertes eft entsteht, womit alles in allem Gleiehheit
der Ausweitungen von Sehale und Ring hergestellt wird.

Bei Stutzen von 'I'urbomaschinen kommt die in Abb. 18.2.3 dargestellte Form haufig
vor. Die Variante a laBt sieh indessen nieht naeh der Theorie der diinnen Sehale behandeln,
da der Ringquersehnitt in x* die Kraft nnr durch Sehubspannungen iibertragen kann.
Die Form ist daher ungiinstig und kann bei kleiner Wandstarke nnr aullerst; geringe
Druekdifferenzen aufnehmen. Die Bereehnung soleher Konfigurationen muB naeh der
Theorie der biegesteifen Sehale erfolgen , vgl. das zusammenfassende Werk von Gravina [2].
- Sobald jedoeh der eingestiilpte Rand axial gehalten werden kann, wie im Beispiel
Abb.18 .2.Rh, Iiegen die Verhaltnisse ungleich giinstiger und bei mafsiger Wandstarke kann

Abb. 18.2.3. Beispiele von Oehauseformen.
a) Gehause nicht nach der Theorie diinner
Schalen bereehenbar, weil Sehub- und Biege
spannungen; b) Gehauseform nach der Theorie

diinner Sehalen berechenbar b
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18.2(12)

die Theorie dunner Schalen henutzt werden. Der Innenrand erfiihrt eine Kraft A o, die
sich so einstellt, daB der Schalenteil zwischen Xo und x* im Gleichgewicht ist, ohne daB
in x* eine Axialkraft angreift, d .h . es ist

Ao = n(x*2 - X5) p, 18.2(11)
womit 18.2(7) iihergeht in

(x2_ X*2) P
(Js = 2xh sin q; .

Dieser Ausdruck nimmt fiir x ---+ x* einen wohldefinierten Wert an.
Die Theorie wurde hier so durchgefUhrt, daB die Geometric der Schale gegehen ist.

Man kann aher auch umgekehrt von einer Bedingung iiber den Spannungsverlauf aus
gehen. Der Idealfall ist offenhar die ,Schale gleicher Festigkeit', d. h. eine solche, die der
Bedingung a, = (Jt = (Jo = const entspricht. Tblke [3] hat gezeigt, daB solche Schalen
nicht nur moglich sind, sondern daB sie sogar mit konstanter Wandstarke h = ho verwirk
licht werden konnen. Unter diesen hesonderen Voraussetzungen kann G1. 18.2(1) in der
Form

. . p(x2 - x5)
x sin q; - Xo sin q;o = 2(1oh

geschriehen werden, wahrend G1. 18.2(2) mit der ersten der GIn. 18.2(3) auf

. x px
smq;+- =-

r2 (Joh

fiihrt. Die Differentiation von 18.2(13) nach x liefert

d ( . ). dq;. dq;. x px
-d x sm q; = sin q; + x cos q; d- = sm q; + x d- = sm q; + - = -h .x x 8 r2 (10

18.2(13)

18.2(14)

Damit ist aher GJ. 18.2(14) wiedergewonnen, d .h. diese ist von selhst erfiillt, wenn nur
18.2(13) erfiillt ist. Darin kommt zum Ausdruck, daB die getroffenen Annahmen keinen
Widerspruch in sich schlieBen. Mit den dimensionslosen Variahlen

;=..::.. , rj =JL w _ 2(Joho _ 1 18.2(15)
Xo - xo' pXo

schreiht sich 18.2(13) in der Form

. 1 . ;2_1
sm q; = ysm q;o + ;(w + 1) 18.2(16)

Da nun aher

drj sin q;
tan q; - - - -;==~=- d; - V1 - sin2q; , J

e sin q; d;
rj= ,

1 Vl - sin2q; 18.2(17)

folgt durch Einsetzen von 18.2(16)

rj = Ie ;2 - 1 + (w + 1) sin q;o d; .

1 V(w + 1)2;2 - [;2 - 1 + (w + 1) sin q;0]2
18.2(18)

Damit ist die Gestalt der Rotationsflache gegehen. T81ke [3] hat diesen Integralausdruck
fur q;o = n/2 und einige Werte des Parameters io herechnet. Ahh . 18.2.4 zeigt das Ergehnis.
Der damit gegehene Anhaltspunkt ist auch fur Schalen groBerer Dicke hedeutsam, da
so gestaltete Schalen naturgemall keine wesentlichen Biegespannungen erleiden (bei ein
gestiilptem Rand natiirlich nur, wenn dieser axial gehalten wird) . Die Hochstspannung
verhalt sich zum reohnungsmafsigen Mittelwert etwa wie die Spannungsspitze in der
Zylinderschale zum Mittelwert nach der Kesselforme1.
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Abb .18.2.4. Formen von "Schalen gleicher Fest igkeit". Nach T61ke [3]

18.3 Rotationssymmetri sche dickwandige Bauteile

Aus nah eliegenden montagetechnischen Grunden weisen Gehause und Leitschaufel
trager in der Regel eine horiz ontale Trennung auf. Die ents prechenden Trenn£1anschen
storen indessen naturgemals die Kreissym metrie. Bei Geha usen fur sehr hoh en Druck
kann dies na chteilig werden , da die Flanschen sehr groBe Abmessungen annehmen. Dah er
sind andersartige Losun gen vers ucht worden , von denen die beiden nachfolgenden gro
Bere Verbreitung gefunden hab en.

Bei der T'opfbauart (Abb . 18.3.1) besteht der Grundge da nke darin, ein druckhaltendes
Auliengehause anzuordnen , das keinen H orizontal£lansch aufweist und in welches ein in
einer Meridianebene (im gezeigten Beispiel vertikal, vgl. Abb. 18.3.2) geteilte r Innenteil
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Abb. 18.3.1. Topfgehause einer H'D-Dampf'turbine der KWU

Abb. 18.3.2. Querschnitt durch Topfgehause mit Dampfanschliissen und zweiteiligem Innengehause (KWU)

eingesetzt wird, der die Leitschaufeln tragt. Dieser Innenteil ist hier zugleich der Deckel
des Aufiengehauses, auf das er die Kraft durch einen Gewindering ubertragt. Weitere
Einzelheiten dieser bei den HD-Turbinen der KWU iiblichen Konstruktion zeigen Abb .
18.3.2-4. Aus Abb . 18.3.3 ist zu erkennen, in welcher Weise der Innenteil im Topf
gehause warmebeweglieh zentriert ist und laBt die Abdichtung durch einen elastischen
Ring U-fOrmigen Querschnittes erkennen. Abb. 18.3.2 zeigt die Einfiihrung des Dampfes
in den Innenteil. Die vier Dampfanschliisse erhalten L-f6rmige Dichtungsringe wie in
Abb. 18.3.4 dargestellt. Diese sichern die Dichtung bei freier Warmebeweglichkeit der
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Teile. Die Rohrverbindungen del' Frischd ampfleitungen sind nach den gleichen Prinzipien
gest alte t und weisen U'-fdrmige elastische Di chtungsringe auf. Del' Druck im Raum zwi 
schen Topfgehau se und Innenteil wird dadurch bestimmt , daB diesel' Raum durch Boh
rungen mit einer gee igneten Stufe (im geze igten Be ispiel mit del' zweit en) verbunden wird.
Bei Frischdampfdrucken iibe r 190 bar wird so dafiir gesorgt , daf Druck und Temperatur
im Zwischenraum etwa 40 bar bzw. 20 °C unter den Werte n des Frischdampfes bleiben,
vgl. E ngelke und Scheffc zyk [4]. Fill' niedrigeren F rischdampfdruck und Temperaturen
bis 535 °C konnen die Dichtungselemente an den Dampfan schliissen weggelassen werden,
so daB del' Zwischenraum und somit das Topfgehause unter dem voll en Frischdampfdruck
stehen. - Stets nimmt also das Topfgehau se mindestens den groBten Teil des gesamten
Uberdruckes auf, wozu es verrnoge seiner flan schlosen Bau art hervorragend geeignet ist.

a b

Abb . 1 8 . 3 . ~ . Kon struktionsdetails zu Topfgehause der KWU. a) Fixierung des Innengehauses und Abdichtung
durch U-Ring; b) Deta il der F ixieru ng ; c) Fixieru ng dur ch vier ra dial verschiebba re Elemente, die freie Wiirme

dehnung und Zentri erung gewiihrleisten

Abb. 18.3.4. Uberg ang des Dampfans chlusses
vom Auflengeha use zum Innengohau se. Beide
St utzen konnen sieh frei gegeneina nder ver 
schieben. Ein elastischer R ing mit L-Querschnitt

besorgt die Abdi chtung (KWU)

Del' Innenteil hat hochstens iiber einen Teil seiner Ldngserstreokung einen mall igen
inneren Uberdruck aufzunehmen, wozu die verhaltnisma ff ig leichte Flan schverbindung
geniigt, die VOl' allem ein Unr undwerden verh indern soll. - Die Mon tage verlangt selbst
verst andlich besondere Vorkehrungen , vgl. [4]. Innenteil und Laufer werden zuerst fiir
sich montiert und durch Hil£selemente gegene inander zentriert. Dann wird das Ganze in
das senkrecht stehende Topfgehause von oben eingefahren , die HD-Turbine in diesel' Lage
fertig zusammengebaut und schlieBlich das Ganze in die horizontale Lage gekippt .
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Gehause ohne horizontalen Trennflansch werden auch bciRadialverdichtern verwendet,
die extrem hohen Druck erzeugen miissen, so VOl' allem bei del' Ammoniaksynthese, vgl.
das Beispiel Abb. 18.3.5.

Abb .18.3.5. Radialverdichter fiir Ammoniaksynthese mit Topfgehause (Nuovo Pignone)

Die andere Sonderform, die grofsere Verbreitung gefunden hat, ist diejenige von BBC
mit einer Schrumpfringverbindung am Lnmenqehause (Abb . 17.12 .9). Das Aulsengehause
steht hier unter dem Druck, del' am Austritt des HD-Teiles oder an einer Anzapfstelle
herrscht. Es ist in iiblicher Weise horizontal getrennt und sein Flansch stellt keine auBer
gewohnlichen Probleme. Das Innengehause ist ebenfalls zweiteilig, wobei die Trennebene
mit Riicksicht auf die Frischdampfanschliisse oft etwa um 45° gegen die Horizontalebene
geneigt ist. Diese beiden Oehansehalften werden durch Schrumpfringe zusammengehalten,
wodurch eine kreissymmetrische Anordnung entsteht, die mit gunstigem Werkstoffauf
wand auch sehr hohen Innendruck zu beherrschen gestattet. Damit die Kreissymmetrie
del' Spannungsverteilung durch die Trennebene nicht gestort wird, muf dafiir gesorgt
werden, daB die Umfangsspannungen in den beiden Oehauseschalen iiberall Druck
spannungen sind. Damit, daB man den Innenteil kreissymmetrisch macht, gewinnt man
den Vorteil, daB ein Unrundwerden bei transienten Temperaturanderungen nicht zu be
fiirchten ist, was im Hinblick auf die Radialspiele bedeutsam ist. Die Ringe sind mit
Dampf umgeben, del' kalter ist als derjenige, mit dem das Innengehause innen in Berirh
rung steht. AuBerdem sind zwischen die Schrumpfringe und die Gehauseschalen Zwischen
ringe eingefiigt, welche die Warmeubertragung behindern, und am heilsen Ende sind
Bleche vorgesehen, welche die Warmeabstrahlung vom Innengehause nach auBen dammen.
Alles dies bewirkt, daB die Schrumpfringe im Betrieb kalter sind als das Innengehause,
was die Schrumpfspannung erhoht. AuBerdem wird das Kriechen del' Ringe in diesem
Temperaturbereich praktisch vermieden. - Die Konstruktion erlaubt sehr gut die An
passung an die jeweiligen besonderen Gegebenheiten . Anderseits sind auch hier besondere
montagetechnische MaBnahmen notwendig, da ja die Gruppe bestehend aus Laufer,
Innengehause und Ringen fur sich montiert werden muB, bevor sie als Ganzes ins AuBen
gehause eingesetzt werden kann. Bevor die Ringe aufgebracht werden, miissen sie erwarmt
werden, und auf gleiche Weise lassen sie sich spater wieder entfernen, wenn die Einheit
demontiert werden solI.

Auch die hier besohriebenen Konstruktionen konnen nicht in allen Teilen vollig dreh
symmetrisch gestaltet werden, da Stutzen stets gewisse Durchbrechungen erfordern. Die
jenigen Partien, die praktisch zylindrische Gestalt haben, konnen abel' in gleicher Weise
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berechnet werden wie unter 17.8 angegeben (die Zylinderschalen werden dabei als unend
lich lang vorausgesetzt, iiber die Berii cksichtigung del' endlichen Lange vgl. etwa Eberle [5]
und Grgi6 [6]). Abb. 18.3.6 zeigt eine Zylinderschale mit Innenradius ri, AuBenradius ra

Abb. 18.3.G. Zur Festigkeit sberechnung dickwandiger
zyl indrischer Gehiiuse Pa

und einer Temperaturverteilung T(r) , wobei ein Innendruck Pi und ein Aulsendruck Pa
einwirken. Es treten infolge del' Druckbeanspruchung die tangentialen, radialen und axia 
len Spannungen (JIJ p, (Jrp , (Jap auf, wahrend die entsprechenden durch die Temperatur
bedingten Spannungen (JIJT, (JrT ' (JaT sind . Unter Voraussetzung von Lin earelastizitat. sind
diese Spannungen:

= Ef3 !1 - (rilr)2 fra[~ r r 2 dT d ] d _ f~[J:.. f r 2 dT d ] d I
(JrT 1 1 ( /) 2 3 r d r r 3 r d r r- v . - r i r a r ~ r • r r

I i ' i Ti Ti

2 "a

(JaT = V((J IJT + (JrT) - Ef3T - 2 2 I [V((J IJT - (Jr'1') - Ef3T] r dr .
ra -ri ri

18.3(1)

18.3(2)

18.3(3)

18.3(4)

18.3(5)

18.3(6)

18.3(7)

Die Integrale in den Formeln fiir die Warmespannungen lassen sich z.B . au srechnen fur
diej enige Temperaturverteilung T (r), die sich im stationaren Betriebszustand einstellt und
die gegeben ist durch

18.3(8)
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18.3(9)

wo LIT = 'I' , - T a die Temperaturdifferenz zwischen r, und ra ist. Dami t ergibt sich

fJE LIT [In (ralr) - 1 (ra/r)2 + 1]
(fUT = - 2(1 - v) In (rah) + (rah)2 - 1 '

18.3(10)

18.3(11)(faT = _ f3E LIT [2 In (ra/r) - 1 + 2 ] .
2(1 - v) In (rafr;) (ra/ri)2 - 1

Bei der Losung mit Schrumpfringen muB man sich den Schrumpfdruck gleichmiWig iiber
die Lange verteilt denken, diesen Wert zum aufleren Dampfdruck addieren und mit dem
so entstehenden ideellen AuBendruck Pa rechnen. Diesel' muB so viel groBer sein als Pi'
daB auch unter Beriicksichtigung der Warmespannungen (f/j uberall negativ bleibt. Das
SchrumpfmaB der Ringe ergibt sich daraus in Analogie zu den AusfUhrungen unter 17.9.
Die Beanspruchung der Ringe selbst laBt sich nach der Theorie der Scheibe konstanter
Dicke berechnen, d .h. nach Abschn . 17.5, denn auBer dem hydrostati schen Druck erha lten
die Endflachen der Ringe keine Axialspannungen , womit (fa = 0 im ganzen Ring cine gute
Naherung ist.

Schalen, die so hoher Temperatur ausgesetz t sind , daB das Kriechen zu erwarten ist ,
konnen na ch Odqvist und Huli [7] behandelt werden . Mit dem Norto nschen Kriechgesetz

18.3(12)

find et man fiir die dickwandige Zylinderschale, die einem Innendruck p ausgesetzt ist

1R.3(13)

18.3(14)

18.3(15)

Diese Beziehungen sind vor allem anwendbar auf Leitungen , die den vollen Werten von
Dampfdruck und Dampftemperatur ausgesetzt sind .

18.4 Horizontalflansch und Bolzen

Bei Gehausen und Schaufeltragern mit horizontalem Trennflansch ist es haufig mit
hinreichender Naherung moglich, eine vereinfachte Berechnung in folgender Weise vor 
zunehmen. E s moge zunachst ein F lansch mit schmalen Auflageflachen betrachtet werden,
wie in Abb. 18.4.1 dargestellt. Diese Form wird bevorz ugt , da auf diese Weise hohe
Flachenpressungen qI und q2 entstehen , die oft Iiir eine geniigende Dichtung erforderlich
sind. E s sei S die Kraft einer Schra ube, t die Schra ubenteilung. Die iibrigen Bezeichnungen
sind aus der Abbildung ersichtlich. E s wird eine Gleichgewichtsbetrachtung durchgefiihrt



18..! Horizontalflan sch und Bolzen 301

an dem sehraffiert gezeiehnetcn Gehausestiick, und zwar sei die Ausdehnung senkreeht
zur Bildebene gleieh del' Langeneinheit. Das Gleiehgewi eht der Krafte in vertikaler Ri ch
tung wird ausgesagt dureh

18.4(1)

wo p del' innere Uberdruck im Gehause ist. Da s Gleiehgewieht del' Momente beziiglieh
des Zentrums 0 liefert die Beziehung

(!Ib1(a1+ Ti) + (!t.bAat. + Ti) + prr + ltl = ~ (as + Ti)' 18.4(2)

'Tt
I
I
I I

---Ib,1-

Abb. 18.4.1. Gleichgewichtsbet racht ung an zylindrischem Geha use mit horizontulem Trennflunseh

Wegen des Gliedes pr7 + 111 bea ehte man folgendes. Die Umfangskraft in del' Wand hat
pro Breiteneinheit den Wert pri' Reduziert man sie in den Punkt A , so mull man noeh das
Moment

ra

M = J (jo(r - Ti)dr
ri

18.4(H)

beifiigen. - Wenn man Gl. 18.4( 1) mit ri multipliziert und von Gl. 18.4(2) abzieht, erha lt
man

S
q1b1al + Q2b'lf1'.!. + M = T as'

:Mit y = r fri' Y = ralri wird weiter die Gleiehung fiir M

~ y

M = J (o' oP + o'OT) (r - ri) dr = rr J (o'op+ o" 'iT) (y - 1) dy.
ri 1

18.4(4)

18.4(5)

Es mage nun ang enommen werden, daf in dem dureh A gehenden Vertikalsehnitt die
gleiehen Spannungen herrsehen wie in einer Zylindersehale mit den Radien ri und ra' die
einem Innendruek Pi = p , einem AuBendruek Pa = 0 ausgesetzt ist, und in del' die dureh
Gl. 18.3(8) beschriebene Temperaturverteilung herrscht . Dann liefern die GIn. 18.3( I) und
(9) die in das Integral Gl. 1H.4(5) einzusetzenden Spunnungen , und das Moment wird
damit

18.4(6)
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18.4(8)

18.4(7)

wobei P p ( Y) und P T ( Y) folgende Funktionen sind:

y 2 2 2
P (Y) = J (Y + y ) y - 1d = Y In Y _ ~

P Y2 _ 1 y2 Y Y2 - 1 2 '
1

Y I 2
P (Y) = -1 J [n (Yly) - 1 + (Yly) + 1] ( _ 1) d

T 2(1 - v) In Y Y2 - 1 Y Y
1

1 [Y21n Y y2_ 1]
= 2(1 - v) Y2 - 1 - 4ln Y .

Man kann nun G1.18.4(6) in 18.4(4) einsetzenund alsdanndie Gln .18.4(1) und (4) nach
SIt und g2 auflosen. So erhalt man

Man wahIt gl grolser als p, damit Dichtheit am inneren Tragrand gewahrleistet ist, erhalt
aus 18.4(9) Sit und aus 18.4(10) g2' Man beachte, daB g2 positiv sein muB ; andernfalls
ware gl zu vergrolsern, bis diese Bedingung erfiillt ist .

Damit lassen sich nun auch die Biegespannungen in den Stegen zwischen den Schrau
benlochern nach del' elementaren Balkentheorie berechnen. Sollen sie nicht zu groB werden,
so muB eine geniigende Flanschhohe h vorgesehen werden, woraus sich ergibt, daB die
Flansche oft sehr groB werden miissen. Das Moment M tritt auch beim Ubergang vom
Flansch in die Gehausewand auf (vg1. Abb. 18.4 .2), was zu beachten ist, da die Schrauben
lecher oft in diesen Ubergangsquerschnitt hineinschneiden. Die Biegebeanspruchung del'
Stege zwischen den Schraubenlochern durch die Schraubenkraft S kann herabgesetzt
werden durch girlandenformige Ausbildung del' Dichtleiste (vg1. Abb . 18.4.3) . Die Rech
nung erfolgt dann analog, wird abel' etwas unsicherer. Allgemein sind die Gleichgewichts
hedingungen in naheliegender Weise zu erganzen, wenn in den Zwischenraum zwischen
den Dichtleisten Dampf von nennenswertem Uberdruck eingefUhrt wird, um die Durch
warrnung des Fansches zu beschleunigen. Bei diesel' Anordnung ergibt sich zugleich die
Moglichkeit, auch den Bolzen beim Anfahren unmittelbar durch Dampf zusatzlich zu
erwarmen.

Bei mafiigem Druck geniigt del' auf ganzer Flache dichtende Flansch nach Abb . 18.4.4.
Es kann dabei fur die Flachenpressung del' Ansatz

_ 2x - b
g=g+---Llq

b
18.4(11)

f{2
Abb . 18.4.2. Gleiohgewiohtsbetrachtung

am horizontalen Trennflansch allein
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gemacht werden, wobei die Extremwerte q + Llq und q - Llq werden. Dabei wird das
Moment pro Breiteneinheit beziiglich des rechten unteren Eckpunktes des Flansches

b . - Ll
/ xq dx = b

2 [~ + 6
Q

] .

Somit lautet die Bedingung des Gleichgcwichtes der Momente mit glcichen Bezeichnungen
wie in Abb. 18.4.2

s
= -- Ust

18.4(12)

Abb . 18.4.3. Beispiel einer Flanschverschraubung. Flans ch wird im Zwischenraum zwischen den Tragflanken a
und b mit Dampf durchstromt, der den Stopfbiichsen entnommen wird . Umlenkbleche c zwingen den Dampf,

den ganzen Bolzen zu umstromen

Abb. 18.4.4. Verteilung der Fliichenpressung an einem
Trennflansch eines zylindrischen Gehiiuses dq.
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oder wenn man Gl. 18.4(6) einfuhrt und naeh Llq auflost

A 3- + 6 (Sit) a. - rr[pFJ!(Y) + fJE LlTFT(Y)]
LJq = q b2 •

Hierzu kommt noeh das Gleichgewieht del' Krafte :

18.4(13)

18.4(14)

Mit einem angenommenen q ergibt sich aus 18.4(14) Sit und hierauf aus 18.4(13) Llq,
wobei die Bedingungen ILlql < qund q - Llq > p erfiillt sein miissen.

AIle diese Verfahren vemachlassigen die endliehe Lange del' Gehauseteile. DaB diese
nicht ohne EinfluB ist, erkennt man leicht daraus, daB die Endflachen keine Axialspan
nungen und folglieh aueh keine Krempmomente iibertragen konnen. Sind nun etwa die
inneren Fasern eines Schaufeltragers heiller als die aul3eren, so hat er das Bestreben, sieh
an den Enden auszuweiten, was aueh auf die Flanschverbindung ruckwirkt . Grund
legende Uberlegungen daruber gibt Reuter [8]. Man wird daher die Vorspannung del'
Sehrauben reiehlieh wahlen miissen. Uber Biegungseffekte an Zylindersehalen vgl. aueh
[5, 6].

Rundflansehe an aehsnormalen Trennebenen sind nul' halb so stark beansprueht wie
diejenigen in Meridianebenen bei zylindrisehem Gehause. Sie sind ein an sehr vielen
Masehinen auftretendes Element und miissen daher hier nieht weiter behandelt werden.

Abb. 18.4.0. Anordnuug einer Flunschversohruubung mit
Stiitzhiilse

Die Bolzen. del' Flansehverbindungen miissen uberall, wo grolle Krafte aufgenommen
werden mussen und VOl' allem groBe transiente Temperaturanderungen zu erwarten sind,
als Dehmschraubeii ausgefUhrt werden, damit ihre Vorspannung erhalten bleibt. 'I'ypisch
ist dabei die Konstruktion naeh Abb. 18.4 .5, bei del' dureh Anordnung einer Stutzhiilse b
die Elastizitat wesentlieh vergrolsert wird. Del' Dampfturbinenbau bevorzugt fur die
Flansehversehraubung Stiftsehrauben gegeniiber den Durehgangssehrauben, weil sie eine
bessere Warmeubertragung vom Flanseh auf den Bolzen gewahrleisten. - Wenn die
Temperatur des Flansehes im Mittel urn den Betrag Llt hoher ist als die des Bolzens und
del' Stutzhiilse, versehiebt sieh del' Punkt A urn die Streeke fJ A'I'h. naeh oben. Dement
sprechend miissen sieh Bolzen und HUlse verformen, und zwar ist die Dehnung Lls bei
gleiehem Quersehnitt beider Elemente

18.4(15)



die zusateliche Spannung also

[tl.-l Horizontalfhuisch lind Bolzcn 30iJ

18.4(10)

18.4(18)

18.4(19)

Llo' = fJE LIT} It 2t .
t + 2

Ohne Stiitzhiilse ware also einfuch Llo' = fJ/iJ LIT. Wenn etwa t2 =-= It gewahlt wird , ist die
Uberspannung Llo' offenbar dreimal kleiner als ohne Stiitzhiilse. Ist 0'0 die Vorspannung
bei ausgeglichener Temperatur, so ist zu verlangen

0'0 + Llo' < o'p , 18.4(17)

und zwar muB man hinreichend weit unter del' GlieBgrenze 0'1" bleiben. Bei diesel' Betrach
tung ist die Nachgiebigkeit des Flansches vernachlassigt. Sie kann in folgender Weise
beriicksichtigt werden.Es sci k die vorerst unbekannte Federkonstante des Flanches,
d. h. die Verschiebung, die del' Punkt A unter dem Einflu [3 del' Einheitskraft erfahrt.
Ferner werde die Elastizitii,t des Systems uus Bolzon, Mutter und Stutzhulse dadurch
gekennzeichnet, daU fur die Vertikalversehiebung Lly des Punktes A, die auch einer
Schraubenkraft S entspricht gesetzt wird

LI = 2t2 + It+ LItS
Y fE .

Hier ist f del' Quersehnitt von Bolzen und Hulse, LIt eine ideelle zusateliche Lange, welche
die Elastizitat del' beiden Gewindepartien beriicksichtigt. Nun sei So die Vorspannkraft
des Bolzens, die ohne Druckbelastung und bei ausgeglichener Temperatur auftritt . Weiter
sei S die Schraubenkraft, wenn das Gehause den Uberdruck p aufnimmt, in unserem
FaIle also P = ritp. Dann verschiebt sich A offenbar beim Ubergang von So auf S urn

b = 212 + h + LI t (S _ S )
Y fE 0 .

Die Kraft, die del' Flansch erfahrt ist bei diesem Ubergang zuerst So, dann S - P. Somit
ergibt sich fur den Flansch

by = k[So - (S - P)].

Die beiden by miissen einander gleich sein , woraus
I

k[S - (8 _P)] = 212 + h + Lll (S - S )0 ;. fE 0

oder

[
k + 212 + h -j1 Lll] S =212 -th + Lll S + k(S _ P)

fE 0 fE .

18.4(19')

18.4(20)

18.4(21)

Hat man den Flansch fur den Betriebsfall (d.h. fur P) gerechnet, so liefert 18.4(21) So,
also auch die Vorspannung 0'0 = SoIf. Die Federkonstante k muf man sich empirisch
beschaffen. Man kann zu diesem Zwecke in einer Versu chsanordnung mit Dehnungs
meBstreifen einmal ohne und einmal mit P die Dehnungen des Bolzens messen, daraus
auf So und S schlieBen und gewinnt aus 18.4(20) k, Dabei wird allerdings del' Wert del'
ideellen Lange Lll gebraucht. Jedes Gewinde liefert zu Lll einen Betrag von etwa del' halben
Oewindelange. Ein Fehler in Lll ist nicht kritisch, das sich einfach k entsprechend etwas
verschiebt, ohne daB die Gesamtelastizitat gefalseht wiirde. An die Stelle von 18.4(16)
tritt bei Beriicksichtigung diesel' zusatsliohen Elastizitaten.

Llo' = fJE LIT h + 21
2
;tLl1 + kf./lJ" 18.4(22)

Bei Bolzen, die so hohe Temperaturen annehrnen, da/3 das Kriechen bereits in Erschoinung
tritt, tritt Relaxation ein , d .h. die Vorspannung geht mit del' Zeit zuruck. Unter J5.H
ist die Theorie dieses Vorganges angegeben . Es ergibt sich aus einer solchen Untersuchung,
wie oft die Schraube na chgezogen werden muB und wann ihre Lebensdauer erschopft ist .
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18.5 Leitradzwisehenbdden

Die Leitradzwischenboden der Turbinen der Kammerbauart stellen festigkeitstechnisch
ein auJ3erst kompliziertes Problem dar, da sie in der 'I'rennebene des Gehauses geteilt
sind, wobei die beiden Halften nicht miteinander verschraubt werden konnen. Deshalb
besteht keine Kreissymmetrie der Spannungsverteilung. Die Aufgabe kann heute gelost
werden, indem man den Zwischenboden in Plattenelemente einteilt, die Leitschaufeln
oder gegebenenfalls die Tragstege durch Stabe ersetzt und das ganze so entstehende
System nach dem Verfahren der finiten Elemente behandelt. Um aber vorgangig einer
solchen genaueren Rechnung die GroJ3enordnungen abzuschatzen, greift man zweck
maJ3ig auf altere einfachere Untersuchungen zuriick.

Nachdem schon Stodola [9] eine geteilte Kreisplatte ohne zentrales Loch experimentell
untersucht hatte, untersuchte Wahl [10] die am Rande starr aufliegende zweigeteilte
Kreisplatte mit zentralem Loch theoretisch und experimentell. Taylor [11] gibt Versuchs
ergebnisse an Leitradzwischenboden samt Schaufelung. In einem Diskussionsbeitrag zu
diesem Artikel geht Jackson auf die Theorie von Wahl ein und faJ3t ihre Ergebnisse in
folgender Weise zusammen. Die groJ3te Beanspruchung der durch den Uberdruck p be
lasteten Platte herrscht im Schnitt AB (Abb. 18.5.1). Mit den dort angegebenen Bezeich
nungen wird die mittlere Biegespannung in AB

- 2_ Kpra
ab = --,;:s-' 18.5(1)

wo it. ein von rilra abhangiger Faktor ist, der in Abb. 18.5.2 dargestellt ist. Die absolut
grofste Spannung tritt in A auf und betragt

Kpr~
amax =--,;:s- 18.5(2)

Kist ebenfalls der Abb. 18.5.2 zu entnehmen.
Kritischer als diese Spannungen, die kaum je gefahrlich werden, ist die Durchbiegung,

die im Punkt C (Abb. 18.5.1) ihren hochsten Wert erreicht. Sie ist im Hinblick auf die
Labyrinthdichtungen am Zwischenboden wichtig. Die Verschiebung v senkrecht zur

B

l---'\---:-:+-----,--+---+--+---j2

0,70,5

J t
~ ~

'~ 11---+-~~--+------'I1It--+---j1J
~

0,7 0,3 0,5
rd7'a-

Abb. 18.5.2. Die Faktoren K, K, K v, K ', K~. Gestricheltc
Linien giiltig fur ungeteilte Ringplatte

Abb. 18.5.1. Dureh Ubcrdruok p belustcte
Hal bringplatte



Plattenebene ist im Punkt C
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18.5(3)
Kvpr~

v = Eh 3 '

wobei wiederum K; in Abb. 18.5.2 aufgetragen ist . Gestrichelt sind noch Kurven Iur die
Koeffizienten K' und K~ eingetragen, welche in 18.5(2) und (3) eingesetzt die groBte
Spannung und die groBte Durchbiegung del' ungeteilten Kreisringplatte liefern.

In Wirklichkeit liegt die Platte nicht auf einer starren Unterlage, sondern ist durch
Schaufeln gehalten, die ihrerseits dadurch in komplizierter Weise beansprucht sind. In
einem weiteren Diskussionsbeitrag zum Aufsatz von Taylor [11] zeigt Nolan das folgende .
Man stelle sich zunachst die totale Kraft , die del' Zwischenboden auf die Schaufeln aus
iibt, auf die Schaufeln gleichmaBig verteilt VOl'. Die wirkliche Beanspruchung del' Schau
feln ist ungleichmallig, und zwar am hochsten in un mittelbarer Nahe del' Trennfuge, am
schawchsten unter 90° dazu. Wenn man nun die Belastung so weit steigert, daB sich die
Leitschaufeln plastisch deformieren, stellt sich einc Belastungsverteilung ein, die an del'
Trennfuge das Doppelte des Mittelwertes, unter 900 dazu das 0,4fache ist . Wenn also die
Leitschaufeln so bemessen werden , daB sie mindestens dem Doppelten del' mittleren
Belastung standhalten, besteht keine Bruchgefahr, sofern nul' del' Werkstoff zah genug
ist um eine geringfUgige plastische Verformung zuzulassen. Wesentlich iibersichtliohere
Verhaltnisse entstehen, wenn man den Zwischenboden etwa in sechs Sektoren unterteilt,
was im Gasturbinenbau gelegentlich geschieht. Del' einzelne Sektor kann dann betrachtet
werden als Platte, die von einigen einseitig eingespannten Staben getragen wird.

18.6 Heil.lgasfiihrende Einsatze

Die Brennkammern del' Gasturbinen bestehen aus einem druckhaltenden AuBen
mantel, innerhalb dessen ein Einsatzteil angeordnet ist, del' den eigentlichen Brennraum
umgibt. An diesen Einsatz schlieBt sich ein weiterer an, del' das HeiBgas zur ersten Leit
schaufelreihe fuhrt, Zwischen diesen Einsatzen und dem Brennkammer-AuBenmantel bzw.
dem Turbinengehause stromt Kiihlluft, die einerseits das druckhaltende Auffengehause
auf tiefer Temperatur halt, anderseits die Einsatzwandungen so weit kiihlt, daB sie eine
geniigende Lebensdauer besitzen . Gcrade diese letztere Bedingung ist nicht immer ganz
einfach zu erfirllen. Die Einsatze sind naturgemafl dunnwandigelxorper. Da del' Druck des
Verbrennungsgases wenig unter dem del' Kiihlluft liegt, sind sie auf AuBendruck bean
sprucht, womit die Gefahr des Einbeulens entsteht. Zwar ist del' auBere Uberdruck nul'
gering, abel' die Einsatzwandungen nehmen oft Ternperaturen an, bei denen del' Werkstoff
viskoplastisch ist, womit langsame Verformungen unvermeidlich werden.

Abb. 18.6.1 zeigt eine Brennkammeranordnung von BBC. Die vom Verdichter kom
mende Luft stromt im auBeren Ringraum hoch und tritt oben in den zentralen Raum
ein, des sen oberer Teil del' eigentliche Brennraum ist. Diesel' ist ausgekleidet mit Elemen
ten, wie sie in Abb. l8.6.2 dargestellt sind, sag. ,Ziegeln ', die auBen Kuhlrippen tragen,
weil sie von innen del' Flammenstrahlung ausgesetzt sind. Sie sind in den Blech
einsatz eingehangt, del' vollig von Kiihlluft umgeben ist und somit bei 'I'emperaturen
bleibt, wo del' Werkstoff nicht kriecht. Del' an den Brennraum anschlieBende innere
Einsatzteil ist gewellt . Er steht auBen mit del' Kiihlluft, innen mit dem HeiBgas in Beriih
rung und erreicht eine Ternperatur, wo das Kriechen auftritt. Hier stellt sich das oben
erwahnte Problem des Einbeulens, und die Wellung hat eben den Zweck, die Steifigkeit
zu erhohen. Die gleichen Bedingungen bestehen in dem weiter unten folgenden gasfuhren
den Einsatzteil des Turbinengehauscs.

In Abb. 18.6 .3 ist eine Anordnung del' KWU wiedergegeben. Hier ist del' obere Teil,
del' eigentliche Brennraum , mit keramischen Platten ausgekleidet, so daB del' von Kiihl
luft bestrichene Blecheinsatz auf miif3iger Ternperatur bleibt und nicht kriecht . Del' an-
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schlieBende gekriimmte gasfiihrende Einsatz ist innen mit H eiBgas, auBen mit Kiihlluft
in Beriihrung und besteht aus mehreren kegligen Schiissen , die zusammen einen nicht
abwi ckelbaren, ste ifen K erper bilden . Er nimmt ebenso wie der nachfolgende gasfiihrende
Einsatz des 'I'urbinengehauses selbst eine Temperatur an, bei welcher der Werkstoff
kriecht . Zu beiden Seite n der Maschine ist je eine solche Brennkammer angeordnet, die
in der Mittelebene in das Gehause der Turbogruppe einmiinden .

++--- -
I
I
I

I ~ ~

- :[:'0;~ ----- -----tr---
tj . ~ . ~

Abb. 18.6.1. Gasturbine mit senkrecht auf dem Gehause ste hender Brennkammer (BBC)

Abb. 18.6.2. Auskleidungselcment ("Ziegel") fUr den Brennra um einer Gast urbinc nbr ennkammer (BBC)
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Abb . 18.6.3. Brennkammeranordnung der KWU. Brennraum mit kcrami schen P latten ausgekleidet , mehrere
Brenner miinden in gemcinsamen Brennraum, Links und rechts der Maschinengruppe ist cine solche Brenn
kammer angeordnet , Heiflgas wird in Ri chtung der Mittclebene bcidseiti g ins Gehau se eingefiihrt . Luf't st romt

im Ringraum zwischen Aufrenmnnte l und Einsatz nueh obcn

Die Brennkammerhauart von Genera l El ectric ist in Ahb . 18.6.4 dargestellt. Eine gro
Bere Anzahl solcher Brennkammern (his 12) ist kreisfOrmig urn die Maschine herum an
geordnet, wohei die einzelne Brennkammer nur kleine Ahm essungen erh alt. Das erleich
tert die Sicherung der notwendigen Formbestandigkeit, da der einze lne zylindrische Brenn
kammereinsatz im Verg leich zu seinem Durchmesser relativ dickwandig wird. Aul3erdem
ist die F lammenstrahlung hei dem kleinen Flammendurchme sser weniger intensiv . Ub er
fiihrungskanale fiihren das Heill gas zum ersten Leitrad.

Eine Brennkammer, welche die Maschin enachse ringf6rmig umgiht, ist heim Strahl
triehwerk nach Ahh. 18.6.5 vorgesehen . Diese Anordnung ist die raumsparendste und
daher hei F lugtriehwerken jetzt weithin in Anwendung. Sie fiihrt sich aher au ch im
industriellen Gasturhinenhau ein . Allerdings erla uht sie keine H orizontaltrennung des
Gehauses, was fur Montage und Unterha lt gewisse Erschwerungen mit sich hringt , ander 
seits aher auf sehr gunst ige K onstruktionen fiihrt.
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Abb. 18.6.4. Brcnnkammer von General Electric. Bis zu 12 dicscr Brennkammern sind ringforrnig um die
Maschinenaehse angeordnet

Offensichtlich kann man in keinem Falle dem Problem ganz ausweichen, daB solche
Einsatze kriechen und auf AuBendruck beansprucht sind, womit die Gefahr des Einbeulens
gegeben ist. Unter Voraussetzung der Rotationssymmetrie und geniigend einfacher An 
nahmen, laBt dieses Problem eine einfache theoretische Behandlung zu . Abb . 18.6.6 steUt
eine solche rotationssymmetrische Schale dar, die unter dem auBeren Uberdruck p st ehe .
Es seien $ und rj die Haupttragheitsachsen des Querschnittes und es wird vorausgesetzt,
daB die Neigung der $-Achse gegen die Symmetrieaehse klein sei und daB iiberh aupt die
Unterschiede der Radien gegeniiber dem Radius, in dem der Schwerpunkt S liegt, sich
in engen Grenzen halten . Dann ist es genugend genau, anzunehmen , daB bei st renge r
Rotationssymmetrie die Tangentialspannung im ganzen Querschnitt f konstant sei. Wird
nun die Schale unrund, so moge angenommen werden, daB urspriinglich meridionale
Sohnitte bei der Verformung eben bleiben , d.h. die Schale wird aufgefaBt als ein Ring ,
der die Eigenschaften eines Balkens besitzt.

Mit den Bezeichnungen der Abb. 18.6.6 moge nun die Deformation der Schale besohri e
ben werden, durch die Auslenkung y(cp) in Ri chtung rj , die gegeben sei durch

y = Y sin cp 18.6(1)

und die gerechnet wird ausgehend von einem Kreise vom Radius r - Or. Hier ist r der
Radius bei undeformierter Schale, Man muf in der Tat or einfiihren, denn bei gegebenem
Umfang hat der Kreis den groBten Flaoheninhalt. Geht man also zur nicht kr eisforrnigen
Kontur iiber, so mull der Radius des Basiskreises, dem man y iiberlagert, kleiner sein als
der des urspriinglichen Kreises. Der Ansatz 18.6(1) ist der einfachst mogliche und kenn
zeichnet zugleich einen besonders un giinstigen Fall, da der Querschnitt einer Verformung
mit nur einer Periode pro Umfang den geringst en Widerstand entgegense t zt . Beschrankt
man sich auf kleine Deformationen, so laBt sich fur das Bogenelement set zen

. V [1 d(YSinv)]2ds = (r - br + y sin v) dcp 1 + r dcp

[
sin - v (dy )2]

~ (r - br + y sin v) 1 +2r2 dcp dsp . 18.6(2)

Wenn man hier den Ansatz 18.6(1) einfiihrt und tiber cp von 0 bis 2n integri er t , erhalt
man den gesamten Umfang S

n y2 sin2 v n br y2 sin'' v
S = 2nr + 2r - 2n br - 2r2 • 18.6(3)
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Abb. 18.6.6. Rotationsschale, die sich unter dem EinfluB eines iiuBeren Uberdruckes deformiert und unrund wird

Da aber der Umfang der Schale sich durch das Unrundwerden nicht verandern soll, ist
zu fordern S = 2nr, was auf

[
nY2 sin 2 V] _ nY2 sin 2 V

(jr 2n + 2r2 - 2r

fiihrt . Bei kleiner Deformation ist das zweite Glied in eckiger Klammer vernachlassigbar,
so daG

Y2 sin'' v
(jr = .

4r
18.6(4)

18.6(5)

Da nun die Deformation im Rahmen des Kriechvorganges weiterschreitet, ist diese Glei
chung nach der Zeit abzuleiten und liefert

d((jr) = Y sin 2v y.
dt 2r · .

Nun leistet aber der auGere Uberdruck p bei einer Radienverschiebung br die Arbeit

A = 2nrLp (jr

am Korper, woraus sich die zeitliche Ableitung dieser Arbeit zu

. d(br) .
A = 2xrIrp (J;t = nLp sin 2 v Y Y

18.6(6)

18.6(7)

ergibt. In diesen Ausdriicken ist der Beitrag des aus iJ(q;) hervorgehenden Integrals ver
nachlassigt, der aber sehr klein wiirde.

Das Fortschreiten des Unrundwerdens erfordert eine Deformationsarbeit, die offenbar

durch.A gedeckt werden muls. Zur Berechnung dieser Deformationsarbeit muf das Span
nungs-Verformungs-Gesetz bekannt sein, das in Form des Nortonschen Gesetzes e = Ko"
eingefiihrt werde. Zweckrnafsig geht man in diesem Zusammenhang von der inversen Dar
steHung

18.6(8)

18.6(9)

aus, wo m = lin. Nun sei ao die Spannung, die in der runden Schale herrscht, (j(J die Zusatz
spannung (Biegespannung) infolge des Unrundwerdens. Da nun (J bereichsweise positiv
und negativ sein kann und m eine beliebige gebrochene Zahl ist, mull man das Spannungs
gesetz in der Form
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schreiben . Dabei sind eound bedie Deformationsgeschwindigkeiten , die dem Kriechen
del' kreissymrnetrischen Schale und dem Biegekriechen entsprechen. Die Form 18.6(9)
siehert das richtige Vorzeichen del' resultierenden Spannung. Nun ist ab el'

d2y n d2y 1JY.
bs = - rJ - ~ - - - = - sm rp . 18.6(10)ds2 'f2 drp2 r2

Diese Gleichung ist na ch t abzuleiten , wobei die Ableitung von r in diesem Zusammenhang
vernachlassigt werden dar£. Dann folgt nach Einsetzen in 18.6(9)

So B(' rJ
Y . )1 ' rJ

Y . r 186(11)oa = So + 7 sm rp So + 7 sm rp - 110 , •

Mit M als Biegemoment im Schalenquerschnitt an del' Stelle rp ist die zeitliche Ableitung
del' Biegearbeit

Wei tel' ist

dA = _ M ~ (d
2y)

de ~ _ M ~ (d
2y

) drp = MY sin rp drp .
dt ,ds2 r dt drp2 r

18.6(12)

18.6(17)

18.6(18)

M = f rJ bl1 dI, 18.6(13)
I

wo I del' Meridianquerschnitt del' Schale ist. Hier kann bl1 nach 18.6(11) eingesetzt werden ,
wobei abel' 110 weggelassen werden kann, da rJl10 iiber den Querschnitt integriert ver
schwindet (rJ wird ja von del' Haupttragheitsachse eau s gerechnet ):

M = B / rJ ( eo + rJr~ sin rp )Iio + rJr~ sin rp r-
1

di. 18.6(14)

Dies wiederum eingesetzt in 18.6(12) und integriert iiber rp liefert

A = B/J"[/ 17 (eo + :; sin rp ) leo + :; sin rp r - 1dI ]s in rp drp . 18.6(15)

Diesel' Ausdruck A muB nun demjenigen nach 0 1. 18.6(7) gleichgesetzt werden, und da
Y = 0 ausgeschlossen werden darf, folgt daraus

y= I .
B.

2 T'[f rJ(eo+rJ; sinrp)l eo +1J;sinrp lm -ldI] sinrpdrp . 18.6(16)
:7t ~rp sm y 0 I r r

Dem ist noch die au s dem Nortonschen Oesetz folgende Beziehung

So ~ _ ( _ ~ )~ ~ _ (I~;)~

beizufiigen , womit nun das Differentialgesetz des Vorganges vorliegt .
In del' Tat liefert 18.6(1 6) zu jedem beliebig gewahlt en Y das zugehorige Y , so daB

man also die Funktion Y = P ( Y) kennt. Damit ist abel' auch die inverse Funktion
Y = G( Y) bekannt. Ist nun Yo del' Anfangswert, y * del' groBt e Wert, den man zulassen
kann, dann ist die Lebensdauer t gegeben durch

Y' dY

t <! G( Y)'
Y.

Es geht aus del' Struktur von 18.6(16) her vor , daB fur Y = 0 au ch Y = 0 wird. Das
bedeutet , daB man mit Yo = 0 kein endliches t erh alt , was aus del' mathematischen
Struktur del' Theorie verstandlich ist. Durch Fertigungsfehler und iibrigens auch durch
Unregelmalsigkeiten del' Temperaturverteilung wird ab el' stets ein Yo =1= 0 auftreten.
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Wo kompliziertere Bedingungen vorliegen, ist heute die Losung des Problems nach der
Methode der finiten Elemente moglieh, allerdings mit auBerordentlich groBem Rechen
aufwand, denn es muB das unter 15.7 beschriebene Verfahren zur Berechnung visko
plastischer Zustande zur Anwendung kommen, wobei indessen noch zwei Komplikationen
hinzukommen. Erstens miissen die Elemente Schalenelemente sein und haben demgemafl
eine hohere Zahl von Freiheitsgraden, vgl. die in Kapitel15 angegebene Literatur. Das
andert die Struktur des Verfahrens nicht. Zweitens aber muB die Voraussetzung fallen
gelassen werden, daB die Verschiebungen der Knotenpunkte so klein bleiben, daB die
Geometrie des Korpers als unveranderlich gelten kann. Dies erfordert fur jedes Zeitinter
vall einen zusatzlichen Rechenschritt, denn es miissen jedesmal die unter 15.6 und 15.7
mit [a] bezeichnetenMatrizen neu gebildet werden . Das Rechenverfahren laBt sich dann
folgendermaBen zusammenfassen, vgl. die AusfUhrungen unter 15.7:
1. Bestimmung des elastischen Spannungszustandes [all
2. Daraus ergibt sich der Vektor der Kriechdehnungen [~cl
3. Bestimmung der gesamten Verschiebungsgeschwindigkeiten {q} aus 15.7(18).
4. Bestimmung der {~} aus 15.7(19).
5. Daraus Spannungsverteilung nach Zeitintervall LIt aus 15.7(20).
6. Die Verschiebungen {q} = {if} LIt legen neue Korpergeometrie fest; fur diese die [a]

Matrizen neu bestimmen.
Von hier ab wiederholt sich das Verfahren von Schritt 2 an fur ein weiteres Zeit

intervall usw . Die Rechnung fuhrt nicht zu einem asymptotischen Endzustand, sondern im
allgemeinen zu einem exponentiellen Ansteigen der Deformation. Eine exakte kritische
Belastung, unterhalb welcher Stabilitat auf unbesohrankte Zeit gesichert ware, existiert
bei einem unter AuBendruck stehenden GefaB bei viskoplastischem Verhalten nicht.
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19 Temperatur- und Kiihlungsprobleme

19.1 Grundgesetze der Warmeleitung und des Warmeiiberganges

Wenn in einem festen Korper eine beliebige Temperaturverteilung herrscht, findet
eine Warmeleitung statt, die in jedem Punkt gekennzeichnet ist durch einen Wiirme
stromdichtevektor (pro Zeiteinheit durch die Einheit der Flache geleitete Warmemenge)
mit den drei Komponenten fJI ' fJ2 ' fJa, fur die allgemein fJi gcschrieben werde. Nach dem
Fourierschen. Wiirmeleitungsgesetz ist

19.1(1)

wo ;. die Warmeleitfahigkeit ist und Xi fur die drei Koordinaten Xl ' X2 , Xa steht. Mit (!
als Dichte und c als spezifischer Warmekapazitat ist die innere Energie eines Raum
elementes dXI dX2 dXa gegeben durch gcT dXI dX2 dxa, womit die Energiebilanz des Ele
mentes

ec 8T dx] dX2 dX3 = - L; - {[;. 8T +~ (;. 8T ) dXi] - ;. 8T} dXjdXk
8t i 8xi 8Xi 8Xi 8Xi

wird. Hierbei ist jeweils j =1= i, k =1= i . Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar

8T 8 ( 8T )
ec at = ~ 8x · ), 8x· ', , , 19.1(2)

womit die allgemeine Warmeleitungsgleichung fur den warmequellenfreien isotropen
Kerper gefunden ist. Wenn;' mit hinreichender Naherung unabhangig von der Temperatur
ist und wenn die als Temperaturleitzahl bezeichnete Gruppe a ).Iec eingefuhrt wird,
geht Gl. 19.1(2) tiber in

8T = ~ L; 8
2T

= a'\J2T .
8t (!c i 8x j

Bei stationiirem Temperaturfeld und konstantem ). gilt also insbesondere

L; 8T = 0 oder 'J2T = 0 ,
a X i

19.1(3)

19.1(4)

woran bemerkenswert ist, daB hier kein Stoffwert mehr auftritt.
Das Temperaturfeld in einem Kerper wird daher aufgefunden durch Losen der par

tiellen Differentialgleichungen 19.1(2), (3) oder (4) mit den Grenzbedingungen und gege
benenfalls Anfangsbedingungen des jeweiligen Falles. Als Grenzbedingungwird entweder
die Oberflaehentemperatur des Korpers gegeben oder aber - haufiger - eine W iirme
ubergangsbedingung an der Oberflache. Ist T' die Fluidtemperatur, IX die Warmeubergangs
zahl und n die nach innen gerichtete Plaohennormale (Abb. 19.1.1), so ist die in den Korper
eindringende Warmestromdichte fJ

q = IX(T' - T) .

Da ferner nach dem Warmeleitungsansatz

, 8T
q =-A-,

8n

19.1(5)

19.1(6 )

W. Traupel, Thermische Turbomaschinen  
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2001 
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folgt
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:~ = - ~ (T' - T). 19.1(7)

Dies ist die Grenzbedingung, die in allen Punkten der Oberflache erfiillt sein mull.

Abb , 19.1.1. Warm estromdiehte q an der Oberflache
eines Korpers

Ausgehend von der Differentialgleichung 19.1(3) und der Grenzbedingung 19.1(7) ergibt
sich durch Dimensionsbefreiung auch das Ahnlichkeitsgesetz der Wiirmeleitung bei kon
stanten Stoffwerten. Es sei 1eine charakteristische Liinge des Systems, To eine charakte
ristische Temperaturdifferenz. Dann werde gesetzt

folglich

Mit den Definitionen

o 1 0
OXi - T oX i '

o 1 0

on T oN ' 19.1(8)

~l A a
B - T ' T ecl2t = 12t

konnen dann die Gin. HI.l( 3) und (7) folgendermalien dargestellt werden:

o~ ~ 02U ~NU = _B(11' _ ,0).ar= ~ sxs: v II if

• •

19.1(9)

19.1(3'), (7')

Damit ist die dimensionslose Formulierung des Problems gewonnen. Als malsgebender
Parameter tritt B auf, die sog. Biot-Zahl. Sollen zwei Wiirmeleitungsvorgiinge ahnlich
sein, so ist auBer geometrischer Ahnlichkeit und Ahnlichkeit der Anfangsbedingungen
GIeichheit der Biot-Zahlen erforderlich . AuBerdem mull die allfiillige zeitliche Variation
iiullerer Bedingungen iihnlich verlaufen, d. h.f} und B miissen in Funktion von T den
gleichen Verlauf nehmen . Wenn man also die zeitliche Anderung iiullerer Bedingungen
durch eine charakteristische Zeit to kennzeichnet (z. B . Periode bei periodischen Vorgiingen
oder Zeit des Anstieges von T ' bei einem Anheizvorgang), so mull der mit 10 gebildete
Zeitparameter

A ato 0
Fo - ecl2to =12 ' 19.1(1 )

die sog . Eouri er-Zahl, fur beide Fiille glei ch sein . Daraus folgt insbesondere, dall die
Durchwiirmzeiten geomet risch iihnlicher Kerper aus gleichem Werkstoff proportional dem
Quadrat der Abmessungen sind.

In der Theorie des Warmeuberganges wird gezeigt, daf sich aus der Wiirmeubergangs
zahl iihnlichkeitstheoretisch die folgenden dimension slosen K enngroflen bilden las sen :

19.1(11)

Nu wird als Nusselt-Zahl, St als Stanton-Zahl bezeichnet. Der Akzent verweist auf die
Ei genschaften des Fluids (nicht des Korpers) woraus auch der Unterschied zwischen B
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und Nu deutlich wird. Die Bezugsgeschwindigkeit wist die gleiche, mit der Reynolds
Zahl Be = wllv' gebildet wird. Wenn noch die Prandtl-Zahl Pr = 1JC~/A' eingefiihrt wird,
laBt sich das Gesetz des Warmeiiberganges bei erzwungener Stl'omung fiir einen Kerper
gegebener Geometrie in einer der folgcnden Formen schreiben :

Nu = rp (Re, Pr), St = "P (Re, Pr). 19.1(12)

Hier kennzeichnen rp und "P die bctreffenden Funktionalzusammenhange. Praktisch
kommen zu Be und Pr oft noch zusatzliche Parameter hinzu, wie Rauhigkeit, Vorturbu
lenzgrad, EinfluB temperaturabhiingiger Stoffwerte. Die beiden Formen Gl. 19.1(12) sind
einander aquivalent. Die Verwendung der Stanton-Zahl fiihrt meist auf den iibersicht
licheren theoretischen Formalismus.

Bei jreier Konvektion ist nur die Nusselt-Zahl brauchbar. Unabhiingige Variable ist
dann anstelle der Reynolds-Zahl die GrasltoJ-Zaltl Gr, deren Definition

jl3{J(T' - T)
Gr 2

v
19.1(13)

lautet. Hier ist j die Feldkraft pro Masseneinheit, im Schwerefeld also g, im Zentrifugal
feld die Zentrifugalbeschleunigung. Beim idealen Gase wird die Warmeausdehnungszahl
{J = liT. Das Warmeiibergangsgesetz lautet hier

mit rJ> als Funktionalzeichen.
Nu = rJ> (Gr, Pr) 19.1(14)

Bemerkenswerterweise hat schon Helmholtz [1] erkannt, daB der allgemeinere Fall der
temperaturabhiingigen Warmeleitfahigkeit (Gl. 19.1(2)) mathematisch auf den ein
facheren Formalismus zuriickgefiihrt werden kann, der bei konstantem A gilt. Es werde
gesetzt

A(T) = Aorp(T) ,

wo Aoder Temperatur To zugeordnet ist. Weiter wird die Temperaturfunktion
_ T

T = f rp(T) dT
T.

eingefiihrt. Dann ist

Da ferner
aT dT aT (!C aT

(!c7jt = (!C dT 7jt = q; 7jt'

folgt

19.1(15)

19.1(16)

19.1(17)

19.1(18)

also
aT A a2rji
---~-at - flC . ax~

<:: ' •

in genauer Analogie zu 19.1(3). Ebenso ist

An die Stelle der Warmeiibergangszahl tX tritt der umgereohnete Wert

_ T' - T
tX =tX __

T'-T

19.1(19)

19.1(20)

19.1(21)
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Damit ergibt sich
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19.1(22)aT = _ <i (T' _ T).
an Ito

Die GIn. 19.1(19) und (22) entspreehen genau den Formen 19.1(3) und (7). Die Dimensions
befreiung fiihrt auf

19.1(23)

19.1(24)

In dem (in Funktion von J anzugebenden) Faktor cp in der Differentialgleiehung tritt
der Untersehied gegenuber dem Fall konstanter Warmeleitfiihigkeit in Erscheinung.

19.2 Empirische Unterlagen iiber Warmeiibergang 1

Empirisehe Unterlagen iiber den Warmeubergang an Sehaufeln und meridionalen
Begrenzungswiinden wurden bereits in Bd. I unter Abschn. 8.4 angegeben. Fur einige
andere Konfigurationen mogen anschlieBend die experimentell gefundenen Werte zu
sammengefaBt werden.

Der qerade Kanal (Abb. 19.2.1a) kann in der Regel hinreiehend genau auf das Rohr
kreisformigen Querschnittes zuriickgefuhrt werden dureh den Begriff des hydraulisehen
Durehmessers, der definiert ist durch

19.2(1)

19.2(2)

wo f der Kanalquerschnitt, U sein Umfang ist. Das gilt insbesondere auch fur den Spalt
kanal, der dureh zwei Ebenen im Abstand h begrenzt ist (Abb . 19.2.1b); die Ausdehnung
senkreeht zur Bildebene ist praktiseh unendlich. Unter diesen Bedingungen ist D" = 2h.
Mit der Kanallange L, der mittleren Diehte eund der Rohrwiderstandszahl 'IjJ (oft aueh
mit It bezeichnet) wird dann der Druekabfall

A L (j 2LJp = 'IjJ--c
D" 2

a

l t

-([~:-=r-~-----
b

c

w !

- - -C - - -~_ ·
d

TV

e

Abb.19.2.1. Durchstromte Kanale verschi edener Anordnung

1 Die Angaben dieses Abschnittes entstammen groBteils einer umfassenden Ubersicht, die O. Erei anliiBlich
eines Kurses tiber "Temperatur und Festigkeit in Stromungsmaschincn" an der ETH Zurich 1975 gegeben hat.
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Das "P des hydraulisch glatten Rohres in ausgebildeter turbulenter Stromung, das "Po
benannt werde, ist del' Abb . 19.2.2 zu entnehmen. Die Stanton-Zahl kann daraus vermoge
del' Reynoldsschen Analogie bestimmt werden durch die Gleichung

si, = "Po /8

1 + f(Pr) y'"Po/8 .
19.2(3)

5 8 /0'

- t-- -- r--t-- I I

t--- I I II

! r-r-tt~ I I
0,01 3

2·/0 i 5 8 /05
Re-

Abb . 19.2.2. Reibungsbeiwert 'Po des glatten Rohres in Funktion del' Reynolds-Zahl

0,05
ao:

10,03

~0,02

Die Funktion f(Pr) ist nach Deissler [2] durch Abb. 8.4.23, Bd. I , gegeben. Fur Pr = 0,7
wird j(Pr) = - 2,78. Beziehungen, die Sto direkt , also ohne Bezugnahme auf "Po angeben,
existieren in groBer Zahl. Sehr bekannt ist diejenige von Kraussold [3], die im Ergebnis
mit Gl. 19.2(3) recht gut ubereinstimrnt und

Sto = 0,024Re- o,2P r- o,67 19.2(4)

geschrieben werden kann.

Diese Relationen berucksichtigen nicht den EinfluB del' Anlaufstrecke. Er kann nach
Hausen [4] naherungsweise erfaBt werden durch

[
1 (D )3/2]St(x) ~ St; 1 + '3 -} , 19.2(5)

wobei x del' laufende Weg ist (Abb. 19.2.1). Ebenso kann del' EinfluB del' Rauhigkeit
naherungsweise beruoksichtigt werden durch

19.2(6)

wo "P del' effektive Wert "Po del' fiir hydraulisch glatte Wand ist, vgl. [5-8].
Fur gekrummte Kanale kreisforrnigen Querschnittes (Abb . 19.2.1c) lassen sich Wider

standszahlen gemafs [9-11] angeben zu

(
r )2y - Re -:- '
r"

St - 0 958St PrO,07RcO,05(rlr )0,1- , ° . ",

19.2(7)

19.2(8)

wo Index 0 auf den Wert des geraden Kanals verweist.
Beim roiierenden Kanallassen sich folgende Angaben machen, die auf [9-11] beruhen.

Bildet die Kanalachse mit del' Drehachse einen rechten Winkel (Abb. 16.2 .1d) , so liegt
VOl' allem die kritische Reynolds-Zahl Re" hoher als beim ruhenden Kanal. Es ist etwa

Re, ~ 8674 (wD jW)O,3 bei kreisformigem Querschnitt,

Re" ~ 63200 (wa jw) + 2000 bei quadratischem Querschnitt von Seitenlange a.
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Stets ist hier w die Relativgeschwindigkeit. Im turbulenten Bereich ist dann

{ [(
roD )2 ]0,282

"P = 0,942 + 0,058 w II lle } "PO' 19.2(9)

St - 1 045St yO,OG [1 + 00607 y-O,2]-, 0 , , 19.2(10)

wo stets Index °auf den ruhenden geraden Kanal verweist. Liegt die Kanalachse parallel
zur Drehachse (Abb . 16.2.1e), so liegt St ebenfalls tiber dem Grundwert Sto, im Extrem
fall bis urn einen Faktor 2.

Uber den Warmeiibergang an umstromien. Korpern geben in einfachen Fallen die fiir
die ebene Platte giiltigen Unterlagen einen geniigenden Anhaltspunkt, vgl. dariiber die
Angaben in Bd. I, Abschn. 8.4. MaBgebende Fluidtemperatur ist dabei stets die adiabate
Wandtemperatur

19.2( Ll)
2

T -T+p·l/:l~
ad - r 2 'cp

wobei w stets die Geschwindigkeit relativ zum angestromten Hindernis ist. Tad ist also
nahezu gleieh der Totaltemperatur. An gerundeten angestromten Kanten (z.B. Schaufel
eintrittskante) konnen die Ergebnisse fiir den querangestromten Zylinder verwendet wer
den. Die Grenzschicht stromt dort laminar. Unter Verwendung der Angaben Abb. 19.2.3
laBt sich im Bereich qJ = ±60° setzen, vgl. [12, 13]

IXD wID .rc:
Nu = T ' Be = - v- ' Nu =j(qJ) g(Pr) h r lle , 19.2(12)

wobei die Funktionen j , g, h in Abb . 19.2.3 dargestellt sind. h hangt von der Variablen
Tu YBe ab, wobei Tu der Turbulenzgrad der Zustromung ist .

10 20 30 40
ru-yRe-

~~
-0---

«:~ v
'- / ,/

//

/

/

/
J I

/

2,0

1,2

1,8

t 1,6

.<:?
1,4

4. B 12 1,00
Pr-

i

.....v
V

/
/

5- - <,

r-,

1,0

0,8

0,2

Abb. 19.2.3. Zur Bercchnung des Warmeiiberganges am quer angestromten Zylinder

Fiir den Turbomaschinenbau ist der Warmeiibergang an rotierenden Scheiben, die in
ein Gehause eingeschlossen sind, naturgemall bedeutsam. Dariiber existiert eine grolsere
Zahl von Veroffentlichungen, Die nachfolgenden Angaben stiitzen sich auf [14], was den
praktischen Gegebenheiten etwa am besten entsprechen diirfte. Abb . 19.2.4 zeigt die
vorausgesetzte Anordnung. Es ist Re = wrJv der ortliche Wert der Reynolds-Zahl. Irn
Radius ro, wo der Kiihlluftstrom senkrecht auf die Scheibe auftrifft, ist

St = O,2Re -O,:l:lPr-O,6, 19.2(13)

wobei vorausgesetzt ist, daf die Kiihlluft durch einen Ringspalt zugefiihrt wird. Hohere
Werte erzielt man, wenn man die Luft durch einzelne Locher einblast. Wo die Luft langs
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der Stirnflache nach aullen stromt, ist

S, ~ 0,1&-"" Pr-o,' [(~f:~1r 19.2(14)

(Bezeichnungen vgl. Abb . 19.2.4) . Diese Formel liefert fiir r ---+ ro unendliche Werte, ist
also dort ungiiltig und durch Formel 19.2(13) zu ersetzen. Der Ubergang zwischen beiden
Formeln liegt dort, wo beide den gleichen Wert ergeben. - Stromt die Luft langs der
Stirnflache nach innen, so ist

r
(r )2

JO'6
St = 4,2 . 10-6Reo,a Pr- O,6 1 - r;;

2.!!- !-
f o ro

19.2(15)

Abb. W.2"!. Anorduung einer gck iihlten Scheibe,
a) Stromung von inncn nach uu llen ; b) St romung

von uullen nach inn cn a b

Der gegeniiber Gl. HJ.2(14)stark veranderte, eigentumliche Charakter dieses Gesetzes (posi
tiver Exponent von B e) hangt damit zusammen, daB unter dem EinfluB der Fliehkraft
kalte Luftteilchen in unmittelbarer Nahe der Scheibenoberflache nach aulsen zentrifugiert
werden (entgegen der allgerneinen Stromungarichtung) und die Scheibe wegen der so ent
stehenden Luftumwalzung vor allem mit warmerer Luft in Beriihrung kommt. Die Wirk
samkeit der Kiihlung wird damit beeintrachtigt.

Die Abschatzung von w, mit dem auch die Stanton-Zahl gemali St = IX!ec;w gebildet
ist, bereitet insofern eine gewisse Schwierigkeit, als die Kiihlluft in Umfangsrichtung von
der Scheibe mitgeschleppt wird, was die Relativgeschwindigkeit beeinfluBt. Unter prak
tischen Bedingungen ist aber hinreichend genau w R:::: rw, urn so mehr als die MeBwerte
stark streuen. An der Einblasestelle ist w die Resultierende aus wr und der Austritts
geschwindigkeit aus der Lufteinhlaseoffnung. Die Stoffwerte sind fur die mittlere Kiihl
lufttemperatur im Radius r einzusetzen.

Uber den Warmeubergang in Labyrinthdichtungen finden sich in [15-18] umfangreiche
Me13ergebnisse. Es zeigt sich dabei, daB der Warmeiibergang fast nur durch die Spalt
stromung bestimmt wird, wahrend die Umfan gsgeschwindigkeit ohne wesentlichen Ein
fluB ist. Abb. 19.2.5 zeigt die verschiedenen Anordnungen und gibt die Bezeichnungen .
Wenn w die DurchfluJ3geschwindigkeit im Spalt ist, lauten die Definitionen

R e 2ws!v, s« = 2IXS!A. 19.2(16)

Die Stoffwerte beziehen sich auf die Kammermitte. Unter IX wird der Mittelwert iiber die
Teilung verstanden . Nachstehend werden fur die vers chiedenen Konfigurationen und
Bedingungen die empirischen Formeln angegeben :
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Rotor
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Rotor
b

Rotor
c

Abb. 19.2.5. Labyrinthanordnungen. a) Halblabyrinth, Karnme auf Sta torseite ; b) Kammnut-Labyrinth,
Karnme auf Statorseite ; c) Doppellabyrinth

Halblabyrinth (Abb. 19.2.5a)

Spaltseitig, 1,53 < tlb < 10

Nu = 0,041Reo.8 (slb) - O,Oj

Spaltseitig, tlb > 10

(
s ) - O,Uj [ ( t )]N u = 0,041Reo.8 b exp -0,004 b - 10

Kammerwand :
Nu = 0,043Reo.8 (slb)- O,l (tlb)- U,2

Kammnut-Labyrinth , Kiimme statorseitiy (A bb. 19.2.5b)

Rotorseitig :
5 000 < R e < 6000 sib, bls < 0,17

N u = 0,98Reo,6 (bls)O,l6

5 000 < R e < liOOO sib, 0,17 < bls < 0,24

N u = 0,74Reo,6

6000 sib < Re < 5 . 105, bls < 0,17

Nu = 0,41Reo,7 (bls)O,26

6000 sib < R e < 5· 105, 0,17 < bls < 0,24

Nu = 0,26Reo,7

Kammerwand:

Nu = 1,125Reo,65 (bls)O,35(slt)O,l (bRlt)o.32

Dopp ellabyrinth (A bb. 19.2.5c)

Nu = 0,135Reo,8 (slb)U,Oj (tlb)-u.5

Alles dies gilt fiir Pr = 0,7.
Warmeubergang bei f reier K onvektion hat bei Gasturbinen in folgendem Zusammen

hang eine gewisse Bedeutung. GemaB Abb. 19.2.6 ist eine Schaufel gebildet aus Schaufel
blatt 1, FuBplatte 2, Zwischensteg 3 und FuB 4. Bei gekiihlter Lauferscheibe fallt die
Temperatur im Zwischensteg von aulsen nach innen stark ab , so daB die FuBbefestigung
im Gebiet malliger Temperatur liegt und dementsprechend hoch beansprucht werden kann.
"Venn nun die Zwisohenraume zwischen den Stege n geschlossene Totraume sind, stellt
sich dort unter dem EinfluB des Fliehkraftfeldes eine intensive freie Konvektion ein . Nun
existiert zwar uber freie K onvektion ein umfangreiches Versuchsmaterial, doch reichen
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Abb . 19.2.6. Laufschaufelbefestigung mit Zwischen
steg zur Herabsetzung der Temp era tur in der

Fu3par tie

19.2(17)IX = T - T .
1 2

die Messungen auch nicht annahemd in den Berei ch del' hohen Grashof-Zahlen hinauf,
die hier del' groBen Zentrifugalbesehleunigung wegen auftreten. Man muB daher urn zwei
bis drei Zehnerpotenzen extrapolieren, was die Ergebnisse reeht unsicher macht. Mit den
Bezeichnungen nach Abb. 19.2.6 mogen folgende Definitionen eingefuhrt werden. Es sei q
die mittlere Warmestromdichte, die den Totraum radial nach innen durchquert. Dann
wird eine Warmeubergan gszahl definiert durch

q

Mit T m = (T 1 + T 2) !2 und del' F eldbeschleunigung rmw 2 ergeben sich dunn fiir N u und
Gr die Ausdriicke

IXh
NU = T' 19.2(18 )

Untel' Verwendung von [19J la13t sich dann set zen

Nu ~ 0,009Gro.:I:1:l P rU,407 , 19. 2(19)

also mit Pr = 0,7 insbesondere

Nu ~ 0,000 GrO,:I:I:I, 19 .2(20)

wobei von del' Tatsache Gebrauch gemacht ist , da/3 bei hohem Gr (und damit starker
Turbulenz) Nu von den geomet rischen Proportionen des Hohlraumes kaum mehr abhangt ,
Die Stoffwerte beziehen sich auf T m' - Del' gleiche Warrnetransport wiirde auftreten,
wenn del' Hohlraurn durch einen festen Korper mit einer Warmeleitfahigkeit Aa erfullt
ware. Diese aquivalente Warll1eleitfahigkeit ist offen bar

19. 2(21)

Man find et eine GroBenordllung, die etwa die Halite des A des Schaufelwerkstoffes ist.
Aus allen Korrelationsbeziehungen dieses Abschnittes lassen sich die Wiirrnc'ubcrganyl>

zahlen. gewinnen gell1a/3

19.2(22)

wobei als Bezugsgeschwindigkeit 10 und Bezugslan ge l stets die gleichen Werte zu ver
wenden sind , mit denen die Reynolds-Zahl gebildet wird.

Erganzend sei hier noch kurz del' K ontaktwiderstand erwahnt, del' sich an del' Beruh
rungsflache zwischen zwei K orpern einstellt , wenn Warme von einen auf den andern iiber
t ragen wird. E s seien Tfl und T/ 2 die Temperaturen del' beiden einander beriihrenden
Oberflachen (Til > rp/2) und q die auf del' Beruhrungsflache senkreeht ste hende Kompo
nente del' Warmestromdi chte. Dann ist

19.2(23)
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19.2(25)

19.3(1)

womit eine Kontaktwiderstandszahl R, definiert ist. Es seien Al und A2 die Warmeleit
fahigkeiten der beiden Werksto££e, Adie Warmeleitung des umgebenden Fluids (z.B. Gas),
k1 und k2 die mittleren RauhigkeitshOhen der beiden Oberflachen, Un die Bruchfestigkeit
des duktileren der beiden Werksto££e und p die Flaohenpressung. Nach [20] laBt sich
alsdann der Kontaktwiderstand durch folgende Formel bestimmen. Man setze

'X = 2A1A 2 , k = k1 + k2 • 19.2(24)
Al + A2 2

Dann ist
1 p~ A- = 0,7.104 - +-=.u, «» k

Hier sind die kin m, die A in W /mC einzusetzen und R , wird in Cm2/W erhalten. Diese
Formel beruht auf der Vorstellung, daB die Warrneubertragung einerseits durch den
Kontakt der Rauhigkeitserhebungen , anderseits durch das in den mikroskopischen
Zwischenraumen eingeschlossene Fluid erfolgt.

19.3 Warmeiibergang an Schaufeln

In Bd. I, Abschn. 8.4, finden sich bereits Angaben iiber den globalen Warrneubergang
an einem Schaufelblatt. Bei der Bestimmung dcr 'l'emperaturvcrteilung in einer gekiihlten
Schaufel wird aber die Verteilung der Warmeubergangszahl an der Berandung des Schau
felprofils benotigt. Diese laBt sich grundsatzlich grenzsehichttheoretisch berechnen, wobei
allerdings die im gegenwdrtigen Stande der Theorie erreichbare Genauigkeit noch nicht
voll befriedigt. Nachfolgend geben wir die Theorie von May [21J an, die sich auf die
grundlegende Arbeit von Eckert [22] stiitzt, Dabei beschranken wir uns auf die Beschrei
bung des Rechenverfahrens und verweisen fur die Herleitung auf die Originalliteratur.

Die Bezeichnungen sind die folgenden (vgl. Abb. 19.3.1). Wie in der Grenzschicht
theorie iiblich, bezeichne U die Geschwindigkeit am Rande der Grenzschicht beim Uber
gang in die ungestorte Stromung. U1 und U2 sind die iiber die Teilung gemittelten Ge
schwindigkeiten vor und nach dem Gitter. Mit 8 als Sehnenlange Iuhren wir die folgenden
Reynolds-Zahlen ein :

R - U18 Re
2

U28e1 = - ,
VI V2

Aus der laufenden Bogenkoordinate x, die vom vorderen Staupunkt E aus fiir Saug- und
Druckseite getrennt positiv gerechnet wird, bilden wir die dimensionslose Koordinate
; = xI8 und ebenso aus der Impulsmangeldicke °und der Temperaturmangeldicke 01 die
dimensionslosen GroBen

Weiter sei
e - 018, 19.3(2)

W UIUu 19.3(3)

t = T - Too , 19.3(4)

wobei an der betrachteten Stelle; die Temperatur in beliebigem Wandabstand T, die
jenige an der Grenze der Temperaturgrenzschicht T oo ist.

-Jt.
_ - - - - - - S - - ------1

Abb. 19.3.1. Schaufelprofil, zur Theorie des Warmcubergangee an Schaufeln
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19.3(5)

Die Berechnung del' Warmeubergangszah l geht aus von del' als bekan nt vorauszu
setzenden Geschwindigkeitsverteilung am Profil, da hiervon die Grenzschichtentwicklung
abhangt. Es ist also W(~) und damit dWld~ an jeder Stelle gegeben, Saug- und Druckseite
teilt man je in eine Anzah l von Abschnitten Llx ein, womit auch die Ll~ und die ~-Werte

~l> ~2' . • • in den Punkten 1,2, .. . festliegen (vgl. Abb . 19.3.1). Zuerst wird del' laminare
Teil del' Grenzschicht bestimmt. Irn Staupunkt E ist die relative Impulsverlustdicke

e = 0,2923 .

VRe l d; 10

19.3(7)

19.3(6)

Fur ~ = ~I wiihlt man versuchsweise einige e(~I)' berechnet zu jedem den Wert

K= e2(~I) ReI d; 1".'
entnimmt del' Abb . 19.3.2 f3* und z; und gewinnt hieraus

de I (1 - f3*) z;
d~ ". = e(~I) W ReI'

Damit geht man ins Diagramm Abb. 19.3.3 und tragt ausgehend von e(~I) eine Gerade
mit del' Neig ung nach Gl. 19.3(7) ein. Kommt del' Schnittpunkt A in die Mitte des Inter
valls von 0 bis ~I zu liegen , so war e(~I) ric htig gewahlt. In gleicher Weise wird weiter
geschritten, indem man e(~2) annimmt, die Gin . 19.3(6) und (7) fur ~ = ~2 formuliert
und die Annahme e(~2) so lange verandert , bis del' Schnittpunkt B in die Mitte zwischen
~I lind ~2 zu liegen kommt. So kann Schritt fur Schritt weitergefahren werden, aufiersten-

o
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Abb, 19.3.2. MaJ3gebcnde Funktionen zur Berechnung des lokalen Warmeiib erganges an Schaufeln
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falls bis dort, wo die Laminarablosung zu erwarten ist, was gekennzeichnet ist durch die
Werte K = -0,0681, (3* = 0,1988. Bei der in Turbinen vorhandenen hohen Vorturbulenz
erfolgt aber der Ubergang zur turbulenten Grenzeehichtstromung regelmalsig schon friiher,
nach Hodge [23] etwa bei Ub]» ~ 250, vg1. die Ausfiihrungen in Bd. I, Abschn. 3.13. Dem
nach ist mit dem Umschlag zu rechnen, wo

e =250~
Us

19.3(8)

erreicht ist. - Ist diese Rechnung fur den laminaren Teil der Grenzschicht durchgefUhrt,
so kennt man an jeder Stelle ~ gemaB Abb. 19.3.2 die GraBen Z und At und hat damit
auch

19.3(9)

o

A

Abb. 19.3.3. Zur Integration der Grenzaehicht
gleichung durch Differenzenrechnung und An

wendung der Sekantenmethode

19.3(10)

19.3(11)

1m vorderen Staupunkt E, also in ~ = 0 ist

S (0) = 0,4956 VR dW I
t Re

2
Pr . e1 d~ o·

Die Stanton-Zahl im turbulenten Teil der Grenzschicht laBt sich naherungsweise berechnen,
indem man den Wert bestimmt, der fur eine ebene Platte gelten wiirde an der Stelle,
an der die entsprechenden Verhaltnisse herrschen. So findet man

St(~) = 0,0296 ( :y.8 (Re2~) -O.2 Pr-O,67 .

Damit wird die Warmeiibergangszahl an jeder Stelle der Schaufelkontur

IX = e2CpU2St(~), 19.3(12)

wo St(~) je nach Ort gegeben ist durch die Gin. 19.3(9), (10) und (11).
Abb. 19.3.4 zeigt ein Beispiel eines Rechenergebnisses. Leider ist die Genauigkeit sol

cher Rechnungen bis heute nicht vollig befriedigend. Das gilt nicht etwa nur dann, wenn
man sich im turbulenten Teil mit der Naherung begniigt, die fiir die ebene Platte giiltige
Relation zu verwenden, sondern auch verfeinerte Theorien vermogen nicht voll zu befrie
digen. Die Theorie von Patankar und Spalding [24] bietet ihrer Struktur nach die Moglioh
keit, hohere Genauigkeit zu erreichen, doch erfordert dies die Eingabe empirischer Unter
lagen, die noch nicht vorliegen. Bei dieser Lage der Dinge sei etwa folgendes Vorgehen
empfohlen. In unmittelbarer Nahe des vorderen Staupunktes ist das Resultat zur Beriiok
sichtigung der starken Vorturbulenz nach G1. 19.2(12) und Abb. 19.2.3 zu berichtigen.
Weiter vergleiche man das Integralmittel von St mit den Angaben in Bd. I, Abschn. 8.4;
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liegt es wesentlich unter dem dort angegebenen Mittelwert, so ist der gefundene Verlauf
St(~) entsprechend umzurechnen, weil sonst die Gefahr besteht, daB der Warmeubergang
unterschatzt wird.

1200
W/rnZ"C
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r 800

J>bOO

!;()O

Saugseile Oruclrseife

(

I
I

1/

V I /
fo- Ii \ V --..

I ./
V \ .\./

19.4(1)

200

0,8 a~ 0 az
-t-

Abb.19.3.4. Beispiel eines gereehneten Verlaufes der Warmeiibergangszahl rx . Nach May [21]

19.4 Strenge Ldsungen der Warmeleitungsgleichung .

Strenge Losungen der Warmeleitungsgleichung sind naturgemaf nur fur Korper ein 
fa cher Geometrie moglich . Sie sind in groBer Zahl bekannt, vgl. insbesondere das um
fassende Werk von Carslaw und Jaeger [25]. Die nachfolgenden Angaben beziehen sich
samtlich auf eindimensionale Ealle , d .h . auf solche, bei denen die Temperatur nur von
einer Koordinate abhangt .

a) Stationare T emperaturfelder

Das einfachste stationare Temperaturfeld entsteht in der ebenen Platte, deren beide
Grenzflachen auf den Temperaturen T 1 und T 2 gehalten werden ; der Temperaturverlauf
iiber der Plattendicke ist dabei naheliegenderweise linear. Beim Hohlzylinder, der an seinem
Innenradius ri die Temperatur T', und an seinem AuBenradius ra die Temperatur T a auf
weist, ist der Temperaturverlauf Ian gs des R adius gegeben durch

T = T a + (T i - Ta)lln((rallr~).
n ra r.

Bei der Hohlkugel lautet die ent sprec hende Formel

19.4(2)

b) Lnsiatumiire Elementarlosunqen.

Zunachst sei hier eine Funktion T(t) eingefuhrt, die folgendermaBen definiert werde :
Der Funktionswert ist 0 fur t < 0 und 1 fur t > 0, springt also in t = 0 urn den Betrag 1
(vgl. Abb. 19.4 .1). - Nun sei ein einfacher Korper (Platte, Zylinder oder Kugel) mit
einem Fluid in Beriihrung , dessen zeitlicher Temperaturverlauf gegeben sei durch
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T ' = T *rU), wob ei die Warmeubergan gszahl ~ sei. Bis t = 0 herrsche auch im Karpel'
die Temperatur Null. Alsdann stellt sich im K arpel' eine raum-zeitli che Temperatur
verteilung ein , die nachfolgend angegeben wird.

Bei del' Platte von del' Dicke h (Abb . 19.4.2), die wir uns unendlich ausgedehnt denken ,
lautet die Differentialgleichung

r

a t

8T A. 82T
at = (!C 8x2 '

y

x

19.4(3)

Ahb. 19.4.1. Verlauf der Funkt ion T(t) Abb. 19.4.2. Ebene Plat te, Bezeichnungen

Mit
X _2x

- h' 19.4(4)

lautet dann die Losung
T = T*8(X, B, T) ,

oo 2 sin p '
8 = 1 - J; + . \ exp (- p'fr ) cos (PiX) .

i=l Pi sin Pi cos Pi

Die Eigenwerte Pi sind die Losungen del' Gleichung

P
cot P = B'

19.4(5)

19.4(6)

19.4(7)

19.4(8)

Fiir T < 0 wird 8 = O. - In del' Mittelebene (X = 0) ist bei den gegebenen Annahmen
die Warmestromdichte st ets Null. Daher gibt die Losung auch zugleich den Temperatur
verlauf wieder fiir den Fall del' Platte von del' Dicke hf2, die auf del' einen Seite warme
isoliert ist. Das ist oft eine gute Naherung fiir die Verhaltnisse an einer Gehausewand.

Beim Zylinder unendlicher axialer Ausdehnung lautet die Differentialgleichung

8T A. (82T 1 8T )
8t = (!C 8r2 + r a:;: .

E s sei mit R als Zylinderradius

r
X--- R'

Dann lautet die Losung fur T > 0

B _ ~R
- A. ' 19.4(9)

Die Eigenwerte Vi sind die Wurzeln del' Gleichung

vJ1(v) = BJo(v) ,

wobei mit J die Bessel-Funktionen bezeichnet sind.

19.4(10)

19.4(11)

19.4(12)
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Bei der K ugellautet die Differentialgleichung, wenn T nur von r abhiing t,

329

8T A 1 8 ( 2 8T )8t = (]C -:;:2 8r r &r . 19.4(13)

Die Losung kann wiederum durch die GIn. 19.4(9) und (10) dargestellt werden , wob ei
aber hier

e 1 ~ 2 sin Wi - Wi cos Wi ( " ) sin (WiX). = - ~ . exp - wtr ----.
i = l Wi - sin Wi cos Wi WiX

Die Eigenwerte Wi sind die Losun gen der Gleichung

1- B
cot W = - - - .

W

19.4(14)

19.4(15)

KurvenmiiBige oder tabellarische Angaben iiber die hier auftretenden Funktionen e
finden sich an vielen Stellen der Literatur, z.B. [26- 28].

c) A llqemeinere instationiire Losunqen.

Ausgehend von den angegebenen Elem ent arlOsungen , die einen zeitli chen Verlauf der
Fluidtemperatur gemaB der Sprungfunktion T(t ) vorau ssetz en , kann auch jeweils die
Losung fiir beliebigen Veri auf der Fluidt emperatur aufgefunden werden, Es sei

T' =j(r) , 19.4(16)

d . h . wir fiihren sogleich die dimensionslose Zeitvariable rein. Denken wir uns in irgend
einem Zeitpunkt r o einen unendlich kleinen Sprung d/I" der Fluidtemperatur, so wird
dadurch im Korper ein raum -zeitlicher Temperaturverlauf erzeugt, der durch

dT = d/I" e(X, B , r - ro) 19.4(17)

beschrieben wird. Hierbei ist zu beachten , daB e = 0 fur r < ro'
Wegen des linearen Charakters der Warrneleitungsgleichung ist aber jede beliebige

Uberlagerung von Losungen wieder eine Losun g. Deshalb kann aus Gl. 19.4(17) sogleich
die Losung fur den allgemeinen, durch Gl. 19.4(16) gegebenen Temperaturverlauf erhalten
werden, wenn man diesen gemaB Abb. 19.4.3 durch eine Treppenkurve erset zt denkt und
zum Differentiellen ubergeht. Fur den einzelnen Schritt laBt sich dann set zen

19.4(18)

wobei der Punkt die Ableitung nach r bedeutet. Die Uberlage rung aller Elementarlosungen
liefert damit offensichtlich

T

T = Je(X, B , r - r o)j(ro) dro.
o

19.4(19)

Mit den angegeb enen Funktionen e ist damit die Temperaturverteilung im Korper fur
das allgemeine Gesetz 19.4(16) in jedem Zeitpunkt bekannt. Den Ausdruck 19.4(19) nennt
man Duhamelschee I ntegral.

T'

Abb.19.4.3. ZUfBildung desDuhamelschen Integrals
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Abb. 19.4.4-6 zeigen dre i Beispiele von so bestimmten Temperaturverlaufen fur
einen Zylinder von 0,5 m Durchmesser mit folgenden Daten: e = 7,86 . 103 kg/m 3 ,

c = 500 J/kg OC , A = 29 W/m °C, <X = 1160 W /m20C. Damit wird B = 10. Der zeitli che
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Abb . 19.4.4. Temperaturverlauf in der l\Iit te und an der Oberflache cines zylindrischen Rotors, wenn im Zeit 
punkt 0 die Gastemperatur plotz lich um 500°0 springt
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Abb . 19.4.5. Temperaturverlauf in der Mitte und an der Oberflac he cines zylindrischen Rotors, wenn die Gas
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Abb . 19.4.6. Temperaturverlauf in der Mitt e und an der Oberflache eines zylindrischen Rotors, wenn die Gas
t emperatur im Verlauf von 60 min linear um 500°0 steigt
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Verlauf del' Fluidtemperatur T ' ist aus den drei Diagrammen zu erkennen, ebenso die
Temperatur T j an del' Oberflache und die 'I'emperatur To in del' Achse. Del' fur die Warme
spannungen maBgebende grolste Unterschied T j - To ist offensichtlich nicht sehr stark
verschieden, ob man nun T ' schlagartig oder im Verlauf von 15 min von 0 auf 500 °0
steigert. Erst im Falle von Abb. 19.4 .6, wo diese Temperatursteigerung sich iiber 60 min
erstreckt, wiI'd del' graBte Temperaturunterschied im Karpel' wesentlich kleiner. Im Hin
blick auf Rotoren ist abel' 0,5 m noch ein kleiner Durchmesser. Rei graBeren Rotoren
waren die entsprechenden Zeiten im Verhaltnis del' Quadrate del' Durchmesser umzu
rechnen, woraus man sieht, daf sehr lange Anfahrzeiten notwendig worden, wenn die
Warmespannungen wirksam reduziert werden sollen.

19.5 Quasistationare Berechnung lnstationllrer 'femperaturverteilungen

Gegeben sei ein Karpel' in dem eindimensionale Temperaturverteilung angenommcn
werden darf. Seine heiden Oberflachen F 1 und F z mogen in einem gegebenen Zeitpunktt
Temperaturen Tfl und T j2 aufweisen und mit Medien in Beruhrung stehen, deren Tempe
raturen T~ und T; seien. Die Warmeubergangszahlen seien iX-1 und iX-Z' was auf Warme
stromdichten ql und qz an den beiden Oberflaehen fUhrt . Nun mage folgender Vorgang
betrachtet werden. Die Gestalt del' Temperaturkurve im Karpel' (Abb . 19.5.1) sei zeitlich
konstant; mithin sind auch ql und qz unveranderlioh, da sie ja durch die Neigungen del'
Temperaturkurve an den beiden Oberflachen gegeben sind. Die Temperaturkurve muB
sich abel' im allgemeinen als Ganzes mit del' Zeit verschieben, da ja Warme zugefUhrt
oder entzogen wird. Damit ein solcher quasistationarer Vorgang uberhaupt moglioh sei ,
muB die Temperaturverteilung offenbar die Bedingung

8T
a\lzT = - = canst 19.5(1)

8t

erfullen. Nun sei T die mittlere Temperatur des Karpel'S. Dann laBt sich fur den quasi
stationaren Vorgang setzen

Tfl - T = knql + k l 2q2, I
T j2 - T = k 2lqj + k 22q2 '

19.5(2)

Die kii sind dabei durch Korpergeometrie und Leitfahigkeit gegeben , denn gibt man sich
die q, dann sind die Neigungen Abb . 19.5.1 festgelegt, folglich wegen G1. 19.5(1) abel' auch
die Kurvengestalt und damit auch die in 19.5(2) links stehenden Temperaturdifferenzen.

Del' Grundgedanke del' Theorie besteht nun darin, einen beliebigen instationaren Vor
gang durch eine Aufeinanderfolge solcher quasistationarer Vorgange anzunahern. In
jedem Zeitpunkt gelten dann die GIn . 19.5(2) mit nunmehr zeitlich variablen ql und qz.

Abb. 19.5.1. Zur Herleitung der Theorie der
quasist ationaren Berechnung instationar er Tern- Ft

peraturverteilungen

rj
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Diese Annaherung ist in erstaunlich weitem Bereich brauehba r und hat gegeniiber der
unter 19.4 gezeigten Methode des Duhamelschen Integrals den Vorteil, zeitlich variable
Warmeiibergangszahlen zuzulassen. - Da nun

ql = lX: l(T ; - TId = lX:l [T ; - T - (Til - T)],
erhalt man unter Verwendung von 19.5(2) die erste der folgenden GIeichungen ; die zweite
folgt in Analogie dazu.

ql = lX: l (T ; - T - knql - kl Zqz) ,

qz = lX:z(T ; - T - k Zlql - kzzqz)·

Diese GIeichungen, nach ql und qz aufgelOst, liefern

lX:l(T; - T) (1 + lX:zkzz) - lX: llX: zkd T ; - T)
~= ,

(1 + lX:lk ll) (1 + lX:zkzz) - lX: llX:zk 12k z l
19.5(3)

19.5(4)

19.5(5)

Damit sind fiir ql und qz Ausdriicke gefunden, welche die Oberflachen temperaturen nicht
mehr enthalten.

Die Energiebil anzgleichung des Vorg anges lautet mit m als K6rpermasse

dT
mCdi = Fl(!I + Fzqz·

Mit T = Atleclz liiJ3t sich dies in der Form

dT e1z
dT - Am(Fl (h + Fzqz) = 0 19.5(6)

schreiben . Wenn man hier noch 'h. und qz nach 19.5(3) und (4) einset zt, erhalt man Iol
gendes . Man setzt

e1z [ lX: l (l + lX:zkzz) - lX: IlX:zkIZ] F I + [lX: z(l + lX: I k ll) - lX: IlX:zk zl ] r,
U = - , 19.5(7)

Am (1 + lX: I k ll ) (1 + lX:Zk22 ) - lX: llX:zk l Zk 21

dT -
dT + U(T) T - V(T) = 0 19.5(9)

die Differentialgleichung des Vorganges, deren L6sung

T = exp [- j U(T' ) dT'] {T(O) + jV(T' )expr/ U(T" ) -. dT'} 19.5(10)

lautet. Es ist T" der von 0 bis T' laufende, T' der von 0 bis T laufende Wert des dimensions

losen Zeitparameters, T(O) die mi t tlere Temperatur in T = O. Man beachte, daJ3 die Rech
nung mit beliebig zeitli ch variablen lX:l' lX:z, T ;, T ; m6g1ich ist.

Wenn die Gin. 19.5(2) no ch in der Form

TIl = T + kn qI + klZqz ,

T lz = T + k Zlql + kzzqz ) 19.5(11)
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dargestellt werden, laBt sich der Rechnungsgang iiberblioken : Aus Geometrie und Warme
leitfahigkeit des Korpers bestimmen sich die ki j ; diese Ausdriicke werden nachfolgend
fur die in Frage kommenden Falle angegeben. Gegeben sind lXI, ~, T~, T~ in Funktion
der Zeit. Alsdann berechnet man aus 19.5(7) und (8) U(T) und V(T), aus (10) T, aus 19.5(3)
und (4) ql und q2' aus 19.5(11) Tfl und T j 2, alles in Funktion von T. - AnschlieBend
folgen die erganzenden Angaben fur die Korper, fur welche die Methode bevorzugt anzu
wenden ist.

Beim Vollzy1inder ist dessen Radius R gegebenermaBen die Bezugslange 1. Es ist hier
nur eine Oberflache vorhanden und der Korper ist nur mit einem Fluid in Beruhrung.
Dementsprechend fallen alle GroBen mit Index 2 aus der Theorie weg, und der Index 1
kann fallengelassen werden. Es ist also kn = k, k12 = k21 = k22 = 0, lXl = lX, lX2 = 0,
F l = F, F 2 = O. Weiter ist

A
T = ec1l2 t,

e12 2R
AmP =T'

Die Losung der Gl. 19.5(1) lautet fur die gegebene Geometrie

T T - q (1'2 2)
j - -2Ar 1 - r ,

woraus durch Mittelung

Somit ist
R

k = 4,1'

19.5(12)

19.5(13)

19.5(14)

19.5(15)

19.5(16)

Bei der ebenen Platte mit Dicke h ist 1 = h und PI = /1'2 = P. Das Koordinatensystem
werde so gelegt, daB x = 0 an der Oberflache 1 und x = han der Oberflache 2. Es ist dann

19.5(17)

19.5(18)

Die Losung der Gl. 19.5(1) Iuhrt auf

19.5(19)

Fur das Integralmittel ergeben sich folgende Darstellungen :

- h (ql q2) - h (q2 ql)Tfl - T =T 3 - 6' T j 2 - T =T 3 - 6 .
Somit ist

19.5(20)

h
kn = k22 = 3,1 ' 19.5(21)

19.5(22)

Beim Hoh1zy1inder mit Innenradius r l und AuBenradius r2 werden die Relationen natur
gemaf etwas komplizierter. Die Bezugslange sei 1 = (r2 - rl ) . Demgemaf ist

A
T = t.

(lc{rz - rl )

Ferner werde gesetzt
19.5(23)
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Dann ist

l ~J Tcmpcrntu r- lind Kiifllllng~prohiemc

2( Y - 1)2 1'1

Y2 - 1 T '
2Y(Y-1)2 r 1

Y2 - 1 T ' Hl.5(2-1)

Als Losung von 19.5(1) erha lt man

T -T _!i[YZ(It + Yq:!1 _-.!...fJ1+ Yq2( 2 - 1)]
/l . - A Y2 _ 1 n y 2 Y2 - 1 Y , 19.5(25)

Di e GIn . 19.5(2 ) ge ben damit die korrekten Temperaturdifferen zen, wenn man se t zt

r [ Y3 In Y yz Y J
k12 =1 (Y2 - 1)2 - 2(Y2 - 1) - '4 '

19.5(:W)

19.5(27)

Hl.5(28)

10.5(29)

Damit s ind Iiir di ese drei F iille die samt liche n benotigten Beziehungen zusanunengcst cllt.

Fur jed en Zeitpunkt erhalt man a uiser T und del' Ob erfla chentemperatur a uch den
Temperuturverlauf . Die einse it ig isolierte Platte oder del' innen od er autlen isolierte Hohl
zylinder sind eingeschlossen, denn man hat nul' an del' isolierten Fl iichc IX = 0 zu setzen . 
:\Ian bea ch te , dal~ di e Produktc «k stc ts dimen sionslos sind und den Aufbau von Biot
Zuhleu haben . Au ch Il ha t di e Struktur eine r Biot-Zahl , wu lu'cnd bci l' noch di e Tcmporatur
a ls Fuktor hin zukonunt .

Urn die Uenauigkeit dicscs Na horu ngsvcrfahrcns zu priifcn , sc i hier ein Vergleioh VOl'

~enommen mit den strenge n Losungen , di e man fur Platte und Zylinder erhiilt., wenn die
Fluidtcmperatu r ge mii/3 del' Sprungfunktion T variiert , vgl. Ab schn . Hl.-l. Im Au genblick
des Sprunges ist man von qu usistationa ren Verhaltnissen sehr weit eutfernt, so daG ein
grolier F chl er entstohe n mull . Das Verfuhren wird a lso a n eine rn Beispi el kontrolliert ,
das fur seine Anwcndung uu guustige Vorausse tz ungc n bictet. Trotzdem zeigt Abb . L9.5.2,
dati , ubgcsehcn vom Sprung del' Ob crfluchentempcrutur in / = 0, eine durchaus brauch
bare Niiherung cntstcht . Die a usge zogc ne n Kurven zeigen die Ergebnisse nach vorl ie
ge nde r Thcori e, d ie gcs t ric holtc n die exa kte n Tcmperut.ur verl uufe. Um ei ue bessere Vor 
ste llung zu ge be n, sc i folgendes erw a hnt . Eine Wandung von ]00 mill Dicke aus StahlguG
mit A= ::;) \\' 1m "C hat bei einc r Warllle iibergangszahl (\. = :2 000 W1m20(' eine Biot-Zahl
B = f),i l . Ein vollcr zylindrischcr Tronuncllaufer vo n 1000 nun Durolunesser und glei
che m A-\\'ert hat bei :'" = I 000 \\'1m:! "C cine Biot-Zahl B = 1-l ,:L - Bci sehr gro Gen
Biot-Zahlen wachsen die Fchler , wahrend sie anderseit s ge r inger werden , wenn sieh di e
Fluidtemperaturen nur stet ig und verhaltnism aflig langsam andern . Del' Vergleich mit
exakte n R echnungen hat z. B . geze igt, daG diese einfache JI~thode (di~ zeitlich variierende
c," zul iiGt !) bei Anfahrvorgiin gen von Dampfturbinen ers taunlich gen uue Resultate liefert .

Werden solche Berechnungen fur Rotor und Stator durchgefiihrt, um die Veranderun
ge n del' Warrnedchnungen und damit del' Spiele zu untersu chen , dann mu13 man na tiulich
beach ten , daG di e Zeitvariablen T fur ve rsc hie de ne Teile ni oht direkt vergl eichbar sind .
Es ist dann zweckmallig , a uf die "echt e" Zeit zuruckzugc he n .

Endres und Sa ini [29] haben qu alitative Ubcrlegu ngen an gestell t tiber die optimale
Weise des Anfahren s von Dampfturbiuen . Sie gehen dabei von eine r sehr vereinf acht.en
l\Iod ellvorst ellung a us, indem sie nul' die Warmek apazitat del' Bauteile berucksichtigen,
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Abb. 19.5.2. Beispiele quusistut.ionar berechn eter Tempcraturkurvcn (au sgezogen) und Vergleich mit exa kter
Losung (gestrichclt) . Zeitli cher Verluuf von Fluidtcmperatur cntspricht del' Funktion r(t) mit Tempcratur

sprung .1T in t = O. Es istlJ = 1'/.17'. 0" Mittclwert, {}J Wert an Oberfl iichc. Bei B = 1 ist dor exakte Vcrlauf IJ
VOIll ungenah erten zoichnerisch nicht unterschcidbar

also nur mit mittleren Temperaturen derselbcn rechncn, ohne auf die Wiirmeleitvorgange
einzugehen. Die Ausfiihrungen dieses Abs ehnittes erlauben es indessen, genauere Aus
sagen zu machen und den Anwendungsbereich jener alteren Untersuchungen zu erweitern,
denn die Differentialgleichung 19.5(9) hat die gleiche mathematische Struktur wie die
jenige, die dort verwendet wird. Man hat nur konstante IX und damit konstantes u voraus
zusetzen und anzunehmen, daB der Korper nur mit einem Fluid in Beriihrung sei. Andert
dieses seine Temperatur gemaB der Sprungfunktion, d .h. springt die Fluidtemperatur in
r = 0 urn T * (vgl. Abb . 19.5.3a) , so lautet die Losung

T = T * [1 - exp (-ur)] . 19.5(30)

Variiert T' proportional gemaf T ' = T **r (Abb . 19.5.3b), so wird die Losung

if = T* * {r - ~ [1 - exp (- ur)]}. 19.5(31)
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Abb.19.5.3. Anstieg der Mitteltemperatur Tin einem Korper bei Veranderung der Fluidtemperatur. a) Plotz
lieher Sprung der Fluidtemperatur; b) Fluidtemperatur mit Zeit linear ansteigend; c) Fluidtemperatur springt

zunachst um T* und steigt dunn welter linear an

Die Temperaturdifferenz T' - T ist offen bar maBgebend fiir den auf den Karpel' iiber
tragenen Warmestrom, mithin abel' auch fiir die im Karpel' auftretenden Temperatur
differenzen und Warmespannungen. Ein optimaler Anfahrvorgang ist dann gegeben,
wenn diese GroBe zeitlich konstant ist. Das ist dureh geeignete Uberlagerung del' Losungen
GIn. 19.5(30) und (31) erreiehbar (vgl. Abb. 19.5.3e). Man braucht nul' die Temperatur
parameter T* und T** gemiiI3

T* = T**/u

aufeinander abzustimmen. Dann bleibt ubrig

T = T**r:.

19.5(32)

19.5(33)

Demnach ist es zweckmallig, die Fluidtemperatur sofort sprunghaft zu erhohen und an
schlieBend weiter allmahlich ansteigen zu lassen, und zwar gemaB del' Abstimmung, die
durch 19.5(32) gegeben ist.

Die hier gegebene Methode liefert auch die asymptotisch sich einstellende siatiotuire
Tcrnpcraturverteilung, und zwar in strenger Weise, wenn die Geometric des Karpel'S den
einfachen Voraussetzungen entspricht. Das ist bedeutsam fur gekiihlte Konstruktions
teile von Gasturbinen, die mit zwei Fluidstromen verschiedener Temperatur in Beriihrung
stehen. Es geniigt in diesem FaIle, in del' Differentialgleichung zu setzen d/I'[d» = O. Dann
bleibt T = olu, worauf 19.5(3) und (4) (11 und '12' 19.5(11) Tfl und Tf'l. und 19.5(19) bzw.
(25) die Temperaturverteilungen liefern .

19.6 Eindimensionale Warmeleitung in Staben, Scheiben und Schalen

Die in diesem Abschnitt angegebene Theorie dient Val' allem del' Berechnung del'
Temperaturverteilung in Schaufeln ohne Innenkiihlung und in Radscheiben. Dabei ist
vereinfachend vorausgesetzt, daB die Temperaturunterschiede innerhalb eines Quer
schnittes (also in einem Schaufelschnitt bzw. in einem Zylinderschnitt im FaIle del'
Scheibe) vernachlassigbar seien. Del' Unterschied gegeniiber den in den vorausgehenden
Abschnitten behandelten eindimensionalen Problemen besteht darin, daB del' Karpel'
langs del' Erstreckung langs del' die Temperaturverteilung zu rechnen ist, im Warme
kontakt mit einem Fluid steht.

Abb. 19.6.1 zeigt die Disposition. Del' schraffiert angedeutete Kerper steht auf beiden
Seiten mit je einem Fluid in Beriihrung, deren Temperaturen T', T" und Warmeubergangs
zahlen x' und «" im allgemeinen Funktionen des Ortes x und del' Zeit t sein konnen.
Ein Element dx in x bietet zu beiden Seiten Flachen U'dx und U" dx dar, die nicht
notwendig gleich sein miissen; sie sind es z.B. nicht, wenn del' Korper eine Rotations-
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schale ist. Der Fall der Schaufel ergibt sich in naheliegender Vereinfachung, denn dort
gibt es nur ein Fluid, das den stabformigen Kerper am ganzen Umfang umgibt. Korper,
die mit mehr als zwei Fluidstromen in Beruhrung stehen, lassen sich genau gleich behan
deln, doch durfte der Fall selten sein .

7(0)= To

o x x-tis: x
! I I I! I I I [ I

-1 0 2 i-t t i-t n,-1 n, nsl
Nummer

Abb, 19.6.1. Zur Herleitung del' Differentialgleiehung del' eind imensionalen Wiirmeleitung

Die Energiebilanz eines Abschnittes zwischen x und x + dx lautet

A [fOT] - A [f OT] + ()I. '(T' - T) U' dx + ()I."(T" - T) U" dx = (lefdx oT,
ox x +dx ox x ot

was nach Division durch ), dx und nach Einfiihrung der Abkiirzungen

fJ ' = ()I. 'U'
- A ' fJ " = rx " U "

- A ' 19.6(1)

in die folgende Form gebracht werden kann :

f o2T + df oT _ (fJ' + fJ ") T + fJ 'T' + fJ"T" = L oT .
~ ~~ am 19.6(2)

Die fJ haben den Aufbau von Biot-Zahlen und alle Glieder der Gleichung haben offensicht
lich die Dimension einer Temperatur. - Dieser Differentialgleichung sind fur die beiden
Enden noch Grenzbcdingungen beizufiigen. Zu diesem Zweck sei angenommen, daB der
Korper beidseitig mit warmeiibertragenden Systemen in Verbindung stehe, die in Abb .
19.6.1 durch Re chtecke angedeutet sind und zur Herleitung eines allgemeinen Formalismus
nicht genauer spezifiziert werden miissen. Es genugt, daB die beiden fur die Warmestrome
maBgebenden Temperaturgradienten in der Form

oT I = T(O) - T a,
ox x~ o L a

oT I = T w- T(l)
ox x~ l L w

19.6(3)

dargestellt werden konnen. Hier sind T a und T w gegebene (u. U. zeitlich variierende)
Temperaturen, die in den AnschluBsystemen hergestellt werden, wahrend die La und L w

Konstanten von der Dimension einer Lange sind. 1st etwa der Endquerschnitt in x = 1
mit einem Fluid mit Temperatur T w und Warmeubergangszahl ()I.w in Beriihrung, so ist
L w = A!()I.w' Komplizierter wird die Bestimmung der L bei warmeleitenden AnschluB
systemen, vgl. die Ausfiihrungen unter 19.7. Die GIn. 19.6(3) erlauben die Darstellung

oT IT(l) = T w - L w -o .
X x = l

19.6(4)



338 19 Temperatur- und Kuhlungsprobleme

Daraus ist zu erkennen, daB die angegebene Form fast immer anwendbar ist, denn wird
etwa die Temperatur in einem Endquerschnitt direkt vorgeschrieben, so bedeutet dies
lediglich , daB die betreffende Konstante L Null ist . Nul' del' Fall, wo man direkt den
Gradienten vorschreiben wiirde, ist so nicht darstellbar, doch kommt er in unseren An
wendungsfallen kaum VOl'. - Fiigt man zu del' Differentialgleichung 19.6(2) und den
Grenzbedingungen 19.6(4) noch eine Anfangsbedingung bei , so ist das instationare Problem
mathematisch eindeutig formuliert . Irn stationaren FaIle ist lediglich in Gl. 19.6(2) rechts
Null zu setzen, und die Anfangsbedingung entfallt.

Die Losung kann nul' in einfachen Sonderfallen geschlossen erfolgen. Sonst wird man
sich heute del' Differenzenrechnung bedienen, wozu man den Karpel' einteilt in n gleiche
Koordinatenintervalle Ll x (vgl. Abb . 19.6 .1). Die Ableitungen im Aufpunkt i sind dann
gegeben durch

8T T i+1 - T i- 1
8x = 2L1x

82T T i+1 - 2Ti + T i- 1
8x2 = Llx2

19.6(5)

Wei tel' mage die zeitliche Ableitung im gleichen Aufpunkt ersetzt werden durch

8T LlTi
8i'=-:Jt' 19.6(6)

wo LIT; die Anderung von T i im kleinen Zeitintervall LIt ist. Wenn man die Ausdriicke
19.6(5) und (6) in 19.6(2) einfiihrt und ordnet, erhalt man folgende Differenzengleichung,
die Iiir jeden Punkt von i = 0 bis n gilt:

fLIT ·
P iTi- 1 - QiTi + RiTH 1+ Si = ci- LIt"

f i 1 dfl
Pi = Llx2 - 2L1x dx .'

Q. - 2fi + fl'.+ fl"
t - Llx2 t t ,

f i 1 dfl
Ri = Llx2 + 2L1x dx ,'

S {J 'T ' {J"T"i=== i i+ i i '

19.6(7)

Stellt man diese Gleichung fur die beiden Endpunkte i = 0 und i = n auf, so ers cheinen
darin auch ideelle Temperaturen T - 1 und T n + 1 in den Punkten i = -1 und i = n + 1,
die dem Karpel' nicht angehoren (vgl. Abb. 19.6.1). Diese treten abel' auch in den GIn.
19.6(4) auf, wenn man diese wie folgt als Differenzcngleichungen schreibt :

T = T + L T 1 - T -1 T = T _ L T n+1 - T n - 1 19.6(8)
o '" '" 2L1x ' n W W 2L1x

Durch Auflosen diesel' Gleichungen nach T - 1 und Tn H erhalt man fiir diese ideellen Tern
peraturen Ausdriicke, die nur reelle Temperaturen enthalten. - Nun denke man sich
die GIeichungen del' Form J ~l.lj ( 7 ) an geschrieben fur ulle i von 0 bis n. In den GIeichungen
fur i = 0 und i = n ersetze man die T - 1 und Tn 1-1 durch die Ausdriicke nach 19.6(8).
Die Gleichung fur i = 0 enthalt dann von den T , nul' T u und T b wahrend in del' GIeichung
£iir i = n nul' Tn-I und Tn auftroten. Mithin cnts te ht insgcsamt cin Gleichungssystem,
dessen Struktur schematisch in Abb . I 9.6.2a dargestellt ist. Damit laBt sich das Losungs
verfahren .erkennen.

Irn instationdren. Falle hat man lediglich ausgehcnd von einem gegebenen Temperatur
verlauf aus jeder del' GIeichungen Ll T i zu bereehnen, erhalt damit die geandcrt en T i
nach dem Zeitintervall LIt , rechnet erneut die 'I'emperaturanderungen LlTi usw . 1m Hin
blick auf die numerische Stabilitat, des Verfahrens darf LIt nicht zu grofs gewdhlt werden,
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sondern mull del' Bedingung
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Abb, 19.6.2. Struktur des Glcichungssystems fur eindimensionale Warmeleitung

Im etationaren Falle sind aIle L1Ti = O. Zweckmafsig werden die samtlichen Si in 19.6(7)
auf die rechte Seite genommen. Man hat dann ein simultanes System von Bestimmungs
gleiehungen fiir die T', in iiblieher Darstellung VOl' sieh, und zwar hat es wiederum den in
Abb. 19.6.2a angegebenen Aufbau. Aus del' ersten Gleichung des Systems kann man To
ausdriicken und in die zweite einsetzen, worauf dort als Unbekannte nul' noch T 1 und T 2

auftreten. Das Gleichungssystem gewinnt damit die Form naeh Abb. 19.6.2b, wobei
bemerkenswert ist, daB die unter del' gestriehelten Linie angedeuteten Gleiehungen noch
nieht herangezogen werden muBten. Von hier aus kann das gleiehe Eliminationsverfahren
weitergefiihrt werden, bis sehlieBlieh nul' noch ein System von zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten iibrigbleibt, das leicht gelost werden kann . Ausgehend von den nun bekann
ten Tn- 1 und Tn geht man durch die Eliminationsgleichungen zuriick und erhalt so schlieB
lieh alle Ti . Es ist das gleiche Reehenverfahren, das bereits un tel' 17.7 zur Berechnung
del' Spannungsverteilung in Seheiben angegeben wurde. Es kommt ohne Iterationen aus
und hat den Vorteil daB del' Rechenaufwand nur proportional del' Zahl del' Aufpunkte
ansteigt, nicht etwa progressiv.

Es kann wiinschenswert sein, in verschiedenen Bereichen des Karpel's verschiedene
Koordinatendifferenzen L1x zu verwenden, was einen gewissen Kunstgriff erfordert. Del'
gleiche Kunstgriff kann angewandt werden, wenn etwa del' Querschnitt ortlich so stark
variiert, daB man mit einer Unstetigkeit des Querschnittes rechnen kann, oder wenn zwei
Teile mit verschiedener Warrneleitfahigkeit aneinanderstoBen (z.B. VerschweiBung). In
Abb. 19.(),;3 ist dies sohematisch dargestellt . Es stoBen zwei Teile a und b mit den Wiirme-

t.:

Abb. 19.6.3. Ubergang bei einer Diskontinuitat des
Qucrschnittes und dcr Wdnnelcitflihigkeit x
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19.6(9)

leitfahigkeiten Aa und Ab zusammen. Die Koordinatenintervalle sind L1xa und L1Xb' und an
der Sprungstelle haben die beiden Teile die Quersehnitte fa und fb' Die Stetigkeit des
Warmestromes an der Ubergangsstelle kann hinreiehend genau ausgesprochen werden
durch

was aueh in der Form

AafaT . _ [Aafa + Adb] T . + Adb T . = 0
AX ~-I AX AX ~ L1x ~ +I

LJ a LJ a LJb b

dargestellt werden kann. Die Gl. 19.6(7), fur den Punkt i - 1 formuliert, enthalt die
Unbekannten Ti- 2 , Ti-I> Ti. Fur Punkt i formuliert man nur 19.6(9) mit den Unbekannten
T i - I , Ti, T H I . Fur Punkt i + 1 enthalt Gl. 19.6(7) r; T i +! und T i +2 • Somit behalt das
Gleichungssystem auch bei diesem Ubergang die dureh Abb. 19.6.2 veranschaulichte
Struktur bei , und seine Auflosung begegnet keiner Schwierigkeit.

Sollte etwa an einem Ende direkt die Temperatur gegeben sein anstatt einer Bedingung
der Form 19.6(4), dann fallt einfach die Gleiehung fur diesen Aufpunkt weg, ohne daB
sieh an der Struktur des Gleiehungssystems etwas andert.

19.7 Eindimensionale Temperaturverteilung in Schaufeln und Laufradscheiben

Die in Abschn. 19.6 gegebenen Grundlagen mogen hier angewandt werden auf Schau
feln und die sie tragenden Radseheiben. Als Ausgangspunkt diene der einfaehste Fall,
die Sehaufel konstanten Quersehnittes, die einer konstanten wirksamen Gastemperatur T'
ausgesetzt sei und an der Sehaufelwurzel (Nabe) auf einer tieferen Temperatur TN ge
halten werde (vgl. Abb . 19.7.1). Die allgemeine Differentialgleichung 19.6(2) schreibt sich
dabei im stationaren Falle

19.7(1)

Die Grenzbedingungen sind

T(oo) = T'. 19.7(2)

19.7(3)

Die zweite dieser Gleichungen besagt, daB sieh T asymptotisch dem Wert T ' nahert, was
mit groBer Genauigkeit zutrifft und auf die einfachste Losung fuhrt . Sie lautet

T = T ' - (T' - TN) exp (-X V(XA~)'

Abb.19.7.2 zeigt einen so ermittelten Temperaturverlauf in einer Schaufel von 5 em

x

Abb .19.7.1. Sehaufel konstanten Quersehnittes

5
em

r
!-i

Z
T'

0
500

Abb. 19.7.2. Beispiel fur den Veriauf der
Sehaufeltemperatur T bei konstanter Gas

temperatur T ' . Sehaufelsehnenliinge 5 em
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Sehnenlange, wobci die Temperatur an dor Sehaufclwurzcl zu 500 oe, dicjcnige des Gases
zu 700 0e angcnommcn ist. Wic man crkennt, hat sieh boreits 3 em iiber dem Sehaufelfu13
die Schaufeltemperatur del' Gastemperatur auf 7°e genahert. Eine wirksame Kiihlung
des Schaufelblattes vom Fu13 her ist also unmoglich ; hierzu miilite del' Exponent in 19.7(3)
klein, d. h. die Schaufel miiBte kurz und von gedrungener Gestalt sein , was hoohstens bei
ausgesprochenen Kleingasturbinen erreichbar ware .

Del' Temperaturgradient am Schaufelfu13, also in x = 0, ergibt sich aus 19.7(3) zu

dTj = (T' _ T )l/rx u
dx 0 N).j .

Del' Warmestrom Q, del' in die FuBplatte insgesamt eintritt, ist

19.7(4)

19.7(5)

Riel' ist rxp die Warmeubergangszahl an del' FuBplatte, jp die gesamte Fulsplattenflache
(also jp = bt, wenn t die Teilung an del' Fu13platte ist) . Wenn man in diesel' Gleichung
die Temperaturdifferenz T ' - TN aus 19.7(4) ausdruckt, erhalt sie die Form

Q= j). dTI [1 + rxp(jp - j)] .
dx 0 YrxAjU

19.7(6)

Del' Faktor VOl' del' eckigen Klammer ist offenbar del' Warmestrom, del' aus dem Schaufel
blatt allein stammt ; del' dimensionslose Klammerausdruck gibt also die Vergrolserung
des Warmestromes durch die konvektive Warmeubertragung an die FuBplatte. Die For
mel 19.7(6) gilt streng nur fill' konstanten Schaufelquerschnitt und konstante Gastempe
ratur, kann abel' auch unter allgemeineren Voraussetzungen naherungsweise ubernommen
werden, da die lokalen Bedingungen an del' Sehaufelwurzel von denen in grolserer Ent
fernung nur wenig beeinfluBt werden. Wenn (dT jdx)p del' Mittelwert des Temperatur
gradienten an del' FuBplatte selbst ist, gilt auch

. (dT)Q = Ajp dx p'

Die Gleichsetzung del' Ausdriioke 19.7(6) und (7) liefert

(dT ) =.L [1 + rxp(jp - j)] dTI .
dx p jp YrxAjU dx 0

19.7(7)

19.7(8)

Von hier aus kann auch die Grenzbedingung an SchaufelfiiBen gewonnen werden. Abb.
19.7.3a und b zeigen Beispiele von Anordnungen. Im Beispiel a ist ein Trommelrotor
vorausgesetzt, del' an den Flaohen zwischen den Schaufelkranzen mit Kiihlluft in Beriih
rung steht. Del' Warmestrom verlauft dann wie durch die Pfeile angedeutet, und das
Innere des Rotors nimmt am Warmeleitnngsvorgang praktisch nicht teil. Sind T A und T B

die Temperaturen in A und B, so ist

19.7(9)

die fill' die Warmeableitung maBgebende Temperatur. Im Beispiel Abb. 19.7.3 b wird die
Warme radial in die Scheibe eingeleitet. Es sei r del' Radius, in dem die Temperatur langs
des Umfanges als ausgeglichen betrachtet werden darf, und zwar solI del' Wert mit T
bezeichnet werden . Wie die Anordnung im einzelnen auch aussehe, so kann stets gesetzt
werden

(dT )
dx p

19.7(10)
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x x

a b

19.7(11)

19.7(12)

Abb.19.7.3. Zur Formulierung der Grenzbedingungen am SchaufeIfull. a) Hammerkopfbefestigung; b) axial
eingeschobener Full

vgl. die Abbildung. Der Koeffizient K bestimmt sich dabei wie £olgt. Fiir die gegebene
geometrische Konfiguration ermittelt man das zweidimensionale stationare Temperatur-

£eld £iir beliebig gewahlte TN und T nach den unter 19.8 und 19.9 beschriebenen Ver
£ahren oder auch nach dem Verfahren der elektrischen Analogie, vgl. etwa [30]. Damit
kennt man auch (dT/dx)p und kann £olglich K aus 19.7(10) berechnen. Aus 19.7(10) und
(8) £olgt

TN - T = iN [1 + IXp(fp - iN)]dT/.
KLJr i p ¥IXAiNUN dxo

Die GraBen i und U wurden hier noch mit dem Index N versehen, um anzudeuten, daB
bei variablem Schau£elquerschnitt die Werte an der Nabe einzusetzen sind. Wenn man

nun mit der ersten der GIn. 19.6(3) vergleicht und beachtet, daB T(O) hier TN ist und T
die Rolle von T", iibernimmt, £olgt sogleich

L", = K LJr iN [1 + IXp(fp - iN)],
fp ¥IXAfNUN

womit die Grenzbedingung an der Schau£elwurzel so £ormulierbar ist, wie unter 19.6
angegeben. Man beachte, daB die genaue Wahl von LJr nicht maBgebend ist, da bei gege
benen Absolutmessungen des FuBes KLJr praktisch von LJr nicht abhangt. Ist aber ein
mal K bestimmt, so mull LJr stets im gleichen Verhaltnis zu den FuBabmessungen stehen
wie in der Kon£iguration, die zur Berechnung von K diente.

Eine Partie zwischen rN und r wie in Abb . 19.7.3b kann auch ersetzt werden durch
einen gedachten zusammenhangenden Ring, der eine verminderte Warmeleitfahigkeit ).*

hatte. Die Temperaturverteilung in einem solchen ware gegeben durch

T = T _ (T _ T) In (rN/r) ,
N N In (rN/r)

so daB der Gradient in rN den Wert

dTI TN- T
dr N = rN In (rN/r)

hatte. Aus der Bedingung

A* dTI =). (dT)
drlN dx p

19.7(13)

19.7(14)

19.7(15)
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folgt durch Einsctzcn del' Ausdrucko l!"l .7(10) und (14)

,* = ' rN In (rN/f)
A A K Llr . 19.7(16)

19.7(17)

Diese DarsteIlungsweisc wird zweckmiWig herangezogen, wenn die seitlichen Begrenzungs
flaehen diesel' Zone mit Kiihlluft in Beriihrung stehen, denn dann kann die eindimensio
nale Berechnung del' Temperatur genau glcich erfolgen wie in del' iibrigen Scheibe, nul'
mit geiinderter Leitfiihigkeit.

Obwohl die Theorie gemiiB ihren Grundvoraussetzungen zuniichst eindimensional ist,
kann sie im FaIle del' Scheibe doch so ergiinzt werden, daB sie ohne Komplikation ihrer
mathematischen Struktur auch die Temperaturvcrteilung iiber del' Scheibendicke nahe
rungsweise erfaBt. Es wird angenommen, diese Temperaturverteilung sei stets diejenige,
die sich einsteIlen wurde in einer ebenen Platte, die beidseitig gleichen Fluidtemperaturen
und Warmeiibergangszahlen ausgesetzt ist und auch die glciche Dicke h. besitzt wie die
Scheibe (lokal). Wenn wir die Warmeatromdiohte q positiv rechnen in Richtung del'
z-Achse (Abb , 19.7.4), wird sic

r (" ') [ 1 z ]q=q + q - q 2+T'

z

T"
T('T'

o
(Ldq"

--q---;I"V---::;#~ '---Abb . 19.7.4. Zur Herleitung der quasizweidimcn
sionalen \Varmeleitung in einer Scheibe

19.7(18)

Wenn im Rahmen diesel' Theorie T die Temperatur in del' Mittelebene bedeutet und T*
die lokale Temperatur, folgt hieraus

* _ 1 [q' + « q" - q' 2]
T - T - }'a --2- z + 2h z ,

mithin fur die Oberflachenternperaturen

T ' T h (3 ' ")1= + -8' q + q ,
I.a

T " T h ( ' 3 ")1 = -sr- q +,q .
a

19.7(19)

Riel' ist Aa die Wiirmeleitfahigkeit in axialer Richtung, die sich in Kranzpartien, wo man
mit einer ideeIlen Leitfahigkeit A* rechnct , von diesel' letzteren unterscheiden wird. Bei
axial eingeschobenen SchaufelfiiBen ist sic gleich del' .reellen ' Leitfahigkeit. - Mit den
Warmeiibergangszahlen IX' und IX " zu beiden Seitcn ist auch

19.7(20)

Die Gleichsetzung liefert

T ' - q', = T + l::.- U~q' + q")
IX HAa

" h
T" + ~" = T - RA

a
(q' + 3qlf) .
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Diese Gleichungen konnen in Iolgender Weise nach g' und g" aufgelost worden . Man setzt

3h 1
A - SAa+~,

h
o ST'a

N = AB - 0 2 • 19.7(21)

Dann ist

g' = - ; (T - T') - ~ (T - T"), s" =~ (T - T") +~ (T - T'). 19.7(22)

Da in del' ursprunglichen Form del' Theorie die Warmestromdichten -ex'(T - T') und
ex"(T - T") sind , zeigt sich, daB man nul' in 19.6(2) die Ausdriicke fiir die {3 zu ersetzen
hat durch

{3 ' =B + 0 U
NA '

(3" =A + 0 U
NA '

19.7(23)

wobei hier Adie radiale Warmeleitfahigkeit ist . Alles iibrige bleibt unverandert. Hat man
so nach dem eindimensionalen Verfahren T(x) bestimmt, so liefern 19.7(22) g' und g"
und 19.7(lS) und (19) die Temperaturverteilung iiber del' Scheibendicke.

,-
I

1 I
\ ,
I I

-+-t-I ,
1 I
I I
\ I
I I

~
i

--------+_.-
Abb.19.7.5. Beispiel : Berechnung einer Scheib e mit Schaufeln

Damit konnen nun kompliziertere zusammengesetzte Falle behandelt werden, wie
etwa del' in Abb. 19.7.5 dargestellte. Es handelt sich um eine gekiihlte Scheibe mit unge 
kiihlten Schaufeln. Die SchaufelfiiBe weisen verlangerte Halsstiicke auf, um die Warme
iibertragung von del' Schaufel auf die Scheibe herabzusetzen. Das Bild zeigt die Kiihlluft
fiihrung, die Bezeichnungen und die Numerierung del' Aufpunkte. Es ist angenommen,
daB die Deckplatten mit Kiihlluft in Beriihrung stehen. Nachfolgend werden die fiir den
dargestellten Sektor giiltigen Gleichungen angegeben fiir aIle ,abnormalen' Aufpunkte,
und zwar sogleich fur den instationaren Fall:

Punkt 1:

19.7(24)
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Punkt ]1:

19.7(25)

Punkt q:

19.7(26)

19.7(30)

19.7(31)

Punkt r:

f AT r - T r- l + (f- - f ) (T _ T O) = j1 T r+ l - T r _ flC] hN LlT r 19.7(27)
F Llx

2
IXp F r k h

N
2 LIt'

Punkt r + 1:

f AT r+2 - Tr+l + (f- - f ) (TO_ T ) = j1 T r+1 - T r + flcfhN LlTr+1 19.7(28)
N Llx

4
IXp N U r+l h

N
2 LIt'

Punkt 8:

-1. AT. - T .-1 + (f-_ f ) (T' _ T) - j-AT . - T .+1 + j-h LIT. 19.7(29)s Llx
4

IXp J S U 8 - hs flc N LI t .

Punkt 8 + 1:

1 T . - T .+1 (T T ')
1\ h

s
= IXp 8+1 - u -

Dab ei gelten folgende Bezeichnungen:

f gesamte r Querschnitt (Teilung X Breite) ;
fF ,fN ,fS Querschnitt des Fuliteiles F , des Schaufelblat tes an Nabe und Spit ze;
T T : Temperaturen von Gas und Kiihlluft ;u' "
IX, IXp Wiirmeub ergangszahl en an radi alen Fliiehen bzw. an ,P lat ten '

(wie in G1. 19.7(5)) ;
}. , AR' A* Wiirmeleitf iihigkeit der Sehaufel, des Rotors, ideelle Wiirmeleitz ah1.

Alle Grolsen , bei denen niehts weiteres angegeben ist , gelten stets fur den Punkt , fur
den die betreffende Gleiehung angesehrieben ist.

Von der Ri ehtigkeit der Gln . 19.7(27) und (28) ub erzeugt man sieh, ind em man (27)
von (28) subtrahiert. Alle Gleiehungen fur die ,norma len' Aufpunkte hab en die Form
19.6(7) und sind nieht weiter angegeben. Die quasizweidimensionale Behandlung unter
Verwendung der Beziehungen 19.7(18)-(23) ents prieht im instationaren Falle genau der
Theorie naeh Abs ehn . 19.5 und ist mit gleieher Niiherung brauehbar wie jene. - Der
stat ioniire Fall ergibt sieh, indem man die LI T Null setzt . Von dem so ents tehenden
Gleiehungssystem enthiilt die erste Gleiehung, d .h. 19.7(24) zwei Unbekannte, die letzte,
G1. 19.7(30) ebenfalls, alle anderen drei . Man hat also wiederum ein Gleiehungssyste m
der in Abb. 19.6.2 veran sehauli ehten Art vor sieh und kann die gleiehe Losungsmethode
benutzen. Dabei ist T o als bekannt vorausgesetz t . Die Gena uigkeit dieser Eingabe ist
iibrigens nieht kriti seh, da das R eehenergebnis nieht sehr empfindlieh darauf reagiert.
Not igenfalls kann aber diese Temperatur freigegeben und eine Grenzbedingung des Typs
G1. 19.6(8) geset zt werden, ohne daB die Struktur des Gleiehungssystems sieh veriindert .

Es ist beaehtlieh, daf eine so komplizierte Anordnung naeh eine m Verfahren nach 
gereehnet werden kann , das ohne Iteration auskom mt. Das gilt allerdings nur unter der
Vora ussetzung , daB der Verlauf der Kiihlluftt empera t ur gegeben werden kan n , was hoch
stens niiherungsweise zutrifft. Genauer miili t e man diesen zugleieh mit der Temperatur
verte ilung in den Baut eilen bereehnen . I st 1n der Kii hlluftmassenstrom, so lau t et die
Bilanz gleiehung z.B. fur ein Wegs t iick dx, wenn nur von der Scheibe aus Wiir me auf die
Luft ub ertragen wird

. dT' U T ' d dT k IX U °mc» k = IX (T, - k ) x. ' '-d = -.-(T, - T k ) ·
x mc»
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19.7(32)

Solche Beziehungen warcn also als Differenzenglciehungen dcm (Ileiohungssystem boizu
Iugon, dus dann abel' seine ciufucho Struktnr vorliort. Man kann daher so vorgohen, dal3
man mit angenommenen Kithllufttemperaturen die Temperaturverteilung im Rotor
system bestimmt, damit neue Kiihllufttemperaturen berechnet usw.

Haufig findet man aueh die Anordnung, bei del' die Zwischenraume zwischen den ver
langerten Halsstiioken P (Abb. 19.7.5) Totraume sind, also nicht von Kiihlluft durch
stromt. Del' konvektive Warmeubergang in den Totraumen kann dann beriicksichtigt
werden, indem man den Halsstiicken eine ideelle Warmeleitfahigkeit

A* = A+ IXl1"l __iP
i

zuordnet. Hier ist 11" die Lange des Halsstiickes und IX die gemaB Gl. 19.2(17) definierte
Warmeiibergangszahl. Abb. 19.7.6 zeigt eine Konstruktion del' Firma Sulzer, bei del' die
SchaufelfiiBe verlangerte Halsstiioke aufweisen . In del' ersten Stufe sind die Zwischen
raume von del' Kiihlluft durchstromt, die in die gekuhlten Schaufeln eintritt, in del' zwei
ten Stufe sind sie Totraume.

Abb . 19.7.6. Gasturbinenliiufer von Sulzer . SchaufelfiiBe besitzen verliingerte Halsstiicke zur Verminderung
der Wiirmeiibertragung

Bei Trornmelrotoren ist es oft zweckmafiig, die gesamte Erhohung del' Warmeiiber
tragung durch die Schaufeln zu beriicksichtigen, indem man an einer glatt gedaehten
Trommeloberflache mit einer erhohten, ideellen Warmeiibergangszahl IX* reehnet. Ist iN
del' Nabenquerschnitt del' Schaufel, I» die Oberflache des gedachten glatten Rotors pro
eine Schaufel, (X die Warmeiibergangszahl an del' Rotoroberflache, T R die Rotortemperatur
und T' die wirksame Fluidtemperatur, so wird unter Verwendung von 19.7(4) mit TIl :=:::! TN

Q= (fIl - iN) rx(T' - TIl) + iNA~~Io = [(fn - iN) rx + iNAV;i~] (T' - TIl)'

Da anderseits iX* definiert ist durch

folgt durch Glcichsetzung

IX* = (1 _iN) rx + VIXAiNU.
in in

Man beachte, daB IX hier die Warmeiibergangszahl an del' Schaufeloberflache ist.

19.7(33)
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Del' Fall, wo eine zweidimensionale Naherung del' 'l'emperaturverteilun g geniigt, ist
sehr hiiufig . Die grundlegende Different ialgleichung lau tet dann in den versc hiedenen
Koordinatensystemen wie folgt :

Cartes ische K oordinaien. x, .11:

8T = a [8
2T + 8

2
T ] .

8t 8x2 8.112

Polarko ordinaien. r, {):

Zylinderkoordinaten z, r, {}, T emperatur nur von z usul r abhiingig:

8T = a [8
2T + 8

2
T -!- ~ 8T ] .

8t 8z2 8r2 ' r 8r

I st ~ irgendeine Koordinate, so ist im Rahmen del' Differenz enrechnung

8T T i+l - T i- 1 82T T i+l - 2T i + T i- 1
8~ 2Ll ~ 8~2 Ll~2

19.8(1)

19.8(2)

19.8(3)

19.8(4)

Wenn man die samtlichen Ableit unngen 19.8(1)-(3) in diesel' Weise ausdriickt und
ordnet nach den diskreten Temperaturen , erha lt ma n fur die drei K oordinatensystem e
(vgl. Abb. 19.8.1 und 2):

Cartesische Ko ordinaten:

er: a { (Ll X)2 [(Ll X)2] (Ll X)2 }dt = Llx2 T i-1 ,i + Lly T i,i-] - 2 1 + Lly T ii + Ll y T i,i+l + T i+],i .

19.8(5)
Polarkoordinaten:

~ii = Ll:2{[1- :~] T i-1 ,i + r:;~2Ti' i -'1 - 2 [1 + r:;~2] T i,i +

+ r:;~2 T i,i+1 + [1 + :~] T i+l,j} '

Zylinderkoordinaten , T = 1(z, r ):

19.8(fi)

19.8(7)

Zu diesen Gleichungen sind die jeweiligen Grenzbedingungen an den K orperoberjlachen. bei
zufugen. Es sei ~ irgendeine K oordinate, auf deren Ri chtung die K orp eroberflaohe im
Punkt n senkrecht ste ht (Abb . 19.8.3a). Dann lau tet die Grenzbedingung in diesem P unkt

(T - T ' ) = -A 8T I = -A T n+] - T n- 1 ]9 .8(8)
IX n n 8~ n 2Ll~'

wo Tn+] die ideele Temperatur im Aufpunkt n + 1 aullerha lb des Karpel'S ist und T~ die
Fluidtemperatur in n . Nach T n+l aufgelOst, lau tet 19.8(8)

2cx Ll~ ,
T n+1 = Tn - l - - A- (Tn- Tn )' ]9 .8(9)
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y

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i,j+l

0 0 0 0 0

i-t.i i,j i +t.t
0 r 0 0 0

£JY i,j-I

L-£J~
0 0 0

x
a b

Abb.19.8.1. Koordinatenraster zur zweidimensionalen Berechnung von Temperaturverteilungen. a) Cartesi 
sche Koordinaten; b) Polarkoordinaten

r

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

i,j+l

rt 0 0 0 0 0 0

i-l,j i,j i+l,j

0 r 0 0 0 0

I £Jr i.j-t
/

l£J~
0 0 0 0

/0
/

/
/

z

Abb. 19.8.2. Punkteraster bei Zylinderkoordinaten, wenn T nicht vom Azimuthwinkel f} abhangig

r

a Z

Abb.19.8.'l. a) Zur Formulierung der Grenzbedingungen ; b) Ubergang zwischen zwei Gebieten verschiedener
Maschenwcite
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In den beiden Grenzfallen del' isolierten Oberflache und del' un endlichen Wiirmeiibergangs
zahl erhiilt man:

Isoliert: <X = 0, somit T n+l = Tn-I ,

<X = 00 , hierbei Tn = T~ .

Irn letzteren Falle muf Tn +l ni cht eingeHihrt werden, da HiI' Tnkeine Gleichung benotigt
wird.

Wenn man nun die Differenzengleichungen - also je nach Fall 19.8(5), (6) oder (7) 
HiI' alle Aufpunkte aufstellt und in den Gleichungen del' Randpunkte (sofern dort T nicht
vorgeschrieben ist) die Tn +1 durch 19.8(9) au sdruckt, erhalt man ein Gleichungssystem,
das nul' no ch reelle Temperaturen enthalt und die Grenzbedingungen einschliel3t. Irn in 
stationiiren Fall gewinnt man ausgehend von einem bekannten Anfangszustand die dTii/dt
in allen Aufpunkten und hat gemii13

19.8(10)

die Temperaturen in einem urn Llt spiit eren Zeitpunkt. Von hier aus kann in gleicher Weise
weitergefahren werden. Die Bedingung dafur, daf diese R echnung stabil ist, lautet

0,5 1
Llt < a 1 i : Hl.8(U)

-+-Llx2 Lly2

Die Koordinatendifferenzen Llx, Lly sind gegebenenfalls durch zle, zlr, rLl'l9 zu ersetzen.
Im stationiiren Ealle liiuft die Rechnung darauf hinaus, in den Differenzengleichungen

19.8(5), (6) oder (7) den in geschweift er Klammer geschriebenen Ausdruck Null zu setz en.
Wenn hierbei die Grenzbedingungen eingefiihrt werden wie angegeben, entsteht ein in
homogenes Gleichungssystem mit ebensovielen Gleichungen wie Unbekannten. Es hat
diagonale Bandstruktur, da in del' Gleichung jedes Punktes nul' Werte in den unmittelb ar
benachbarten Punkten auftreten. Die Losung erfolgt im allgemeinen zweckmiil3ig nach
del' Gau13-Seidel-:NIethode, vgl. etwa [31, 32].

Au ch bei del' Berechnung zweidimensionaler Temperaturfelder kann es zweckrnallig
sein, wie unter 19.7 erkliirt, Bereiche mit lok al komplizierter Temperaturverteilung (z.B .
Zonen mit Schaufelfii13en) vereinfacht zu behandeln, indem man dort mit ideellen ver
minderten Wiirmeleitzahlen re chnet. So seien z.B. bei einem Rotor im Bereich del' Schaufel
Hil3e die ideellen Wiirmeleitzahlen in z-R icht ung und r-Richtung Az und }'r' Dann sei

19.8(12)

E s ist leicht zu priifen , da13 dunn die Differenz engleichung 19.8(7) iibergeht in

er: a { Llr
2

[ Llr] [ Llr
2

]dt
ll

= Llr2 A z Ll
Z

2 T i - l,i + A r 1 - 2ri T i ,j -l - 2 A r + Az Ll
Z

2 T i j +

[
L1 r ] ,,Jr

2
}+ .I1r 1 + 2 1'i 1'i,i 1- 1 + .lIzLl

Z
2 T i ll ,j . J9 .8(LJ)

Ein besondcres Problem entstcht noch, wo eine solche Zone mit ideellen Wiirmeleitzahl en
an den ubrigen Karpel' anschliellt oder ganz allgemein au ch dort, wo Zon en mit verschio
dener Maschenweite aneinander angrenzen. Abb. 19.8.3 b veranschaulicht eine solche Situa
tion. Die Bereiche I und I I mogen mit Radienintervallen zl1'1 und zl1'II behandelt werden ;
aullerdem soll in I I mit ideellen Wiirmeleitzahlen gerechnet werden . Au13er den mit Krei
sen an gegeb enen Aufpunkten sind no ch weitere mit Kreuzen gekennzeichnet. In diesen
werden ideelle Temperaturen eingefiihrt, genau wie bei del' Behandlung von Grenzbedin
gungen an Oberflachen. Dunn schreibt sich z. B. die Bedingung del' Kontinuitiit del'



L9.l:l (14)

19.8(15)

19.8(16)

19.8(17)

1tl 'l'emperatur- und Kuhlungsprobleme

radialen Wiirmestromdichte im Punkt 1

T a - Ts T 6 - T 7

.drI .drIl

wobei Ta und T 7 ideelle Temperaturen sind . Fiir den gleichen Punkt 1 muB nun die
Differenzengleichung zweimal formuliert werden, namlich je fur die Karpel' I und II,
da del' Punkt ja beiden angehOrt. Mit del' Numerierung del' Zustandspunkte nach Abb.
19.8.3 b lauten diese Gleichungen:

dT I a tLlr1 [.drI] [Llr1]
(it = Llry Ll Z2 T 4+ 1 - 2r

l
Ts - 2 1 + Ll Z2 T 1 +

+ [1+ ~~:] Ta + ~:! T 2 } .

dT I a {LlrYI [LlrIl] , [ LlrYI]---cIt = Llr1I Az Ll Z2 T 4 + AT 1 - 2r
l

T 7 - 2 AT + Az .dz2 T 1 +

[
.drIl] LlrYI }+ AT 1 + 2r

l
Tn + zl, Ll

Z
2 T 2 •

Wenn man diese beiden Gleichungen je nach den ideellen Temperaturen Ta und T 7 auf
lost , die so erhaltenen Ausdriicke in 19.8(14) einsetzt und die so entstehende Relation
wiederum nach dTI /dt auflost, findet man eine Gleichung, die dTI/dt durch Tv T 2 , T 4 , Ts'
T 6 ausgedriickt, also keine ideellen Temperaturen mehr enthalt. Irn stationaren Fall ist
dTI /dt = 0 zu setzen, womit die dem Punkte 1 zugeordnete Bestimmungsgleichung inner
halb des gesamten Gleichungssystems vorliegt. Stets ist man wieder in del' gleichen
Situation wie in "regularen" Punkten, und das Problem des Anschlusses del' Zonen anein
ander ist somit gelast.

Bei einem Randpunkt wie PunktlO (Abb. 19.8.3b) , kann gleich vorgegangen werden,
nul' enthalt die entstehende Gleichung zunachst noch die ideelle Temperatur T 1a • Diese
abel' kann eliminiert worden durch die zu 19.8(9) anuloge Gleichung

4iX L1z ,
T1a = Tn + A(l + A

z
) (TJO - T lO ) ·

Hier ist A durch den Mittelwert A(l + Az )/2 ersetzt, eine Vereinfachung, die zulassig ist,
da je effektiv ohnehin nieht zwei getrennte Zonen vorliegen.

Somit laI3t sich also das fur die Warmeleitungsrechnung benotigte Maschennetz in
erheblichem :MaBe den besonderen Bedingungen des jeweiligen Problems anpassen, da die
Maschenweiten variiert und gegebenenfalls auch unterschiedliche Warmeleitzahlen beriick
sichtigt werden konnen. Abb . 19.8.4 veranschaulicht dies am Beispiel eines kegligen
Trommelrotors. Die gestrichelte Linie grenzt die Zone ab , innerhalb welcher mit ideellen
Wiirmeleitzahlen gerechnet wird zur Beriicksichtigung del' SchaufelfiiBe. Die Begrenzung
des Karpel's muB durch eine gestufte Kontur angenahert werden, eine Situation, die sehr

-
>- -

l-
I--

I ! I I I I I

-l.LL,-,--- . '-'--- . - '----- . I I.,---,- .U .II
Abb , 19.8.4. Kegliger Trommelrotor mit Maseheneinteilung
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hiiufig ist. Da die Oberflache eines solchen Stufenkorpers stets etwas grolser ist als die des
wirklichen, muf man in der Regel die Warrneubergangszahlen etwas anpassen. Im Bei
spiel Abb . 19.8.4 entsteht dieses Problem an der Mantelflache. Man kann z.B. nur die zylin
drischen Ersatzflachen fur die Warmeubertragung in Rechnung setzen oder aber - wohl
richtiger - auch die ringformigen Stirnflachenstucke, dann aber mit einer reduzierten
Warmeiibergangszahl ; ihre Verkleinerung miilite umgekehrt proportional der Flaehenver
graBerung sein , - An geschaufelten Oberflachen ist wiederum eine ideelle Warrneuber
gangszahl iX* gemaB Gl. 19.7 .(33) einzusetzen.

In diesem Abschnitt wurde angenommen, daB die Fluidtemperaturen, denen der
Kerper ausgesetzt ist, gegeben seien. Das ist z. B . nicht ohne weiteres der Fall bei kleinen
Kuhl- oder Sperrluftstromen, da der VerIauf der Fluidtemperatur dann selbst von den
Temperaturverteilungen in den Korpern abhangt, mit denen das Fluid in Beriihrung ist.
Es sei in der Massenstrom des Fluids, das zwischen zwei Korpern a und b stromt. Beim
Weiterschreiten urn ein kleines Wegintervall andere sich die Fluid-Totaltemperatur von
T; auf T; +l ' Es iiberstreiche dabei an beiden Korpern die Fliichenstiicke L1Fa und L1Fb ,

wobei iXa und iXb die zugehorigen Warmeubergangszahlen seien. Abb. 19.8.5 zeigt die
Disposition. Dann gilt offen bar

T ' T' LlFa iXa (T nv T T ') L1Fb iXb(T T' ,
Hl- i=-2-'- ai-.Li + aHl- H I +-2-'-'- u r: i- Tbi +l- T HIl·mcp , mc

p
,

19.8(18)

Abb . 19.8.5. Zur Bestimmung del' gegenseitigcn
\Vechselwirkung zwischen Fluidtemperatur und
Tcmpcruturvcrteilungen in den angrenzenden

Korpcrn

Ij'iir jedes Wegstiick Ll~ des betreffenden Fluidstromes gilt eine derartige Gleichung. Diese
sind den Gleichungssystemen der Kerper a und b beizufiigen. So entsteht schlief3lich ein
Gesamtgleichungssystem, das den Vorgang beschreibt. Die Korper a und b konnen also
nicht mehr getrennt behandelt werden, sondern sie sind iiber die Gleichungen des Typs
19.8(18) miteinander gekoppelt.

Ein Verfahren, das die Wechselwirkungen zwischen den Temperaturverteilungen im
Korper und im Fluid von vornherein mit umfaBt, gibt Bermi [33]. Nicht nur der Korper,
sondern auch der vom Fluid durchstromte Raum wird dabei in Zellen eingeteilt, die durch
Maschen getrennt sind. Fur jede Zelle wird die Warrnebilanz aufgestellt, wobei die Wdmie
iibertragung durch die Maschen hindurch erfolgen kann durch Warmeleitung, vVarme
iibergang und direkten Ubcrtritt von Fluid. Das Verfahren ist damit aullerordentlioh
anpassungsfahig. Allerdings ist uuch hier die geometrischc Gestalt del' Zellen gegebon
durch das Koordinatensystem, womit Karpel' beliebigcr Gcometrie nul' dureh Stufen
korper angenahert wcrden konnen wie im Beispiel Abb . 19.8.4.

Abb . 19.8.6 zeigt Temperaturverteilungen in einem zweiflutigen MD-Dampfturbinen
laufer, oben 2 h nach Kaltstartbeginn, unten im stationaren Zustand. Im ersten FaIle sind
die Temperaturgradienten vorwiegend radial, im stationaren Zustand axial. In Laufer
mitte wird ein kleiner Strom nicht zwischeniiberhitzten Dampfes zugefiihrt, urn die
Temperatur ortlich abzusenken.



352 19 Temporatur- und Kuhlungsproblemo

200150'e R
6
5

'7"'"'-""1-4

~~~ 3
2
1

'-"'-'--'--l-.L.'-'-'-.L.....l._--'-----L-..l.-__-'- .L.---..:::....I....-_---l.__--==--_-L 0

400 450300 350250200'e R
6

5
~>d---4-4

', 3

2
1

<--..L-Lu:..>.u...Ll.L.L..~--'----L_ _'__...........__'_ -'-_ ____''--_ _'__..L-~--'-_ __'_0

Abb.19.8.6. Beispiel gerechnetcr Temperaturverteilungen im Rotor einer MD-Dampfturbine; oben 2 h nach
Kaltstartbeginn, unten im stationaren Zustand

19.9 Verlahren del' finiten Elemente

In del' Regel ist die Geometrie del' Bauteile so kompliziert, daB einfaehe Koordinaten
systeme sieh ihnen nul' unvollkommen anpassen. Deshalb muB die AuBenkontur meist
teilweise dureh Stufenformen angenahert werden wie im Beispiel Abb . 19.8.4 . Das hat
dazu gefUhrt, aueh fiir Warmeleitungsrechnungen auf das Verfahren del' finiten Elemente
zuriiekzugreifen, vgl. [31,34]. Gibt man diesen dreieekige Gestalt, wie aueh bei Festig
keitsuntersuehungen, dann liWt sieh die Elementeinteilung aueh einer komplizierten
Korpergeometrie gut anpassen . Die Theorie sei hier am Beispiel del' ebenen Warmeleitung
durehgefiihrt. Das Problem werde zunachst stational' behandelt, wobei abel' eine im
Karpel' stetig verteilte Warmequellstarke e (Warmeentwieklung pro Zeit- und Volumen
einheit) eingefiihrt werde, weil davon ausgehend del' Ubergang zum instationaren Fall
leieht moglich ist. Die Differentialgleiehung lautet dann

8 ( 8T) 8 ( 8T )8x A 8x + 8y A 8y + e = 0,

wahrend die Grenzbedingung an del' AuBenkontur in del' Form

19.9(1)

A8T + ex(T - T') = 0
8n

HI.9(2)

gesehrieben worden kann mit Dlon als Ableitung nach del' iiu13eren Normalen,
In del' Variationsrechnung wird gezeigt, daB die Aufgabe, Gl. 19.9(1) mit del' Grenz

bedingung 19.9(2) zu losen, mit del' folgenden aquivalent ist. Das Funktionale X sei defi
niert durch

1 . [ 8T 2 (8T 2] . . . [T2 ]
X - 2 {J A (8X) + 8Y) dxdy + J) eTdxdy+ j ex 2- T'T ds . 19.9(:3)

Die Doppelintegrale sind iiber das ganze Flaohengebiet G des Karpel'S zu erstreeken, das
Einfaehintegral iiber die Begrenzungskurve C, Abb. 19.9.1. Sucht man nun diejenige Ver
teilung T(x, y), die X zu einem Minimum macht, so erfiillt diese, wie aus del' Eulersehen
Bedingung del' Variationsreehnung hervorgeht 19.9(1) und (2), vgl. etwa [35]. Ansehaulieh
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bodeutct dies, daB sich del' \Vu,rmestrom so verteilt, wie er den geringste n Widerstand
findet.

y

v,
Yi f- '----'~---«

Yj

ti

x

.\ IJU. 1U.U. 1. Ei ntcilung cines K orpcrs in drcicckige Felder

Wird nun del' Karpel' gem ii/3 Abb. 19.9.1 in dreieckige Felder eingeteilt , so wird das
Temperaturfeld reprasentiert durch die sa mt lichen Temperaturen T i in den Knoten
punkten dieses Netzes. X ist dann Funktion aller diesel' T i . Die Vari a tionsbedingung
bX = 0, welche die Losung des Problems festl egt , lau tet dah er

19.9(4)i = 1,2, .. . , i .. . N,OX
oT

i
= 0,

wo N die Zahl del' Knotenpunkte sei. Urn diese Gleichungen explizite zu erha lten, mage
ein Element i , [, k herausgegriffen werden , Abb . 19.9.1. I nnerhalb dieses El ementesdarf
die Temperaturverteilung als linear betrachtet werden , d .h . es ist

wo
1 Xi Yi

2Ll =1 x · Y i 19.9(6)1

1 Xk Yk

das Doppelte del' Dreiecksflache ist . Fur die Koeffiziente n findet man

19.9(7)

ai' bi etc. durch zyklische Vertau schung. Nun sei x" del' Ante il von X, del' auf da s bet ra ch
tete El ement ent fa llt , dessen E ckpunkte sa rnt lich irn Inneren des K arpel's (nicht auf C)
liegen mogen . Fur ol /oTi erha lt man den Ausdru ck

oxe . , [iJT iJ (aT) er 0 (8T)] . er
r)'r

i
= JJ}, 8:1.: fYl\ ox + By 8T

i
oy dx dy + fJ c oT / Lx dy , 19.!1(8)

wobei die Doppelintegr ale iiber die Dreiecksfliiche zu erst recken sind. Riel' sind alle
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Ableitungen bis auf oT joT i konstant, womit sich mit 19.9(5) ergibt

oxe Abi b fJ'd
oT

i
= (2L1)2( iT i + bjT j + bkTk) x dy +

ACo e+ (2L1 )2 (CiTi + cjT j + CkT k) f f dx dy + 2L1 f f (ai + bix + CiY) dx dy .

Nun ist aber

19.9(9)

ff dxdy = LI, 19.9(10)

und aus der Bedeutung von ai, bi, ci laBt sich verifizieren, daB

dx dy LIf f (ai + bix + CiY)2T = 3 ' 19.9(11)

Damit kann 19.9(9) in die folgende Form iibergefiihrt werden. Setzt man

A
Sij = 4L1 (bibj - CiCj ), 19.9(12)

so ist

19.9(13)

19.9(14)

Nun werde ein Punkt i herausgegriffen, und es soIl ox joT i gebildet werden , weil dieser Aus
druck nach Gl. 19.9(4) gleich Null zu setzen ist . Es ist

OX = 2.' OX' .
er, r er,

b

2

a

J

t;.q--- ---''sf-- - - 'i>

Abb.19.9.2. Zur Berechnung von Temperaturfeldern mit finit en Element en. a) Aufpunkt im Innern;
b) Aufpunkt am Rand e

Die X' sind die Xe der samt lichen Dreieckselemente, die den Punkt i umgeben, d .h . also
derj enigen , die in Abb . 19.9.2a dargcstellt sind . Die dort in Kreisen geschriebenen NUIl1
mern sind die e und es seien A' , e", LI ' die auf das jeweilige finite El ement bezogenen Werte,
Eine Verschiebung von 'I' , allein andert nur die Verhaltnisse in diesen unmittelbar an
schlielienden Dreiecksflachen , so daB diese den cinzigen Bei trag zu oxjoT i liefern , wie
durch Gl. 19.9(14) ausgesagt wird . Nun mull nul' 19.9(13) in (14) eingesetzt werden,
worauf mit 19.9(4)

19.9(15)
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Bei del' Situation nach Abb. 19.9.2a mit 6 angrenzenden Elementen und del' angegebenen
Punktenumerierung lautet diese Gleichung z. B. :

(st; + Sri + ...+ S~i) T ; + (SrI + Stl) T l + (St2+ Sr2) T 2+ .. .
... + (St6+ S~6 ) T 6+ ~ (e1LJl + e2LJ 2+ ... + e6LJ 6) = O. 19.9(16)

Hier ist angenommen worden, daB Punkti im Inneren des Korpers liege. Liegt er auf
dessen Berandung, so ist bei del' Bildung von x" und seiner Ableitung no ch del' Beitrag
des Integrals libel' C beizufiigen , vg1. G1. 19.9(3). F iir den Streckenzug 1- i -4 (Abb .
19.9.2 b), ist diesel' Beitrag

A [(T1 + T i )2 T~i(Tl + T i ) ] + A [(Ti + T 4)2 T~4(Ti + T 4)]
(Xli LJSli 8 - 2 (Xi 4 LJSi4 8 - 2 '

wobei (Xli' (Xi4' T~i ' T;4 Mittelwerte iiber die betreffenden Strecken sind. Dies ist nach T
abzuleiten, womit

~ {J [T2 _ T OT] d'} = (Xli LJ Sl i [T1 + T i _ T' .] + (Xi4 LJSi4 [Ti + T 4 _ T :] 19 9(17)
aT ; a (X 2 oS 2 2 h 2 2 14 "

Dies ist in del' fiir Punkt i aufgestellten Gleichung des Typs 19.9(16) noch beizufUgen .
Bei del' Situation nach Abb. 19.9. 2b ergibt sich mit del' an gegebenen Numerierung auf
diese Weise

[SL + S~. + S~. + (Xli LJsli + (Xi4 LJSi4] T . + [S! + (Xli LJs l i ] T +
11 \l 11 4 4 1 11 4 1

[ 1.,,1 I....) JT [I.") 1." \ JT + [S'\ (Xi4 LJ8i4] T ++ kJ i:!. + kJi:!. :!. + kJi:j + Qia :\ i4 + 4 ·1

So erhalt man also fiir jeden Knotenpunkt eine lineare Gleichung, welche die Temperaturen
im betrachteten Punkt selbst und in allen direkt umliegenden Knotenpunkten ent halt.
Sie hat fUr Punkte im K drperinneren den Aufbau 01. 19.9(16) fur solche auf del' Berandung
den Aufbau G1. 19.9(18), ent halt dann also in eine m Storungsglied auoh Fluidtempera
turon. Irn sialiou/lreu. , qucllcufrcicn. Fulle fall on in diesen Gleichungon die Wieder

~ ~., ,< A <
~ ..:..J e LJ
J <

weg. Das Gleichungssystem ist trotzdem inhornogen , da es ja Storungsglieder mit don
Fluidtemperaturen enthalt. Seine Auflosung liefert die st at ionare Tcmperaturvcrteilung.

Den instatunuiren. Pall gewinnt man au sgehend von den Quellglicdern, denn man kann
in jedem Augenblick das Temperaturfeld a uffassen als ein gedachtes st ationares F eld ,
dus bestirnmt ware durch cine Wiirm cquellenver toilllng, die mit dem wirklichen instatio
nareu F cld durch

19.9(19)

zusammenhangt. In del' Tat ist del' rechts st ehende Ausdruck die Warrne, die pr o Zeit

und Raumeinheit au s dem Volumcnelement au stritt . Mit T - aT lal wiI'd fur ein finites
Element mit den E cken i , j , k

19.9( 20)
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Bei del' Situation nach Abb. Hl.9.2a wurde also z.B. in 19.9(lu) del' Ausdruck

an die Stelle des Quellgliedes tretcn. Man kann dies auch auf die andere Seite del' Glei
chung nehmen und schreiben

Fuhrt man diesen Schritt mit den fur samtliche Knoten giiltigen Gleiehungen durch lind
sind in einem Zeitpunkt I aile Knotentemperatureu rP j bekannt, so hat man ein System

von linearen Gleiehungen fill' alle r, VOl' sich. Nach seiner Auflosllng liefert

19.9(21)

alle Temperaturen fur den Zeitpunkt I + Ilt, und so kann weitergesehritten werden. Es
lassen sich also nach dem Verfahren del' finiten Elemente auch instationare 'I'emperatur
verteilungen bereehnen, doch ist die Rechnung ungleich aufwendiger als bei den unter
19.8 beschriebenen Verfahren, da bei jedem Zeitschritt ein System simultaner Gleichungen
gelost werden muB.

19.10 Gekiihlte Gasturbiuen

Del' Gasturbinenbau war von Anfang an bestrebt, durch geeignete konstruktive MaB
nahmen zu vermeiden, daB die groBen Bauteile - also die Rotoren und Gehauseteile 
die volle Temperatur des HeiBgases annehmen. Das war nicht nul' dadurch geboten, daB
groBe Teile aus hochlegierten Werkstoffen unverhaltnismaffig teuer sind, sondern die
warmfestesten Werkstoffe erlauben die Herstellung groBer Stucke iiberhaupt nicht. Man
erkannte aueh sogleich, daB folgendes Grundprinzip beachtet werden muB. Wenn moglich,
sollte ein Bauteil nicht einerseits mit dem HeiBgas, anderseits mit dem Kiihlmittcl in
Beruhrung sein, denn so entstehen groBe Warmespannungen; auBerdem gelingt es bei
groBen Abmessungen so oft nicht, die Temperatur del' gasberiihrten Oberflache genugend
tief zu halten. Man muB vielmehr die Beriihrung mit dem HeiBgas uberhaupt vermeiden.
Solehe Bauteile wie Rotoren und Leitschaufeltrager miissen also vollstandig in Kuhlluft
eingehiillt werden, d .h . sie sind nicht eigentlich gekiihlt, sondern gcschulzl . - Allerdings
ist dieses Prinzip nicht durchweg anwendbar, denn man braueht zur Gasfiihrung stets
auch Bauteile, die mit dem Gasstrom direkt in Beruhrung stehen. Diese sind abel' dunn
wandig und leicht, konnen also aus hochlegiertem Werkstoff gefertigt werden, und dank
del' kleinen Wandstarken bleiben auch die Temperaturen del' gasberiihrten Oberflaehen
geniigend tief.

Von aussehlaggebender Bedeutung waren naturgemaf von Anfang an die Schaufcln .
Sie waren zunaohst ungekiihlt, obwohl schon in ganz friihen Studien iiber Gasturbinen
die Schaufelkiihlung vorgeschlagen wird. Die Griinde dafiir waren hauptsachlich die fol
genden. Es standen keine rationellen Verfahren zur Fertigung gekiihlter Sehaufeln zur
Verfiigung und ebensowenig besaB man Unterlagen iiber den Warmeubergang, die eine
zuverlassige Auslegung solcher Schaufeln errnoglicht hatton . Auch fur die Gesamtaus
legung solcher Turbinen hatte man noch keine Grundlage. AuBerdem sehien gegen die
Schaufelkiihlung zu sprechen, daB die ErhOhung des thermischen Wirkungsgrades nul'
verhaltnismuliig klein bleibt. Erst die Notwendigkeit einer drastischen Steigerung del'
Leistungsausbeute des Gasturbincnprozcsscs lieB die Schaufelkiihlung dringcnd worden.
So wurde sie zunachst bei Flugtriebwerken eingefuhrt, spater auch bei industriellen Gas
turbinen. Del' entscheidende Durchbrueh kam zustande durch die Entwicklung del' Technik
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d es P "ii ;; i 8 i (Jn8!1 1/88 1 ~8 , dip PH crln 111 it., di p ii lll3el'Ht, kom piiziert.cn Knnulsyatcm« innerhul b
einer gcki"tl l1 t cn Scha ufc! rut.ion ell herzu stell en und die sich uuch fur die in Fragc kommen
den \Verkstofft.ypcn eignct..

Die heute ubliche 'I'eehuik del' Seha ufelkuh luug ist die l n nenlcuhlusuj ilurcl) L ufl . Sie
entspricht also nicht dem eingangs er wiihnten Prinzip, den K orper VOl' del' Einwirkun g
des H eif3gases zu schiit zen .

Abb. HU O.1 Ah b . 19.10.:l Abb.19.10.!3

Abb. 19.10.1. Gekiihlte Leitsehau fel (Sulzer) . R ippen in K iihlkan a l erhohen Warmeubergang

Abb, 19.10.2. Gekiih lt e Laufsehau fel (BBC). Schlanke Scha ufel er rnoglicht hohen Warmeiibergan g bei ein
faeher Durchstrom ung

Abh. 19.1O.R. Gekuhlte Leit schauf el (K WU). Aus inn erem H ohl korper gelangt Luft zuna ehst zur P rofiln ase
und von dort dureh enge Spaltraurne zur Hinterk ante

Abb . 19.10.1- ;1 ste llen t ypi sche Beispiele gekiihlt.er Sch au feln dar. Beim Leitrad
Abb. 19.10.1 strornt ein 'I'eilstrom del' Luft durch einen engen Kanal in del' Eintritts
kante, urn d iese intensiv zu kiihlen. Alsdann tritt diesel' Strom durch eine inn ere Partie
del' gesc hlit zten Austrit.tskante in das Gas iiber . Ein zweiter Strom wird durch den
Kanal A nach inn en , durch den K an al R (dessen Wando zu Vergrofserung des Warrn e
iibergan ges Rippen a ufweisen) wieder nach auf3en geleit et und tritt schlief31 ich du rch die
iiuf3ere Partie del' geschlit zten Austrit ts ka nte ins Gas iiber . Diese komplizierten Stromuugs
wege sind deshalb gewiihlt, damit die Stromungsquerschnitte klein , die Geschwindig
keiten und mithin die Wiirm eiibergan gszahlen also grof3 ausfa llen . - Irn Beispiel del'
Laufsehaufel Ab b . 19.10.2 st rorn t ebenfa lls ein Teilstrom dureh die Eint ri t t skan te und
verliif3t die fr ei endigende Schau fel an ihrer Spit ze, Aueh del' R est st romt naeh auf3en
und verla lst die Schaufel langs del' ganzen Austrittskante. Die Stromungsfuhrung kann
hier einfa cher sein , weil die Schaufel sehlank ist, was auf kleine Kiihlluft qu erschnitte
fiihrt . - Bei del' Leit sehaufel Abb. 19.10.3 gelang t die Luft zuerst in einen zentralen
R aum , von dem aus sie durch Locher gegen die Innenseit e del' Profiln ase geblasen wird,
was einen auf3erst in t ensiven Warmeuberga ng erg ibt. Alsdann stromt die KiihIluft durch
den engen Spaltraum zwischen del' Schaufelflache und del' Wandung des Innenraumes
zur gesc hlit zte n Hinterkan te. Wiederum werden so gro f3 e Stromungsgeschwindigkeiten
erzielt .
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Manchmal ist die Schaufelkuhlung auch bereichsweise als Filmkuhlung ausgebildet,
so im Beispiel der Laufschaufel von Sulzer, Abb. 19.10.4, wo der Luftaustritt druckseitig
etwas vor der Austrittskante liegt (damit diese dunn gehalten werden kann), so daB iiber
das kurze Stuck ein kiihlender Film besteht. Uber die Filmkuhlung besteht eine umfang
reiche Literatur, vgl. etwa [~6-42].

Ahh. 19.10.4. Gekiihlte Laufschaufel mit Deckplatte und verliingertem Full (Sulzer)

Eine Gesamtanordnung im Falle einer Gasturbine mit Trommelrotor (BBe) zeigt
Abb. 19.10.5. Yom Verdichter kommend, gelangt die Kiihlluft durch Bohrungen 1 und
eine eingedrehte Nut 2 an die Peripherie der Laufertrommel 3, um alsdann im Spaltraum
zwischen den Warmestausegmenten 4 und der Laufertrommel 3 gegen das Austrittsende
zu strornen. Ein Teil wird abgezweigt und dem ersten Laufschaufelkranz 5 zugefuhrt. Die
Schaufelfulse weisen Durchbrechungen auf, wodurch zugleich die eigentliche Befestigungs-

Ahh . H).10.1i. Kiihlluftfiihrung hei einer Gasturhine mit Trommelrotor (BBC)
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partie 6 auf verhaltnismaliig tiefer Temperatur bleibt. Die restlichc Kiihlluft stromt unter
den Warmestausegmenten 7 durch den Spaltraum 8 welter, kiihlt die SchaufelfuBpartien
der weiteren Stufen und tritt durch enge Spalte zwischen den einzelnen Segmentcn 7
unterwegs in den Gasstrom iiber, bis zum SchluB die ganze Rotorkiihlluft dem Gasstrom
bcigemischt ist. Ein weiterer kleiner Kiihlluftstrom durchquert die Labyrinthdichtung 9,
schiitzt die Rotorstirnfliiche vor dem HeiBgas, dem er anschlieBend beigemischt wird. Die
Rotortrommel ist also vollstiindig in Kiihlluft eingehullt weshulb ihre Temperatur [)oo Ge
nirgends iiberschreitet.

Die Kiihlluft fur die erste Leitschaufel 10 stammt unmittelbar aus dem Raum 11,
der den Leitschaufeltrager 12 umgibt. Sie gelangt durch die Offnungen 13 und 14 in die
Leitschaufeln, urn aus deren Hinterkanten in den Gasstrom iiberzutreten. Der Leitschaufel
trager ist seinerseits durch Warmestausegmente 15 und 16 gegen den HeiBgasstrom
geschiitzt. Diese weisen Kanale 17 und 18 auf, die in Umfangsrichtung durchstromt
werden und zu diesem Zweck am Umfang Ein- und Austrittsoffnungen besitzen, die mit
entsprechenden Kuhlluftraumen in Verbindung stehen. Der durch einen Blechmantel 19
begrenzte Raum 20 nimmt die austretende Kiihlluft auf, worauf sie durch die Bohrungen 21
in den Raum 22 und von hier aus in den Gasstrom vor dem ersten Leitrad gelangt, also
an der Expansion in der Turbine teilnimmt.

Abb . 19.10.6 veranschaulicht die KiihlluftfUhrung in einer Gasturbine mit Scheiben
laufer (Sulzer). Die durch Bohrungen 1 eingefiihrte Kiihlluft gelangt durch den Spalt
raum zwischen Radscheibe 2 und Deckscheibe 3 nach auBen und von hier teilweise in
die Laufschaufeln 4. Die Deckscheibe 3 wird auf ihrer AuBenseite noch von Kiihlluft
uberstriohen, die durch die Labyrinthdichtung 5 tritt. Ein weiterer Teil der Kiihlluft
strornt unter den SchaufelfiiBen des ersten Laufrades in den Spaltraum 6 und gelangt hier
teilweise radial nach auBen, teilweise durch die Labyrinthdichtung 7 des Zwischenbodens
vor das zweite Laufrad, um dort dem Gasstrom beigemischt zu werden . Die Hinterseite
des zweiten Laufrades wird durch einen besonderen, von hinten zugefiihrten Kiihlluft
strom bestrichen. - Der Schaufeltrager 8 wird durch die Leitradringe 9 und 10 und die
Zwischenringe 11 und 12 gegen den Gasstrom abgeschirmt. Den Lcitschaufeln wird durch

Abb. HUO.(]. Kiihlluftfuhrung bei oiner Gasturbine mit Soheibenrotor (Sulzer)
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die Bohrungen 13 und 14 Kuhlluft. II ugefiihrt. Durch die Lahyrint.hdioht.ung an del' Lauf
schaufelspitze tritt Kirhlluft, die toils aus der Schuufelspitze austritt, teils durch dip
Kanale ]4 zugefuhrt wird.

Del' Gedanke, auch die Schaufelflachen VOl' del' Beruhrung mit dom Heil3gas IIU

schutzen, fiihrt zur Eff~l8ion8kuhlung, bei del' Kiihlluff durch eine porose Mantelflaehe
aus del' Schaufel austritt und diese somit einhiillt (Abb. 19.10.7). Eines del' Probleme ist
dabei die Dosierung del' Kiihlluft-Massenstromdichte langs des Umfanges, die naturgemaf
empfindlich von del' Druckverteilung am Profil abhangt, vgl. etwa [43].

Abb .19.10.7. Grundsatzlicher Aufbau einer Schaufel
mit Effusionskiihlung.l Tragkorper, 2 porose Haut

Schon friih ist auch die Fremdlcuhlumq del' Schaufeln vorgeschlagen worden, an sich
mit beliebigen Kuhlflussigkeiten, Val' allem abel' mit Wasser, vgl. [21, 44]. Friedrich [44]
berichtet iiber eine wassergekuhlte Versuchsmaschine. Nachdem die Luftkiihlung so ver
bessert werden konnte, daB selbst Gastemperaturen fiber 1000 °0 beherrscht werden
konnen, ist das Interesse an del' Wasserkuhlung zunaohst in den Hintergrund getreten,
doch wurde del' Gedanke neuerdings wieder aufgegriffen, da man beabsichtigt, mit del'
Gastemperatur auf 1600-1800 °0 zu gehen (im Zusammenhang mit Gas-Dampfturbinen
anlagen), vgl. [45].

Ein Hauptproblem del' mit hoher Temperatur arbeitenden Gasturbine ist das del'
Korrosion del' Schaufeln, VOl' allem durch die im Brennstoff enthaltene Asche, die als
besonders schadliohe Bestandteile Verbindungen von Natrium und Vanadium enthalt.
Die Technik del' Platierung del' Schaufeln mit geeigneten Uberzugen wie auch die del'
Behandlung des Brennstoffes (Auswasehung del' Natriumsalze, Zusatze zur Bekampfung
del' Vanadiumkorrosion) hat in neueret Zeit wesentliche Fortschritte gemacht. Deshalb
werden heute Gasturbinen auch bei aschereicheren Brennstoffen mit Hoehsttemperaturen
betrieben, die zunachst nul' bei Verbrennung hinreichend sauberer Brennstoffe beherrscht
werden konnten. Allerdings ist dann eine starkere Verschmutzung in Kauf zu nehmen.
Klassifiziert man die hauptsaehlichsten Brennstoffe gemaB ihrer Eignung fur die Gas
turbine, so ergibt sich folgende absteigende Reihenfolge: Erdgas, destilliertes 01, Rohal,
Sehwerol. Andere gasformige Brennstoffe als Erdgas haben gegenwartig noch keine gro£e
Bedeutung, diirften abel' in Zukunft im Rahmen del' Kohleveredelung als Gasturbinen
brennstoffe mehr und mehr Anwendung finden. - Sollte es gelingen, bei sehr hoher
Gastemperatur durch Fremdkiihlung del' Schaufeln (z.B. Wasserkuhlung) deren Obe1'
flachentemperatur relativ tief zu halten (z.B . etwa auf 550 00) dann ware das Korrosions
problem weitgehend eliminiert.

Bei den Untersuchungen iiber die Wasserkuhlung wird abel' namentlich auch an die
Verbrennung von Kohle gedacht. Eine M6glichkeit wurde darin bestehen, die Kohle im
FlieBbettverfahren zu verbrennen, das entstehende Verbrennungsgas in einem Elektro
filter vom Flugstaub zu reinigen und dann del' Gasturbine zuzufiihren.

Bei del' Gestaltung del' Hochtemperaturturbinen sind naturgemali die Eigenschaften
del' Werkstoffe von entscheidender Bedeutung. Dieses Wissensgebiet ist so weitlaufig
geworden, daB del' Konstrukteur stets den Spezialisten konsultieren muB . Eine ein
fiihrende Ubersicht gibt Hornbogen [46], wahrend in dem Sammelwerk [47] die Entwick
lungen auf dem Gebiet del' Hochtemperaturwerkstoffe dargestellt sind.
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1\1.11 Bereehnung )!,'ckiihltcl' Systtnllc

~G1

Die gekiihlte n Systcme, auf dio sich die nachfolgcnden Ausfuhru ngeu boziehen , sind VOl'
a llem die Schaufe ln , abel' auch die von Kuhlkanalen durchsetzten Partien von roti erenden
und stillstehenden K onst rukti onsgruppen . Stets dringt also an gewissen Oberfl achen
Warme ein, die abgefiihrt werden mull durch den Kuhlluft strom.

Zur H erl eitung des Rechenverfahrens mage die Zu standsanderung langs eines unend
lich klein en Wegstuckes eines Kiihlkanals betrachtet werden . An del' betrachteten Stelle
sei 1ndel' Kuhlluft massenstrom, f del' K analquersehnit t, p del' Druck , T die Temperatur,
e die Di chte, 10 die Gesc hwindigke it del' Kuhlluft , r ; die K analwandtemperatur. Das
K analstiick habe die Oberflache dF , erstrecke sich von eine m Radius r zum Radius
r + dr und rotiere mit del' Winkelgesehwindigk eit w. Pro Zeiteinheit wird dem Kuhlluft
st rom die \Varmemenge

19.11(1)

zugefiihrt , wob ei die Warmeubergangszahl iX, die mit ihr gebildete Stanton-Zahl S t und
die Wandtempera tur T w Mitt elwerte iiber den Umfang sind. - Gege benenfa lls ist diese
F ormel zu verallgemein ern, wo etwa ein K anal durch Fl achen dFl und d F2 begrenzt ist ,
di e Temperaturen T W1 und T W2 besitzen und wobei St; und S t2 die zugehor igen Stanton
Zahl en sind. - Als mal3gebende Kiihlluft t emperatur ist die Totaltemperatur eingesetzt.
Au s 19.11(1) erg ibt sich sogleich die pro Masseneinheit zugefiihrte Wamiernenge

[
10

2
] dF

dg = cpSt T ", - T - 2c
1J

T '
wa hrend die spezifischc Arbe it des Fli ehkraftfeldes

da = w 2r dr

19.11(2)

19.11(3)

ist. Die durch Reibung dissipi erte Energie sei (1/)2/2) dC, wobei dCdel' dadurch defin ier te
Verlust koeffizient des K analstiickes ist.

Mal3gebend fur di e Zustandsanderung sind die nachfolgenden vi er Gleichu nge n, vo n
denen die erste die Energiegleichung, die zweite die Hauptgleichung del' Thermodynamik ,
die dritte die Konbinuitatsgleichung, die vierte die thermische Zustandsgleichung dar
ste llt, wahrend die kalorische Zustandsgleiohung mit del' Setzung dli = r" d71 eingefuhrt
ist.

]9.11(4)

19.11(5)

m.
11: = ef ' 19.11(G) , (7)

Irn allgemeinen wird nun f langs des Weges variieren, und es kann auch eine Teilm enge dm
abgezweigt und in den Gasstrom ubergefiihrt werde n (dIn ist also negati v ). Deshalb lal3t
sich aus del' K ontinuit at sgleichung 19.1 I(G) unter Beachtung del' Gasgleichung 19.11(7)
auch die differen ti elle Form

du. dm df rip dT
- = -- - -- - - +-
11' 1i~ f P '11

19.11(R)

bringen. Damit geht del' Sa t z del' malsgebenden Gleichunge n, geordnet nach den Differen -
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19.11(9)

19.11(11)

19.11(10)

tialen dT und dp iiber in

[
W2] w

2
[ w

2
] dF [din df ]cp + T dT - pdp = cpSt T w - T - 2cp T + w 2r dr - w2 m - T '

RT [ w
2

]dF w
2

cpdT - pdp = cpSt T w - T - 2c
p

T + 2" de

mRT
r r:«:

Anhand des Konstruktionsentwurfes ist nun ein Kuhlluftstromungeplan aufzustellen , wie
in Abb. 19.11.1a angegeben. Die einzelnen Stromungswege werden dabei in Teilstiicke
eingeteilt. Auf diese wird das obige Gleichungssystem angewandt, indem man zu endlichen
Differenzen iibergeht. Zweckmalsig wahlt man dabei die dimensionslose Darstellung, indem
man wie folgt vorgeht. Druck und Temperatur konnen dimensionslos gemacht werden
durch geeignete Bezugswerte Po, To (z.B. die Werte der Kiihlluft vor Eintritt in den Rotor;
beziiglich des Uberganges auf Tv Abb. 19.11.1a vgl. die Ausfiihrungcn in Bd. I, Ab
schn. 9.8) , d .h . man setzt

- p'll =-.
Po

19.11 (12)

o

3

2

a b

Abb .19.11.1. a) Ktrhlluftstromungsplan ; b) Verhaltnisse bei glcichzcitiger Abzwcigung von Kiihlluft

Ferner sei

W2 = ~ = _1_ [mRTof} ]2 . 19.11(13)
- cpTo cpTo fpo'll

Wenn man nun 19.11(9) und (10) durch cpTo dividiert, ist man auf folgendes gefiihrt . Mit

W2 W2 ;.c - 1 f}
an - 1 + -f} ' a12 - - , a22 - - - -, 19.11(14)

'll x 'll

erhalt man
an LI f} - a12 LI'll = b1 ,

LI {) - a 22 LI'll = b2 •

19.11(15)

19.11(16)

19.11(17)

19.11(18)
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Die Differentiale sind hier sogleich durch endliche Differenzen ersetzt. Dementsprechend
beziehen sich die JP, A], ,1rn und ,1r auf den ganzen Abschnitt zwischen den Punkten i
und i + 1, Abb. 19.11.1 b und C ist die Widerstandszahl dieses Abschnittes. Das Glei
chungssystem 19.11(17), (18) hat die Losungen

J {} = a12b2 - a22b1 ,

((,12 - a11(1,22
19.11(19)

Dei del' Bildung del' a und b Rind Mittelwertc del' Temperatur- und Druokvariablen zu
verwenden , namlich

19.11(20)

und mit diesen ist auch W2 zu bilden. - Die Differenzenrechnung, die in Richtung del'
Stromung von Abschnitt zu Abschnitt fortschreitet, beginnt mit {} !"::! {}i' n !"::! n i , berechnet
aus 19.11(13) W2, aus 19.11(14)-(16) die a und b, a us 19.11(19) J{} und In und schliefl
lich aus 19.11(20) verbesserte {} und n , mit denen die Rechnung wiederholt wird. Mehr
als eine Iteration diirfte in Anbetracht del' Genauigkeit del' Kenntnis von Sf und C kaum
sinnvoll sein . Damit erh alt man schliefslich

19.11(21)

womit del' Ausgangspunkt fur den folgenden Abschnitt gefunden ist . - Del' gesamte
Gang del' Rechnung lal3t sich nun wie folgt beschreiben:
1. Festlegung des Kuhlluftetrornungsplanes und seiner Diskretisierung. - Wo langs eines

Stromungsweges stetig Kiihlluft abgezweigt wird, ist es zweckmalsig, die ideellen
Abzweigungspunkte in die Mitte del' Abschnitte zu legen , wie in Abb. 19.11.1 ange
deutet.

2. Abechatzung del' {}w und del' Kuhlluttmassenstrome del' einzelnen Abschnitte durch
vorbereitende Rechnung.

3. Abschnittweise Berechnung del' Zustandsanderung del' Kiihlluft wie angegeben, fort
schreitend in Richtung del' Stromung. Diese Rechnung liefert die {} und n beim Uber
tritt in die Gasstromung. Die dort erhaltenen n sollten den tatsachlichen Druckwerten
im Gasstrom entsprechen. Ist dies nicht del' Fall, so ist auf die Massenstrome zuriick
zugreifen und die Rechnung zu wiederholen , bis Ubereinstimmung hergestellt ist.

4. Damit stehen die Unterlagen bereit zur Berechnung del' Temperaturverteilung in den
Konstruktionsteilen gemal3 den Abschn . 19.6-9. Daraus ergeben sich genaucre {)w,

mit denen die Rechnung zu wiederholen ist.
Die Empirie geht in diese Rechnung ein in Form del' Sf- und C-Werte. Unterlagen

dariiber find en sich unter 19.2. - Fiir ein Kanalstiick von del' Lange Lund dem hydrau
lischen Durchmesser Dh ware z.B. C = tpLjDJt . - Insbesondere bei del' komplizierten Geo
metrie del' Kanalsysteme gekiihlter Schaufeln wird man abel' auf den Versuch zuriick
greifen miissen. - Selbstverstandlieh ist das Rechcnverfahren je nach den besonderen
Gegebenheiten abzuwandeln, insbesondere ist w = 0 bei stillstehenden Teilen. - Abb .
19.11.2 gibt ein Beispiel einer Temperaturverteilung in einem Schnitt einer gekiihlten
Gasturbinenschaufel.

Es ist iiblich, bei solchen Rechnungen die Bestimmung del' Temperaturverteilung in
einem Schnitt als ebenes Problem aufzufassen, d. h . man vernachlassigt den Einflul3 del'
iiber den Querschnitt ungleichmalligen Langsleitung auf die Temperaturverteilung. Diesel'
Effekt hat die Tendenz, die Temperaturen auszugleichen . Seine Vernachlassigung ist also
ein Fehler, del' auf del' sicheren Seite liegt. - Oft ist es wiinschenswert, fur eine gekiihlte
Schaufel die ideelle Warmeiibergangszahl (Xi zu kenncn, welche den gleichen Warmestrom
in die Rotoroberflache gibt wie die Schaufel. Sind Til und TN die wirksame (adiabatische)
Gastemperatur und die Nabentemperatur, I» del' Schaufelquerschnitt an del' Nabe, so
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Abb . 19.11.2. Isotherrnen (Tempernturen in °0) in einer gekuhlten Gasturbinenlaufsehaufel von Sulzer

ist dieser Warmestrom
19.11(22)

Hl.12(2)

Es seien weiter tXg , tXk die Warmeiibergangszahlen von Gas und Kuhlluft, Ug , Uk die Um
fange, an denen diese Warmeiibergangszahlen wirksam sind, T die mittlere Temperatur
des Schaufelschnittes, dann ist

. cv P - TN l/(tXgUg + tXkUk) A
tXt ~ T

g
_ TN IN' 19.11(2~)

AIle diese Grolsen sind in der Nahe des Nabensehnittes, d .h . etwa eine halbe Sehnenliinge
von diesem entfernt, zu bilden.

19.12 'I'emperaturkenngrdllen gekiihlter Schaufeln

Die Wirksamkeit der Kiihlung einer Schaufel kann gekennzeichnet werden durch
gewisse 'I'emperaturkenngrollen. Es sei T g die Gastemperatur, ~ die mittlere Temperatur
der Schaufeloberflache, T, ~ie hochste Temperatur der Schaufeloberflache, T Ok die Kiihl-
luft-Eintrittstemperatur, T ak der kalorimetrische Mittclwert der KiihIluft-Austritts
ternperatur, T ak die hochste Kiihlluft-Austrittstemperatur. Aile Fluidtempcraturcn sind
adiabatische Werte, praktisch also mit hinreichender Naherung Totaltemperaturen. T y ist
ein Mittelwert uber die Schaufelhohe. Dann sind die folgenden Verhaltnisse sinn volle
Charakteristika:

- _ T y - P, T g - T, P, - Tal: 1912 1
rl = T

g
_ T

Ok
' 1) =T

g
- T

Ok
' or - - T

g
- P

f
• . •• ()

Die 1} und 1) konnen als ]i]ffektivitaten der Kuhlung bezeichnet werden, denn sie waren 1
im idealen Grenzfall, wo die Schaufeloberflachentemperatur gleich der Temperatur der
verfiigbaren Kiihlluft ware. Zweckmalsig werden noch die folgenden dimensionslosen
Temperaturvariablen eingefiihrt

:<i: P, - T Ok {}, __ ?:,t - T Ok -{} Pak - T Ok
VI -T-T' T T' Itk = T T '

y - Ok g - Ok (/ - Ok

d .h. die Temperaturen werden dimensionslos gemacht, indem man die Ubertemperaturen
iiber KiihIlufteintritt dividiert durch die gesamte Temperaturspanne zwischen Gas und
Kiihlluft (also anders als in Abschn. 19.11). Mit diesen Setzungen gehen die GIn. 19.12(1)
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tiber in

~ = J - Bt, 'II = 1 -Oi' H1.12(3)

Daraus ergibt sich sofort der Zusammenhang zwischen i und ij, der in den Formen

1
i = ---'::---=

- 1 - «:
11 = - - -

I -l-T
HU2(4)

geschriebcn werden kanu.
Wesentliche Zusammenhange crkennt man nun uusgehend von del' Tatsache, daB del'

in die Sohaufeloberflaohe eindringende Warmestrom gleieh del' pro Zeiteinheit von del'
Kiihlluft aufgeuornmenen Warmemenge ist. Es seien I die Schaufelhohe, t die mittlerc
Schaufelteilung, WI die relative Zustromgeschwindigkeit des Gases zur Sehaufel, lhll del'
Gasmassenstrom pro Schaufelkanal , ni del' Kiihlluftmassenstrom pro Schaufel, U del' uber
die Hohe gemittelte Urnfang des Schaufelprofils, CPg, cpk die spezifischen Warmckapazi
taten von Gas und Kuhlluft , iX die mittlere Warmeubergangszahl an del' Schaufeloberflache

und St die mit ihr gebildete Stanton-Zahl. Mit

- - . S- - cpgrng S
<X - c 11ylh WI t - I . R t

t SIn 1'1

wird danu die in die Schaufel pro Zeiteinhoit eindringcnde Warme

19.12(5)

H).12(ti)

19.12(7)

Q = ('1
1;1 'lny St UI(T - T) ,u sin (31 II f

und die Gleichsetzung mit del' Warmeaufnahme del' Kiihlluft liefert

lhkcl li if\ k- To!J = lIigc1IfI ~S~('1'g - Tf ) .
t sin 1'1

'Venn man hier noeh In../lng = !-t und clly !Cpk = Y setzt und die Temperaturvariablen nach
G1. 19.12(2) einsetzt, erhalt man

was auch in die Form

yUSt ] - {}f yust 1 - {}ak

!-t = t sin----;:)1 --=-{} = t sin R
1

('-1-I- ) {}- ,
I' ak I' T ' ak

[j , = 1
ak t sin {31 (1 -I- i)

yUSt !-t -I- 1

19.12(8)

19.]2(9)

aufgelOst worden kann .

Diese Gleiehung erlaubt es, auf einfache 'Weise einen Uberblick daruber zu gewinnen,
wie sich die Wirksamkeit del' Schaufelkiihlung verandert, wenn man die Kiihlluftmenge
variiert . "Venn ;XII ' ;XI.'> P II' r, die mittleren Warmeubergangszahlcn und Oberflachen auf
del' Gas - und Kiihlluftseite sind, so ist das 'I'emperat.urverhaltnis i offenbar proportional
;XgPIl /;Xkfi'k' Nun sei To del' "Vert von i fur cine bestimmte relative Kiihlluftmenge !-to' fiir
welche die Verhaltnisse vollstandig bekannt seien ; man kennt also insbesondere auch

,0 akO und ~o · Dann ist offenbar fur eine geanderte Kiihlluftmenge !-t
-
<XkO

T = i O=- '
<Xk

HU2(IO)

und da die Warmeubergangszahl luftseitig praktisch proportional dem Kuhlluf'tmassen
strom ist, auch

19.12( U)
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Damit hat man abel' aus 19.12(9) {jut fiir den geanderten Massenstrom und mit 19.12(4) rj.
Abb. 19.12.1a zeigt ein Beispiel so erhaltener Re ehenergebnisse. In Abb. 19.12.1 b sind
dureh Kurvenbander die typisehen GroBenordnungen von rj fiir Innenkiihlung und Effu
sionskiihlung dargesteHt , wie sie aus Messungen hervorgehen. Die Effusionskiihlung erweist
sieh als bedeutend wirksamer, doeh stehen ihr grollere teehnisehe Sehwierigkeiten ent
gegen .

Aus del' Uberlegung, daB die Temperaturdifferenzen innerhalb del' Sehaufel proportio
nal dem Warmestrom sind, ergibt sieh , wie leieht zu verifizieren

- 1) (- )
1) = 1) - no 1)0 - 1)0 • 19.12(12)

a
0.02

#-
0.03 0

b
0.01 0.02
#-

0.03

Abb. l!! . 1~ . 1. Effckt ivitii t Ii nnd 'I'emperaturverhaltni s Oak von gckiihltcn Sehaufcln in Funktion der rclutiven
K iihllnf tm cnge I I. a ) Rcehnungswertc ; b) Bereich del' empirischen Werte

11).13 Warmctlchllllllgcll

Die Warmedehnungen sind VOl' allem deshalb bedeutsam, weil ihre Untersehicde mall
gebend sind fiir die vorzusehenden Spiele. Bei hoehbeanspruehten Teilcn wie Rotoren
lind Sehaufeln sind auch die Dehnungen durch mcchanische Beanspruchungen nicht ver
nachliissigbar, so dall man es praktisch stcts mit Gesamtdehnungen zu tun hat. Erfolgt
die Fcstigkeitsrcchnung nach dem Verfahren del' finiten Elemcnte, so liefert die Rechnung
sogleich die Verschiebung del' verschiedenen Knotcnpunkte, so daf keine weitere Unter
suchung notig ist. Werden na ch klassischen Methoden Spannungen berechnet, so ergeben
sich die Warmedehnungen wie folgt . Allgemein sei T die Ubertemperatur iiber del' Um
gebungstemperat ur , bei welcher del' Bauteil dehnungsfrei ist und (J del' Mittelwert del'
linearen \Varmeausdehnungszahl zwischen 0 und T .

Die Hadialdehnnnujen. r5fu und r5rj am Aullenradius fa und Innenradius f j eincs Rotations
korpers sind dunn

I\U3(1)

19.13(2)

Die vereinfachte Naherung ist sehr oft geniigend, da meist die Tangentialspannung
gegeniiber den anderen Spannungen wcit iiberwiegt. Nach diesen Formeln konnen prak
tisch auch die Radialdehnungen von Leitschaufeltragern berechnet werden , auch wo
deren Kreissymmetrie durch einen Trennflansch gestort ist .
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19.13(3)

Zur Berechnung del' Lang8dehnung von Schaufeln ist eine Koordinate x einzufuhren,
die vom Fixpunkt (Auflageflache) an del' Schaufelbefestigung bis zum Schaufelende lauft.
und dabei von 0 bis l variiert (l ist im allgemeinen nicht identisch mit del' Schaufelblatt
lange, da ein Teil des Schaufelfu13es mit dazugehOren kann) . Es sei T(x) die Mitteltempe
ratur des Querschnittes an del' Stelle x . Dann ist die Verschiebung Ol des Schaufelendes
gegenuber dem Fixpunkt

I

ol = f (3T(x) dx.
o

Die Axialverschiebung oz einer urspriinglich im Abstand z von Fixpunkt A (Abb. 19.13.1)
liegenden aehsnormalen Schnittflache Seines Rotationskorpers ist

z

oz = f (3T(C) dC,
o

--------'5

19.13(4)

Abb, iD.13.1.11eispiele VOll Rotorformcn . a ) Volle Trommel; b) nus Scheibcn gebildete Tronunel ; c) Scheibenrotor

wo C die von 0 bis z laufende Koordinate ist. Del' Mittelwert (IT ist gegeben durch den
im Querschnitt Cgebildeten Ausdruck

r"

2 rfJ'Pr dr
;.,

fJT === 1 1_) fO) .

T "- r?
19.13(5)

Hier sind r' und r" del' inncre lind iiul3ere Radius des .wirksarnen Tcilcs' des Quersohnittes
in C. Wie diesel' zu bestimmen ist, geht aus den Beispielen Abb . 19.13.1 hervor. Dort ist
in die Konturen del' drei gezeigten Laufer sehraffiert jener Teilkorper eingetragen, del'
fur die Langsdehnung des Ganzen maBgebend ist. Die strenge Losung dieses Problems
wiirde die vollstiindige Bereehnung del' Verformung erfordern, doch ist die Festlegung
soleher Teilkorper auf Grund del' Ansehauung hinreichend genau moglieh.

In analoger Weise liiBt sieh die Liingsdehnung quasikreissymmetriseher Gehauseteile
bereehnen. :Fur die im Schnitt S' erscheinende Schnittflache f (Abb. 19.13 .2) laBt sich
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I
I
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I

L-t -----11. z - - ---;
A

Abb, UJ.W.:!. Zur Bercchnuug der Wdrmedehnuug VOII Gehiillscteilen

definicren

10.1:.\(0){1T = ~ I fJT df ,

d. h. {1T ist libel' die ganze Flache f zu mitteln. Die gleiche Definition laI3t sich iibernehmen

fiir einen nicht ebenen Schnitt S" . Das Element ds erfahrt dann die Langsanderung (1T ds,

die zur Verschiebung in z-R icht ung den Beitrag f3T cos y ds = f3T dC liefert. Daher kauu
auch in diesem Falle die Verschiebung einer ELene S uach 01. 10.1:\(4) bcrechnct worden .

19.14 Die Brennkammer

Die Brennkammern del' Gasturbinen gehoren naturgernaf zu denjenigen Bauelementen ,
die besonders sehwicrigen Temperaturbedingungen unterworfen sind. Leider ist es nicht
moglich, die Proportionen von Brennkammern auf Grund einfacher naturgesetzlicher
Zusammenhange zu bestimmen. Es war von Anfang an naheliegend, ein Belasiunqe-

kriterium. einzufuhren. Ist Qdie pro Zeiteinheit freigesetzte Warmemenge, p del' Druck,
V das Brennkammervolumen, so ist

B = Qjp V 19.14(1)

ein MaB fur die Brennkammernbelastung. B hat die Dimension S-l. In del' Tat hangt
diese Grofse unmittelbar zusammen mit del' Verweilzeit eines Luftteilchens im Brenn
raum und wird um so groI3er, je kiirzer diese Verweilzeit ist . Rein chemisch sind abel' die
Reaktionszeiten derart kurz, daB man auf B-Werte kame, die um Zehnerpotenzen iiber
den Werten liegen , die tatsachlich vorzusehen sind. Del' Ablauf del' Verbrennung wird
also durch andere Vorgange bestimmt. VOl' a llem muf del' Brennstoff in del' Luft so
verteilt werden, daB jedes Brennstoffteilchen in seiner Umgebung den notwendigen
Sauerstoff findet, d. h. del' Vorgang del' Jl1ischung wird von maBgebender Bedeutung sein.
Handelt es sich um einen fliissig en Brennstoff, so wird an del' Oberflache des einzelnen
Tropfens die Verdampfung einsetzen, und del' Brennstoffdampf muf in die Luft hinaus
diffundieren, um den Sauerstoff zu finden. Oft wird ein Teil des Kohlenstoffes schlielilich
als Kohlepartikel iibrigbleiben und verhaltnismaliig langsam wegbrennen, da del' Sauer
stoff durch die entstehenden Verbrennungsprodukte hindurch an die Partikeloberflache
diffundieren mull . Die Feinheit del' Zerstaubung wird also wesentlich sein.

Daraus geht hervor, daB del' Ablauf del' Verbrennung maBgebend bestimmt wird
durch Stromungsvorgange, die sich einer Berechnung entziehen. Deshalb verfiigen wir
nicht libel' thcoretische Grnndlagcn , die uns die Bcmessung oiner Brennkammer erlauben
wurden , sondcrn wir sind auf die Empiric angcwicsen. Allo Brcnnkammcrberechnungcn
haben daher den Charakter grober Naherungen, die GroI3enordnnngen liefern und Grenzen
abstecken soIlen .
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In Abschn. 18.6 sind bereits einige typische Beispiele von Brennkammern gezeigt. Hin
sioht lich del' Stromungsfuhrung lassen sich zwei Grundformen unterscheiden , die in
Abb. 19.14.1a und b einander gegeniibergestellt sind . Variante a ist die Gleichstrombrenn
kammer, bei del' Luft und Verbrennungsgas in gleicher Richtung st romen, Sie ist bei
Flugtriebwerken allgemein im Gebrauch, z. T. abel' auch bei st at ionaren Anl agen . Bei
Variante b, del' Gegenstrombrennkammer, stromt die Luft entgegen del' Stromungsri chtung
des Gases zum Brennkammerkopf. Sie hat den Vorteil del' guten Zugangliehkeit und ist
daher bei stationaren Anlagen die haufigste Bauform.

-----17 • - -:=:::::::::
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Abb. 19.14.1. a) G1eichstro mbrennka mmer;
b) Gegenstrombrennka mmer

b
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Bei industriellen Gasturbinen findet man haufig die Einzelbrennkammer (Abb. 18.6.1) ,
d. h. eine Gasturbogruppe besitzt eine einzige Brennkammer groBer Abmessung. GroBere
Verbreitung haben ab el' auch hier Anordnungen , bei denen mehrere Brennkammern par
allel angeordnet sind. Im Beispiel Abb . 18.6 .3 sind es zwei . Klassisch geworden ist die
urspriinglich vom Flugtriebwerk iibernommene Anordnung, bei del' eine grolsere Zahl
kleiner Brennkammern (Beispiel Abb . 18.6.4) kreisfOrmig um die Maschine herum ange 
ordnet ist. Die Ringbrennkammer (Abb . 18.6.5), welche die Maschinenachse ringformig
umgibt, hat sich im Flugtriebwerksbau allgemein durchgesetzt und findet a uch im indu
st riellen Gasturbinenbau Eingang (Abb . 14.1.4).

Ein wesentliches Charakterist ikum einer Anordnung ist die gesamte Anz ahl del' Brenn
stoffdiisen. Ist nur eine einzige vorhanden wie bei del' klassischen Einzelbrennkammer ,
so ent stehen entsprechend groBe Mischwege. Die Lan gseratreckung des benotigten Brenn
raumes ist abel' diesem Mischweg etwa proportional. Daher bringt eine Aufteilung in
mehrere Diisen eine Verkiirzung des Brennraumes. Man beachte etwa, wie kurz die Brenn
kammer nach Abb. 18.6.3 bem essen ist, weil sie mehrere Diisen aufweist. - Das zeigt ,
daB die Brennkammerbelastung B nach Gl. 19.14(1) - die ja unter sons t gleichen Bedin
gungen um so grolser ausfa llen wird, je groBer die Zahl del' Diisen - nicht ohne weite res
das sinnvollste Beurteilungskriterium einer Brennkarnm er ist. Nach del' durchgefiihrten
Uberlegung wiirde die Bezugn ahme auf den St irnquersc hnitt A des Brennraumes eher a uf
ein universelles Kriteriu rn Iuhren als die Bezugnahme auf V, d .h . die Belastungskennzahl
ware

B ' = QlpA . 19.14(2)

Sie hat die Dimension m/s und ist ja in del' Tat ein MaB fiir die Durchtrittsgeschwindigkeit
durch die Brennkammer . Noc h einfacher und ansc hau licher ist es daher , direkt eine solehe
Durchtrittsgeschwindigkeit zu definieren. Ist m' del' Primarluftstrom - also die Luft 
menge , die unmittelbar dem eigentlichen Brennraum zugeftihrt wird - und (] die Dichte
del' Luft VOl' Brennkammer , so kann

w = tn'leA 19.14(3)

als Charakterist ikum verwendet werden . Typische Werte von wliegen in del' Regel zwi
schen 10 und 40 ta]«, wahrend Bin auBerordent lich weit en Grenzen variier t , etwa zwischen
100 und 1500 S-I .



370 1!J Temperutur- und Kuhlungsproblemo

Die groBe Einzelbrennkammer besitzt den Vorteil del' grolseren Unempfindlichkeit
gegen die Wahl des Brennstoffes. Insbesondere ist mit grofserer Sicherheit vermeidbar,
daB Brennstofftropfen an die Wand gelangen und dort Koks bilden, del' dann verbrennt
und zur Zerstorung del' Wand fiihrt . W0 nul' eine Diise vorgesehen ist, entfallt auch das
Problem del' gleichmalligen Verteilung des Brennstoffes, das bei del' Mehrdiisenanordnung
auft rit t . Die Iangeren Stromungswege und del' notwendig asymmetrische Eintrittsstutzen
del' Turbine erschweren anderseits die Probleme beim Ubergang zu sehr hoher Temperatur.
Die Aufteilung in mehrere Brennstoffdiisen (mehrere Brennkammern oder Ringbrenn
kammer) fiihrt auf das Verteilungsproblem und ist hinsichtlich Brennstoffwahl heikler,
gibt abel' kompakte symmetrische Bauformen, die den Ubergang zu hoher Temperatur
erlei chtern .

Fiihrt man Brennstoff in eine Parallelstromung ein, so darf ihre Geschwindigkeit nur
wenige mjs betragen, wenn die Flamme nicht ausgeblasen werden soIl. Die GroBen
ordnung von iV, die auf annehmbare Proportionen fiihrt, liegt also bereits zu hoch. Des
halb miissen die Brennkammern stcts so gestaUct scin, daB Totwassergebiete entstehen,
welche die Flamme stabilisicren. Eiu vicl verwendetcs Verfahren besteht durin, del' Ver
brennungsluft Drall zu erteilen. Da im Zentrum einer solchen Drallstromung Unterdruck
herrscht, stellt sich dort eine Rti ckstromung heiBen Gases ein, wie in Abb. Hl.14.2 an 
gedeute t . Dadurch wiI'd die Verbrennung aufrechte rhaltc n bei Durchsatzgeschwindig
keiten, die weit iiber del' natiirlichen l!~lammenausbreitungsgeschwindigkeit liegen .

-
-

ALb. 19.14.2. Zoneneinteilung einer Brcnnkamm cr. 1 Prirnarzone, 2 Sekundarzone, 3 l\1ischzone

Wie in Abb. 19.14.2 angegeben, pflegt man eine Brennkammer einzuteilen in Primar
zone, Sekundarzone und Mischzone. Die Verbrennung erfolgt zum weitaus grollten Teil
in del' Primarzone. E s ist vorausgesetzt, daB nul' die durch den Drallkorper zentral ein
gefiihr te Luft als Verbrennungsluft zur Verfiigung stehe, nicht auch die den Wanden
ent langs t rornenden Luftfilme, die del' Kiihlung dienen . Del' bei fliissigen Brennstoffen
infolge del' Kohlenstoffpartikel gelb st rahlende F'lammenkorper erfiillt im wesentlichen
die Primarzone, wahrend in del' Sekundarzone nur noch verhaltnismalhg schwache Nach
reaktionen stattfinden. Diese Zoneneinteilung ist offensichtlich nicht scharf und bis zu
einem gewissen MaBe willkiirlich. In del' Mischzon e schlieBlich wird die restliche Luft dem
Gase beigemischt, derart, daB his Eintritt Turbinenleitrad ein moglichst vollstandiger
Temperaturausgleich stat tfindet . Es sei To die Temperatur del' Luft VOl' Brennkammer,
T die Mischtemperatur VOl' Leit rad und LIT die groBte Temperaturdifferenz im Querschnitt

VOl' dem Leitrad. Dann ist LlT j(T - To) ein Charakterist ikum fiir den Grad del' Aus
mischung. Werte von 0,1 bis 0,2 gelten als norm al ; del' untere ist extrem giinst ig, abel'
au ch hohere Werte kommen VOl'.

Die Maximaltemperatur Tm del' Flamme selbst hat man durch die Bemessung des
Primiirluftstromesni ' in del' Hand . Man wahlt etwa Tm ~ 1800-2000 K. Die Bestimmung
von ni: kann folgendcrm aflcn orfolgcn , E:;: Rei :r del' Vcrhronnungsgasgchnlt cine:;: Gomischos
st ochiomet rischen Verbrennungsgases mit Luf t , ~(x ) die zur Erzeugung dieses Gas-
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HI.14(G)

gemisches natige Brennstoffmenge pro Masseneinheit Luft, h(T, x) die Enthalpie des
Gases bei del' Temperatur T und mdel' ganze zur Verfiigung stehende Luft-Massenstrom.
Die Brennkammer ist auszulegen Iiir mund eine vorgeschriebene Temperatur T (Tempe
raturen und Enthalpien sind hier strenggenommen auf den Totalzustand zu beziehen) .
Nach den AusfUhrungen in Bd. I, Abschn. 2.4 muf dann offenbar gelten

m'{[l + fJ(x')] h(Tm , x ') - h(To, On = m{[l + fJ(x)] h(J","x) - h(To' O)}, 19.14(4)

wobei sich die linke Seite del' Gleichung auf das Gas in del' Flammenzone bei T m bezieht,
die rechte auf den schlieBlich zu erreichenden Mischzustand. Mit del' gegebenen Anfangs-

temperatur To und den Temperaturen Tm und T lassen sich nach Bd. I , Abschn. 2.4,
die x ' und xbestimmen, ebenso alle h und fJ . Damit ist 19.14(4) eine Bestimmungsgleichung
fUr m ', Die Sekundarluftmenge folgt aus m" = m. -m ', Mit einem angenommenen Wert
des Druckabfalles zwischen del' Luft VOl' Brennkammer und dern Inneren des Brenn
raumes liefert die Durch£luBgleichung aus den ni ' und m" die vorzusehenden Durchflull
querschnitte. Del' Druckabfall mull so gewahlt worden, da/3 eine giinstige Konfiguration
entsteht. - Es ist eine grundlegende Bedingung, die Brennkammer baulich so zu gestalten,
daB diese Querschnitte im Betriebe unbedingt eingehalten werden. Es mull also vermieden
werden, da/3 sie sich durch mogliches Verziehen einzelner Blecheinsatze verandern konnen,
oder da/3 Asymrnctrien entstehen , die Zll ortlichen Uberhitzungen fuhren.

Fur die Lcbcusdauor dcr Brcnnkammer ist dic Bchorrschung del' Wandtcmporaturen
malsgebend. An einer gegebenen Stelle del' Bronukummer seien T w die Wandtemperatur,
T il, und T i die Lufttemperaturen auf del' Aul3en- und Innenseite del' Wand, D del' Brenn
raumdurchmesser und D, del' Durohmesser des Flarnmenkorpers (vgl. Abb . 19.14.2) .
Weiter seien <Xa, <Xi die beidseitigen Warmeiibergangszahlen, a = 5,77 . 10- 8 W jm 2 K4 die
Strahlungszahl des schwarzen Karpel'S, Ct das Emissionsverhaltnis Flamme-Wand und Cw

dasjenige zwischen Brennraumwand und AuBenwand. Dann gilt folgende Warmeiiber
tragungsgleichung :

i ct(J(Tin - T ;) =iXa(Tw - T a ) + iXi(Tw - T i) + cw a(T~ - T~) . 19.14(5)

Das links stehende Glied ist die Einstrahlung des Flarnmenkorpers auf die Wand; es
ist etwa DtjD ~ 0,8. Rechts stehen die auBere und innere Warmeubertragung an die
Luft und als drittes Glied del' Strahlungsaustausch zwischen Brennraumwand und AuBen
wand, wobei vereinfachend die AuBenwandtemperatur gleich Til, gesetzt ist , was in An
betracht del' Kleinheit dieses Gliedes geniigt. T a ist strenggenommen nicht gleich del'
Temperatur To, mit del' die Luft dem Verbrennungssystem zur Verfiigung gestellt wird
infolge del' Warmeubertragung von del' Brennraumwand an die Luft, doch ist del' Unter
schied meist nul' klein. Unterlagen zur Bestimmung von iXa finden sich unter 19.2. Ub er
<Xi und den Verlauf von 'I', vgl. die Literatur iiber Filmkiihlung, z.B. [36]. Erhebliche
Unsicherheit besteht beziiglich Ct. Eine untere Schranke ist gegeben durch die reine Gas
strahlung, tiber die Messungen vorliegen, vgl. etwa [48, 49]. Die obere Schranke ist die
Strahlung des schwarzen Karpel'S, also Ct = 1. Leuchtende Elammen liegen zwischen
beiden Grenzen, vgl. [50]. Genauere Unterlagen konnen nul' empirisch erhalt en werden ,
d .h. man rechnet einen gegebenen Brennkammertyp nach , miBt T w und bestimmt Ct so,
daB Ubereinstimmung hergestellt wird. - Fiihrt man alles dies ein , so ist 19.14(5) eine
Bestimmungsgleichung fiir T w.

Bei berippten Wandelementen, etwa nach Abb . 18.6.1 ist die Gleichung entsprechend
abzuwandeln . Ist .F\ die Innenflache, Fa die Aulienflache ohne Rippen, F, die Rippen
flache , und t]r del' Rippenwirkungsgrad (del' die Warmeiibertragung durch die Rippe zu
derjenigen in einer Rippe uncndlicher Leitfahigkeit ins Verhaltnis setzt), so gilt

D, (T~ nH _ It'a + 11r/l'r , (n, T (T 'D Ct (J . m - .L w) - F . .iXa .L w - . . a) + iX i Y' - 1 i) .
~
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Hier ist die Strahlung an die Aullenwand sogleieh vernachlass igt . Ober 1], finden sich an
vielen Stellen Unterlagen , etwa [28, 51].

AuBerhalb del' Zone del' leu chtenden Plamme ist c/ gleich dem Cg del' Gasstrahlung.
In del' Mischzone ist die Innentemperatur gleich del' Temperatur des Gaskorpers, und die
Gleichung lautet dort

19.14(7)

Die genauere Rechnung miilite allgemein so erfolgen, daf man den Stromungsweg in
Intervalle einteilt und schrittweise die Temperaturanderungen infolge del' Warrneuber
tragung berechnet, was insbesondere bei del' Gegenstrombrennkammer auf eine kornpli
ziertere Iteration fiihrt . Dabei bleibt die Temperatur im Flammenkorper unter dem
theoretischen Maximum T m' da ja schon wahrend del' Verbrennung Wamie nach aulien
iibertragen wird. Gerade bei modcrnen Konstruktionen mit ihren kurzen Stromungswegen
und hochbelasteten Brennraumen sind abel' diese Effekte klein, so daB eine Komplikation
del' Rechnung selten notig sein diirfte.

Da alle Warmeiibergangszahlen proportional ou: sind, miissen die Kiihlluftgeschwindig
keiten hinreichend groB gewahlt werden, woraus sich die Bemessung del' Querschnitte
del' luftfiihrenden Ringkanale ergibt. Wahlt man die durch 19.14(3) definierte charakte
ristische Geschwindigkeit wklein , was auf grollen Brennraumquerschnitt fiihrt , so wird
die Breite diesel' Ringkanale klein , mithin auch ihr hydraulischer Durchmesser , womit
die Druckabfalle zunehmen. Bei schwach belasteten Brennkammern ist es also schwieriger ,
die Wande hinreichend zu kiihlen als bei hoh er belasteten, um so mehr als auch c/ grolser
wird.

Del' Forderung, einen vollstandigen Ausbrand zu erzielen, die schon im Hinblick auf
Abgasvorschriften erfiillt werden mull , ist mit groBen Brennkammern leichter zu geniigen
als mit kleinen, besonders bei schlechten Brennstoffen . Die groBen Verweilzeiten fiihren
abel' anderseits auch zu erhohter NOx-Bildung, die ebenfalls vermieden werden mufs. E in 
fUhrung von Wasserdampf hemmt die NOx-Bildung, ist ab el' nicht in allen Fallen moglich .
Hohe Flammentemperatur begiinstigt die NOx-Bildung. Deshalb ist eine moglichst gleich
maliige Flammentemperatur (Vermeidung heiller Punkte) von nicht iiber 2000 K anzu
st reben, was mit Luftzerstaubung des Brennstoffes bessel' gelingt als mit Druckzerstau
bung.

Fiir jeden Brennstoff existieren gewisse Grenzen, innerhalb welcher das Massenver
haltnis LuftjBrennstoff liegen muls, damit die Ziindung gesichert ist. Diese Ziindgrenzen
sind auch temperaturabhangig.Die Stromungsfuhrung in del' Brennkammer muf sicher
stellen , daB insbesondere auch bei Leerlauf noch eine Zone bestehen bleibt, innerhalb
del' das Mischungsverhaltnis unter del' oberen Ziindgrenze bleibt, was durch die Schaffung
des schon erwahnten Totwassergebietes gelingt. Trotzdem ist del' Ausbrand bei kleiner
Last oft wesentlich schlechter als bei Vollast. Man kennzeichnet diesen durch den Aus
brandwirkungsgrad 'fJAo Bei Vollast liegt diesel' he ute in del' Regel iiber 0,99, kann also
VOl' allem bei st at ionaren Anl agen praktisch 1 geset zt werden. Fiir sein e Abhan gigkeit
von del' Belastung gibt M'ilnzberg [52] eine empirische Relation an. Es sei

Dann gilt
log (1 - 11A) = A -I- Blog Q.

19.14(8)

1!U-!(9)

B variiert in den angegebenen Bei spielen zwischen 1,34 und 1,94, so daB 1,6 als Mittelwert
gegeben werden kann. Hingegen variiert A in weitesten Grenzen, was verstandlioh ist,
wenn man beachtet, wie auflerordentlich verschieden die Brennkammervolumen fur eine
gcgebenc Leistung je nach Bauart ausfallen .
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20 Schwingungen von Schaufeln und Scheiben

20.1 Der einfache Schwinger

Wir gehen aus vom einfachsten FaIle eines Korpers von der Masse m, der federnd
aufgehangt ist (vgl. Abb . 20.1.1) derart, daB einer Auslenkung x aus der Gleichgewichts
lage eine riickstellende Federkraft vom Betrage kx entspricht (k die Federkonstante).

Abb . 20.1.1. Einfachor Schwinger~
: ~ p.p,,'nwl

J/,,0

Dieser Korper sei einer in x-Richtung wirkenden auBeren Kraft P unterworfen, die sich
gemii/3 dem Gesetz

P = Po sin wt 20.1(1)

periodisch verandert. Die Bewegung sei mit Reibung verbunden, wobei die Reibungskraft
der Geschwindigkeit proportional, also gleich - bi: gesetzt werde (Minuszeichen, weil die
Kraft der Bewegung entgegensteht, b eine die Reibung kennzeichnende Konstante). Die
Bewegungsgleichung unseres Problems lautet offen bar

mx = -!ex + Po sin tot - bi
oder

mx+ bo: + kx = Po sin wt .
Ihre allgemeinste Losung ist

Po sin (wt - rp) Ix = Xu + --;==~==========
V(k - m(2)2+ (bm)2'

bm
tan rp = 1 2·

Ie- mw

Hier ist XII die Losung der homogenen Differentialgleichung. Setzt man

w 2 - : (~)2
e m 2m

20.1(2)

20.1 (~)

20.1(4)

und ist diese GroBe positiv - was bei den kleinen Dampfungskonstanten b, die uns im
Hinblick auf unseren Problemkreis einzig interessieren , stets zutrifft - so lautet die
Losung Xu

XII = exp (- 2~ t) (01 cos wet + O2 sin wet), 20.1(5)

wo 0 1 und O2 beliebige Integrationskonstanten sind. Fiir groBes t strebt Xu offensichtlich
gegen Null, so daB die schlieBlich iibrigbleibende Bewegung beschrieben wird durch

Po sin(wt - rp) Xp sin (wt - rp)

X = V(k _ m(2)2 + (bW)2 1//( m)2 (b )2· 20.1(6)
/ 1- T w 2 + kW

W. Traupel, Thermische Turbomaschinen  
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2001 
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Bier ist

20.1(7)

die Auslenkung, die das System erfahren wiirde bei konstanter Einwirkung der Kraft Po.
Das durch G1. 20.1(4) definierte We ist nach G1. 20.1(5) offenbar nichts anderes als die

Kreisfrequenz der gedampften Eigenschwingung des Systems. Ferner ist gemaB G1. 20.1(5)
das Verhaltnis von zwei aufeinanderfolgenden Aussehlagen der gedampften Eigenschwin
gung gegeben durch

20.1(8)
exp ( - ~ t) (nb )

exp [- 2~ (t + ~:)] =exp mWe •

Der Logarithmus dieses Verhaltnisses wird als logarithmisches Dekremeni (; bezeichnet,
hat also den Betrag

20.1(9)

Die GIn. 20.1(4) und (9) fuhren unmittelbar auf die Beziehung

k [ ({;)2] b (;
m = w; 1+ 2n 'k = su»; [1 + (2~)r.

Wenn diese in G1. 20.1(6) eingesetzt werden, folgt

Xp sin (wt -lp)

20.1(10)

20.1(11)

In den uns interessierenden Anwendungsfallen ist {; stets so klein, daB ({;J2n)2 gegen Eins
vemachlassigbar ist. Wenn man dies beachtet und in die zweite der Gin. 20.1(3) noch
die Gin. 20.1(9) und (10) einfuhrt, so erhalt man schlieBlich

20.1(12)
Xp sin (wt - lp)

x = V[I- (;Jf+ [~:J'
20.1(13)

Im Rahmen der hier gebrauchten Naherung kann fUr die Kreisfrequenz der Eigenschwin
gung gemaB der ersten der GIn. 20.1(10) auch gesetzt werden

We = V~. 20.1(14)

Zusammen mit den Gin. 20.1(7), (9) und (14) beschreiben die Beziehungen 20.1(12) und
(13) die erzwungene Schwingung vollstandig, die nach dem Abklingen der gedampften
Eigenschwingung noch iibrigbleibt.

Es sei Xo der Amplitudenwert von x . Dann nennen wir

v = xo
Xp

20.1(15)



20.1 Del' einfache Schwinger

den Vergro(Jerungsfaktor . Sein Wert ist offenbar

V = 1

V[ 1 - (:Jf+ [~:J
20.1(16)

Seinen Gipfelwert erreicht er, wo der Radikand durch ein Minimum geht , d. h . also fi.ir
den w-\Vert, der durch die Gleichung

ddw {[1 - (:err+ [ ~:J} = 0 20.1(17)

bestimmt wird. Die Differentiation liefert

(:r = 1 - ~ ( ~ r ~ 1, 20.1(18)

d .h., wir erhalten das bekannte Ergebnis, daB bei kleiner Diimpfung der groBte Ausschlag
dann eintritt, wenn

20.1(19)

also im ResonanZ£all. Der Vergrollerungsfaktor bzw . die Amplitude erhalten dann gemiiB
Gl. 20.1(16) die Werte

'JT,

XOmax = --;r Xp . 20.1(20)
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Gegenphase, wahrend im Rcsonanzfall cine Phasenvcrsehiebung von 900 besteht. Dieses
Verhalten ist zwar bekannt, abel' keineswegs von vornherein anschaulich plausibel, wes
halb wir noch kurz darauf eingehen.

Wenn wlwe nach Null strebt, also bei ganz langsamer Bewegung, sind die Beschleuni
gungen und die Reibungskrafte auBerst gering, so daB praktisch stets Gleichgewicht
besteht zwischen P und del' Riickstellkraft -kx. Daher sind P und x hier in Phase. Wird
wlwe etwas grolser , so sind die Beschleunigungen nicht mehr vernachlassigbar. Die Masse
schwingt deshalb beidseitig iiber die Lage ±xp hinaus, und zwar so weit, daB del' Unter
schied zwischen del' Riickstellkraft und P den Betrag mx erreioht. Hierbei ist die Reibung
noch auller acht gelassen, und es ist offensichtlich, daB das Bewegungsgesetz erfiillt werden
kann, wenn x und P in Phase sind. Kommt die Reibung hinzu, so wirkt auf den Karpel'
noch eine weitere kleine Kraft ein, die in Gegenphase zur Geschwindigkeit x ist, d. h.
ihre Phase eilt derjenigen von x(t) um 900 nach oDiese Kraft wird um so grofier, je mehr
die Geschwindigkeiten anwachsen, d .h., je mehr sich wlwe dem Wert Eins nahert. Daraus
ergibt sich die mit steigendem wlwe allmahlich fiihlbar werdende Phasenverschiebung
del' Bewegung.

Im FaIle del' Resonanz besteht Phasengleichheit zwischen del' Geschwindigkeit xund
del' erregenden Kraft P, und die Reibungskraft -bx halt in jedem Augenblick P das Gleich
gewicht. Die Masse fiihrt also eine regelrechte ungedarnpfte Eigenschwingung aus, da ja
die Dampfungskraft gerade durch die erregende Kraft aufgehoben wird. Die Amplitude
diesel' Eigenschwingung stellt sich so ein, daB eben diese beiden Krafte einander aus
gleichen. So beantwortet sich die naheliegende Frage, wie es moglioh sei, daB durch eine
kleine erregende Kraft groBe Aussehlage hervorgebracht werden, die zudem noch gegen
iiber diesel' Kraft 900 Phasenvcrschiebung aufweisen. Die erregende Kraft erzwingt eben
gar nicht unmittelbar die Aussohlage, sondern sie halt gewissermaBen nul' die Rcihung
im Schach, so daB sich die Eigenschwingung entsprechend entwickelt.

Im Gebiet wlwe :> 1 sind die Lage x und die erregende Kraft P ungefahr in Gegen
phase, d .h. die elastische Kraft -kx ist mit P in Phase. Da abel' die Ausschlage mit
zunehmendem wimmer kleiner werden - bei den gegebenen Beschleunigungen kann del'
Karpel' wahrend del' kurzen Dauer einer Periode keine groBen Wege mehr zuriicklegcn 
treten die Riickstellkrafte und Reibungskrafte immer mehr zuriick, und del' Karpel'
bewegt sich bei sehr groBen wlwe so, als ob er einzig del' Storkraft P ausgesetzt ware,
d .h . es ist

mx = Po sin wt,

Po .x = - --2 sm (Of.
mm

In del' Tat sind hier x und P genau in Gegenphase.

20.2 Riickfiihrung des allgemeinen Falles des schwingenden Klirpers
auf den einfachen Schwinger

Wir betrachten den Fall eines beliebig gestalteten elastischen Karpel's, an dessen
Oberflache harmonisch variierende Spannungen p angreifen (vgl. Abb . 20.2.1). Diese
Spannungen konnen von sehr allgemeiner Art sein . VOl' allem kommen Druckspannungen
(Gasdruck) in Frage, abel' ebensowohl auch Zug- und Schubspannungen 1. An jedem Punkt
del' Korperoberflache variiert die Spannung gemaB

p = Po (sin T sin wt + cos T cos wt). 20.2(1)

1 Zur Korperoberflache gehort bei diesel' Betrachtungsweise gegebenenfalls auch del' Einspannungsquer
schnitt, wo del' Kerper in einen anderen, nicht mitschwingenden iibergeht.
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Abb.20.2.1. Allgemeinerschwingender
K orp er

Hier ist Po die aufgepragte Spannungsamplitude, deren GroBe und Ri chtung Funktionen
des Ortes an der Oberfl ache sind. Der Winkel i' kennzeichnet die Phase und ist ebenfalls
Funktion des Ortes. Dam it ist eine sehr allgemeine harmoni sch variierende Kraft einwir
kung auf die K orperoberflache beschri eben . Die BeifUgung eines zeitlich un veranderli chen
Spannungswertes, dem sich das durch Gl. 20.2( 1) gegebene p iib erlagem wurde, ist un
notig, da der Schwingungsvorgan g dadurch nicht beeinfluflt wird . Auch verzic hten wir
auf die EinfUhrung von Feldkrafte n, da diese Verallgemeinerung nichts wesentl ich Neues
liefern wiirde.

Unte r der Einwirkung dieser aufgepragten Spannungen erfa hrt der K erper eine peri 
odische Deform ati on mit der Frequ enz W . Diese hat zudem harmonisehen Charakter, denn
es ist leieht aufzuzeige n, daB eine r Bewegung mit der F requenz nw (n eine ga nze Zahl )
du rch eine belieb ige Spannu ngsverteilung nach Gl. 20.2(1) ke inerle i Energie zugefUhrt
wird . Allfa llige Oberschwingungen wurden dah er infolge der Dampfung ausklingen und
es bliebe, wie behauptet , nur die harmonische Bewegung iibrig , E s sei "8 die Auslenkung
irgendeines Punktes des K or pers aus seiner Lage im Gleichgewichtszustand . Dann gilt
nach dem eben Gesagten

:~ = .;osin(wt - rp) , 20.2 (2)

wo .~~ die ortliche Amplitude ist . Wenn fiir jeden Punkt S;; und der Phasenwinkel rp bekannt
sind , so liegt damit die ga nze Bewegung des K orpers fest. Wir maehen nun speziell die
einschrankende Vorau ssetzung, daB rp fur alle Punkte denselben Wert hab e, d.h . daB
die Bewegungen aller Korperpunkte in Phase seien . Dies ist eine wesentliehe Besehran
kung der Allgemeinheit, denn wir schlielien damit , wie wir sehen werden , den F all der
gekoppelt en Schwingungen aus. - Ubrigens ist die allgemeinste harmonisehe Schwingung
eines Korpers darstellb ar als eine Superposition von zwei Sehwingungen der zuletz t
genannten spezielleren Art , deren Phasen um 90° versc hieden sind . - Gre ifen wir irgend
einen ausgezeiehneten Punkt heraus, dessen K oordinate q gema B

q = qosin (wt - rp) 20.2(3 )

variiert, so sind alle 8 offenbar proportional diesem q mit orts abhang igern Proportionali
t atsfaktor. Jedem q entsprieht also ein bestimmter Deformationszust and. An sich kan n 'I
irgendeine charakteristische Lagenkoordinate sein , z. B . bei Drehschwingu ngen die Winkel
auslenkung an einer ausge zeichneten Stelle des K orpers.

Die elastische Verformung des K orpers, ausge hend vom entspannten Zustand ('I = 0)
bis zu einem dureh q gekennzeichneten, erfo rdert den Arbeitsaufwand

lJI - E f {(ex + ey + ez)2 1 [1[( 2 ( 2 ( 2
- v 6(1 - 2v) + 2(1 + v) "3 ex - e1/ ) + ey - ez) + ez - ex) ] +

+ ~ (Y;y+ Y;z + Y£X )]}dV, 20.2(4)
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20.2(7)

20.2(6)

vgl. z.B. [1]. Hier bedeuten wie iiblich Eden Elastizitatsmodul, v die Querkontraktions
zahl, Bx> 1311 und Bz die Dehnungen in den drei Richtungen und Y"I/' YlIZ und Yz;" die drei
Verformungswinkel an der betreffenden Stelle. Das Integral ist tiber das ganze Volumen V
des Korpers zu erstrecken. AIle 13 und Y sind aber gemaB der gemachten Voraussetzungen
proportional q. Daher laBt sich aus Gl. 20.2(4) auch gewinnen

K
'P =2" q2, 20.2(5)

wo Kj2 eine Konstante ist, die sich fur eine gegebene Verformung aus Gl. 20.2(4) ergibt
Die Bewegungsenergie T des schwingenden Korpers ist in irgendeinem Zeitpunkt

gegeben durch

T = ~ / s2dV.

Da aber alle 8 proportional qsind, gilt somit auch

T _M ' 2-2q ,

wo M wiederum die entsprechende, aus der Integration gewonnene Konstante ist.
Die Arbeit dW, die von den iiuBeren Kraften p bei einer unendlich kleinen Deformation

an der Korperoberflaohe F geleistet wird, ist

dW = f (15, ds) dF = dt f CP, :~ ) dF = qdt f (p, iP) dF.
F F P

Hier ist iP definiert durch
- -; 8
(/)=""7"" =-

q q

20.2(8)

20.2(9)

und ist eine Funktion des Ortes an der Oberflache. Die Integrale sind iiber die ganze
Oberflache F zu erstrecken. Mit Gl. 20.2(1) folgt aus Gl. 20.2(8) auch

dW = qdt[(j (Po, iP) sin T dF)sin wt + (j (Po, ii» cos T dF) cos wt] . 20.2(10)

Wir setzen

20.2(11)

20.2(12)

(vgl. Abb . 20.2.2). Durch Verschiebung des Nullpunktes unseres bisherigen ZeitmaB
stabes um Betrag .ilt = tp jw konnen wir offenbar erreichen, daB mit der neuen Nullpunkt
wahl gilt

dW = (Po sin wt) q dt. 20.2(13)

Es bedeutet dies lediglich, daB es stets moglich ist, den Nullpunkt des ZeitmaBstabes so
zu wahlen, daB in Gl. 20.2(10) das zweite Integral verschwindet, wobei das erste einen
maximalen Wert annimmt, namlich Po.

SchlieBlich werde vorausgesetzt, daB die Bewegung mit einer gewissen Dampfung ver
bunden sei. Die bei einer unendlich kleinen Deformation eines Raumelementes dissipierte
Arbeit kann proportional dieser Deformation und proportional der Deformationsgeschwin
digkeit gesetzt werden. Da alle Deformationen proportional dq und alle Deformations
geschwindigkeiten proportional qsind, ist also schlieBlich die Darnpfungsarbeit

20.2(14)
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Abb. :W.:!.:!. ZUI' Veran sehaulichung von
GIn. :!U.:!(l1) und (l:! )

Nun formulieren wir fill' eine unendlich kleine Deformation den Energiesatz . Er lautet

d'P + dT + dWd =dW , 20.2(15)

denn die von aulien geleiste te Arb eit d W ist gleich del' Zunahme del' potentiellen und
kinetischen Energie, vermehrt um die dissipierte Energie. Wenn wir in G1. 20.2(15) die
in GIn. 20.2(5), (7) , (13) und (14) gefundenen Ausdriicke einsetzen und noch durch dt
dividieren , folgt

Kqq + Miii + Bq2 = (Po sin wt ) iI ,

oder bei Ausschluli des trivialen F alles q= 0 (fur jedes t ) auch

l}I ij + Bq + Kq = Po sin ost . 20.2(lu)

Diese GIeichung hat abel' genau denselben Aufbau wie die Differentialgleichung 20.1(2)
des einf achen Schwingers, weshalb sich auch die Losung von dort iibernehmen liiJ3t. Bei
kleiner Dampfung ist insbesondere

:W.~(17)

die Kreisfrequenz del' Eigenschwin gung, und die graBte Amplitude tritt dann auf , wenn
die erregende Kreisfrequenz w gleich w. ist. Del' Wert diesel' grolst en Amplitude qUmax

ergibt sich in Analogie zu G1. 20.1(2 0), wobei man dort fiir Xl' den Wert aus Gl. 20.1(7)
einzusetzen hat.

n Po n j'(f - - > . " ~ (f - - ' ~ )'
YUmax = b K = JK I .J" (Pu, (/») SIll or dh) + p (1)u, (/») cos or dh) . :...o .~( 1H)

Hier ist wiederum /j das logari thmische Dekrement .
Damit ist die Schwingung eines beliebigen K arpel'S auf die des einfachen Schwingers

zuriickgefiihrt. Allerdings ist diese Aquivalenz keine vollstandige. In die Bestimmung del'
Konstanten B, K , M und Po geht die Gestalt del' Verformung ein , die z.B. in del' Funktion
(fi ihren Ausdruck find et. Diese wird abel' im aUgemeinen nicht unabhangig sein von del'
erregenden Frequ enz w. \Vahlt man irgendein bestimmtes w, so beschreibt G1. 20.2(lu)
einen Schwing ungsvorgang , del' dem des einfac hen Schwingers vollig ana log ist. Jedoch
sind die Koeffizienten B, K , ill, Po Funktionen von w, so daB man fur jedes w einen anderen
ii. <} uivalenten einfucheu Schwinger VOl' sich hat. Von praktischem Interess e sind allerdings
fast nul' die Verhaltnisse bei Resonanz . Die hierb ei giilt ige G1. ~O.~( 18) ste llt indesseu
keinen direkten Zusammenhan g her zwischen del' statischen Auslenk ung und derjenigen
in R esonanz .

Die Berechnung del' E igenfrequenz setzt nach G1. 20.2(17) die Kenntnis del' Ko effi
zienten K und M voraus , d .h. also wiederum, daf die Gestalt del' Verformung bekannt
sein mufl . Deshalb laufen alle Berechnungsverfahren del' Eigenschwingungszahlen darauf
hin aus, daB die Verformung des Karpel'S bestimmt worden mull,
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20.3 Gekoppelte Schwingungen

Wir betrachten das in Abb . 20.3.1 dargestellte System. Die beiden Massen Inl und 1n
2

sind den iiuBeren Kriiften
PI = PIO sin (wll - "PI) 1
P2 = P 20 sin (w2t - 'fJJ2) J

unterworfen, wobei durch 'fJJ1 und 'fJJ2 beliebige Phasen gegeben sind. Wenn wir del' Einfach
heit halber von Diimpfungskriiften absehen, lauten mit den Federkonstanten K I , K

2
und

K 12 die Bewegungsgleichungen fur die beiden Massen

mixi + (K I + K 12 ) Xl - K I 2X2 ·= P IO sin (wll- 'fJJI) '

Jn 2X2 + (K 2 + K 12 ) x2 - K 12 x l = P20 sin (w2l - 'fJJ 2 ) '

Abb, :W.il.1. E infaches gekoppeltes Schwingungssyetem

Da die beiden Funktionen Xl und :<2 in beiden Gleichungen vorkommen, sind sie vonein
ander nicht unabhiingig, sondern wir haben gekoppelte Schwingungen VOl' uns. Die Auf
losung des Systems ist nach iiblichen Methoden mogli ch, vgl. etwa [2]. Als wichtigstes
Ergebnis wird erhalten, daB zwei Eigenschwingungen moglich sind mit den Kreisfre
quenzen

'2 + ".} v( ' 2 + "2)2 K2
WIll = W W - ± W W _ [1_ 12 ] W '2W"2. 20.3(3)

. 2 4 (K I :? + K I ) (K 12 + K 2 )

Hier sind to' und os" gegeben durch

20.3(4)

Danach haben co' und co" eine einfache anschauliche Bedeutung. Denkt man sich z.E.
m 2 festgehalten - gleichgiilt ig in welcher Lage - so stellt m l mit den Federn K; und K 12
einen einfachen Schwinger dar, dessen Eigenfrequenz co ' ist. Das Analoge gilt von os",
Man iiberzeugt sich leicht davon, daf zwar die Lage , in del' wir die Masse 2 festhalten ,
die Frequenz io ' des dann vorliegenden Schwingers nicht beeinflullt ; wohl abel' wird
dadurch die neutrale Lage (Gleichgewichtslage) del' Masse m l beeinflullt. Betrachten wir
nun wieder die gekoppelt e Schwingung, so besteht die Riickwirkung del' Bewegung von
m 2 auf mI' Dasselbe gilt natiirlich ebenso in umgekehrter Richtung.

Wenn eine del' erregenden Frequenzen WI und W 2 mit einer del' Eigenfrequenzen WI

und WII ubereinstimmt, liegt Resonanz VOl'. Bei Vernachlassigung del' Diimpfung werden
dann die Ausschliige del' Massen unendlich.

Nun kehren wir zuriick zu dem unter 20.2 behandelten allgemeineren Fall des schwin
genden Karpel'S. Unter den dort gemachten Voraussetzungen fiihrt del' Karpel' eine har
monische Schwingung aus. Wir hatten die Untersuchung weiterhin beschriinkt auf den
Fall, daB die Bewegungen aller Punkte des Karpel'S in Phase seien . Wenn dies nicht del'
F all ist, kann man Rich die Bewegung des Karpel'S stets erzeugt denken durch die Ober
lagcrung von zwci Bcwegungcn diescs einfachcn Typs, die cine Phasenv crschicbung von
900 aufweisen. Diese sollen als Schwingung 1 und 2 bezei chnet werden. Wenn man fur
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20.4(1 )

beide die Uberlegunge n des Abse hn. 20.2 durehfiihr t , kann sieh u .U . eine gewisse K ornpli
kation einstellen, Es kann narnlich sein, daB die del' Sehwing ung 1 zugeordnete neutrale
Lage sieh verse hiebt, wenn man sieh irgendeine del' Sehwing ung 2 entsprechende Aus
lenkung q2 festgeh al t en den kt . Dann t ritt in del' fur die Sehwing ung 1 angesehriebene n
0 1. 20.2(16) noeh ein Zusatzglied auf , das proportion al (12 ist . Umgekehrt tritt aueh in
del' fur die Sehwing ung 2 formulierten G1. 20.2(16) ein Zusatz glied mit ql auf. Das so
entste he nde Gleiehungssyst em hat somit die gleiehe Form wie das Gleiehungssystem
20.3(2 ) 2. Deshalb treten aue h bier zwei R eson anzfrequ enzen auf, und die beiden Schwin 
gungszustiinde des K arpel'S sind mit einander gekoppelt . Wie aus diesel' Oberlegung
hervorgeh t , ist eine solehe K opplung immer dann gege ben, wenn eine Deformati on ent
spreehend del' einen Sehwing ung die neutrale Lage del' ande ren beeinflulit. I st diese
Beeinflussung nul' gering, so entsprieht dies einer klein en F ederkonstanten KI t. in unserem
Mod ell Abb . 20.3.1. Wi e 0 1. 2 0.:~(3 ) lehrt, werden dann W I und WII von w' und w " nul'
wenig versehieden sein, denn fiir KIt. = 0 ist W I = w', W ll = os": In del' Tat ist daher
eine Vernachlassigung del' K opplung bei del' Bcstinunung del' Frcqucuzcn sohr oft zu 
lussig.

:W.-l IHfferelltialgieichulIgen des sehwiugeuden Stabes

Seha ufe lsehwing unge n - VOl' a lleui die Ul'llndsc hwing llng - lassen sich oft als Biege 
sehwing ungen cines gcra dcn Stabcs beh andeln. Ab b, ~0 .4 . 1 a zcigt oinen Ausschuitt a us
eine m solehen Stab . An den Grenzflac hen eines Liingenelementes dx desselben greifen
die Momente .M, .M + dM und die Querkriift e Q, Q + dQ an . Das Gleiehgewieht del'
Momente erfordert (unter Vernachlassiguug unendlich kieiner Grofsen hoherer Ordnung )

dM = Q dx ... 8~: = Q .

- x - - t--dx

a

y

---l=.:=-L- .
--X-+-dX

b

20.4(2)

Abb. :W.4.1. Zur H erl eitung del' Differe ntialgleichung des schwingenden Stabes. a) E uler-Bal ken ; b) T imo 
shenko-Bal ken

Indem bier Gleichgewicht del' Momente vorausgesetzt ist , wird del' Einfluf del' Dreh
beschieunigung des einzeinen ~Iassenelementes ais verschwindend kl ein vernachlassigt.
Die Bewegungsgleichung in Ri chtung des Au sschiages y Iautet

dQ = ~~ dx = -elii dx.

2 Man hcaoh to, (la ll d iese mnthcmatiseho Analogi« zustand c kommt, ohwo hl hior nu r ein eill7. igcl· K ii rpcl'
vo r liegt anstatt zwei beim Modell nach Abb, 2U.3.1.
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Da mit 20.4(1) 8QI8x = 82M18x2, folgt hieraus

8
2M f:"

8x2 = -e y.

Nach der elementaren Theorie des gebogenen Stabes ist weiter

M = EJy" ,

20.4(3)

20.4(4)

20.4(5)

wobei jetzt Akzente Ableitungen nach x andeuten sollen. Aus GIn. 20.4(3) und (4) folgt

8
2

(EJ ") ti8x 2 Y = -e y

oder auch
(EJ)y"" + 2(EJ)'y'" + (EJ)"y" = -efY, 20.4(6)

eine partielle Differentialgleichung fur die Funktion y(x, t). Da keine auBeren Krafte und
Momente, keine Dampfungskrafte und im Stabquerschnitt auch kein Drillmoment voraus
gesetzt wurde, beschreibt die GIeichung die einzige Bewegung, die dann noch moglich ist,
die Biege-Eigenschwingung. Die Gl. 20.4(4) der klassischen Balkentheorie setzt voraus,
daB ebene Stabquerschnitte bei der Deformation eben bleiben und die Schubdeformation
des Ausschnittes von der Lange dx vernaohlassigbar sei. Das trifft bei schlanken Staben
zu, doch sind viele Schaufeln so gedrungen, daB diese Naherung ungenugend wird.

Es ist moglich, sowohl die Drehbeschleunigung des Massenelementes als auch die
Schubdeformation miteuberticksiohtigen (also den sog. Timoshenko-Balken vorauszu
setzen) . Abb. 20.4.1 b veranschaulicht die dann am Element dx auftretenden Verhaltnisse.
Das Massentcagheitsmoment dieses Elementes ist eJdx. Damit tritt an die Stelle von
20.4(1) die Bewegungsgleichung

i/JeJ dx = dM - Q dx , 20.4(7)

20.4(!J)

20.4(10)

wo 1p der in der Figur dargestellte Neigungswinkel ist, del' die Neigung der Stabachse
und die Schubdeformation umfaBt. Die Bewegungsgleichung 20.4(2) bleibt unverandert.
Anstatt Gl. 20.4(4) laBt sich schreiben

M = EJ1p', 20.4(8)

weil ja d1p = 1p' dx die gegenseitige Neigung del' beiden dargestellten Querschnitte ist.
SchlieBlich besteht zwischen dem Verzerrungswinkel y und der Schubkraft Qdie Beziehung

Q
Y =Gf;

wo G der GIeitmodul und f8 der aquivalente Schubquerschnitt ist. Wiirden die Quer
schnitte bei der Verformung tatsachlich eben bleiben (was auch mit 20.4(8) vorausgesetzt
ist), so ware f mit dem Balkenquerschnitt identisch. Das ware indessen kein elastizitats
theoretisch moglicher Verformungszustand, und y ist daher ein mittlerer Neigungswinkel.
Rechnet man mit diesem , so muf man einen ideellen wirksamen Schubquerschnitt f8 ein
fiihren, der aus dem wirkli chen hervorgeht durch f8 = fix. Dabei ist x > 1 eine Zahl,
die von der Geometrie des Querschnittes abhiingt (z.B. x = 1,2 fur das Rechteck), eine
Situation, die derjenigen bei del' Torsionsbeunspruchung cines Stabes analog ist. Man
findet fiir x den Ausdruck

"~J,,t b(~) lTYb(Y)dyr dy,

vgl. etwa [3]. Hier ist b(y) die ortliche Stabbreite, J wie iiblich das 'I'ragheitsmoment del'
Gesamtflache beziiglich del' Haupttragheitsachse (t (Abb . 20.4.2).
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Boachtet. man no ch y = 'IjJ - y ' , so fiihreu die Gln , ~0.4(::!), (7), (8), (9) auf Iolgendes
Gleichungssystem :

Q' = -Ilfjj, IlJip = !vi ' - Q, 20.4( 11)

Vies sind vier partielle Differentia lgleichungen fur die unbekannten Funktionen y , 'IjJ,

M, Q. Man konnte z.B . 'IjJ , M und Q au s ihnen eliminieren und so eine einzige, allerdings
komplizierte Gleichung fur y erhalt en . Eine analytische Losung ist abel' nicht moglich ,
weshalb nul' numerische Verfahren in Frage kommen . Fur diese ist ab el' das Gleichungs
system 20.4(11) del' zweckm e.lligere Ausgangspunkt.

Ymox

a

Abb . 20.4.2. Zur Bestimmung des Fak tors Yo nach Ymin---'-- +---'
GJ. 20.4(10)

Man beachte, daf bei diesen Herleitungen stets Symmetrie del' Stabquerschnitte
bezuglich del' Bildebene vorausgesetzt ist, so daB die maBgebende Haupttragheitsachse
iiberall senkrecht zu diesel' Ebene steht. Das schlielst die verwundene Schaufel aus, fur
welche diese Betrachtungsweise nul' eine Naherung sein kann, die in vielen F allen unge
niigend wird.

20.5 Ldsung des Eigenwertproblems des schwingenden Stabes

Eine analytische Losung ist selbst unter den vereinfachenden Voraussetzungen , die
del' G1. 20.4(6) zugrunde liegen, nur in wenigen einfachen Fallen moglich , vorab beim Stab
konsianten. Querschnittes, wo sich die Differentialgleichung auf die Form

"" (1f .. 205(1)Y = -jMY . ..

reduziert. Mit dem bekannten Produktansatz

Y = Y(x) P(t) 20.5(2)

20.5(3)

geht die Gleichung iiber in

Y"" L' = _ Ilf Y L' . Y '''~ = _ ef P
l ' EJ . i '. . Y EJ P .

In del' zweiten Form ste ht links ein Ausdruck, del' nicht von t abhang t, rechts ein solcher,
del' nicht von x abhangt. Das ist nul' moglich , wenn beide gleich ein und derselben Kon
st anten sind, die a4 ben annt werde. Damit zerfallt die Gleichung in zwei totale Differential
gleichungen:

(!f jl _ 4
- gJ P -it ,

y""
--y- = at. 20.5(4)

Die allgem einen Losungen dieser Gleichungon luuten

Y = C1 sin ax + C2 cos ax + C3 Sinh ax + C4 Cosh ax .

20.5(5)

20.5(6)
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°1 ••• °4 sind 1ntegrationskonstanten. Der willkiirliche Phasenwinkel rp hat ebenfalls den
Charakter einer Integrationskonstanten. Eine multiplikative Konstante fehlt in 20.5(5) ,
da sie bei der Bildung des Produktes YP in die 0 , eingeschlossen worden kann. - Es ist
zweckmallig, an dieser Stelle eine Dimensionsbefreiung vorzunehmen. Ist I die Lange des
Stabes - in der praktischen Anwendung die Schaufellange - so ist x = al eine dimensions
lose GroBe, wie leicht nachzupriifen. Mit der dimensionslosen Koordinate s = xiI schreiben
sich dann die Losungsgleichungen 20.5(5) und (6)

20.5(7)L1( ) . [(x2

l/EJ ) J
l ' t = sm 12 Vi (If t - rp

Y = 0 1 sin x; + O2 cos x; + Sinh x; + 0 4 Cosh x;. 20.5(8)

Die weitere Behandlung des Problems verlangt die EinfUhrung der Grenzbedingungen des
jeweiligen besonderen Falles. Liegt etwa der einseitig eingespannte Stab nach Abb . 20.5.1
vor, so lauten diese

Y(O) = 0, Y'(O) = 0, Y"(1) = 0, Y' ''(1) = O. 20.5(9)

Abb, 20.5.1. Einseitig eingespannter St ab
konstanten Querschnittes

20.5(10)Y = 0 1 (sin x; - Sinh x;) + O2 (cos x; - Cosh x;).

Die dritte Gleichung liefert dann

0 1 (sin x + Sinh x) + O2 (cos X + Cosh x) = 0

Die Bedingung iiber Y" besagt, daB am freien Ende kein Biegemoment auftritt, die
Bedingung iiber F :", daB dort auch die Ableitung des Biegemomentes naoh s verschwinden
muB. Die ersten beiden dieser Gleichungen sind erfiillt, wenn 0 3 = -Ov 0 4 = -°2 , so
daB iibrigbleibt

0 1

O2

die vierte in entsprechender Weise

cos x + Cosh x
sin x + Sinh x '

20.5(11)

20.5(1:3)

20.5(12)°1 sin x - Sinh x
O2 = cos x + Cosh x '

Da 20.5(11) und (12) gleichzeitig gelten miissen, folgt

cos x + Cosh x sin x - Sinh x
sin x + Sinh x = cos x + Cosh x '

eine transzendente Bestimmungsgleichung fur x , Sie besitzt eine unendliche Folge von
Losungen Xl ' X2 ' ... , Xn' • • •, die Eigenwerte des Problems, die eingesetzt in Gl. 20.5(7) offen
sichtlich die Kreisfrequenzen Wen der verschiedenen Ordnungen liefern. Sie sind

x21 /EJ
Wen = l~ V(if ' 20.5(14)

Das Einsetzen der Xn in Gl. 20.5(8) liefert die zugehorigen Eigenfunktionen, welche die
Schwingungsformen der verschiedenen Ordnungen darstellen.
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Fur den praktischen Gebrauch ist es zweckmafsiger, die Frequenzen 'Ven = wen /2n an-
zugeben. Mit x;, = x~/2n werden diese __

x;, l/EJ 20.r' (l r,)
'Vet! = fi" Ve:r ' v v

In Abb . 20.5.2 sind oben die Werte x;, x~, x~ fur den hier behandelten einseitig eingespann
t en Stab angegeben. In genau analoger Weise werden aus den jeweiligen Grenzbedin
gunge n die Eigenwerte fur andere Ko nfiguration gefunden . Die Ergebnisse fur drei weitere
FaIle sind ebenfalls in Abb . 20.5.2 angcgeben.

\ x; x; x;
-~~

~-l -j 0,5595 3,507 9,820

l===! 1,571 6,283 1'f,1'1
1\

- -- --~I-- ~ I 2,'15'1 7,953 16,59

- - - ~ - --

~- - ~-

~ ~ ~ 3,561 9,815 19,26

- - -
\

-~-~ ~-

1\ 'A sff
'Vn = «« T If

A

f'\- - f- -
1

I r'~ I1 , ,

+=-=:1_+f- r-- ~-

<,

Alto <,

1\
........ ........ l

\ ~- -+-1
r---.r-k

I\. - i---+t 1 ,
!

!

I
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Abb . 20.5.2. Werte ,,;, und A zur Berechnung der Biege-Eigenschwingungszahlen von Staben konstanten Quer
schnittes

kJ = J (84, kf = 1(82, A = (1(1) VB(e, angegeben HiI' e = 7,85 g(cm3, E = 2· 10' N(mm 2

Die entsprechende Untersuchung liiBt sich auch durchfuhren fur allgeme inere Be
dingungen, wie sie bei Schaufeln hiiufig gegeben sind . Gerade moderne Ausfiihrungen tra
gen an ihrem Ende oftmals eine Deckplatte mit der Tei lung td und dem Querschnitt fd,
mithin der Masse efdtd' Schwingt die Schaufel mit der Kreisfrequenz w, so entsteht darnit
eine Tragheitskraft mit der Amplitude

Qd = -efidY(I) w 2 = - ef dtdY( l) ~: ~~ . 20.5(16)

Hier ist Y(l) der Ausschlag am Schaufelende und fur wist der in 20.5(7) auftretende
Ausdruck eingesetzt. Da nun aber weiter mit M als Amplitudenwert des Momentes

vg1. G1. 20.4(1), und

dM Idx I = Qrl , 20.5(17)

20.5(18)
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folgt auch

:!O Schwingungen von Scha ufeln lind Scheiben

20.b( l!J)daYI = _!did x
4

Y(l)
dx :l l f 14

als eine del' aulleren Grenzbedingungen . - Weiter ist die Ein spannung niernals vollkommen
starr . Vielmehr stellt sich au ch an del' Schaufelwurzel, also in x = 0 eine dem Biege
moment M(O) proportionale Neigung del' Schaufelachse ein , die durch die Gleichung

dY/ = kM(O) = kE J
dz y

/
dx ~ dx Z

0

beschrieben werden kann mit k als Proportionalitatsfaktor.
Wiederum wird eine Dimensionsbefreiung vorgenommen durch die Setzungen

20.5(20)

K = kE J
- I ' :W.5(21)

Wenn man die dimensionslose Koordinate ~ einfiihrt und die Ableitung nach diesel' dureh
den Akzent bezeichnet, schreiben sich die Grenzbedingungen

Y(O) = 0 , 20.5(22)

Y'(O) = KY "(O) , 20.5(23)

Y"(l) = 0, 20.5(24 )

Y"'(l) = - IXX 4 Y(l) . 20.5(25)

Gl. 20.5(23) geht au s 20.5(20) hervor, Gl. 20.5(25) aus 20.5(19), wahrend Gl. 20.5(24) das
Verschwinden des Biegemomentes am Schaufelende ausspricht . Wenn man in diesen Glei
chungen die Y und ihre Ableitungen gemaB 20.5(10) einsetzt, entsteht ein System von
vier homogenen linearen Gleichungen fiir die Unbekannten 0 1 . . . °4 , das noch x als Para
meter enthalt. Die Bedin gung des Verschwindens del' Koeffizientendeterminante dieses
Gleichungssystems liefert eine Bestimmungsgleichung fiir x, deren Losungen X l> X 2 • •• die
Eigenwerte sind . In Abb . 20.5.3 sind die Werte x~ = x~ /2n fiir die Ordnungen n = 1, 2, 3
in Funktion del' Parameter K und IX dargestellt, womit man aus Gl. 20.5 (15) unmittelbar
die 'Eigenfrequenz bestimmen kann.
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Werte %~ ...%3 fiir Schaufeln konst anten Querschnittes mit Deckplatte bei nachgiebiger Einspannung
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20.6(1)

Wiihl'elld die Bedeutung von ~ unschuu lich Ulllll ittelbar klar ist , kann ma n sich die
von K Iolgendorrnalien veranscha ulichen. Fur einen vollkommenen eingespannten Stab
del' Lange 1, del' an seinem Ende durch die Querkraft Q belast et wird, erhalt man an jener
Stelle die Ausbiegung

Ist die Einspannung nicht starr, sondern durch den Nac hgiebigkeits parameter K gekenn
zeichnet , so wird

Q13 ( 1 )Y= EJ g+ K .

So geht etwa bei K = 0,333 die Auslenkung auf das Doppelte. Damit ist zugleich ein Weg
aufgezeigt, K experimente ll zu bestimmen .

20.6 Drehschwingungen eines geraden Stabes

Schlanke un verdrehte Scha ufeln konnen zu Schwingungen angeregt werden, die als
Drehschwingung eines geraden Stabes aufgefaBt werden konnen , Ein Element von del'
Erstreckung dx an del' Stelle x ist im allgemeinen gegenube r del' entspannten Lage urn
den Winkel y verdreht urn die Stabachse als Drehachse . Wenn .I p das polare Tragheits
moment des Querschn ittes an del' Stelle x ist , so ist eJp dx das Massent ragheitsmoment
des betrachteten Elementes. Del' Untersch ied del' Drill momente in den beiden begrenzen
den Querschnitten sei dM (vgl. Abb . 20.6.1). Dann lautet das Bewegungsgesetz

dM .. .I d oM .I "
= ye p .z . ' . ox = e Py,

Ahb. 20.G.1. Zur Herleitung del' Differen t ialglei
r-hung der Drohsehwingung eines Stnbes

20.6(4)

Nach del' Th eorie des auf Torsion beanspruchten Stabes bewirkt das Drillmoment j~r liings
del' Strecke do: einen Verdre hungswinkel fiy vom Bct rage

"PtMdy = GJ dx 20.6(2)
]I

mit Gals Schubmo dul. Del' K oeffizient "PI. berucksicht igt die Verwolbung des Quel'schnittes,
d. h. J, = J pl"Pt ist das effektive Torsionstragheitsmoment., das ja nur bei kreisform igem
Quersch nitt mit .II' identi sch wird, Nach 20.6(2) ist

M = GJ!, oy
"P" nx '

was eingesetzt in 20.6(1) au f die partielle Differentialgleichung del' Drehschwingung fiihrt:

~ (G.1p Oy)= .I,".
ox V't ox (] ,y
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Eine analytisohe Losung HiBt sich im allgemeinen nur Iiir den Stab konstanten Quer
schnittes auffinden. Wenn hierbei noch als Variable ~ = xii eingefiihrt und die Ablcitung
nach diesel' durch den Akzent gekennzeichnet wird, geht 20.6(4) tiber in

r r 12"Ptf! .. 20 6(5)
Y =aY' ..

Die Losung diesel' Gleichung gelingt mit dem Produktansatz

Y = u(~) v(t),

del' die Differentialgleichung 20.6(5) in die Form

r r 12"Ptf! .. u" 12"Ptf! v 2
u v =auv , "u =a"V=-x

20.6(6)

20.6(7)

20.6(9)

iiberfiihrt. Auf Grund del' gleichen Uberlegung wie unter 20.5 zerfallt damit die partielle
Differentialgleichung in zwei totale. Diese sind nachfolgend links, ihre allgemeinen La
sungen rechts geschrieben :

u" + x2u = 0, U = 0 1 sin x~ + O2 cos x~ 20.6(8)

.. x 2 G 0
V +-12 V=,ve

Die Grenzbedingungen mogen in folgender Weise eingefiihrt werden. In x = 0 sei del' Stab
mit einer gewissen Drehelastizitat gehalten, die beschrieben werde durch

y(O) = ktM(O) = kt GJp ooYI,
"Pt x~

wahrend das andere Stabende frei sei, was auf

OYI = 0ox I

fiihrt. In diesen Gleichungen darf man yauch durch u ersetzen, da
hangige v beidseitig als Faktor auftritt. Mit del' Definition

tc, = kt GlJp

'IPt

gehen dann die beiden Grenzbedingungen iiber in

20.6(10)

20.6(11)

ja das nul' von t ab-

20.6(12)

u(O) = K,1f,'(O) , u'(l) = O. 20.6(13)

Das Einsetzen des Ausdruckes 20.6(8) fiir u bringt diese beiden Gleichungen in die Form

O2 = KtXOl ' X[OI cos X - O2 sin x] = O.

was nul' nichttriviale Losungen zulaBt, wenn

cos x - Ktx sin x = O. 20.6(14)

20.6(15)

Dies ist die Bestimmungsgleichung fiir die Eigenwerte Xl' X2' • . . Mit x~ = xn/2n schreibt
sich dann die Eigenjrequenz n-ier Ordnung gemaB Gl. 20.6(9)

X~VG
Yen = T v;;e .

Speziell fiir die starre Einsparung, also K, = 0, findet man

, 2n - 1
Xn = 4 20.6(16)
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Fur den beidseitig starr eingesp annten Stab wiirde die analogc Untersuchung auf X;l = n/2
fuhren .

Die Anwendung diesel' Ergebnisse auf die Schaufel setzt das Bekanntsein des Koeffi
zienten "Pt voraus. Zu seiner Bestimmung hat Beglinger in einer unveroffentlichten Arbeit
eine Naherungsmethode angegeben, die sich fiir Schaufelprofile eignet. Sie mage anhand
Abb. 20.6.2 erklart werden. Das gegebene Profil, Form a, Abb . 20.6 .2, wird zunaohst
umgeformt in ein symetrisches Profil b, das mit dem gegebenell die Dickenverteilung h(a)
gemein hat. Dieses hat bezuglich seiner Haupttragheitsachsen die Tragheitsmomente J't
und Jf, Die gleichen 'I'ragbcitsmomente hat ein elliptisches Profil c mit den Hauptachsen
a und b, und zwar ist

(!!-)2= J:
b Jt' 20.6(17)

Abb. 20.6.2. Zur Bestimmung des Koeffi 
zienten 1j!t. a) Gegebenes Profil; h) gleichwer
tiges Profil mit gerader Skelettlinie; c) aqui-

valonte Ellipse

20.6(18)

Fur die Ellipse ist das Torsionsproblem strcng gelost und man findet

l[J: Jt )
"Pt = "4 Ji +J: + 2 .

Dieses "PI kann au ch fur das gegebene Schaufelprofil verwendct werden , wahrend sein J"
durch die allgemeine Formel gegeb en ist .

20.7 Bestimmung von Elgenfrequenzen nach del' Energlemethode

Sofern ein System irgendwelcher Art (Stab, Scheibe) eincr Eigenschwingung unter 
worfen ist, bei del' die Bewegungen aller seiner-Punkte in gleicher Phase erfolgen , laBt
sich del' Vorgang beschreiben durch

y = Y( Xi) cos wet . 20.7(1)

Dureh Xi mogen dabei die samtlichen Koordinaten angedeutet sein, welche die Lage
eines Punktes im Korper definieren . Y ist die ortliohe Amplitude, y die momentane ort
liehe Abweichung von del' neutralen Lage. Die zeitliche Ableitung if, also die momentane
Geschwindigkeit del' Bewegung, erreieht ihren Hochstwert beim Durchgang durch die
Mittellage, und zwar betragt diesel' nach 20.7(1)

20.7(2)

Wenn Y so definiert ist, daB es die Dimension ein er Lange hat, if also eine .eehte' Geschwin
digkeit ist, wird die 7cinetische Enerqie eines Volumenelernentes d V beim Durchgang durch
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20.7(~)

£olglich die kinetische Energie des ganzen K drpers

20.7(4)

wobei das Integral iiber das ganze Volumen zu erstrecken ist.
Fur die potentielle Energie lJf des Korpers im Augenblick grolster Auslenkung kann

stets ein Ausdruck del' folgenden Art geschrieben werden, Die in del' elastischen Verfor
mung eines Volumenelementes dV aufgespeicherte Energie hangt ab vom Ort, d.h. von
den Xi und von den ortlichen Verformungsgrofsen , die mit Y' und Y" bezeichnet werden
mogen. Es wird damit einfach angedeutet, daB die ersten und zweiten Ableitungen von Y
- im allgemeinen nach den verschiedenen Koordinaten Xi - maBgebend sind. So entsteht
ein Ausdruck del' Art

lJf = JF(Xi' y', Y ") dV ,
J'

20.7(5)

wo F den betre££enden Funktionalzusammenh an g bezei chnet. - Nun muB abel' offenbar
die kinetische Energie beim Durchgang durch die Mittellage gleich sein del' potentiellen
Energie des Systems bei grollt er Auslenkung, d. h. es ist T = lJf. Wenn man bier die Aus
driicke nach den GIn. 20.7(4) und (5) einsetzt, enthalt die linke Seite den Faktor w;,
so daB nach dies em aufge16st werden kann . So erhalt man

JF(x;, y ', Y") dV
V

w2 - - - - - - -

e - .R.- J y2(X;) dV
2 y

20.7(6)

Del' rechts stehende Ausdruck wird als Rayleigh-Quotient bezei chnet. Bildet man ihn mit
del' Eigenfunktion Y n-ter Ordnung, so erhalt man das Quadrat del' Kreis£requenz del'
Eigenschwingung diesel' Ordnung.

Das auf Rayleigh zuriickgehende Energieverfahren besteht nun darin, in Gl. 20.7(G)
eine Naherung del' Funktion Y(x) einzusetzen und so einen Naherungswert von w. zu
erhalten . Es laBt sich zeigen , daB solche Naherungswerte stets etwas zu groB ausfallen,
vgl. z. B. [1]. Das ist plausibel, wenn man beachtet, daB sich ein Kerper immer so ver
formt wie er am weni gsten Widerstand zu leisten vermag, so dall die Verformungsarbeit
- mithin lJf - ein Minimum wird. Macht a.her die tatsachli che Form Y die Kreisfrequenz
W e zu einem Minimum im Vergleich zu benachbarten Formen , so fuhren aueh Abweichun
gen gegeniiber dem korrekten Y nul' zu kleinen Fehlern , worauf die Leistungsfahigkeit
des Verfahrens beruht. Am besten arbeitet es naturgemall bei del' Grundschwingung, weil
man fiir diese die Funktion Y am besten schatzen kann.

Bei del' eindimensionalen Behandlung del' Biege.w:hwing1lng eines geraden Stabes - del'
in del' Eulerschen Naherung behandelt werde - gelten folgende Relationen (Bezeich
nungen wie unter 20.5) :

2 I

T = wt/ y 2fdx , 1 I (d2Y)2
lJf = "2 j E.] dx2 dx. 20.7(7)

Zweckmallig £iihrt man die folgenden dimensionslosen GroBen ein

EJ
{} =EJ 'o 0

20.7(8)
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Hier kenuzeichuet Index 0 irgeudeiue uusgezeichuete Stelle, z.13. den Billspanllquel'
schnitt. Ferner HiBt sich aus Y ein dimensionsloser Wert bilden gemaB 11, = Y j Y*, wobei
y* wieder ein beliebiger Bezugswert ist, del' nicht notwendig an del' Stelle 0 au£tritt.
Wenn man diese De£inition in 20.7(7) ein£iihrt und den Rayleigh-Quotienten bildet, ist
man auf

20.7(9)

ge£iihrt. Fur die Frequenz "e = wej2n £olgt damit

20.7(10)

Man beachte die Analogie des Au£baues gegenuber Gl. 20.5(15) . Wahrend abel' dort kon
stanter Stabquerschnitt vorausgesetzt wurde, ist hier ein beliebiger Querschnittsverlauf
cp(;) moglich. Durch Einsetzen del' Eigenschwingungsforrn n-tel' Ordnung Un bekommt
man die zugehorige Eigen£requenz Yen-

Bei del' Bestimmung del' Grund£requenz, £iiI' die dieses Verfahren VOl' allem in Frage
kommt, ist es vorteilha£t, von einer Schatzung del' GroBe {}u" auszugehen, da diese
unmittelbar dem Biegemoment proportional ist, dessen Verlau£ del' Anschauung leicht
zuganglich ist. Beim einseitig eingespannten Stab, del' eine Schau£el reprasentieren mag,
hat z.B. {}u" mit Sicherheit den in Abb. 20.7.1 dargestellten Verlau£. An del' Einspann
stelle ; = 0 tritt del' hochste Wert auf, wahrend am £reien Ende ~ = 1 nicht nul' das
Moment, sondern auch seine Ableitung nach ~ verschwinden muB . Das £olgt daraus, daB
das Biegemoment, welches das Element d~ am Stabende an del' Stelle 1 - d; ausiibt,
unendlich klein von zweiter Ordnung ist. - Bei einer abgesetzten Welle (Abb. 20.7.2)
laBt sich {}u" als Verlau£ des Biegemomentes eben£alls leicht schatzen, vgl. die gestrichelte
Linie. Daraus ergibt sich sogleich auch 11,", in diesem Falle eine unstetige Funktion , wie
die ausgezogene Kurve darstellt. Stets sind von 11," aus durch zweimalige Integration 1/'

lind 1/ auffindbar, womit nun der Rayleigh-Quotient. gehildet werden kann.

Abb .20.7.1. Verlauf del' Fnnktion u" fiir den ein
seitig eingospannten Stab

---l}.u"
-u"

Ahb . 20.7.2. Verlauf del' Funktion u" lind u" fiir
eine abgesetzte Welle
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20.7(11)

Eine einigcrmalsen verlallliche Bestimmung von Eigenfrequenzen hoherer Ordnung
ware 1:;0 uber im ullgemcillcn nieht moglich. Dufur kommt vielrnehr VOl' allem die M ethode
von Ritz in Betraoht. Zu ihrer Darstellung werde abkurzend

n2 _ 2 efol4

".: = We Ii'-J
"0' 0

gesetzt. G1. 20.7(9) kann dann in del' Form

] 1

I fJ(~) U"2(~) d~ - Q2 I pm UZ(~) d~ = 0
o 0

20.7(12)

geschrieben werden. Wenn nun u eine Funktion ist, die zwar die gegebenen Grenzbedin
gungen erfiillt, mit del' wirklichen abel' nicht iibereinstimmt und man in G1. 20.7(12) den
wahren Wert von Q einsetzt, verschwindet die Differenz nicht, sondern wird nach dem
oben Gesagten positiv, d .h. es ist

] 1

Z - J fJ(~) U"2(~) d~ - Q2 Jp(~) U2(~) d~ > O.
o 0

20.7(13)

Nun mogen u](~), U2(~)' ... , up(~) Funktionen sein - z.E. Polynome verschiedener Ord
nung - welche die gegebenen Grenzbedingungen erftillen . Dann kann die tatsachliche
Funktion u(~) angenahert werden durch den Ansatz

20.7(14)

mit vorerst unbekannten Koeffizienten ai. Setzt man diese Naherung in 20.7(1B) ein, so
lautet sie

20.7(15)

20.7(16)

Offenbar kommt man nun mit demjenigen Satz von Koeffizienten ai del' exakten Losung
am naohsten, fur den Zein Minimum wird. Die optimale Wahl del' ai ist also dadurch
gekennzeichnet, daB fur sie gilt

8Z = 0, 8Z - 0
8a] 8az - ,

Nun sind abel' bei gegebenen Funktionen Ui die Integralausdriicke

20.7(17)

1

»« = J fJui'uj' d~,
o

1

nii = J pUiUi d~
o

20.7(18)

festliegende Zahlen. G1. 20.7(17) kann also geschrieben werden

p

L: ai(mii - Q2n ii ) =0 .
1

20.7(19)

Pur jedes i gilt eine solche Gleichung, und diese bilden zusammen ein homogenes lineares
System fur die p Unbekannten ai' Es hat nichttriviale Losungen nul', wenn seine Koeffi-
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zien tendetorminan te vendiwindet , d .h. wenn

I(m ll - .Q2n ll )

(m2l - Q 2n 2l )

( JlL12 - Q 2n d (ml P - Q 2n 1P)!
(m22 - Q 2n 22) (m 2/J - Q 2n 21,)· . /=0.· .· .
(m1J2 - Q 2m p2) . .. (m 1J1) - Q 2n pp) I

20.7(20)

Dies wiederum ist eine Gleichung, die nul' fiir best immte Wert e QI , Q 2' .. . , Q p erfiillt ist.
Das Losungsverfahren kann nun iiberblick t werd en . Man wahlt einen Sat z von JJ Funk

t ionen Ui' die in ~ = 0 und 1 die gege benen Grenzbeding ungen erf iillen . J eder Ausdruck
del' Art G1. 20.7(14) erfiillt dann die Grenzbedingungen ebenfalls. Alsdann werden die
samt lichen Integr alausdriicke m ij, nij nach G1. 20.7(18) gebildet. Aus den Losungen
Q 1 ... Q p del' G1. 20.7( 20) hat man schlieBlich ve rmoge G1. 20.7(11) alle We von Ordnung 1
bis p. Das Ergebnis wird urn so genauer , je bessel' es geling t, durch lineare Kombinationen
nach G1. 20.7(14) die wirklichen Eigenfunktionen wiederzugeben. Man wahlt die Ui so ,
daB ihr Verlauf nach Schatzun g moglichst den verschiedenen Eigenfunktionen ents pricht .
Wiirde man dies genau t reffen, so wiirden wegen del' Orthogonalitatseigenschaften del'
Eigenfunktionen die m ij und n ij nul' fiir i = j von Null versc hieden. Die Determinanten
gleichung 20.7(20) wiirde dann in einen Satz von Gleichungen del' Art m ;i - Q 2n ii = 0
zerfall en , womit man gerade zur ur spriinglichen F orm 20.7(9) zuruckkam e. - Prakti sch
laBt sich mit diesem Verfahre n etwa bis zur dri t t en Ordnung eine hinreichende Genauig
keit erreiehen.

Selbstvers tandlich laBt sich die Energiemethode auch zur Berechnun g von Dreh
scluoinqunqen. heranziehen . Es ist in diesem Falle

2 I

T (J)d! f J 9d. = 2 pn- x,
o

I

tp = ~ f GJ p (dU)2dx.
2 0 "Pt dx

20.7(21)

Die Bezeichnungen sind die gleichen wie unter 20.6. Insbesondere ist u.die ortliche Winkel
amplit ude. Wiederum mage Index 0 auf eine ausge zeichnete Stelle - z. B. die E inspann
ste lle - verweisen , und es werde gesetzt

n _ J p
1J1J = -/ '

• pO

. x
~ - T ' 20.7(22)

Dann fuhrt T = tp schlieBlich auf die Formel

20.7(2:1)

Wiederurn ist die Analogie zu G1. 20.6(15) zu sehen . Zur Best immung von Ei genfrequenzen
hoherer Ordnung ist auch bier das Ritzsche Verfahren sinnge maf anzuwenden .

20.8 Zus1itzliche Effekte bei gedrungenen St1iben

Unter 20.4 sind bereit s die Differen ti algleichungen del' Biegeschwingungen eines Stabes
angegeben worden fur den F all , daB die Schubdeformation und die R otationstragh eit
des einzelnen Stabelementes mitberii cksichtigt werden, vg1. G1. 20.4(11) . Bei del' rechne
rischen Behandlung solcher Schwingungen kann man entweder direkt von den Differen ti al 
gleichungen au sgehen und diese numerisch , d .h . durch Differenzenrechnung losen , vg1. [4] ;
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eher naheliegend ist es abel' gerade in diescm Faile, die Energiemethode zu benutzen,
z.B. [5, 6]. Um die entsprechende Relation zu gewinnen, gehen wir aus von del' Situation
nach Abb. 20.4.1b und setzen

Y = iJ cos wet, y = -y cos wet. 20.8(1)

Dabei sind if und y die ortsabhangigen Amplitudenwerte. Da zugleich mit dem positiven
y-Ausschlag ein negativer y-Ausschlag auftritt, wird bei del' getroffenen Vorzeichen
konvention y positiv. Wegen y= -(ip - if') folgt dann aus del' ersten und letzten del'
GIn. 20.4(11)

Da abel'

!:.- [Gf A ] - f~dx "y - e y. 20.8(2)

ist auch

wo Yo del' Wert in x = 0 ist.
gebogenem Zustand :

Biegung

20.8(3)

:x [:'y] = - w;efiJ,

A A 2 e" JXf Ad 20 8(4)y = Yo - We Gf 0 Y x, .

N un sind die potentiellen Energiebetrage in voll aus-

Schubdeformation
I

1 JGf A2d- -y x .
2 0 x

Del' erste Ausdruck wird klar, wenn man beachtet, daB ip = if' - Y und die dritte del'
GIn. 20.4(11) heranzieht. Die Bewegungsenergien beim Durchgang durch die Mittellage
sind:

Translation

Rotation

ew; I A2T/ fy dx,

ew; I A, A 2
T/.J(y-y)dX .

Die Bedingung T = lJl fiihrt dann schlieBlich auf

/ [E.J(f/' - )/)2 + Gf -p2 ]dx
" 0 "We = I

e ( [fy2 + .1(-)0' - yf] d.x
o

20.8(5)

Bei gegebener Funktion y(x) bestimmt diese Gleichung We iterativ, da ja y(x) aus 20.8(4)
zu bestimmen ist, worin We bereits auftritt. Eine sehr gute Naherung erhalt man, indem
man ftir iJ(x) die Funktion verwendet, die ohne Schubdeformation gilt. Das in 20.R(4)
auftretende Yo hangt von den jeweiligen Grenzbedingungcn ah, Beim in 1frei endigenden
Stab muf y am freien Ende verschwinden, weshalb

I
A 2(!" (fA d ?0.8(6)Yo = we Gf I) yx. -

Die Abweichung gegeniiber dem Verhalten eincs Stahes in Eulerscher Naherung hiingt
nach Gl. 20.8(4) bei gegebenen y(x) ab von We' Wenn wir del' Einfachheit halber den Stab
konstanten Quers chnittes zugrundelegen, ist nach Gl. 20.5(14) die GroBe

i = yJlf
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bei gegebener Stablange del' nHtl3gebende goornotrischo Parameter. Das HO defiuierte i ist
del' mit J gebildete 1'rij,yhcil8radiu8. Das dimensionslosc Charakteristikum ist ill, uud os
zeigt sich, daB die Fehler del' elementaren Theorie mit ill zunehmen. Soll etwa die Schwin
gungszahl erster Ordnung auf 5% genau erhalten werden, so ist etwa ill < 0,025 zu for
dern, wahrend 5% Genauigkeit del' zweiten Ordnung selbst ill < 0,016 verlangt.

Diesel' Problemkomplex hangt aufs engste zusammen mit demjenigen del' minirnalen
Nachgiebigkeit del' Einspannung, woriiber eine eingehende Untersuchung von Bcylingcr
et al. [7] vorliegt. Am besten nahert man sich dem Grenzfall vollkommener Einspannung
offenbar dann, wenn del' Stab ein Stiick bildet mit dern Korper, von dem er gehalten
wird (vgl. Abb . 20.8.1) . Abel' auch so ist vollkommene Einspannung nicht zu verwirk
lichen, da ja im Bereich des Uberganges stets eine gewisse Zone sich mitverformen wird
(im Bild gestrichelt angedeutet). Offensichtlich ist diese Zone bei gegebenem I um so
grolser, je dicker del' Stab ist, vgl. die Falle a und b in Abb . 20.8.1. Del' maf3gebende
Parameter ist wiederum i ll. - Sind (to und Mo Querkraft und Biegemornent im Wurzel
querschnitt, so treten dort eine Verschiebung Yo und eine Neigung y~ auf, die beide je
von Qo und M o abhangen . Praktisch kann man allerdings die Bedingungen oft geniigend
genau erfassen, indem man nul' eine Proportionalitat zwischen M o und y~ einfiihrt. Wie
bei [7] gezeigt, ist es ungeniigend, im Ubergangsgebiet nul' die Verformung des Korpers
zu betrachten. Man mull vielmehr auch die dort auftretenden 'I'ragheitskrafte mit beriick
sichtigen, was den Effekt del' unvollkommenen Einspannung abschwacht.

1,0

, ./

'--

I~
~[,

\\ '\ L',
'\ L'vBI

1\' 1'\
';(B2 1'\

t-. A2>\J AIx:..
~ 1'\ 1',

Stab A StabB

a b

Abb. 20.8.1

0,1
i/l-

Abb.20.8.2

0,2

Abb. 20.8.1. Einseitig eingespanntc Stabe, Beim schlanken Stub (a) ist del' Deformationsbercich an del' Ein
spannstelle kleiner als beim gedrungenen Stab (b)

Abb. 20.8.2. Hcrubsetzung del' Eigenfrequenz cines Stubes durch Rotationatragheit., Schubdeformat.ion lind
nachgicbige Einspunnung. Nach [71

Abb . ~0.8.~ zeigt Ergebnisse nach [7J. Dargestellt ist das Verhaltnis del' effektiven
Biege-Eigenfrequenz v zur Frequenz VEulw die man erhalt, wenn man den Stab in Euler
scher Naherung betrachtet und vollkommene Einspannung voraussetzt. Die Kurven geben
Versuehsresultate wieder fiir die beiden rechts im Bild dargestellten Anordnungen A
und B, fassen also die Einflusse von Schubdeformation, Rotationstragheit und unvoll
kommener Einspannung zusammen. Sie wurden teilweise mit finiten Elementen reohne
risch uberpruft mit sehr guter Ubereinstimmung, Bei den Kurven bedeutet A 1 Stab A,
erste Schwingungsordnung, A:2 Stab A, zweite Schwingungsordnung und analog fur B,
Die Schwingungsriehtung ist irn Bild durch Pfeile angegeben. Bei del' ersten Sehwingungs
ordnung ist del' Effekt del' unvollkommenen Einspannung del' groBere Anteil. Schub
deformation und Rotationstragheit tragen dabei zur GroBe 1 - (vlvElIler) nul' etwa :)5 his
!)O% bei. Bei del' zweiten und vollends bei den hoheron Ordnungcn ist del' EinfluB del'
Einspannung gering. In einer unveroffentlichten Arbeit erhalt Seippel [8] fiir den EinfluB
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von Sehubdeformation lind Rotutionstriigheit allein :

1.0rdnllng:

2. Ordnung :

1 - (VjVElIh"') = 0,7 (ijl)2 Iiir °~ ijl ::;:; 0,1,

1 - (vjvElIler) = ti7 (ijl)2 fiir °< ill < 0,06.

20.l-I(7)

AIle diese Unterlagen gelten fiir unverjiingte Schaufeln. Fiir verjiingte werdcn die Effckte
kleiner, VOl' allem bei den hoheren Schwingungsordnungen.

Urn cine Vorstcllung davon zu geben, in welchen Grof3enOl'dnungcn sich ill bewegt,
scicn folgendc Angabon gemueht. Bei HD-Dampfturbincn kommen Wcrtc bis 0, l VOl'

und vcrcinzclt selbst daruber. In MD-Dampftllrbinen bewegt man sich meist zwischen
0,01 und 0,06, wahrend bei sehr schlanken Schaufeln noch kleinere Wertc vorkommcn.
Gcdrungene Schaufeln gekiihlter Gasturbinen konnen ebenfalls Werte his 0, I erreichen.
Beim Axialverdichter bewegt man sich etwa zwischen 0,005 und 0,03, doch treten ver
einzelt noch wesentlich hohere Werte auf. Es zeigt sich also, daf die hier besprochcnen
Effekte praktisch durchaus bedeutsam sind.

Del' hier behandelten minimalen Einspannelasbizitat, die dann gegeben ist, wenn del'
Stab mit del' Fixierung ein Stiick bildet, entspricht in del' Darstellungsweise von Abschn.
20.5 einnach G1. 20.5(21) definierter K-Wert von

K-fJi- I

mit fJ R;: 1 - 1,1. Praktisch konnen sehr viel groBere K-Werte auftreten je nach del'
Nachgiebigkeit del' FuBbefestigung. Schaufeln konstanten Querschnittes kann man nach
den Ausfiihrungen unter 20.5 mit dem del' Konstruktion angepalsten K-Wert behandeln,
indem man anschliellend noch die oben angegebene Korrektur nach Seippel anbringt.
Genauer ist folgendes Vorgehen. Man bestimmt mit dem del' Konstruktion entsprechen
den K den Wert "n nach 20.5 und mit diesem nach G1. 20.5(8) den Verlauf von Y , wobei
man fiir eine del' Integrationskonstanten einen willkiirliehen Wert setzt und die drei
anderen aus den Grenzbedingungen 20.5(22)-(25) gewinnt. Del' so bestimmte Y-Verlauf
wird als Amplitude in G1. 20.8(5) eingesetzt und diese unter Beriieksiehtigung von
G1. 20.8(4) iterativ gelOst.

Edinger und Schlachter [9] fuhren die Untersuehung in sehr allgemeiner Weise dureh,
indem sie als Grenzbedingungen an del' Einspannstelle setzen

y(o) = ei2y" (0) - Ui3y" '(0) , 1
f(O) = (3iy"(O) - ei2f " (0) . J 20.l-I(l-I)

Aus einer statisehen Betraehtung wurde ersehlossen {3 = 1,40, e = 0,52, U R;: 5. Dynamiseh
werden die Verhaltnisse r iehtiger wiedergegeben dureh {3 = 0,85 , e = 0, U = 5. Del' Ein
fluf von {3 erweist sieh abel' als weitaus am groBten, so daf man meist gute Resultate
erhalt, indem man (3 = 1 - 1,1 und die anderen Koeffizienten Null setzt.

Aueh die Gesetze del' Torsion komplizieren sieh bei sehr gedrungenen Staben. Es wirkt
sieh dann aus, daB sieh die Profile langs x versehieden stark verwolben, woraus Langs 
spannungen entstehen, welehe die Torsionssteifigkeit erhohen. Unterlagen zur Beriiek
siehtigung diesel' Effekte geben K undig und Schlachter [10]; sie lassen sieh kurz wie folgt
zusammenfassen. Zum gegebenen Sehaufelprofil werde naeh den Ausfiihrungen unter 20.6
ein entspreehendes elliptisehes Profil bestimmt, das die Hauptaehsen a und b, Abb. 20.6 .2,
aufweist. Dann bildet man die GroBe

20.8(9)
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20.8(10)

Fur den einseitig eingespannten frei endigenden Stab wird das Verhaltnis del' wirklichen
Torsionseigenfrequenz n-ter Ordnung Vcn zum "Vert VenB nach der elementaren 'I'hcorie,
G1. 20.6(1&),

~:~ =Vl+ 2' + ,2 {I + (; (2n - l)n.
Die effektive Sehwingungszahl liegt hier also hoher als naeh del' elementaren Theorie,
im Gegensatz zum Falle der Biegeschwingung. - Del' Einflull del' Nachgiebigkeit del'
Fixierung in einem Korper, del' mit dem Stab ein Stuck bildet, ist relativ gering. Die
Konstante K{ nach G1. 20.li( (2) hat etwa den Wert

. -VJp

~J1 - T 20.8(11)

mit A R::; 1. Fur J; und j' sind bei variablem Querschnitt die Werte des Wurzelquorschnittcs
einzusetzen.

Ganz allgemein mug abel' bemerkt werden, daf die Vorstellung einer reinen Dreh
schwingung im Falle del' Schaufel in del' Regel an sich schon eine verhaltniemalsig grobe
Idealisierung darstellt . Die entsprechenden Schwingungsformen haben bei Schaufeln eher
den Charakter von Plattenschwingungen. Am ehesten ist die Theorie der Drehschwin
gungen anwendbar auf sehr schlankc, unverdrehte Schaufeln.

20.9 Eigenfrequenzen von Sehaulelpaketen und verjiingten Schautelu

Sobald Schaufeln durch Deckbander oder Bindedrahte miteinander verbunden sind,
mug das durch diese Verbindung gebildete Sehaufelpaket als Ganzes betraehtet werden.
Verhaltnismallig einfaeh ist die Behandlung dieses Falles dann, wenn die Sehaufelprofile
so orientiert sind, dag eine Haupttragheitsachse parallel zur Drehachse liegt, wahrend
die andere tangential gerichtet ist. Dann sind einerseits Schwingungsvorgange mog
lieh, bei denen sieh samtliche Bewegungen in aehsnormalen Ebenen abspielen (vgl.
Abb . 20.9 .1a), anderseits solche, bei denen die Ausschlage senkreoht zu diesen Ebenen
stehen (Abb. 20.9 .1 b) . Zwischen beiden Bewegungen besteht keine Kopplung, so daB sie
getrennt behandelt werden konnen . Leider sind allerdings bei del' Mehrzahl moderner
Schaufelungen diese Bedingungen nicht mit hinreichender Naherung erfiillt . Irn allge
meinen komplizierten Falle wird daher heute zur Methode del' finiten Elemente gegriffen.

\ I
\ I
\1
I

I
._.-t._ ._ ._ .-

I a

I_._.+.-
I

b

Abb . ~O.!J.1. Zwei Grundtypen von Pakets chwingungen. a) Schwingung in achsnormalen Ebenen; b) Schwin 
gung in Meridianebene
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Abb. 20.9.2. Diagramm zur Berechnung der Eigenschwingungszahlen von Paketen aus Schaufeln konst anten
Querschnittes mit Deckband. Nach [11]
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20.9(1)

Fur die Schwingungen in achsnormalen Ebenen, also nach Abb. 20.9.1a, kann das
Eigenwertproblem bei konstantem Schaufelprofil nach Kirchberg und Thomas [11] streng
gelOst werden. Die Verbindung zwischen Schaufel und Deckband wird dabei als voll
kommen biegungssteife Ecke betrachtet. Die Biegesteifigkeit des Deckbandes bewirkt eine
Erhohung del' Eigenfrequenzen. Das Ergebnis del' Untersuchung kann in folgender Weise
zusammengefaBt werden. Man setzt __

E 1 VEJ
YB =271:12 121'

wobei E fur die Grundschwingung und die erste Oberschwingung (Schwingungsordnun
gen 1 und 2) del' Abb . 20.9.2 entnommen werden kann. Im Diagramm haben (X und f3
die folgenden Bedeutungen:

20.9(2)

Index d verweist auf das Deckband ; die Bezeichnungen sind die gleichen wie sonst in
diesem Kapitel verwendet. Es ist l* die elastisch wirksame Deckbandlange zwischen zwei
Schaufeln. Sie ist ublicherweise kleiner als die Deckbandteilung und hangt von del' bau
lichen Gestaltung ab o - Beziiglich del' Axialschwingung nach Abb . 20.9.1b ist die ver
steifende Wirkung des Deckbandes vernachlassigbar, sofern die Schaufeln in Phase
schwingen. Deshalb geniigt es dann, das Deckband einfach als zusatzliche Masse zu be
trachten. Auch bei del' Tangentialschwingung ubersehatzt man im allgemeinen die ver
steifende Wirkung des Deckbandes, wenn man den Ubergang als biegesteife Ecke betrach
tet, wie es die Theorie tut. Es wird in [11] folgendes angegeben. Wenn Y' die Eigenfrequenz
bei vollig biegesteifer Ecke ist und y" diejenige ohne jede Versteifungswirkung, so ist die
wahre Frequenz

20.D(:J)

In [Ll.] ist auch del' Fall des lanylS der Schaufel variierenden (JuerlSchnittelS behandelt, aller
dings wieder unter del' gleichen einschrankenden Annahme beziiglich del' Lage del' Haupt
tragheitsachsen. Die Losung des Problems erfolgt energetisch nach dem Verfahren von
Ritz. Fiir die Ergebnisse sei auf die Originalveroffentlichung verwiesen.

Paketschwingungen entstehen bei deckbandlosen Schaufeln, wenn eine Querverbin
dung durch Bindedrahte hergestellt wird, woriiber ebenfalls eine Untersuchung von Kirch
berg und Thomas [12] vorliegt. Bei diesel' ist vereinfachend die gegenseitige Riickwirkung
del' Schaufeln aufeinander so behandelt, daB am Ort des Bindedrahtes die Schwingling
einen Knotenpunkt besitzt. Diese Punkte werden dann als fest betrachtet, womit die
Masse des Bindedrahtes belanglos wird; seine Steifigkeit wird vernachlassigt. Das Pro
blem wird durch EinfUhrung del' entsprechenden Grenzbedingungen in die Differential
gleichung gelost. Abb. 20.9.3 gibt die in Gl. 20.9(1) einzusetzenden s-Werte fur die drei
ersten Schwingungsordnungen und Iiir verschiedene geometrische Konfigurationen.

Irn Laufe del' neueren Entwicklung hat jene Konstruktion an Bedeutung gewonnen,
bei del' die Schaufelenden in Deckplatten iibergehen, die mit del' Sohaufel ein Stiick bildou .
Sie stollen in Umfangsrichtung mehr oder weniger dicht aneinander, doch entsteht kein
mehrere Schaufeln mechanisch verbindendes Band. Unter 20.5 sind fur diesen Fall bereits
die notigen Unterlagen angegeben worden fur konstantes Schaufelprofil. Diese miissen
hier noch erganzt werden durch solche fiir variables Schaufelprofil. Einschrankend muB
dabei vorausgesetzt werden, daf3 die Schaufeln nur schwach verdreht sein durfen, so daB
es eine brauchbare Naherung ist anzunehmen, die Richtungen del' Haupttragheitsachsen
seien langs del' Schaufelerstreckung konstant. Sonst abel' muB keine einschrankende
Voraussetzung iiber die Richtungen del' Haupttragheitsachsen gemacht werden. Die
Nachgiebigkeit del' Einspannung wird beriicksichtigt. Die nachfolgend gemachten Angaben
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Abb . 20.9.3. Diagramm zur Berechnung del' E igenschwingungszahlcn von Schaufeln konstanten Querschn ittes
mit eincm oder zwei Bindedrahten . Knotenpunkt am Ort des Bindedruhtes. Naeh [12]

fassen die Ergebnisse einer Diplomarbeit von P . Buck zusammen. Die Berechnung erfolgte
energetisch nach del' Methode von Ritz.

Deckplattenmasse und Nachgiebigkeit del' Einspannung werden durch die Kennwerte
<X und K nach Gl. 20.5(21) charakterisiert, und es werden die durch die GIn. 20.7(8) defi
nierten dimensionslosen GraBen cp, {} und ~ benutzt. Dabei sind 10 und J o Querschnitt
und Tragheitsmoment an del' Einspannstelle. Fur den Querschnittsverlauf ist del' Ansatz

cp = 1 - p~ 20.9(4)

gemacht, d. h . es ist lineare Abnahme des Querschnittes angenommen mit 11 als maB
gebendem Koeffizienten ; 11 = 0,75 bedeutet z.B., daB del' Querschnitt am freien Ende
25% des Wurzelquerschnittes betragt. Del' Verlauf des Tragheitsmomentee wird gegeben
durch

{} = cpq, 20.9(5)

wo q ein fur den gegebenen Fall kennzeichnender Exponent ist. Fur ein Schaufelblatt
konstanter Sehnenlange mit rechteckigem Profil ware fur die Schwingung entsprechend
dem kleineren 'I'ragheitsmoment q = 2. Fur wirkliche Profile erhalt man iiblioherweise
Werte von del' Gl'aBenordnung 2,5 bis 3.

Die Beriicksichtigung del' Tragheit del' Deckplatte verlangt eine Verallgemeinerung
des Ausdruckes fur den Rayleigh-Quotienten gegeniiber Gl. 20.7(9) . Er lautet jetzt

20.9(6)

1

I {}(~) U"2(~) d~
oQ2 = ---,1-=--- - - - - - -

J cp(';) U2(~) d~ + <Xtt2(1)
o

Das Zusatzglied <xu 2(1) im Nenner reprasentiert den Beitrag del' Deckplattenmasse zur
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20.9(7)

20.9( 8)

20.9(11)

Bewegungsenergie del' Sehaufel beim Durehgang dureh die Mittellage. - Zur Durchfuh
rung des Ritzsehen Verfahrens werden folgende zwei Funktionen eingefUhrt:

1 1
u 1 = ~ + 2K ~2 - 6K ~3 ,

_ t: 1 t2 (1 9)t3 t 4
U 2 - s- + 2K s- - 6K + ... " + s- •

Diese folgen aus einer Optimierungsliberlegung. Bei vollkommen starrer Einspannung,
also K = 0, sind diese Gleiehungen zu ersetzen dureh

1 7
u 1 =~2 - 3~3, u2 = ~2 - 3~3 + ~4. 20.9( 9)

Mit diesen U1 und U2 lassen sieh nun naeh den AusfUhrungen unter 20.7 die m n, m 12,

n 12, n 22 bereehnen, wobei del' Ausdruek fiir n i j gemaB dem Zusatzglied £xu2(1) in 20.9(6)
sinngemaf zu erganzen ist. Die Determinantengleiehung 20.7( 2) geht in die Form

Sl4(n11n 22 - nr2) + Sl2(2m12n12 - 11I 11n22 - 11I22n 11 ) + (m111n22 - m I2) = 0 20.9(10)

libel' , woraus die Sl1 und Sl2 entspreehend den ersten beiden Sehwingungsordnungen zu
bereehnen sind. Das Ergebnis ist in Abb. 20.9.4 zusammengefa13t . Es ist

x;, 1/JI)J u
V

en = 12 V efu '

mit x;, fur n= .1 und 2 aus doni Diagranun . Die uusgezogeneu Kurven gelt cn Iirr q = ~,i) ,

die gestricheltcn Hir q = :3.
Bei den AlIsfiihrllngcn iHJCr Paketschwingungcn ist ste ts augenommen worden , daB

alle Sehaufeln des Paketos in glcicher Weise schwingcn. E s sind ab el', wie Abb . 20.9.5

p=0. 25

0.1 0. 20

p = 0.5

0.1u __

p=075

0.1 0.2

Abb . :W.9A . Diagramm zur Berechnung der Eigenfrequenzen erste r und zweiter Ordnung fiir verj iingte Schall
feln mit Deckpl atten lind nachgiebiger Einspannung. Werte ~;" iX, K na ch Abschn. :W.ii
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zeigt, weitere Biegeschwingungen moglieh , bei denen dies nicht zutrifft, und zwar sind
jeder Ordnung n weitere zp - 1 solche Schwingungsformen zugeordnet, wenn zp die Anzahl
Schaufeln des Paketes ist . Diese Schwingungsformen mogen mit

1; 1 1; 2 1; 3 1; zp - 1,
2; 12; 2 2;3 2;zp -l ,

bezeichnet werden. Abb . 20.9.5 stellt die Schwingungen mit vorausgehender Ordnungs
zahl 1 dar. Sie haben mit del' Grundform erster Ordnung die Eigenschaft gemein, daB sie
zwischen dem unteren und dem oberen Schaufelende keine weiteren Knotenpunkte auf
weisen. Ihre Schwingungszahlen liegen relativ nahe beieinander, und zwar nach [13, 14]
etwa zwischen dem 4,4- und Machen del' Grundschwingung. Schwingungen mit voraus
gehenden Ordnungszahlen 2 und mehr haben derart hohe Frequenzen, daB sie meist nicht
mehr in Frage kommen.

Wahrend bei den Formen nach Abb . 20.9.5 tangentiale Bewegung vorausgesetzt ist,
zeigt Abb . 20.9.6 Schwingungen mit axialen Ausschlagen und zwar wiederum eine Gruppe

1; 1 1; 2 l; zp -l.

1jZ W
1jJ IDm
I jlf mIl
1,5 IJJ]l

Ordnung:

t, 1

1jZ

1jJ

1j If

1;5

Knotenzah/:

1

2

J

5

Abb. :W.U.5. Paketschwingungen in aehsnorrna ler
E bene. Nach Caruso und II'U1U/t [151

Abb. :W.9.G. Paketschwingungen senkrecht zur achs 
norma len Ebene. Nach Caruso und lVundt [151

Ub er solche Schwingun gsform en vgl. [15]. F ur die Axialschwingung 1 ;1 wurde gefunden
VI;I F::i 1,3v1 • Die iibrigen Frequenzen liegen sehr viel hoher , in einem bei [15] angegebenen
Beispiel 3,2 bis 3,65 mal hoher als VI ;I'

Die allgemeine Behandlung von Paketschwingungen , die auch alle diese zusatzlichen
Schwingungsformen mitumfaBt, ist heute grundsatzlich moglioh nach del' Methode del'
finiten Elemente, allerdings mit auBerordentlich groBem Rechenaufwand. Oft wird das
experiment elle Vorgehen hier zweckmaliiger sein .
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20.10 Der Einflu8 der Fliehkraft auf die Eigenfrequenzen

405

Bei Laufschaufeln findet durch den EinfluB der Fliehkraft eine Verschiebung der
Eigenfrequenzen der Biegeschwingungen statt, der in den vorangegangenen Abs chnitten
nicht beruoksichtigt worden ist.

Wir betrachten zunachst die freistehende Schaufel (vgl. Abb . 20.10 .1). Dabei sei zuerst
angenommen, die Schaufel schwinge in einer Meridianebene. Ein Massenelement dm liegt
im voll ausgebogenen Zustand um die Strecke z weiter innen als beim Durchgang durch die
Mittellage. Wenn nun das Teilchen beim Zuruckschwingen die Radialverschiebung z er
fahrt, leistet die Fliehkraft an ihm eine gewisse Arbeit , die zur elastischen Energie des
ausgebogenen Stabes hinzukommt und einen schnelleren Durchgang durch die Mittellage
bewirkt. Mit dem in Abb. 20.10.1 eingetragenen Winkel v ergibt sich geomet risch und unter
Berueksichtigung bekannter elementarer Relationen

x 1 X 1 X ] X
z = f (1 - cos v) dx * ~ -2 f sin '' v dx* ~ -2 f tan2 v dx* = -2· f y '2(X*) dx* , 20.10(1)

o 0 0 0

wo r : = d Yklx" , Schwingt die Schaufel von der Grenzlage in die Mittellage zuruok, so
wird am Massenelement dm die Arbeit

dA = z dm rw; = zef dx(rN + x ) w~ = ~ w;f(rN + x) dx of y '2(x *)dx* 20.10(2)

geleistet, wobeif der Schaufelquerschnitt, r» der Nabenradius und oi, die Winkelgeschwin
digkeit des Rotors ist. Fur die ganze Schaufel wird also die Fliehkraftarbeit

1 x

A = e
2

w~ f f( x) (rN + x ) f Y'2(X*) dx* dx .
o 0

20.10(3)

Abb , 20.10 .1. Zur Herleitung des Einflusses
del' Fliehkraft auf die Eigenfrequ enzen von

Sehaufeln

20.10(4)

Wir fiihren wiederum dimensionslose Koordinaten e= x/l, e* = x* /l ein, bezeichnen mit
dem Akzent die Ableitung nach ebzw. e* und setzen weiter f = focp(e). Fur Y schreiben
wir U , wobei die beiden vorerst als identisch betrachtet werden konnen . Dann ist

A = ~ w~fol/cp(e)(f + e) /~ u ' 2 (e* ) de* de .

Die gesamte potentielle Energie des vollausgebogenen Stabes ist also, wenn wir fur den
elastischen Anteil den aus Gl. 20.7(7) folgenden Ausdruck heranziehen
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Die Bildung des Rayleigh-Quotienten fuhrt also fur die Kreisfrequenz der Eigenschwin
gung auf

/ D-u"2 d~ / ffJ (TN
1
+~) / U'2d~* d~

EJo 0'---:- + w 2 0 0
1, 14 1 r 1

e 0 J ffJ7t2d~ J ffJu2d~
o 0

20.10(6)

20.10(7)

Da hier u im Zahler und Nenner auftritt, kann es ebensogut als nicht identisch mit Y,
sondern ihm proportional und dimensionslos betrachtet werden. Der zweite Summand
in Gl. 20.10(6) ist offensichtlich nichts anderes als die Vergrollerung, die w; durch den
EinfluB der Fliehkraft erfahrt. Bevor wir die Theorie weiterentwickeln, wollen wir noch
auf die Ausgangsvoraussetzungen zuriickkommen, wonach die Schaufel in einer Meridian
ebene schwinge. Wenn wir namlich die Annahme machen, die Schaufel schwinge in einer
achsnormalen Ebene, so entsteht ein etwas anderes Ergebnis, was anhand der Abb. 20.10.2
zu erkennen ist. Die jetzt maBgebende Verschiebung des Massenelementes ist namlich
(z - a), wo a die Pfeilhohe des Kreisbogens mit dem Radius T = TN + x und der halben
Sehne Y ist. Unter Vernachlassigung von Gliedern hoherer Ordnung ist

y2
o = 2(TN + x) ,

womit die folgende Relation an die Stelle der Gl. 20.10(2) tritt:

dA = (z - 0') dm TW; = ~ w~fo [(TN + x) of Y'2(X*) dx* - Y2]dx. 20.10(2')

Fj
...

,,~

H
s;

VAbb. :W.l 0.2. Zur
Fli ehkraff auf die

Berechnung des Einflusses der
Eigenfrequenzen von Sch auf eln

Dementsprechend geht Gl. 20.10(4) iiber in

A = ~ w~fo1 [/ ffJ(~) (r + ~ )/ U'2(~*) d~* d~ - / ffJ(~) u2m d~]. 20.10(4')

Bei der Wiederholung der Operation, die schlieBlich zur Gl. 20.10(6) fiihrte, nimmt hier
das mit dem Minuszeichen versehene Glied den Wert 1 an , da ja gerade durch diesen
Ausdruck dividiert wird , so daB das Zusatzglied in Gl. 20.10(6), das den EinfluB der Flieh
kraft wiedergibt, nun

lautet.
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20.10(8)

20.10(9)

20.10(13)

Damit sind zwei Extremfalle der Schwingungsrichtung behandelt, und es ist sogleich
einzusehen, welches der korrekte Ausdruck fur das Zusatzglied sein wird, wenn die Schau
fel in einer Ebene schwingt, die mit einer achsnormalen Ebene den Winkel f3 bildet (also
f3 der Winkel zwischen der Richtung des Schwingungsausschlages und der Umfangs
richtung). Offenbar tritt dann cos" f3 an die Stelle des Wertes 1. Das Ergebnis der Unter
suchung laBt sich also in folgender Weise darstellen . Es seien w: und v: die Kreisfrequenz
bzw. die Frequenz der Eigenschwingung ohne Fliehkraftein£luB. Dann ist

(I)~ = w:2 + L1 (w~) ,

oder wenn wir direkt zu den Frequenzen ubergehen auch

v~ ='1':2 + L1(v~),

wobei

l/('r + ,) ~(,) /u"Wld,*d, ]
L1 (v;) = n; 0 1 0 - cos2 f3 .

f qJ($) u2($) d$
o

Hier ist n8 die sekundliche Drehzahl. Die Rii okwirkung der Fliehkraft auf die Eigen
frequenz ist damit fur die freistehende Schaufel berechenbar, und zwar an sich fUr jede
beliebige Schwingungsordnung, wenn nur der entsprechende zz-Verlauf eingesetzt wird.

Fur den praktischen Gebrauch kann Gl. 20.10(9) noch durch eine etwas einfachere
Beziehung ersetzt werden, denn L1(v;) ist eine Korrektur, die an '1':2 anzubringen ist und
nur einen Bruchteil dieses letzteren Wertes ausmacht. Wenn also z.B. L1(v;) nur auf 10%
genau bestimmt wird, so macht der Fehler in Ve im allgemeinen kaum 1% aus. So kann
man ohne zu groBen Fehler qJ(~) aus Gl. 20.10(9) weglassen, da es in Zahler und Nenner
auftritt und daher das Ergebnis nicht stark beein£luBt. Dies bedeutet, daB der Flieh
krafteinfluB bei der verjungten Schaufel nicht wesentlich anders ist als bei der prisma
tischen, was die genauere Rechnung (nach Gl. 20.10(9)) auch bestatigt. Ferner kann fur
den Ausdruck (rN/l + ~) naherungsweise auch ein konstanter Mittelwert eingesetzt werden.
Als solchen wahlen wir, da ~ von 0 bis Llauft,

rr + ~ = rr + : . 20.10(10)

Als mittlerer ~-Wert ist hier also nicht 1/2 eingesetzt, wie es zunachst naheliegend schiene,
denn die Funktion

~f U'2(~*) d~*
o

nimmt mit wachsendem ~ immer groBere Werte an - und zwar progressiv - , weshalb
der Bereich groBer ~ fur den Wert des Zahlers von Gl. 20.10(9) ausschlaggebend ist.

GemaB Gin. 20.5(10) und (11) kann fur u gesetzt werden

u = 0 1 (sin x~ - Sin x~) + (cos x~ - Cos x~), 20.10(11)

C __ cos x + Cos x 20 10(19 )
1 - sin x - Sin x . . ...

Die willkiirliche Setzung O2 = 1, die hier erfolgt ist, ist in Anbetracht der Bedeutung
von u ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit zulassig. Wenn nun hier die unter 20.5
angegebenen x-Werte der verschiedenen Ordnungen eingesetzt werden, ist die Funktion u
jeweils eindeutig bestimmt, und in der aus Gl. 20.10(9) folgenden vereinfachten GIeichung

l 1 ~ ]f f U '2(~*) d~* d~

L1(v~) = n; (rN + l..-) 0 0 1 - cos- f3
1 4 f U2(~) d~

o
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lassen sich alle Integrale ausrechnen. Fur die Schwingung erster Ordnung HiBt sich aller
dings u(~) noch einfacher und mit grolser Genauigkeit durch

~2 e ~4
u=---+-2 3 ]2

20.10(14)

20.10(15)

20.10(16)

20.10(17)

ersetzen, wohei u" = (1 - ~)2. So erhalt man schlieBlich fur den Fliehkraiteinfluf bei del'
freistehenden Sehaufel fur die verschiedenen Schwingungsordnungen n

A 2 2 [(fN 3 ) k 2 fJ ]n(ven ) = n. T + -:[ n -cos ,

wobei kn aus Zahlentafel 20.10 .1 zu entnehmen ist, und zwar gilt fUr freistehende Schau
feIn, wie auch fur den Fall del' Schaufel mit einem Deckband ohne Biegesteifigkeit die
Ko lonne A = O.

Zahlentafe120.10.1

kn I5n Yn

,1.=0 ). = 00 ,1. =0 ,1. =00 ,1. =0 ). = 00

n=1 1,61 1,645 4,53 3,29 4,00 2,27

n =2 7,05 G,58 27,8 13,17 4,00 2,00

n =3 16,70 14,8 41,8 29,G 4,00 2,00

Es ist beachtenswert, daB del' FliehkrafteinfluB durch ein additives Zusatzglied beriick
sichtigt werden kann. Dies gilt auch, wenn weiterhin ein Deckband beigefUgt wird. Auch
dieses erleidet beim Schwingungsvorgang Radialverschiebungen, wodurch im Ausdruck
fur 'P ein zusatzlicher, vom Deckband herruhrender Arbeitsbetrag hinzukommt. Diesel'
Arbeitsbetrag kann in Analogie zu den oben angefUhrten Uberlegungen aufgefunden
werden.

Er ist, wenn wir sogleich den Fall eines beliebigen Winkels fJ betrachten, gegeben
durch

Ad = mdfdw~ [z(l) - o'(l)] = mdfdw; [z(l) - ~:~) cos'' fJ ]

=efdtfdw; [ / Y'2(x)dx _ y2(l) cos2 fJ ]
2 0 fd

=e!dtfdwE [ / U'2(~) d~ _ i- u2(1) cos2fJ ] ,
21 0 fd

wobei md = efdt die Deckbandmasse und fd del' Deckbandradius ist und t die Teilung
in fd' Ebenso wie fruher ist u' = duld~. Die Verschiebung del' Eigenfrequenz durch den
FliehkrafteinfluB auf das Deckband ergibt sich hieraus zu

1. l/U'2(~) d~ 1 2 2 ]L1 ( 2) _ 2 dtfd 0 _ _ u (1) cos fJ
d V

e
- n. fo1

2
/ ip(~) U2(~) d~ fd / ip(~) U2(~) d~ .

o 0

Meistens kann auch hier wieder vereinfacht werden, indem man ip(~) durch einen geeig
neten Mittelwert ersetzt. Da u2 namentlich in den auBeren Partien groBe Werte annimmt,
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sei wieder empfohlen , rp in ; = 3/4 als Mittelwert zu benutzen, wa s abel' je nach del'
Schwingungsform etwas geandert worden kann. Fiir den dort ersche inende n Querschnitt
set zen wir

und erhalten so

- ( 3 )f =fo rp "4 20.10(1 8)

20.10(19)

Riel' sind wieder fill' u(~) Approximationen einzusetzen , die den betrachteten Schwingungs
formen angepaBt sind, womit das Problem gelost ist.

So erhalten wir fill' die Fliehkraftkorrektur, die vom Deckband herruhrt, allgemein

20.10(20)

wobei 0Il und YII fiir die Ordnungen n = 1 ' " 3 aus Zahlentafel 20.10.1 zu entnehmen sind.
Die GroBe A = 12JuJdl /J

2(1)l* kennzeichnet die Biegesteifigkeit des De ckbandes.
A = 0 entspricht dem Deckband ohne jede Biegesteifigkeit, das z.B. verwirklicht ist,
wenn es aus einzelnen, nicht zusamrnenhangenden Deckplatten besteht oder wenn fill' die
betreffende Schwingungsri chtung die De ckbandsteifigkeit nicht zur Wirkung kommt.
A = DC entspricht demgegenilber dem Grenzfall des unendlich biegesteifen Deckb andes.
Wie Zahlentafel 20.10.1 zeigt , liegen diese beiden E xtremfalle so nahe beieinander, daB
die Angabe del' beiden Grenzwerte fill' praktische Bediirfnisse genilgt. Au ch del' Flieh
krafteinfluB auf die Schaufel selbst ist bei Vorh andensein und bei voller Wirksamkeit
eines vollkommen starren De ckb andes et was anders, wie die \Verte kll unter A = 00

zeigen. Fill' die Schaufelung mit Deckband erweitert sich Gl. 20.10(8) also allgemein zu

20.10(21)

Fill' Biegeschwingungen ist damit del' EinfluB del' Fliehkraft hinreichend genau erfaBt .
Fill' Drehschwingungen wiirde eine vollig exakte Theorie ebenfalls einen gewissen Flieh
krafteinfluB liefern, denn del' verdrillte Stab ist etwas kiirzer als del' vollig entspannte.
Del' Effekt ist abel' sehr klein und daher t echnisch belanglos.

20.11 Schwingungen stark verwundener Schaufeln

Wenn eine Schaufel st ark verwunden ist, werden Koppeleffekte zwischen verschie
denen Schwingungsformen fiihlbar . Die Berechnung del' Eigenfrequenzen ftihrt dann auf
einen sehr umfangreichen mathematischen Formalismus, del' abel' dank del' elekt ronischen
Rechenmaschine fill' die praktische Rechnung verwendbar geworden ist. In diesem Ab
schnit t geben wir ein Bere chnungsverfahren von M ontoya [16] an . Fill' die genaue Her
leitung verweisen wir auf die Originalarbeit und ste llen die Theorie hier nur soweit dar,
daB sie verstandlich wird . Dazu muf zuers t del' Begriff des Schubmittelpunktes oder
Querkraftmittelpunktes eingefuhrt werden.

In einem achsnormalen Schnitt eines Stabes (Abb , 20.1 1.1) bestehe eine gewisse Ver 
t eilung del' Schubspannungen T . Diese Schubspannungsverteilung ist aquivalent einer
Kraft P, deren Betrag , Ri chtung und Angriffslini e a festliegen. Durch dieses P erfahr t
del' Querschnitt im allgemeinen eine Torsionsbeanspruchung, was sich in einer ents pre-
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chenden Deformation (Verdrillung) des Stabes auBert. Es gibt eine und nur eine zu a
parallele Linie a', welche die Eigenschaft hat, daB keinerlei Torsionsbeanspruchung ent
steht, wenn eine Kraft gerade sie zur Angriffslinie hat. Das von P ausgeubte Torsions
moment ist demnach hP (vgl. Abb. 20.11.1). - Ware die gegebene Schubspannungs
verteilung gerade die, welche der reinen Torsion entspricht, so lage der Grenzfall P ~ 0,
h ~ 00 vor .- Nun mage die gleiche Uberlegung fur eine zweite Schubspannungsverteilung
durchgefUhrt werden, die auf eine anders gerichtete Resultierende fuhrt . Auch fUr jene
Richtung gibt es eine Gerade b' derart, dall kein Torsionsmoment entsteht, wenn die
Kraft gerade sie zur Angriffslinie hat. Die Geraden a' und b' schneiden sich in einem
Punkt T (Abb. 20.11.1). Da diese Uberlegungen aber fur beliebige Richtungen durohfuhr
bar sind, folgt : Eine in der Querschnittsebene liegende Kraft erzeugt dann und nur dann
kein Torsionsmoment, wenn ihre Angriffslinie durch den Punkt T geht, den wir Schuh
mittelpunkt oder Querkraftmittelpunkt nennen . Er ist im allgemeinen nicht identisch
mit dem Schwerpunkt S. Hat der Querschnitt eine Symmetrieachse, so liegt er auf dieser;
hat er zwei aufeinander senkrecht stehende Symmetrieachsen, so liegt er im Schnittpunkt
beider und ist dann zugleich der Schwerpunkt. Das Auffinden von T fur eine gegebene
Geometrie des Querschnittes gelingt im allgemeinen nicht durch eine elementare Formel,
sondern verlangt eine feinere Untersuchung, vgl. z.B. Biezenolilrammel [1].

Abb. 20.11.1. Zur Definition des Schub
mittelpunktes

In der Darstellung und in der Wahl der Symbole halten wir uns in diesem Abschnitt
in der Hauptsache an die Originalarbeit [16]. Abb. 20.11.2 zeigt das Koordinatensystem:
x ist axial stromaufwarts gerichtet, Y weist in Richtung der Radbewegung, z radial nach
auBen . Es ist vorausgesetzt, daB die Schwerpunkte der samtlichen zur z-Achse normalen
Schaufelschnitte auf der z-Achse liegen. Die Schaufel wird weiter als schlank vorausgesetzt,
so daB sie als Stab betrachtet werden kann und die Krummung der Verbindungslinien der
Schubmittelpunkte vernachlassigbar ist. In jedem Schaufelschnitt haben die Haupttrag
heitsachsen eine Lage, die durch den Winkel cp festgelegt ist, und die Verwindung der
Schaufel wird dargestellt durch die Funktion cp(z). Der ortliche Verwindungsparameter an
einer Stelle z ist definiert durch

20.11(1)

Irn betrachteten Schnitt seien XT, YT die Koordinaten des Schubmittelpunktes T (der
Schwerpunkt hat die Koordinaten 0,0). Dann setzen wir

fi = Y - YT' 20.11(2)

Weiter sei df das Flaohenelement. des Querschnittes. Fur die mathematische Formulierung
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Abb. 20.11.2 . Festlcgung der Bezeichnun gen zur Theori e von Montoya [Hi] zur Berechnung der
Sehwingungen sta rk verwundener Soha ufeln

20.11(4)

20.11(6)

20.11(3)

20.11(7)

20.11 (5)

benotigen wir die folgenden 'Iragheitsmomente und hoheren Momente:

.1a» = f y 2 df, .IGy = f x2 df, .I GX1/ == f xy df ,
I I I

.1Tx f y(x2 + "il ) df ,
I

.IT!! f x(? + fj2) df,
I

.IT - f (x2+ "iP) 2df ,
I

.IT/' = fTp2df ·
I

.11' / ' ist das auf den Schubmitte lpunkt bezogene polare Tl'agheitsmoment , denn TP ist
del' Abstand zwischen dem Schubmit te lpunkt T und dern laufenden Punkt P . - Weit er
treten in den Gleichu ngen als K opplungskoeffizient en folgende GroUen a uf:

.Ix -yTJTl' - .1Tx'

J y - -XT.lTI' - .lT y ,

Jh
J =JT - y '

20.11(8)

20.11(9)

20.11(10)

I st ta; die Winkelgeschwindigk eit des Laufers, so ist

vw 2

a =-'
f

Ze

mit v = f (! rf dz
Z

20.11(11)

die fliehkraftbedingte Normalspannung in dem betrachteten , in z gelegenen Schaufel
schnitt, wobei die Koordinate Ze das auUere (freie) Schaufelende kennzeichnet.
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Da die Theorie lediglich zur Bestimmung der Eigenfrequenzen dient, stellen wir nur
die (homogenen) Bewegungsgleichungen der ungedampften Eigenschwingung auf. Dann
dad aber ohne Einschrankung der Allgemeinheit angenommen werden, daB die Lage
abweichungen samtlicher Punkte gegeniiber ihrer Neutrallage stets in Phase seien. In
einem beliebigen Zeitpunkt t sind die Auslenkungen des Schwerpunktes des Profils gegen
tiber seiner neutralen Lage Jx und Jy ; gleichzeitig ist es urn einen Winkel olp aus seiner
neutralen Lage gedreht. Nach dem eben Gesagten H:iI3t sich dann der Schwingungsvorgang
beschreiben durch

Jx = X cos wt , 1
oy = Y cos wt , j~
Jlp = f/J cos oit ,

20.11 (12)

womit die Amplitudenfunktionen X, Y und f/J eingefiihrt werden, die nur von z abhangen.
Die entsprechenden Auslenkungen U und v des Schubmittelpunktes sind offenbar

U = X - YTf/J, 11
v = Y + xTw.

20.11 (13)

Damit konnen nun die GIeichungen, welche den Vorgang der Eigenschwingung beherr
schen, angegeben werden. Die Amplitudenwerte Mx und My der beiden Komponenten des
Biegemomentes und der Amplitudenwert M z des Torsionsmomentes hangen mit den die
Vedormung beschreibenden GraBen wie folgt zusammen :

M y = +E(JGyu" - JGXYv") + EffJlif/J ',

M z = (GJT + aJTP + Eff2J) f/J ' + Eff(Jyu" + Jxv") .

20.11(14)

20.11(15)

20.11(16)

Durch die Akzente sind hier Ableitungen nach z angedeutet. E ist der Elastizitatsmodul,
G der Schubmodul. - Das System der Bewegungsgleiehungen schreibt sich schlieBlich

d
2

M y d ( 2 dX) f 2X - 0- dy2 + dz 'JIW r dZ + (} W - ,

d
2
M x d (2 d Y) f( 2 2 Y-o+ dz2 + dz 'JIW, dz + (l W + W,) . . - ,

d [ 2(dX dY)] 2(dY dXT dX dYT)
dz M x + 'JIWr dZ YT - dZ XT + 'JIWr dZ dZ - dZ dZ +

f 2 ( J TP m) f 2 (JGy - J Gx my) 0+ (} W UYT -VXT + f '¥ + f} to; f '¥ - XT = .

20.11(17)

20.11 (18)

20.11(19)

Die GIn. 20.11(14) bis (19) beschreiben den Vorgang vollstandig, sobald noch die beson
deren Grenzbedingungen des Problems beigefiigt werden. Die numerische Integration ver
langt eine formale Umgestaltung dieses GIeichungssystems derart, daB nur erste Ablei 
tungen auftreten. Es erweist sich dabei als zweckmaflig, gleichzeitig zur dimensionslosen
Darstellung iiberzugehen. Wir bezeichnen mit J o irgendein ausgezeichnetes Tragheits
moment, z.B. das kleinere der beiden Haupttragheitsmomente des Querschnittes an der
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Schaufelwurzel. Darum fiihren wir folgende Grof3en ein:

413

J oJGx
(X = J T J 2 'Gx" Gy - Gxy

_ J uJG.t"I/
y = J T J 2 '

Gx" Gil - oxu

J. = J Gy - J ax
- [21 '

f)
f)1 = J

o
(yJx - iXJ li) ,

03 J( f)J + OIJli + 1J2J JJ ·
o

{3 = J oJGy
- JG~GY - J ?;xv

J T I •
X - [21 '

GJT
C = EJo '

YT
I] = -Z'

[4

fJ, = EJ/!f,

f)
f)2 = T (yJli - {3Jx),

u

20.11(20)

Riel' ist l die Schaufellange. Bis auf 0 und fJ" welche die Dimensionen S2 haben , sind alle
diese Grof3en dimensionslos. Weiter set zen wir mit Z _ (z - rN)jl

U _ 1; , V _ T' K = ~~ , L - ~; ,

1
[M.e

II '- IMu'
N = [MI/

- EJ u '
dN ., dX

H = - dZ -+ bw; dz '
20.11( :H)

T [M z .,(dX dY)= EJ
u
+ bw; dz 11 - dz ; .

Hier, wie im nachfolgenden Gleichungssystem, bedeuten die Akzente Ableitungen nach
del' dimensionslosen Koordinate Z . - Mit diesen Setzungen lii-f3t sich unser Gleichungs
system in die folgendelronn briugen :

U' = K ,

v' = L ,

K' = yM -+ iX N -+ 0IP' ,

L' = -/ilIl - yN + 1J2h" ,

M' = 8 - () (t/;(L - P'; - pn,

N' = - H -+ b (l)~(K + F'II -+ P I/) ,

R =-fJ, w':!.(U + P 'I/) ,

S' = - fJ,( w':!. + w~) (V - P;) ,

.P' = T - (j w~ [K/] - L; -+ p(;r + II I/ )J - J[f)'!. - N 0 1

C + ow;(x + ; 2 + 1]2) + {};l '

T ' = fJ, w2(V; - U 17 - P %) + fJ,W;[V; - P(J. + e)] -+
-+ ow;[P'(; ;' + 1]1/) -+ P(; ''!. + '7 ''!. ) -+ Kn' - Ln.
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Dies ist ein System von zehn homogenen, linearen Differentialgleichungen erster Ordnung
fur die folgenden zehn unbekannten Funktionen von Z :

U , V,K,L,M,N,R,S,T,F.

20.11(23)

20.11(24)

U=V=K=L=P=O,

ist M = N = R = S = T = 0.in Z = 1

In den variablen Koeffizienten tritt die Kreisfrequenz W als noch unbekannte GraBe auf.
Sie wird dadurch bestimmt, daB del' gegebenen Anordnung entsprechend 10 Grenzbedin
gungen gesetzt werden mussen, deren gleichzeitige Erfullung nur mit bestimmten w
Werten gelingt. Diese seien W eI' W e2, •. • genannt. Sie sind die Eigenwerte unseres Pro
blems und zugleich die Kreisfrequenzen del' versehiedenen moglichen Eigenschwingungen.

Ist die Sehaufel am FuB vollig eingespannt, am aulseren Ende frei , so lauten die
10 Grenzbedingungen :

In Z = ° ist

Die Losung kann auf folgendem Wege geschehen. Es wird ein Wert w angenommen und
das GIeiehungssystem 20.11(22) durch Differenzenrechnung, beginnend bei Z = 0, funf
mal gelost. Bei jeder diesel' fimf Losungen werden in Z = 0 die Grenzbedingungen 20.11(23)
gesetzt und dazu noch je Iunf weitere gemaB nachfolgendem Schema.

M(O) N(O) R(O) 8(0) 1'(0)

Losung 1 1 U U U U

Loauug ~ U 1 U 0 U

Losuug 3 0 U 1 U U

Losuug 4 U U U 1 0

Losung 5 u u u U 1

20.11(25)

Alsdann setzt man als Losung eine lineare Kombination del' Losungen 1 ... 5 mit fiinf
Konstanten G\ ... Or, . Des homogenen Charakters unseres Gleichungssystems wegen kaun
ohne Einschrankung del' Allgemeinheit eine davon - etwa G\ - willkiirlich gleieh 1
gesetzt werden. Wenn man nun mit diesel' Losung in die funf noeh verbleibenden Grenz
bedingungen 20.11(24) eingeht, erhalt man

M I(1) + C2M2(1) + CaMa(1) + G\M 4(1) + Or,Mr,(l) = 0,

NI(l) + C2N2(1) + CaNa(1) + C4N4(1) + Cr,Nr,(l) = 0,

RI(l) + C2112(1) + Calla(l) + 04114(1) + Cr,Rr,(l) = 0,

Sl(l) + C2S2(1) + CaSa(1) + C4S4(1) + Cr,Sr,(1) = 0 ,

T I(1) + C2T2(1) + CaTa(1) + C4T4(1) + Cr,Tr,(1) = 0.

Dies ist ein System von Iimf linearen GIeichungen fur die vier Unbekannten C2 •• • Cr,.
Das Problem ist also iiberbestimmt., was daher ruhrt, daB w willkiirlich angenommen
wurde. Man muB nun also die ganzen Rechnungen fur versehiedene t» wiederholen, aus
vier del' Gin. 20.11(25) die Konstanten C, berechnen und prirfen, ob die fimfte erfullt ist .
Indem man w systematisch variiert, findet man solehe Werte, fur die dies zutrifft. Das
sind die gesuchten Eigenwerte". Abb. 20.11.3 veranschaulieht eine so durchgerechnete
71,65 em lange Endstufenschaufel einer Dampfturbine. Fur den stillstehenden Laufer
konnten die Eigenfrequenzen 'lie aueh gemessen werden, was zu del' Gegenuberstellung
von gereehneten und gemessenen Werten nach Zahlentafel 20.11.1 fiihrte.

3 Das gleiche kann ausgedruokt werden , indem man (25) als ein homogenes Gleichungssystem fiir die funf
Ci auffaBt und ford ert, daB die Koeffizientendeterminante verschwindet, was eine Bedingung fur wist.
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Abb , 20.11.3. Durchgerechnct es Beispiel einer stark verwundenen Schaufcl

Zahlentaf eI 20.11.1

Frequ enz Gemcsscn Bcrechnct Berechnet Bcrechnct
mit {} = 0 ohnc Kopplung

J-'el 83,4 80,3 :J3,5 :J3,G

Vl?2 184,8 185,5 :!U3,G :!Uli,U

l'e3 iW,3 35G,a :!fJ9,4 3U5,5

Ve4 aUU,7 410,3 H 3,tI 441,:!

l'eS 5UU 535,7 GOG,1 G21,7

Ve6 G55 724,3 G18,2 G2G,7

Vc7 tl4U tI-!7,1 8t13,3 U28,8
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Die Schwingungsformen 3, ti und 7 haben im wesentlichen den Chara kte r von 1'01'

sionsschwingungen. AIle :u....requenzen in S-l angegeben .
Das Berechnungsverfahren ist sinngemali abzuwandeln, wenn andere Grenzbedin

gungen vorliegen. Gesetzt etwa del' Fall, die Radscheibe, auf del' die Sohaufel sit zt, habe
eine fiihlbare Elastizitiit gegeniiber einem Krempmoment. Es ist dann in Z = 0

wo C diese Elastizitat kennz eichn et . Diese Relation liiBt sich auch schreiben

K = C*N 20.11(26)

mit C* = EJoCfI. Die iibrigen Grenzbedingungen bleiben unverandert. Von den Parti
kularldsungen ersetzt man alsda nn die Losung 2 durch eine solche mit den Grenzbedin
gungen N (O) = 1, K (O) = C*, U = V = L = P = M = R = S = T = 0 in Z = 0,
worauf die Re chnung in gleicher Weise erfolgt. Ebenso lii13t sich die Biegeelastizitat del'
FuBverbindung gegeniiber einem Moment in del' achsnormalen Ebene beriicksichtigen .

Das Verfahren von Mon toya ist hier in seiner urspriinglichen Form angegeben worden,
wobei die iibli chen Voraussetzungen del' elementaren Balkentheorie gemac ht werden .
Eine Verallgem einerung del' Ansiitze ist moglich und wird au ch praktisch verwendet,
wobei natiirlich del' Rechenaufwand erheblich ansteigt.



416 :W Schwingungen von Sehaufeln und Scheiben

20.12 Berechnung von Scheibenschwingungen mit Ilbertragungsmatrlseu

Radscheiben von Turbomaschinen konnen Biegeschwingungen ausfuhren, wobei die
Erregung meist von den Schaufeln ausgeht. Die Berechnung solcher Scheibenschwingun
gen kann nach der Energiemethode erfolgen, vgl. insbesondere die ausfuhrliche Dar
legung in [1]. In neuerer Zeit ist indessen die Methode der tJbertragungsmatrizen mehr in
den Vordergrund getreten, wei! es so leichter gelingt, sich beliebigen geometrischen Kon
figurationen anzupassen und auch die Kopplung mit den Schaufelschwingungen zu beriick
sichtigen. In allgemeiner Form wird dieses Verfahren z.B. in Hubner [17] und Uhrig [18]
beschrieben. In diesem Abschnitt wird zunachst die Scheibenschwingung allein in An
lehnung an Pfutzner [19] behandelt. Man denkt sich die Scheibe ersetzt durch ein System
masseloser Ringe konstanter Dicke, an deren Trennstellen die Masse in unendlich diinnen
Schichten konzentriert gedacht wird (vgl. Abb . 20.12.1). Die Biegeschwingung der Scheibe
liiBt sich so beschreiben, daB man fiir den ortlichen Momentanwert der Auslenkung aus
der neutralen Lage setzt

u(r , {}, t) = uk(r) cos (k{}) cos (wt). 20.12(1)

Je nachdem k = 0, 1, 2, .. . ist, entstehen Schwingungsformen der in Abb. 20.12.2 ver
anschaulichten Art; kist die Zahl der Knotendurchmesser. Insbesondere entspricht
k = 0 der sog. Schirmschwingung. Fur jedes k existiert eine Folge von Eigenfunktionen Uk>

die Schwingungsformen mit verschiedenen Anzahlen von Knotenkreisen darstellen. Es
besteht also eine doppelte Mannigfaltigkeit von Schwingungsformen, deren jede einer
bestimmten Kreisfrequenz W e entspricht. Charakteristisch fur eine Schwingungsform ist
die Funktion uk(r). Die groBte Beschleunigung, die den Amplitudenwert der 'I'ragheits-
kraft bestimmt, ist uk(r) w2

• Wenn wir setzen ip = 8u!8r und wenn weiter if und (j das
Biegemoment und die Querkraft pro Langeneinheit des Kreisumfanges in r darstellen,

+

'.' -(1- -

Ir -z

- .-.-.-----0--.------.-.-

Abb.20.12.1. Ersatz einer Scheibe dur ch ein System
masseloser Ringe, an deren Trennstellen unendlich

dimn e Masseschichten gedacht sind

Abb. 20.12.2. Versohiedene Schwingungsformen
einer Scheibe
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tj!(r, fJ,t) = !Pk(r) cos (kfJ) cos osl ,

M(r, fJ,t) = Mk(r) cos (kfJ) cos tot ,

Q(r, fJ,t) = Qk(r) cos (kfJ) cos wt ,
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20.12(2)

20.1 2(3)

20.12(4)

womit die maBgebenden Amplitudenfunktionen !Pk' Mk> Qk eingefiihrt sind. Urn iiber diese
Funktionen auf hinreichend einfachem Wege eine Aussage machen zu konnen , fiihren
wir die Idealisierung nach Abb. 20.12.1 ein.

Wie z. B . in [1] gezeigt wird, gehorcht die Auslenkung der Scheibe konstanter Dicke
im ganzen Bereich, wo sie keinen auBeren Kraften ausgesetzt ist, der Gleichung

'72('72U ) = 0,

wo '72 die Laplacesche Ableitung ist, die in Polarkoordinaten

'72 _ 82 1 8 1 82

= 82 + r 8r + r2 8fJ2r

20.12(5)

20.12(6)

20.12(13)

lautet. Im Falle der durch Gl. 20.12(1) gegebenen u-Funktion geht Gl. 20.12(5) in eine
totale Differentialgleichung fur Uk iiber, die sich geschlossen losen laBt. Man findet

fur k = 0 : U o = A o + B or2 + Co In r + D or2 ln r , 20.12(7)

fur k = 1 : ul = AIr + B l r
3 + Cl r - 1 + Dlr In r , 20.12(8)

fur k > 1 : Uk = Akrk + B krk+2 + Ckr - k + D kr- k+2, 20.12(9)

wobei die A, B, C, D Integrationskonstanten sind . Durch Ableiten erhalt man hieraus

fur k = 0 : !Po = 2Bor + Cor - 1 + Dor(2 In r + 1), 20.12(10)

fur k = 1 : !PI = Al + 3B 1r2 - C1r - 2 + D 1 (In r + 1) , 20.12(11)

fur k > 1 : !P2 = kAkr
k- 1 + (k + 2) Bkrk+l - kCkr - k- 1 - (k - 2) D kr - k+ 1 • 20.12(12)

Biegemoment M k und Querkraft Qk - beide pro Langeneinheit Umfang - haugen mit
der Deformation zusammen, und zwar ist bei linearelastischem Verhalten nach [1]

[
d2Uk (' 1 dUk k

2
)]

M k = N dr2 + 'I' r dr - rz: Uk ,

mit

{d
3 'I d2 'I d k2_ Uk .. 'Uk · . 2 , Uk , I

Qk - -N d 3 + - d 2 - ----.,ll + k (2 - 'I')J-d + - 3 (.3 - '1') ukfr r r r- r r
20.12(14)

20.12(15)

Es ist h die Scheibendicke, 'I' die Querkontraktionszahl. :Fur den Fall k = 0 erhalt man
damit insgesamt folgende Gleichungsgruppe:

U o = A o + Bor
2 + CoIn r + D or

2 In r ,

!Po = 2Bor + CO,.- I + Dor(2ln r + 1) ,
20.12(1li)

Mo = N {2Bo(1 + '1') - Cor- 2(1 - '1') + Do[(2 In r + 1) (1 + '1') + 2]},

Qo = -4NDor- l .

Aus Grunden der numeri schen Behandiung ist es nun zweckmabig, die zweite dieser Glei
chungen mit r , die dritte mit r 2 und die vierte mit r 3 zu muitiplizieren. Dies entspricht
nicht der Originaldarstellung in [19], sondern dem Vorgehen bei einer in Ausarbeitung
begriffenen Arbeit von Butikofer. In den Ubertragungsmatrizen treten dann weniger groBe
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20.12(17)
r

R =-,
1n

Unterschiede del' GroBenordnungen del' einzelnen Glieder auf, was die Numerik verbessert.
Weiter wird mit rn als AuBenradius eine Dimensionsbe£reiung durchge£iihrt durch die
Setzungen

R

21n
R j[AOjR2(2 In R + 1) n,

[(2 In R + 1) (1 + v) + 2] B2 0
0

• 20.12(18)

-4R2 Do

die insbesondere auch fur k = 0 gelten. Damit laBt sich nun die Gleichungsgruppe 20.12(16)
als Matrizengleichung £olgendermaBen schreiben :

1 R2 InR

o 2R2 1

o 2(1 + v) R2 - (1 - v)
o 0 0

20.12(19)

20.12(20)

Die gleiche Um£ormung, die hier £iir den Fall Ic = 0 angegeben wurde, kann ebensogut
£iir andere k-Werte durchge£iihrt werden. Zur Abkiirzung del' Schreibweise mogen £01
gende Kolonnenmatrizcn (Vektoren) einge£iihrt werden:

!1k(R) - [Uk> TkR, MZR2, QZR 3F,

Ck = [Ak> n; c; DkF·

Dann erhalt man stets in Analogie zu Gl. 20.12(18) eine Matrizengleichung del' Form
Qk(R) = AkCk 20.12(21)

Hier hat die Matrix [A k ] den Au£bau

20.12(22)

und zwar ist fur k = 1

(1,n = R (1,12 = B 3

(1,21 = R a22 = 3B3
(1,31 = 0 a32 = 2(3 + v) R3

a41 = 0 (1,42 = -2(3 + v) R3

und fur beliebiges k

(1,13 = B -1
a23 = -B-1

a33 = 2(1- v) B-1
(1,43 = -2(1 - v) B -1

(1,14 = R In B )
a =Rln R R

24 + 20.12(23)
a34 = R(1 + v)
a44 = R(3 - v)

an = Rk

a21 = kRk

a31 = k(k - 1)(1 - v) Rk

a41 = k2(k - 1) (1 - v) Rk

a13 = R-k

a23 = -kR-k

a33 = k(k + 1) (1 - v) R - k

a43 = -k2(k + 1) (1 - v) R -k

(1,12 = B k +2

a22 = (k + 2) R k+2

a32 = (k + 1) [k(l - v) + 2(1 + v)J R k+2

a42 = - k(k + 1) [4 - k(1 - v)J R k+2
a

14
= R -(k-2)

a
24

= -(k - 2) R-(k-2)

a34 = (k - 1) [k(1 - v) - 2(1 + v)J R-(k-2)

a44 = -k(k - 1) [4 + k(1 - v)] R-(k -2) .

20.12(24)

Bei del' Durch£iihrung del' Rechnung erweist es sich als notwendig, das durch 20.12(21)
gegebene Gleichungssystem nach den Integrationskonstanten, also nach Ck aufzulosen,
d .h . es ist die entsprechende Matrizeninversion durchzu£iihren :

Ck = Akl!?k 20.12(25)

Wir betrachten nun eincn Teilring zwischen den Masseschichten mi und m Hl (Abb. 20.12.1) .
Mit r j bezeichnen wir den Radius unmittelbar auBerhalb mi und mit r j+ 1 denjcnigen
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20.12(27)

20.12(26)

20.12(30)

20.12(29)

20.12(28')

unmittelbar innerhalb m;+1' Im Radius rHI gilt dann nach Gl. 20.12(21)

!h(RH I ) = Ak (R; +I) Cb

wahrend Gl. 20.12(25), fur rj Iormuliert, lautet

Ck = AkI (Rj) (!k(Rj) .

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt sogleich

!1l,;(RH I) = Ak (RH I ) AkI(Rj) (}k(Ri) , 20.12(28)

womit del' Ubergang von R; auf RH 1 gewonnen ist.
Del' Ubergang von rj auf r; (Abb . 20.12.1), also die "Uberquerung" des Masseringes m;,

wird durch folgende Relation hergestellt:

uk(ri) = uk(rj),

Hier ist e; das Massentragheitsmoment des Massenringes mj, w die Kreisfrequenz del'
Schwingung und oi, die Winkelgeschwindigkeit des Rotors. Die GIn . 20.12(28') formulieren
die geometrische Kontinuitat. In 20.12(29) ist ej W

2rpk das durch die 'I'ragheit des Masse
ringes bedingte Krempmoment. In 20.12(30) ist das erste Glied in eckiger Klammer del'
von del' translatorischen Beschleunigung herruhrende Anteil del' Querkraft, wahrend das
zweite die aquivalente Querkraftverteilung reprasentiert, welche die Verteilung des '1'01'

sionsmomentes M t (Abb . 20.12.1) ersetzt, vgl. [1,19]. Schliel3lich gibt das letzte Glied in
20.12(30) den Einfluls del' Fliehkraft wieder, die die 'I'endenz hat, die ausgebogene Scheibe
aufzurichten. - Die Gleichungsgruppe 20.12(28')-(30) kann nun wiederum als Matrizen
gleichung geschrieben werden, wobei links del' Vektor aus 'Uk> rpk' Mk, Qk erscheint. Gege
benermaBen wird man an diesel' Stelle wieder die oben angegebene Dimensionsbefreiung
naeh 20.12(17) und die Transformation einfuhren, die links den Vektor !/k nach 20.12(19)
erscheinen liWt. Nach diesel' Umformung schreibt sich die Gleichungsgruppe 20.12(28')
bis (30)

QJHi) = Mk(/l;) !lk(/l;) 20.12(:31)
mit

1 0 0 0
-

0 I 0 0
·f A" H

Mk(ll;) 0
_ 1n;W- q ;

1 0 20.12(32)2n 12N;

_ Inl w
2
H/ ;' [H~ + k2 (!2n m;w~r'i;H1

0 1
2nN; 1 12 r; 2nN-:-1

Wenn man noch 20.12(31) in 20.12(28) einsetzt, folgt

Qk(ll;+1) = Ak(ll;+d AkI (H;) Mk(Rj ) (}k(R;) . 20.12(33)

Damit ist die Beziehung aufgestellt, die es gestattet, von einem zum nachsten Radius
weiterzuschreiten und so schliel3lich den Zusammenhang zwischen den "Zustandsgr6Ben"
U, rpR, M* R2, Q*R3 am Innenradius ro und am AuBenradius rlt (Abb. 20.12 .3) herzustellen.
Die gesamte sog. Ubertraqunqsmatrix Tk lautet bei del' Anordnung nach Abb . 20.12.3a

T" = Ak (Hn) Ai- 1 (Rn- J) Mk(/ln -Jl Ak(Rn-Jl Ak J (Hn 2) M k( Hn--2) . ..

20.12(34)
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wahrend sie bei der Anordnung nach Abb. 20.12.3b die Form

Tk = Mk(Rn} Ak(Rn} Ak1(Rn_ 1} Mk(Rn- 1} Ak(lln-l} A k
1(Rn_ 2 } • • •

. . . A k(ll2}Ak \ R1} Mk(R 1} Ak(lll} A k
1(Ro} 20.12(35}

annimmt. In beiden Fallen ist der Innenrand vollig eingespannt. Die Konfiguration nach
Abb. 20.12 .3a entspricht dem Fall, wo der Aufienrand frei ist, wahrend bei Abb . 20.12.3 b
der Aullenrand eine Masse tragt. Es sei zunachst der erstgenannte Fall weiterbehandelt.
Da hierbei innen, d.h. in Ro Ausschlag und Neigung verschwinden , auli en hin gegen
Moment und Querkraft, hangt der Zustandsvektor am Aull enrand R = 1 mit dem am
Innenrand zusammen gemafs

l
Uk(1}j l 0 1!J?k(l} 0

T 20.12(30)o = k R6MZ(Ru}
o RgQZ(Ro}

mit Tk nach 20.12(34}. Mit den Abkiirzungen Uk(1} = x, !J?k(1} = y, R5Mt(Ro) = m,
RgQt(Ro) = q ist dies ein Gleichungssystem der Form

- x + T k13m + T kl4q = 0 I
-y + T k23m + T k24q = 0

20.12(37)
T k33m + T k34q = 0
T k43m + T k44q = 0

fur die Unbekannten x, y , m, q. Da es homogen ist, hat eine nichttriviale Losung das
Verschwinden der Koeffizientendeterminante zur Bedingung, also

-1 0 T k13 T k14
o -1 T k23 T k24
0 0 T k33 T k34

= 0 . 20.12(38)

0 0 T k43 T k44

Wie aus der vorausgegangenen Entwicklung zu erkennen ist, hangen die einzelnen T k

von der Kreisfrequenz w der Schwingung abo Folglich ist 20.12(38) eine Bestimmungs
gleichung fur w, deren Losungen W kl> W k2' ... die Kreisfrequenzen der Eigenschwingungen

1-- --a -1-- -b

Abb . 20.12.3. a) Anordnung mit freiem Scheibenrand; b) Scheibenrand mit kurz en Schaufeln besetz t (iiuBerst e
l\Iasseschicht)
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del' Sche ibe sind. Man borcchn ot also die Detcnuinun tc in Funkti on von tv; wo sic Null
wird, liegt cine Eigenfl' equcllz . Die zweCkllltiJ3ige Du rchfuhrung solcher R cchnungcn wird
ill [19] erla utert .

Im FaIle nach Ab b . 20.12.3 b kann genau gleich vorgegangen werden - nur daB die
T /,: au s 20.12(35) zu bestimmen sind - sofern wirklich am R and eine reine Massenbelegung
angenommen werden darf. Das ware etwa del' F all extrem kurzer Schaufeln. Richtiger
abel' wird man die am Scheibenrand durch die Schaufeln hervorgerufenen Momente und
Querkrafte mitberucksichti gen , wie im folgenden Abschnitt gezeigt. Hier seien lediglich
no ch einige allgemeine Betrachtungen angeschlossen .

Indem man k die Werte 0, 1, 2, . . . durchlaufen laBt , liefern solche Rechnungen ein e
doppelte Mannigfaltigkeit von Schwingungszahlen , die den Schwingungsformen nach
Abb. 20.12.1 entsprechen . Mit festen Knotenlinien haben sie den Charakter von stehenden
Wellen . An sich ist ab el' ebensogut del' Vorgan g denkbar, bei dem die Wellen auf del'
Scheibe umlaufen. Solche umlaufend Wellen wiI'd man zweckmalrig in einem mit del'
Winkelgeschwindigkeit del' Scheibe mitrotierenden Koordinatensystem betrachten, und
es hat dabei keine Umlaufrichtung einen Vorzug, da die Rotation sich nul' durch ein fur
beide Richtungen gleiches Fliehkraftglied iiuBert. Nun liefert abel' die Uberlagerung
zweier Wellen, die sich durch nichts als den Umlaufsinn unters cheiden, wiederum die
stehende Welle . Dah er ist durch die Theori e del' ste henden Welle umgekehrt auch die
umlaufende erfaBt. I st k die Zahl del' Wellen am Umfan g - zugleich die Zahl del' Knoten
durchmesser del' stehenden Welle gleicher F orm - und Wk i die Kreisfrequenz del' betref
fenden Schwingungsform, so ist Wui = Wk i / k die Winkelgeschwindigkeit des Umlaufes del'
Storung. Nul' k = 0, die sog . Schirmschwing ung, ist hier ein Sonderfall, da ihr keine um
laufende Welle entspric ht .

In del' Maschine treten tatsachlich solche umlaufenden Wellen auf. Eine raumfeste,
in Umfangsri chtung periodische durch die Struktur des Stromungsfeldes gegebene Sto
rung fiihrt offenbar zu einer Resonanz , wenn die Scheibensc hwingung mit einer Winkel
geschwindigkeit umlauft , die entgegengesetzt gleich del' Winkelgeschwindigkeit W T des
Rotors ist, so daB die Deformation del' Scheib e, vom ruhenden Beobachter aus betrachtet,
im Raume unveranderli ch bleibt. Die R esonanzbedingung lautet daher

Wui = IW T I . .. Wki = k IW T I· 20.12(39)

Eine Ubersicht tiber Erfahrungsmaterial gibt Kantorowi cz [20].
Fur das Verstandnis del' energetischen Verhaltnisse beachte man noch folgendes. Bei

del' umlaufenden Scheibenschwingung ist bei gegebener Amplitude doppelt so viel Energie
im Spiel wie bei del' st ehenden, da jedes Scheibenelement voll an del' Schwingung teil
nimmt. Dabei sind im F aIle del' umlaufenden Schwingung die integrale Bewegungs
energ ie und die integrale potentielle Energie konstant, wahrend bei del' stehenden Schwin
gung nur die Summe beid er konstant ist ; die Bewegungsenergie ist in diesem letzteren
Falle Null , wenn die potentielle Energie ihr Maximum erreicht und umgekehrt . Del'
R ayleigh-Quotien t wird abe r in heiden F allen gleich, mithin auch die E igenfrequenz.

20.13 Koppelschwingungen von Schanfeln nnd Scheibe

Die Au sfUhrungen dieses Absehnittes stiitzen sich auf diejenigen del' beiden voran
gehenden, weshalb auch Definitionen und Bezeichnungen von dort iibernommen werden.
Del' unter 20.12 eingefUhrte Index k, del' auf die Zahl del' Knotendurchmesser verweist ,
wird allerdings im folgenden weggelassen . E s wird also vorausgeset zt, daB die ga nze
Untersuchung fur ein festes k durchgefiihrt wird , das im voraus gewa hlt wurde . Wenn
Schwingungen mit versehiedener Anz ahl Knotendurchm esser interessieren , ist del' ga nze
R echnungsgang je fur die entsprec henden lc durchzufuhren .
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Abb. 20.13.1 zeigt die einfache Anordnung, die hier als typisches Beispiel behandelt
wird. Die Scheibe kann an ihrem Ubergang in die Welle im Radius ro als eingespannt
betrachtet werden. An ihrem AuBenrand triigt sie freistehende Schaufeln, die im Radius rn

direkt in die Scheibe iibergehen.

l

l=O
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,*~+--I

~~~:"00
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I
un· "2 'Pn
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Abb, 20.13.1. Zur Berechnung der Koppelschwingungen von Schaufeln und Scheibe. a) Extrem kurze Schaufeln;
b) lange Schaufeln

Bei der Anordnung nach Abb. 20.13.1a sind die Schaufeln sehr kurz und gedrungen,
so daB die niedrigste Eigenfrequenz der fest eingespannten Schaufel weit iiber der hoch
sten in Frage kommenden Eigenfrequenz der Scheibe liegt. Dann konnen die Schaufeln
mit hinreichender Naherung als starre Massen betrachtet werden, was zu einer verhaltnis
maBig einfachen Behandlung fiihrt. Bei konstantem Schaufelquerschnitt fund einer
Schaufellange 1 ist die Schaufelmasse efl, und die Amplitude des Schaufelschwerpunktes
nach Abb . 20.13.1a ist Un + (1/2) CPn- Mithin wird die Amplitude der Querkraft einer
Schaufel

( 1) efl 2
w

2

Q. = m.w2 Un + '"2 CPn = ef1w2un + --2- CPn '

Das Krempmoment einer Schaufel am Scheibenumfang ist

M Q 1 efP 2

• = •"2 + 12 w CPn'

20.13(1)

20.13(2)

Hier ist efl3/12 das Massentragheitsmoment der Schaufel urn die maBgebende, durch den
Schwerpunkt gehende Achse. Durch Einsetzen von Q. aus G1. 20.13(1) folgt

efl2w2 ef13w2
M. = -2-un + -3- CPn' 20.13(3)

Mit der Laufschaufelzahl z" werden dann Moment und Querkraft pro Liingeneinheit
Scheibenumfang

20.13(4)

20.13(5)
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Die dimensionslosen Werte nach Gl. 20.12(17) sind also gegeben durch

z"ef l2rnw2 z"efl3 w2
M~ = 4nN U" + 6nN- CfJ" = AU" + B CfJn,

" fl 9 9 " f I2. 2

Q* =~;;w- U z e f ,,(tJ = CU D
n ') ~ T " + 4 N CfJn n + CfJ" ._n il n
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20.13(6)

20.13(7)

20.13(8)

Die A . .. D sind die aus diesen Gleiehungen hervorgehenden Ausdriicke. Mit diesen M:
und Q: am AuBenrand tritt nun an die Ste lle del' Gleichung 20.12(36) die folgende:

l ~n 1 r ~ 1AU B = T 2M* 'n + CfJn Ro 0

CUn + DCfJn mQ:\'
T ist die Ubertragungsmatrix nach Gl. 20.12(34) . Dies ist ein homogenes Gleichungs
system fiir U'" CfJ", R5M :\' , R~Q:\' . Die Bedingung des Verschwindens del' Koeffizienten
determinante lautet

- 1 0 T 13 T 14

o -1 T 23 T 24 = O. 20.13(9)
-A -B T 33 T 34

-C -D T 43 T 44

Man hat also wiederum diese Determinante in Funktion von W zu berechnen , und die
Nullstellen liefern die Kreisfrequenzen W I' W2 ' . • . del' Eigenschwingungen des Systems .

Sehr viel verwickelter ist del' allgemeine Fall von nicht starren Schaufeln , wobei eine
echte kombinierte Schwingung von Scha ufeln und Scheibe ents teht. Ein Verfahren von
Dietrich und Anke [21] behandelt die Scha ufel als ein Ersatzsystem von Balkenstii cken
und konzentrierten Massen . Diese Rechnung Hif3t sich vereinigen mit del' Scheibenrechnung
nach 20.12. Rationeller und wirklichkeitsnah er zugleich diirfte es sein , die Schaufel nach
dem un ter 20.11 beschriebenen Verfahren von Mon toya zu behandeln und diese Rechnung
in das Verfahren del' Ubertragungsmat rizen einzubeziehen . Damit del' Anschluf zwischen
Schaufel und Scheibe hergestellt werden kann, miissen dab ei die entsprechenden dimen
sionslosen Variablen nach Abs chn. 20.11 und 12 miteinander in Beziehung gebracht werden .
Del' Zustand am Scheibenaulienrand ist gekennzeichnet durch

U" = u", CfJn, M~ = M"rn, Q; = Q"r~ . 20.13(8' )
r" n, N "

Die entsprechenden Variabl en im Schaufelwurzelquerschnit t sind U(O), X(O) , N (O), R(O).
Sie unterscheiden sich von denen del' Scheib e dadurch , daB die dim ensionsbehafteten
GraBen, mit denen sie gebildet sind , sich auf eine Scha ufel beziehen statt auf die Langen
einheit des Umfanges, und daB sie mit I statt mit r" dim ensionslos gemac ht sind . Vergleicht
man die Definitionen , so ist man auf folgende Re lationen gefiihrt:

U(O) = Un(rnfl), X (O) = v« . 20.13(9')

20.13(10)

20.13(11)

Die Grenzbedingungen an del' Schaufelwurzel un terscheiden sich von denen , die unter
20.11 zugrunde gelegt wurden . E s ist zu setzen

V(O) = £(0) = F(O) = O. 20.13(12)
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Alle anderen Variabl en an der Stelle z = 0 sind unbekannt. Selbst F(O) = 0 ist eigentlieh
nicht st reng zutreffend, denn P ist ja die Verdrillwinkelamplitude. Diese ist an den
Schwingungsbauchen N ull und versehwindet im Mitt elwert iiber den Umfang, im allge
meinen aber nieht lokal. Darauf wird spater noeh eingegangen . Die Grenzbedingungen am
freien Sehaufe lende lauten wir fruher

M(l) = N(l) = R(l) = S(l) = T(l) = O. 20.13(13)

In Analogie zu dem unter 20.11 besehriebenen Verfahren werden nun fur das Differential
gleiehungssystem 20.11(22) P artikularlosungen numeriseh bestimmt fur die Grenzbedin
gungen, die in Zahlentafe120.10.1 angegeben sind und denen noeh die Bedingungen
20.13(12) beizufirgen sind.

ZahlentaJeI 20.1.3.1

U(O) K(O) M(O) N(O) R(O) 8(0) T(O)

Losung 1 rnll 0 II 0 II 0 0

Losung 2 0 1 U 0 0 0 0

Losung 3 0 0 1 0 0 0 0

Losung <1 0 0 0
2nNni

0 0 0
z"EJo

Losung 5 0 0 0 0
2nNnl2

0 0
z"EJorn

Losun g 6 0 0 0 0 0 1 0

Losung 7 0 0 0 0 0 0 1

Um die auBeren Grenzbedingungen 20.13(13) zu erfullen, muf eine lineare Kombina
tion diesel' sieben Partikularlosungen vorgenommen werden. Zum Beispielliefert Losung 1
am freien Ende die Werte

Zur Vereinfaehung del' Sehreibweise setzen wir allgemein fur Losung i

M i(l ) = Cli , N i(l ) = C2i, R i(l) = C3i, S i(l) = C4i, T i(l ) = C5i'

Die Grenzbedingungen 20.13(13) werden dann dureh die fimf folgenden Gleiehungen au s
gesproehen:

Cl1Un + C12% + c13M (0) + C14M~ + C15Q~ + C16S (0) + C17T (0) = 0I
C21 o;+ C22rpn + C23M(0) + C24M~ + C25Q~ + C26S(0) + C27T(0) 00:..

20.13(14)

C51 U; + C52rpn + C53M(0) + C54M~ + C55Q~ + C56S (0) + C57T(0)

In diesem Gleiehungssystem erscheinen direkt die Un' rpn, M: , Q: am Seheibenrand. U m
dies zu ermoglichen, ist z.B. bei Losung 1 del' Anfangswert rn/l gewahlt worden, denn dann
liefert die Multiplikation mit Un unmittelbar U(O). Losung 1 gilt somit fur U'; = 1 und
das entspreehend gilt fur die Losungen 4 und 5. Das Gleiehungssystem 20.13(14) enthalt
sieben Unbekannte, so daf die fiinf Gleiehungen noeh nieht genugen. Es sind noeh die
Gleiehungen heranzuziehen, welehe die Zustandsgrofs en am Scheibenaullenrand mit denen
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am Innenrand in Beziehung bringen , na ch den Ausfii.hrungen unter 20.12 also

425

20.1;3(15)

Damit sind noeh zwei weitere Unbekannte M6und Q6' eingefuhrt. Da abel' vier zusatzliche
Gleichungen vorliegen, hat man insgesamt neun Gleichungen fur neun Unbekannte.
Dieses aus 20.13(14) und (15) bestehende Gleichungssystem ist durch Zahlentafel 20.13.2
dargestellt.

ZahlentafeI 20.1.3.2

-1

- 1

-1

CI 2 CI 3 c14 CI 5 CI 6 cn
C22 C23 C24 C25 C26 C21

C32 C33 C34 C35 C36 C37

C42 C43 Cu C45 C46 C47

C52 C53 cM C55 cab C57

R5M(j RgQ(j Un

T13 T14 -1

Tn T24

T33 T34

T43 Tu

Cn

C21

C31

C41

C51

M(O) lff *n Q*n 8(0) T(O)

= 0

= 0

Im Kopf del' Zah lentafel sind die Unbekannten angegeben, in del' Tafel selbst die von
Null verschiedenen Koeffizienten, mit denen sie multipliziert werden. Die rechte Seite
ist durchweg Null , so daB das Gleichungssystem homogen ist.

Damit ergibt sich nun das folgende Rechenverfahren. Nach den AusfUhrungen unter
20.12 bestimmen sich die T i j • Weiter liefert die numerische Integration des Differential
gleichungssystems 20.11(22) fUr die sieben verschiedenen Grenzbedingungen nach Zahlen
tafel 20.13 .1 die Gij ' Alles dies hat in F unktion del' Kreis frequenz w zu erfolgen, von del'
ja die T i j und Gij abhangen, Weiter ist die Deterrninante del' Koeffizienten zu bilden ,
die in Zahlentafel 20.13.2 zusammengestellt sind. Fur gewisse w-Werte, WI> w 2 , ••• wiI'd
die Determinante Null . Dies sind die Kreisfrequenzen del' Eigenschwingungen des Systems .

Das Verfahren ist hier an del' einfach en Anordnung entwickelt worden, die durch
Abb. 20.13.1 veranschaulicht ist. Unter Beibehaltung seiner gedanklichen Struktur laBt
es sich abel' abwandeln und verallgemeinern, so daB es auf andere geometrische Konfigura
tionen angewandt werden kann . Ein Beispiel einer solchen Konfiguration ist etwa del'
Laufer nach Abb. 17.12.12, wo die Scheiben nicht durch eine Welle miteinander verbunden
sind, sondern durch zylindrische 'I'ragrander. Bei Schaufeln mit Deckplatten ergeben sich
andere Grenzbedingungen am auBere n Ende. Besonderer Beachtung bedarf auch haufig
del' Bereich del' Schaufelbefestigung. Diese Zone kann gegebenenfalls durch einen Ring
mit geanderten Elastizitatseigenschaften dargestellt werden.

Abschlielsend muf noch die an del' Schaufelwurzel gesetzte Grenzbedingung P(O) = 0
diskutiert werden , die ja zugleich besagt (/)(0) = 0 wo (/) nach Gl. 20.11(22) die Ampli
tude des Drillwinkels del' Schaufel ist. Streng erfiillt ist diese Bedingung nul' bei k = 0,
also bei del' Schirmschwingung. In allen anderen F allen tritt in den Schwingungsknoten
del' von Nu ll verschiedene Wert del' Drillwinkelamplitude in Z = 0 auf, wahrend hei den
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Sehwingungsbauchen der Drillwinkel versehwindet. Eine Theorie der vorliegenden Struk
tur kann indessen an dieser Stelle eine Vereinfaehung nieht vermeiden. Man kann sie nieht
einfaeh in strenger Weise durehfiihren, indem man einen geeigneten Wert <P(O) einfiihrt,
denn bei der stehenden Welle treten die Amplituden von Lage und Neigung gegen die
Umfangsriehtung nieht im gleiehen Punkt auf. Damit werden aber die Grenzbedingungen
und folglieh aueh die Sehwingungsformen der einzelnen Schaufeln verschieden, wahrend
die Theorie voraussetzt, daB alle Sehaufeln in gleicher Weise , wenn auch mit verschicdenor
Amplitude sehwingen. Wollte man diesem Umstand Reehnung tragen, so miiBte man ein
Sehwingungssystem betraehten, das sieh in die einzelnen Sehaufeln verzweigen wiirde.
Das ist zwar prinzipiell moglioh , vgl. Uhrig [18], fiihrt aber in Anbetraeht der groBen
Sehaufelzahl zu einem riesigen Reehenaufwand. - Bei der umlaufenden Welle ist dem
gegeniiber die Situation fiir alle Sehaufeln die gleiehe , nur treten dann die Extrema von
Aussehlag und Drillwinkel phasenversehoben auf.

Es ist leieht zu verifizieren, daB in Z = 0, also am Scheibenumfang, der Drillwinkel
am Ort der Knotenlinie

20.13(16)

ist. Man konnte nun die Reehnung so durehfiihren, daB man die Losung 1 anstatt naeh
Zahlentafel 20.10.1 fiir folgende Anfangsbedingungen in Z = °bestimmte :

U(O) = ri , F(O) =2:, V =K =L =M =N =R =8 =T =0. 20.13(17)

So wiirde man einen Vorgang bereehnen, bei dem die Sehaufelwurzel an der Stelle des
Sehwingungsbauehes aueh den groliten Verdrillungsaussehlag erfahrt, was kinematiseh
unmoglioh ist. Gesetzt nun der Fall, es bestehe fiir die gegebene Sehaufel keinerlei Kopp
lung zwisehen Torsionsverformung und Biegeverformung. Dann hat dieser ideelle, nur im
Gedankenexperiment mogliche Bewegungsvorgang, den die Reehnung liefert, die gleiehe
Energie wie der wirkliehe, denn die Energiesumme wird ja dadureh nieht geandert, daB
die Energie der Drehbewegung anders auf die Sehaufeln verteilt wird. Hat aber der Vor
gang die gleiehe Energie, so hat er die gleiehe Frequenz. - Die Riiekwirkung der Torsions
momente in den Sehaufelwurzelquersehnitten auf die Seheibensehwingung ist in der Theo
rie ohnehin nieht enthalten, da die Ansatze naeh Absehn. 20.12 ja nur Krempmomente und
Querkrafte beriieksiehtigen. - Man kann also festhalten, daB im Falle von Sehaufel
sehwingungen, die wesentlich den Charakter von Torsionssehwingungen haben (das ist
der Fall, wo die Setzung F(O) = 0 auf merkliehe Fehler fiihren konnte) , eine gute Nahe
rung erhalten werden kann, wenn man die Losung 1 der Zahlentafel 20.13.1 dureh die
jenige ersetzt, die dureh die GIn. 20.13(17) festgelegt wird. Am weiteren Reehenverfahren
andert sieh dabei niehts.

20.14 Schwingungsberechnung nach dem Verfahren der finiten Elemente

Die Ausfiihrungen dieses Absehnittes sehlieBen sieh direkt an diejenigen des Absehn.
15.6 an. Es wird dabei vom einfaehen Fall ausgegangen, wo der Kerper in finite Seheiben
elemente dreieekiger Gestalt eingeteilt werden kann. Urn das Verfahren so abzuwandeln,
daB es die Bereehnung von Eigensehwingungen erlaubt, muB die Korpermasse diskreti
siert werden derart, daB sie in die Knotenpunkte des Netzwerkes konzentriert gedaeht
wird. Jeder Knotenpunkt i ist dann ein Massenpunkt mit der Masse m; (vgl. Abb. 20.14.1).
Sehwingt der Korper mit der Kreisfrequenz w, so sind die Koordinaten Xi und Yi des
Punktes i

Yi = Vi sin wt , 20.14(1)

WO U i und Vi die lokalen Sehwingungsamplituden sind. Die Amplitudenwerte der d 'Alem-
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bertschen Tragheitskrafte X i und Y i werden damit
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20.14(2)

Abb. 20.14.1. Ersatz eines Korpers durch
finite Elemente mit diskreten Musaen 

punkten

Es sei angenommen, daB der Korper im feldfreien Raum schwinge und Einspannkrafte
nur an solchen Knotenpunkten angreifen , die in Ruhe bleiben. Dann erhalt man die
Eigenschwingung mit der Annahme, daB die d 'Alembertschen Tragheitskrafte die ein
zigen seien, die an bewegli chen Punkten des Korpers angreifen. Die GIn. 15.6(50) lauten
dann z.B. mit Einfiihrung von 20.14(2)

8 11U1 + 8 12V1 + 8 137(2 + 81 4V2 + + 8 1,lOV5 = m1 w 2u1 '

8 217( 1 + 8 22V 1 + 8 23U'2 + 8 24V2 + + 8 2,lOV5 =m\ w 2V1 ,

oder
(8 11 - m1(2) 7(1 + 8~2Vl + 8 137(2 + + 81 ,10V5 = 0, }
8 217( 1 + (822 - m1W~) V I + 823U 2+ + 8 2,lOV5 = O. 20.14(3)

Die Zusammenfassung dieser Gleichungspaare fur alle Knotenpunkte laBt sich alsMatrizen
gleichung analog zu Gl. 15.6(51) schreiben:

([8] - [m] ( 2 ) {q} = O. 20.14(4)

Hier ist [m] die aus den samtlichen mi gebildete Matrix diagonaler Struktur, deren Aufb au
aus dem Gleichungspaar 20.14(3) unmittelbar hervorgeht. Die U i und Vi sind in {q} zu
sammengefaBt. Irn Gegensatz zu Gl. 15.6(51) ist dieses Gleichungssystem homogen . Die
Bedingung des Verschwindens der Koeffizientendeterminante, also

det([8] - [m] ( 2 ) = 0, 20.14(5)

liefert als Wurzeln W eI' W e2' •.• die Kreisfrequenzen der Eigenschwingungen. Man hat also
die Koeffizientendeterminante in Funktion von W zu berechnen und ihre NuIlstellen auf
zusuchen. Entsprechend der groBen Zahl der Freiheitsgrade des Ersatzsystems ist die
Zahl der Wurzeln von 20.14(5) sehr groB, doch interessieren naturgemafs nur die paar
t iefsten Werte.

Sollte der Kerper einem Fliehkraftfeld ausgesetzt sein oder sollte eine unvollkommene
Einspannung vorliegen , so werden die ent sprechenden Kraftamplituden an den Knoten
punkten wiederum proportional den Ausschlagen . Damit wird wiederum das ent spre 
chende Gleichungssystem homogen. Es andert sich also nichts an der mathematischen
Struktur des Verfahrens.

Es ist hier der Einfachheit halber vom dreieckformigen Scheibenelement ausgegangen
worden, doch laBt sich das Verfahren in sinngemalier Abwandlung auf andere Typen
finiter Elemente ubertragen. Zur Behandlung der Schwingungen von Schaufeln und
Scheiben sind geeignet e Elemente in groBer Zahl vorgeschlagen worden. Rieger [22] gibt
dariiber einen Uberblick und diskutiert au ch die Leistungsfahigkeit der verschiedenen
Verfahren . Einige veroffentliehte Methoden sind in [23- 30] aufgefiihrt. Dieser Weg ist
heute derjenige, der bei komplizierter Geometrie auf die hoohste Genauigkeit fiihrt. Zu
gleich aber ist naturgemall der Rechenaufwand auBerord entlich groB.
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Abb . 20.1,1.2 zcigt vier Eigenschwingungsforrnen oiner Nfr-Dumpfturbinenschaufel, die
so berechnet wurden, vgl. PfeiJJ'er [31]. Es kamen rcchtcckig bcgrcnztc gckrummte
Schalenelemente zur Verwendung. Das Netzgitter geht aus del' Abbildung hervor, und
zwar ist die Schaufeldruckseite dargestellt. Die gr6Bte Verschiebung wurde dabei will
kiirlich normiert . In Abb. 20.14.3 sind die so errechneten Spannungsverteilungen dar
gestellt, wobei die raumlich verwundene Schaufel in die Bildebene gedreht ist. Die Zahlen
sind Relativwerte, die del' jeweiligen Normierung jeder Schwingungsform entsprechen .

2 3 4

Abb . 20.14.2. Vier Schwingungsform en einer verdrehten Schaufcl. Nach [31]

I 2 3 4

Abb.20.14. 'l. Spnnnungavorteilungen entsprechend den vier Sehwingungsformen ]-4 naeh Abb.20.14.2. Nneh [HI]
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Man hat von jeher Schaufelschwingungen auch auf experimentellem Wege untersucht .
Lange Zeit war dies in komplizierter gelagerten Fallen del' einzige Weg, die Eigenfrequen
zen geniigend genau zu bestimmen. Die modernen Rechenverfahren erlauben es zwar,
Konfigurationen rechnerisch zu untersuchen, bei denen dies fruher unm6glich gewesen
ware ; anderseits mull oft so sehr an die Grenzen del' Moglichkeiten gegangen werden,
daf man auf die experimentellc Verifikation nicht verzichten wird. In manchen Fallen
ist es dabei wirtschaftlicher, die Untersuchung an einem del' AusfUhrung geometrisch
ahnliohen Modell auszufuhren, das aus einem anderen Werkstoff bestehen kann. Deshalb
sei bier vorausgeschickt, in welcher Weise die Ubertragung vom Modell auf die Aus
fUhrung zu erfolgen hat. Nachfolgend mage links die Gleichung fur die Biegeschwingung,
rechts diejenige fiir die Drehschwingung angegeben werden. Die Eigenschwingungszahl
n-ter Ordnung Vel' kann nach den Ausfiihrungen unter 20.5 und 6 dargestellt werden durch

_ ~~ l/]i}Jo -~;nlIG 20.15(.1)
Vel' - l2 V ei« ' Vel' - l e'lfJo .

Mit J o = kJs!, fo = kJs
2 und indem man G durch E ausdriickt, geht dies auch tiber in

r s

_ ~ nT VEkJ ~ ' 1,' E
Vel' - "t: ekJ ' Vel' = t /2(1 + V) e'lfJo .

Diese beiden Formeln konnen offensichtlich in die Form

20.15(2)

20.l5(4)

«, -,IE K;, VE 20.l5(:~)
Vel' r r e' Vel' =-l- e

gebracht werden . Da nun die K n bzw . K;, fur geometrisch ahnliche Schaufeln gleich sind,
erhalt man fur die Biegeschwingung und die Drehschwingung die gleiche Relation zwischen
Modell und Ausfiihrung, wie zu erwarten. Kennzeichnet Index M das Modell, so wird

lM V'E eMv, r r«: -Ee M.

fiir alle Schwingungsordnungen n.
Grundsiitzlich sind zwei Arten del' Problemstellung moglich . In einem Falle handelt

es sich lediglich um die Feslslelhmg der Eig enfrequenzen und del' Eigenschwinglmg4onnen.
Hierbei geniigt es in del' Regel, mit ruhenden Objekten zu experimentieren. Diese konnen
Schaufeln, Schaufelpakete oder auch mabstabliehe Modelle von solchen sein. Allerdings
fehlt bei derartigen Versuchen del' EinfluB del' Fliehkraft. Er mull notigenfalls durch eine
Korrekturrechnung beriicksichtigt werden. - 1m anderen Falle steht dariiber hinaus die
Schwingungsbeanspruchung del' Schaufeln im Vordergrund des Interesses . Dann mull mit
del' rotierenden Schaufelung experimentiert werden, sei cs mit besonderen Versuchs
maschinen, sci es mit del' GroBausfUhrung.

Stationiire Versuche wurden schon fruh in sehr einfacher Weise durchgefiihrt, etwa
lcdiglich durch Anschlagen del' Schaufcl oder durch Streichen mit einem Geigenbogen.
Spater ging man dazu iiber, die Schaufel mit einstcllbarer Frequenz permanent zu crregen.
Zum Beispiel wurde durch cine rotierende Scheibe, die an ihrem Umfang Locher aufwics,
Luft hindurchgeblasen (Sirene), derart, daB die Luftstrahlen die Schaufel intermittiereud
trafen und sie so erregten. Die Schwingungsformen wurden dabei in bekannter Weise durch
Aufstreuen von Lycopodiumpulver sichtbar gemacht.

Im Zuge del' Weiterentwicklung del' Versuchstechnik sind diese Verfahren durch die
elektromagnetische Erregung ersetzt worden . Abb . 20.15.1 zeigt eine solche Anordnung.
Ein elektromagnetischer Gebel' einstellbarer Frequeuz iibertriigt durch einen Kontaktstift
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die Kraft auf das Werkstiick. Da der Stift mit Riicksicht auf die Tragheit keinen grolsen
"Veg zurucklegen karin, mull er an einer Stelle angesetzt werden, wo keine grofse Ampli
tude zu erwarten ist. Zur Registrierung der Schwingungsbewegung konnen an geeigneten
Stellen auf das Werkstiick aufgeklebte Dehnungsmelistreifen wie auch beriihrungsfreie
induktive Aufnehmer verwendet werden. Diese Signale konnen iiber Verstarker auf Magnet
bandgerate und Oszillographen gegeben werden.

..'

Abb . 20.15.1. Versuchseinrichtung zur Mossung VOIl Schaufclschwingungcn (BBC)

Auch mit solchon Anordnungcn sta13t man an Grcuzen, die durch die GraUe clektro
maguetischer Gebel' und die unvermeidliche mechanische Tragheit. gegeben sind. Man
verwendet daher zur Erregung auch auf die Schaufeln aufgeklebte leichte Piezokristalle,
die ihrerseits mit einstellbarer Frequenz clektrisch erregt werden konnen. Abb . 20.15.2
zcigt im Schema cine solche Versuchseinrichtung von Wolfi; [;32J, mit del' die Soh wingungcn
von Sehuufelpakcteu untersucht werden. Da die an den verschicdencn Sehaufcln unge
brachten Piezokristalle in unterschiedlicher Phase crregt worden konnen (z.B . je zwei
aufeinanderfolgende Sehaufeln im Gegentakt), lassen sich die verschiedenen in cinem
Paket mogliehen Sehwingungsformen herbeifuhren . Die H,egistrierung del' Sehwingungen
erfolgt induktiv und durch Dehnungsmelsstreifen. Da gerade Sehaufelpakete komplizierte
Sehwingungsspektren mit dicht beieinanderliegenden Frequenzen aufweisen, ist es not
wendig, eine Fourier-Analyse mit Hilfe eines Echtzeitanalysators durchzufuhreu (R'rA
= real time analyzer).

Aber auch grundsatzlich andere Wege zur Durchfiihrung einer Modalanalyse (Bestim
mung der Eigenfrequenzen und Schwingungsformen) sind bekannt. Ein System, das bei
BBC im Gebrauch ist, beruht auf folgendem Prinzip. Wird ein Kerper angeschlagen, so
ist die entstehende Schwingung eine Uberlagerung aller Eigenschwingungen, die ent
sprechend der Dampfung asymptotisch abklingen. Auf das Werkstiick wird nun ein Netz
aufgezeichnet und die Erregung erfolgt durch einen Anschlag mit einem Spezialhammer
in einem Netzpunkt. Del' Hammer besitzt eine eingebaute Kraftmelszelle, die das Kraft
spektrum zu analysieren gestattet. Die Systemantwort wird mit einem an einer Referenz
stelle eingebauten Akzelerometer bestimmt. Diese beiden Signale werden in einen Mikro
computer eingespeist, der daraus cine Obertragungsfunktion bereehnet. Die Gesamtheit
der Obertragungsfunktionen fi.ir die samtlichen nacheinander anzuschlagenden Netz
punkte definieren das Eigenwertproblem, das vom Computer gelost wird. Die Losung
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liefert die Frequenzen, die Aussehlage in allen Gitterpunkten und die Dampfung, und
zwar alles fur jede del' Schwingungsmoden. Auf einen Bildschirm kann jede Schwingung
dargestellt werden, derart, daB die Schwingungsausschlage vergrofsert, del' zeitliche Ab
lauf verlangsamt wiedergegeben werden, so daB die Schwingung unmittelbar anschaulich
wird.

IFrequenz - I
GeneratorI Ball~ne ,

t ~~...<,

I Sirom- I A Indukliver I Piezo- I''''''I'''' ~A DW""f"" ." v,,,ta'k"

j Oehnmess-t
slretfen

.. Plezokrislall Q c-sarat-

Iverslarker I .. ~
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'---------------1 V '"

1
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Abb . 20.15.2. Schema eincr Vereuchscinrichtung WI' MCSSlllIg VOII Schwingungcn an cinem Schuufclpuket .
l\'a ch Li;2]

Bei allen stationdrcn Sohwiugungsvcrsuchon kOI1l111t del' einwandfreicn Einspannung
des Wcrkstuckes grolle Bedeutung zu .Manehmal stOBt man hior all:eine Greuze, VOl' allcm
bei Scheibcnlauferu, wo die Soheibcnsohwingung einen malsgebenden Einflull hat.

Versuehe an rotierenden. Schaufelkranzen sind naturgemaf sehr viel aufwendiger uls
solehe an ruhenden Werkstucken . Nicht nul' sind korrekte Grenzbedingungen verwirklicht,
sondern es ist auch die reelle Erregung gegeben, so daB au ch die effektiven Spannungs
amplituden erhalten worden. Das Anbringen del' Dehnungsmefsstreifen und del' zugehorigen
Leiter stellt schwierige mechanische und herstellungstechnische Probleme. Die Welter
leitung del' Signale aus dem Laufer in die stillstehende Auswertungsanlage kann grund
satzlich auf zwei Arten geschehen. Man kann iiber entsprechende Konialdrinqe die un 
mittelbare leitende Verbindung herstellen, Bloemhof [33] beschreibt eine solche Anordnung,
bei del' Quecksilberdrehubertrager verwendet wurden, die sioh durch sehr niedrige Uber
tragungswiderstande auszeichnen. Die andere Methode ist die T'elemetrie, bei del' die
Signaliibertragung drahtlos geschieht . Ein Blockschaltbild einer solchen Anordnung zeigt
Abb. 20.15 .3.

Ein Hochfrequenzspeisegerat 1 erzeugt in einer ringformigen Spule 2 ein elektrisches
Feld, das in einer mit dem Laufer rotierenden Sekundarspule 3 eine hochfrequente Span
nung induziert. Von diesel' aus wird durch den Gleichrichter 4 und den Stabilisator Deine
Gleichspannung von 2,5 V erzeugt, mit welcher del' Sender 6 gespeist wird. Das del' oszil
lierenden Dehnung des DehnungsmeBstreifens 7 entsprechende Analogsignal wird zur
Modulation del' im Ultrakurzwellenbereich liegenden Tragerfrcquenzen des Senders be-
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nutzt. Dieses modulierte Signal wird von der Sendeantenne 8 auf die rin gformige Emp
fangsantenne 9 iibertragen. Irn Empfanger 10 wird das Signal demoduliert und wieder
riicktransformiert in ein solches, das der Dehnung des MeBstreifens analog ist. So wird
es in das Magnetbandgerat 11 eingespeist, um von dort jeder gewiinschten weiteren Aus-

7

9 10 11

n- -o-~ (VB ~--

[J---D-
Pl 1

Abb. 20.15.3. Blockschaitbild einer Teiemetricvorri cht ung zur Messung von Schaufeischwingungcn

Abb , 20.15.4. Telemctrieanordnung zur Messung von Schaufeischwingungcn (BBC). A Ant enne, D Dehnmell
st reifcn, S Sender, W Welle
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wertung zugefiihrt zu werden. Eine Anordnung diesel' Art zcigt Abb . 20.15.4 . - In diesem
Beispiel erfolgt die Speisung des Senders von aulsen auf induktivcm Wegc . In anderen
Fallen wird zur Speisung eine Batterie verwendet.

Mit DehnungsmeBstreifen konnen naturgemaf nur wenige Schaufeln eines Rades er
faBt werden und an diesen nul' einzelne Punkte. Deshalb sind auch optische Verfahren
entwickelt worden. Dabei werden dimne Lichtstrahlen auf die rotierende Schaufelung
gerichtet und von den Schaufeln bei ihrem Durchgang reflektiert . Es entstehen inter
mittierende Lichtsignale, die einem Photodetektor zugeleitet werden konnen . Schwin
gungen sind als Unregelmafiigkeiten diesel' Signale zu erkennen. So kann das ganze Rad
abgeleuchtet werden.

500 r-- - -r----r-- - ---,

Abb, 2U.15.5. Schwingungsformen uud Camp
lrell-Di ugrumm einer Endstufenschaufcl ciner
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Abb, 20.15.6. Campbell-Dingramm mit einget ragenen Spannungsumplitudcn



434 20 Schwingungen von Schaufeln und Scheiben

In Abb . 20.15.5 ist ein sog. Campbell-Diagramm dargestellt, wie es aus Telemetrie
messungen an del' Endstufe einer Dampfturbine hervorgegangen ist. Die Eigenfrequenzen
del' im Bilde wiedergegebenen Schwingungsformen 1-4 sind in Funktion del' Drehzahl
aufgetragen. Die Grundschwingung 1 ist offensichtlich eine praktisch reine Biegeschwin
gung, wahrend die Form 3 ausgesprochenen Torsionscharakter hat. Die anderen sind
kombinierte Moden, die eher als Schalenschwingungen zu kennzeichnen sind. Weiter sind
in das Diagramm Strahlen eingetragen, die ganzzahlige Vielfache del' sekundlichen Dreh
zahl n, darstellen. Ihre Schnittpunkte mit den Frequenzkurven 1-4 del' einzelnen Schwin
gungsformen sind Resonanzpunkte. Bei del' Betriebsdrehzahlliegen offensichtlich keine
Resonanzpunkte. - Ist die Drehzahlabhangigkeit del' verschiedenen Eigenfrequenzen
einmal experimentell verifiziert , so lassen sich die Frequenzen bei Betriebsdehzahl aus
denen im Stillstand bestimmen. Im Laufe del' Fabrikation werden daher die maBgebenden
Frequenzen jeder einzelnen Schaufel einer Endstufe im stationaren Versuch gemessen,
daraus diejenigen bei Betriebsdrehzahl gerechnet und gepriift, ob keine Resonanzen auf
treten.

Campbell-Diagramme lassen sich auch durch das elektronische Auswertesystem un
mittelbar erzeugen. Beispiele solcher Diagramme finden sich z.B. in [33]. Zur besseren
Deutlichkeit ist in Abb. 20.15.6 ein solches schematisiert dargestellt . Es wird einerseits in
Funktion del' Drehzahl die Eigenschwingungszahl 'lie aufgezeichnet. Von diesel' 'Ve-Kurve
ausgehend tragt die Auswertevorrichtung je die im betreffenden Zustand gemessenen
Spannungsamplitude (J A im geeigneten MaBstab nach oben abo So entstehen libel' den
Resonanzpunkten typische Spannungsspitzen, deren Hohe erkennen laBt , ob die betref
fende Resonanz die Schaufel gefahrdet.

20.16 Schwingungsanregung und Spannuugsamplitude bei einzeln schwingenden Sehaureln

Die Vorausrechnung del' Beanspruchung in Resonanz schwingender Schaufeln ist nul'
unter starken Vereinfachungen moglich und auch heute noch mit groBer Unsicherheit
behaftet. Vorerst sei hier vorausgesetzt, daB die Schaufel hochstens schwach verwunden
sei, so daB Biegeschwingung und Drehschwingung praktisch entkoppelt sind und fill' sich
betrachtet werden konnen.

Die B iegeschwingung kann, wenn wir von den Bezeiehnungen nach Abb. 20.1(j.l aus
gehen, durch

y= Y(x) cos wet 20.W(1)

beschrieben werden. Fur den periodischen Anteil del' Kraft, die auf die Schaufel einwirkt,
werde gesetzt

LlPx = LlPxu (sin r sin wI + cos r cos wt) .

y Y
lJ,=-=-

rr 'To

Abb. 20.16.1. Schaufel in ausgebogener Lage,
zur Herleitung der Beziehung tiber die

Spannungsampl itude in Resonanz

20.W(2)



20.16(3)

20. W(U)

:!O.Hi Schwingungsanreguug und Spunnungsumplitude bei einzeln schwingenden Schuufeln 435

Hier ist LiPx del' lokale und momentane Wert del' Kraft pro Langeneinheit, LiPxO del'
entsprechende Amplitudenwert und T eine von x abhangige GroBe, die beriicksichtigt,
daB die Krafte langs x im allgemeinen Phasenverschiebungen aufweisen. LiPx moge so
gleich als die Kraftkomponente in Ri chtung del' durch 20.16(1) gegebenen Bewegung auf
gefaBt werden. - Nun sei Reeonamz vorausgesetzt, also W = We ' Wenn man beachtet,
daB das Verhaltnis u = ylq nach Abb . 20.16.1 del' GroBe (j> in Abschn. 20.2 entspricht,
wird del' Resonanzausschlag 'lOmax an del' Schaufelspitze in genauer Analogie zu G1. 20.2(18)

'lOmax = b~V(/ LiPxou sin T dxf+ (/ Li Pxou cos TdxY-.

Mit del' vereinfachenden Voraussetzung, daB LiPxolangs del' Schaufel konstant sei, narnlich
LiPoII, wo LiPo die Amplitude del' gesamten periodischen Kraftkomponente ist, und mit
~ = xii geht diese Gleichung iiber in

-:----------,:----

LiP V( I )Q (1 )"'lomax = n
bK

0 ! USinTd~ ~ + ! UCOSTd~ -. 20.16(4)

Fur die Konstante K = 2'1'1'12 liiBt sich ein Ausdruck gewinnen, wenn man beachtet,
daB die potentielle Energie des ausgebogenen Stabes

1 . 1

'1' = ~ / (~~f J dx = E:l3q~ / U " 2{} d~ 20.16(5)

betragt, wobei Akzente Ableitungen nach ~ bezeichnen . Index 0 vel'weist wieder auf einen
ausgezeichneten Querschnitt, gegebenermaBen den Einspannquerschnitt, und es ist wic
friiher{) = J IJ o' Somit wird

K = li)Jo II "2f} .u
13 U \; .

()

Aus numerischen Grunden erweist es sich als zweckmaliig, dieses Integral vermoge del'
Rayleighschen Beziehung 20.7(9) in folgender Weise durch ein anderes auszudriicken . Es
ist

I t 14 II U"2{} d~ = +(1); I (pu2d~ 20.1li(7)
o AJo 0

mit If = f ifo. Da das Integral rcchts die kinetische Encrgie del' Schaufel reprasentiert, ist
es gegebenenfalls zu erganzen durch ein Glied, das den Beitrag del' Masse einer Deck
platte u . dgl. beriicksichtigt, wie unter 20.9 an gegeben. Man kann dies auch beriicksich
tigen durch einen entsprechcnden Verlauf von rp , das dann an del' Schaufelspitze ent 
sprechend dem DeckbandgrundriB einen sehr groBen Wert annimmt . Setzt man noch

q 2 _ r.!!0/4 2 'J,O .lU( U)
~" = EJ

o
W e ' - 0

fuhrt 01. 20.1u(7) III 20.1U(u) Clll und dic SO cntstehende 13eziehung wieder in 20. Uj(-1) ,
so folgt

qOlllax

v( 1 )2 (1 )2
ndP

o
[3 )' It sin T d~ + ./ u cos Td~

-(5- fi)J 0 f)" J} "dtsr: (PU" \;
o

20.1U(9)

20.16(10)

Man beachte, daf3 Q durch die Gestalt des Stabes und die Schwingungsform allein gegeben
ist. Beim prismatischen Stab ist es z.B . identisch mit y.~ nach G1. 20.5(14) .
Nun ist im voll ausgebogenen Zustand im Resonanzfall die Auslenkung

d2 Y d2u U

dx2 = dx2 'lOmax = 12 'lOmax '
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Da abel' dy2jdx2 = MjEJ, erhalt man, wenn man 20.16(10) speziell fill' die Schaufel
wurzel ~ = 0 ansetzt

20.16(.11)

Die in 20.16(9) auftretende Kraftamplitude L1Po moge nun durch den zeitlichen Mittel
wert P del' fluiddynamischen Schaufelkraft ausgedrilckt werden vermoge

L1Po =S]>, 20.16(12)

wodurch del' Stimulus S definiert ist. Fill' die am FuB eingespannte freistehende Schaufel
(auch mit nicht verbundener Deckplatte) ist das fluiddynamisch bedingte mittlere Biege
moment an del' Schaufelwurzel

Pl
MbJ!' =2'

mithin P = 2Mwjl, was in 20.16(12) eingesetzt, auf

20.16(13)

20.16(14)

filhrt. Wenn man dies in 20.16(9) einfiihrt und den so entstehenden Ausdruck fill' qOmax

in 20.16(11) einsetzt, entsteht eine Gleichung, bei del' links M(O) steht, wahrend rechts del'
Faktor M bF auftritt. Nun ist M(O)jMw = ai/ jabF, wo aA die durch die Schwingung an
del' Schaufelwurzel entstehende Spannungsamplitude ist. Das Verhaltnis ai/jaw ist abel'
nichts anderes als del' mit Gl. 16.10(3) eingefilhrte dynamische Faktor, und zwar ist es
sein Maximalwert Dmax bei Resonanz. So gewinnt man also schlieBlich eine Beziehung
fill' Dmax , die sich folgendermaBen schreiben laBt :

vl(i U" sin T d~)~ +(/ u" cos T d~)~
1

I u"d~
o

20.16(15)

20.10(10)

20.10(17)

Hier ist durchweg noch del' Index n beigefilgt, urn anzudeuten, daB aIle diese Ausdrucke
fill' verschiedene Schwingungsordnungen n gebildet werden konnen, denen verschiedene
Schwingungsformen U" und Frequenzgrolien Q" entsprechen. Del' Faktor H n ist nach dem
Vorschlag von Bloemhof [33] in zwei Teilfaktoren }{~ und }{~ zerlegt, von denen del' erste
nul' von Schaufelgestalt und Schwingungsform, del' zweite von del' Phasenverteilung del'
Erregungskrafte langs del' Schaufel abhangt. Fill' phasengleichen Angriff ist H~ = 1.
Dann wird H" = H~ identisch mit dem lIn' das in fruheren Auflagen dieses Buches an
gegeben war.

In genau analoger Weise kann die Torsionsschwingung behandelt werden. Ein Unter
schied besteht allerdings insofern, als die durch Stromungskrafte bedingten zeitlichen
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Mit.telworte del' BiegeSpl111111111gell stets lcicht borcchn ot. worden konnen , wahrend die ent
sprce henden zeitlich gemit te lt cn 'I'orsionsspannungen viel schwerer zugangli ch sind;
iibli cherweise sind sie auch klein und werden schon aus diesem Grunde nieht berechnet.
Deshalb ist es zweckmaBig , die Schubspannung Ti , die vermoge Gl. 16.10(3) den dyna
mischen Faktoren Dr definiert, nach del' folgenden einfac hen Konvention zu berechnen.
E s ist T; die groBte Sehubspannung, die im Schaufelwurzelquerschnitt ents teht, wenn die
Schaufel einem Torsionsmoment unterworfen wird, das gleich dem Produkt aus del' zeitlich
gemit t elt en Tangentialkraft T und del' halben Profilsehnenlange s/2 ist . Mit WtO als Tor
sions- Widerstandsmoment des Sehaufelwurzelquerschnittes wird also

Ts
T; = 9W '

~ fO
20.16(18)

womit eine Relation fiir die Torsionsspannungsamplitude TA im Wurzelquerschnitt ge
wonnen ist. Del' dynamische Faktor DTl nIlx im R esonanzfaIl ergibt sich aus einer Her
leitung, die genau gleieh verlauft wie im FaIle del' Biegung und auf folgendes Iiihrt.:

Drmax = ~ (28 ; )Hln = ;, (28 ; )HfnHfn, 20.16(19)

1

1£'(0) J 1lll d~

Hr.\ = ~ 20.16(20)
Q~\ J 'Pt 1l;; d~

o

u: _V(/ 1£11 sin T d~r+(j U n cos T d~r
In - 1 20.16(21)

J l£n d~
o

Hier ist U = Y/Ymax das Verhaltnis des lokalen Verdrillungswinkels zu seinem Maximal
wert, bt das logarithmische Dekrement bei Torsion . Ferner ist

Q2 G 2 J p 20.16(22)
tn = el2"Po Wten, 'Pt = J po'

Wo J p das polare 'I'ragheitemomenb ist, vgl. auch die AusfUhrungen unter 20.6. Das
Stimulsglied (28a/s) kommt folgendermaBen zustande. Fur den Amplitudenwert des oszil 
lierenden flniddynamischen Drehmomentes wird gesetz f

I1Mw = SPa , 20.16(23)

wo 8 del' gleiehe Stimulus ist, del' fiir die Biegeschwingung gilt und a ein Hebelarm, del'
dadureh definiert ist, daB er vel'ma ge Gl. 20.16( 23) auf das korrekte LlM tO fUhrt. Ersetzt

man hier T nach 20.16(18) durch

so folgt

LlM
_ 28T; Wwft

10 - ,
s

20.16(24)

20.16(25}

womit del' Ausdruck sofort gegeben ist. Man beachte, daB (28a/s) unmittelbar die GroBe
ist, die z. B. Gloger [34, 35] angibt. Daten iiber 8 und a/s finden sich in Abschn. 20.18.

Zahlentafel 20.16.1 liefert fiir die Schaufel konstanten Querschnittes die H~ und Hfn
bis zur dritten Ordnnng, und zwar fur verschiedene Einspannverhaltnisse .
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Zahlentafe I 20. 16.1

Biegeschwingung Torsionsschwingung

H~ H~ I-J~ Hrl llr2 llf:l

Ein Ende eingespannt , anderes frei 0,8908 0,0788 0,0165 0,8106 0,0901 0,0324

Heide Enden eingespannt 0,1485 o 0,0120 0,40!)3 0 O,O4!)O

Ein Ende eingespannt , and eres gestiitzt 0,2231 0,0066 0,0128

Wenn man fur das Gesetz der Phasenverschiebung der Erregu ng langs der Schaufel
den Ansatz

n
r =2 (1 - c~ ) 20.1u(2u)

macht und somit die Phasenverschiebung durch die Konstante c kennzeichnet, kann man
die H; und H'n auch unmittelbar in Funktion von c angeben, vgl. [36]. Abb . 20.16.2 und 3
zeigen die so erhaltenen Ergebnisse. Dividiert man diese Werte durch die ihnen ent
sprechenden H~ nach Zahlentafel 20.1u.1, so hat man die H~l und Hrn' AIle diese Angaben
konnen naherungsweise auch auf schwach verjiingte und verdrehte Schaufeln iibertragen
werden . Fur die erste Ordnung gibt c = 0, also der Fall ohne Phasenverschiebung, die
intensivste Erregung, nicht aber fur die anderen Ordnungen.

Man beachte, daB man bei Verwendung dieser Unterlagen stets die Spannungsampli
tuden O'A oder iA in ~ = 0 erhalt., und zwar ausgehend von der Spannung O'bP, die sich
aus dem Moment nach Gl. 20.1u(13) ergibt, bzw. dem iil das aus 20.1u(18) folgt. Dies
gilt unabhangig von der Art der Einspannung, da die Beziehungen so normiert sind . 
Die Formeln konnen noch in zweierlei Hinsicht verallgemeinert werden . Herrscht nicht
genau Resonanz, so tritt einfach der unter 20.1 eingefiihrte VergroBerungsfaktor V an
die Stelle von nib . Wenn die kritische Beanspruchung nicht an der Schaufelwurzel auf
tritt, sondern an einer beliebigen Stelle der Schaufel, liiBt sich stets fur die dort erschei
nende Vergleichsspannungsamplitude O'vA setzen

oder 20.16(27)

1'1'
::::" 1

I
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Abb .20.16.2.

JIn in Funktion der die Phasenverschiebung kennzeichnenden Konstanten c fiir Biegeschwingungen
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Abb . 20.16 .3. H tn in Funktion der die Phasen 
verschiebung kennzeichnenden Konstanten c fiir

Torsionsschwingungen

Die Koeffizienten kan und k.; fur die betrachtete Stelle hangen von der Schaufelgeometrie
und der Schwingungsform ab, was durch die Indices angedeutet ist. Damit erhalt man
schlieBlich

bzw . 20.16(28)

je nachdem Biegung oder Torsion vorliegt . Diese Beziehungen sind nur anwendbar in
unmit t elbarer Nahe der Resonanz, denn es wurde ja vorausgesetzt , daB eine bestimmte
Schwingungsform vorliegt. In der Tat dominiert in Resonanzniihe die betreffende Schwin
gungsform so sehr, daB sie allein beriicksichtigt werden mull , wahrend im allgemeinen eine
Uberlagerung der verschiedenen Schwingungsformen vorzunehmen ist. Praktisch inter
essiert aber nur das Verhalten in R esonanzniihe.

In der hier dargelegten Form setzt die Theorie die unverdrehte Schaufel voraus, ist
also auf stark verwundene Schaufeln nicht anwendbar. Bloemhof [33] gibt einen sehr all 
gemeinen Formalismus analoger Art an. Die Lage des einzelnen Schaufelschnittes wird
definiert durch die Verschiebungen seines Schwerpunktes in Richtung der Gitterfront und
der Gitternormalen und durch den ortlichen Verdrillungswinkel. Dementsprechend werden
periodische Erregungskrafte in diesen beiden Koordinatenrichtungen und ein erregendes
Moment eingefiihrt. Ub erlegungen grundsiitzlich gleicher Art wie oben dargelegt, Iuhren
auf eine Formel von gleichem Typ, nur daB H n naturgemiiB sehr viel komplizierter auf
gebaut ist . Die Anwendung dieses Formalismus in strenger Weise setzt allerdings sehr
umfassende Unterlagen tiber die Art der Erregung voraus . An dieser Stelle muf der Autor
im praktischen Falle doch wieder wesentliche Vereinfachungen vornehmen, weshalb au ch
so nur eine beschriinkte Genauigkeit erreichbar ist. Deutlich tritt indessen zutage, daB
sich bei starker Verwindung die Verhaltnisse gegeniiber der unverdrehten Schaufel sehr
verschieben. Nur gerade im Falle der Biegeschwingung erster Ordnung ist der fUr die
prismatischen Schaufeln berechnete Faktor HI eine gut brauchbare Niiherung.



440 20 Schwingun gen von Sohaufeln lind Scheiben

Man konute vermutcu, daB auoh die Nachgiebigkoit del' Einsl'annllng die Ergeb
nisse stark beeinflussen konnte, doch zeigt die Untersuehung, daB dies nicht zutrifft.
Sofern namlich diese Nachgiebigkeit mit del' gleichen Dampfung (log. Dekrement) ver
bunden ist wie die des Schaufelblattes, verschieben sich die Arbeitsaufnahme del'
schwingenden Schaufel und die Energiedissipation in gleichem MaBe, womit das Ergebnis
unbeeinfluBt bleibt.

20.17 Schwingungsanregung und Spannungsamplitude bei Paketschwingungen

Die Ausfiihrungen des vorangehenden Absohnittes lassen sich verallgemeinern fur den
Fall, daB Querverbindungen zwischen den Schaufeln bestehen (Deckbander, Bindedrahte) ,
wodurch die Schaufeln zu Gruppen - auch Pakete genannt - zusammengefaBt werden.
Es moge zuerst del' einfache Fall del' Schwingung im Gleichtakt vorausgenommen werden,
bei dem alle Schaufeln in gleicher Weise und in Phase schwingen.

Die Kraftkomponente (pro Langeneinheit) in Ri chtung del' Schwingungsbewegung
einer Schaufel des Paketes ist stets darstellbar in del' Form

00

r , =Px+ 2: Pxzsin [Z(wrt - tpz)] ·
Z~1

20.17(1)

20.17(2)

20.17(5)

20.17(3)

20.17(6)

Riel' ist os, die Winkelgeschwindigkeit des Laufers und fix del' zeitliche Mittelwert del'
Schaufelkraft. Die Amplituden Pxz und Phasen tpz ergeben sich aus del' Fourier-Analyse
del' langs des Umfanges variierenden Kraft und sind im allgemeinen Funktionen des
Radius, d. h . auch Funktionen del' Koordinate ~ des vorangehenden Absehnittes. Fur
unsere Untersuchung interessiert nul' del' oszillierende Anteil Px del' Kraft. Es sei weiter z
die gesamte Schaufelzahl des Rades und zp die Zahl del' Schaufeln des betrachteten
Paketes. Wenn nun tpz del' Phasenwinkel del' ersten Schaufel des Paketes ist, gilt fiir die
anderen Schaufeln offenbar

- 00 • [ ( 2nk)]P; = ;';1 Pxz sm Z wrt - tpz + - z- .

Die resultierende oszillierende Kraft auf alle Schaufeln des Paketes zusammen ist

_ 00 Zp - 1 • [ 2nk ]
Pxres = Pxz 2: 2: sm z( wrt - tpz + -) .

Z=1k~O Z

Nun sei ZWr mit einem bestimmten Z die Erregungsfrequenz, mit del' das Schaufelpaket
in Resonanz tritt. Dann interessiert von del' Summe nur das Glied, das diesem Z ent
spricht. Dafiir laBt sich setzen

Z - 1

P xres(Z) = PxO(Z) sin (Zwrt - 1pz) = Pxz l' sin [z(wrt - tpz + 2nk)] , 20.17(4)
k =O Z

wodurch die Amplitude PxO(Z) und del' Phasenwinkel 1pz definiert sind. Nun werde als
Bindunysfaktor cx.z die folgende Grofse definiert:

PxO(Z)
cx.z == P ;

zp xZ

PxO(Z) ist offenbar die Kraftamplitude, die an del' Schaufel angreifen miiBte, wenn sie
von den anderen unabhangig ware und trotzdem die gleiche Anregung erfahren sollte.
Somit kennzeichnet cx.z die Verminderung del' Erregung durch die gegenseitige Verbindung
del' Schaufeln. Es ist nach 20.17(4) und (5)

{
1 zp-1 [( 2 k)]lcx.z = Amplitude von - 2: sin Z wrt - tpz +~ J'

zp k =O Z
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In komplexor Sehroibweise bum dies dargestellt worden durch

1 \Zp-l 2nkZ I
!xz = - 2: exp (- -i),

z p k ~O Z
20.17(7)

d.h. zp!Xz ist die in Abb . 20.17.1 gestrichelt wiedergegebene Resultierende des Polygons
del' komplexen Vektoren. Beachtenswerterweise ist !xz unabhangig von pz . Auch bei
langs evariierendem pz wird also !xz fur aIle ~ gleich groB und gilt mithin nicht nul' fiir
einen Schaufelschnitt sondern fur die ganze Schaufel.

_ B------__ - -zpC(z---
Abb . 20.17.1. Po lygon ZUI' Bestimmung von CXz A

Abb. 20.17.2 zeigt so ermittelte !Xz-Werte fur Pakete mit zp = 2 bis 6 Schaufeln .
Abszisse ist dabei die Grofie L1p/L1pz, wobei L1p del' Winkel ist, del' durch das Paket ein 
genommen wird (vgl. Abbildung) und i/pz del' Periodenwinkel del' Stromung, also

2n
L1pz = Z' 20.17(8)

Urn auch fur Schaufelpakete mit mehr als sechs Schaufeln noch einen Anhaltspunkt Zll

haben , ist in Abb . 20.17.3 !xz fu r ZI) = 00 angegeben, was sich durch einen Ubergang von
del' Summation zur Integrati on auffinden laBt , vgl. [37]. - Man erkennt aus den Dia
grammen, daB in gewissen Fallen die resultierende Anregung verschwindet, da sich das
Polygon nach Abb. 20.17.1 sch lieBt. Das trifft immer dann zu, wenn die Anzahl Zp del' zu

~
l\. .. "" ''''1' V

~ I \ /
~~ / Zp=2 \
"

I '~ 2 / I,
\~kJ 1/ '.
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f~ / / \
. ~~~ Ij
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Abb . 20.17.2. cxz-Werte fUr Schaufelgruppen mit z p = 2 bis () Schaufeln
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20.17(9)

einem Paket vereinigten Sehaufeln gem iW del' Vorschrift

z
zp =N-

Z

gewahlt wird. Riel' ist N irgendeine ganze Zahl, die abel' kein ganzzahliges Vielfaches
von zp sein dad. In Worten lautet also die Regel :

Man mufJ 80 viele Scha~tfeln durch Querverbindung vcrein igen , wie auf cine Storperiodc
entfaUen oder ein ganzzahliges Vielfadws (N-j aches ] daoon., wobei aber N nich! ganzzahligcs
Viclfaches von zp sein. darf.

...... -, Zp=OO

r\
I\.

\
-,V ........... r--...

a 1

tJ 'Plod 'PZ -
2

Abb . ~O.17. 3. Grcnzwcrt von rxz fUr Zp -->- 00

Demgemaf sind insbesondere aIle Gleichtaktschwingungen eliminiert, sobald aIle
Schaufeln eines Rades zusammengebunden werden, sofern nul' die aufeinanderfolgenden
Schaufelkranze verschiedene Schaufelzahlen aufweisen, Das liiBt sich z.B. verwirklichen,
indem aIle Schaufeln Deckplatten tragen, die aneinanderstollen.

Da, wie oben bemerkt, CXz fur die ganze Schaufel gilt, unabhangig von del' Phasen
funktion qJz(~) und vom VerIauf von Pxz(~), laBt sich sogleich aussagen, daB einfachhin
an die Stelle del' Gl. 20.16(28) die Beziehung

20.17(10)

20.17(11)

tritt. Dabei ist H n zu bilden unter Beriieksichtigung del' Schwingungsform innerhalb del'
Paketschwingung, del' Phasenfunktion qJz(~) und - wo nicht konstant - auch des Ver
laufes von Pxz(~). Nul' im GrenzfaIl, wo diese Bedingungen mit den in 20.16 voraus
gesetzten ubereinstimmen, konnen die Hn-Werte direkt von dort iibemommen werden.
Das ist z.B . bei Schaufeln mit aneinanderstolienden Deckplatten oft hinreichend genau
moglich.

Schwingen die Schaufeln wechselweise im Gegentakt - abel' mit gleicher Schwingungs
form - so ist noch del' gleiche Formalismus brauchbar, nul' daB beim Vektorpolygon
wechselweise die Pfeilsinne umzukehren sind, was natiirIich auf einen anderen resultie
renden Vektor CXz fiihrt. Ringegen laBt sich diesel' Weg nicht mehr beschreiten bei kompli
zierten Schwingungsformen, wie sie unter 20.9 beschrieben wurden, weil hier die Schwin
gungsformen del' einzelnen Schaufeln verschieden sind. In diesem FaIle ist direkt die
Untersuchung nach Abschn. 20.16 zu verallgemeinern, indem die Integrale durch Summen
von Integralen uber samtliohen zp Schaufeln ersetzt werden. Das fiihrt auf

2u;'(O) V( L; j Uk sin Tkd~)2+ (L; j Uk cos Tk d~)2
11 - kO kO

n - 1

Q; L; f qJur d~
k 0

2nk
Tk =TO +--.

Z
20.17(12)



:20.18 Gro l.le der Erregungsk raft e (der St imulus ) 44::1

Die Summen sind zu erstrecken auf k: = Obis z" - 1. Die 1ll' ( ~ ) sind die Schwingungs
formen del' einzelnen Scha ufeln, wobei del' Index n del' Einfachh eit halbel' weggelassen
wurde. Weiter kennzeichnet io(~) die Phasenver teilung del' Erregung fiir die Scha ufel mit
Nummer 0, i k diejenige der Sch aufel k. Die Integrale im Nenner sind im allgemeinen
wieder zu erganzen du rch Glieder zur Berii cksichtigung del' Bewegungsenergie des Ver
bindungselementes (z.B. Deckband) ; man kann dies aueh in die Funktion g; einschliefien.
Das Glied u;"(O) kennzeichnet die Kriimmung einer best immten Scha ufel mit Nummer
k = v, zweckm aflig derj en igen , fur die 1l"(0) am groBte n wird. - Alsdann kann die Ver
gleiehsspannungsamplit ude O'vA an irgendeiner Ste lle des Scha ufelpaketes nach 0 1. 20.16(28)
berechnet werden, wob ei kan eben so defin ier t ist , daB O'A die Biegespannung derSehaufel
v in ~ = °ist. Ein Bindungsfaktor IXZ ist hier nicht beizufii gen , da diesel' Effekt sohon hei
del' Bildung von H; herii cksichtigt wurde.

20.18 GriHle del' Erregungskrafte (del' Stimulus)

Die vollstandigste Beschreibung del' auf eine Schaufel einwirkenden Erregungskrafte
miilite in folgenden Angab en bestehen. Amplitude und Phase del' oszillierenden Krafte
in git te rparalleler und gitternormaler Ri chtung und ebenso des Drillmomen tes, alles dies
in Funktion del' radialen Lage langs del' Schaufel. Diese umfassende Information wird
praktisch nie zur Verfiigung ste hen . Auch bei Bloemho] [33], wo die Theorie in allgemeinster
Form durchgefiihrt ist, wird bei del' praktischen Anwendung auf die Annahme gleieher
Phase del' beiden K omponen ten und des Momentes zuriickgegangen, d. h. es wird an
genommen, daB die oszilliere nde Kraft in jedem Scha ufelschnitt einen festen Angr iffs
punkt und eine feste Ri chtung hab e. Die periodische Kraft einer bestimmten F requenz
lal3t sich dann durch einen einzigen St imulus S kennzeichnen , wie dies in den voran
gehenden Abschnit t en geschehen ist . Mit. 0 1. 20.16(12) ist S sogleich defini er t mit Hilfe
del' Kraftkomponent e in R ichtung del' Schwingungsbewegung. Dem kommt abel' in del'
Regel keine groBe Bedeutung zu , denn selbst wenn etwa die Schwingungsrichtung mit
del' Kraft einen Winkel von 30° bildet, ist del' Cosinus des Zwischenwinkels immer noch
0,866, also nahe bei 1. - Angab en iiber das oszillierende Drillmomen t werden in del' Lite
ratur leider oft so gemacht, daf man seine Amplitude zum zeitlichen Mittelwert dieses
Momentes in Beziehung setzt. Da man den letzteren abel' in del' Regel nicht kennt, lassen
sich solche Unterl agen nicht verwerten. Bei del' Kennzeichnung del' Amplitude des
Momentes durch einen Hebelarm a, del' nach 0 1. 20.16(23) diese Amplitude aus del' mitt
leren Tangentialkraft if zu berechnen gest at te t, geniigt eine Ang ab e iiber a ls , denn T
ist immer leicht berechenb ar.

Wenn n., die sekundliche Drehzahl eines Laufers ist, sind bei Abwesenheit auBerer
periodischer Storungen die sa mt lichen erregenden F requenzen , den en irgendeine Schaufel
ausgeset zt ist Zn. , wobei Z = 1, 2, . . . , denn jede langs des Umfanges periodische Kraf t
laBt sich durch Fourier-Analyse zerlegen in einzelne sinusart ige St orungen , welche die
gena nnten Frequenzen aufweisen. Del' einer Ordnung Z zugeordnete Stimulus sei Sz. Die
F requenz del' Erregungsordnung Z = 11iegt im allgemeinen so tief, daB keine Resonanz en
auft reten . Hingegen konnen die Erregungsordnungen Z = 2, 3, 4, .. . bei schlanken , langen
Schaufeln bereits zu Resonanzen fiihren . Ursachen solcher Erregungsord nungen sind
- au ch bei Vollbeaufschlagung - Storungen del' Kreissym metrie durch St utzen am Ein
t ritt und Austrit t und durch Anzapfst ut zen, durch Brennk ammern, vor- oder nach
geschalte te Rippen , abel' auch durch Fertigungsfehler del' Oeha use und del' Scha ufelungen
selbst . Schon daraus wird klar , daf es unmoglieh ist , allgemeine genaue Angaben iiber die
St imuli diesel' ,niedrigen Erregungsordnungen ' zu machen. Man gibt 0,05 (in Extrem
fallen bis 0,1) als typische OroBenordnung del' Stimuli fiir Z = 2 ... 6 an . Hohere Ordnun
gen treten bei del' F ourier-Analyse meist mehr und mehr zuriick , do ch ist dies keineswegs
stets del' Fall . Sind etwa einer Turbine 12 Brennkammern vorgesc haltet, so ist selbst-
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20.1R(1)

verstandlich Z = 12 eine ausgesprochene Erregungsordnung. Einem Laufrad dicht nach
folgende Rippen konnen starke StOrungen verursachcn, wenn die Abstromrichtung uus
dem Rad nicht mit del' Richtung del' Rippe iibereinstimmt. Die dann entstehenden
lokalen Stauzonen fiihren auf periodische Kraftschwankungen, bei denen eine nicht vor
aussehbare Fourier-Ordnung stark in Erscheinung treten kann . Man vermeidet dies durch
hinreichenden Abstand zwischen Rippe und Rad.

Vorgeschaltete Rippen erzeugen VOl' allem an den nachfolgenden Laufschaufelreihen
von Axialverdichtern starke Storungen. Zollinger [38] untersucht die Ausglattung solcher
Unregelmalsigkeiten durch Beschleunigung del' Stromung unmittelbar VOl' del' Schaufe
lung. Es ergibt sich, daB das praktisch mogliche MaB del' Beschleunigung nicht geniigt,
um die Stromungen weitgehend zu unterdrucken. Schmidt [39] behandelt die Fourier
Analyse cosinusformiger Storungen von del' Breite L1, wie sie durch vorgeschaltete Rippen
hervorgerufen werden konnen . Die Winkellagen del' Rippen seien ({!v ... , ({!n' ... , ({!zr (vgl.
Abb . 20.18.1); die Rippen miissen also nicht gleichmalsig verteilt sein. Tritt nur eine
einzige Storung am Umfang auf, und zwar mit dem Spitzenwert 2S, so zeigt die Fourier
Analyse, daB del' Stimulus k-ter Ordnung gegeben ist durch

. kLl
28 smT

s, = nk (kLl)2
1- -

2n

Abb. 20.18.1. Cosinusform ige Storimpulse durch vorgeschaltete Rippen

Sind z, derartige StOrungen am Umfang verteilt, und zwar in den oben erwahnten Winkel
lagen, so wird

20.1R( 2)

Fiir einen ausgefiihrten Schaufelkranz, del' als Erregungsquelle einem anderen (zu unter
suchenden) vorausgeht, kann man sich iiber die Grofsenordnung del' Stimuli niederer Ord
nung in folgender Weise ein Bild machen. Man miBt die samtlichen lichten Weiten a
del' Zv Schaufelkanale des vorausgehenden Schaufelkranzes ; sie sein av a2, .•. , a", .. . , azv

benannt. Dann bildet man

und berechnet

1 z"
a - - :Ea",

Z ,' v= l

Zv 2nvZ
A z = 2 2; b, cos--,

v= 1 Z"

b = a" - a,, -
a

z" • 2nvZ
Bz = 2 2; bvsm--,

v= 1 Z"

20.18(3)

20.18(4)

20.1 R(5
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Das so berechnete K x ist die durch AusfUhrungsfehler bedingto Quersohnittsschwankung
del' Ordnung Z und 1pz del' zugehOrige Phasenwinkel (Abb. 20.18.2) . Von den K z kann
folgendermaBen naherungsweise auf die S z geschlossen werden. Man denke sich den
Querschnitt des vorausgehendcn Schaufelkranzes gleichmaliig um beispielsweise 5% ver
groflert und berechne nach del' elem entaren Theorie del' Stufe die dadurch bedingte Ver
anderung del' Geschwindigkeitsdreiecke und damit del' Schaufelkraft des nachfolgenden
(zu untersuchenden) Schaufelkranzes. Damit hat man den Zusammenhang zwischen
Schaufelkraftanderung und Querschnittsanderung, mithin zwischen Sz und K z .

f = /(z sinrz'fJ t 'fJzJ

Abb. :W.18.2. Zur Bestimmung der Erregungskriifte niedcrer Ordnung an ciner ausgefflhrten Muschine

Die praktisch wichtigste Erregung ist diejenige, die von del' endlichen 'I'eilutu; des dem.
beirachieten. Schaufelkranz corausqehenden herriihrt . Ist Zv die Schaufelzahl dieses voraus
gehenden Kranzes, so ist Z = zvns die zugehorige Erregungsfrequenz. Die groBc Bedeutung
diesel' Erregungsart hat dazu gefUhrt, daB daruber Untersuchungen in grolserer Zahl
durchgefUhrt wurden. Bereits Hart [40] hat diese Erregung theoretisch zu erfassen ver
sucht, und spater sind ahnliohe 'I'heorien ausgearbeitet worden. Rein potentialtheoretische
Verfahren haben z.B. Lienhart [41] und Lotz [42] angegeben. Die potentialtheoretische
Storung klingt abel' mit wachsendem Abstand vorn Gitter sehr rasch ab, wahrend in
Wirklichkeit del' EinfluB del' Nachlaufdellen in viel grolserem Abstand spiirbar bleibt.
Deshalb ist auf experimentelle Untersuchungen nicht zu verzichten, vgl. dariiber [H4, ;35,
4;3-47]. Es wurde versucht, aus diesen UnterIagen allgemeine Richtlinicn iiber den Stimu
lus Zll gewinnen, welcher del' Erregungsfrequenz zvns zugeordnet ist. Man kann dafiir
setzen

S =Afg . 20.18(6)

Riel' ist A ein empirischer Beiwert,.f eine Funktion von tltv, wo t die Teilung des betrach
teten Gitters, tv diejenige des vorausgehenden (als Erregungsursache wirkenden) Gitters
ist. Weiter ist y eine Funktion von 0altv, mit oa als axialer Spaltweite zwischen dem voraus
gehenden und dem betrachteten Gitter. Heide Funktionen sind in Abb. 20.18 .H dargestellt.
Fur fist gestrichelt auch del' Verlauf nach Hort [40] eingetragen, an dem sich f bis zu
einem gewissen Grade anlehnt. In tftv = 1 gibt diese einfachste Theorie f = 0, was bereits
Naguib [48] vermieden hat. Del' Ubergang in diesem Gebiet wurde bestimmt durch eine
moglichst gute Wiedergabe del' Versuchsergebnisse, ebenso die Kurvc fur fl. Stutzt man
sich auf diese Kurven fur fund g und bestimmt A aus den Versuchen , so erhalt man die
Werte nach Zahlentafel 20.18.1.
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Bei del' Beurteilung diesel' Zahlen ist folgendes zu beachten , Die Messungen nach [B4,
4G, 47] konnen relat iv hohe Gena uigkeit fur sich beanspru chen , erfolgten abel' nUL' im
Mittelschni t t , [34J durch K raftm essung und bei Mach-Zahlen un ter 0,3, [46] und [47]
durch Druckin tegrat ion und bei Mach-Zahl en bis etwa 0,45. Es wurden fur die Zahl en 
tafel nur Vers uchspunkte verwendet, die sich vom giinstigen Arbeitsbereich del' betreffen
den Stufen nicht zu weit entfernen . In einem sehr ungiinst igen Betriebsp unkt erreicht
z.B . [H4] den E xtremwert A = 0,58. Die ru ssischcn Experimente sind schwer zu be ur
teilcn; sie wurden vcrwendct, um die F unktion !J zusiit zlich experimente ll zu stiitzen.
Das Gitter von lit oiseeo [44] hat eine abnormal dicke Austrit ts kante, kann also nicht
als typi sch gelten . Die Versuche nach [45] basieren auf del' hydrau lisehen Analogie. Die
Ergebnisse sind sehr unsicher , da die Streuungen aulleror dent lich grols sind . Da Krsfte
a uf ga nze Schaufeln gemessen wurden , sind Randcffekte mit umfaBt. Alle Werte fassen
hier ganze Versuchsreihen zusammen , die giinstige und ungiinstige Betriebszustande del'
Stufe enthalte n . Das gilt auch fiir die un ter .Maximum' angegebenen Zahlen , die dem
Stufendruekverhaltnis entsprechen, das auf das hochste gemittelte A Iiihrte. I rn super
sonischen Falle gehen StoBwellen von den Leit rad profilen aus, was wohl den aulserordent
lich gro Ben A-Wert begrimdet. - Welch grolle Unsicherheit del' Vora ussage del' oszillie
renden Krafte eigen ist , zeigt sich z.B . darin, daB im Falle [47] die Zuschaltung eines
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Vorleitrades die Werte z.'l' . auf weniger als die Halfte reduzierte (nicht beriicksichtigt in
del' Zahlentafel ). Bei [45- 47] sind auch die hoheren Harmonischen del' Erregung gemessen,
d oh. die Krafte mit den Erregungsfrequenzen 2zvns, 3zvns usw . Wo nic ht die erste Harmo
nische abnormal tief liegt, ist schon die zweite meist kleiner als 2/3 del' ers ten.

Bei diesel' Situation kann man sich etwa an die folgenden Richtlinien halten. Setzt
man in giinstigen Betriebspunkten und im subsonischen Bereich A ~ 0,25 fur Turbinen
und A ~ 0,35 fiir Verdichter, so liegt man wesentlich iiber allen gemessenen Werten
nach [34, 46] und [47] und hat damit eine Reserve Iiir die Randeffekte eingerechnet. Wo
vergrollerte Verluste im vorgeschalteten Gitter zu erwarten sind (dicke Austrittskanten,
ungiinstiger Betriebspunkt), ist A proportional diesen Verlusten zu vergrobern. Im super
sonischen Falle wiI'd die jeweilige StoBkonfiguration von maBgebendem EinfluB sein, so
daf keine allgemeine Aussage moglich ist. Jedenfalls muf unter diese n Bedingungen ein
groBer Stimulus erwartet werden, z.B. 0,3 um eine GroBenordnung zu nennen.

Uber die Amplitude des fur die Torsionssrhwingungen malsgebenden Drillmomentes
kann folgender Anhaltspunkt gegeben werden . Wenn man 8 nach Gl. 20.18(6) berechnet
mit A = 0,25 und mit fund g aus Abb . 20.18.3 und damit wiederum aus den MeBergeb
nissen [ 35] als nach Gl. 20,16(23) bestimmt, so erhalt man die Werte nach Abb. 20.18.4.

, I I x l

V f"- °a=014 r0,31 t-r-
t '

~,(. 1'\ I-~, 1"- l--~ f-<r 10-
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~ F'r-
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Abb. :!O. 18A. Vorhaltnis H eb elurm /Sehnenlange
a]« in Funktion del' Druckzahl, zur Bere chnung

del' Torsionserregung. Nach Gloqer [a5]
I,D 1,5

'f -
2,0

Man beachte, daB rVJ = t1hJu2 , wahrend in den Originalveroffentlichungcn l34, ;~f)]

VJ = 2t1h.ltt2
• - Mit alii = 0,1 hat man also im Bereich giinstiger Stromungszustandc

(VJ = 1 . .. 1,5) das Drillmoment sehr reiehlich eingeschatzt., d .h. man hat noch eine
Reserve zur Beriicksichtigung del' Randeffekte eingerechnet, die dureh die Messungen
nieht erfaBt wurden. Indem man A bei ungiinstigen Stromungszustanden vergrollert,
ergibt sieh selbst mit einem Festwert als eine entspreehende Vergrofserung des Drill
momentes. Es ist abel' zu beachten, daf3 gerade diese Drillmomente wesentlich von den
Einzelheiten del' geometrisehen Konfiguration abhangen konnen, weshalb au eh wesentlich
ungiinstigere Werte mog lich sind.

Manchmal muf aueh die Rllclcwirkuny deli naehfolyenden 8ehwufelkranzeli auf den
betrachteten beaehtet werden, vgl. dariiber [35]. Diesel' Effekt ist rein potentialtheoretisch
bedingt und klingt deshalb mit zunehmendem Axialabstand 0'1 sehr rasch ab , vgl. etwa
[41]. Nach [49] hat das Gesetz exponentiellen Charakter. Ist 8 0 del' Stimulus entsprechcnd
einem Axialabstand OlIO und einer F requenz Z = n.ln (tn die Tei lung des nachfolgenden
Schaufelkranzes), so ist fu r beliebigen Abstand

8 = So exp [- 2n( 0" - O"o) I'n]. 20.18(7)

In der Regel ist del' Einflull schon im Abstand einer halben 'I'eil ung 'n sehr kle in;
nur bei seh r dicker Profilnase des nachfolgenden Rades oder bei sehr ungiinstiger Zu
strom ung konnen grolsere Abstiinde notwendig werden . Im kritischen Falle hat man es
abel' stets in del' Hand, dur eh hinreiehenden Axialabstand diesen Effekt praktiseh zu
eliminieren .

Sehr starke periodisehe Erregungskrafte entstehen naturgemaf bei Teilbeaufsrhlagung o
Abb. 20.18.5 veranschaulicht den Verlauf del' Schaufelkraft P in Funktion des Dreh
winkels cp und damit auch del' Zeit. Die Fourier-Analyse diesel' Funktion liefert an sich
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die sa mt lichen Stimuli. Leider wird del' Kraftverlauf nicht genauer bekannt sein, so daB
man zu Naherungen greifen mull , etwa wie gest richelt einget ragen. Das kann abel' VOl'
allem Fourier-Koeffizienten hoherer Ordnung wesentlich fiUschen, und zwar in einer nicht
im voraus abschatzbaren Weise. Die am Anfang auft ret ende Kraftspitze, die auf das
Doppelte del' rechnungsmalligen Stromungskraff gehen kann, ist von grofsem EinfluB.
Bloemhof [33] untersucht das Problem del' Stimuli bei Teilbeaufschlagung fiir Turbolader
in sehr umfassender Weise. Dab ei geht er auch auf den EinfluB ungleichm afsiger Leitrad
teilungen ein. An die Stelle einer scharfe n Anregung mit del' Frequenz zvn. t r itt dann ein
Spektrum dicht beieinanderli egender Erregungsfrequenzen mit kleineren Stimuli. GroBen 
ordnungs malsig kann del' Stimulus so auf die H alfte zuriickgebracht werden . E ine K ornpli
kation des Erregungsspektrums t ritt beim Turbolader noch dadurch ein, daB durc h die
Auspuffst olle des Motors eine fremde F requenz einge£iihrt wird .

E ine Anregung ahnlichen Charakters wie bei Teilbeaufschlagung entsteht beim Ax ial
verdichter wenn roiierendes Abreif3en auftritt . Da rotierende Teil ab16sung in del' Regel
an del' Schaufelsp it ze erfolgt, kan n man sich die pulsierenden Krafte dort konzentriert
denken. Schmidt [39] behandelt diese Sit uation im Zusammenhang mit Storungen del'
K reissymmet rie in unmittelbarer Nahe del' Gehausewand. F iir Biegeschwingungen und
Schaufeln konstanten Querschnit t es folgt aus seiner Untersuchung HI = 1,3, H 2 = 0,18;
fur allgemeinere Bedingungen mull auf die Origin alarbeit verwiesen werden. - Nach
Stenning und Kriebel [50] ist die Umlaufgeschwindigk eit U a del' Abl osezellen (in R ichtung
R addrehung) gegeben durch

Ua~ cn[cot fJ1 - V]J',!.-P l - 1].
!L wi sin'' (J 1
2

Die Bezeichnungen sind die iibl ichen; alle GroBen sind einzuset zen fiir den Betriebs
zustand, wo das Abreilien einse t zt . Da das R ad gegeniiber den Abl osezellen mit del'
Umfangsgeschwindigkeit U - Ua lauft , kennt man die K reisfrequenzen einer F ourier
Darstellung del' pulsierenden Kraft. Leider ist abel' die Gl. 20.18(8) nul' eine Nah erung,
womit a uch die F requenzen ungenau werden. Deshalb ist eine sichere Vermeid ung von
Resonanzen unmoglich . Die p ulsierenden Kraf te ihrerseit s erweisen sich als sehr groB.
Daher verlang t die Betriebssicherheit die Vermeidung des roti erenden Abl osens.

Alles in allem ist festzuhalten , daB wir Stimuli nur groBenordnungs ma Big abschatzen
konnen , VOl' allem wenn man auch noch an die Moglichkeit von Interferenzen del' Ein
fliisse versc hiedener Scha ufelkranze denkt . Man mull sie also vors ichtigerweise verhaltnis
llliil3ig grol3 einschatzcn .

20.19 Selbsterregung, stoehastlsehe Brregung, Stollerreguug

D ie Erreg ung vo n Scha ufelschwingungen kann auch du rch Mechanismen erfolgen, die von
denen grundsat zlich verschieden sind, die in den vorangehenden Abschn itten behandelt
wurden . So ist schon von B ellenoi und L alive [51] auf die Moglichkeit del' Selbsterregung
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20.19(6)

hingewiesen worden. Wird eine Schaufel durch irgendwelche auBere Einwirkungen in
leichte Schwingung versetzt, so entsteht durch die Wechselwirkung mit dem stromenden
Fluid eine oszillierende Druckverteilung an del' Schaufeloberflache. Dabei konnen sich
solche Phasenverschiebungen zwischen Kraft und Bewegung ergeben, daB an del' Schaufel
Arbeit geleistet wird, welche die einmal eingeleitete Schwingung weiter anfacht. Solche
Bedingungen treten bevorzugt auf in abgeloster Stromung, konnen abel' auch in anliegen
del' Stromung gegeben sein. Drehschwingungen neigen in hoherem MaBe zu diesem Vor
gang als Biegeschwingungen. Im Uberschallgebiet kann die Riickwirkung del' Lage del'
Profile auf die StoBkonfiguration zur Selbsterregung fiihren. Eine grundsatzliche Uber
legung iiber die Riickwirkung einer Schwingung auf di e Stromung des Fluids mage mit
Hilfe des Bewegungsgesetzes angestellt werden, das nach Bd. I, Gl. 3.1.(2) reibungsfrei
und im feldfreien Raum in del' Form

8ci + J.: c. 8ci =~ 8p = _ ~(Po)-I< 8P 20.19(1)
8t jJ 8x j e 8Xi eo P 8Xi

geschrieben werden kann . Hier durchlaufen i und j die Werte 1, 2, ;) und die Dichte f1
ist sogleich durch das Isentropengesetz ausgedriickt, wo Index 0 einen geeigneten Bezugs
zustand kennzeichnet. Nun werde gesetzt

c, = ci + ci + ci' . 20.19(2)

Hier ist Ci die Geschwindigkeit in del' st at ionaren Gitterstrornung bei nicht ausgelenkter
Lage del' Profile, wahrend c; und c;' die Zusatzgeschwindigkeiten sind, die durch die
Schwingung del' Profile entstehen. Die Abweichung del' momentanen Laqe del' Profile
gegeniiber del' nicht ausgelenkten erzeugt das Zusatzgeschwindigkeitsfeld ci, wahrend die
momentane Geschwindigkeit del' Profile das Feld c;' erzeugt. Gl. 20.19(1) geht somit iiber in

q(c; + ci' ) + y (c. + c'. + c'.') 8(c; + c; + ci' ) = _ ~ (Po)~ 8P . 20. H)U~)
m 7 1 I I ~ ~ P ~

Andcrscits gilt fiir dus stationare Feld

2.-' Cj OCi = _ J.- (1!!)-I< oj) . 20.10(-1)
j 8x j eo P 8x ,

Nun mogon die Storgcschwiudigkeiton c; lind c;' uls sehr klein bctruchtet werden. Wenn
ulsdaun UI. 20.1U( 4) von (:I) subtruhicrt wird, erg ibt sich mit 1)* = 1) - P und dell ublichen
Vercinfachungen del' Storungsroohuung

(lei "., (- Dci ' Hei ] (Jc~ ' ., [_ 8ci ' " 8Ci ] 1(Po)..!. o~-;- + .... Cj -,- + Cj~:- +-- + .... Cj -,- + cj - . = - - -=- " -- .
dt j OXj OXj 8t j ()xj OXj eo 1) oXi

Von hier aug kann zur dim ensionslosen Darstellung iiuergegangen werden. Die Schwingung
kann gezeichnet werden durch eine Amplitude Y und eine Kreisfrequenz w. Weiter sei I)

die Profileehnenlangc und Co die stationare Geschwindigkeit in einem geeigneten Bezugs
punkt. Dann werde geset zt :

P* =~
- ~ c:l'

2 0

Co
r _ - t,

I)
20.19(0)

20.19(7)

Die Definitionen von 'I; und 'I;' sind offen bar sinnvoll , denn die ci sind sicher proportional
Y ]«, die c;' proportional wY. - Damit geht Gl. 20.19(5) iiber in

Y {8qi + "~[- 8qi + , 8Qi ]} + w Y {8qi' --I '" [- 8qi' +- - .::.. qj-- qj-- -- -- - L, (/j--
s 8r j 8X j 8X j Co 8r j 8X j

= _ ~(P~)+ 8P* .
2 P 8X i
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Von den beiden in geschweifter Klammer geschriebenen Ausdriioken beschreibt del' erste
den Ein£luB del' Lageanderung, del' zweite den EinfluB del' Schwingungsgeschwindigkeit
auf die momentane Druckverteilung. Die Auswirkung diesel' beiden Effekte werde anhand
Abb. 20.19.1 veranschaulicht. Nach Abb. 20.19.1a ist bei del' gezeigten Situation del'
Anstellwinkel del' momentanen relativen Zustromgeschwindigkeit c l n die aus del' Zustrom
geschwindigkeit c1 und del' Schwingungsgeschwindigkeit if gebildet wird, kleiner als der
jenige von C1• Del' Auftrieb, del' in diesem Falle in Richtung del' Bewegung weist, wird
also kleiner. Bei entgegengesetzt gerichtetem if waren Anstellwinkel und Auftrieb groBer.
Beides wirkt del' Schwingungsbewegung entgegen, hat also die Tendenz diese zu damp
fen. - Del' Ein£luB del' Lageveranderung moge an dem besonders einfachen Beispiel
Abb. 20.19.1 b betrachtet werden. Wenn dort, wie gestrichelt dargesteIlt, das mittlere Profil
aus seiner Mittellage verschoben wird, so herrscht im Querschnitt a2 ein tieferer Druck
als in all da die Str6mung mehr eingeschnurt wird. Demnach hat die Druckverteilung die
Tendenz, die Verschiebung zu verstarken, wirkt also labili sierend.

a

1

til i. : \ ..

<.' ~ ~", ;...
. / ~

.. v'

b

Abb . :W.I U.1. ZUI' qual itutivcn Beurteilung UCI ' Ruckwirkung der Sehwingungsbcweguug eiucr Schuufcl auf
die St romungskraft, a) EinfIlII3 dcr augcnb licklichen Gcschwindigkeit y; b) E influls del' augenblicklichcn Luge

abweichung

Was an dicscn Beispiclcn gezeigt wurde, tl'ifft allgcmein zu . Doshalb ist das Vorhaltnis
del' heiden Faktoren Y I'" lind (J) Yfco, die vor xlcn Klummcruusdriicken in G1. ~O . 1 \) ( 7 )

stehen , offenbar fur die Stabilitat maJ3gebend. Je groJ3er ihr Quotient

desto grol3eres Gewicht gewinnt das labilisierende erste Glied . Man nennt diesc GroBe die
Strouhal-Zahl . Sie ist ein maBgebendes dimensionsloses Kriterium fur das Flauern, d .h.
das Auftreten selbsterregter Sehwingungen. Ein zweites ist die Mach-Zahl . Sie steckt
implizite im Ausdruck del' rechtcn Seite von Cl. 20.19(7), denn unter sonst gleichen Bedin
gungen ist die ortliche Verteilung von Po/Ji von der Mach -Zahl abhangig.

Dber das Problem des Flatterns exist ieren zwar theoretische Untersuchungen in groller
Zahl, doch kennen wir keine Losung, die bei den komplizierten geometrischen Konfigura
tionen, die in Turbomaschinen gegeben sind, treffsichere Voraussagen machen konnte .
Die Praxis muB sich daher auf empirische Grenzwerte del' Strouhal-Zahl stiitzen, bei deren
Uberschreiten das Flattern zu erwarten ist. Diese hangen ab von del' Gittergeometrie, dem
Zustr6mwinkel und del' Mach-Zahl in einer Weise, die im Einzel£aIl nul' durch das Experi
ment genauer bestimmt werden kann . Ftir den praktischen Gebrauch ist es naheliegender,
die Strouhal-Zahl mit del' Frequenz v statt mit del' Kreisfrequenz 0) zu bilden. Bei einem
Plattengitter fand z.B . Hiller [52] folgende kritischen Werte del' mit del' Zustromgeschwin-
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digkeit c1 gebildeten Strouhal-Zahl c1!VS , und zwar fur das Torsionsflattern. Bei einem
Anstellwinkel del' Platten gegen die Zustromung von 15° war c1!vs = 6,3; bei kleineren
Anstellwinkeln stieg del' Wert an. Bei einem Anstellwinkel von 32° und mehr, also voll
kommen abgerissener Stromung fiel del' kritische Wert auf c1!vs = 3,1. Alles dies bezieht
sich auf Mach-Zahlen unter 0,5. - Typische Grofsenordnungen kritischer Strouhal-Zahlen
technischer Gitter sind etwa die folgenden :

Versogerungsgitter, Biegeschwingung c1!vs = 20,

Verzogerungsgitter , Drehschwingung c1!vs = 4,

Beschleunigungsgitter, Biegeschwingung c2!vs = 80,

Beschleunigungsgitter, Drehschwingung c2!vs = 16.

Man beachte, daB die Werte del' Beschleunigungsgitter mit del' Austrittsgeschwindig
keit gebildet sind. Bei Laufradern sind fUr c1 und c2 die entsprechenden Relativgeschwin
digkeiten einzusetzen. Die v sind stets die tiefsten Frequenzen des betreffenden Schwin
gungstyps. Es geht aus dies en Untersuchungen die plausible Tatsache hervor, daB man die
Schwingungszahl hoch legen, also steife Schaufeln verwenden muB, wenn Flattern ver
mieden werden soll .

Wenn an einem Gitterprofil Ablosung auftritt, so kann die Schaufel zu Schwingungen
angeregt werden, die sie gefahrden, selbst wenn das Flattern unterbleibt. Die Schaufel
erfahrt dann stark fluktuierende Krafte, die eine stochastische Erregung herbeifuhren
konnen. Die Kraft pro Langeneinheit, welche die Schaufel erfahrt, kann dargestellt werden
in del' Form

P(t) = j5 + L1P(t), 20.19(8)

wo L1P(t) del' fluktuiercndc Antcil ist, del' sieh dem zeitlich koustuntcn P uborlagert. Fur
den quadratisehen Mittelwert von L1P laBt sich setzen

_ 1[1 ,. ] ~L1p2 - 1.i!.11 - f L1p2 dt = J y(w) dw .
" .00 t1 0 0

20. HJ(\))

Man denkt sieh also L1P gebildet durch eine Uberlagerung harmonischer Anteile mit
Kreisfrequenzen w, und es ist die Verteilungsfunktion y(w) , die den Charakter del' Fluk
tuation kennzeichnet. Abb . 20.1\).2 stellt diese Funktiou dar fur das Beispiel eines mit dol'
Geschwindigkcit c quor angestromtcn Zylinders vom Radius llllaeh Chen [f);>J .

U, 1J6 ... _~~ - _ .

Abb. 20.19.2. Verteilungsfunktion g(w) .
Nach Chen [oB]

IJ,IJI,

]I:!:c 0,02
""",'-'

<:lI

o 0,1 0,2
wRhcc--

0,3

Durch eine solche Kraft wird nun dem Kerper eine ebenfalls regellose oszillierende
Bewegung aufgezwungen. Liegt abel' seine Eigenfrequenz We im Bereich, in dem g(w)
groBe Werte annimmt, so treten in del' Fourier-Integraldarstellung diesel' Bewegung
einzig die Anteile mit Eigenfrequenzen nahe an We stark hervor. Es entsteht also ein
Sehwingungsvorgang, del' durch Uberlagerung von Teilschwingungen mit Frequenzen
nahe an We entsteht und durch regellose Schwebungen gekennzeichnet ist . Fur den quadra-
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tischen Mittelwert del' Auslenkung unter solchen Bedingungen gibt Rice [54] fiir einen
einfachen Schwinger mit Masse m, Eigenkreisfrequenz We und logarithmischem Dekre
ment ~ den Wert

20.19(10)

20.19(11)

an. DaB bier ~ im Nenner nicht im Quadrat steht, wie man erwarten konnte, hangt mit
folgendem Umstand zusammen. Bei einer VergroBerung von ~ wird die Spitze del' Reso
nanzuberhohungskurve zwar weniger hoch abel' breiter, so daB ein groBerer Bereich er
regender Frequenzen zur Wirkung kommt. - Ubertragt man dies auf die Schaufel, d .h .
den einseitig eingespannten Stab, so ist man auf folgende Formel ge£iihrt :

Va;, -~H V~;;'_ .
ab _vy I p

1m Zahler steht links del' zeitliche Mittelwert del' so erzeugten Wechselspannung, im
Nenner die statische Biegespannung, die unter del' Einwirkung einer iiber del' Schaufel
hohe konstanten Kraft P entsteht. Es ist die Biegeschwingung erster Ordnung und Phasen
gleichheit del' Krafte langs del' Schaufel vorausgesetzt, eine ungunstige Annahme. Darum
tritt del' Faktor HI nach Abschn. 20.16 auf. Wo keine Unterlagen iiber die Funktion g(w)
vorliegen, konnen naherungsweise diejenigen des Zylinders verwendet werden, wobei man
fur R etwa die halbe Sehnenlange einsetzen kann. - Stochastische Erregung kann auch
dadurch entstehen, daB eine Schaufel einer sehr starken Turbulenz ausgesetzt ist, die
durch ein anderes Stromungselement erzeugt wird, z. B. durch Ablosung in einem Eintritts
stutzen.

Vereinzelt sind auch schon Schaufelschwingungen aufgetreten, die mechanisch vom
Rotor aus angeregt wurden . Das kann insbesondere eintreten, wenn ein Rotor Drclu;Wf.1c
ernpfangt, z..B. infolge des Pumpens eines Verdichters. Damit werden vorn SchaufelfuB
aus Schwingungen angestoBen. Diese werden zwar zwischen je zwei Stollen immer wieder
abklingen, konnen abel' doch momentan so stark sein, daB sich schon nach verhaltnis
maliig kurzer Zeit ein Schaden akkumuliert, del' zum Schaufelbruch £iihrt.

:!O.:!O Hie J)alllllfullg

Allgemein moge hier die Dampfung durch das logarithmische Dekrement ~ gckcnn
zeichnet werden. Del' durch die Werkstoffdiitnpfung allein gegebene Anteil Ow ist fur
einige Materialien in Abb. 20.20.1 dargestellt. Diese Werte gelten fiir die reine Biege
schwingung, wahrend fur das logarithmische Dekrement del' Torsionsschwingung zu
setzen ist ~wt = 0,5 ~w' Beachtlich sind die gimstigen Werte del' Stahle vom Typ 13% Cr,
wahrend hochwarmfeste Legierungen schlechte Dampfungseigenschaften aufweisen.

Daneben ist, solange man unter del' kritischen Strouhal-Zahl bleibt, auch die aero
dynamische Diimpfung wirksam. Sie wird beschrieben durch das zweite Glied links in
Gl. 20.19(7). Hinreichend weit unter del' kritischen Grenze kann angenommen werden,
daB dieses Glied stark iiberwiege. Da die durch Gl. 20.19(2) eingefiihrten c" proportional
del' momentanen Schwingungsgeschwindigkeit if des Schaufelprofils gesetzt werden kon
nen und alle c proportional del' Bezugsgeschwindigkeit co' gilt, wie del' Aufbau von
Gl. 20.19(5) zeigt, die Proportionalitat

8P* 1 8p* coY 8p* eo .--=----,....,- . --,....,-cy
8Xi eo 2 8Xi cg' . 8Xi 2 0 ,

-co
2
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Abb , 20.20.1. Werkstoffdampfung bw in Funktion der Wechselbiegebeanspruchung (1 Mdyn = 10 N = 1,02 kp).
Nach Schmidt [39]. Kurven gelten fur folgende Werkstofftypen:

a: X 20 Or 13 e: FKDM 10
b: X 22 Or Mo V 12,1 f : austenitisch 15 Or, 7 Ni, 7 Mn
c: K 40 Or Ni Mo (i g: Nimonic
11: 0 15 (Weichstahl) h: Duralumin

mithin auch

20.20(1)8p * ......,~C y.
8 Xi 28 o·

Da aus dem Druckgradienten durch zweimalige Integration tiber den Profilumfang die
aerodynamische Dampfungskraft D" entsteht, kann man fur diese setzen

D C eo .
a = dT 8CoY, 20.20(2)

denn die zweimalige Integration fiihrt in die Proportionalitat 20.20(1) noch den Faktor 8 2

ein . Der Koeffizient Cd ergibt sich grundsatzlioh aus der Integration der instationaren
Stromungsgleichungen ; praktisch wird man sich eher auf die Empirie stutzen.

Die Darnpfungsarbeit., die an der ganzen Schaufel wahrend des Zeitintervalls dt ge
leistet wird, ist

I I

dWd = dt I D"y(x) dx = c, ~o dt J8 Co!? dx.
o 0

20.20(3)

20.20(5)

Sowohl Co als auch e werden im allgemeinen langs x variieren, doch kann mit Mittel
werten gerechnet und der Koeffizient Cd gegebenenfalls angepaBt werden . Damit folgt

dWd C eo II ' 2 d 2020(4)dt = dT 8Co Y X. •
o

Nun existiert langs der Schaufel sicher eine Stelle, wo if gerade so groB ist, daB man den
korrekten Wert der Bewegungsenergie der Schaufel erhalt, wenn man ihre Masse m mit
dem dort auftretenden iJ2 j2 multipliziert. Das dort vorhandene y sei mit y* bezeichnet.
Dann laBt sich Gl. 20.20(4) auch schreiben

dWd_[c ~ rl(y.(X))2 d ] ' * 2 - B '* 2dt - d 2 sCo . y * x y - . y .
o
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In der Tat iibernimmt hier y* die Rolle von q in Abschn. 20.2, und der Ausdruck in eckiger
Klammer ist daher die dort eingefUhrte Dampfungsgrofie B. Somit wird das logarith
mische Dekrement ba der aerodynamischen Dampfung vermoge G1. 20.1(9)

ba = nB/mwe • 20.20(6)

Ist j = lcl'~2 der mittlere Schaufelquerschnitt, (]s die Dichte des Schaufelwerkstoffes, mit
hin m = (] slcf"~21 die Schaufelmasse, so wird

I y 2

ba=Ca~ n{;o ~f'( (:))dx. 20.20(7)
(]skj 28We 1. Y

o

Der Vergleich mit der Darstellungsweise bei &hmidt [39] zeigt, daB der durch 1dividierte
Integralausdruck in dieser Gleichung fur die Schwingung n-ter Ordnung gleich H~/ fln ist.
Hier ist H: der Ausdruck nach G1. 20.16(16), fln eine Funktion von fa/fi (Querschnitt am
freien Ende durch Einspannquerschnitt), die fiir die frei endigende Schaufel und die
beiden ersten Schwingungsordnungen in Abb . 20.20.2 dargestellt ist. Wenn also noch der
Index n beigefugt wird, um anzudeuten, daB die Schwingungsform der Ordnung n betrach
tet wird, die Kreisfrequenz We durch die Frequenz 'JIe ersetzt wird und schlieBlich noch die
Zustrombedingungen (]1 ' (;1 als Bezugszustand gewahlt werden, schreibt sich G1. 20.20(7)

20.20(8)

1,0

fJ,!>V --
~

--::::1-- KfJ"

/--~

I~/

lL /
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1/
f- -- -- - -- - -

--- --

0.10

10.05 !»
~
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fa/~ -

o
1,0 Abb.20.20.2. Faktoren Pl und /12,

Nach Schmidt [39]

Eine analoge Uberlegung liefert fur den Fall der Torsionsschwingung

-I: _ Catlh C1 H~n

Ualn - ~ s;:;: -;;;;:' 20.20(9)

wobei /eJP der Koeffizient des polaren Tragheitsmomentes /eJp = J p / S 4 ist und fur Hfn/fltn
naherungsweise 1 gesetzt werden kann.

Uber die Koeffizienten Cd und Cdt konnen folgende Angaben gemacht werden. MeB
ergebnisse fur Cd an Plattengittern gibt Hiller [55]. Sie sind in Abb. 20.20.3 wieder
gegeben als Kurvenband a und konnen wohl am ehesten fur Axialverdichter als Richt
werte verwendet werden. Fur Turbinengitter finden sich bei Samoilovich [56] Unterlagen.
Man kann demgemaf setzen

20.20(10)
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Der Basiswert 0dO wird durch Kurvenband b (Abb . 20.20.3) wiedergegeben. «, ist ein
Korrekturfaktor zur Beriicksichtigung des 'I'eilungsverhaltnisses tis, wahrend K " von der
Abweichung L1tX des Anstellwinkels vorn Optimalwert abhiingt (vgl. Abb . 20.20.3). Eben
falls nach [56] ware ctwa zu setzen Cdl. R:::! O,fi. lJber eine theoretische Behandlung unter
stark vereinfachenden Annahmen vgl. [fi7].
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Abh. :?O. :W.H. Empirischo Untcrlngen zur Bcror-lmung del' nerorlynnmischon }Hmpfnng

Fiir das gesamtc loqaruh.mische Dekremeni On der Biegeschwingung n-ter Ordnung
bzw. (5tn der Torsionsschwingung n-ter Ordnung laBt sich mithin setzen

20.20(11)

Die zusatzlichen Glieder orn und OrIn erfassen die Dampfung durch Reibung, die durch
die besondere konstruktive Ausbildung gegeben ist . Schon seit den Anfangen des Dampf
turbinenbaues hat man bei Laufradem lose eingelegte sog . Dampferdrahte verwendet mit
dem Ziel , auf diese Weise durch Reibung des Drahtes im Loch Dampfung zu schaffen .
Die genauere Untersuchung zcigt indessen, daB die starke Anpressung des Drahtes durch
die Fliehkraft praktisch ein Gleiten verhindert . Eine gewisse zusatzliche Dampfung diirfte
trotzdem entstehen, denn man mull annehmen, daB selbst die Ruhereibung mit mikro
skopischen Gleitvorgangen verbunden ist , was Z . B. dazu fuhren kann, daB sich eine
Schraubenverbindung trotz Vorspannung allmahlich lockert. - Bei anderen Bauformen
ist eher mit deutlichen gegenseitigen Bewegungen zu rechnen, Z . B . bei ancinanderstolien
den mit den Schaufeln ein Stiick bildenden Deckplatten. Dort sind im Versuch schon loga
rithmische Dekremente von mehreren Prozent festgestellt worden. - "Vokeine verliiBlichen
Versuchsresultate iiber solche Dampfungseffekte vorliegen (beachte die starke Abhangig
keit von Ausfiihrungstoleranzen!) , ist es aber vorsichtig, sie nicht in Rechnung zu setzen,
also in Gl. 20.20(11) orn = OrIn = 0 anzunehmen . Man hat auch der FuBbefestigung einen
wesentlichen darnpfenden Effekt zugeschrieben. Dieser ist abermindcstens bei Laufradern
im allgemeinen sehr klein. Hingegen scheint die Befestigung verstellbarer Leitrader durch
Drehzapfen eine Dampfung zu schaffen , die praktisch alle Schwingungen unterdriickt. -

Aicher et al . [58] haben z.B. an Axialverdichtern gesamte o-Werte im Betrieb gemessen
und fanden bei Laufschaufeln Werte bis knapp 0,02. Dies zeigt , daB die Dampfung durch
Reibung in der FuBbefestigung verschwindend klein sein mull, denn sonst miifite der
Gesamtwert hoher liegen . - Fiir ganz iiberschliigige Uberlegungen kann man etwa°= 0,02 als Richtwert annehmen.

20.21 Erganzendes zur schwingungstechnischen Auslegung

Lange Zeit hat man vcrsucht, die dynamische Beanspruchung der Schaufeln durch
summarische Berechnungsvorschriften zu beriicksichtigen, die sich auf Schadensstatistik
abstiitzten. So wurde etwa vorgeschrieben, die niedrigste Biegeeigenfrequenz miisse iiber
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dem Fiinffachen der Drehzahl liegen , und gleichzeitig sollen bei den Festigkeitsrech
nungen die von den Stromungskraften herruhrenden Spannungen bei Vollbeau£schlagung
mit 2,5, bei Teilbeau£schlagung mit 8 multipliziert werden. Mit solchen Regeln hat man
wohl praktisch das Flattern, wie auch stochastische Schwingungen ausgeschlossen. Bei
Resonanzschwingungen sichert man sich durch ein solches Vorgehen nicht gegen unzu
liissige Beanspruchung, weshalb noch Empfehlungen beigefUgt werden, wie etwa das An
bringen von Diimpferdriihten in Fallen, die nach Erfahrung kritisch waren . Den heutigen
An£orderungen kann man mit solohen Verfahren meist nieht mehr genugen.
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Abb . :!O.:!l.l. Campbell-Diagramm fur eine freistehende ND-DampfturbinenschaufeJ.
Nach Wolter lind Wachter [59]

Eine schwingungstechnische Auslegung verlangt die Erstellung eines Campbell-Dia
grammes, wie schon unter 20.15 beschrieben. Abb . 20.21.1 zeigt ein solches fur eine frei
stehende ND-Schau£el einer Industriedamp£turbine nach Wolter und Wachter [59]. Es
sind bei diesem Beispiel Re chnungswerte und MeBwerte verglichen und man erkennt ins
besondere auch die Streuungen in£olgc der Fertigungstoleranzen. Die drei Kurvenbander
zeigen die Frequenzen fiir die drei ersten Schwingungs£ormen. Von der sehr grolsen Zahl
der Resonanzen konnen die weitaus meisten a priori als ungefahrlich gelten, sei es, daB
sie stets rasch durchfahren werden, sei es, daB die zu erwartenden Resonanzamplituden
(Faktor Hn !) sehr klein bleiben. Eine Abechatzung der Resonanzamplituden kann nach den
Ausfuhrungen der vorangehenden Abschnitte erfolgen, und es ergibt sich daraus auch,
welche Ma13nahmen zur Verbesserung allen£alls moglioh sind. Bei Maschinen, die mit
konstanter Drehzahl lau£en, wird man Resonanzen mit der Grundschwingung wie auch
mit den untersten Oberschwingungen zu vermeiden suchen. Oberschwingungen hoher
Ordnungen emp£angen fast stets nur sehr wenig Energie. Allerdings kann man selbst in
diesem Falle manchmal nicht allen Resonanzen ausweichen, die gefahrlich werden konn
ten, denn in einer vielstu£igen Schau£elung kann eine Ma13nahme, die eine Resonanz in
einem Schau£elkranz vermeidet, in einem anderen gerade zur Resonanz fiihren.

Vollends unmoglich wird die Vermeidung von Resonanzen bei Maschinen mit variabler
Drehzahl. Hier muf man zu schwingungsdammenden Mitteln grei£en. Sehr haufig sind
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diese ohnehin von vornherein vorgesehen, so bei allen Konstruktionen mit Deckplatten
oder Deekbandern. Eine oft verwcndete MaBnahme ist del' Bindcdraht odor Dampier
draht. Abb. 20.2].2 zeigt das Campbell-Diagramm des gleichen Rades wie Abb. 20.21.1,
abel' mit eingelegtem Dampferdraht. Entsprechend del' Vielfalt del' Schwingungsformen
bei Paketschwingungen ergibt sich eine grofse Zahl von Kurven fur die entsprechenden
Eigenschwingungszahlen, womit auch die Zahl del' mogliohen Resonanzen auf ein Mehr
faches erhoht wird. Demgegeniiber zeigen abel' die Messungen del' Spannungsamplitudcn
in Resonanz nach [59] eine Herabsetzung gegeniiber dem Fall ohne Dampferdraht auf
20% und weniger. Einzig bei einer Resonanz, die an del' obersten Grenze des Betriehs
bereiohes diesel' Masohine liegt, kommt man auf 50% del' Spannungsamplitudc del' Sohaufol
ohne Draht.

/1,000 min-I /6000/2000100008000
0'-----'------'-------'--------"--.,----"--
6000

n-
Abb.20.21.2. Campbell-Diagramm des gIeichen Rades wie Abb . 20.21..1,

jedoch mit eingelegtem Dampferdraht

Diese Situation diirfte typisch sein fur Anordnungen, bei denen eine Querverbindung
zwischen den Schaufeln hergestellt wird. Nach den Ausfiihrungen unter 20.17 wird dabci
die Erregungsenergie stark herabgesetzt, was besonders bei del' Gleichtaktschwingung
durch den Bindungsfaktor lXz zum Ausdruck kommt, del' selbst Null werden kann. Die
Verminderung del' Spannungsamplituden diirfte in erster Linie durch diese Herabsetzung
del' Erregungsenergie bedingt sein, wahrend die zusatzliche mechanische Darnpfung wohl
in del' Regel nul' einen kleinen Beitrag liefert, da hochstens mikroskopisches Gleiten auf
tritt. Bei del' heute verbreiteten AusfUhrung mit aneinanderstolsenden integralen Deck
platten kann diese Dampfung betrachtlich sein, hangt abel' stark von den Toleranzen ab o
Teilweise wird diese Konstruktion so ausgefUhrt, daB diese Deckplatten urn den ganzen

Abb . 20.21..3. In Deckplattcn eingestemmte
Bindedriihte, Konstruktion von STA L-LAVAL
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Umfan g herum mit Vors pannung ane inandersto Ben , wobei man fiir die Grundschwingung
im Gleichtakt IX, = 0 erhalt, sofern nul' di e Scha ufelzahlen fill' Leit - und Laufrad ver
schieden sind .

E ine sehr bemerk enswer te Ausfiihrungsform , die von STAL-LAVAL stammt, ist in
Ahh. 20.21.R dargestellt. In d ie Deckplatt en sind Driihte eingcwalzt, welohe die Verh in 
dung del' Sohaufeln herstellen . Rei sehr schlanken Soha ufeln worden zudem noeh Diimpfcl'
drnhte vorgesehen. Dami t sind nur noch solche Sc hwing ungs for rnen moglieh, die nur cine
schwaohe Anregung erfa hre n (kleiner 1I11-F aktor) , und die Wcchselspunnungen bleibon
ents prec hend niedrig. Die Ausf'iihrung ist bei Sohiffst ur binen in Gcbraueh, hei denen jede
Drehz ahl unbeschrankt gefahren werden muB und deshalb Resonanzen nicht vermieden
werden konnen. - Bei Gasturbinenleit rddern werd en auch aus mehreren Scha ufeln
hestehende Sektoren gemeinsa m mit ihrem Deckh and lind der FIIBpartie als ein einziger
Priizisionsgll13teil gefert igt.
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21 Dynamik des Lauiers

21.1 Allgemeines

Schon del' Schopfer del' ersten Dampfturbine, Gustaf de Laval, erkannte, daf die hohen
Drehzahlen del' Rotoren thermischer Turbomaschinen auf besondere dynamische Pro
bleme fuhren . Es existiert nach de Laval fur einen gegebenen Laufer eine kritischc Dreh
zahl, die wesentlich mit seiner Biege-Eigenschwingungszahl zusammenfallt und bei del' die
Welle nicht dauernd betrieben werden darf mit Riicksicht auf Schwingungen, die ein
gefahrliches Ausmaf annehmen konnen. Oberhalb wie unterhalb del' kritischen Drehzahl
ist abel' ein einwandfreier Betrieb moglich . Die Theorie del' kritischen Drehzahl wurde
schon fruh entwickelt, VOl' allem durch Ftrppl [1] und Stodola [2, 3], del' nicht nul' ein
Verfahren zur Bestimmung kritischer Drehzahlen beliebig gestalteter Wellen angeben
konnte, sondern auch feinere Effekte analysierte. Insbesondere konnte er zeigen, daf del'
uberkritische Laufzustand des dampfungsfreien, symmetrischen, isotrop gelagerten Ein
scheibenrotors, del' nul' durch die Unwucht erregt wird, stabil ist, sofern nul' die Exzen
trizitat hinreichend klein ist gegenuber dem Tragheitsradius. - Die dynamische Berech
nung del' Rotoren beschrankte sich durch Jahrzehnte hindurch auf die Bestimmung del'
kritischen Drehzahlen.

Die praktische Erfahrung zeigte indessen schon immer, daB die Laufer ein Verhaltcu
zcigten, das von diesen klassischen Vorstellung deutlich abwich. Einerseits erwiesen sich
die Ausschlage Lei del' krit.isohen Drehzuhl meist als uberrasohend klein . Die am; del'
Theorie gefolgerte lVleinung, daB eine kritische Drehzahl sehr rasch durchfahren worden
musse, die z.B. selbst in dem hervorragenden Werk von Biezeno und Grummel [4J ver
treten wird, wurde durch die Erfahrung nicht bcstatigt. Oft ist es sogar moglich , unbe
grenzt in del' kritischcn Drchzahl zu Iahrcn, und houto wird dies vcrlangt. - Audcrscit«
sind Lei audcrcn Drchzahlcu (moist. iur ubcrkrit.ischcn Gcbiot) sporadisch iuuuor wioder
Luufstoruugcu aufgotretcn. Eill physikalischcs Vcrstduduis diesel' Erschciuuugcn Ichlte
wcitgohcnd. Zu ihrer Vermeidung kuuutc man nul' Erfuhrungsrcgclu , die ubcr nio zuvcr
lassig waren.

Die Klarung diesel' Erschciuungcn sctzte in den fiinfziger .lahrcn ein. llflyy uud San!.'!:!!
[0, li] konnten - ullerdings nul' unter speziellen Bcdingungen - die Dampfung im 01
film del' Gleitlager experimentell bestirnmen. Nach diesen Ergebnissen wurden die kleinen
Ausschlage beim Durchgang durch die kritisehe Drehzahl verstandlich. In den oben er
wahuten zusatzlichen Laufstorungen erkannte man selbsterreqte Sehwinylluycn, die durch
drei versehiedcne Mechanisrnen ausgelost worden. Die innere Dampfung des Rotors
bewirkt oberhalb del' kritischen Drehzahl eine Labi1isierung des Laufzustandes, die nul'
durch auBere Dampfung untcrdriickt werden kann. Unter bestimmten Bedingungen geht
vom Olfilm del' Lager eine Anfachung selbsterregter Schwingungen aus (sog. ,oil whip ') .
Schlielslich haben die Spaltstromungen am Laufradumfang und in Labyrinthdichtungen
die Tendenz, eine einmal eingeleitete Schwingung weiter anzufachen (sog . Spalterregung).

Die Theorie hat unter Ausnutzung del' Moglichkeiten des Computers Verfahrcn ge
funden, um die kritischen Drehzahlen komplizierter, mehrfach gclagerter Ld.ufersystcme
genau zu berechnen (auch bei nachgiebiger Lagerung) , was fruher nicht zuverlassig gelang.
Die oben genannten Selbsterregungseffekte wurden zunachst je fur sich allein unter ver
einfachenden Annahmen theoretisch und experimentell untersucht. Erst del' Computer
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eroffnete abel' die Moglichkeit einer theoretischen Behandlung des gesamten Problem
komplexes unter wirklichkeitsnahen Voraussetzungen. Heute sind wir in del' Lage, in
einem zusammenhangenden Rechnungsgang die kritisehen Drehzahlen und das Stabilitats
verhalten von Rotorsystemen zu bestimmen. Bei gegebener Unwuchtverteilung konnen
auch die Ausschlage berechnet werden. In solche Rechnungen gehen allerdings empirisehe
Unterlagen ein (iiber Spalterregung und Lagerverhalten), die noch nicht in geniigend
umfassender Weise vorliegen.

Nachfolgend werden zunachst am einfachen Beispiel des Laval-Rotors - eine einzige
Scheibe an einer masselosen Welle - einige grundlegende Zusammenhange aufgezeigt.
Alsdann erfolgt die Behandlung des allgemeinen Problems.

21.2 Laval-Rotor, elementare Theorie

Als Laval-Rotor bezeiehnet man die Anordnung, bei del' eine Scheibe in del' Mitte
einer masselosen Welle angeordnet ist (vgl. Abb. 21.2.1). Die urspriingliche Laval-Turbine
kam in del' Tat diesem einfachen Grenzfall sehr nahe. Aus Symmetriegriinden bewegt
sich dabei die Scheibe sicher in ihrer Mittelebene. Da das Eigengewicht fiir den Vorgang
unwesentlieh ist, kann es sogleich aus del' Betrachtung weggelassen werden. Die Krafte,
welche die Scheibe von del' Welle erfahrt, sind, wenn XII', Yw die Koordinaten des Durch
stoBpunktes W del' Wellenachse durch die Scheibenmittelebene bedeuten

X = - kxw, Y = -kyw. 21.2(1)

Hier kennzeichnet k die Steifigkeit del' Welle (ihre "Federkonstallte"). Hat die Scheibe
die Masse m. und den 'I'ragheitsradius x, so lauten die Bewegungsgleichungen mit den
Bezeichnungen del' Abb. 21.2.1 :

rni = -kxw,

rny = -kyw,

rnx2ip = ek(yw cos cp - xII' sin Ip).

G1. 21.2(4) formuliert die Erhaltung des Drehimpulses und gilt
Zustand, wo das System kein resultierendes Moment empfangt.
del' Form

21.2(2)

21.2(3)

21.2(4)

daher fiir stationaren
Wenn man 21.2(4) in

2

meip = ( :) Ic(Yw cos cp - XII' sin Ip) 21.2(5)

w

0

m

y

w-
y --iYe I

Yw -w, I

0 XWX X

Abb. 21.2.1. Laval-Rotor :
Scheibe an masseloser Welle
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schreibt und beachtet, daB (ejx)2 praktisch vernachlassigbar klein wird, folgt

ijJ = O... cP = wt.

463

21.2(6)

Eine Integrationskonstante CPo kann entfallen, da stets del' Zeitnullpunkt so gewahlt
werden kann, daB cp = wt gilt. Mit

Xw = x - e cos cp = x - e cos wt,

Yw = Y - e sin cp = Y - e sin wt

21.2(7)

21.2(8)

21.2(9)

ergeben sich durch Einsetzen in GIn. 21.2(2) und (3) die beiden Differentialgleichungen

.. k k
x + -x = - e cos wt,

m. 1n

.. k k.
y + -y = - e sin wt,

m. tn

deren allgemeine Losung lautet

x = A cos wet + B sin wet + 1 ,e j )2 COS wt
- ~w We

wobci

21.2(10)

21.2(11)

21.2(12)

21.2(13)

die Kroisfrequenz del' Biegeeigenschwingung des Systems ist. Die Glieder mit den Into
grationskonstanten A ... ]) stellen die allgemeine Biegeschwingung des Systems dar. Ohne
weitere auBere Erregung und bei del' geringsten aulieren Darnpfung wiI'd diese Bewegung
mit del' Zeit exponentiell abklingen. Was dann iibrigbleibt, sind zwei aufeinander senk
rechte Schwingungen gleicher Amplitude und mit 90° Phasenverschiebung, also eine
zirkular polarisierte Schwingung, m . a . W. eine Kreisbewegung mit del' Winkelgeschwin
digkeit w und dem Radius

e
r = 1 ( I )'"- W w e -

21.2(14)

del' fill' w ---+ We nach Unendlich strebt; We ist die lcritische Winkelyeschwindigkeit .
Bcaohtlicherwcisc wird r positiv, WCllll w < We' negutiv, wonn W > We' Dies bedeutet,

daf3 irn unterkritischen Gebiet die Welle sich in dor Richtung del' Unbalance ausbiegt,
im uberkritischen Gebiet in entgegengesetzter Richtung. Abb . 21.2.2a und b stellen diese
Verhaltnisse dar, und es ist leicht nachzuprufen, daf3 beides mogliche dynamische Gleich
gewichtszustande sind; man hat nul' die Riickstellkraft del' ausgebogenen Welle del' Flieh
kraft gleichzusetzen und findet Gl. 21.2(14) bestatigt. Hingegen drangt sich bei Betrach
tung del' Abb. 21.2.2b die Vermutung auf, daB del' uberkritische Laufzustand instabil
sei, denn wenn man sich den Schwerpunkt um einen noch so kleinen Betrag nach auBen
verschoben denkt, nimmt die Fliehkraft starker zu als die Riickstellkraft. In del' Tat ist
das System im iiberkritisohen Laufzustand instabil, sob ald man die Scheibe durch einen

!J S Y
/~e ~ W

~ e
W s

7' Abb . 21.2.2. Lage von Drehzentrum 0,
Schwerpunkt S und Wellendurchstoll -

0 x 0 i: punkt W. a) Unterkritischer Laufzustand;
a b b) uberkritischer Laufzustand
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Massenpunkt ersetzt. Stodola [3] konnte indessen zeigen, daB das axiale 'I'ragheitsmomenb
eine Stabilisierung herbeifiihrt. Stabilitat ist nach seiner Untersuchung gewahrleistet,
sobaid

21.2(15)

Wir verzichten darauf, Stodolas Herleitung hier wiederzugeben, da moderne Theorien die
Stabilitatsfrage unter sehr viel allgemeineren Voraussetzungen (Olfilmkrafte, Spalterre
gung, innere Dampfung) behandeln.

Um den Ubergang vom unterkritischen zum uberkritischen Laufzustand zu verfolgen,
muf die Dampfung eingefUhrt werden, da ohne diese del' Ausschlag in W = We nach Un
endlich strebt. Wenn angenommen wird, daB del' Bewegung des Scheibensohwerpunktes
in den beiden Koordinatenrichtungen die dampfenden Krafte -bi und -by entgegen
stehen, lauten die erganzten Bewegungsgleichungen

.. b . k Ie
x + - x + - x = - e cos osi ;

m. m m

.. b. k Ie.
If + -y + -y = - c sin wt.. m rn m

21.2(lu)

21.2(17)

Sie sind identisoh mit del' Gleichung des einfachen Schwingers, so da13 die Losung von dort
ubernommen werden kann:

x
e cos (wt - tp) e sin (wt - tp)

Y = ----:'===~=~~==

V[ (OJ )2]2 [bW]i '
1-~: + mw;

21.2(1t\)

[
Ii I ]

tp = arctan Utll)e C::e) - C~J
21.2(19)

Das sind zwci aufeinander scnkrccht stehende, urn 90° phusenverschobenc Sehwiugungen,
die zusammon cine Krcisbcwcguug mit del' Winkclgcschwindigkeit (r) crgcuen. Irn Rose
nunzfull W = (r)e cntstcht die cudliche Amplitude

21.2(20)

wahrcnd gleichzcitigtp = \)0". Weit uuter del' krit.isohcn Wmkclgeschwiudigkcit., also
wcnu wjWe -; 1 wird tp~ 0°. Uber del' kritischcn Winkelgeschwiudigkeit, also fur wj We /' 1,
wird tp~ 180°, d.h. es bestehen die Verhaltnisse nach Abb. 21.2.2a und b. Bei OJ = (r)e'

steht e = WS nach Abb. 21.2 .:3 senkrecht auf del' Wellenauslenkung OW, und zwar weist
c in Riehtung del' Drehbewegung. Damit ist del' stetige Ubergang vom unterkritischen
zurn uberkritischen Laufzustand hergestellt.

DaB del' in Abb. 21.2.:3 dargestellte kritische Laufzustand ein Gleichgewichtszustand
ist, laBt sich in folgender Weise unmittelbar einsehen. Die ausgebogene Welle iibt auf die

Scheibe die Riickstellkraft P, = Ie(0 W) aus, die nach innen weist und die Richtung 0 W

hat. AuBerdem erfahrf die Scheibe eine senkrecht zum Radius fw = OW stehende und
entgegen del' Bewegung weisende bremsende Kraft P" = brww. Die Resultierende aus P,
und p" ist eine Kraft P, die nach Orol3e und Richtung del' Fliehkraft P , = mrw 2 entgegen
gesetzt gleich sein mull . Hier ist r = OS. Nun ist

P, = Ie(OW) = lefw,
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AuI, . :!I.:! .H. (:Ie iehg""'ieh tsu el ra eh t llllg beim hit i
sehe u Lau fzu stuud . Drehmom ent ill IJ ist a ufzuwu udc n

:t.1I1" Uue l" willd llllg des bre msende n ~Iomell tl's

somit a lso durch Einsetzen dor Ausdruckc fur I'" und P, a uch

lil"lI"(l1 (' ('1.'
-- = - . ' . 1" 11" = -'- .

1.'1"11" 1"11" li(ll
~U(21)

Be i sehr kleiner Diimpfung wird () W .:: C, sumit a lso dor Winkel y schr klein uud folglieh
1"11" ~ 1" , P ~ ProAlso wird P, ~ P,., woraus

( 1/ = V J~; .
Da aber VI..:{In = (I)c, kunu man du rch Ein setz eu von I..: = Inm; in U1. ~ I.~ (21 ) dus Ergebnis
auf d ie Form

I"
CIII (I )e

<s:
bringen. Die erste diesel' Gleich unge n sagt a us, duf3 del' durch Abb . ~ l. :Ll dargestell te
Laufzustand dann und nul' dann eintritt, wenn die Winkelgeschwindigk eit gleich del'
Kreisfrequenz del' Biegeschwingung des Systems ist, wahrend mit del' zweiten Beziehung
G1. 21.2(20) wiedergewonnen ist.,

Del' wirkliche Dampfungsmechani smus ist a llerdings kornplizier ter als bier vora us 
geset zt, denn die Dampfungskrafte entstehen Val' allem in den Lagern und greifen nur
zu einem meist vernach lassigbaren kleinen Teil an del' Laufersoheib e an . Fur die genuuere
Analyse del' Verhaltnisse verweisen wir auf Ab schn . 21.4.

Abschlief3end sei noch a uf den idealisierten Grenzfall des dampfungsfreien , vollkommen
zentrischen Laval-Rotors hingewiesen . Wenn del' Schwerpunkt S mit del' Winkelgeschwin
digkeit to auf einem Kreis mit dem Radiu s I" urn da s geometrische Zentrum 0 roti ert , ist
die Fliehkraft mrto", die Ruckstellkraft kr , so dals die Gleichge wichts bed ing ung lau te t.

) J... 2 k
Jn I"W~ = '1' . ' . It) = -.

In

Nul' bei diesel' Winkelgeschwindigk eit, die offensichtIich wieder die Kreisfr equenz del'
Ei gen schw ingung ist , ist I" =F 0 iiberhaupt moglich , und ZW UI' ist dann an sich jedes I"

denkbar. Hat ein vollkommen unwuchtfreier Rotor a lso seine kriti sche Winkelgeschwin
digk eit , so ist er bei jeder Auslenkung im indifferen ten Gleichgewicht. Hier t r itt bereits
zu tage, daf3 das Problem del' kri ti schen Dr ehzahl ein Biycn ll'cl"tprohlcm ist. Das Probl em
des dynamischen Gleichge wichts laf3t im allgemeinen nur die triviale Losung zu , d . h. die
Welle erfahrt iiberhaupt keine Auslenkung. Nur bei eine m Wer t del' Winkelgeschwindig
keit - dem Ei genwer t - ist sie beliebiger Auslenkungen fiihig.

.Man beach te iihrigen«, welchen Chara kter die Bewegun g del' \Velle un ter den in diesem
Ahschn itt gcmar.htcn oinfuchcn VOl'aussctzungcn stets ha t. Die au sgchogcnc Wclle sd lliig t.
wie ein sta rre r K erper (a lso ohn e wechselndo Def'orm ationen zu erleiden ) mit del' Winkel
geschwindigkeit It) urn die geometrische Drehachse.
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21.3 Laval-Rotor in anisotrop elastischen Lagern

Anisotrope (d.h. nicht in allen Richtungen gleiche) Elastizitat ist in der Regel bei der
Lagerung der Rotoren gegeben, weshalb hier der EinfluB solcher Anisotropie am einfachen
Beispiel des Laval-Rotors untersucht werde. Abb. 21.3.1 stellt den Typus der Lagerung
schematisch dar. Es sind kl und k 2 die Federkonstanten in den beiden Richtungen x und y.
Erfahrt also das Lager Verschiebungen x ' und y', so entstehen die ruckstellenden Krafte

21.3(1)

Es ist hier der Einfachheit halber angenommen, daB keine Koppelkoeffizienten auftreten,
d.h. eine Verschiebung in Richtung x erzeugt nicht auch eine Kraft in y-Richtung und
umgekehrt.

Die Scheibe mage wiederum unter der Voraussetzung sehr kleiner Exzentrizitat behan
delt werden, so daB hinreichend genau eine gleichfOrmige Rotation mit der Winkel
geschwindigkeit w angenommen werden darf und eine Formulierung des Drallsatzes sich
eriibrigt. Fur den Winkel rp (Abb . 21.3.2) gilt also rp = wt. Ist k die elastische Konstante
der Welle, so sind die beiden Kraftkomponenten der ausgebogenen Welle auf die Scheibe

x = -k(x - x' - e cos wt), Y = -k(y - y' - e sin wt), 21.3(2)

wo x und y die Schwerpunktskoordinaten sind. Bei masselos vorausgesetzten Lagern ist

X =2X', Y =2Y' . 21.3(3)

y

Abb . 21.3.2. Zur Aufstellung der Differentialgleichungen
des Laval-Rotors mit federnd abgestiitzten Lagem

xXw a:x'o

y ---- ---------------- ----
I
I
I

~:

~

Abb. 21.3.1.
Fed ernd abgest iit ztes Lager

Wenn man fur X , X', Y, Y' die obigen Ausdrucke einsetzt und nach x' und y' auflost,
folgt

, x - e cos wt
x =-"..."...----

2kl + 1
k

, y - esin wt
y =

2k2 + 1
k

21.3(4)

Die fur den Scheibenschwerpunkt und die x-Richtung formulierte Bewegungsgleichung
lautet, wenn man sofort noch eine Dampfungskraft -bx beifugt

oder mit 21.3(2) auch
mx = X - bx

mx + le(x - x') + bx = lee cos coi .

21.3(5)

21.3(6)

Wenn man hier noch x' nach der ersten der GIn. 21.3(4) einsetzt und ordnet, erhalt man
die nachfolgende Gl. 21.3(7), der wir sogleich noch die analoge GIeichung fur die y-Rich-



tung beifiigen:

~Ul Luvul -Rotor in anisotrop elustischen Lagern

.. b. k[ 1 ] k[ 1 ]
X + m X + rn 1 + k /2k

l
X = m 1 + k/2k

l
C cos wl,

.. b . k[ 1] k[ 1] .
Y + rn y + m 1 + k /2k

2
y = m 1 + kT2k

2
c smwt .

467

21.3(7)

21.3(8)

Beide GIeichungen sind voneinander unabhangig und unterscheiden sich von den GIn.
21.3(16) und (17) nur durch die Koeffizienten . Dementsprechend werden jetzt die Kreis
frequenzen der beiden Eigenschwingungen

/ k [ 1 ]
Wei = Vrn 1 + k /2k

l
'

21.3(9)

Wiederum mage abgesehen werden von den allgemeinen Losungen der verkiirzten GIn.
21.2(7) und (8), die bei Abwesenheit von Erregungskraften exponentiell abklingen. Dann
bleiben als stationare Losungen iibrig

X

v[1 - L:JT + [l1~:~J '
b 1

tan "PI --------
- mWel (W~I) _ (~I ),

c sin (wt - "P2)
Y = ---,=======:~-====~==:'

V[I - (~JT + [~:;J

b 1
tan "P2 = -- -------

mW
e2 (W~2) - (w~J

21.3(10)

21.3(11)

Die grolsten Ausschlage XmllX, Ymax ' die im Resonanzfall erreicht werden, sind

CmWel

XmllX=-,-. )

Cm W e2
Ymax = - tr- -' 21.3(12)

Wie aus den GIn. 21.3(9) hervorgeht, bewirkt eine Nachgiebigkeit der Lagerung eine
Herabsetzung der kritischen DrehzahI; ist diese Nachgiebigkeit in zwei aufeinander senk
recht stehenden Richtungen verschieden, so werden zwei kritische Drehzahlen erhalten. 
Die angegebene Losung erlaubt es auch, die Schwerpunktsbewegung zu analysieren. Die
beiden aufeinander senkrecht stehenden Schwingungsbewegungen x(l) und y(t) haben hier
weder gleiche Amplituden noch um 90° verschobene Phasen. Daher ist die Bewegung keine
zirkular polarisierte Schwingung. Es werde angenommen , die Nachgiebigkeit in x-Richtung
sei grolser als die in y-Richtung, also W ei < W e2 ' und zwar sei der Unterschied betraohtlich.
Dann ergibt sich nach den GIn. 21.3(10) und (11) das in Abb . 21.3.3 dargestellte Verhalten .

Wenn W < W ei (Falll), bewegt sich der Schwerpunkt auf einer Ellipse , die kreisahn
lichen Charakter hat, solange man weit unter Wei bleibt und immer schlanker wird, je
mehr man sich Wei nahert. Der Umlaufsinn stimmt mit dem Drehsinn iiberein. Wenn
W = Wei (Fall 2), wird die Ellipse auBerordentlich langgezogen. Bei weiterer Steigerung
der Drehzahl wird sie noch schlanker und degeneriert wenig oberhalb Web namlich dort,
wo "PI - "P2 = n /2, zu einer Geraden (Fall 3). Bei weiterer Drehzahlsteigerung wird
"PI - "P2 > n /2. Hier erscheint die Ellipse wieder, wird nun aber entgegen dem Drehsinn
des Rotors durchlaufen (Fall 4). - Weiter andert die Ellipse ihre Orientierung, wird,
wenn Wei und W e2 hinreichend weit auseinanderliegen (wobei sich "PI - "P2 voriiber
gehend dem "Vert n nahert) sehr kreisahnlich , um dann wieder schlanker zu werden, weiI
"PI - "P2 wieder abnimmt. Schliel3lich wird sie knapp unterhalb co = We:! wieder zur
Geraden, wo 'PI - 'P2 = n /2 (Full ;j ). In i» = W e:! ist die Bahn wieder eine schlanke
Ellipse, die im Drehsinn des Rotors durchlaufen wird (Fall 6). Steigert man wimmer weiter
iiber W e2 hinaus, so wird die Ellipse immer kreisahnlicher und schrumpft mehr und mehr
zusammen (Fall 7).
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Abb . ::!1.3.3. Bahnkurven des Schwerpunktes bei elast.ischer Lagerung mit verschiedener Naehgiebigkeit ill
horizontaler und vertikaler Ri chtung, Zwischen Lauf zustanden .1 und 5 lauft Schwerpunktsbewegung im

Gegenlauf

Liegen we} und W e2 weniger weit auseinander als hier vorausgesetzt, so wird das Gebiet
der gegenlaufigen Parzessionsbewegung des Schwerpunktes schmaler und verschwindet
schlielllich ganz, d .h . Fall 3 wird dann mit Fall J identisch . Riicken Wei und W e2 so nahe
zusammen, daB im ganzen Gebiet 1fJl - 1fJ2 < n/2, dann geht zwischen den beiden kri
tischen Winkelgeschwindigkeiten die Ellipse des Falles 2 unter stetiger Verformung in
die des Falles 6 iiber. Die Ellipsen sind dann kreisahnlicher und werden im Grenzfall
WeI = W e2 ZU identischen Kreisen. - Es ist hier der symmetrische Aufbau des Laval
Rotors vorausgesetzt worden. Eine Verallgemeinerung, bei der diese Symmetriebedingung
fallengelassen wurde, gibt Pfutzner [7]. Grundsatzlich werden die gleichen Effekte erhalten
wie im symmetrischen Fall.

21.4 Laval-Rotor mit nicht drehsymmetriseher Welle

Ein anderer Typus von Anisotropie liegt vor beim nicht drehsymmetrischen Laufer. Eine
geringfiigige Storung der Drehsymmetrie kann schon gegeben sein durch Keilnuten in
einer Welle. Insbesondere sind abe r bei den Rotoren der elektrischen Generatoren die
Tragheitemomente bezuglich der Verbindungslinie der Pole und bezuglich der dazu senk
recht stehenden Haupttragheitsachse verschieden. - Der Einfachheit halber setzen wir
nachfolgend wiederum den Laval-Rotor ohne Dampfung in starren Lagern voraus.

Es ist zweokmafiig, diese Untersuchung durchzufuhren in einem Koordinatensystem,
das mit der Winkelgeschwindigkeit W des Rotors um lauft und dessen Koordinatenachsen
~, fJ Haupttragheitsachsen sind, den en die 'I'ragheitsmomente J max und JOlin entsprechen
(vgl. Abb . 21.4.1). Ist der DurchstoBpunkt W der Wellenachse urn ~w, fJw aus der neutralen
Lage 0 ausgelenkt, so erfahrt die Scheibe elastische Riickstellkrafte

:H.:!(l)

wobei I.:} und 1.:2 die elastischen Konstanten entsprechend den beiden Haupttragheits
momenten sind, und zwar sei k} < k2 Die Bewegungsgleichungen lauten

m~ = - k , ~ lI' - //If! sin t»! + lIU,)2~ + 2mflllj,

mij = -k2'/)1V - my cos wi + mw2fJ + 2mw~ .

21A(2)

21.4( ~)
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In diesen Gleichungen ist jeweils das dri tte und vierte Glied rechts die betreffende Kom
ponente der Zentrifugal- und Coriolis-K raft , die im roti erenden System eingefiihrt werden
miissen . Die Glied er mi t dem F aktor mq stellen den EinfluI3 der Schwere dar , der hier
nicht iibergan gen werden dar£. Die F ormulierung des Drall satzes kann aus gleichen Grun
den wie friiher entfa llen . Es darf vielme hr kostante Winkelgeschwindigk eit vora usgeset zt
werden , womi t del' Winkel fi (Abb. 21.4.1) un veriinderli ch bleib t. Da nun

~ II' = ~ - c cos fi, 1)11' = 1) - c sin (J, 21.4(4)

lassen sich die Bewegungsgleichungen 21.4(2) und U~) in die Form

t (k1 9) I: »,.« ; k1 R .r; + - - fIr r; - :' (0 1) = - C cos I' - asm cot
'/11 In

.. (k2 9) " i: k2 • {Jrl + - - or: 'II - ;;:; (O r; = -c sm - q cos wt
In In'

21.4(5)

21.4(6)

bringen . Die Partikularl osun g dieses Gleichungssystems lautet folgendermaI3en. Wir set zen

21.4(7)
Dann ist

(l1~:l. 4w2 - W~:l
1) = - "---2 C I'm fi + .,., 2 ') .) 2 acos (1)( .

(Oe:l - W Wei We:l - ( w ei + We:l) W

Insbesondere erg ibt sich dami t

21.4(8)

21.4(9)

~ = 00 wenn to = W eI , 1) = 00 wenn W = W e2 ' 21.4(10)

Dieses Ergebnis ist plausibe l, denn es besagt , daB die kriti sche Drehz ahl sich aufspaltet
in zwei Werte, die den elas t ischen Konstanten k1 und k 2 entsprec hen . AuI3erdem konnen
abel' die oszillierenden Glieder in 21.4(8) und (9), die mit del' Schwere zusammenh an gen ,
un endliche Amplituden annehmen , denn ihr Nenner verschwindet in (0 = (0(/ , WO

W~lW~2
(0" = 2- -"- - -"- .

. (WeI + We2)

Wenn We I und W e2 nur sehr wenig versc hieden sind, so daB bei del' Setzung

21.4( 11)

We I = w- 0, (I)e:l = w+ /) 21.4(12)
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(j klein ist im Vergleich zum Mittelwert

wei + We~
W =--2---'

geht Gl. 21.4(11) mit groBer Genauigkeit in

W
W =-o 2

21.4(13)

21.4(14)

uber. Praktisch liegt stets del' Fall VOl', wo (j klein ist gegen OJ, so daB auch 21.4(14) gilt .
Die durch die Sehwere bedingte kritische Drehzahl ist also halb so groB wie diejenige, die
del' mittleren Biegesteifigkeit del' Welle entspricht. Dieses Ergebnis kann man sich leicht
verstandlich machen. GemaB 21.4(8) und (9) hat die durch die Schwere bedingte Schwin
gung im rotierenden Koordinatensystem die Frequenz w. Vom ruhenden Beobachter aus
wird daher die Frequenz 2w. In derTat nimmt die Welle im Verlaufe del' Drehung zweimal
eine Lage ein, wo sie in senkrechter Richtung die grofste Steifigkeit aufweist und zweimal
eine solche, wo die Steifigkeit in senkrechter Richtung ein Minimum wird. Also wird sie
unter dem EinfluB del' Schwere zwei Schwingungen je Umdrehung ausfuhren, und wenn
sie mit del' halben "normalen" kritischen Drehzahl lauft, tritt folglich Resonanz ein . Die
Beobachtung, daB manche Rotoren bei del' halben kritischen Drehzahl etwas vergrofierte
Schwingungsausschlage zeigen, findet hier ihre Erklarung.

Zur Erganzung des Bildes miissen wir noch die allgemeine Losung del' verkurzten
Differentialgleichungen 21.4(5) und (6) (ohne StOrungsfunktionen) betrachten. Man findet
sie, indem man mit dem Ansatz

~ = A cos ((ht + ill + B cos ((!2t + i 2 ) ,

1] = 0 sin (Iht + ill + D sin (e2f+ 1'2) } 21.4(15)

in die Differentialgleichungen eingeht. Es ergibt sich dann, daB el und e2 del' gemeinsamen
Bestimmungsgleichung

e4 = 2 (w2 + w;\ t~~) e2 + (w2 - w;\) (w2 - W;2) 21.4(16)

geniigen mussen . Diese Gleichung hat zwei reelle positive Wurzeln e2 nul', wenn

21.4(17)

Dies ist erfullt, wenn entweder W < WeI oder W > We2 (es ist WeI < we~). Somit beschreiben
die GIn. 21.4(15) dann Schwingungen mit beliebiger konstanter Amplitude, die abel' beim
Vorhandensein auBerer Dampfung verschwinden. Irn Gebiet WeI < (J) < We2 gilt hin
gegen fur das Konstantglied in 21.4(16)

21.4(18)

Dann hat Gl. 21.4(16) eine reelle positive und eine reelle negative Wurzel e2 ; d.h. abel',
daB eines del' e imaginal' ist . In 21.4(15) erscheinen damit Hyperbelfunktionen, die mit t
unbeschrankt anwachsen, womit Instabilitat gegeben ist. Im Gebiet WeI < W < We2 stellen
zwar die Losungen Gln . 21.4(8) und (9) ein dynamisches Gleichgewicht dar, doch ist es
instabil. Deshalb ist theoretisch del' ganze Bereich Wei < W < W2 als kritisch zu betrach
ten. In Wirklichkeit besorgt die Dampfung in den Olfilmen del' Lager die Begrenzung
del' Ausschlage wie dies auch fur die kritischen Drehzahlen gilt . - Das Problem ist hier
fur den Laval-Rotor behandelt. Grundsatzlich das gleiche erhalt z.B . Kellenberger [8] fiir
den Fall del' gleichmaBig mit Masse belegten Welle konstanten Querschnittes.
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21.5 lUcchallislllcn der Selbsterregung
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a) Allqemeines

Die theoretischen Untersuchungen del' Abschn. 21.2-4 gehoren alle zum klassischen
Typ, bei dem die Unwucht, und beim nicht drehsymmetrischen Laufer die Schwerkraft
als einzige erregende Krafte in Betracht gezogen werden. Daneben konnen abel' Selbst
erregungsmechanismen wirksam werden, und zwar ausgehend von del' inneren Darnpfung
des Rotors, vom Olfilm del' Lager oder von den Spaltstromungen in Schaufelungen und
Labyrinthdichtungen. Selbsterregte Schwingungen sind dadurch gekennzeichnet, daB del'
Rotor mit einer Winkelgeschwindigkeit W rotiert und mit del' Kreisfrequenz We einer seiner
Eigenschwingungen (meist mit del' tiefsten) schwingt. Schwingungsfrequenz und Dreh
frequenz sind also verschieden . - Die AusfUhrungen dieses Abschnittes haben nul' das
Ziel, die Selbsterregungsmechanismen anschaulich verstandlich zu machen. Sie stellen
keine exakte Theorie dar. Deshalb wird einheitlich die vereinfachende Annahme gemacht,
die Rotorschwingung sei zirkular polarisiert. Del' Rotation des Laufers iiberlagert sich
also eine kreisformige Priizessionsbewegung seines Schwerpunktes mit We'

b) Jnnere Diimpfung

Abb . 21.5.1 zeigt oben fur drei verschiedene Faile einen Schnitt durch die ausgebogene
Welle in del' Scheibenmittelebene (es ist del' Laval-Rotor vorausgesetzt) . Un ten sind die
zugehorigen Kraftedreiecke dargestellt . Das Koordinatensystem ;, 1] rotiert mit del'
Winkelgeschwindigkeit W des Rotors. 0 ist die Projektion del' Lagerzapfenmittelpunkte
auf die Bildebene. Del' Drehsinn ist del' Gegenuhrzeigersinn.

Irn Ealle a lauff del' Rotor unterkritisch , also W < W e' Sein Schwerpunkt S prazessiert
mit del' Eigenfrequenz We auf einem Kreise mit Radius r , und zwar in gleichem Umlauf
sinn wie die Rotordrehung. Es liegt also del' sog. Gleichlauf VOl' . Gegeniiber dem Koordi
nantensystem ;, 'Y} prazessiert die Welle also mit einer Kreisfrequenz We -.:. w, und zwar

a

7J

o
<:..»

W< We , Wp - We

.b

7J

o
~w

c

17

t1P
o
~w

W>O r Wp= -We

Abb . 21.5.1. Innere Ddmpfungskraf'te und damit entstehendc Bewegun g des Wellensehwerpunktes S bci einer
dureh au13cre St6rung einmal eingeleite ten Prazessionsbewegung der Welle mit der Kreisfrequenz we ihrer
Eigenschwingung. a) Welle lauft unterkritisch und praz essiert im Gleichlauf; b) Welle lauft iiberkritisch und

prazessiert im Gleichlauf; c) Welle praz essiert im Gegenlauf
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im (kgelluhl'l'.eigen;illll . III diosom Koordinutcusystom ist die zeit.lichc Deformation 01'

kcnnb.u-, wclcho die \Velle "ericLt: ' . In del' gezc iehllct.t'n Luge wird die Fuser A mit
zunoh mender Zeit gest l'eekt, di e Fusor B gestaueht. Iufolge del' Workstoffhystcrcsis out
steht nun in del' Faser A , wie in allen Fasern del' Zone, die del' Streekung unterworfen
ist, eine kleine zusatzliche Zugspannung senkrccht zur Bildebene. Umgekehrt ruft die
Hysteresis in del' Fuser B und del' ganzen Zone, die gerade gest a ue ht wird, eine Druck
spannung hervor. Diesel' nicht elastisch bedingten Spannungsverteilung entspricht ein
Biegemoment M h . Soil dieses abel' bestehen konnen, so muf an den beiden Lagerzapfen
je eine zuss.tzliche Lagerreaktion 11 P in del' in Abb . 21.0 .1a dargestellten Riehtung an
greifen, derart , daG 11 Pl /2 = M" mit l als Lagerabstand. AUerdings entsteht auf diese
Weise beziiglich des Sehwerpunktes S auch ein Drehmoment 2r I1P im Gegenuhrzeiger
sinn . Soil di e Scheibe keine Winkolbeschleunigung erfa hren, so muf am System ein Gegen
moment I I M gleiehcn Betrages im Uhrzeigersinn angreifen . Dies ist ein Untersehied del'
Drehmomente an del' Scheibe und an del' WeUenkupplung, del' sieh von selbst einstellt,
wenn auf konstante Drehzahl eingeregelt wird . - Die beiden Lagerkrafte I1P und das
Moment LI M haben zusammen den gleiehen Effekt, wie wenn die Kraft 2L1P im Schwer
punkt angreifen wiirde, del' zudem noeh del' elastisehen Riiekstellkraft ausgesetzt ist,
die mr(l)~ betragt. So entsteht das unten angegebene Kraftedreieck mit del' Resultieren
den R. Es entsteht offensiehtlieh cine Kraftkomponente, die (vom ruhenden Beobachter
ans betraehtet) del' Prazessionsbewegung entgegensteht. Deshalb wird eine einmal ein
geleitete Prazessionsbewegung allmahlich wieder versehwinden. Die tatsachliche Schwer
punktbahn wi I'd del' gestriehelten Linie b entsprechen, d .h . die Bewegung ist stabil .

Im Patte b ist iiberkritiseher Lauf vorausgesetzt, also W > We' Wiederum erfolge die
Prazessionsbewegung im Gleichlau]. Da nun abel' das Koordinatensystem mit einer Winkel
geschwindigkeit rotiert, die uber W e liegt , bleibt die Prazessionsbewegung hinter dem
Koordinatensystem zuriick. S bewegt sich also nun beziiglich des Koordinatensystems im
Uhrzeigersinn mit W - We ' Somit wird jetzt die Faser A gestaucht, die Faser B gestreckt.
Die Wiederholung del' gleichen Uberlegung fiihrt auf eine Kraft LIP und ein Moment 11 ]1{
von entgegengesetztem Vorzeichen gegeniiber dem vorhergehenden FaU und somit aueh
auf das dargesteUte Kraftedreieck , das jetzt - vom ruhenden Beobachter aus gesehen 
eine Komponente in Richtung del' Prazessionsbewegung ergibt. Die einmal eingeleitete
Bewegung wird also weiter verstarkt und es entsteht eine Bahnkurve b wie dargestellt .
Der uberkritischc Lauf wird also infol(fe der inneren nam}Jfnn(finsfabil.

Das Paradoxon, daG die innere Darnpfung, die doch stets mit Energiedissipation ver
bunden ist , eine Storbewegung weiter anfaehen kann, erklart sieh wie folgt . Das Dreh
moment, das del' Rotor durch die Schaufelung erfahrt , ist urn II M groller als dasjenige,
das del' Rotor a n den N utzleistungsempfiinger abgibt, und zwar weist 11 M in die Richtung
del' Raddrehung. Del' Leistnngsbetrag (I) II M deckt die Energiedissipation und liefert die
zusatzliche Energie fur die weitere Anfaehung del' Storbewegung.

Pall (". (Abb . 21.fJ.l) stellt einen Laufzustand dar, bei welehem del' Rotor im Geqenlau]
(im angegebenen Beispiel im Uhrzeigersinn) prazessiert, Die Winkelgeschwindigkeit del'
Prazession ist also w" = -We> wahrend del' Rotor mit beliebiger Winkelgesehwindigkeit OJ

lauft . Im rotierenden Koordinatensystem ~ , 'Y) hat die Prazession die Winkelgesehwindig
keit W + We im Uhrzeigersinn, unabhangig von del' Grolle von to , Also sind LIP und LI M
gleieh geriehtet wie im Falle b , und aueh das Kraftedreieek hat die gleiehe Gestalt wie
dort. Da die Prazession im ruhenden Koordinatensystem abel' die umgekehrte Richtung
hat wie unter b (Uhrzeigersinn), wird die Bewegung gehemmt, klingt also ab , wie die
gestrichelte Bahnkurve b andeutet. Del' Gegenlauf wird bei beliebiger Winkelgeschwin
digkeit (I) abgedampft., fiihrt also niemals zur Instabilitat.,

Das Gesamtergebnis ist also , daf oberhalb del' kritischen Drehzahl unter dem Einfluf
del' inneren Darnpfung allein Instabilitat besteht, die aus dem Gleiehlauf hervorgeht . SoU
doch Stabilitat erreicht werden , so mull diese durch iiufJere nampfnng - VOl' allem durch
den Olfilm del' Lager - herbeigefiihrt werden . Beim einfaehen schwingenden Stab, del'



mit der K reisfrcqueuz /'Je schwingt., ist bek un nt.lich der Zusaunnenhung zwischen der
Diimpfungskon :,;t ullt.cn bum! dcm loguri t.lnnischeu Dek rcm cnt. b gegc ucll durch

21.5(1)

Beim Rotor ist die Kreisfrequ enz del' Deformation , die ja fiir die inn ere Da rnpfung mall 
gebend ist, W e - w . Dies ist a lso in obiger Fo rmel anstelle von W e einzusetzen . ' Venn man
noc h nach b auflost, erha lt man

b = m(we - w)~ .
n

21.5(2)

'\' v, ~

K ennt man also das 0 des Werkstoffes, so kan n man nach diesel' F ormel die Dampfungs
konstante b berechnen und rec hnen, als ob die Darnpfungskraft. im Schwerpunkt an 
greifen wiirde, denn bei W > W e wird b negativ , d. h . man erhalt die labilisierende Wirkung
richtig. Eine sehr umfassende Analyse des Einflusses del' inneren Dampfung unter ver 
schiedenen Vomussetzungen gibt T andl [91 .

c] Se lbsterregung durch. den (j~fiIJn

Del' Olfilm del' Gleitlage r, del' im ordnungsgemiWen Laufzustand die notwendige
a ul3erc Darnpfung schafft, kann seine rse its Ursache del' Instabilitat und da mit einer selbst
erregten Schwing ung sein, eine E rsc hein ung , Iur die sich die englische Bezeichnung oil
whip eingefUhrt hat . Folgende Uberlegunge n mogen dies qualitat iv verstandlich machen.

Abb . 21.5.2a stellt einen Lagerzapfen in einer zy lindrischen Laqerschale dar. Durch
eine iiul3ere Storung werd e del' Rotor in Schwingung versetzt , und es wird vereinfac hend
angenommen , die Schwing ung sei zirkular pola risiert. Dann prazessiert auch del' Lager
zapfen mit del' Kreisfr equ enz W e del' E igenschwingu ng au f einem Kreis mit dem Radius Or,
und zwar mage die Bewegung im Gleichlauf stattfinden, also im gleichen Drehsinn wie
die Winkelgeschwindigkeit W des Laufers (in del' Abbildung im Gegenuhrzeigersinn ). 
Zu r Untersuchung des Vorgan ges ist es zweckrnafiig , ein K oordinatensyst em einzufiihre n,
dessen Ursprung im Zapfenmittelpunkt C liegt und das mit del' Winkelgeschwindigkeit W e

rotiert . Gegenuber diesem K oordinatensystem roti ert del' Zapfen mit del' Winkelgeschwin
digkeit W - We ' die Scha le abel' mit - (l) e, also im entgegengeset zte n Drehsinn (Uhr
zeigersinn) .

Nun sei W < 2(1)e' Dann ist to - W e < We' d. h. del' Zapfen rotiert in un serem K oordi
natensystem im Gegenuhrzeigers inn lan gsam er als die Lagerschale im Uhrz eigersinn
ro ti ert. Damit fordcrf die Lagerschal e von rechts mohr 01 zur Engstelle 8 als der Zapfen

a b

Abb . 21.5.2. Zur Vera nscha ulichung der Olfilmsta bilitat von Gleit lagern. a) Lager mit zylindrischer Scha le;
h) Vierflachcngleit lager. Krafte an einem Zapf en der mit w > oi; roti ert und auf kreisfiirmiger Bahn mit der

Eigenfrequ enz we prazeseiert
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wegfuhrt. In 8 cntsteht ein Du rchfluf von re clrts nach links, und dcmcntsprcchend baut
sich langs ab ein honorer Oldruck auf als langs be. In einem ruhenden Koordinatensystem
prazessiert del' Zapfenmittelpunkt mit del' Geschwindigkeit v = We or. Da auf del' Vorder
scite ab del' Druck hoher ist als auf del' Riickseite be, cntsteht eine resultierende Kraft,
die del' Geschwindigkeit v entgegensteht und somit die einmal eingeleitete Bewegung
dampft. Bei W < 2w e ist somit del' Lauf stabil .

1st W > 2w e, dann folgt W - We > W e, d.h. del' Zapfen rotiert im bewegten Koordi
natensystem schneller als die Lagerschale . Er fordert somit langs cb mehr 01 nach dem
Spalt s als die Lagerschale wegfordert . Es entsteht also in s ein DurchfluB von links
nach rechts, und dementsprechend baut sich langs be ein hoherer Druck auf als langs abo
Del' Zapfen erfahrt nun eine Kraft, die in die gleiche Richtung weist wie v, wodurch die
einmal eingeleitete Prazessionsbewegung weiter angefacht wird. Bei W > 2we ist somit
del' Lauf instabil.

Man kann diese Stabilitatsgrenze, die bei zylindrischer Lagerschale mindestens in
erster Naherung bei W = 2w e liegt, sehr stark nach oben verschieben durch sog. M ehr
jlaehengleitlager (MFG-Lager). Abb . 21.5.2b zeigt eine solche Anordnung mit vier Flachen,
die so gestaltet sind, daB vier Olkeile entstehen. Riel' sind allerdings die Verhaltnisse so
verwiekelt, daB nul' noeh eine ganz qualitative Uberlegung moglich ist. Wieder werde
vereinfaehend angenommen, dem Laufer werde eine zirkular polarisierte Eigensehwingung
erteilt, so daB del' Zapfenmittelpunkt eine kreisformige Prazessionsbewegung mit Radius or
und del' Kreisfrequenz W e ausfiihre. In den Spaltraumen 1-4 treten dann je zwei Effekte
auf. Einerseits schleppt del' rotierende Zapfen an seiner Oberflache 01 in den Spaltraum
hinein und zwar so, daB es gegen die Engstelle zu gefordert wird ; dies ist del' Schleppeffekt .
Anderseits verdrangt del' Zapfen zufolge seiner Prazessionsbewegung 01, del' sog. Ver
drangungseffekt .

Im Spaltraum 1 addieren sieh Sehleppeffekt und Verdrangungseffekt, und da zudem
del' Austrittsspalt eng ist, entsteht eine groBe Kraft Pl' Aueh im Spaltraum 2 addieren sieh
beide Effekte (del' Verdrangungseffekt ist sogar sehr groB, weil del' Zapfen sieh naeh
reehts bewegt), doeh ist del' Austrittsspalt so groB, daB die entstehende Kraft P2 nieht
allzu groB wird. Im Spaltraum 3 ist del' Verdrangungseffekt negativ, d.h. er subtrahiert
sieh vom Sehleppeffekt, und da zudem del' Austrittsspalt groB ist , entsteht nul' eine sehr
kleine Kraft Pa. Im Spaltraum 4 ist del' Verdrangungseffekt stark negativ (Zapfen ent
fernt sieh von del' Lagersehale), del' Austrittsspalt abel' eng, so daB trotzdem eine Kraft P4

von mittlerer GroBe zustandekommt. Wenn man nun das Kraftepolygon aus Pl ' " P 4

bildet, entsteht eine Resultierende R, die gemali Abb . 21.5.2b eine del' Prazessions
geschwindigkeit v entgegengesetzte Komponente besitzt und folglich die Prazessions
bewegung abdampft. Es ist also im Gleichlauf Stabilitat gegeben, und im Gegenlauf ware
dies iibrigens in noch hoherem MaBe del' Fall. - Man kann sich abel' leicht vergegen
wartigen, daB auch bei diesem Lager schlieBlich eine Stabilitatsgrenze erreicht wird. Wird
namlich W so hoch, daB praktisch nul' noch del' Schleppeffekt wirksam ist, dann wird P4

des kleinen Austrittsspaltes wegen groB, und das Kraftepolygon liefert cine Resultierende
mit einer Komponente in Ri chtung v, womit Labilitat entsteht.

Die Stabilitatsgrenze des MFG-Lagers liegt praktisch sehr viel hoher als die des zylin
drischen Lagers. Besonders giinstig ist dabei asymmetrische Anordnung del' Cleittlachen.
Das haufig verwendete Lager mit "Zitronenspiel" liegt zwischen dem zylindrischen und
dem MFG-Lager. Giinstigste Eigenschaften werden erreicht mit MFG-Lagern, deren tra
gende Flaohen frei einstellbar (kippbar) gelagert sind.

d) Spalterregung

Ein weiterer Erregungsmechanismus entsteht durch die Spaltstromungen in Stufen
und auch allgemein in Labyrinthdichtungen. Abb. 21.5.3 dient del' Veranschaulichung
diesel' Effekte, oben fur die Turbine, unten fur den Verdichter. Wieder werde verein-



~l J) Mechanismen der Selbsterregung 475

I

2:n: ep
I

:n;

1------,--------,----
o

Turb.

Verd.

15

Ahh .21.5.3. Zur Veranschaulichung der Spalterregung bei Turhinen und Verdichtern. Links : Spalterregung
durch unglei chmalsige Tangentialkrafte an Schaufclkranz en ; reehts : Spalterregung durch Druckverteilungen

in Lah yrinthdichtungen

Iaohend angenommen, daB der Laufer durch eine aulsere Storung in eine zirkular polari 
sierte Schwingung versetzt wird. Seiner Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit w tiber
lagert sich also eine Prazessionsbewegung mit We auf einem Kreis mit Radius or. In der
oben links gezeichneten Lage des Turbinenrotors ist das radiale Schaufelspiel oben klein
und unten groB. Deshalb erfahrt wegen der unterschiedlichen Spaltverluste die Schaufel
oben eine Tangentialkraft T ', die graBer ist als die entsprechende TangentialkraftT" unten.
Die Summation aller Schaufelkrafte ergibt somit eine von links nach rechts weisende
Resultierende . Erfolgt die Prazessionsbewegung wie angedeutet im Gleichlauf, so wird
sie durch diese Kraft weiter angefacht, womit die selbsterregte Schwingung entsteht.

Aber auch bei Labyrinthdichtungen ohne Sohaufeln kann ein Erregungseffekt ent
stehen. Im Bild oben rechts ist eine augenblickliche Lage der Welle innerhalb des Laby
rinthgehauses dargestellt . Wenn nun das Fluid im Spalt auBer der axialen Durchtritts
geschwindigkeit auch eine Tangentialgeschwindigkeit aufweist (das wird praktisch stets
in mehr oder weniger hohem MaBe der Fall sein) entsteht bei Gleichlauf eine Druck
verteilung gemaB der ausgezogenen Kurve im Diagramm rechts. Dort ist tiber dem
Winkel cp der Mittelwert p des Druckes tiber der axialen Tiefe aufgetragen . Ohne tangen
tiale Geschwindigkeitskomponente ergibt sich eine Verteilung gemals der gestrichelten
Kurve. - Die Entstehung dieser Druckverteilungen ist anschaulich nicht ohne weiteres
plausibel. Sie ergibt sich aus einer komplizierteren Untersuchung, vgl. etwa Hochreuther
[10] und Urlichs [14] und wird auch experimentell gefunden. lhre Bestimmung gelingt aller
dings heute erst in grober Naherung . - Aus der Druckverteilung folgt nun, daB eine
nach rechts gerichtete resultierende Kraft entsteht, welche die einmal eingeleitete Schwin
gung weiter anfacht.

Unten in Abb. 21.5.3 sind die Verhaltnisse im Verdichter dargestelIt, wiederum links
der Schaufelkranz, rechts die Labyrinthdichtung. Die Bedingungen sind analog denen in
der Turbine, nur ist es hier der Gegenlauf (Prazessionsbewegung in dem der Rotordrehung
entgegengesetzten Drehsinn) , der durch die auftretenden Krafte weiter angefacht wird .

Man beachte, daB die Spalterregung an sich bei jeder Winkelgeschwindigkeit moglich
ist, nicht nur im uberkritischen Laufzustand. Die Spalterregung ist in neuerer Zeit ins
Zentrum des lnteresses geruckt, weil sie bei der hohen Leistungskonzentration moderner
Maschinen besonders stark in Erscheinung tritt.
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c) K nnstlich e DiilllJlfllll!J

Sowohl die Labilisierung durch Spaltcrrcgung uls a uch diejenige durch innere Damp
fung miissen durch aul3ere Darnpfung ausgeglichen werden. Diese hat normalerweise ihren
Sitz im Olfilm del' Lager. Del' Arbeitsbereich del' Lager muB also hinreichend Distanz
halten von del' Stabilitatsgrenze del' Lager selbst, damit genugend Darnpfungsreserve
besteht. Man zieht abel' neuerdings auch in Erwagung , kiinstlich auliere Dampfung zu
schaffen durch eine darnpfende Bettung des Lagers. Diese Mal3nahme war schon immer
iiblich bei Walzlagern, weil dort del' Olfilm fehlt. Vers chiedene Wege sind hier moglich .
Bei del' QuetschOldiimpfung werden Olpolster vorgesehen, die bei schwingender Lager
bewegung verdrangt werden mii ssen und so Energie dissipieren. Beim Blechpakeidiimpfer
wird del' Lagerkorper mit Paketen von Blechen um geben , zwischen die Olfilme einsickern
und so Iiir Dampfung sorgen. An die Stelle von Ble chpaketen konnen auch Drohikissen.
treten. Eine weitete Moglichkeit besteht darin , den Lagerkorper in K un stsfojf hoher
Hysteresis zu betten.

Ein Problem bei allen diesen Losungen besteht darin , die Dampfung ri chtig zu be
messen, denn es lauft ni cht etwa darauf hinaus, einfach eine moglichst hohe Dampfungs
konstante zu erreichen . Das lal3t sich leicht aufzeigen durch eine Betrachtung an dem
einfachen System au s F eder (Federkonstante k) und Dampfungsglied (Dampfung b), das
in Abb . 21.5.4 dargestellt ist. Das System wird del' periodischen Kraft P unterworfen.
Sein Verhalten wird beschrieben durch die Differentialgleichung

kx + bx = Po sin tot , 2 1 . 5 ( ~ )

Ihre periodisehe Part.ikularlosung wird gewonnen durch den An satz

x = A sin tot + B cos coi, i; = w(A cos co! - B sin wt) . 21.5(4)

Einsetzen diesel' Ausdrucke in 2] .5(3) und Identifizieren del' Koeffizienten von sin lind cos
fiihrt auf

21.5(4')

Die von del' Kraft P geleist ete Arbeit ist gegeben durch

dW = P dx = Pi: df = Pofo(A cos wf - R sin wf) sin co! dt ,

also fur einen vollen Zyklus

2 71 /' "
W = POf'l .r (A cos {ljf - B sin f'l) sin ost di = - n RPn,

n
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Abb.21.5.4. Links: Modell aus Feder lind Dampfungsglied zur Beschreibung des Mechan ismns der kunstli chen
Darnpfung ; recht s: relative Dissipationsarb eit W( Wlllax in Funktion der Gr613e bw(k
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somit auch

21.5(G)

Wist offenbar gerade die pro Zyklus dissipierte Arbeit, die moglichst groU sein soli . Um
optimale Verhaltnisse aufzufinden, hat man bei festem Pound k nach bw abzuleiten und
die Ableitung Null zu setzen . So findet man

Iu» = lc . 21.5(7)

Diese Gleichung liefert das b, das bei gegebenem k beste Darnpfung erreicht, wo abo
W = Will"'" In Abb . 21.5.4 ist noch WjW IlI" " in Funktion von bwjk dargestellt. Es zeigt
sich, daB bei nicht optimalem b noch in weitem Bereich cin giinstiger Dampfungseffekt
crreicht wird. - Untel' komplizicrten 13edingungen (Koppeleffekte!) gilt diese einfaehe
Relation zwar nicht mehr, do ch gewinnt man einen Anhaltspunkt iiber giinstige GroUen
ordnungen und erkennt, daf es sich in jede m Falle urn ein Problem del' gegenseitigen
Abstimmung del' Charakteristika handelt.

Es ist beachtlich , daB schon bei del' erste n Maschino, die uberhaupt iiberkritisch lief,
del' Laval-Turbine, kiinstliche Darnpfung vorgesehen war. Abb . 21.5.5 zeigt die Lager
konstruktion. Zufolge ihrer extremen Lange muf die Lagerschale den Schlagbewegungen
del' Welle folgen . Dabei wird in ihrer kugeligen Zentrierung Energie dissipiert . Diese
Dampfung kann durch geeignete Bemessung del' Feder, die dem Ring rechts an die Kugel
driickt, zweckmalsig abgest immt werden . Offensichtlich wollte de Laval so den gefahrlosen
Durchgang durch die kritische Drehzahl sich ern . Zugleich eliminierte er damit die ganzen
Stabilitatsprobleme, die damals noch nicht bekannt waren .

Abb . :!1.[).5. Lagera nordnung mit kunstl icher
Dampfung bei del' Lav al-Turb ine

~ 1.6 Laval-Rotor bei beliebiger Lagerung und Spalterregung,
Stabilitatsuntersuchung

In diesern Abs chnitt werden die Mechanismen, die zur Selbsterregung Iiihren konnen
mit in die Theorie des Laval -Rotors einbezogen. Das ist mehrfach durchgefiihrt worden,
vgl. etwa [11, 12]. Nachfolgend halten wir un s an die Ausfiihrungen von 'l'hOlIW8 [1 31,
del' die Theorie auf eine mathematisch besonders einfache Form bringen konnte. Aus
gangspunkt ist wieder die Disposition nach Abb . 2L~.2 , doch ist del' Zusammenhang
zwischen del' Auslenkung des Lagerzapfens und del' auf den Zapfen einwirkenden Kraft
durch ein allgemeineres Gesetz gegeben , das durch die Matrizengleichung

2I.(i(l)

wicdcrgcgchon wird, die an die Stolle von 21.;\( I ) t.rif.t., Churakt.erist.isch fi'l1' rlas Vorhalton
des Lagers ist also das Auf'tretcn VOIl Koppelgliedern /"12 und 1.-21 im Uesetz del' Nach
giebigkeit und ferner von Dampfungsgliedern bij' - Weiter moge an del' Scheibe eine
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Spalterregungskraft angreifen , deren Komponen ten Q.., und Q!/ gege ben seien durch (q del'
Spal te rregungs koeffizient)

[Qx] [0 -qJ[XII']
Qy = +'1 0 Yw '

21.6(2)

An sich wiirde ein allgemeinerer Ansatz wie Gl. 21.6(1) die Verhalt nisse noch genauer
beschreiben. Irn allgemeinen nehmen abel' einzig die hier beibehal t enen Gliede r eine
betrachtliehe GroBe an, so daf del' Ansatz fur eine grundsat zliche Untersu chung gen iigt.
Er beschreibt genau die Situation nach Abb. 21.5 .3, denn eine Auslenkung in y-Richt ung
erzeugt eine Kraft in x-R ichtung und umgekehrt. Del' ant imetrisc he Aufbau del' 'I-Matrix
entspricht del' Kreissymmetrie del' Anordnung, die meist gegeben ist (nicht bei Teilb eauf
schlag ung !).

Wesentlich fur die Stabilitat sind die Arbeitsbetrage, die durch die einzelnen Krafte
am System geleistet werden. Dabei sollen nachfolgend nur die x-Komponenten del' Krafte
betrachtet werden ; die Beitrage del' y-Komponenten ergeben sich darau s in Analogie.
Del' Einfachheit halbel' wird auch die Exzentrizitaf c = 0 geset zt, da die se weder die
Stabiiitat no ch die Ei genfrequenz en beeinfluBt. Die Zapfenbewegung wird beschri eben
durch

x' = x' sin wet, y ' =i/sin (wet - "P) ' 21.6(3)

Die Kreisfrequenz W e del' Taumelb ewegung (Eigenfrequenz) ist nicht die Winkelgeschwin
digk eit w des Laufers, Nachfolgend werden nun die von den Anteilen kllx ' , k12y ' , bllx ' ,
b12y' del' Kraft X' herruhrenden Arbeitsanteile (pro Zyklus) Ww W12, Wdll> Wdl2berec hne t .

2n /we
Wll = - kll x '2we f sin wet cos wet dt = O.

o

2n/we
W12 = - k12y'x'we f sin (wet - "P) cos wet dt = -k12y'x 'weJ 12·

o

2n/ we
Wd l 1 = -bllx'2w~ f cos- wet dl = -nbllx'2 w~.

o

dWdl2 = -b12i/x' dl = -b12iJ 'x ' w~ cos (wJ - "P) cos weI dl ,

2n /w

Wd12 = - b12y'i'W~ I cos (weI - "P) cos wetdt . -b12y'x 'w;J d12 '

o

21.6(4)

21.6(5)

2U i(li)

21.li(7)

Die Integrale J 12 und Jdl2 sind im allgemeinen von Null verschieden . J 12 versc hwindet
fiir "P = 0, n , 2n ... wahrend J d12 fur n /2, 3n/2, . .. Null wird .

Die wesentliche mathe mat ische Vereinfac hung besteht nun darin, die an den Lager 
zapfen angreifenden Krafte in den Scheibenmittelpunkt zu reduzieren. Dazu mull VOl'

allem die gesamte Federkonstante len bestimmt werden , die sich aus del' Hintereinander
schaltung del' W elle mit del' F ederkonst anten k und del' Lager mit del' Federkonstanten
2kll (F aktor 2 weil zwei Lager ) erg ibt. Es ist leicht zu verifizieren , daB gilt

1 1 1
=-=- +-- ,
kll k 2kll
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woraus die nachfolgende Gleichung folgt, del' soglcich die entsprechende fiir y-Richtung
beigefUgt ist :

- k
kn = 1 + k/'Jk '. . ~ n

- k
k22 = 1 + lc /2k

22
•

21.6(8)

Nun darf weiter angenommen werden , daB auch del' Scheibenmittelpunkt - dessen Koor
dinaten nun einfach x, y genannt werden, weil sie mit denen des Schwerpunktes idcntisch
sind - eine harmonische Bewegung ausfiihre, womit gesetzt werden kann

x = x sin wi, y = Y sin (we t - 1p ) . 21.6(9)

Wenn nun im Scheibenrnittelpunkt Krafte angreifen sollen, welche die gleiche Arbeit
leisten wie diejenigen, die effektiv an den Zapfen angreifen, so muf fur del'en Koeffi-

- - -
zienten k 12 , bIll b12 offenbar gelten

nw - -b A,2 2
c, dll - -']1; n X We ' 9W -b· A "J

~ d12 = - 12XYWe d12'

21.6(10)

21.6(11)

Del' Vergleich mit 21.6(5), (6), (7) liefert

21.6(13)

21.6(12)

2k2

bn = (kn + k/2)2 bn ,

- y'x' - X'2 - Y'x'
k12 = 2 ---::;-;;-kI 2 , bn = 2bn~ , b12 = 2b12~.

~ x ~

Del' Beitrag von b12 erweist sich als sehr klein und soli daher vernachlassigt werden. Da
die Amplituden im umgekehrten Verhaltnis stehen wie die Federkonstanten, also z.B .

x' /x = len /kIll folgt aus 21.6(8) und (12)

k - 2k2 k
12 - (kn + k /2) (k22 + k/2) 12'

- 2k2

k21 = (kn + k/2) (k22 + k/2) k2ll 21.6(14)

Damit kann nun 21.6(1) ersetzt werden durch eine Gleichung fur ideelle, im Scheiben
zentrum angreifende Krafte X *, y* :

21.6(15)

- - - - - -
Dabei sind kn , k 12 , k2ll k22 , bIll b22 mit 21.6(8), (13) und (14) aus dem urspriinglich gege-
benen Lagerkonstanten zu bestimmen.

Schlie31ich kann man noch zur Beriicksichtigung del' Werkstoffdampfung eine weitere
im Scheibenzentrum angreifende Dampfungskraft einfiihren deren x-Komponente

X w = -b(x - x') = -bwe(x - x ') 21.6(16)

betragt, wobei b aus Gl. 21.5(2) gegeben ist (b wird bei W > We negativ, womit X w im
Sinne del' Labilisierung wirkt) . Auch 21.6(16) soli ersetzt werden durch die Form

Dann ist
21.6(17)

- x - x' X - x'
b1 = b - - - = b .

x x
= b kn

k '
somit

- b
b1 = -1 + k/2k n '

- b
b2 = 1 + k/2k .22

21.6(18)
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N un sind aile K rafte durch die Scheibenmitt elpunkt skoordinaten und ihre Abl eitungen
a usgedriickt, womit di e Bewegungsgleichungen direkt hingeschrieb cn worden konnen :

mi + (bu + b1) x+ ku x + (k12 + 'I)Y = 0 , )

my + (b22 + b2 ) if + k22 Y+ (k21 - 'I) x = O.
~L6(1 9 )

Del' einfache Aufbau di esel' Gleichungen erlaubt die Berechnung der Stabilitatsgrenze in
geschlosse ner Form. Mit dem Ansatz

x = Cx exp (At) , Y = cII exp (At) ~ 1.6(20)

ge ht 2L 6( 19) iiber in das System del' charakter ist ischen Gleich ungen, das nichttriviale
L osungen c.r , cII nul' hat , wcnn seine Koeffizientendeterrninante verschwindet , d . h. wenn

mA2 + (bu + b1) A + i«

k21 - 'I

k12 + 'I

UtA2 + (b22 + b2 ) A + k22

= o. ~ I.G( 21)

Diese 13estimmungsgleichung fiir A hat im allgem einen komplexe Wurzeln

A = o± iwe , ~1. 6( 22 )

die Eiyenwerte. E s t re te n ste ts Paare von konjugiert komplexen Losungen a uf, wie durch
das Doppelvorzeichen angede utet . Aus del' Struktur des Gleichungssy stems folgt, daB nul'
ein solches P aar auftrit t . E s ist

exp (At) = exp [( 0 + iwe) tJ = exp (of) exp (iwet) = exp (bt ) (sin wel + i cos wet), 21.6(23)

d. h . del' Vorgang ist eine harmonische Schwingung, die mi t t exponentiell a nwachst oder
abkling t . Stabilit at ist gegeben bei 0 < O. Mit 0 = 0 wird die S tabilitiitsgrenze erhalt en.
Nul' in diesem Grenzfa ll hat die Losung genau den Charakter, del' mi t 21.G(3) bzw. (9)
bereits vorausgeset zt wurde, doch bleiben di e Voraussetzunge n hinreichend genau erIiillt ,
sofern del' Betrag vo n 0 klein ist . Fiir jeden Eigen wert A liefer t 21.G(21) ein fest es, im
allgemeine n komplex es Verhiilt nis cN/Cx , womit auch die Phasenver schiebung gegebe n ist,
die in 21.G(9) durch den Phasenwinkel "p wied ergegeb en wird. Die Losung des homogenen
Glei chungssystems beschreib t den Vorgang, del' entste ht, wenn die unwu chtfreie Welle
durch eine auBere Storung a us ihrer Gleichgewichtslage gebracht wird und dann durch
eine abklingende Schwing ung ihre Glei chgewichtslage wieder findet (0 < 0) ode r abel'
instabil eine sich immer mehr aufschaukelnde Schwingung ausfiihrt (0 > 0). DaB zwei
Vorzeichen von W e a uft re ten besagt, daB zwei Bewegungsvorgange mogli ch sind , Gleich 
lauf und Gegenlauf.

I st A = i we, d .h. 0 = 0, so erlaubt 2Ui(21) eine gesc hlossene Losung, was deshalb
bedeutsam ist, weil dies ja gerade die S tabilitiilsyrenze ist . E s mogen folgende Bezeichnun
gen eingefiihrt werden :

-/,. =- kn + k22
'"' - 2 '

13 _ b22 + b2 ,

bn + b1

b
1) =~ -~ ,

2Vmk

Die Losung W e fur den Sonde rfall 0 = 0 sei w:genannt. Man findet dafiir

V
' I: ., : A + n

(I): = m ' 2 (1 + A ) (l -\- 13) .

21.6(24)

21.6(2G)
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Sie liegt zwischen den beiden Wcrten Ykn/rn und Yk22lrn, die dcn beiden extremen Feder
konstanten entsprechen wiirden. Aus del' Spalterregungskraft 'I bildet man zweokmafrig
die dimensionslose GroBe

S 'Ilk. 21.u(2u)

Fiu' diose laBt sich nach Thomas LWJebenfalls ein geschlossencr Ausdruck findcn, uamlich

S = (0 - 1) E ± 1/[(0 +---.:!:) B]2 + 4B [D2 8(A + B) (1 - A)2] -) I u('J7)
2 V 2 (1 + B)2 (1 + A) (1 + B) + 1 + A . ~ . ~

Diese Gleichung beschreibt die Abhangigkeit del' Spalterregung an del' Stabilitatsgrenze
von den verschiedenen maBgebenden Parametern, namlich : A Anisotropie del' Feder
steifigkeit, B Anisotropie del' Dampfung, 0 Anisotropie del' Lagerkopplung, D mittlere
Dampfung, }i] Lagerkopplung. Kennt man S, so ist

21.u(28)

die Bedingung, del' die Spalterregungskraft genugen mull, damit Stabilitat gesichert sei.
Ist S = 0, so bedeutet dies, daB die Stabilitat schon durch die anderen Effekte erschopft
ist. In Gl. 21.6(27) gibt das untere Vorzeichen ein negatives S (weshalb in 21.6(28) absolute
Betrage einzusetzen sind). Das bedeutet, daB die Spalterregung entgegen del' Lagererregung
wirksam ist, wie das beim Verdichter zutrifft . Da die Stromungskrafte mit wachsender
Leistung zunehmen, wird verstandlich, daB bei fester Drehzahl und zunehmender Leistung
von einer gewissen Grenze an Laufstorungen eintreten konnen, dann namlich, wenn die
Bedingung 21.6(28) nicht mehr erfullt ist.

Abb . 21.6.1 zeigt Rechenergebnisse aus [13]. Die Diagramme a, b, c Iassen eine Para
meterstudie zusammen. Auffallen mag, daB selbst mit del' Dampfung D = °noch Sta
bilitat gewahrleistet sein kann, sobald A < 1. Das mag uberraschen, da doch die Spalt
erregung Arbeit am Rotor leistet, die irgendwo dissipiert werden mufl . Durch die Lager-
zapfenkrafte wird diese Arbeit zunachst aufgenommen. Auch bei b = 0, somit D = 0
wird Arbeit im Lager dissipiert, namlich durch die Schubspannungen im Schmierfilm,
d. h . also durch eine Erhohung del' Lagerreibung. - Das Diagramm d gibt die Anwendung
diesel' Ergebnisse auf bestimmte Lager wieder, Kurve 1 ein zylindrisches Lager, Kurve :2
ein Lager mit "Zitronenspiel", Kurve 3 ein Dreikeil-MFG-Lager, Kurve 4 ein Kippseg
ment-Dreikeillager. Abszisse ist das Verhaltnis del' Winkelgeschwindigkeit zur kritischen
Winkelgeschwindigkeit. Man erkennt, wie komplex das Problem ist, denu es gibt kein

0.75 1, 00 0
A-

a

0,5
B--

b

1,0 -2 0 20,8
[-

c

l,2 1,6

wlwe - - -

d

2,0

Abb. ::!1.li.1. Systemerregungsparameter S an Stabilitiitsgrenze in Funktion del' maf3gebenden Variablen. Nach
Thomas [13]. a) Stabilitatsgrenze in Funktion von Federanisotropie A und Dampfung D bei vcrschwindender
Lagerkopplung E (reine Spalterregung); b) Stabilitatsgrcnze in Funktion von Dampfungaanisotropie 11 und
Federanisotropie A bei Verschwinden del' Lagerkopplung E; c) Stabilitatsgrenze in Funktion von Lagerkopp
lungsanisotropie C und Federanisotropie A; d) Sin Funktion von w/we fUr: 1 zylindrisches Lager,.? Zweikeil-

lager, 3 Dreikeillager, .J. Kippsegment-Dreikeillager.
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Lager, das in allen Fallen giinstigste Resultate liefert. Wo die Kurven 1 und 2 die Ab
szissenachse erreichen, liegt die Stabilitatsgrenze des Olfilms (Grenze fiir oil whip), da ohne
Werkstoffdampfung gerechnet wurde.

21.7 Die kritischen Drehzahlen eines beliebigen drehsymmetrischen Lauiers

Wir betrachten einen Laufer drehsymmetrischer, aber sonst beliebiger Gestalt, der
auf einer beliebigen Zahl von Lagern ruht (Abb . 21.7.1). An der Stelle z werde ein Aus
schnit t mit der axialen Dicke dz herausgegriffen. Es sei 0 der DurchstoBpunkt der Ver
bindungslinie der Lagermittelpunkte durch die Ebene z = const, zugleich der Ursprung
des Koordinatensystems x, y . Punkt W mit den Koordinatcn xw,y wist der DurchstoB
punkt der ausgebogenen geomet rischen Mittellinie, S mit den Koordinaten x, y der Schwer
punkt des betrachteten Ausschnittes. Der Abstand zwischen W und S ist die lokale Exzen
trizitat e(z), die unter einem Winkel qJliegt (vgl. Abb . 21.7.1). In der in z gelegenen Schnitt
ebene werden vom links dieses Schnittes gelegenen Rotorteil auf den rechts liegenden
cine Schubkraft mit den Komponenten X, Y und ein Drehmoment M ausgeiibt. In der
Ebene z + dz greifen dann die Krafte -(X + dX) , -(Y + dY) und das Drehmoment
-(M + dM) an . (Minuszeichen , wei1es sich urn die Reaktionen handelt, die vom rechts
liegenden auf den links liegenden Teil ausgeiibt werden .) Da e sehr klein ist, kann aus
gleichen Grunden wie beim unter 21.2 behandelten Laval-Rotor die Betrachtung der
Momente entfallen und es bleiben als Bewegungsgleichungen

i drn = - dX , y drn = - d Y . 21.7(1)

Das betrachtete Rotorelement wird allerdings bei der Ausbiegung des Laufers nicht mehr
senkrecht auf der Verbindungslinie der Lagermittelpunkte stehen. Dieser Effekt sei hier
der Einfachheit halber vernachlasslgt ; er kann spater mit eingeschlossen werden.

Nachfolgend wird die ganz e theoretische Entwicklung nur fiir die x-Richtung duroh
gefiihrt, da das Ergebnis in y-Richtung in genauer Analogie folgt. Der EinfluB der Schwer
kraft bewirkt beim drehsymmetrischen Laufer weiter nichts als die Ub erlagerung einer
stat ischen Durchbiegung. Mit der Massenverteilungsfunktion

ft( Z) =drnjdz
schreibt sich die Bewegungsglcichung

.. dX
uo: = - (k'

21.7(2)

21.7(3)

I I
I I

'r-+-- '
J I
I I

I

I W
I

--- - -----1--+- .-_.
I I dz -.j¢

1----- s ' - - - - - ---+\

x

Abb . 21.7.1. Zur allgcmeinen Untersuchung der Bewegung cines Liiufers
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Aus del' Gleichformigkeit del' Drehung folgt mit w als Winkelgeschwindigkeit des Laufers

if; = 0, lfI = lfIo(z) + wt, 21.7(4)
und da

auch
x = Xw + e cos lfI

Xw = x -e cos (lflo + wt) = x - e [cos lfIo cos wt - sin lfIo sin wt].

21.7(5)

21. 7(6)

Denkt man sich an irgendeiner Stelle z' des ruhend gedachten Rotors eine Einheitskraft
in x-Richtung angreifend, so wird dadurch an del' Stelle z eine Ausbiegung in x-Richtung
(also ein xw) entstehen, die Wx(z', z) genannt sei. Wx ist die Einjlu(Jzahl einer Kraft in z'
in bezug auf die Stelle z. In Wx kann sehr wohl eine Nachgiebigkeit del' Lager eingeschlossen
werden, nicht abel' eine Kopplung zwischen x- und y-Richtung, wie sie unter 12 .6 durch
die Koeffizienten k 12 und k21 wiedergegeben wird. - Da nun -xfl(z') dz ' die d'Alembert
sche Tragheitskraft auf ein Element del' Lange dz' ist, findet man in z die Ausbiegung

Mit 21. 7(6) folgt also

I

xw(z) = - JWx(z', z) fl(z') x(z') dz' .
o

21. 7(7)

I

x(z) - e(z) [cos lfIo(z) cos tot - sin lfIo(z) sin wt] = - J Wx(z' , z) fl(Z')X(z') dz". 21. 7(8)
o

Fur diese Integro-Differentialgleichung machen wir den Losungsansatz
00

x = L: un(z) Pn(t) + U1(z) cos wt + U2(z) sin wt,
n =1

WO un' Pn, Uv U2 noch unbekannte Funktionen sind. E insetzen in 21.7(8) liefert

L:UnPn + U1cos wt + U2 sin wt - e [cos lfIo cos wt - sin lfIo sin wt]

I

= - 1: Pn JWx(z', z)fl(z') un(z') dz' +
o

I

+ w2 rWx(z' , z) fl(z') [U 1(z' ) cos wt + U 2(z' ) sin wt] dz",
()

Diese Gleichung ist erfiillt , wenn jede del' folgenden erfiillt ist :

21.7(9)

21.7(10)

I

un(z) Pn(l) = -jin JWx(z', z) fl(z ') un(z') dz'
o

n = 1,2, . . . , 21. 7( Ll)

I

U1(z) - c(z) cos lfIo(Z)= w2 JW,,(z', z) fl( z') U1(z' ) ilz",
o

I

U2(Z) + e(z) sin lfIo(z) = w2JW,,(z', z) fl(z') U2(Z') dz':
o

21.7(12)

21.7(13)

G1. 21.7(11) kann in die Form

jjn(l)
p,,(t)

.,
I = - W tI X

JW,,(z',z) fl(z ') u,,(z') dz'
o

21.7(14)

gebracht werden. Da del' Ausdruck in Pn nicht von z, derjenige in Un nicht von t abhangt,
mussen beide gleich einer Konstanten sein, die - w~x genannt wurde. Damit folgt aus
21. 7(14) einerseits

21.7(15)



484 ~ 1 Dynamik des Laufers

wo An und E n Integrationskonstanten sind. Wei tel' folgt abel' auch

I

'Un(z) = w;x J Wx(z' , z) p(z') 'Un(z') de' .
o

21.7(16)

Dies ist abel' ni chts anderes als die Integralgleichung del' Biege-Eigenschwingung des
Rotors. Sie hat ni chttriviale Losungen nul' fur die Eigenwerte W I.", W :!.Cl •.• , W " x ' ..• und
die U n sind die zugeh6rigen Eigenfunktionen, d. h. die verschiedenen Biegeschwingungs
Iormen, denen die Kreisfrequenzen w"x entsprechen.

Urn Gl. 21.7(12) weiter zu analysieren, ent wickeln wir die Funktion U1 nach den
Eigenfunktionen U Il , set zen also nach Art einer Fourier-Reihe

00

U1 = :f: all'll,,·
n =1

Damit geht 21.7(12) libel' in

00 00 I

:f: an'll" - eo cos f{Jo = w2 :f: a" J Wx(z', z) p(z') un(z') dz'.
n=1 n=1 0

21.7(17)

Jedes del' hier auftretenden Integrale ist na ch 21.7(16) nichts anderes als u,,(z)!w;'x, so
daf wir erhalten

odor

i [1- (~)2] anun = e cos f{Jo'
n=1 w"x

21.7(18)

Del' re chts stehende Ausdruck gibt den Veriauf del' lokalen Exzentrisitat und ihrer Lage
in Funktion von z wieder. Diese Funktion kann selbst wiederum nach Eigenfunktionen
ent wickelt werden, und das gleiche gilt von del' Funktion e sin f{Jo' die spater ebenfalls
no ch gebraueht wird. Man kann also setzen

mit

00

e cos f{Jo = :f: IXnU n ,
n ~1

I

J'un(z) c(z) cos rpo(z) dz
IXn = 0 I

J u~(z) dz,
o

00

e sin f{Jo = :E f3nun
n=1

I

J 'un(z) c(z) sin f{Jo( z) dz
f3n = U I

Ju;(z) dz
o

21.7(19)

21.7(20)

Durch Einsetzen von 21.7(19) in (18) gewinnt man sogleich

Das gleiche Verfahren auf Gl. 21.7(13) ange wandt , liefert

00

U2 = :f: bnun,
n=1

21.7(21)

21.7(22)

21.7(23)
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Nun worden die orhultonen Ausdrtteko Gin. 2t.7(lfl), (lti), (17), (21), (22), (2:5), in (0) cin
gefflhl't.. Das liefort. die erstc dol' heiden nachfolgenden Gleichuugen. Die zweito WI' die
y-Riehtung ergibt sich in einfacher Analogie dazu.

~ J () (A R ') 1.ln(z) r R ' 11x = ..::, 1nn Z n COR (rJn.,} + n RJ11 (rJn.,.t + 1 ( I )2 "'11 COS (rJf - I'n sm wt J'
n ~ I - W W,,:r

21.7(24)

y= J; 1J Vn(Z) (On cos wnllf + n, sin w"lI f) + 1 _ V(!'~~/) )2 [Yn cos rot - On sin wf] } .
n =l W w1I11

21.7(25)

Die Vn sind die Eigenfunktionen fur die y-Richtung. Sie sind mit den Eigenfunktionen in
x-Richtung dann nicht identisch , wenn die Lagerelastizitaten in beiden Richtungen ver
schieden sind, und dementsprechend unterscheiden sich auch die Eigenwerte W nll von den
Wn .r' Die Yn und 0" sind gebildet wie IX" und f3" , vgl. 21.7(20) , abel' mit v" anstatt 1.l".

Bei del' Diskussion del' GIn. 21.7(24) und (25) ist zu beachten, daf3 ohne Dampfung
und ohne andere Erregungskriifte als die Exzentrizitat gerechnet wurde und auch eine
Kopplung del' Bewegungen in x- und y-Richtung unberiicksichtigt geblieben ist. Die Glie
del' mit den Integrationskonstanten A" . . . Dn stellen die ungedampften Biege-Eigenschwin
gungen dar, die unabhangig von del' Winkelgeschwindigkeit w mit den verschiedenen
Eigenfrequenzen W n erfolgen und einmal angestofsen, sich unbegrenzt erhalten . In Wirk
lichkeit treten Verhaltnisse auf , wie sie im vorangehenden Abschnitt behandelt wurden,
d .h. entweder die Schwingungen verschwinden asymptotisch durch Dampfungskrafte
(Stabilitat) oder sie werden durch einen Selbsterregungsmechanismus immer mehr an
gefacht.

Die restlichen Glieder stellen die unwuchterregten Schwingungen dar, deren Kreis
frequenz stets gleich del' Winkelgeschwindigkeit des Laufers ist. Sobald W gleich einem
del' Eigenwerte W n ist, verschwindet unter del' Voraussetzung del' Dampfungsfrelheit
einer del' Nenner und es entsteht ein unendlicher Ausschlag. Man beachte die volletandige
Analogie zu den fUr den Laval-Rotor giiltigen GIn. 21.2(11) und (12). Das Spektrum. der
Kreisfrequeneen. der samtlichen Biege-Eigenschwingungen ist also identisch mit dem Spek
irum. der kritischen Winkelgeschwindigkeiten. - Interessant ist, welche GroBe hier an die
Stelle del' Exzentrizitat des Laval-Rotors tritt . Man hat die Exzentrizitatsverteilung langs
des Laufers nach Art einer "verallgemeinerten Fourier-Reihe" nach Eigenfunktionen zu
entwickeln. Die so entstehenden Entwicklungskoeffizienten del' verschiedenen Ordnungen n
iibernehmen die Rolle del' Exzentrizitat fur diese Ordnung. AIle diese Koeffizienten sollten
moglichst klein sein , was del' Grund daf'iir ist, daB die Auswuchtung del' Rotoren in meh
reren Ebenen erfolgen muB.

Eine gewisse Komplikation kommt praktisch dadurch hinzu, daf3 Kopplungseffekte
zwischen den Richtungen x und y stets vorhanden sind, wahrend hier die beiden Bewe
gungen voneinander vollig unabhangig sind. Bei isotroper Lagerung werden beide Bewe 
gungen genau gleich, nul' urn 90° phasenverschoben, d.h. man hat die zirkular polarisierte
Schwingung. Die verformte Rotorachse rotiert dann wie eine starre Kurve im Raum und
del' Rotor erleidet keine periodische Verformung.

21.8 Die Kreiselwirkung

In den vorangehenden Abschnitten wurde stets vorausgesetzt, daf die Scheibe oder
das einzelne Lauferelement in seiner Ebene schwinge, daB also del' Einfluf del' Neigung
del' Lauferachse vernachlassigbar sei. Diesel' Einflufs wird nachfolgend untersucht.
Abb . 21.8 .1 zeigt die Disposition. Im Koordinatensystem x, y, z ist z die Drehaehse. Del'
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y

x

Abb, 21.8.1. Zur Herleitung der Beziehungen
ii her die Kreiselwirkung

Rotor dreht mit der Winkelgeschwindigkeit w in Richtung z betrachtet im Uhrzeigersinn.
In Zo sitzt eine Scheibe, deren 'I'ragheitsmoment beziiglich der z-Achse ez sei. Ist die
Scheibe diinn, so ist ihr 'I'ragheitsmoment beziiglich jedes Radius er = ez/2. Die den
Koordinatenrichtungen zugeordneten Einheitsvektoren seien :r: j: k~

Nun mage zunaehst angenommen werden, der Rotor fiihre mit der Kreisfrequenz We

cine Biegeschwingung aus, und zwar ausschlieBlich in der Ebene xz. In einem beliebigen
Augenblick hat dann die Rotorachse a an der Stelle Zo eine Neigung qJy, die stets so klein
sein wird, daB cos qJy = 1 gesetzt werden dad. Die z-Komponente des Dralles der Scheibe
ist dann

21.8(1)

Andert sich im Zeitintervall dt die Neigung qJ urn dqJ, so ist (vgl. die obere Figur in Abb.
21.8.1)

womit

21.8(2)

Der Drall beziiglich einer y-parallelen Schwerachse der Scheibe ist nach dem oben Gesagten

21.8(3)

mithin

21.8(4)

Analoge Formeln erhalt man, wenn man eine Schwingung ausschlieBlich in der Ebene yz
betrachtet. Anstelle der GIn. 21.8(2) und (4) findet man dann (vgl. auch Abb. 21.8.1)

dD e ··.,.__z = _ ---3? 'ljH.
dt 2

21.8(2'), (4')

Wenn nun das Problem im d'Alembertschen Sinne als GIeichgewichtsproblem formuliert
wird, sind die einzufiihrenden Momente LIM = -dD/dt. Mit den nachfolgend angegebenen
Ansiitzen fiir die Schwingungsbewegung ergeben sich die entsprechenden d'Alembertschen
Momente:



Schwingung in xz-Ebene:

cp = rp cos wet,

Schwingung in yz-]i]bene:

'IjJ = 'ljJ sin wet,

21.8 Die Kreiselwirkung

iF = - (J)~'ljJ sin wi,
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21.8(5 )

21.8(G)

21.8(7)

21.8(8)

An sich willkiirlich ist hier fur die Schwingung in der yz-Ebene ein Ansatz gemacht, der
gegeniiber dem fUr die xz-Ebene um n /2 nacheilt . Dann folgt aus der Uberlagerung beider
Bewegungen ein Fall, der praktisch haufig wenigstens annahernd verwirklicht ist. Setzt
man noch weiter gleiche Amplituden voraus, also rp = 1p, und iiberlagert dann die beiden
Bewegungen, so erhalt man die zirkular polarieierte Schwingung im Gleichlauf:

21.8(11)

Dies ist ein Momentvektor, der stets senkrecht auf der Ebene steht, die vorn Scheiben
zentrum und der z-Achse aufgespannt wird, und der bei positivem lp der Prazessions
bewegung entgegen gerichtet ist. Der Betrag des Vektors ist

LIM = ez~ [(J)we - ~~] • 21.8(10)

Wenn nur die Verhaltnisse bei der kritischen Drehzahl interessieren, also W = We ' wird

e A 2

LIM =~we .
2

Dies ist die Relation, die bei vielen Verfahren zur Berechnung kritischer Drehzahlen ver
wendet wird, da die meisten von ihnen die zirkular polarisierte Schwingung im Gleichlauf
voraussetzen. Abb. 21.8.2a und b stellen fur zwei typische Falle den Verlauf des Biege
momentes M in der Welle dar, wie es sich unter dem EinfluB der Kreiselwirkung einstellt.
Wo wesentliche Massen nur zwischen den Lagern angeordnet sind (Fall a), ist die Verschie
bung der kritischen Drehzahl durch die Kreiselwirkung meist sehr klein; die Kreisel
wirkung kann daher in der Regel vernachlassigt werden. Bei uberhangenden Massen,
Fall b, muB sie hingegen beriicksichtigt werden. Man beachte, daB bei einer Umkehr der
Drehrichtung und somit auch des Drehsinnes der Prazeseionsbewegung wieder die gleiche
Richtung von LIM herauskommt, und daher die Situation nach Abb. 21.8.2 unverandert
bleibt.

a

Abb . 21.8.2. Verlauf des Biegemomentes Munter dem Einflull der Kreiselwirkung. a) Scheibe zwischen Lagern;
b) uberhangendo Scheibe
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Durch U mke hr des Vorze ichens heim Sohwingungsansatz OJ. 2 L. ~( 7) entsteht del'
()cycuilluj. Hicrbci gcht 21.8(9) iibcr in

21.8(9' )

DcI'Momentvektor weist wieder del' Prazessionsbewegung entgegen und hat den Betrag

L1 M = fJ/ p [mme + (~;] ,

wiI'd also bei del' kritisehen Drehzahl selbst
':ILl' 2

,dM = ,JOzqJ W e •

2

21.8(10')

21.8(11')

Del' Gegenlau£ ist seltener als del' Gleiehlau£ . Er kommt VOl' bei Kompressoren, wenn die
Spalterregung aIle anderen Erregungsursachen bei weitern iibersteigt.

Es geht aus diesel' Herleitung hervor, daB im allgemeinen Falle die Kreiselwirkung
nieht ein£ach dureh Bei£i.igen eines konstanten Momentes LlM beriicksichtigt werden kann .
E s £indet vielmehr eine kompliziertere Kopplung del' Bewegungen in x- und y-Ri chtung
stat t .

21.9 Bestimmung kritischer Drehzahlen nach dem Verfahren von Stodola

Von den klassischen Verfahren zur Bestimmung kriti scher Drehzahlen hat dasjenige
von S todola [3] die graBte Verbreitung ge£unden, da es sich beliebiger Rotorgeometrie
anpalit. Vorausgeset zt wird allerdings, daB die Schwingung entweder zirkular polari sier t
sei oder bei anisotroper Lagerung, daB keine Kopplung zwischen den Bewegungen in
Ri chtung x und y bestehe. In beiden Fallen hat das Schwingungsproblem die gleiche
ein£ache Struktur.

In Abb. 21.9.1 ist eine beliebig abgesetzte Welle vorausgesetzt. Sie £iihre eine Biege
schwingung mit del' Kreis£requenz W e aus. I st an del' Stelle z del' Aussehlag u (z), so wird
del' Amplitudenwert del' Beschleunigung - w;u( z) . Ein Massenelement dm in z erfahrt
demzu£olge die d'Alembertsche 'I'ragheitskraff

dm
dF = w;u(z) dm = w~u(z) dz dz . 21.9(1)

An del' Stelle z hat del' Rotor den wirksamen Querschnitt f mit dem 'I'ragheitsmoment J . 
Es wurde absi chtlich vom wirksamen Quersehnitt gesproehen, denn bei einem Scheiben
laufer ist z.B. del' Querschnitt del' Scheiben nicht zur Ubertragung del' Biegemomente
wirksam. - Die Massenverteilung m (z) ist ebenfalls durch die Laufergeometrie gegeben .
Wenn an einer Stelle z' eine Einheitskra£t norm al zur Rotorachse angrei£t, so entsteht an
del' Stelle z eine Auslenkung W( z' , z). Dieses Wist also die unter 21.7 einge£iihrte Einflufs
£unktion, die durch Geometrie und Werksto££ gegeben ist. Unter Beachtung von 21.9(1)
wiI'd also die Ausbiegung u (z) unter dem Einfluf del' samt lichen Tragheitskrafte

u (z) = w; j W( z' , z) ll (z' ) (dd
m)

de', 21.9(2)
o ·z z'

Durch (dm fd z)z' solI angedeute t sein, daB die Ableitung in z' zu bild en ist. Die obere
l ntegra t ionsgrenze z ist del' Koordinatenwert am rechten Ende del' Welle. - Gl. 21.9(2)
ist eine Integralgleichung fur die Funktion u (z), die nichttriviale Losun gen nul' hat £iir
bestimmte Werte WeI> W e2' ••• , die Ei genwerte des Problems. Das Ver£ahren von Stodola
ist eine graphische Methode zur Losung diesel' Integralgleichung.
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oo-------:r--i>--7L--'";-·

u

f---- H=1

az

Abb . 21.9.1. Verfahrcn von Stodola zur Bestimmnng kritisoher Drehzahlen mit Beriicksichtignng der elastisohen
Lagerung nnd der Kr eiselwirkung

Abweichend von der Stodola'schen Originaldarstellung wird hier zur dimensionslosen
Behandlung iibergegangen , weil dann undurchsichtige MaBstabsfragen vermieden werden .
Die stetige Massenverteilung der Welle wird ersetzt durch Einzelmassen ln1 , ln2 , ••• , lni ,

.. . , lnz , deren Tragheitsmomente beziiglich der Drehachse e1, e2 , • • • , e i , . . . , ez seien . Der
Lagerabstand sei Z (vgl. Abb. 21.9.1) . Dann fiihren wir die folgenden dimensionslosen
GraBen ein :

./o/tJo '
W*(C,~) - --p W(z , z), 21.9(3)

lni
fli - ---rZ '

f}J 0

21.9(f)

Eo, ./0' io sind Elastizitatsmodul, Flachentragheitsmomcnt und Querschnitt an irgend
einer ausgewahlten Stelle des Laufers (beliebig wahlbar) und (! die Dichte des Werkstoffes.
Weiter seien ka und kb die Federkonstanten der beiden Lager an den Stellen A und B,
Abb. 21.9.1 (Lagerkrafte pro Einheit der Zapfenverschiebung). Daraus werden die fol-



490 21 Dynamik des Laufers

2Ul(G)

21.9(7)

genden dimensionslosen Werte gebildet:

kaZ3 kb1
3

"'a J E ' "'b J E . 21.9(5)
o 0 0 0

Wenn man noch setzt U(~i) = Ui, geht die Integralgleichung 2Ul(2) mit der Diskretisiernng
und den eingefiihrten Bezeichnungen in die Snmmengleichung

_ 2 r!fo14 ~-, W*( I: 1:) _ 2 (21014 U
11,i - OJe f L' L.. "i' '>i 11,ifli - OJe f Ii' i

, oJJio i = 1 ' 0 ~o

iiber. Der nur von ~i abhangende Summenausdruck ist hier mit U, abgekurzt, eine GroBe,
die offensichtlich proportional U i ist. Da die Gleichung in U homogen ist, darf man die U i

und somit auch die U, sogleich als dimensionslose GroBen auffassen. Die Funktion u(~)

beschreibt also eine affine Verzerrung der elastischen Linie.
Die Aufgabe lauft. also darauf hinaus, die Gestalt der elastischen Linie unter dem Ein

fluB der Tragheitskrafte zu bestimmen, was Stodola nach der Mohrschen Methode des
Krafte- und Seilpolygons durchfUhrt . Das Verfahren beginnt damit, eine Kurve u(~) nach
Schatzung anzunehmen. In den Lagerpunkten ~ = 0 und 1 hat U im allgemeinen nicht
den Wert Null, sondern ist vielmehr gleich U a bzw. Ub zu setzen, entsprechend der Nach
giebigkeit der Lager. Als Anhaltspunkt zur Schatzung der U a und Ub kann dienen, daB die
damit verbundene Verschiebung des grolsten Ausschlages U max umgekehrt proportional
dem Verhaltnis der kritischen Drehzahlen ohne und mit Lagerelastizitat ist. - Ausgehend
von der geechatzten Kurve u(~) konnen fur die Aufpunkte i, in denen die Massen mi
angebracht werden, die GroBen Pi = uifli bestimmt werden. Diese faBt man als Krafte
auf und konstruiert das Kraftepolygon mit der Poldistanz H = 1. Das hieraus folgende
Seilpolygon mit seiner SchluBlinie AB ist in Abb . 21.9.1 ebenfalls dunn eingetragen. Ohne
Kreiselwirkung ist die in diesem Seilpolygon erscheinende Ordinate bereits ein MaB fur
das ortliche Biegemoment. SolI die Kreiselwirkung berticksichtigt werden, so ist an dieser
Stelle eine Korrektur notwendig . Das dimensionslose MaB fUr das Kreiselmoment der
Masse mi ist

L1Wi =Ai(~~);= ~i'
Mit dem angegebenen Ai gilt dies fur den Gleichlauf; bei Gegenlauf ware das Dreifache
des Wertes nach GI. 21.9(4) einzusetzen. - In ~i springt also die Kurve des Moment
verlaufes um L1 Wi und verlaufb im ubrigen parallel zur ursprungliohen, nicht korrigierten
Seillinie. Dies ist in Abb. 21.9.1 eingetragen. Hinsichtlich der Richtung von L1 Wi ist fol
gendes zu beachten. Es ist iiblich, das positive u, wie auch das positive Moment nach
unten aufzutragen. L1 Wi ist nach oben anzusetzen, wo U mit wachsendem ~ zunimmt und
umgekehrt. Irn Zweifelsfalle ist einfach der Drehsinn des Kreiselmomentes nach der Her
leitung unter 21.8 zu beachten. - Am rechten Wellenende des gezeigten Beispieles nimmt
z.B. U ab , da es negativ ist und sein Betrag zunimmt ; deshalb ist dort L1w nach unten
abzutragen. - Das so korrigierte Seileck fuhrt anstatt auf den bisherigen Endpunkt B
zu einem neuen, der im vorliegenden Beispiel etwas tiefer liegt als B. Die strichpunktiert
eingetragene Verbindungsgerade mit A ist die neue SchluBlinie. Zwischen ihr und der
berichtigten Seillinie erscheint die GroBe W, die ein MaB fur das Biegemoment ist. Die
Ubertragung der strichpunktierten Geraden ins Kraftepolygon erlaubt dort die Bestim
mung zweier Strecken Ra und Rb , die den Reaktionen in den Lagern in ~ = 0 und e= 1
proportional sind.

Ausgehend von dem jetzt bekannten Veriauf W(~) kann mit dem gegebenen it(~) auch
Wjit in Funktion von ~ aufgetragen werden (vgl. Abb. 21.9.1). Diese GroBe ist proportional
der lokalen Krummung, weshalb aus ihr durch den nachfolgend beschriebenen Integra
tionsprozeB die Gestalt der elastischen Linie (in affiner Verzerrung) gewonnen werden
kann . Die zwischen dem Linienzug Wjit in Funktion von ~ und der Abszisse ers cheinende
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Flache teilt man ein in Flaohenstucko ai, die man als Krafte auffaBt, und mit denen man
erneut mit H = 1 das Kraftepolygon konstruiert. Das daraus folgende Seilpolygon mit
seiner gestrichelt eingetragenen Schlulllinie gibt die Gestalt der elastischen Linie. Die
Bestimmung der Gesamtausschlage verlangt aber noch die Beriicksichtigung der Nach
giebigkeit der Lager. Dies geschieht durch ZufUgen der Strecken

Ii; = R it
, UIJ = RIJ 21.9(8)

r.1t r.1J

an den Stellen e= 0 und 1. Die so entstehenden Punkte verbindet man durch die aus
gezogene Schlulslinie, Zwischen ihr und dem Seilpolygon erscheint die GroBe U(e). Ohne
Kreiselwirkung ist sie in den Punkten ei identisch mit dem U, nach Gl. 21.9(6). Das folgt
unmittelbar aus der Bedeutung von Ui' Es ist hier nur nicht iiber die EinfluBfunktion W*
bestimmt worden, sondern durch die Mohrsche Seileckmethode, was aber den Wert U;
nicht verandert. Mit Kreiselwirkung ist U, die Verallgemeinerung der mit Gl. 21.9(6) ein
gefiihrten GroBe, die diesen Zusatzeffekt noch beriicksichtigt und kann also in diese Glei
chung eingesetzt werden.

Nun ist zu fordern, daB Il; dem u; proportional sei, was aber nur dann zutreffen wird,
wenn Ui gerade richtig geschatzf war. Deshalb bestimmt man eine verbesserte Naherung
mit Ui = CUi, wobei die Konstante C nach Gesichtspunkten der zeichnerischen Zweck
maBigkeit gewahlt werden kann . Damit wird das Verfahren wiederholt . So wird weiter
gefahren bis das Verhaltnis des erhaltenen U; zum Ausgangswert Ui hinreichend genau
firr alle i gleich ist. Irn allgemeinen ist das spatestens nach der zweiten Wiederholung
der Fall. Nach Gl. 2UJ(6) ist dann mit

2 JoEo Ui
We = e1014 U

i
21.9(9)

die Kreisfrequenz der Eigenschwingung gegeben. Anstatt UijUi - das ja fiir alle i gleich
sein sollte - setzt man zweokmalsig einen iiber die i gemittelten Wert (u jU)m ein . Man
kann alsdann sogleich eine Formel angeben fur die Frequenz 'Ve = wej2n , die zugleich
die sekundliche kritische Drehzahl ist :

[
1 l/-(U) ] 1 l/EoJo

'V
e = 2n ~ U m 12V e10 . 21.9(10)

21.9(11)

Man beachte, daB der maBgebende Mittelwert (u jU)m vor allem durch die Werte im
Bereich des graBten Ausschlages bestimmt wird. Bei [4] findet sich ein Verfahren, diesen
Mittelwert genauer zu bestimmen, doch diirfte sich diese Komplikation kaum lohnen ,
wenn die End16sung U, geniigend genau bestimmt wurde.

Bei der Beschreibung des Verfahrens ist stillschweigend vorausgesetzt worden, daB
es konvergiere. Das trifft zu fur die Schwingung erster Ordnung, nicht aber fur die hoheren
Ordnungen. Wiirde man u(e) fiir eine hohere Schwingungsordnung schatzen und nun das
Verfahren anwenden, so wiirde es nach einer graBeren Zahl von Iterationen wieder zur
Grundschwingung konvergieren. In [4] ist gezeigt, wie man bei jedem Iterationsschritt
die erste Ordnung wieder eliminieren und so eine Konvergenz nach der zweiten Ordnung
herbeifiihren kann. Solche Verfahren sind aber umstandlich und haben ihre Bedeutung
durch das Aufkommen der Computermethoden verloren . Das Verfahren laBt sich auch
so ausgestalten, daB Wellen auf mehr als zwei Lagern behandelt werden, wie Stodola [3]
gezeigt hat. Auch dies ist aber nur mit groBem Zeitaufwand moglich und kommt daher
heute nicht mehr in Frage.

AbschlieBend moge hier noch eine einfache Formel hergeleitet werden, die von der
Vorstellung des einfachen Laval-Rotors ausgeht. Mit der Federkonstante k der Welle ist
die Kreisfrequenz seiner Eigenschwingung

Vk
We = m '
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Bei waagrechter Welle wird sich die Masse unter dem Einfluf3 del' Schwere urn cine Pfeil
hohe I einscnkcn, die gegeben ist dureh

Somit ist klm. = gIl, folglich auch

G =mg =kf. 21.9(12)

21.9(13)Vg
())e = T ·

Will man I in em, gin cm/s2 einsetzen und die kritische Drehzahl nk in min-1 erhalten,
so liefert dies

300
nk = vi . 21.9(14)

b

Dies ist die Formel von Foppl, die es gestattet, aus del' statischen Durchbiegung min
destens einen Naherungswert del' kritischen Drehzahl zu erhalten.

21.10 Berechnung kritischer Drehzahlen nach dem Verfahren del' finiten Elemente

Das Aufkommen der Computer hat dazu gefiihrt, daB in zunehmendem MaBe del'
Matrizenkalkiil zur Berechnung kritischer Drehzahlen herangezogen wurde. Zunachst
stand dabei das Verfahren del' tJbertragungsmatrizen im Vordergrund, vgI. [15-18] und
die zusammenfassende Darstellung [19]. Dieses Verfahren arbeitet befriedigend bei vollig
starrer, wie auch bei weicher Lagerung. Hingegen entstehen in einem Zwischenbereich
- sehr harte, abel' nicht vollkommen starre Lagerung - numerische Schwierigkeiten. Man
hat daher in neuerer Zeit diese Methode verlassen zugunsten derjenigen der finiten Ele
mente, bei del' diese Schwierigkeiten nicht entstehen, vgI. Spieth und Uhrig [20].

Abb. 21.10.1a veranschaulicht ein Gedankenmodell des Laufers, wie es zur Behandlung
del' Aufgabe herangezogen werden kann. Del' Rotor wird ersetzt durch ein System von
scheibenformigen Massen, die durch elastische, masselose Stabe (die finiten Elemente)
miteinander verbunden sind. Das Ganze ruht auf einer beliebigen Zahl von Lagern, die
starr oder beliebig elastisch sein konnen. Wiederum ist hier wie im vorangehenden Ab
schnitt vorausgesetzt, daB die Schwingung entweder zirkular polarisiert sei, oder abel' daB
zwei aufeinander senkrechtstehende Schwingungsrichtungen bestehen, zwischen denen
keine Kopplung existiert, so daB beide Richtungen gleich behandelt werden konnen (mit
verschiedenen Lagerelastizitaten). An der Stelle j sitzt eine Scheibe mit del' Masse m i

und dem Massentragheitsmoment ei . Die Schwingungsamplitude ist dort Uj (bei zirkular

~: c I, !~_mt;e,:~~~ ~
I I.~- 1 - - - .. . -- 1 - ~ I
II I J II
u u
i j k

Abb . 21.10.1. a) Ersatzsystem, bestehend aus Scheiben und masselosen elast ischen Wellenstucken, elastisch
gelagert; b) Scheibe j mit den angrenzenden Wellenstii cken
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polarisiertcr Schwingung del' Ausschlagradius), die Neigungsamplitude del' Welle pj' .Mit
Ij, BJj und I j werden Querschnitt, Biegesteifigkeit und Lange des rechts an die Masse lnj

anschliellenden Wellenstiickes bezeichnet (Abb . 21.10.1b).
Da unter den gegebenen Voraussetzungen aIle Massen in gleicher Phase schwingen,

kann die Bewegungsgleichung im d'Alembertschen Sinne als Gleichgewichtsbedingung
formuliert werden, wobei aIle Werte Amplitudenwerte sind. Die Kraft Qj und das Kreisel
moment M j del' Masse lnj auf die WelIe sind dann gegeben durch

21.10(1)

Das Minuszeichen in del' Gleichung fur M j riihrt von der Vorzeiohenkonvention her ; nach
Abb . 21.10.1 wird das Drehmoment im Gegenuhrzeigersinn positiv gerechnet. - Nun muf
Gleichgewicht bestehen zwischen Qj und M j einerseits und del' Sum me del' Krafte und

o 0

U i=l~

2q'i =I_~~

M M

~

~~~

-0~

5

6

{

[1,
0= -12 - J = a,l

I
I I

EJ
M= · 6 zf = al l

I

~ 8------v Pk=I

0 =·12 [~.j. =bi' }I
I 5

M - 6 q -b "_ . J - 11
II

0 =-12 [1 =[,, 1
I I l
FJ I 7M=-6 ---)- [' I

I
, .

I .

Abb. 21.10.2. Zur Aufstellung des Gleichungssystems derfiniten Elemente : Normierte Verformungen und ihuen
zugeordnetc Querkriifte lind l\lOIllClltC
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Momente, die von den beiden Wellenstiicken mit Index i und j ausgeiibt werden, anderseits.
Um dies zu erreichen, wird folgendermaBen vorgegangen. Fiir beide Wellenstiicke werden
je vier normierte Verformungen betrachtet. Verformungszustand 1 des Wellenstiickes i
ist z.B. gekennzeichnet durch Ui = 1, f{Ji = 0, U j = 0, f{Jj = O. Dabei sind die in Abb.21.10.2
angegebenen all und a 21 die Kraft und das Moment, die rechts (also an del' Stelle j) auf

das Wellenstnck. cinwirkcn musscn, wenn diese Verformung bestehen solI. Ebenso ist Ver
formungszustand:2 gekennzeichnet durch U j = 0, f{Ji = 1, Uj = 0, f{Jj = 0 und a l2 und a 22
sind die entsprechenden Krafte und Momente usw. Es ist nun leicht zu sehen, daf jeder
beliebige Verformungszustand des in Abb . 21.10 .1 b dargestellten Systems durch eine
lineare Kombination del' insgesamt acht normierten Verformungszustande nach Abb .
21.10.1 darstellbar ist. Die gesamte Kraft Qj und das gesamte Moment M j , das von del'
Scheibe j auf die beiden Wellenstiicke ausgeiibt wird, ergibt sich aus del' Summation del'
einzelnen Anteile, deren Superposition den Verformungszustand darstellt. Es ergibt sich
somit :

allui + a l2f{J i + (b~l + b~:l) Uj + (b~2 + b,~:2) f{J j + CllU k + Cl2f{Jk = o; }
a 21u i + a 22f{Ji+ (b 21 + b21) Uj + (b 22 + b22) f{Jj + C21Uk + C22f{Jk = M j •

Wenn man hier noch fur Q j und M j die Ausdriicke nach Gl. 21.10(1) einsetzt, liegt ein
Gleichungspaar VOl', das in den Variablen Ui' f{Ji' Uj, f{J j, Uk> f{Jk homogen ist.

Hier ist vorausgesetzt, daB am Ort des betrachteten Knotenpunktes j eine Scheibe
sei . Handelt es sich abel' um ein Lager (Punkte 1, Y , n im Beispiel Abb. 21.10.1) , dann gilt
anstelle von 21.10(1)

Q j = -kjuj, M j = O. 21.10(3)

Hier ist kj die Federkonstante des Lagers, Q j die Lagerkraft, wahrend das Moment, das
vom Lager auf die Welle ausgeiibt wird, praktisch Null ist .

Fiir die praktische DurchfUhrung del' Rechnung erweist sich die nachfolgende Um-

formung als zweckmallig. Es sei Tirgendeine Bezugslange des Rotors (z. B. die gesamte

Lagerdistanz) und 1M seine Biegesteifigkeit an irgendeiner ausgezeichneten Stelle. Dann
setzt man

]i)J j = (XJM, t, = pl, 21.10(4)

womit die (X und fJ definiert sind . Weiter wird die Variable cp ersetzt dureh

21.10(5)

was den Vorteil ergibt, daI3 beide Variablen die gleiche Dimension haben. An die Stelle
del' a, b und c, die aus Abb. 21.10 .2 hervorgehen, treten nun die folgenden Ausdriicke:

A I n (Xi
11 = - a P~ , A l ! (X i

. 12 = -vp~ ,
'I

A l: (Xi
21 = +vPr ' A + 2

(X i

22 = Pi '

21.10(6)

C - 19 <Xj
11 - - . "p~ , C' . (Xi

21 = -u Pi ' C1 (Xj

22 = - pj .

Man beachte, daB die B den bisherigen b' + b' ' entsprechen ; so tritt etwa Bll an die
Stelle von b~l + b ;; . SchlieBlich werden noch die folgenden Abkiirzungen eingefUhrt

m,la_ 1

flj = ]i)J '
e[

~ , =_1_
1 - 2]i)J '

k ,[J
y _ 1
r' j = ]i)J . 21.10(7)



21.10 Bereehnung kritischer Drehzahleu naeh dem Verfuhrcn der finiten Elemente 495

Die Bedeutung del' Symbole ist z.T. eine andere als im vorangehenden Abschnitt, da wir
uns hier an die Originalarbeit [20] anlehnen. Mit diesen Definitionen geht das Gleichungs
paar 21.10(2), wenn in Punktj eine Scheibe sitzt, tiber in

A n 1li + A I 2lPi + (B n - f-liW2) 1lj + B 12lPj + Gn 1lk + G12lPk = 0, }
21.10(8)

A 2I1li + A 22lPi +B2I 1li + (B 22 + 1Jiw
2

) lPi + G2l1lk + G22lPk = O.

Indem man hier alle Gro13en durch ihre Definitionsgleichungen ausdriickt, wird man tat
sachlich wieder auf das Gleichungspaar 21.10(2) zuruckgefuhrt. Ist del' Punkt j ein Lager,
so sind einfach die folgenden Anderungen vorzunehmen:

(Bn - f-liW2) ist zu ersetzen durch (B ll + x i)'

(B 22 + 1Jiw
2 ) ist zu ersetzen durch B 22 •

Die Koeffizienten A , B, G sind natiirlich fur jeden Punktj besonders nach dem Schema
21.10(6) zu bilden.

Die u. und lP haben an sich die Dimension einer Lange. Da die Gleichungen abel' homo
gen sind, kann man die 1l und QJ ebensogut als dimensionslos auffassen, indem man sie
auf irgendeine Bezugslange bezogen denkt, die nicht mit 1 identisch sein muls. Dann
sind die Gln . 21.10(8) dimensionslos, was giinstige Bedingungen fur die numerische Behand
lung schafft. Die f-li und 1Ji haben die Dimension T2, wahrend die Xi dimensionslos sind. 
1m FaIle del' starren Lagerung degeneriert Iiir den Lagerpunkt die erste Gleichung einfach
zu 1lj = 0, was man ohne weiteres auch verifizieren kann, indem man sie durch Xj dividiert
und dann xi gegen 00 streben laBt .

Fiir jeden Knoten del' gegebenen Welle - 1 bis 11, im Beispiel Abb. 21.10.1 - existiert
nun ein Gleichungspaar des Typs GI. 21.10(8). Die Zusammenfassung aller diesel' Glei
chungen fiihrt auf ein homogenes System von 211, Gleichungen mit 211, Unbekannten u.
und QJ, das den in Abb. 21.10.3 dargestellten Aufbau hat. Die Gleichungen fur j = 1
und 11, enthalten zwei Unbekannte weniger als die anderen, da sie den beiden Wellen
enden entsprechen. Ist [S] die Koeffizientenmatrix dieses Gesamtgleichungssystems und
det [S] del' Wert del' aus [S] gebi ldeten Determinante, so ist zu fordern

det [8 ] = 0, 21.10(9)

wenn das System nichttriviale Losungen haben solI. Da einzelne del' Koeffizienten in [8]
die GroBe w2 enthalten (siehe GI. 21.10(8)), ist 21.10(9) eine Bestimmungsgleichung fur w,
deren Wurzeln WeI' W e2, W e3' .. , genannt seien ; sie sind die Kreisfrequenzen del' E igen
schwingungen, mithin die kritischen Winkelgeschwindigkeiten. Abb. 21.10.4 zeigt schema
tisch ein Laufersystcrn einer Dampfturbogruppe, Abb. 21.10.5 fur dieses La.ufersystem

J

?

Abb. 21.10.3. Aufbau des Gleichungs
systems del' Iiniten Elementc
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HO MDT MO/NO Genera/ar

Abb . 21.1004. Schema des Laufersystems einer Turbogcnerutorgruppo
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Abb.21.10.5. Verlauf del' Determinanten det[S] in Funktion derDrehzahl n fur das Laufersystem Abb. 21.10A.
Nach Spieth und Uhrig [20]. Ausgezogene Kurvc bei starrer, strichpunkticrte bei elast ischer Lagerung k = 20 !Llt

den Verlauf von det [8] in Funktion del' Drehzahl n = (60/2n) os , nach [20]. Die aus
gezogene Kurve gilt fur starre Lagerung, die strichpunktierte fiir eine Lagernachgiebig
keit von Ic = 20 fLm /t = 2,04 · 10-9 miN. Die kritischen Drehzahlen sind gegeben durch
die Schnittpunkte diesel' Kurven mit del' Achse LI = O. Man erkennt, daB die Lager
nachgiebigkeit die Werte del' kritisehen Drehzahlen vollstandig verschiebt.

Del' Ersatz das Rotors durch ein System von Massen und masselose Stabe ist nicht
die einzige Moglichkeit, die man hat. Es konnen auch Elemente anderer Art herangezogen
werden. Beispiele gibt etwa Uhrig [19]. Die Koeffizi enten a, b, c erhalten dann einen
anderen Aufbau. Die Struktur des Verfahrens und das Vorgehen bleiben abel' unverandert .
Del' Vorteil solcher Varianten besteht darin, daB man u.U. mit weniger Knotenpunkten
auskommt, was zu einer Abkiirzung del' Rechenzeit fiihren karin .

Ferner laBt sich das Verfahren so ausgestalten, daf zusammengesetzte Systeme behan
delt werden konnen, wie etwa die in Abb . 21.10 .6 dargestellte Turbo-Generatorgruppe
mit ihrern Stahlfundament. Das Laufersystem ist del' Balken 1, Fundamenttisch und
Gehause bilden den Balken 2. Beide lassen sich behandeln wie oben fUr den Laufer auf
gezeigt. Federn zwischen Balken 1 und 2 reprasentieren die Lager, Federn zwischen
Balken 2 und dem starren Betonfundament die Fundamentstiitzen. Es sei an einer Lager
stelle 'V die Federkonstante des Lagers lev , wahrend die zugehOrige Fnndamentstiitze ft
die Federkonstante le" besitze. Wenn die nach oben positiv gerechneten Auslenknngen
von Welle und Fundamenttisch u, undz, sind, gelten anstello del' ersten del' Gin . ~ 1.1 O(:~)

die Iolgendcn Beziehungen fiir die Querkrafto Q" und QI' an den bcidcn Kuotcnpunktcn.

Qv = - kl llv - u,,), Q" = k,,(u,. - 1£,,) - k"llw 21.10(10)

Die Gleichungssysteme fur Balken 1 und 2 sind an sich gleich aufgebaut wie fruher, nul'
enthalten sie dank del' Relationen 21.10(10) anch u-Werte des anderen Balkens. Somit
bilden beide Systeme zusammen ein gekoppeltes Gleichungssystem. Die Rechnung ist
gesondert durchzufiihren Iiir die vert.ikale und die horizontale Richtung, da ja die k
Werte fill' beide Richtungen im allgemeinen verschieden sein werden.



:21.1 O( II)

~ 1. 10 Bereelmung krit.ischer D rehzuhlen uueh dem Vcrfuhren dol' Iiniten Elolllenle 4!) 7

Generator

@ ;:n

Fundamenttisch

liiutersystem Balken 1f :T ::r:;:::f ::::::::i:!I
Tisch u. Da /ken 2

. 6ehiiuse . , .. ,
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Die Methode del' fini ten Elemeute eignet sich auch zur Berechnung von D rehsclncin
gungen . Diese sind zwar seltener, konnen abel' doeh au ftreten . Ungleiche Belastung del'
Phasen eines Drehstromgenerators fuhrt z.B. zu einer periodisehen Variation des von ih m
aufgenommenen Drehmomentes. Die entsprechenden Resonanzen lassen sich vermeiden,
da ja die Maschine nul' bei del' Synchrondrehzahl belastet wird . Stehen einzelne We llen
strange durch Zahnradgetriebe miteinander in Verbindung, so rufen die Verzahuungs
feh ler Drehmomentschwankungen hervor. Diese muf man tiefhalten, indem man eine
groBe Drehelaatizitat im Zahnradgetriebe vorsieht. Irn Gegensatz zu den Biegesohwingun
gen wirkt hier die Werkstoffhysterese stets diimpfend.

Abb . 21.10 .7a zeigt die Anordnung eines We llensystems, das aus Soheiben mit den
Masaentragheitsmomcnten fJj und Wellen mit den Langen Ij und den polaren Tragheits
momenten J p j gebildet ist . Mit G als Gleitmodul ist dann die Torsionssteifigkeit des
Wellens tuckes Ij

T = GJ ,'.!...
- 7 - Ii

Es sei weiter Yj die Winkelamplitude del' Drehschwing uug an del' Stelle del' Masse j . \VCIlII

n un M i die Amplitude des Momentes ist, das von links auf die Scheibe j a usgeubt wird ,
lautet die Bewegungsgleichung diesel' Scheibe

b

Abb. 21.10.7. Zur Behand lung del' Dreh
sehwingungen. a) Einfaehe Welle;

b) zwei Wel len durch Getriebe verbunden

(oJ , (.)} 19,

JpJ

I}

k n

:21.1 O( 1:2)
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da ja w;Yj del' Amplitudenwert von Yj ist . Nun ist abel'

Ti(Yj - Yi) = M i, Th" - Yj) = M j, 21.10(13)

folglich durch Einsetzen diesel' Ausdriicke in 21.10(12)

-TiYi + (Ti + T j- W~ej) Yj - Tjy" = O. 21.10(14)

Fiir jeden Knotenpunkt j gilt eine solche Gleichung, die drei Unbekannte enthalt ; nul'
die Gleichungen fur die beiden Wellenenden enthalten nur zwei Unbekannte. AIle diese
Gleichungen zusammen bilden ein homogenes System, das einen zu del' Darstellung
Abb . 21.10.3 analogen Aufbau hat, nul' daB hier nul' eine Gleichung pro Knoten auftritt,
dort zwei.

Sind zwei Wellen gemaB Abb. 21.10.7b durch ein Zahnradgetriebe verbunden, so ist
das Vorgehen folgendermaBen abzuwandeln . Es seien e; und e;' die Massentragheits
momente del' beiden Zahnrader, r' und r'' ihre 'I'eilkreisradicn, Y; und Y;' die Amplituden
ihrer Winkelausschlage, undP sei die Amplitude del' Umfangskraft. Die Bewegungs
gleichungen del' beiden Zahnrader lauten dann in Analogie zu 21.10(12)

M i - Er' = W~ejYj' Fr" - M j = w~e;'y;' . 21.10(15)

Wenn man bier M j und M i analog zu 21.10(13) ausdruckt und einsetzt, erhalt man

Thj - Yi) - Fr' = w~e;yi, Fr" - Th" - yi') = w;e j'yj'. 21.10(16)

Dem ist noch die Beziehung
yj r' = yi'r" 21.10(17)

beizufiigen. Aus den Gin. 21.10(16) und (17) lassen sich P und y;' eliminieren. Dann liegt
wieder eine einzige lineare homogene Gleichung in Yi, y ; und y" VOl'. Bei del' Bewegungs
gleichung fur den Knoten kist lediglich yj' durch yjr'lr" zu ersetzen. Damit wird die
mathematische Struktur des Problems genau gleich wie bei del' einfachen Welle, und die
Losung erfolgt gleich wie dort : Man hat die von We abhangige Determinante del' Koeffi
zientenmatrix des Gesamtgleichungssystems Null zu setzen und erhalt mit den so bestimm
ten Eigenwerten We die Kreisfrequenzen del' Torsionsschwingungen des Systems.

21.11 'l'heorie del' Stahilitat und del' AusschUige schwiugender Laufer

Mit dem Aufkommen del' Computer sind Berechnungsverfahren in groBerer Zahl ent
wickelt worden, die es erlauben, bei grundsatzlich beliebiger Geometrie und Lagerung
die Laufstabilitat zu untersuchen und Aussagen iiber die zu erwartenden Schwingungs
ausschlage zu gewinnen, vgl. [21-27]. Diese Theorien fuhren, obwohl formal mathema
tisch verschieden, wesentlich auf die gleichen Resultate, unterscheiden sich abel' in Reohen
aufwand und Leistungsfahigkoit. Die neuen Theorien [24- 27], die sich auf das Verfahren
del' finiten Elemente stiitzen, sind in diesel' Beziehung am giinstigsten. Die nachfolgende
Darstellung schlieBt unmittelbar an die Ausfiihrungen des vorangehenden Abschnittes an,
die nul' einer entsprechenden Verallgcmeinerung bediirfen.

Da die Lagerung im allgcmeinen anisotrop sein wird, wird eiu Koordinateusystem
x, y, z nach Abb. 21.8.1 verwendet und auch die in jenem Abschnitt hcrgeleiteten Bezie
hungen konnen iibernommen werden. Die Projektion del' Welle auf die xz-Ebene ent
spricht del' Abb. 21.10.1; am Knotenpunkt jist die Auslenkung Uj und die Neigung qJj'

Die Projektion auf die yz-Ebenc hat eine analoge Gestalt, wobei Auslenkung und Neigung
hier mit Vj und 1pj bezeichnet werden mogen. Abweichend von Abschn. 21.10 sollen diese
Symbole hier nicht Amplitudenwerte, sondern Momentanwerte bedeuten. Die Gin. 21.10(2)
gelten abel' trotzdem, sobald man auch unter Qj und M j Momentanwerte versteht, denn
diese GIeichungen beschreiben ja lediglich das elastische Verhalten del' Welle. Es sind
zwei Paare solcher GIeichungcn zu forrnulieren, fur die Richtungen x und y. Wenn man
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21.11(1)I
noch setzt b~I + b~'l = bll , b;~ + b~~ = bl~ usw., entsteht so folgende GIeichungsgruppe :

anUi + a 12rpi + bnuj + b12rpj + cnUk + C12rpk = QXj,

a 21ui + a 22rpi + b 21uj + b22rp j + C21Uk + C22rpk = M y j ,

anvi + a 12"Pi + bnvj + b 12"Pj + Cllvk + C12"Pk = Qyj ,

a 21vi + a 22"Pi + b 21v j + b22"Pj + c 21vk+ C22"Pk = M x j '

21.11(4)}
Qyj = -leyxU j - 1e!lyVj - b llxu j - b llllVj '

JHy i = 0, M x j = O. 21.11(5)

Hier sind die Indices 1 und 2 del' Koeffizienten k und b durch x und y ersetzt, um Ver
wechslungen mit den anderen hier auftretenden Indices zu vermeiden. Del' Einfachheit
halber ist bei den Koeffizienten del' GIn. 21.11(4) del' Index j, del' auf das beireffende Lager
verweist, weggelassen worden, wie ja auch die Koeffizienten in den GIn. 21.11(1) fur
jedes j besonders zu bilden sind.

Die GIn. 21.11(4) setzen voraus, daB die Lagerschalen starr gehalten seien . Trifft dies
nicht zu, sondern ruhen sie etwa auf einem nachgiebigen Fundament, so sind die Ansatze
sinngemaf zu verallgemeinern, wobei wie in 21.10(10), Koordinatendifferenzen an die
Stelle del' Koordinaten treten.

Nun sind in del' GIeichungsgruppe 21.11(1) die rechts stehenden Querkrafte und
Momente durch die Ausdriicke nach den GIn. 21.11(2) und (3) bzw. (4) und (5) zu ersetzen ,
worauf alle GIieder auf die linke Seite des Gleichheitszeichens genommen werden . Weiter
ist die bereits unter 21.10 angegebene Transformation durchzufuhren, d .h. man setzt

(/Jj = [rpj , 'Pj = ["Pj 2L11(U)

mit I als Bezugslange wie untcr 21.10. Zu den dart angegebencn GIn. 21.10(4), (U) und (7)
ist noch beizufiigen

Ist del' betrachtete Knoten j eine Scheibe, so lauten die Ausdriicke fiir die beiden Kompo
nenten del' Querkraft im unwuchtfreien Falle

QXj = -mj'uj - qjVj, Qyj = -m/vj + qjUj ' 21.11(2)

Hier ist jeweils das erste GIied rechts die d 'Alembertsche 'l'ragheitskraft. Das zweite ist
die Spalterregungskraft, wie sie durch den Ansatz Gl. 21.6(2) gegeben ist. Es ist also qj
del' Spaltenegungskoeffizient an del' Stelle j . - Die Momente M x j und M y j (wobei die
Indices x und y die Richtung des Momentvektors andeuten) ergeben sich nach den GIn.
21.8(2), (4), (2'), (4') zu

. ej .. • e j ..
M y j = -ejW"Pj - 2:rpj, Jlfxj = + e jw rpj - 2: "Pj' 21.11(3)

Beziiglich del' Vorzeichen beachte man das folgende . Die beiden Projektionen del' Wellen
achse sind jeweils von del' Seite zu betrachten, bei del' eine Vergrolserung del' Neigung
cine Drehung del' Tangente im Gegenuhrzeigersinn bedeutet, und die Momente sind, so
betrachtet, im Gegenuhrzeigersinn positiv.

Ist del' Knoten j ein Lager, so lauten die entsprechenden GIeichungen unter Ver
wendung des Ansatzes Gl. 21.6(1)

Q Xj = -leXXUj - Icxyv j - bxxuj - bxyvj ,

_ I3
qj -qj EJ'

- [3 _
lexx lexx = , analog leX/I' klIX' kyy ,

ji)J

- f!.
i ; b.tx m analog hx/I , i.: i.:

21.11(7)

21.11(8)

21.11(9)
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Die Gleichungsgruppe 21.11(1) geht dann , wenn j einer S cheibe entspricht, in die Form

A nUi + Al 2lPi + Bnu j + Bl2lPj+ CnUk+ Cl2 lPk + #{Uj+ (liVj = 0,
A 2lUi + A 22lPi + B 2lu j + B 22lP j + C2lUk + C22lPk+{}jcPj+ 2{}jwPj = 0,
AnVi + A l 2lj1i + Bnvj + B l2lj1j + CnVk + Cl2 lj1k + #/Vj- ihUj = 0,
A 2l Vi + A 22lj1i + B 2l Vj + B 22lj1j + C2lVk + C22 lj1/,; + {}/Pj- 2{}jwrPj = 0

tiber. Ist del' Knoten j ein L ager, so lautet sie

AnUi + A12lPt + Bnu j +B12lPj+ Cn u /,; + C12 lP/,; +
+ kxxuj + k;ryv j + bxxuj + bXl/v j = 0,

A 2 1Ui + A 22lPi + B 2 1Uj + B 22lP j + C2 IU/,; + C22lP/,; = 0,
AnVi + A 12lj1i + Bnvj + B 12lj1j + Cnv/,; + C 12lj1/,; +

+ kyxu j + kYl/vj + by;ruj + byyvj = 0,
A 2 1Vi + A 22lj1i + B 2 1vj + B 22lj1j + C2 IV/,; + C22 lj1/,; = O.

] 21.11(101

J

21.11(11)

Fur jeden Knoten gilt nun eine Gleichungsgruppe del' Form 21.11(10) oder (11), wobei
am linken Wellenende die Glieder mit Index i, am rechten diejenigen mit Index k weg
fallen . So entsteht ein Gesa mtgleichungssystem, das nach den Variablen und ihren Ab
leitungen geordnet und als Matrizengleichung geschrieben werden kann. E s bezeichne {u}
die Kolonnenmatrix, die von oben nach unten die folgenden Glieder enthalt : U I ' lPv VI '

ljII ' U 2, lP2, , V ,!> ljIw Ebenso sei {it} die Kolonnenmatrix ul ... tPn und {u} die Kolonnen -

matrix ul P,.. Dann kann das genannte Gesam tgleichungssystem in del' F orm

[AI] {u} + [B] {u} + [K] {u} = 0 21.11(12)

geschrieben werden. Die Glieder del' Matrizen [M ] , [B] , [K] sind die entsprechenden
Koeffizienten del' Gleichungsg ruppen des Typ s 21.11(10) und (11). Gl. 21.11(1 2) reprasen 
ti ert ein homogenes System linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Del' Losungsansatz lautet

{it} = A2{U} exp (At),

{u} = {it} exp (At) ,

wo {it} die {u}-Matrix in t = 0 ist. Da

{u} = A{it} exp (At),

erg ibt sich durch Einsetzen in Gl. 21.11(12)

([MJ},2 + [BJA + [KJ) {tt} = O.

21.11(13)

21.11(14)

21.11(15)

Dies ist das cluuu kteristische Gleichung8sys te1n, ein homogenes System line arer Bestim
mungsgleichungen fiir die Glieder von {it}. Es ist das genaue Analogon des Gleichungs
systems, das lintel' 21. 10 erhalt en wurde. Wie dort, ist die Existenz einer ni chttrivialen
Losung an die Bedingung des Verschwindens del' Koeffizientendeterminante gebunden ,
d .h. (' 8 ist zu Iordern

det UN)).2 + [B ]A + [KJ) = O.

Diese Bestimmungsgleichung fiir die Eigenw erte Ahat die Losungen

21.11(16)

21.11(17)

Sie sind im allgemeinen komplex , was mit del' Struktur des Gleichungssystems zusarnmen
han gt, das erste Ableitungen ent halt (im Gegensatz zu del' Situation un tel' 21.10). Auch
die Elemente von {tt} , die sich als Losung von 21.11(15) ergeben, sind komplex . DaB
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21.11(2')

damit doch eine physikalisch reelle Losung gegeben ist, erkennt man wie folgt . Infolge
des homogenen Charakters des Gleichungssystems wird es zug leich mit einer komplexen
Losung auch durch die ihr konj ugiert komplexe erfullt. Die Uberlagerung beider Losungen
ist aber ree ll; daher geniigt es , den Realteil einer komplexen Losung zu betraehten.

Die Losungen des homogenen Gleichungssystems beschreiben Eigensdtwingungen der
Welle, wie sie durch eine einmalige aulsere Storun g eingeleitet werden konnen . Die We.'

sind die Kreisfrequenzen der E igenschwingungen, mithin auch die kritischen Wi nkel
geschwindigkeiten, wahrend die Ov den weiteren zeit lichen Verlauf der Amplituden der
einmal angestoBenen Schwingungen beschreiben. Diese klingen ab , wenn Ov < O. StabilitiU
ist demnach dann gewahrleistet, wenn Ov < 0 fur alle v. Uber Verfahren zur Auffindung
der Eigenwerte Av vgl. etwa Z1trmuhl [28]. Einen speziell fur Turborotoren geeigneten
Algorithmus entwickelt Nordmann [29]. Abb . 21.11.1 zeigt Rechenergebnisse nach [27]
fur einen Dampfturbinenlaufer auf sieben Dreikeillagern. Da die Lagerkonstanten, die
in [B] und [X] eingehen, F unktionen der Winkelgeschwindigkeit sind, muB die Eigenwert
berechnung nicht nur einmal durchgefUhrt werden , sondern in Funktion von os , was ein
Ergebnis liefert wie in Abb . 21.11 .1 dargestellt . Wo w = W ev , liegen kritische Drehzahlen,
wahrend der ins tabile Bereich dort beginnt, wo eines der 0,. - hier 01 - positiv wird.

Die Theorie laBt sich so ausgestalten, daB auch unwuchterzwungene Schwingungs
ausschlage bes timmt werden konnen . Es weise z.B. die Masse mj gegenuber der geo
metrischen Drehachse cine Exzentcizitat Ej auf. An die Stelle der GIn . 21.11(2) tritt dann

Q Xj = -mj [Uj - (Ej cos wi + Ej' sin wt)] - (/jVj , 1
o; = - m j [Vj + (E jsin wt - Ej' cos wt)] + (jjUj ' J
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Abb.21.11.1. Eigenkreisfrequenzen Wev und Anfachungskoeffizienten Av cines Rotorsystems in Funktion del'
Winkelgeschwindigkeit w. Nach Nordmann [27]
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H ier ist ej = Vej2 + ej'2und durch e; und ej' wird die WinkeIlage der Exzentrizitat be
stimrnt. Wenn man diese StOrungsg lieder mitnimmt und sogleic h zur komplexen Schreib 
weise iibe rgeht, erscheinen in der Gleich ungsgruppe 21.11(10) rechts d ie Iolgenden Glieder :

fli Re {ei exp [i(wt - If'i)]} , 0,

lli Re {eiexp [i (wt + ; - If'i)]} , o.

Die Matrizengleichu ng 21.11(12) nimmt dann die Form

[M]{u} + [B]{u} + [K]{u} = Re [{F} exp (iwt)] 21.11(18)

21.11(19)

an, wobei die Kolon nenmatrix {P} alle Storungsglieder zusammenfaBt. Die Partiku lar
16sung dieser Gleichung gewinnt man durch den Ansatz

{u} = {uc} cos wt + {us} sin tot =

= He ({uc} - i{us}) (cos tot + sin wt) = He [{U} exp (iwt)].

Ab leiten und Einsetzen in G1. 21.11(18) liefert

([K] - w2[M] +iw[B]){U} = {P} . 21.11(20)

Dieses Gleichungssystem kann nach einem komplexen Gaul3-Algorithmus gelost werden.
Man erhalt schlieBlich die samtlichen Ausschlage, die in {U} zusammengefaBt sind. Dies
kann nach Bedarf fur jedes w durchgefiihrt werden, insbesondere auch fUr die kritischen
Winkelgeschwindigkeiten , wo Maxima der Ausschlage zu erwarten sind.

Die DurchfUhrung diese r Rechnung geht aus von GroBe und Lage der Exzentrizitaten,
die ja in {F} zusammengefal3t sind. Da diese aber im voraus nicht bekannt sein werden,
wird man typische Annahmen t reffen und verifizieren, ob die Ausschlage in zulassigen
Grenzen bleiben. Abb . 21.11.2 zeigt ein solches Rechenergebnis nach [27] fur den gleichen
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Laufer wie Abb. 21.11.1. Die Uberlagerung del' Bewegung in x- und y-Richtung liefert
dabei im allgemeinen elliptische Bahnen del' Wellcnzontren an den verschiedenen Punk
ten j. Dabei ergibt die Rechnung von selbst, ob die Ellipse im Gleichlauf oder im Gegen
lauf durchlaufen wird, wie ja auch Aufspaltungen kritischer Drehzahlen infolge del' Aniso
tropie del' Lagerung durch die Bestimmung del' Eigenwerte von selbst erhalten werden .

Bei del' Durchfiihrung solcher Rechnungen erhebt sich die Frage, bis zu welcher Eigen
frequenz W ev sie ausgedehnt werden sollen. Mathematisch hangt die Zahl del' existierenden
Ordnungen ab von del' Zahl del' Einzelmassen, d. h. also von del' Art del' Diskretisierung.
Prinzipiell konnte nun irgendeines del' <5 v positiv werden, was Labilitat bedeuten wiirde.
'I'atsachlich wird es abel' nieht notig sein, sehr hohe Schwingungsordnungen einzubeziehen.
Die Reehnung vernachlassigt die Werkstoffdampfung. Diese kann notfalls summariseh
in die Spalterregungskoeffizienten eingesehlossen werden. Bei Frequenzen, die libel' del'
Drehzahl liegen, wirkt sie immer stabilisierend und dies mit steigender Frequenz immer
mehr. Deshalb treten sehr hochfrequente Sehwingungen faktiseh nieht auf.

McGuire [30] besehreibt z.E. die dynamisehen Lauferuntersuchungen, wie sie in del'
Praxis beim Neuentwurf mehrgehausiger Maschinen durehgefiihrt werden. Zunachst wird
del' Laufer jedes einzelnen Gehauses fur sieh vereinfaehend als unabhangig und zweifaeh
gelagert betraehtet und die Stabilitat ohne Spalterregung untersueht, womit das Ver
halten del' Lager in Erseheinung tritt. Dann wird noeh die Spalterregung mitberucksioh
tigt, mindestens dort , wo diesel' Effekt wesentlich ist (hohe Diehte des Fluids, sehlanke
Rotoren). Gegebenenfalls wird die Lagerkonstruktion geandert, so daB ein befriedigendes
Ergebnis erzielt wird. Ist dies errreieht, so darf erwartet werden, daB bei del' naehfolgenden
Behandlung des mehrfaeh gelagerten Gesamtsystems ein glinstiges Ergebnis heraus
kommen wird. Dabei konnen Reehnungen mit und ohne Einbezug eines elastisehen Funda
mentes durehgefiihrt werden, was wesentlich sein kann , da die Nachgiebigkeit des Funda
mentes die Wirksamkeit del' Olfilmdarnpfung herabsetzt. Bei del' definitiven Bereehnung
werden aueh Ausschlage bestimmt.

An sieh sind unsere heutigen Reehenverfahren auBerordentlieh Ieistungsfahig. Trotz
dem seheinen die Ergebnisse noeh nieht in allen Fallen zu befriedigen, wobei allerdings
die theoretisehe Beurteilung del' Stabilitat im allgemeinen eher zu unglinstig ausfallt , Die
Unzulangliohkeit kann abel' kaum in del' Struktur del' Theorie selbst liegen, son dern sie
ist eher in del' Ungenauigkeit del' Eingaben zu suchen, welehe die Spalterregung und das
Verhalten del' Lager besehreiben. Beaehtet man etwa den schleifenden Sehnitt del' Kurve
')J = 1, Abb. 21.11.2, mit del' Aehse <5" = 0, so wird verstandlich, daB selbst verhaltnis
maBig kleine Fehler del' Eingaben die Lage del' reehnerisehen Stabilitatsgrenze wesentlich
versehieben konnen.

Treten an ausgefiihrten Maschinen Sehwierigkeiten auf, so sind die Anderung del'
Lagerkonstruktion und del' Lagerspiele die wiehtigsten Mittel zur Abhilfe. Dabei haben
Ma.Bnahmen, welche die Stabilitatsgrenze nach oben verschieben die Tendenz, die Reso
nanzausschlage zu vergrollern, so daB bier ein optimaler Mittelweg gefunden werden muB .
Del' unter 21.5 bereits beschriebene Weg, Lager dampfend zu betten, gewinnt im Zu
sammenhang mit diesel' Situation an Bedeutung.

21.12 Die SpaIterregung

Spalterregung entsteht dureh die zwei in Abschn . 21.f) beschriebenen Mechanismen ,
Variation del' Umfangskraft infolge del' Spaltverluste und asymmetrische Druckverteilung
libel' Deckbandern und in Labyrinthdichtungen, vgl. insbes. Abb. 21.5.B. Es sind dariiber
in neuerer Zeit Untersuchungen in grofserer Zahl durchgefiihrt worden, etwa [10-14,
31-35]. Del' Ansatz Gl. 21.6(2) , del' auch in Gl. 21.11(2) iibernommen wurde, ist del' ein 
faehst mogliche: Er ist linear und enthalt nul' einen einzigen Koeffizienten, den labilisie-
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renden Koppelkoeffizienten 'I . In Wirklichkeit kommen noeh weitere Effekte hinzu, wie
atromungsbedingte Memento infolge del' Sohiefstellung del' Laufersoheiben und ebenso
Kraf'te lind Momente, die den Verformllngsgeschwindigkeiten proportional sind, vgl. etwa
[;{2-;{f)] . Es wird abel' aus diesen Untersuchungen deutlich, daB nul' del' Koppelkoeffi
zient 'I einen maBgebenden EinfluB auf das Stabilitiitsverhalten ausiibt. Koeffizienten,
die Kraft und Auss chlag in gleicher Koordinatenrichtung verbinden , sind sehr klein gegen
uber den entsprechenden elastischen Koeffizienten. Momentkoeffizienten treten in ihrer
GroBenordnung stark zuriick . Die den Deformationsgeschwindigkeiten proportionalen
Krafte sind schon deshalb gering, weil diese Geschwindigkeiten um Zehnerpotenzen tiefer
liegen als die Stromungsgeschwindigkeiten. Deshalb kann del' einfache Ansatz 21.6(2) als
geniigend betrachtet werden.

Es mage zunachst die Spalierrequnq durch Variation der Umfangskraft behandelt wer
den, ein Mechanismus, del' erstmals durch Thomas [36] angegeben wurde. Abb. 21.12.1
stellt die Situation dar. In del' gezeigten Lage wird die Variation del' Spaltweite 0 beschrie
ben durch

o = 00 - e cos rp, 21.12(1)

wo 00 die mittlere Spaltweite, e die Exzentrizitat des Laufers bedeuten. Einem Sektor
mitZentriwinkel drp an del' Stelle rp entspricht eineTangentialkraft dT, die positiv gerechnet
werde, wenn sie in die Richtung del' Raddrehung weist, also im FaIle del' Turbine. Die fiir
die Spalterregung maBgebende Querkraft d(J ist

dQ = dT cos rp . 21.12(2)

Abb. 21.12.1. Zur Herleitung der Formeln fur
Spalterregung durch Umfangskrafte

Die Tangentialkraft dT muB im Euler-Radius r angreifend gedacht werden, wo die Um
fangsgeschwindigkeit 11, = wr betragt. Del' auf drp entfallende Radleistungsanteil dP ist

womit
dP = udT,

dP
dQ = -=- cos rp.

u

21.12(3)

21.12(4)

Fiir die hier notige Genauigkeit geniigt es, den Euler-Radius durch den mittleren Radius rm

zu ersetzen .
Bei del' nachfolgenden Herleitung mage nun stets links die Gleichung fiir die Turbine,

rechts diejenige fiir den Verdichter geschrieben werden. Es sei Llhs die isentrope Enthalpie
anderung in del' Stufe, 1p = Llhs/u2 die ihr entsprechende Druckzahl, eez del' Mittelwert
del' axialen Massenstromdichte im Sektor drp und 'Yj del' Wirkungsgrad, del' Llhs mit dem
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spezifischen Arbeitsumsatz verkniipft . Dann gilt

505

') .J

r7; - rIv -.
dP =~2-_ (!Cz 1jJU2 '1J dtp,

Fur den Wirkungsgrad werde gesetzt

.) , .J -2

dP _rs - rIv tpu. d
- - 2 (!Cz ---:;) cp . 21.12(5)

21.12(6)

wobei Ll CsJI die Abweichung des Spaltverlustes gegeniiber dem Wert ist, den er bei e5 = (50

annimmt. Es liiBt sich mithin auch schreiben

21.12(7)

21.12(8)

oder mit 21.12(1)
1 1 dCsJI- =-- --e cos cp .
'YJ 'YJo db

Wenn man dies noch in 21.12( 5) einsetzt und 21.12(4) beachtet, folgt

r~ - r~ - [ dCsJI ]dQ = 2 (!Cz1jJu 'YJo + db e cos cp cos cp dcp Turbine,

r~ - r~ _ [ 1 dCsJI ]dQ = - 2 eCz1jJu - - db e cos cp cos cp dcp Verdichter . 21.12(9)
'YJo .

Es ist nun wesentlich zu erkennen, daB die Integration, die von hier aus Q liefert nicht in
willkiirfreier Weise moglich ist. Die Variation der Spaltweite nach Gl. 21.12(1) wird nam
lich im allgemeinen zur Folge haben , daB auch die Massenstromdichte ecz und selbst der
Druckumsatz, also 1jJ , Funktion von cp werden, doch karin eine allgemeingiiltige Angabe
dariiber nicht gemacht werden . Man hat iiblicherweise, ohne den einsehrankenden Cha
rakter dieser Annahme zu beachten, nur '17 als Funktion von cp eingefUhrt. Einzig Piltz [H4]
macht hier cine genauere Untersuchung, kommt aber auch nicht ohne willkurliche An
nahme aus. - Es gibt zwei Extremannahmen, welche die Integration der Gl. 21.12(9)
sogleich ermoglichen. Die eine ist die klassische Annahme, wonach nur 'I) Funktion von cp
ist. Die andere ist eine sinnvolle Naherung bei Schaufelungen mit Dockbandern und
Labyrinthdiehtungen. Dort kann man von der Vorstellung ausgehen, der Spaltverlust
entstehe lediglich dadurch, daB ein Teil des Fluids die Schaufelung umgeht. In der Schaufe
lung selbst wird dann langs des Umfanges iiberall gleich viel Arbeit umgesetzt. Irn Rahmen
des hier angegebenen Formalismus bedeutet dies im FaIle der Turbine ecz'YJ = const,
und da auch 1jJ = const vorausgesetzt wird, liefert die Integration Q = O.

Die klassische Annahme, daB nur 'YJ von cp abhange, fuhrt nur im FaIle der Turbine
auf ein sinnvoIles Ergebnis. Die Schreibweise laBt sich dann vereinfachen , da

r~-r~ m.
2 ecz drp = 2n dsp ,

wo m. der gesamte Massenstrom der Stufe ist . Dann liefert die Integration von 0 bis 2n

Q = ni1jJue dCs1)
2 db'

somit wird also schlielilioh der gesuchte Koeffizient q = Qje

m7pu dCsfJ
'1 =-2- db .

21.12(10)

21.12(11)

Der gleiche Formalismus, auf den Verdichter iibertragen, liefert das physikalisch unplau
sible Ergebnis, daB T bei kleinerem Spiel kleiner wird. Plausibel ist vielmehr das Um
gekehrte und sornit die Annahme, daf schlielili ch auch Gl. 21OJ 2(11) fur den Verdichter
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iibernornmen werden konn e, abel' mit. umgekehrtem Vorzeichen, also

lIi 1pU di;./I
q = --2- db . 21.12(12)

21.12(13)

Das kann abel' nul' erha lten werden , wenn man voraussetzt, daf (!ez1p im umgekehrten
Sinne Funktion von q; sei wie l / 'Y) , und zwar miissen z. B. eez und 1p einzeln je die gleiche
prozentuale Vera nderung aufweisen wie 1/'Y) , doch mit entgegengesetztem Vorzeichen . Das
ist nicht undenkbar, diirft e abel' jedenfalls eine Extremannahme darstellen.

Spalterregung durch Vari ation del' Umfangskraft allein ist nul' im Faile del' Anordnung
mit frei en digenden Schaufe ln eine sinnvolle Annahme. Nur in diesem Faile scheint man
damit mindestens bei del' Turbine etwa die richtige GroBenordnung zu treffen , vgl. [37].
E s sei also empfohlen , bei frei endigenden Schaufeln nach Gl. 21.12(11) bzw. (12) zu rech
nen . Damit wird man VOl' allem beim Verdichter den Effekt eher ubersohatzen , was abel'
auf del' sicheren Seite liegt. Die GroBe d!;sp/db ist entweder fiir den gegeb enen Schaufelungs
typ aus Messungen bekannt oder sie kann, wo solche fehlen , aus den allgemeinen Unt er 
lagen in Bd. I, Kap. 8 gewonnen werden. - Man beachte no ch, daf q hier fur eine Stufe
angegeben wurde, wahrend es im R echen verfahren nach 21.11 auf eine Ersatzmasse zu
beziehen ist, die nicht notwendig mit del' Stufe identi sch ist .

Die S palterregung du rch Druckoerteilunq u ber Deckbandern kann form al wie folgt dar
gestellt werden . Es seien Dd del'Durchmesser , b die axiale Breite des Deckbandes, Ud= (l)D/2
seine Umfangsgeschwindigkeit und (! die mit tl ere Dichte des Fluids iiber dem Deckb and.
Dann werde fur die Querkraf t Q gesetzt

Q = KDdbeu j be .
o

Unter bo ist die Dichtspaltweite am Labyrinthkamm zu verstehen . Del' Aufbau del' Formel
entste ht aus del' Vorstellung, daf die Druckdifferenzen am Umfang samtlich proportional
einem charakteristischen dynami schen Druck seien. Als solcher ist (!U~ gesetzt , und del'
empirische Beiwert K wird bei gegebener Geometrie davon abhangen, welches das Ver 
haltnis del' Umfangskomponente del' Stromung VOl' dem Deckband zu U d ist .

GegebenermaBen ist man bei del' Behandlung del' S tufe mit D eckbiindern davon aus
gegangen , daB die Spalterregung teilweise von del' Variation del' Umfangskraft, t eilweise
von del' Druckverteilung iiber dem Deckband herriihrt , vgl. [13, 32, 37]. In del' form alen
Darstellung wurden dann allerdings beide Effekte in einer Formel zusammengefaBt, deren
Aufbau von del' Vorstellung del' Erregung durch Umfangskrafte ausgeht , also die Resul
tierende del' Druckverteilun g eigentIich in eine aquivalente Umfangskraft ub ertragt.
Ub erblickt man nun den so definierten, aus den Versuchsergebnissen sich ergebenden
K oeffizienten , so erkennt man , daB eine aIle durchgemessenen Falle zusammenfassende
K orrelation so au ch ni cht anna hernd gelingt . Die R esul tate legen vielmehr den Gedanken
nah e, daB del' umgekehrte Weg, namlieh die Spalte rregung auf Druckverteilung am Deck
band zuruckzufuhren und die va riable Umfangskraft nur als Nebeneffekt zu betrachten ,
bessel' zum Ziele fiihrt. Dies verspricht urn so mehr Erfolg, als bei del' Deckb andschaufe
lung die einfache Vorste Ilung, die im Spaltverlust lediglich einen Leckverlu st sieht und die
auf konstante Umfangskraft fiihrt, eine gute Naherung ist. Wir hab en dah er die Versuche
von W ohlrab [32] neu ausgewertet, indem Formel 21.12(13) zugrunde gelegt und aus den
Versuchsergebnissen del' Wert K best immt wurde '.

Abb. 21.12.2 stellt die so gewonnenen Ergebni sse dar. Die Diagramme a , b, c ent
sprechen den bei Wohlrab mit A , B , C bezeichn eten Stufen . Die wiedergegebenen Kurven 
bander gehen direkt aus den Kurvenbandern del' Bilder 3.14, 3.21 und 3.22 del' gena nnten

1 Herr Prof. Dr. H. J . Thomas hat uns in verdankenswerter Weise die hierzu notigen Unterlagen zur
Verfugung gestellt.
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Orig inalarbeit hervor. AbRZiRBC ist die auf den Spitzendurchmesser bezogcne Druckzahl

~1.1~(14)

wahrend Wohlrab die Definition "P = 2Llh81u~ benutzt. Trotz der groBen Verschiedenheit
der Geometrie der drei Stufen ist der Funktionalzusammenhang K = !("Ps) sehr ahnlich .
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Abb . 21.12.2. Koeffizient K zur Rcrc chnung der Spalterregung an Turbinenstufen , umgerechnete Ergebni sse
von IVohlrab [32]

Das Kurvenband im Falle a ist lediglich deshalb besonders breit, weil die Streuung der
MeBpunkte besonders groB war. In der ursprimglichen Darstellung von Wohlrab liegen
die Kurvenbander weit auseinander. Die GroBe "Ps hangt unmittelbar mit der Umfangs
komponente der Geschwindigkeit am Laufraddeckband zus ammen , DaB dah er K mit "Ps
stark ansteigt, steht in Ubereinstimmung mit der Theorie. Man wiirde viellei cht erwarten ,
daB die Kurve fur die Kammerstufe ihres kleineren Reaktionsgrades wegen hoher liegen
miiBte als fur die Trommelstufen . Dem steht aber entgegen, daB bei der Trommelstufe
die Leitrader immerhin einen gewissen Beitrag zu den Querkraften liefern, bei den
Kammerstufen praktisch keinen . - In Diagramm d ist die gestrichelte Linie so gelegt,
daB sie die hochstliegenden Punkte der Kurvenbander a, b, c verbindet. Die ausgezogene
Gerade sei als Berechnungsunterlage empfohlen . "Venn man also den Koppelkoeffizienten
aus

21.12(14')q
KDdb(}U2

00

bestimmt mit K naeh dem durch Diagramm d gegebenen Linearansatz, so diirfte er eher
reiehlich eingesetzt sein , und man hat eine Rechnungsunterlage, die eine gewisse uni verselle
Giiltigkeit besitzt. - Die Breite der Kurvenbander entspricht iibrigens nicht nur reiner
Streuung, sondern umfaBt auch den EinfluB des Axi alspaltes zwischen Leit- und Laufrad,
der indessen nicht sehr einheitlich ist. Selbstverstandlioh ist q wieder entsprechend umzu 
rechnen, wenn die Ersatzmasse naeh Abschn. 21 . II nicht mit der Stufe identisch sein
sollte.

Sehr bedeutsam ist das Problem der Spalterregung auch bei Radialverdichtern mil Deck
scheibe fiir Medien extrem hoher Dichte, z.B. fur Ammoniaksynthese. Abb . 21.12.3 stellt
ein solches Verdichterrad dar. Die Spalterregung erfolgt im wesentlichen an der Labyrinth
dichtung der Deckscheibe. Genaue Unterlagen daruber kann nur der Versuch liefern,
doch gibt nachfolgende Oberlegung immerhin einen guten Anhaltspunkt. Tritt das Fluid
mit der Umfangskomponente C"2 a us dem Laufrad aus, so hat der ruckst romende 'I'eil
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im Dichtungsdurchmesser D<l etwa die Umfangskomponente

Cud = cu :! D 21])</ · 21.12(15)

Abb . 21.12.3. Radialverdichterrad mit
Deckscheibe

Nun entspricht Cu<llU d ungefahr dem Wert 1fJs in Abb . 21.12.2. Man kann also aus diesem
Diagramm den zu 1fJs = CudI Ud gehorigen K -Wert ablesen und mit diesem vermoge 21.12(14')
q bestimmen.

Bei HD-Turbinen konnen auch lange Labyrinthdichtungen an Wellen und Schub
ausgleichkolben wesentli ch zur Spalterregung beitragen. Die in [10] und [31] entwickelten
Theorien der Spalterregung in Labyrinthdichtungen laufen auf umfangreiche Differenzen
rechnungen hin aus und sind fiir lange Labyrinthdichtungen ungeeignet, weil sie Inkom
pressibilitat voraussetzen. Sie lassen sich ohn e Zweifel derart verallgemeinern, daf3 die
Kompressibilitat berii cksichtigt wird, werden dann aber sehr aufwendig. Unvermeidlich
gehen empirische Eingaben in solche Rechnungen ein (Reibungsbeiw erte), die unsi cher
sind und das Ergebni s so stark beeinflussen , daf3 sich die komplizierte Rechnung in
Anbetracht der Ungenauigkeit des Resultates kaum lohnt. Hingegen liegen empirische
Unterlagen von Benckert [59] vor. Wenn wir die Darstellung jenes Autors in die hier
verwendete iibertragen , laBt sich setzen

q = IXK Db(ju
2

21.12(16)
150

Hier ist u. die Umfangsgeschwindigkeit im Labyrinthdurchmesser D, b die axiale Laby
rinthbreite und (j = (el + ( 2)/2, wo el und (12 die Dichte vor und nach der Labyrinth
dichtung bezeichnen. Der empirische Koeffizient K ents pricht der GroBe K¢wI4E~w der
Originalarbeit und ist in Abb . 21.12.4 wiedergegeben . Dieses Diagramm beruht auf Bild 8
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Abb. 21.12.4. Zur Berechnung der Spalterregung in Labyrinthdichtungen
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in [59], das fur das Labyrinth an einer rotierenden Welle gilt. In Abb . 21.12.4 ist ])1 del'
Druck VOl' del' Dichtung, P2 derjenige nach diesel' . Del' Faktor ex (vgl. Abb. 21.12.4) gibt
noch eine Korrektur in Funktion von A' /(A' + AU), wo A' die ruhende, AU die bewegte
Labyrinthoberflache bedeuten . Die mittlere Umfangsgeschwindigkeit des Fluids im Laby
rinth, die maBgebend ist, hangt von diesem Verhaltnis abo Mit Rucksicht auf die Spalt
erregung erweist es sich als vorteilhaft, die Kamme del' Labyrinthdichtungen auf del'
stillstehenden Seite anzubringcn .

Die Tatsache, daB bei Dampfturbinen Laufstorungen durch Spalterregung aufgetreten
sind, sobald die Leistung einen gewissen kritischen Wert erreichte, hat dazu gefUhrt, die
Leistung unmittelbar als die erregende Ursache zu betrachten , also den Effekt del' Urn
fangskraft in den Vordergrund zu schieben. Bei del' HD-Turbine ist abel' del' Druck und
damit die Dichte del' Leistung praktisch proportional und dadurch, d.h. also durch die
Druckverteilungen ist die Erregung primal' gegeben.

21.13 Grundlagen del' I..agertheorie

Die Lager industrieller Turbomaschinen sind iiblicherweise olgeschmierte Gleitlager,
wobei stets mit vollkommen £liissiger Reibung gerechnet werden darf. Damit sind die
Vorgange nach del' hydrodynamischen Schmierfilmtheorie erfaBbar. Das mag zunachst
die Vorstellung erwecken, daB von den physiko-chemischen Eigenschaften des Schmier
mittels nul' die Zahigkeit von Bedeutung sei, was indessen del' Erfahrung widersprechen
wiirde. Insbesondere macht die Schmierfilmtheorie die Voraussetzung vollkommener Haf
tung zwischen dem Schmierfilm und den Oberflachen, die den Schmierspalt begrenzen .
Ob diese Voraussetzung erfullt ist, hangt von molekularphysikalischen Gegebenheiten ab ,
weshalb die Wahl des Schmiermittels und del' Werkstoffe wesentlich ist. An austenitischen
Stahlen ist in diesel' Beziehung schon gelegentlich ein ungtinstiges Verhalten beobachtet
worden , vereinzelt auch an Wellen aus ferritischem 13-%-Cr-Stahl. Allerdings scheint bei
solchen Schwierigkeiten auch die Gegenwart von Verunreinigungen eine Rolle zu spielen.
Kleinste Fremdkorper, die eine Verletzung del' WellenoberWiche bewirken, konnen bei
hartenden Werkstoffen zur Spanbildung Iuhren, was die rasche Zerstorung des Lagers
herbeifiihrt. Uber die Frage des Haftens des Schmiermittcls vgl. etwa Kampe; [;38]. 
Selbstverstandlich ist auch die Temperaturbestandigkeit des Schmierols von maBgebender
Bedeutung. Einen Uberblick irber die Eigenschaften del' Schmierole geben Lang und
Steinhilper [39].

Man ist bestrebt, die flussige Reibung auch beirn Anlaufen und Stillsetzen und beim
langsamen Durchdrehen del' aulier Betrieb gesetzten Maschine sieherzustellen, um Ab
nutzung oder Beschadigung del' Lagerschalen zu vermeidcn . Das fruher iibliche inter
mittierende Weiterdrehen ("Schalten") des Laufers del' stillgesetzten Maschine hat sich
in diesel' Beziehung nicht bewahrt. Reute zieht man ein stetiges Durchdrehen mit etwa
GO min - 1 VOl', wobei in den Lagern Gleitgeschwindigkeiten von etwa 0,5 bis 2 m/s auf
treten und schon Fliissigkeitsrpibung gegeben ist. AuBerdem erzeugt dann die Schaufelung
eine systematische Ventilationswirkung, wodureh die thermiseh bedingte Verkrumrnung
del' Gehiiuseteile unterbunden wird. Zum Schutze del' Lager beim Losbrechen aus dem
Stillstand und zur Verminderung des Losbrechdrelunomentes wird jetzt oft eine besondoro
Hochdruckschmierung vorgeschen, die im normalen Betrieb abgestellt wird. Bei diesel'
wird mit einer Kolbenpumpc (Diesel-Einspritzpumpe) Schrnierol mit einem Druck yon
70 bis 300 bar durch cine kleine Bohrung an einem Punkt del' untersten Mantellinie in
die Lagerschale eingefUhrt (vgl. Abb. 21.13.1) . In del' Umgebung del' Lochmiindung, die
entsprechend gestaltet worden muB, bildet sich so ein " Drucksee" , auf dern der Zapfen
selbst im Stillstand schwimmt. Irn Betriebe wurde diese Schmierung nicht geniigen , da
del' Oldurchsatz zur AbfUhrung del' Lagerreibungswiirme nicht ausreichen wurde.
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Abb. 21.13.1. Hochdruckschmierung cines Trag- Abb. 21.13.2. Zur Herlcitung der Differentialglcichung der
lagers Schmierfilmtheorie

Nachfolgend wird die grundlegende Differentialgleichung del' Schmierfilmtheorie her
geleitet. In einem ruhenden Koordinatensystem x, y, z (Abb, 21.13 .2) mogen sich die
beiden Flachen 1 und 2 in folgender Weise bewegen. Die x-Komponente del' Geschwindig
keit del' Flache 1 sei U1 , wahrend die y- und z-Komponenten Null sein mogen, Die x
Komponente del' Flache 2 sei U2 , die z-Komponente Null . Die y-Komponente sei V, und
zwar muB nicht vorausgesetzt werden, daB sie von x unabhangig sei. Wenn del' Karpel' 2
z. B. eine Kippbewegung ausfuhrt, wird V eine lineare Funktion von x . Del' Raum zwischen
beiden Elachen sei erfiillt von einer inkompressiblen zahen Fliissigkeit, die an beiden
Wanden hafte, und zwar moge vorerst laminare Beuiequnq vorausgesetzt werden. Gesucht
ist das aus dem Stromungsvorgang folgende Druckfeld, bei dem p jederzeit von y unab
hangig ist, da die Spalthohe h. sehr klein gegeniiber den iibrigen Abmessungen ist. Ferner
seien die Zahigkeitskrafte derart groB, daB ihnen gegeniiber die Tragheitskrafte vernach
lassigt werden konnen. Sind u , v, 10 die x , y, z entsprechenden Geschwindigkeitskompo
nenten in einem beliebigen Raumpunkt, so wiI'd die Bewegung del' Fliissigkeit durch
folgende Differentialgleichungen besohrieben. Die Kontinuitiit8yleichuny lautet

21.13(1)

wuhrend dus Bewegungsgesctz unter den gcgebenen Voraussetzungen durch

21.13(2)

ausgesprochen wird . Gleichungsgruppe 21.13(2) ist das System del' Gleichungen von
Navier und Stokes, in dem die Tragheitsglieder weggelassen sind. Bei del' Stromung durch
den sehr engen Spalt konnen ferner 82uj8x 2 und 82u j8z2 gegen 82uj8y2 vernachlassigt
werden und das Entsprechende gilt auch fur v und 1o. Damit vereinfacht sich das Glei
chungssystem in folgender Weise :

8210 8p
1) 8-:l = -8 - .Y z

21.13(3)
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Da nun nach Voraussetzung [)}J/8x und 8p/a z nicht von y abhangen, konnen diese Glci
chungen sogleich integriert werden, wobei folgende Grenzbedingungen gelten :

In y = 0 gilt : 'U = U1, V =0, W = 0 , I
7 21.13(4)

in y = h gilt: 'U = U2' V = V + U2~, W = o.ax

21.13(5)

1

I
Darnit fuhrt die Integration von 21.13(3) auf

1 8p U-U
'U = - -'- (y2 _ hy) + 2 1 Y + U ,

2n 8x h 1

v = (V + U2 :~) X'

. _ 1 8p 2
10 - -2 -;-(y - hy) .

1] uZ

Die so erhaltenen Ausdriicke konnen in 21.13(1) eingefiihrt werden, womit diese Gleichung
iibergeht in

.i-(h3(11)+ ~(h3 (11) = 6(U + U ) 8h+ 12V.
8x rj 8x 8z 1] 8z 1 2 8x

21.13(6)

Dies ist die Reynoldssche Difjerentialgleichung, welche die Basis del' Schmierfilmtheorie
darsteIlt. Obwohl an sich ein nicht gekriimmter Spalt vorausgesetzt wurde, liiBt sich die
Gleichung ohne weiteres auch auf das Traglager anwenden, weil del' Kriimmungsradius
sehr groB ist gegeniiber del' Spaltweite. Ferner kann sogleich angenommen werden, daB
nul' einer del' beiden Karpel' cine Bewegung in x-R ichtung ausfuhrt, deren Geschwindig
keit U sei, im praktischen FaIle also die Umfangsgeschwindigkeit des Zapfens. Weitel'
seien r del' Zapfenradius, LI r das kleinste Spiel zwischen Zapfen und Schale bei zentrischer
Zapfenlage, no die Ziihigkeit des Schmiermittels am Eintritt und w die Winkelgeschwin
digkeit . Dann lassen sich folgende dimensionslose GraBen einfuhren :

Re* _ 1jJ Re,

II lJ(L),now

21.13(7)
z
r

-
z

Llr
1jJ -,

r

Re eU Llr,
no

x
qJ - '- - ,

r

_ 'u1,t -u, _ v

v wLlr '
_ W

W = U '
- v
V w zlr '

Wenn weiter b und d Breite und Durchrnesser des Zapfens sind, G die vom Lager auf
genommene Querkraff (Gewicht) und Pm = G/bd die mittlere Flachenpressung, liiBt sich
auch mit diesel' del' entsprechende mittlere Druckparameter

u; ._-11m ( 1jJ2 ) So 21.13(8)
1]OW

bilden, del' auch als Sommerjeld-Zahl bezeichnet wird. Es ist nun leicht zu verifizieren,
daB mit diesen Festsetzungen die Differentialgleichung 21.13(6) in die folgende Form
iibergeht:

21.13(9)
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Bei dieser Herleitung ist stets rein laminare Spaltstromung vorausgesetzt. Bei groBen
Lagern und hohen Umfangsgeschwindigkeiten gelangt man aber ins Gebiet des turbulent
strbmenden. Schmierfilms. Die damit notige Verallgemeinerung der Theorie wird erreicht
durch einen empirischen Turbulenzansatz. Als dimensionsloser Schubspannungsparameter
werde eingefUhrt

T = i (n:w) '

Die beiden Schubspannungskomponenten rXIl und rZIl sind dann gegeben durch

- .(1 vs) ou - _ * (1 vs) ow
i xy = n'" + y oy , i ZIl - n + -;- oy .

21.13(10)

21.13(11)

Hier ist v die kinematische Zahigkeit, Vs die scheinbare kinematische Zahigkeit, die den
turbulenten Impulsaustausch beschreibt. Die gesamte Schubspannung wird

21.13(12)

21.13(13)

Die Empirie geht nun ein in den Ansatz, der fur vs /v gemacht wird. Donq-Cul Han [40]
verwendet fur das wandnahe Gebiet den Ansatz von Reichardt [57]

(:sL= 0,4[y VR~lil + 10,7 tanh Ct,7VR~lil )]

und fur den AuBenbereich denjenigen von Nunner , siehe Hinze [58]

(~) _ 0 035 Re HZ ,/ 2 + 2- , * r il i2 ,
V A n

21.13(14)

WO Tl und Tz die Sehubspannungsvariablen an den Begrenzungswandou 1 und i.! sind. Es
ist dann

21.13(15)

d. h. es ist in jedem Punkt der kleinere der beiden Werte (vsfv)w und (Vsfv)A einzusetzen.
Erganzf man nun das Reibungsglied der Navier-Stokesschen GIeichungen in der Weise,
die durch die GIn. 21.13(11) gegeben ist und fuhrt man diese Erganzung durch die Her
leitung hind urch weiter, so ist man schlielllich auf folgendes gefUhrt, vgl. [40]. Man setze

_ ,II dy
I(y) = J 1 + v. /v'

u

_ 1/ fj dy
J(y) = I 1 + vs/v'

o

J{

I =.f I(y) dy,
u

H

J = I J(Y)dy.
o

21.13( W)

21.13(17)

«, = [ I - (1 I) * l Oll] '
12 J(H) I(H) - J + 2 - I(H) / 'YJ B &P.

Dann geht die Reynoldssche Druckgleichung iiber in

21.13( 18)

21.13(19)

21.13(20)
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Obwohl diese Gleichung den gleichen Aufbau hat wie Gl. 21.13(9) , ist die Komplikation
doch sehr groB, denn man muB die K fiir jeden Punkt aus den Relationen 21.13(12)-(19)
iterativ berechnen. Die dazu benotigten TXII und TZII ergeben sich aus

- oll - - 0
T ZII = 0"2 Y - T zy( ), 21.13(21)

welche Gleichungen aus 21 .13(3) folgen und wobei die Wandschubspannungen die Werte

_ oll J(H) '//*
i .ry(O) = -aq; I(H) + l(H) ,

_ ol ] J(H)
iZY(O) = - 7iZ I(H) 21.13(22)

besitzen . - Ein weiteres iteratives Vorgehen ist notwendig zur Ermittlung des Verlaufes
von 1]* . Da die Zahigkeit ternperaturabhangig ist, erfordert dies die Ermittlung der Tern 
peraturverteilung, was mit Hilfe der Energiegleichung geschieht, vgl. [40]. Dieser Schritt
ist aber im larninaren und turbulenten Falle selten notig, da man eine sehr gute Naherung
erhalt, wenn man mit einem konstanten mitt.leren u rechnet.

Die in der Reynoldsschen Differentialgleichung - in der Form 21.13(9) oder (20) 
auftretende Funktion H ist durch die Schalengeometrie und die Zapfenlage gegeben . Hin
gegen sind ihr noch die Randbedingungcn beizufiigen. Die tragende Flaehe reiche von qJA

bis rpE (gegebenenfalls der volle Umfang 271:)' und es herrsche nirgends wesentlicher Unter
druck. Sogleich in dimensionsloser Form geschrieben, lautet dann die Bedingung fiir die
beiden seitlichen Rander, daB der Druck dort verschwindet, also

ll(rp, "2 = ±b/d) = O. 21.13(23)

An den beiden Enden rpA und rpE herrschen die beiden Taschendrucke llA und llE, d .h.
es ist

21.13(24)

Die Losung kann, vor allern beim voll umschlossenen Lager, leicht zu dem Ergebnis
fiihren, daB bereichsweise ein stark negativer Druck entsteht, was aber ausgeschlossen
wurde, weiI es physikalisch unmoglich ist . Wo ein solcher Unterdruck theoretisch ent
stehen wiirde, herrscht praktisch der Verdampfungsdruck des Oles, Diese Ausgestaltung
der Theorie ist wohl von Eloberq und Jalcobsson. [41] erstmals vorgenommen worden,
wobei als Verdampfungsdruck vereinfachend der atmospharische Druck gewahlt wird,
der zugleich den Drucknullpunkt darstellt . Erhalt man rechnerisch Unterdruckgebiete,
so muB man dort II = 0 setzen und sie als Gebiete der Verdampfung und Lu£tausscheidung
betrachten. Die Reynoldssche Druckgleichung verlangt, daB an der Grenze, wo der Druck
berg in dieses Gebiet iibergeht, die Bedingung oFf/orp = 0 erfullt ist . Man muf also nach
einer ersten Durchrechnung an der so erhaltenen Grenze des Gebietes diese Bedingung
stellen, die Rechnung wiederholen und die Grenze iterativ verschieben bis alle Bedin
gungen erfiillt sind.

21.14 Rechenverfahren und Ergebnisse der Lagertheorie

Die mathematisehe Schwierigkeit, daB der Druckparameter II in der Reynoldsschen
Differentialgleichung von zwei Variablen abhangt, hat man friiher durch vereinfachende
Annahmen zu umgehen versucht , insbesondere so, daB man die Variation des Druckes
tiber die axiale Breite durch Parabelgesetze approximierte, deren Exponenten aus der
Erfahrung erschlossen wurden , vgl. etwa [42-44]. Obwohl diese Theorien in vielen Fallen
befriedigten, ist die Beurteilung der Genauigkeit im EinzelfaUe nicht leicht moglich . Mit
dem Aufkommen des Computers lag es nahe, die partielle Differentialgleichung in iiblicher
Weise durch Diskretisierung und Ubergang zur Differenzenrechnung zu losen, Aus nume-
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rischen Grunden ist dabei eine Variablentransformation durchzufiihren, vgl. [39, 40, 45,
46]. Das Rechenverfahren zur Bestimmung del' stationiiren Lagerdaten la13t sich in gro13en
Zugen wie folgt beschreiben.

~

'\

I \

~
O' \

'- Z I'1 .

A 9 /
. /

f3 /
/

/'
./

.i->

9
A

21.14(1)

Abb. 21.14.1. Lagerzapfen in Lagerschale, allgemeine Situation

Ausgangspunkt ist die Wahl einer Exzentrizitat e - bzw. des entsprechenden Wertes
e = elLlr - und die Sohatzung eines Verlagerungswinkels fJ des Zapfenzentrums Z (Abb.
21.14.1). - In del' Abbildung ist eine kreiszylindrische Lagerschale dargestellt, doch er
laubt das Verfahren beliebige Schalengeometrie. - Erfolgt die Lagerbelastung senkrecht
nach unten, so bewegt sich Z mit steigender Last langs einer Kurve g, del' Giimbel-Linie,
die bei zylindrischer Lagerschale naherungsweise ein Kreis ist . Bei anderer Schalen
geometrie kann man mindestens fur den Anfang del' Iteration die kreisforrnige Giimbel
linie zugrunde legen. Mit del' Lage von Z ist bei gegebener Schalengeometrie die Funktion

H in Gl. 21.13(9) oder (20) bestimmbar, und da im stationaren FaIle V = °ist, kann
jetzt die Losung del' Differentialgleichung mit den Randbedingungen erfolgen. Sie liefert
die l1-Verteilung am Lagerzapfen und aus deren Integration auch die Richtung del' resul
tierenden Kraft, die abel' mit del' Richtung del' Belastung iibereinstimmen sollte . Ist dies
nicht del' Fall, so ist del' Winkel fJ entsprechend zu verandern . Irn Falle del' turbulenten
Bewegung ist in den It.erationsprozef noch die Bestimmung del' K x und K, einzubeziehen,
wie unter 21.13 angegeben . Ist schlieBlich die Iteration beendet, so kennt man die Ver
teilung del' Geschwindigkeiten aus den GIn . 21.13(0) (die in dimensionslose Form zu brin
gen sind, und in denen bei Turbulenz die Zahigkeit durch den verallgemeinerten Ausdruck
zu ersetzen ist) . So gewinnt man den Schmiermitteldurchflu13, die Schubspannungs
verteilung am Zapfen, mithin den Reibungskoeffizienten und ebenso die resultierende
Druckkraft, d. h . die Lagerbelastung, die dem Ausgangswert e entspricht. - Diese Rech
nung fur mehrere e durchgefiihrt, liefert schlieBlich die exakte Giimbellinie und das
vollstandige Verhalten des Lagers in Funktion seiner Belastung.

Von besonderer Bedeutung ist die Bestimmung des inslationiiren Verhaltens, d .h . del'
unter 21.6 eingefiihrten Koeffizienten kii und bii. Zweokmaflig bildet man aus diesen
dimensionslose Gro13en gemal3

Llr
Yii k ii 7J'

Hier ist G die statische Lagerbelastung (Gewicht). Das Vorgehen bei del' Ermittlung diesel'
Koeffizienten kann anhand del' Figur in Abb. 21.14.1 rechts veranschaulicht werden . Aus
gangspunkt ist eine Gleichgewichtslage: del' ZapfenmittelpunktZ liegt also auf del' Gumbel
linie g. Von hier aus denkt man sich den Zapfen einmal in horizontaler Richtung nach Zl'
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einmal in vertikaler Richtung nach Z2 verschoben . Die Versehiebungsstreeken Ll l und Ll 2

sind sogleich dimensionslos zu verstehen, d. h. Ll l ist z.B . die durch r dividierte Streeke ZZ!.
Nun sei F; die aus del' 11-Verteilung ermittelte statische Zapfenkraft; del' Akzent bedeute,
daB es sich urn den dimensionslosen Wert handelt , del' entsteht aus del' 11-Verteilung
und mit einem Zapfenradius 1. Nun wird Punkt Zl festgehalten, fur diese Zapfenlage

die 11-Verteilung gereehnet und aus diesel' durch Integration die Kraft r: Ebenso ergibt

sich fur die Zapfenlage Z2 cine Kraft i'~ . Alsdann sind

Lll""{' = F' - F'
I 1 . '

21.14(2)

die Zusatzkrafte, die den Verschiebungen Ll! und Ll 2 entsprechen . LlF; hat die Kompo

nenten LIP;! und LlF;!, wahrend LI P; die Komponenten LlF ;2 und LlF;2 besitzt. Beachtet
man die Definition von IT G1. 21.1H(7) und diejenige von Yij , G1. 21 .14(1) , so laBt sieh
leicht verifizieren, daB

21.14(3)

21.14(4)

Urn die f3ij zu bestimmen, geht man wieder von del' Gleichgewichtslage aus und stellt
sich VOl', del' Zapfen bewege sich mit einer Geschwindigkeit 10 dureh diese Lage hindureh,
einmal in horizontaler, einmal in vertikaler Riehtung. Die Geschwindigkeit 10 wiI'd so
gewahlt, daB w/w zlr = 1. Aus del' Geometrie del' Lagerschale ergeben sich fur die horizon-

tale und die vertikale Bewegung je eine Verteilung del' Gral3e V(Ip), die bisher stets Null

war. Nun werde V in G1. 21.13(20) eingesetzt und 11 ersetzt durch IT + Ll11, wo LIfT del'

Anteil ist, del' durch das Hinzutreten von V bedingt ist . Da die Storbewegung als klein
vorausgesetzt wird, zerfallt dann die Differentialgleiehung in zwei Gleiehungen, eine fur

den statischen Anteil und cine fill' die Storung V allein, die lautet

~[~ 8(Ll JI)] + 8- l~ 8(LI!!)j= 12V.
81p K x l )'" 81p 8z K zl )* oz

Fur jede diesel' beiden StOrbewegungen erhalt man aus diesel' Gleichung eine Losung,

deren Integrale die Zapfenkrafte (dimensionslos) i-; p~ ergeben . Diese wiederurn haben
Komponenten p;! , P~l> P;2' P;2' Aus ihnen ergibt sich

(Ji j = - P ;j/P;, 21.14(5)

wie unter Beachtung del' Definition ::l1 .14( I) zu verifizieren ist .
Bei den ganzen theoretischen Entwicklungen ist hier vorausgesetzt worden, dal3 die

Tragheitsglieder in den Bewegungsgleichungen vernachlassigbar seien . Das trifft stets zu
bei turbulenter Bewegung, wahrend im laminaren Fulle fur

He 1p ~ -1 , u« U Ll r/vo 21.14(6)

del' Einflul3 del' Tragheitskrafte spurbar wird. Das fuhrt zu einer weitel' en Komplikation
del' Theorie, vg1. [40] .

Obwohl die Schmierfilmtheorie cine aul3erordentliche Verfeinerung erfahren hat , stut
zen sieh die Hersteller nicht allein auf die Theorie, sondern weitgehend auch auf Versuche.
Abb.21.14.2 zeigt cine Versuehseinrichtung von BBC, die zur Erprobung del' Kipp
segmentlager groBer Dampfturbinen dient . Die Belastung wird hier von hydraulischen
Kolben aus iiber Belastungssegmente aufgebracht. Eine andere Anordnung besteht darin,
den Zapfen praktisch spielfrei in Walzlagern zu halten und dafirr die Schale von aullen
zu belasten und beweglich anzuordnen, so dal3 sie die Verschiebungen erfahrt., vg1. etwa
[47]. Gemessen wird in del' Regel die Druckverteilung und die relative Verlagerung zwi
schen Zapfen und Sehale. Je nach Ver suchsanordnung kann die Belastung aueh dynamisch
erfolgen.
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Abb. 21.14.2. Lagerversuchsstand von BBC zur Prufung groder Gleitlager. Nach Hohn [53]

Theoretische und experimentelle Ergebnisse iiber Gleitlager sind in del' Literatur in
groBer Zahl ver6ffentlicht, vgl. etwa [48-51]. In [39] finden sich umfassendetheoretisch
bestimmte Unterlagen iiber Lager mit zylindrischer Schale. Abb . 21.14.3 faBt einige diesel'
Ergebnisse fiir das vollumschlossene Lager zusammen. Mit del' Flachenpressung Pm=G lbd
folgt mit So = Pm(1p2/1) w) die Sommerfeld-Zahl, worauf aus den Diagrammen s, /-l und q
bestimmt werden konnen . Alsdann sind Reibungsleistung P , durchzusetzender minimaler
Olvolumenstrom Q und OltemperaturerhOhung Ll T

P = /-lGU, Q = qrU zlr, LlT = PlecQ, 21.14(7)

wo e und c Dichte und spezifische Warmekapazitat des Lagers sind.
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Abb. 21.14.3.' Rechnerergebnisse fiir voll umschlossene Gleitlager mit zylindrischer Schale. Nach Lang und
Steinhilper [39]

In Abb. 21.14.4 sind ein Lager mit zylindrischer Schale , ein Zitronenlager und ein
MFG-Dreikeillager veranschaulicht, wahrend Abb. 21.14.5 von Glienicke [48] experimentell
bestimmte Daten libel' Dampfungs- und Federkonstanten zusammenfaBt. Die Lager
hatten samt lieh bId = 0,5, wahrend die Spieldaten die folgenden sind : Zylinderlager
Ll rlr = 0,0019, Zitronenlager Llrlllinlr = 0,00135, Ll rlll:lxlr = 0,00365, MFG-Lager Ll rlllinlr
= 0,0011, Llrllluxlr = 0,00429. Man beachte, daf JIm zugleich die Sommerfeld-Z ahl ist,
wahrend die Ordinatenwerte mit Yij und fJi i identisch sind.
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Abb . 21.1-io4. a) Zylindrisches Lager ; b) Lager mit Zitronenspiel (Zweikeillage r) ; c) MFG.Dreikcillager
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Abb . 21.1-i.5. Dampfungs- und Federkonst anten von zylindrischen Lagern, Zitronenlagern und MFG.Dreikei l
lagern, bid = 0,5. Kraftan griff senkreeht von ohen na ch un ten , nach Versu chen von Glienicke [-i8]. Es ist

(I1r Il 1i"G)kij = Yij, (!1r lll i"G)wbij = fJ ij , :lm = So

Abb . 21.14.G gibt den Zusammenh ang zwischen So und e fiir drei typische Lager nach
[49] wieder und zeigt , dan diejenigen Lager typ en , die giinst ige Stabilita.tseigenschaften
besitzen , weniger belastbar sind bei gegebenem c. Feder - und Dampfungskonstan ten fiir
Kippsegmentlager nach [491 gibt Abb . 21.14.7. Auch kleines bid verrnindert. iibri gens die
spezifische Tragfahi gkeit und erhoht die Stabilitat .

Del' Obergang zur Turbulenz des Schm ierfilmcs setzt et wa ein hei He = U Jrlv
~ 500- 1000, abhangig von del' Geometric des Lagers, vgl. [52, 53]. Kippsegmentl ager
scheinen hier ein besonders giinst iges Verh alten zu zeigen , vgl. Va rga [54]. Abb . 21.14.8
zeigt nach [40] e in Funkti on vo n So fur verschiede ne He, wahrend Abb . 21.1 4.9 die
zugehorigen F eder - und Darnpfungskonstan ten gibt, a lles fiir ein l\fFG-Vierflachenlager.
Die Kurven iiber die {Ji j und Yij konnten zunachst den Eindruck vermit t eln , dan die Sta
bilitat durch die Turbulenz nicht st ark beeinflufl t werde. Man mull abel' beachten , dan
fiir eine gegebene Lagerb elastung So mit hoh er Turbulenz ein kleineres e entste ht . Bestirnmt
man fur dieses die fJi j und Yij, so erh alt man Werte, die vorn laminaren Fall st ark ab-
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Abb .21.14.7. Feder- und Dampfungskonstanten eines Kipp.
segmentlagers mit drei Segmenten, bid = 0,73
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weichen. Grosso modo hat die Turbulenz etwa den Effekt einer erhohten Zahigkeit,
womit das Lager ein Verhalten zeigt, als ob die Belastung (Sommerfeld-Zahl) kleiner
ware. Kleine Lagerbelastung oerschlechtert aber die Stabilitatseigenschaften, und das
gleiche gilt daher auch von der Turbulenz. Dem kann man entgegenwirken, indem man
die mittlere Flachenpressung Pm im F alle der Turbulenz hoher wahlt. Allgemein vergroflert.
die Turbulenz den Reibungskoeffizienten in einem MaBe, das von der jeweiligen Situation
abhangt, beim Ubergang vom laminaren Fall auf He = 5000 z.B. um einen Faktor 1,7
bis ~,5. 1m laminaren Gebiet ist il lV' fur festes So unabhangig von Re .

Bei Kippsegmentlagern muf in Extrernfallen auch die Segmentmasse mit in die
dynamische Betrachtung einbezogen werden , vgl. [40], da dann das sog . Segmentflattern
auftreten kann .

Radiale Lagerspiele der G1eitlager liegen in der GroBenordnung iJrlr = 1-4%0'
kleinste im Norrnalbetrieb zulassige Schmierspaltweiten et wa bei 0,0] - 0,02 mm . Flaohen
pressungen betragen bei klein en Maschinen nur wenige bar, bei groBen hingegen bis 40 bar.
Die Gleitgeschwindigkeiten erreichen bei groBen Maschinen 100 mis, liegen aber bei
kleineren sehr viel tiefer. Als Schmierolerwarmung wird etwa 15 °C zugelassen .

21.15 Unterlagen tiber Axiallager

Die theoretische Grundlage zur Berechnung der Axiallager ist die gleiche wie fur die
Traglager. Die tragende Flache wird stets in einzelne Sektoren eingeteilt, die leicht
geneigt angeordnet werden, damit Olkeile entstehen. Diese tragenden Flachen sollen in
Umfangsrichtung nicht zu dicht aufeinander folgen, dam it genugend Raum fur Zu- und
Abfuhr des Schmieroles bleibt. Die Lucken sollten etwa 30-40% der verfiigbaren Ring
flache einnehmen . Fur hohe Anspruche werden solche Lager als Michell-Lager (amerikan.
Kingsbury-Lager) ausgebildet . Bei diesen werden die einzelnen Tragklotze kippbar und
exzentrisch unterstiitet, so daB sie die leichte Neigung im Betrieb von selbst annehmen.

Abb. 21.15.1. Elastisch unterstiitzt e Tragklotze eines Michell-Lagers (BBC)

Die Abstutzung der Klotze wird so ausgebildet, daB cine mogliohst gleichmaBige Ver
teilung des Schubes gesichert ist. Reute bevorzugt man zu diesem Zweck elastische Unter
stiitzungen, wie im Beispiel Abb . 21.15.1. SolI das Lager in beiden Richtungen Schub auf
nehmen konnen, so muB dafur gesorgt werden , daB jeweils auch auf der entlasteten Seite
eine gewisse Restbelastung bleibt, so daB die Schriiglage der Klotze auch dann gesichert
ist, was durch elastische Elemente erreicht werden kann . Dann ist das Lager unempfindlich
gegen Schubumkehr. F ricke [551 untersucht Axiallager mit kreisformigen, zentral unter
stutzten Gleitschuhen, bei denen sich die K eil£orm des Schmierspaltes durch elastische
Deformation des G1eitschuhes einstellt . Fur kleinere Belastungen geniigen au ch Axial
lager mit festen Gleitflachen, die ihre Schraglage lediglich durch Bearbeitung erhalten.

Berechnungsunterlagen fur Axiallager liegen in groBer Zahl vor, vgl. die zusammen
fassende Darstellung in [39]. Umfassende Berechnungen hat Pinkus [56] durchgefuhrt,
indem er die Differentialgleichung durch Differenzenrechnung integrierte. Abb.21.15.2
zeigt die Anordnung des G1eitschuhes und gibt die Bezeichnungen . Der GrundriB des
Kreissektors ist gekennzeichnet durch den Winkel e und das Breitenverhaltnis BIR . Die
Dicke h des Olspaltes hangt gemall

h =a+ f (l - : ) 21.15(1)
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Abb.21.15.2. Tragfliiche eines Axia llagers
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vom Winkel I) ab o Die Rechenergc bnisse sind in Abb . 21.15';3-7 zusam menge£aBt . Die
Berechnung eines Lagers kann anhand diesel' Diagramme wie £olgt durchge£iihrt werden .

Man wahlt Anzahl und Abmessungen del' Trag£liichen, einschlie l3lich del' Abmessungf
(Abb . 21.15.2), welche die Schraglage del' F liiche £estlegt. Aus dem au£zune hmen de n Axial
schub A gewinnt man die mittlere Fliic henprcssung Pm un d ka nn hiermit die Kenn zah l

21.15(2 )

berechn en , wobei n. die sekundlic he Drehzahl ist . Mit den bekannten T und BIR erhalt
man aus Abb . 21.15 .3 dur ch l nterpolieren aIf , somit also a. Es ist zu prii£en, ob diesel'
Abstand noch zugelassen werden kan n . Be£riedigt die Losung, so lassen sich aus Abb.
21.15.4 -7 die GroBen j, q., qe, #1' und Yl' bestimmen. Mit z als Anzahl del' Kippsegmente
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-- B/R = 1/3
----- B /R = 1/2
-. - . - .- H/R = 2/:1

1 a/I = I /S
2 a/I = 1/4
3 a/I = 1/2
4 a/I = 1
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werden dann Reibungsleistung P und Olvolumenstrom Q

21.15(3)

21.15(4)

wahrend mit {} f' und YP die K oordinaten des St iit zungspunktes gege ben sind . Die dritte
der GIn. 21.14(7) liefert au ch die Temperaturerh ohung.
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Abb . 21.15.7. Diagramm zur Berechnung des Angriffspunktes der Resul tierenden der Oldruckk raf'te bei Axia l.
Jagern . Nach P inkus [56]

Ais einfache Niiherung kann auch folgendes verwendet werden . Es ist

L = n(2R - B) {}/360° 21.15(5)

die mittlere Gleitschuhlange und q = L IB . Schreibt man sich dann die Minimalspalt
weite a vor, so laJ3t sich der Axialschub

A = 1}w(2R - B) zB £2
15a2 (1 + q2)

21.15(6)

iibertragen , und der Reibungsko effizient wird

p = Y1]w(2R - B) nzB(l + q2) /A. 21.15(7)

Kleinstzulassige Spaltweiten a haben die Gro J3enordnung 0,01-0,02 mm . Bei Kipp
segmentlagern konnen die Flachenpressungen etwa 35 bar erreichen, wahrend die Um
fangsgeschwindigkeiten im Mittelkreis bis auf 80- 100 m/s an steigen konnen. Bei Lagern
mit festen Tragflachen wird man die Flachenpressung nicht uber 10 bar wahl en , die
mittleren Umfangsgeschwindigkeiten nicht iiber 60 bis hochstens 80 ta]«. Allgemein solI
die Erwarrnung des Schmieroles 20 °C nicht iiberschreiten .
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