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内容简介

本书是为热爱科学、 热爱数学的思考者准备的 ！

本书是为喜欢把握科学脉搏探寻科学真谛的人准备的 ！

本书是为不愿被动地接受知识而奋力挣扎的学子准备的 ！

本书使用向盘的概念对国内高校工科 “线性代数”的课程内容进行了较全面的几何分析。从向益的几何意

义开始 ， 分别讲述了向蜇组、向量空间 、 行列式、矩阵、线性方程组和二次型的几何意义或几何解释，其中不

乏重要概念的物理意义的解释。大量的代数概念及定理的几何意义的解释也可以使它成为您学习线性代数的参

考手册。 , 

本书大多为作者的原创，比如叉积的物理意义，克莱姆法则、雅可比矩阵、相似／合同矩阵、转置矩阵／对

偶、矩阵乘积的行列式等系列概念的几何意义等，应用方面如使用矩阵分析的方法分析电子振荡器的工作原理

等。

本书图文并茂，思路清晰、 语言流畅，概念及定理解释得合理、自然， 适合有一定线性代数基础的大学生

阅读。由于本书是直接根据线性代数课程的要求进行解释的 ， 同时具有通俗性、科普性， 因而也适合初学者和

自学者使用。
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前 言

前言

1. 为什么要给出线性代数的几何意义

作为一名工作十多年的电子工程师，作者想再提高自己的专业水平时，深感数学能力的

重要。随便打开一篇论文或一部专著 ， 满纸的向量、矩阵、微分方程词汇扑面而来。竭力迎

头而上，每每被打得灰头土脸、晕头转向。我天生就不是搞数学的？我的智力有问题吗？

在高校、科研院所或大型企业里工作，可能还有专家、教授级的导师指引着进行理论上

的研究，但大部分的大学生一毕业就进入了各类中小企业，在这些企业里的研发工作，基本

上都是低级模仿，想弄点理论研究常无从下手，感觉大学是白上了。找点资料看看吧，大多

是数学公式满篇，解释抽象模糊、思维之断崖重重。茫然之中仿佛看到专业作者们高深莫测、

神龙无尾、高傲自去的背影。

太失望了，太伤自尊了。扭头看看周围的同行，莫不雷同。大多的工程师们靠经验来工

作 ， 经验靠时间或试验来积累。数学应用的层次多是高中水平。也有硕士博士级的牛人，但

也少见把数学工具在工作中应用的得心应手、手到擒来的。

数学工具在科技实践中缺失的严重， 导致我们的企业科技创新能力的严重不足。普遍现

象，绝对的。

返回来想一想 ， 我的智力应该没问题，重点大学都毕业了，能有多严重的问题？所有的

工程师们、大学毕业生们的智力也没问题。问题是大家没把数学学好，没有真正掌握它。

席丝的声明：
数学绝顶高手和天才们不在俺说的范围之内，对我等来说，他们是极少数的一小撮的

火星人，对他们只能顶礼膜拜，不敢评论。不过拜完之后有点小嘀咕：为何钱学森还讲中国
没有大师呢？为什么数学总考一百分的天才也难以成为大师？

为啥没有在四年的大学阶段学好 “线性代数”呢？要知道，学生是通过高考百里挑一录

取的，智力应是足够正常的。思来想去，得到几个原因：教材编的大多不好，老师教的大多

乏味，学生大多有些偷懒。学生偷懒原因不只一个，但我觉得主要一个原因是他们学起来困

难——因为他们大多不知道这些内容有啥用 ， 概念为啥这么叫，定理为啥那样推，老师为啥

像刘谦的魔术一样七推八导就证毕了一一郁闷多了导致了无语的偷懒。

太多的为啥了。既然错不在学生那就是老师的问题了？其实老师也很委屈 ： 教学大纲要

求在几十个学时学习如此多的内容，不填鸭行吗？在如此短的时间内讲完就不错了，哪里还

有时间给你释疑解惑——韩愈定义的传道授业解惑的师道中的解惑被迫取消了 ， 自己悟道吧。

殊不知，惑之不解则道难传而业无授也。

嘿，错也不全在老师那里。错在哪里？找来找去， 似乎有一个大家都可以责备而少有抗

议的地方，就是教材不够好，因为学生靠看教材自习的话也困难重重：工科教材太简单的话

看起来不深入，理解很肤浅，似懂非懂；专业数学书确是详细，但还是太抽象，一个新概念

接着一个新概念从天而降，也让人发晕。
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前 言

有人说，线性代数是培养大学生的抽象思维用的，就是让你”发晕＂的。还有入说，工

科的线性代数课程要求低，只是让你掌握一个数学的计算工具罢了，你会做题通过考试就可

以了，干吗思前想后的。

有点欺负人不是？俺学一门学科真心就是要掌握它的真谛嘛，不发晕才是真掌握，真掌

握了才算是学会了抽象思维。再说了，会做题也不等千真正掌握了这个数学工具，只有在实

际应用中对它建模才能应用，数学建模的过程正是由具体到抽象的过程，但是不发晕才能抽

象啊——问题又回来了。

看来还是要真掌握真明白才是正道。真明白就是把自己的疑问一一解决，找书看去 ！

到附近的大学图书馆看看，哇塞， 一行行、一列列的教材琳琅满目、浩如烟海。名字叫

“线性代数”的教材足有一千多册。

随便打开一本《线性代数》看看，跟十八年前的教材内容几乎一样：简单、生硬。最多

就是把一点解析几何塞进去，水油不溶，感觉不像一本书（线性代数和高等几何的理论框架

是不同的，线性代数只讲向量及其向量集合的几何空间图形，而高等解析几何是向量（如法

向量）和点集图形混为一谈，目的是坐标点的几何分析。请参考本书 5. 14. 2 节里面的对偶空

间的分析内容），疑问还是没得到解决。再打开一本看看，内容还是那个内容，疑问还是那个

疑问......

当浏览到第 500 本的时候 （有点夸张哈），终于看到了我那个问题的答案了。长出一口气

后我又陷入了郁闷之中。要知道，我至少有十打问题要解决呀，老天。

真是皇天不负有心人！眼前一亮，一本老外所编教材图文并茂的内容一下子照亮了俺那

已黯然的心灵之窗（俺不想崇洋）。我兴奋得一阵眩晕。要知道，老外的教材大都是引入了当

代科技的典型应用案例的，代表了本学科的国际新潮流，具有超强的问题杀伤力。

（注： 当然，国内也不乏优秀的线代教材，比如陈怀琛的《线性代数实践及 MATLAB 入

门》，侧重工程实际和计算工具使用；李尚志的《线性代数》教材，理论讲解全面细腻，试图

将几何代数熔于一炉，但仍稍嫌抽象，专业性强。另外，俺发现一个现象，现在的教材多不

如十几年前的老教材，如张远达的《线性代数原理》讲解就很牛。）

大学图书馆里的读者很多，朝气蓬勃的青春学子们在图书馆里做作业。我很羡慕他们这

一代：在开放的图书馆里，学生们在书架前可以随意地浏览、挑选适合自己的纸质或电子版

读物。要知道，当年我就读的大学图书馆是闭架的 ， 每每借书要查半天小卡片，查完填好借

书单交给工作人员大多得到两个结果：要么书被借完了，要么借的书不合适。而且还没有这

么多的引进教材供参考，自学的效率大打折扣。

扯来扯去，千言万语汇成一句话：什么样的线性代数学习资料较好，较适合中国学生？

我想，本子的物理尺寸要越薄越好，内容要越通俗易懂越好。

书本越薄，大家学习的信心越强：小样，这么点厚度还搞不定你，看，信心先有了。

如果只是容量精简了还不行，因为内容不全面，讲述不到位使得考试的时候受打击，工

作中更受打击。如当年我学的《线性代数》课本是同济编的，内容是精简到家，千锤百炼，

没一句废话，超薄。死记硬背，看似搞定了，实际是圆图吞枣，似懂非懂。
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前 言

如何通俗易懂还不能多说 ， 我一直认为，加上几何意义或者物理意义啥的（再加上点当

代的经典应用就更美了）， 一步到位搞定。

这就是本书的由来，也是本书的 目标。

方向有了 ， 具体如何编写呢？模仿一下科学大德牛顿的口气：

从线性代数书籍之浩滴海洋的沙滩上（还没有更高的能力去远洋），用一双自己的眼睛，

寻找到了一个个闪亮的小珍珠，一片片如玉的小彩贝，然后细细地擦拭、打磨，拂去沙尘，

使它们重放光彩，用一根几何意义的锦丝，穿就了这本《线性代数的几何意义》的项链， 献

给热爱思考、痴迷千创造的人们 。

呵呵 ， 自不量力 ， 终极目标而已 ， 但意思还是有了。

2. 重要的几何直观意义

在学习中 ， 一旦碰到较抽象难懂的新概念或定理， 如何搞定？几个办法 ： 一个是看推导

过程， 推导可以加强你相信它的信心并连通你原有的知识体系。如果推导把你弄昏了，最好

弄懂它的几何意义或物理意义。

几何意义或者讲几何解释会和人们看到的平面和空间中物体几何外观联系起来，几何上

说得通，物理上也就说得通，因为几何意义和物理意义本质上是一回事，新概念的几何意义

通了，新概念就会和读者大脑中的既有经验或知识网络连通， 一下子就“懂了＂， 满心欢喜的 ，

原来是这么一回事。

有的哥们不太赞同几何意义和物理意义本质上是一回事。仔细想想吧， 几何是描述现实

空间的，而现实空间又是由物理规律所决定的；几何里蕴含着物理，物理决定着几何结构的

存在。而且著名的进化论说过， 物竞天择 ， 适者生存。这个道理不光在说生物界， 整个宇宙

都符合进化论一—只有适合物理规律的物体才能生存。直接说吧， n 亿年过去了 ， 不符合物

理规律的物质几何空间早就灭亡了。有点武断？提几个活生生的例子吧，杨振宁是物理学家，

他搞的规范场是纯粹的物理理论， 后来他突然发现， 规范场正是微分几何学科里面的微分流

形纤维丛上的联络。因此微分几何大师陈省身感慨地说“数学家和物理学家所研究的，只是

一头大象的不同部分”。如果你再不信物理和几何是一回事， 就想想爱因斯坦， 想想他的相对

论，相对论把宇宙包括牛顿的世界直接几何化了 ， 用几何直接解释物理现象。

真理总是简单的和直观的， 一位先贤说， 不管多么复杂高深的数学理论，总有其直观的

背景 ， 不管多么繁难深奥的定理，其证明总有一个简单而直观的中心思想。几何图形能以其

生动的直观形象给人留下深刻的印象。可以这样说，在数学中再没有别的什么东西，能比几

何图形更容易进入人们的脑海了。

从宏观上看， 一种数学理论（包括它的主要概念和方法）往往都有其直观的背景，它们或

者是从对某些特殊的事例的观察分析中得到的，或者是直接从几何图形中看出的，或者是从

已有的结果类比联想引来的，从几何直观上分析问题的能力，首先是指对于一种数学理论能

“洞察其直观背景 ”。对于它是如何被发现的或如何形成的作出合理的解释或猜测。

一句话 ， 一部皇皇巨著的理论特别是抽象的数学理论的核心常常可以从几何意义的角度

得到解释。
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前 言

从微观上看，国外的数学教育家波利亚曾经说 ： “一个长的证明常常取决于一个中心思想，

而这个思想本身却是直观的和简单的＂。因此 ， 从几何直观上分析问题的能力，也包括找出证

明中的那个关键的简单而直观的思想， 也就是像希尔伯特所要求的，能透过概念的严格定义

和实际证明中的推演细节， “描绘出证明方法的几何轮廓“。

大师庞加莱和阿达玛关于数学领域的发明创造的观点也认为，数学创造发明的关键在千

选择数学观念间的“最佳组合”， 从而形成数学上有用的新思想和新概念， 而这种选择的基础

是“美的直觉”。 在这种美的直觉中，也就是在追求某种对称性、和谐性、统一性、简洁性和

奇异性当中 ， 以及在某种联想、猜想、假设及非逻辑思维中，几何直观具有头等重要的意义。

事实上，很多数学家都是先利用几何直观猜测到某些结果， 然后才补出逻辑上的证明的 。

这正如我国拓扑学家张素诚先生所说的：对数学中的许多问题来说， “灵感”往往来自几何，

表达的简洁靠代数，计算的精确靠分析。

革命年代的数学偶像华罗庚也曾吟过“数缺形时少直观， 形少数时难入微；数形结合百

般好，割裂分家万事休＂。

嘿嘿，看看上面的数学上的历史牛人的观点，几何形象直观的意义何等重要。 其实，大

家都知道几何意义的重要，我们在小学和中学的学习阶段，老师也常常讲一些抽象概念所对

应的几何意义，为何到了大学我们的大脑就一下子高度抽象起来了？把形象扔得远远的，像

瘟疫一样躲着它？目的是训练抽象思维，最终实际结果呢？不可否认，大学毕业后大家确实

是抽象了，抽象得只会夸夸其谈讲理论不会干具体活了。既然你具体的活儿不会干那干脆就

专搞抽象的理论去嘛，结果也搞不了，为啥？只会做做过的抽象的数学题不会发明创造，没

学会真正的抽象，真是越抽象越糊涂。

几何意义和几何图形有点区别，我觉得几何意义应该是直观的、空间的、形象的、感性

而可想象的含义，当然重点包括几何图形。如果只是些三角形、圆锥曲线、三维曲面类的几

何图形远不能够让我们把握越来越抽象的数学，我们还应有点莫比乌斯带、克莱因瓶、不动

点类的东东来激发我们的想象力。强调几何意义就是别忘了我们数学的想象力 ， 具有了数学

理论的想象力才会在我们的工程实践中运用她， 体会她，发展她。

我觉得，抽象和形象是相辅相成，缺一不可的。套用马列主义辩证法的说法就是由形象

而抽象， 再由抽象到形象， 人的知识结构螺旋架才能旋转而上，达到越来越高的知识巅峰。

3. 如何使用这本书

拼命阐述几何直观在数学学习中的重要意义， 但这并不意味着可以否定逻辑推理论证的

重要作用。实际上，单纯地依据直观而导致错误的数学例子真是数不胜数。概念或定理的几

何直观解释，往往并不等同于原来的概念或定理。运用几何直观可以帮助我们猜想，但猜想

并不能代替证明 ， 只有经过一步步严格的逻辑论证以后，才算给出了证明。

形象（或直观）和抽象本来是一切科学的两面。只是近年来过分强调了抽象思维能力的

训练而忽视了几何意义的解释。 反过来 ， 我们不能只强调几何意义而丢掉了计算和推导。因

此建议读者：
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• 从几何或物理意义入手，轻松而迅速理解和把握线性代数的基本概念和定理的几何

本质，建立对线性代数的感性认识，具备理解复杂及抽象数学的基础。

• 然后 ， 再回到现在学的抽象的线性代数的教材，通过适量的习题训练，短时间内构

筑个人的线性代数知识体系的“向量空间”， 巩固解决具体问题的动手能力。此时 ，具体与抽

象一体，理想与现实齐飞。 您，已经成为线性代数的高手和大牛。

我希望这本书对于高中或大学的初学者、学习过线性代数的、考研生、 工程师、教师和

任何喜欢数学想象的人都有帮助。 具有一些线性代数基础的读者可能更喜欢这本书， 因为书

里一直没有回避公式和必要的推导。 我不喜欢把她写成一个没有公式的大众科普读物，像霍

金的科普书那样做只能让读者有一个仍然空洞的宇宙感性而不能真正深入数学的内部。

注 ： 本文中，几何意义和几何解释的文字意思没有根本区别， 一般对于数学概念的对应

的几何图形而言称为几何意义，而对运算、变换的过程可对应几何图形的变化过程称为几何

解释。

作者

2015 年 3 月
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第 1 章什么是线性代数

第1章什么是线性代数

这一章的内容主要是想对线性代数的大的概念如线性函数、映射和线性变换以及线性代
数的发展和应用作一简要介绍，本章的目的是让读者知道我们所学的线性代数的实质是什么 ，
到底有什么用 。

线性代数是代数学乃至整个数学的一个忒重要的学科， 顾名思义，它是研究线性问题的

代数理论。那么什么是代数呢？

1.1 "代数”的意义

”代数”的英文是 Algebra , 源于阿拉伯语，其本意是“结合在一起“。就是说代数的功能

是把许多看似不相关的事物”结合在一起“， 也就是进行抽象。抽象的目的不是故弄玄虚，而

是为了解决问题的方便，为了提高效率，把许多看似不相关的间题化归为一类问题。

抽象实际上并不神秘和高深，我们从小就学会了抽象：

瞒珊学步的时候，爸妈是这样通过举例子教会孩子数的概念是如何抽象出来的

这是 1 个苹果，那是 1 个糖块，还有 1 个皮球……慢慢地我们忽略了物质上的差别，明

白了" I "这个数量的含义，并及时地应用上了：“妈妈我要 l 个冰激淋 ！ ”

幼儿园及小学时老师也是这样教会我们数的加法运算法则是如何抽象出来的：

2 个苹果加上 3 个苹果是 5 个苹果；

2 个糖块加上 3 个糖块是 5 个糖块；
..... . 

2 加上 3 就等于 5, 用符号表示就是 2+3=5 。

这样我们进一步地忽略了相加物体的大小、长短及原料的差别，只关心数量叠加的运算

法则。

初中的时候，老师又进一步地教会了我们数及运算法则的进一步抽象：

(1+2)2 =12 +2 (l x2) + 22 ; 

(3+ 4)2 = 32 +2 (3x 4) +42; 

••• ••• 

用字母代替数值，得到完全平方公式： (a+b)2 = a2 + 2ab+b气

好了，抽象又进了一步： 不关心具体数值的运算， 只关心它们的运算规律。到了这时候，

我们开始学习一门叫代数的数学课，代数代数就是用字母代替数进行运算。从某种意义上来

说，代数就是把算术推广到比具体的数更抽象的对象（运算规则）上面去。

抽象还可以进一步：高中时开始知道，公式 (a +b)2 = a2 + 2ab+扩中的字母不仅可以代

表数，还可以同时代表方向——也就是可以代表向量；并将其中的乘积i 、 ab解释为向量

- ---俨.. 1 . 
.. 



线性代数的几何意义

内积，公式仍然成立。

画出有向线段来表示公式中的向量（见图 1-1): OA=a,AB=h, 则汤j=c=a+b 。
I I I I I' 

I 
1 
牛B

歹尸
l 

x 2 

江
0 I la - A I 

-• ... 7 
图 1 -1 向星平方公式的几何解释

X1 

所以，向量的完全平方公式(a +b)2 = a2 + 2a·b+矿的几何解释就是

IDB「 =IO矿 +IAB广+ 2IOAI IABI cos A' 

这就是余弦定理，当 A' 是直角时就是勾股定理（注：向量内积运算参见第 2 章，其中角

A' 是向量 a 转动到向量 b 时的夹角，是三角形内角 A 的外角： A'= 冗 -A)。将数与向量混

为一谈，立刻从简单的完全平方公式得到勾股定理和余弦定理，数学的抽象威力由此可见一

斑啊！

另外，抽象还可以沿着另一个途径进行下去。恒等式 (a+b)2 = a2 + 2ab+扩中的字母是

可变的数，因此是变量。固定一些变量为常量，多项式和方程式便出现了。其中一元方程式

就有线性方程、 二次方程、三次方程……

ax+b = 0, ax2 +bx+c = 0, ax3 +bx2 +cx+d =0, … 

有了各种方程，如何求解啊？千是在数学天才们的努力下，这些方程的根的表示渐渐地
知道了：

ax+b = 0 的根是x=-—;
b 

a 

矿 +bx+c=O 的根是X=
-b 土 J扩 -4ac

2a 
...... 

呵，这些解好完美，数学真是无懈可击啊。那 x2 +1=0 的根是什么？
呃......

n 百年后，这个问题最终抽象出来虚数的概念（呵，把数都抽虚了）。

数学在持续完美中 ：

三元方程式的根被解出来了。

四元方程式的根也被解出来了。

那五元方程式的根如何表示啊？如何像二次方程的根—样可以用系数表示出来的形式？

这个问题厉害，解决这个问题伽罗瓦更犀利，他竟然把运算规律也进行了更抽象的分类，一

下子竟抽出了群的伟大概念 ！

由此现代代数学的核心概念群、环、域、映射、线性空间等纷纷现世，标志着代数从局

部性研究转向系统结构的整体性分析研究阶段。

.2. 
俨



第 1 章什么是线性代数

比如线性代数中的核心抽象概念是线性空间 ， 即所谓的要满足 “加法”和“数乘”等八

条公理的元素的集合。也就是说， 只要某个集合里的元素满足那么几条公理， 元素之间的变

化满足这些规律，我们就可以对这个集合进行一系列线性化处理和分析，这个集合就叫线性

空间。这个陌生的集合的性质和结构特点我们一下子就全知道了，因为宇宙间的所有的线性

空间类的集合的性质都一样， 地球入都知道（如果地球人都学了线性代数的话）。多么深刻而

美妙的结论！这就是代数的一个抽象特性。

Q 代数学
代数学是对算术的推广，是根据算术法则把一些表示数的字母结合起来。它研究的是抽

象实体（如复数、集合、向量、 矩阵、群、环、 域等）以符号形式进行运算，类似于算术运
算的性质和关系。

”代数”这一个词在我国出现较晚，在清代时才传入中国，当时被人们译成“阿尔热巴
拉”，直到 1859 年，清代著名的数学家、翻译家李善兰才将它译为”代数学”，一直沿用至
今。

那么线性问题又是什么样的问题呢？

“线性”是数学中使用十分广泛的词汇。我们常说的“一次方程”和“一次函数”，原

本都是“线性方程 (Linear Equation) "和“线性函数 (Linear Function)" 。在大学里，流

行“线性”、 “线性代数”、 “线性变换”、 “线性常微分方程”、 “线性偏微分方程”、

“线性规划”、“线性算子”、“线性泛函”、“线性控制系统”、“拟线性”、“准线性”

等。为什么以向量为基本对象的 ＂线性数学”会流行呢？

从科技实践中来的数学问题无非分为两类： 一类线性问题，一类非线性问题。线性问题

是研究最久、理论最完善的；而非线性问题则可以在一定基础上转化为线性问题求解。因此

遇到一个具体的问题，首先判断是线性还是非线性的；其次若是线性问题如何处理，若是非

线性问题如何转化为线性问题。

相对千 “非线性数学”来说，线性数学比较简单。 微积分学的基本思想是“以直代曲"'

局部地以切线代替曲线。 于是 ， 在某种条件下，微分方程就可以近似地变成“线性代数方程

组”。 20世纪有了电子计算机，无论未知数的个数n有多大，都可以设法计算。千是，把以n

维向量为对象的线性方程组搞清了，许多复杂的数学问题也就有解了（至少是近似的）。

既然线性问题如此重要，到底什么是线性呢？下面我们通过介绍几个主要的概念来逐渐

地把握“线性”这个数学的核心概念。

1.2 "线性”的意义

线性代数里面的线性主要意思就是线性空间里的线性变换。线性变换或线性映射是把中

学的线性函数概念进行了重新定义， 强调了函数的变量之间的变换意义。

1. 2. 1 线性函数的概念

线性函数的概念在初等数学和高等数学中的含义不尽相同（高等数学常常把初等数学的

-: 一. - - - -- - - - - ===-= "'= =-==-= ,,- =-==-=-= -=== ='::'=-- .3 . 
... 



线性代数的几何意义

关键概念进行推广或进一步抽象化，初等数学的概念就变成了高等数学概念的一个特例）。

在中学的初等数学里，我们知道，函数 f(x) ='1釭+ b Ck, b 是不变量），称为一元线性

函数，因为在平面直角坐标系中这个函数的图形是一条直线，就是变量（包括自变量和因变

量）之间的关系描述为一条直线，所以把这种函数形象地称为 ＂线性”函数（见图 1-2); 如

果 b=O, 这个函数的外观就变成 f(x) = kx 的形式了，这是一条过原点的直线，即图中直线

m。显然，过原点的直线是最简单的线性函数。
y 线性函数

的图像

X 

图 1 -2 一元线性函数

严格说来，只有过原点的最简单的直线 f(x) = kx才被称为一元线性函数。

扯啥呢？难道f(x)=kx+b不是线性函数吗？是线性的，但不是线性代数里所指的线性

含义。只因为不过原点的直线不满足线性代数里对线性函数的比例性的要求（别急，马上有

解释哈）。

线性函数表现为直线，这只是几何意义。那么所谓“线性”的代数意义是什么呢？实际

上，最基本的意义只有两条：可加性和比例性。

C l ) 可加性：即如果函数 f(x) 是线性的，那么有

f亿 +x2) = f(x1)+f(x2) 

一句话：和的函数等于函数的和。物理意义是说因变量叠加后的作用结果等千各个因变

量独自作用结果的叠加 。

(2) 比例性：也叫做齐次性、数乘性或均匀性，即如果函数f(x) 是线性的 ， 那么有

f(~ 釭） = kf(x) k为常数

一句话：比例的函数等于函数的比例。物理意义是说因变量缩放，因变量的作用结果也

同等比例地缩放。

＠对于函数位） =ax+b 而言不满足此比例性 ， f(kx) = akx + b , kf (x) = akx + kb , 因
此 f(kx)-:/:- kf (x) 。因此严格地讲， f(x)=ax+b 不能再叫线性函数了。或者说，线性代数的

线性变换不直接研究坐标系的移动。
. 

可加性与比例性组合在一块就是“线性”的全部意义了，即有

/(k1X1 + k凸） = k1f(x1)+k2f(x2) k1 、 k2 为常数

一句话：线性组合的函数，等千函数的线性组合。这里面既有缩放又有叠加的物理含义。
.4. -- --=-=- ::::-;--:;- -; -;;;-
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第 1 章 什么是线性代数

可加性和比例性的物理意义上的事例有哪些呢？

线性函数的可加性表明函数所描述的事物具有累加性，所有起因的累加所导致的结果完

全等千每个起因独自所引起的结果的累加。可加性看起来简单，似乎没有内涵，其实它界定

了所描述的事物是线性还是非线性的。举两个例子：

一个是晶体三极管放大器（见图 1-3, 设晶体管的电流放大倍数是 100), 晶体管的电流

放大特性可简单分两个区间：线性区和饱和区。在线性区里面，如果基极电流八是 lmA, 则

集电极电流 IC 就是 lOOmA; 如果基极电流是 2mA, 则集电极电流就是 200mA。进一步地，

如果输入的基极电流是 3mA(可看作 lmA 和 2mA 相加），则集电极电流就是 lOOmA 和 200mA

之和 300mA。 线性区里面的电流放大过程满足可加性。但在饱和区（见图 1-3, 设晶体管的

饱和电流是 300mA) 里面就不满足这个可加性。 当基极电流是 4mA 时，集电极电流是 370mA

（不是 400mA, 因为不在线性区）；当基极电流是 5mA 时， 集电极电流是 410mA。 好了，基

极两个输入电流的和为 9mA, 但是集电极电流只有 780mA 而不是 900mA, 因为到了晶体管

的饱和电流区了，晶体管内的载流子不够用，电流增加不上去了。饱和区失去了放大电流的

累加性，因而不符合线性关系。
clmA 

500心 ，＿＿

- 400 

I I I 
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二个是人力资源的故事例子，呵呵，属千小学一年级级别的脑筋急转弯：王五在旧上海

滩的码头上扛货物麻袋，一天能扛 200 袋。好梦不长，几个月后，陈阿真也来扛麻袋了，谁？

据说是大侠陈真韬光养晦化名陈阿真，一天可以扛 300 袋麻袋。好了，问个问题： 王五和阿

真两个人一天能抗多少袋麻袋？

"500 袋！“天真率性的同学们思维很线性， "200 袋加 300 袋就是 500 袋嘛。”

不对！（对了就不是脑筋急转弯了）据有围观之好事者统计，俩人第一天一共扛了 600

袋麻袋，第二天一共扛了 400 袋麻袋。怎么回事？原来人力资源的事情不是线性问题而是非

线性的问题：

第一天，两人摸不透对方的脾气和底牌，为了保住岗位，各施功夫互相竞赛，王五扛了

250 袋，阿真扛了 350 袋，合计 600 袋 。

第二天，两人一想，这样下去还不累死掉， 一山不容二虎，给对方捣蛋弄走对方。 千是

两人便扛麻袋边向对方施展拳脚，内耗了，俩人一天共扛了 400 袋。

总结一下，线性的可加性既是没有互相激励的累加，也是没有互相内耗的累加。一加一

.5. 
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线性代数的几何意义

就是二，既不大于二也不小于二（对不起哈，一不小心证明了哥德巴赫猜想）。

比例性是啥物理含义呢？比例性又名齐次性，说明没有初始值。比如电路，没有输入信

号时输出也没有，有几倍的输入量刚好就有几倍的输出量，增量是倍数关系，存量也是倍数

关系。

1. 2. 2 线性函数概念的推广

实际上，高等的线性概念正是从最简单的比例函数进行推广的，在大学所学习的线性代

数里的线性函数概念被扩展成一个多元线性方程组所表示的一个对应关系。如方程组

Yi ='s1X1 +礼X2 + .. ·+礼xn
Y2 =k21芍+ /~22X2 +'·'+ k2nXn 

(kll' …， kmn是不变量）

Ym =kml芍+ km2X2 + ... + k,nnxn 

是由 m 个 n 元线性函数组成的，而且这 m 个线性函数还是齐次函数，它们全部过原点。

看看，高等概念的线性函数是由初等的最简单的过原点的直线扩展来的，如果 m=n, 那么

这个方程组所确定的几何图形也是一条“直线”！而且，空间中这条直线也是过原点的 (m =I= n 

的图形是平面或超平面的，平面是多线性的）。

Q 齐次函数
线性齐次函数形如 y=k1X1 +k凸 +···+k11x11, 这个正比例函数的式子中每项里的变量出

现的次数都是一次的（没有常数项），整齐划一，故此称为“齐次＂的，全称为 n元线性齐
次函数。

把 n 元齐次线性方程组称为线性函数有点信心不足，看起来方程组和单个方程差别挺大

的。其实，我们也可以把它们写得形式一致： 重新定义变量就可以把它改写成初等数学中的

线性函数的形式 "f(x) =lex" 了。这个重新定义的变量就是向量，扩展如下：

/; 
C l ) 初等线性函数的自变量由一个量 x扩展定义为一个竖排的数组 I :2 I , 因变量一个

x n 

Yi 

量 y 也扩展定义为一个竖排的数组卢'2 I , 这些 n 元数组或 m 元数组称之为列向量。
y皿

(2) 初等线性函数的比例系数 K扩展为由所有的 ku 构成一个数的方阵，称之为系数矩

阵，即

kll kl2· · ·Jcln 

k?'k?2· · · ~2n 

kml km2· · · kmn _ 

(3) 然后再定义一种系数矩阵与向量相乘的运算法则（在“矩阵的几何意义”一章中介

.6. ~~ -- - ---=-:-=- .-, . 
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第 1 章 什么是线性代数

绍），使我们可以把上述的线性方程组改写为如下的等价形式

Yi k,, k12•··kln XI 

? I= kf'kF 幻，. I 易
凡丿 Lkml km2· · ·kmn 」 \xn

(4) 上式的形式可进一步简写为

y=f(x)=氐

其中：

Y, I kll k12 ... kl, x, 

y叮(x)=I~' , K= 纭知-- -~2, . x= I~2 
Ym 丿 Lkml km2 ''·kmn」`

到了这里，我们看到，初等线性函数和高等线性函数的概念终千得到了形式上的统一。

当然，一些区别还是有的：系数和变量这时候要用大写／黑体字母。

@ 矩阵出现了
在这里，矩阵横空出世！在我们学习的线性代数课程里面，矩阵的理论及计算占了较大

篇幅，原因就是矩阵实际上就是高等线性函数（这里指的是线性方程组）的系数。后面我们
会提到，线性函数就是线性变换的表达式。那么矩阵就核心地代表了线性变换。因为 y=Kx就

是一个向量 x通过矩阵 K 变换为一个向量 y, 向量 x.. y各自可以看做一段有向线段，那就

是说线性变换就是把一个线段变成另外一个线段。谁决定了这个变换——矩阵。因此一个矩
阵对应着一个线性变换，反之亦然。为什么在线性代数课里面大讲特讲矩阵和它的运算就是
这个原因。不过令人匪夷所思的是我们的线性代数书（工科）里面竟然很少提及线性变换的
概念，为补遗憾，在此我就较多地废话了线性方面的东西。

1. 2. 3 多元线性函数的几何意义

在前面的线性函数的推广中，从一元线性函数一下子推广到了 n 元线性函数组，跨度有

点大了 。 下面补一下中间过程的课，探讨从一元线性函数如何推广到 n 元线性函数。

首先我们看看从一元线性函数 f(x) = kx拓展到二元线性函数 f(xi,xz) =k丙 +k2X2 的几

何解释。 这个几何解释并不是唯一的，目的是让读者认识和理解线性的概念。

1. 拓展的第一步坐标系由二维扩展到三维

f(x) = kx 的直线图形是在二维笛卡尔坐标系下给出的几何图形，把它放到三维笛卡尔坐

标系下，其函数表达式应写为 f(xi,xz) = k1x1 或者 f(x1,X2) = k2易 。 不失一般性，我们这里

取 f(xi,xz) = k1x1 为 f(x) = kx 的扩维表达式。

我们知道， f(xi,xz) = k1x1 的图形是一个过原点的平面，是由 f(Xi)=kx 的图形扩维后由

一根直线变成了一个平面。 这是因为函数／（芍，Xz) = k1X1 与新生长出来的坐标轴 Xz 没有关系，

Xz 可以取任意值；换句话说， Xz 的任意值都在函数 f(Xi,X2) = k1X1 的图像上，这是一个过X2坐

标轴的平面。

- =~-== ::- .7. 
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线性代数的几何意义

f(x1) f(斗心） f(x, 心）

扩展第三维

坐标轴 X2

f(x心） =k1x1 图

形扩展成平面

/(x1) = k凸
的直线

艾2 ~ 

(a) (b) 
芍

(c) 

图 1-4 平面是由直线扩展而来的线性函数图形

形象的扩展过程可以这样想象： 二维平面坐标系里有一根直线图形（见图 1-4 Ca)), 这

时有 X2轴过原点以垂直于坐标系 Xi~ f(x1) 的平面向右方向（右手系）生长出来（见图 1 -4

Cb)), 然后原来的那条直线 f(xi) =k1x1沿着坐标轴 X2 方向向右滑动，无数个平行的直线被 X2

轴像竹帘子一样串起来，平铺得到了 f(xi,x2) = k丙的平面（见图 1-4 (c)) 。 这个平面是由无

数的直线铺成的，因此平面也是“线性”的。

2. 拓展的第二步两个平面加起来

显然，要得到函数 f(X1,X2) =炉X1 +k2X2 的图形，只要把三维坐标系下的两个函数

f(Xi,X2) = kl订叮(xi,xi) = k2x2所对应的图形加起来即可。一般情形下，两个平面相加仍然是

一个平面，如图 1-5 所示。

f(x,,xi)=k凸

的平面

f(xpx2)=k凸 +k2X2 I -5 

的平面

05 1 

f亿，x2)=k凸
的平面

。 5 

10 

图 1-5 两个平面及其和的图形

因此，线性函数f(xi,x2) = A环 +k2X2 的几何图形是一个过原点的平面。 这个平面是在三

维坐标系下的二维几何图形。

由二元线性函数 f位，X2) = k1x1 + k2X2 继续扩展到 三 元线性函数

j(X1,X2,X3) =肛 +k凸 +k3X3 时，所在的坐标系由三维扩展到四维。 可以想象，这个三元变

量 函数构成了 一个三维空间 ， 是由 三个空间 f(XI , X2 , X3) = ls斗， f(xi,X2,x3) = k2X2 和

f(Xi,X2,X3) = k3X3 叠加得到的，因此它是一个四维空间中（四维坐标系）的一个三维子空间 。

继续扩展到四元及 n 元的线性函数j(Xi,X2,…, x,,)=k凸 +k凸 + ···+ knxn' 坐标系空间扩

展到五维乃至 n+l 维，其几何图形仍将是一个低于坐标系维度一个维数的“子空间”。

这个 n 元几何图形总是低于坐标系一个维数。我们常常把一个高维的坐标系称为一个“空

.8. - - - -
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第 1 章什么是线性代数

间”（比如 n+I 维实数域线性空间 Rn+l) , 那么，只能把这个线性函数低一维的几何图形称为

一个“平面”，这是一个扩展意义上的平面，常被称为超平面（对于三维现实“空间里”的我

们而言，低一维度的子空间就是平面）。超平面等同于包含在 n 维空间 R" 中的 n- l 维欧式空

间，它们对应于通常三维空间中的二维平面、平面内的直线、直线上的点等。

把线性函数j(Xi,X2,…, xn) ='1仅 +k凸 + ···+ knx11 的形式改写为

肛 +k凸+· · ·+ knx11 - f(xpx2,-· ·,x11) = O 

或者更一般的形式为

k1x1 +k凸+···+从，1 + kn+lxn+l = C 

这是一个 n+I 维空间 Rn+I 中的一个 n 维超平面，只是这个平面不一定过原点了（注意，

不过原点的超平面可称之为空间，但不能称之为线性空间）。

到此我们明白了多元线性函数的“线性”不能单纯地理解为空间中的一条直线了，根据

上面的讨论，把线性函数几何图形想象成一个平面更有代表性。实际上，把 n 个 n 元线性函

数组成一个满秩方程组才能表示一条直线。

相比较而言，线性函数中含有的参数少，涉及的运算简单，仅为加法和乘法，便于运算，

是变量数学中最简单的函数；但另一方面，许多复杂的函数都可以在一定范围和精确度下近

似地用线性函数来表示，所以线性函数又是变量数学中最重要的函数。

1. 2. 4 n维（高维）空间的直观理解

由三维扩展到四维的空间的确难以想象，下面我想谈谈个人的一些认识供读者参考。

对于笛卡儿坐标系，二维坐标系的两个坐标轴互相正交并构成一个平面空间；三维坐标

系的坐标轴互相正交而且第三个坐标轴垂直千其余两个坐标轴构成的平面，三个坐标轴构成

一个立体空间；四维坐标系中的四个坐标轴互相正交，第四轴必然与其余的三维立体空间的

整体相垂直，四个坐标轴构成一个超多面体空间……以此类推，理解可矣。

比如，四维空间的物理解释的一个例子就是爱因斯坦的时空统一理论，三维物理空间之

外增加了一个与之正交的时间轴（垂直或正交的意思应理解为不相关，时间和空间在远低千

光速的尺度内就是没有关系的两个事物，这就是牛顿的世界）。你，作为一个有生命周期的高

级动物实际上是个四维动物，因为你的肉体既占有了一个三维小空间同时又占有了另外一维

的时间轴上的一段长度。

有人总觉得爱因斯坦把时间作为空间的一维有点不爽——时间和物体的尺寸怎么能类同

看待呢！即使把时间乘以常数光速作为一维数轴也不好接受。那咱下面就举个爽点的例子。

四维以至 n 维正交空间的物理解释实际上是人们在抽象他所观察到的宇宙物体时出现的

概念。在一个银河系外的观察者看来，太阳系不过是视界平面上的一个二维点；当这名观察

者快速逼近太阳系时，这个二维平面上的点逐渐变成了三维的太阳系空间，同样，此时的地

球在观察者的二维视界平面上也是一个点而已；当观察者来到地球外的大气空间时，地球已

是一个三维球体了，而地球上的一个入同样在此时的观察者看来是一个点而已……如果观察

者继续体察入微，将会逐步地看到这个人的身体、身体上的细胞、染色体、有机高分子、原

:-- - . - -- . - . . .9. 
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线性代数的几何意义

子、原子核、夸克等， 一直看到宇宙结构的终结者一—振颤着布满所有空间的弦 ！

这是一个空间套着一个空间的 n 维空间 ， 就像洋葱一样，大的三维空间套着无数个层层

缩小的三维空间。整个宇宙空间里的维轴有无穷多个， 这些无穷数的维轴都两两正交一一正

是维轴的尺度范围不同保证了它们的正交性。

Q w 佛教的释迦牟尼应称得上是一位几何学家，因为 n 多年前他老人家就率先说过，一
粒沙子就是一个大千世界。膜拜了。

现实一点的物例。比如一根水管，近距离观察是个三维物体，远距离观察就是一根无粗
细感的二维线段了（见图 1-6) 。

图 1-6 一根水管可以是二维或者三维的

再比如（见图 1-7), 近距离的三维空心砖，这样的空心立方体有许多个并排着，立方体
的端面并不平坦；如果远距离观察，许多个端面构成一个新的三维物体或图形一一椭圆抛物
面；这样的整个物体看起来就可以认为是一个四维的物体或四维空间里的图形。

图 1-7 三维空心砖可以构成一个四维空间里的抛物面

这样的一个视点远离就降维的规则其实就是局部空间的看法，世界是由无数个相邻的局

部小空间构成的（但如果整个宇宙看成是一个均等的平直空间的话就没有这种说法了，就是
前面的最高四维时空了）。

如何画出四维以及更高维的图形呢？

比如我们可以用上述的想法画出一个四维的超立方体（见图 1-8) 。

图 1-8 Ca) 是三维空间中的一个立方几何体；图 1-8 C b ) 是把空间向外扩展为四维，同

时立方体也向外扩展为四维超立方体。

当然，三维立方体也可以向其内部扩展为四维的超立方体，这样看起来更像个立方体。

图就不画了。想当然的，五维超立方体也应该如法炮制， n 维也可以如法炮制了。
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第 1 章什么是线性代数

X4 

~·, 

(a) (b) 

图 1-8 四维立方体的—个画法

除了上述的高维空间套着 n 重低维空间的佛家三于世界的理解外，线性代数的 n 维空间

却是众生平等的世界。实际上，在以后的线性代数学习中， n 维空间中的 n 维向量的元素常

常是由相对独立的因素组成的，这些相对独立的因素或者完全独立（垂直或正交）或者相对

独立（线性无关，我有你没有的部分），我们对此的物理意义是不难理解的。因此对于 n 维空

间的几何图形的想象，坐标轴的现实意义上的垂直不是必须的，如果几何意义上的垂直或正

交代之以代数意义上的线性无关的概念，取消了几何作图垂直的要求，我们在平面上就可以

通过斜坐标系画出 n维以上的空间了，你就形象地理解了由 n个向量张成的 n个空间的理论，

进而想象高维空间的图像也就不是一件特困难的事情了。

线性函数的几何意义给人的印象是一个静止的点或线的图形，其实线性函数还有一个运

动的概念就是映射 ！ 线性映射或线性变换的概念实际上是线性代数的核心内容。

那线性映射大概是个什么东东呢？

1.3线性映射和线性变换的几何意义

1 . 3. 1 线性映射的几何意义

前面说，初等线性函数f(x) = kx 和高等线性函数f(x)=kx的表达式一致，因此线性函

数的概念形式上是统一的。这种统一在数学的实质意义上也是一致的，就是函数的“线性"'

实质上就是指变量之间的“线性关系”。

我们再来回味一下这句关于线性函数中心性质的话 ： 线性组合的函数， 等千函数的线性

组合。详细说来就是，当自变量从 x变换为它自身的线性组合K凸 +k2X2 时，其函数也从 f(x)

变换为函数的线性组合k1f(x1) + k2f(xi) 。因为函数的本意是因变量与自变量之间的对应关系，

所以“线性”的本质就是因变量与自变量之间始终保持组合形式不变的一种对应关系，我们

把这类特殊的对应关系称之为“线性关系”。因此我们所说的＂线性”，实质上就是指变量之

间的＂线性关系”。

实际上，我们可以引入一种运动的思想，把函数看成一种变换，一种映射，一种从自变

量的集合对应变换到因变量的集合的瞬间过程。

.. - -- -=- - --- --:--::. .11. 
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线性代数的几何意义

这正是线性代数的中心思想之一。

对于初等的线性函数 f(x) = _kx 而言，我们需要改变中学老师淳淳教导。中学老师说，
线性函数的几何图形是所有满足关系式 y =kx 的点 (x,y) 所累积起来的图形。这个静态的图

形概念需要改造改造。要在这里加入变换或映射的动作（注意：是动作，一个瞬时的变化动

作，只有开始和结果），并突出表达这种变换和投射的关系，我们把表达式 f(x) = kx 改写成
T:x • y,x 曰 kx 。其中 T:x➔ y 表示为一个从自变量数的集合x到因变量数的集合y 的映

射， x曰 kx 表示两个集合里的自变量 x到因变量 y 之间具体的对应变换关系。

下面来看一个映射的集合示意图。图 1-9 给出 了一元线性齐次函数f(x) = kx 当 k 取不

同的数时的映射对应关系。在三个分图中，有一个共性就是元素 0 必然映射到元素 0。

的

大于 0
的实数

小千 0

的实数

k式

(a ) 

y X 
Cb ) 

y X 
Cc) 

y 

图 1-9 比例函数 y=kx 在集合上的映射关系

在集合上建立坐标系，用坐标系里的点表示集合里的元素，就可以把集合上的映射关系

几何化了。

对于一元线性齐次函数 f(x) = kx, 集合x和集合 y 都是实数。大家知道，一个实数域

可以用一根坐标轴来表示。因此集合 x 的坐标系就是一根线轴，写为 x 轴； 集合 y 的坐标系

也是一根轴，写为 y 轴。这样，我们就可以用坐标轴上点之间的映射来替代图 1-9 集合的映

射表示法（见图 1-10) 。

x k>I TY TX k=O TY rx k < -1 TY 

0 1 • l o ol ~ 歹o o l >泛及（ 一 t o

Ca) Cb) Cc ) 

图 1 -10 比例函数 y=kx 在线轴上的映射关系

如果把两个坐标轴的原点进行重合（因为 0 元素必然映射到 0 元素），再把两个坐标轴的

夹角调整到冗心角，就可得到笛卡尔平面坐标系（线性代数中讲的线性空间坐标系的坐标轴

可以是任意非零的夹角）。 把 x巳 kx用带箭头的线段连接起来，如图 1-11 所示（图中只画出

.12. 
, 



第 1 章什么是线性代数

了 k> O 的映射情况）。

% A y 

、：：：：－－－－－－－－－－－－－－－－
2.5k ,___ - - - - - - - - - - - - - - - -

x/ ·• 
1 1.5 2.5 X 

(a) (b) 

图 1-11 比例函数之点的映射和向量的映射

如图 1-11 (a) 所示 ， x 轴上的点 a和 b等分别映射到 y 轴上的点 a' 和 b' 等等。过一三

象限的直线就是所谓的一元齐次函数y=kx 的图形，它是由 K值确定的 ； 就像平行光线通过平

面镜进行反射一样，元素通过直线完成了映射。显然，这是点到点的映射。而且，不同的比

率 K值确定了一个不同的映射关系。

如果把点 a 、 a' 、 b 和 b' 分别与原点 0 连起来，就会得到线段Oa、 Ob、 Oa' 、 Ob' 。 千是

线段Oa 映射到线段 Oa' ' 线段 Ob 映射到线段 Ob' 。

到这里我们有了一个暂时的总结：线性映射就是把线段映射到线段 （这里，映射终于和

“线”扯上关系了）。如果我们把线段改称为向量的话， 这个总结就是：线性映射就是把向量

映射成向量（ 见图 1-ll(b ) )。线性映射把向量变成另外一个向量， 或者说把“线”变成“线"'

因此得名。

当然 ， 这个线性映射也满足线性的可加性和比例性的性质：可加性就是 x轴上的两向量

的和映射得到的 y 轴向量等千两个 x轴向量分别映射得到的 y 轴向量的和 ， 比例性就是 x轴

向量的倍数映射得到的 y 轴向量等于 x轴向量映射的 y 轴向量的倍数 （见图 1-11 Cb )) 。

用一般的数学表达式来描述线性映射的定义就是 ：

T(a+b) = Ta + Tb 
T(ka ) = kTa 

其中 ， T是映射运算 ， a、 b 是任意两个向量。

@ 算子
你看这里， T 本来表示一种线性映射的动作关系（或函数关系），但在上式中就像一个

实数或变量一样参与运算。如 T(a+b) = Ta + Tb, 就像乘法对加法的分配律一样展开运算，

因此 T 在这里也叫线性算子。 具体的算子有微分算子、积分算子 、 拉普拉斯算子等。

对于高等的线性函数f(x)= Kx 而言也有同样的结论，我们把此表达式改写成

T:x今 y, x 曰 Kx

其中 T:x ➔ y 的形式表示一个从自变向量的集合 x 到因变向量的集合 y 的映射。

为了方便看到T : x 今 y,x 曰 Kx 的几何解释，我们看看二维线性函数的坐标式：

, 
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线性代数的几何意义

下面给出一般情况下的映射图像（细节在后续的章节里有详细描述） 。

因为向量 x 和 y都是二维向量，所有任意的向量 x 的集合将构成平面 J7i (见图 1-12),

在平面 I7i 上构建二维坐标系 {x1ox2}; 同理，所有任意的向量 y 的集合构成平面 IIi' 在平面

IIi 上也构建二维坐标系 {Y1°兄｝。所以，二维线性函数就构成了两个二维平面之间由矩阵

K= [; ::]所确定的映射关系（矩阵是二维的比率）。
X2 Y2 

. 

订2

图 1-12 由矩阵K所确定的两个平面上二维向噩的映射关系

平面 I1i 的原点 0 始终映射到另一个平面 I4 的原点 o, 这是线性映射的最基本要求。

为了更紧密地观察映射之间的关系，我们把平面 I1i 放平，并使两个平面的原点 0 重合，

就得到了一个由两个相交平面所构造的三维空间 。

图 1-13 中，把平面 I1i 上的向量 x 标注为 ai' 把平面I4上的向量 y标注为 bi (为了和坐

标系的标注区别开来）。

Yi \ 
、、 \ 

Xi 

ll2 ll2 

(a) (b) 

图 1-13 向量之线性映射的比例性

图 1-13 (a) 表示矩阵K把平面I1i 上的一个向量 QI 映射到平面~上的向量b,' 也即有

向线段映射为有向线段；图 1-13 ( b) 表示把一个向量 a, 比例放大到 1.5 倍后被矩阵K映射

到平面~上的向量 1.5 a1 , 这满足线性映射的比例性。实际上，不论矩阵K的元素是什么实

数，对于任意的矩阵K, 都有这个结论。因为

.14. - - - . ,. 一
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第 1 章什么是线性代数

al 今 Ka1 =b1 
l.Sa1• K(l.Sa1) = 1.S(Kai) = l.Sb1 

对于线性可加性，我们也给出了图形。由图 1-14 看出，一个平面上两个向量分别映射到

另一个平面上的两个向量；对应地，它们的和Q也作了同样的映射得到 Pi 。 两个平面上的向

量及其和各自构成一个平行四边形。

向量的平行四边形加法法则决定了一个平面上的平行四边形被矩阵映射成为另一个平面

上的平行四边形，这两个平行四边形可能全等， 可能相似，大部分情况下既不全等也不相似。

x~', Yi 

x, ,--

ll2 

图 1-14 向量之线性映射的可加性

前面我们讨论了一个向量的映射或者是两个向量的和的映射情况。 如果由无数等长而异

向的向量构成的一个圆，那么这个圆会由某一个矩阵映射成什么图形呢？

实际上，可以被映射成圆、椭圆或者一根线段，特殊情况下被映射成一个点 （这个点必

然落在原点上） 。 大多数情况是被映射成一个椭圆，见图 1-15 。 图中圆上任意一个向量 al 映

射成椭圆上的 bl 0 

Y2 

·~ ',, Yi 

X 1 

II2 

图 1-15 线性映射把平面 II, 上的圆映射成平面112 上的椭圆

在这里，把线性函数中 f(x)=Kx 的变量 x 看成了一个图形“圆”而不只是一个向量 ，

那么函数值f(x) 也就成了一个变换后的图形“椭圆”。

把一个线性映射放到二维平面及三维空间中去考察，细心揣摩其几何意义，就不难理解

- - - . . =- -::·=- -- .15 . 
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线性代数的几何意义

概念的本质 。 例如，对千数乘变换T(a)=ka, 除了把a 看做向量外，我们可以把 a 看做一个

几何图形（其实向量也是一个几何图形，是一个简单的几何图形一一有向线段，细节请阅第二

章内容）， T 在 k >l 时就是对 a 放大，在 O<k<l时就是对 a 缩小，在 k=-1 时就是把a 反

方向变化。

1. 3. 2 线性变换的几何意义

在大多数的教科书中，线性映射和线性变换被区别为两个概念。如果映射是发生在一个

集合上的同一个坐标系中，线性映射就被称为线性变换。线性变换作为线性映射的特例，就

是把集合上的两个坐标系合并为一个。

例如把二维平面圆的映射整合成变换如图 1-16 所示，以原点为不变轴心，把门2平面旋

转放平， Yi 轴重合千 Xi 轴， Y2 轴重合于 X2 轴，两平面合二为一。 整合后的图形用平面直角

坐标系表示就是图 1-17 。

Yi 

x:~ 
、、

X2 

Yi 

n , 

竺＞

X1 X1 

ll1 

ll2 

图 1-16 线性映射转换成线性变换
X2 

x, 

图 1-17 平面直角坐标系下线性变换把圆变成椭圆

直角坐标系下的图形清楚地显示了一个圆被线性变换为一个椭圆 。 相应地、，圆上的一个

向量 al 映射为椭圆上的向量 bl 。 圆和椭圆都在同一个线性空间—一平面上（平面就是空间）。
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第 1 章 什么是线性代数

在线性代数中，我们主要讨论的是由矩阵所决定的线性变换的各种特性。下面看两个具

体的线性变换的例子（下面的＂＇”为线性变换 T ()的另一种简单写法）。

在平面上所有从原点出发的向量构成的二维线性空间中，把所有向量绕原点作同样角度

的旋转是一个线性变换。

如图 1-18 中向量旋转角度是直角。这时向量的和 a1 + a2 (= a3) 旋转所得到的向量 Q3 I 恰

好等于 al 和 a2 旋转所得到的向量 al ' 和 Q2 I 之和 a1'+a2'; 数 K 与向量 al 的乘积 ka1 旋转所得

到的向量 (ka1) ' 恰好等于数 K 与向量 al 旋转所得到的 a1' 的数乘积 ka1' 。这就是说：

(a1 + ai)'= a1'+ a2 ' , 

(ka1) ' = ka1 ' 。

X2 

-- 勹 -- -

f -/ 
、
一_ 

、2} 
I 

_ 
a 

i -l -- -- 
,al\ ＼

入

, 3 a 
2睿． - `` 

、

、

X2 

ka1' 

--r-俨卢＇ _ _ _ 
/ z 、
/、

、
、

- - T - /ka1 ＿一, 、
、

XJ 

a1 , 

。 X1 

图 1 -18 旋转是一个线性变换

另一个例子 （见图 1-19) : 在建立了空间笛卡尔直角坐标系的三维向量空间中，把每一个

向量投影在坐标面xoy 上，也是一个变换（投影变换）。这时，向量a= · Ca, b, c), 在此变

换下的像为 a'= (a, b, 0), 不难推知 此时也有 (a1 + a2)'= a1 '+ a2 勹 (ka)'= ka ' 。
f , 1;(伈 .. I z 

c 
、
、

c 
、
、

、
、
、
、

、

、

、

、、、 ka

1 (ka,kb,kc) 
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........ a 
~~ --; 么(a, b, c)
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J / / I 
I 
I 
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/ 
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L :、/,I
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a.,. 乙------- - - -~= , a 
(a,b,O) 

y 

X 

a 

/ 

bj 

/ 
/ 

/ 
/ , 

y 

ka' 
(ka,kb,O) 

图 1 -1 9 投影是线性变换

这两个变换有一个共同的性质 ： 两个向量之和变换后，所得的向量恰好是把这两个向量

变换后所得向量之和；数 K与一个向量数乘后进行变换，所得的向量恰好是数 K 与把此向量

变换后所得向量的乘积。此即所谓的可加性和比例性。这种使向量之间加法与数乘法关系都

不受影响的变换一线性变换，它与线性空间的运算相适应，能够反映线性空间中向量的内

在联系，是线性空间的重要变换。 故线性变换的定义如下：

数域 F上线性空间 V中的变换 T若满足条件：

T(a +b) =Ta+ Tb (a,b EV) 
T(ka) = kTa (k E F,a EV) 
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线性代数的几何意义

则称 T为 V中的线性变换。

同线性映射一样，线性变换把向量变成另外一个向量，或者说把“线”变成“线”。在

平面上，线性变换把原点仍变为原点（参考零点没有移动） ， 直线仍然变为直线（没有打弯） ，

平行线仍然是平行线， 当然平行四边形仍然是平行四边形。

在工程中常用的差分运算、微分运算及积分运算都属于线性变换，都满足以上的可加性

和比例性的关系。

通过后续的学习，我们将会逐步认识到线性变换可以有两个方面的含义：变换空间里的

向量，空间坐标系不变；或者变换坐标系而向量不变。两者是相对的，结果等价。

1.4线性代数的故事

线性代数是高等代数的一大分支。我们知道，在研究关联着多个因素的量所引起的问

题时，需要考察多元函数。如果所研究的关联性是线性的，那么称这个问题为线性问

题。一次方程就是研究线性问题的方程，被称为线性方程，讨论线性方程及线性运算的代数

就叫做线性代数。

线性问题或方程里的变量就是向量，因此一说“线性”必提“向量”。一般的线性代数课

本里的主要内容及排列顺序大概为行列式、向量组、矩阵、线性方程组及二次型等，这些内

容都是对向量的函数或组合。看看线性代数的发展历史，其发祥首先是从线性方程组开始的 ，

而且可以说是从咱中国开始的。

历史上线性代数的第一个问题是关于解线性方程组的问题。中国是方程组解法的

老祖宗，汉代重写的《九章算术》 （秦代以前的数学书估计都被秦始皇坑了） 一书上

就有和高斯消元法一样的解法。这本书两于年来大都是中国的代数课本，这有点类似

于欧几里得的《几何原本》两千年来一直是希腊乃至世界的几何课本一样。而在后代

的《孙子算经》里面比较经典的解方程组问题是“鸡兔同笼”问题。 可以想象，这门

学科的发展逻辑场景应该是这样的：

大概三国后面的魏晋南北朝时期，有个贩卖动物的小贩收购了一大车笼的鸡和兔子，鸡

和兔子在竹笼里挤得满满当当，鸡鸣狗叫，好不热闹。小贩这个高兴啊——今天财运好啊，

能挣不少钱。好吧，数数收了多少鸡多少兔子？

这下小贩该傻眼了吧？整个一大车笼，鸡靠鸡兔挨兔，无法分清。还不能打开笼盖数，

一开盖鸡飞兔跑，只能隔着透明的竹笼数。这也不好数啊，中间也不透光，只能模糊地看见

“上有三十五头，下有九十四足“，不知道兔的头还是鸡的腿。

其实小贩一点也不犯难， 因为这行当退休的老爹已经告诉了他几个传了 n 多年的如何数

鸡和兔子的算法：

解法一：

总脚数五－总头数＝兔的只数；

总只数－兔的只数＝鸡的只数。

解法二：

.18., 一
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第 1 章什么是线性代数

（个兔脚数 x 总只数－总脚数) -:- (个免脚数－个鸡脚数）＝鸡的只数；

总只数－鸡的只数＝兔的只数。

解法三：

（总脚数－个鸡脚数 x 总只数) -:- (个兔脚数－个鸡脚数）＝兔的只数；

总只数－免的只数＝鸡的只数。

嘿，这事儿不但有解，解法还真不少。

春秋战国末期的军事爱好者孙武是个穿越爱好者，那天刚好穿越到南北朝游历天下，打

那路过，知道了这件事，就记录在自己的《孙子算经》里。

（鸡兔同笼问题最早记录于《孙子算经》，此书成书于约公元 473 年，朝代是属于南北朝，

比春秋战国末期孙武的《孙子兵法》晚了 600 多年，因此《孙子算经》实际上是后人托孙子

之名写成的一—这好事现在绝迹了，要不就是孙武穿越了哈。）

孙武如果不小心穿越到现代，估计会有点郁闷，因为现在小学生都会轻易解这个问题。

解法就是设鸡、兔分别为 x、 y 个，列解下面的方程组即可：

\x+y=35 0 -1) 
2x+4y=94 

我们看， 解法一就是方程组的＠式除以 2 减去©式求得y; 这是小学生们使用的消元解

法，大学生们称之为高斯消元法。

类似的更复杂的消元算法在其他行当也有。比如农民在算”三种等级的稻捆数可打多少

斗稻谷”的三元方程组问题用的也是消元法，即把数据排成行列矩阵，然后对增广矩阵实施

行的初等变换，这事是在更早的汉朝《九章算术》里记载的。

解法二和解法三雷同。这个解法实质上就是线性代数里面行列式的解法——克莱姆法则 。

我们列出方程组(1-1)的矩阵／向量形式：

[1 1伲）＝儒）
该向量方程的克莱姆法则的解答为：

腐｝
勹］

YJ\~!~ 
I 2 4 

(1-2) 

( 1-3) 

(1-4) 

解法二实际上说的就是式(1 -3)的解法。计算内容就是行列式的求解过程。类似地，解法

三实际上说的就是式(1-4)的解法。

与鸡兔同笼的问题类似 ， 我小时候常听父亲讲“板凳鳌子”的问题（见后注），

印象深刻。板凳鉴子的解法雷同千鸡兔同笼的解法二和解法三，同样属于行列式解法

的克莱姆法则。这些形象的解法可被看做是克莱姆法则物理意义的解释。

可惜咱中国这么多年没有进一步发展这些东东，估计这与中国没有发明简明的数
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线性代数的几何意义

学符号有关。虽然初创了大量新东西却不善千发展这些新东西 。

后来这些书传播到了日本和朝鲜。日本古代的数学叫和算 ， 和算是在中国古代数

学的影响下发展起来的 。 公元六世纪始，中国的历法和数学就直接或间接地（通过朝

鲜）传入日本，日本多次派留学生到中国学习数学。到八世纪初，日本已仿照隋唐时

期的数学教育制度设立算学博士并采用《周脾算经》、《九章算术》、《孙子算经》、

《缀术》等中国古算书作为教材……一直到了十七世纪末期，通过关孝和等人的工作，

逐渐形成了日本数学体系——和算。

关孝和在日本被尊为“算圣”，他比较聪明，善于抽象。约 1683 年 ， 他竟然在

《九章算术》、 《孙子算经》里这些线性方程组的解法中提炼出行列式的概念及其算

法（也可能有印度数学的影响吧） 。 可以这样理解为何关孝和没有先发现矩阵 ： 因为

关算圣着重点是“算术” ——计算的技术 ， 他发现了在解不同线性方程组时共同的计

算方式——行列式 ； 而矩阵的概念是要发现函数、变换等更高级的概念后才会发现的

抽象东西 。

9"板凳鳌子”的故事
1980 年初，正是俺上小学的时候。老爸是个乡镇企业会计，但常常感叹自己没有当老师 ：

＂唉，瞎了一个好老师的材料！＂。为弥遗憾，常常在晚饭后给我们这些孩子们讲上一段，内
容包括语文、数学、天文、地理历史典故等。声音洪远，常引得众多的街坊邻居来旁听休闲 。
其中一个板凳鳌子的数学题的解法正是二元线性方程组的解法。原题如下：

板凳鳌子三十三，一百条腿都朝天，问几个板凳几个鳌子？

题意说明一下，我们那里的板凳是四条腿的，鳌子（一种摊煎饼的平底锅）是三条腿的。
板凳鳌子总个数是 33 个 ， 把板凳和鳌子都反过来数一数腿的总条数是 1 0 0 个，问板凳鳌子各
有多少个。
这个问题对于我们学过代数方程的小学生也是超简单 ： 直接设个 x、 y, 列方程组，带入，

求解，搞定。不过老爸的解法有创意但有点残忍。他的讲法是这样的 ：
“抓住一条板凳，砍掉一条腿； 再抓住一条板凳，砍掉一条腿……所有板凳都砍完了。

这时候板凳是三条腿，鳌子也同样是三条腿，那么三十三个板凳和鳌子共有几条腿？”（稍顿，
环顾四周）“三乘以三十三等于一—九十九条腿！”

“很好，原来共有一百条腿，你砍了板凳后变成了九十九条腿，那么你共砍掉了板凳几
条腿？一条腿吧。好了，结果快出来了 ： 你实际上砍掉了一条板凳腿；呃，别忘了砍法： 一
个板凳是砍掉一条腿，把所有板凳都砍宪；所有的板凳数是几条？一条对不对？ （砍掉的）
一条腿对应一条板凳 ！ 共有一条板凳 ！ ”

“知道了共有一条板凳 ， 又知道板凳鳌子总数三十三条 ， 鳌子数是一—三十二条！问题
解决了！”

老爸意犹未尽，接着讲：
“你也可以不用砍板凳，可以给鳌子绑腿： 抓住一条鳌子，绑上一条腿；再抓住一条鳌

子，绑上一条腿… … ”。

和关孝和同时代的德国的莱布尼茨也参与了进来，只比关孝和晚 10 年，同样提出了行列

式的概念及其有关定理。 这次的参与意义重大，西方的数学／科学家们再一次开始发威了 。

我个人觉得莱布尼茨对外来文化的学习吸收和归纳能力超强，偷师能力也超强，数学符

号的设计能力也超强，进一步开发能力更强。比如， 研究中国古代《易经》八卦的卦象而发
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明二进制（他的二进制比传教士把《易经》传入欧洲的时候约晚 10 年），研究英国牛顿的“流

数术”而发明微积分的写法（他的微积分比牛顿的微积分——流数术晚 10 年），估计日本关

孝和的和算他也研究了（他的行列式比关孝和的行列式晚 10 年。呵呵，千古之谜的 10 年现

象啊），随后提出了行列式并进一步发展，这并不是一件奇怪的事情。

后面的事情发展得越来越快，看起来顺理成章：

1750 年，瑞士的克莱姆，对行列式的定义和展开法则给出了完整、明确的阐述，并给出

了现在解线性方程组的克莱姆法则。英国的西尔维斯特为了将数字的矩形阵列区别于行列式

而发明了“矩阵”的术语， 它的朋友凯莱进一步创立、发展了矩阵论。

•••••• 

用一个表格总结一下线性代数的发展历史上做出重要贡献的数学家，如表 1-1 所示。

表 1-1 线性代数的英雄榜

序号 人物 ＇ 理论贡献 力量指数
1 《九章算术》的作者们（汉代），中国 线性方程组的消元解法 **** 2 关孝和 (1642—1708) , 日本 最早提出行列式概念 *** 3 哈密尔顿 (1805一186 5) , 爱尔兰 使用向量和标量的第一人 *** 
4 柯西 (1789—1857) , 法国

1815 年启用行列式名词， 1841 年提出

**** 特征方程概念，谱论重要贡献者
5 克莱姆 (1704—175 2) , 英国 给出了解线性方程组的克莱姆法则。 *** 

6 西尔维斯特 (1814—1897) , 英国
1850 年启用矩阵名词， 1852 年发现惯

***** 性定律，矩阵论创立者之一

7 凯莱 (18 21 —1895) , 英国
1855 年引入定义矩阵乘法等运算，矩

***** 阵论创立者之一，西尔维斯特的朋友
8 雅可比 (1804-1851) , 德国 重新发现并证明惯性定律 *** 1844 至 1862 年间创建高维线性空间理
9 格拉斯曼 (1809—1877) , 德国 论，定义了线性相关、线性无关、维度、 ***** 基、子空间、投影等

10 魏尔斯特拉斯 (1815—1897) , 德国 1868 年完成二次型理论 *** 
详细的线性代数的发展历史请查阅本书后面的附录的第一部分—一线性代数主要内容及

其发展简史。

作为代表“线性”的最基本的概念——向量的概念，从数学的观点来看不过是有序多元

数组，然而它以力或速度作为直接的物理意义，并且数学上用它能立刻写出物理上所说的事

情。向量用于梯度、散度、旋度就更有说服力。同样，表面上看行列式和矩阵不过是一种速

记的形式，但它的大多数生动的概念能为新的思想领域提供钥匙。

更具体的问题是，号称工程中强大工具的线性代数用途到底有哪些呢 ？

: .21 . 
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线性代数的几何意义

1.5线性代数有什么用

线性代数有什么用 ？ 这是每一个圈养在象牙塔里， 在灌输式教学模式下的 ”被学习”的

学生刚刚开始思考时的第一个问题。我稍微仔细地收集了一些学习线性代数的理由，竞然也

罗列了不少， 不知道能不能说服你：

( 1 ) 如果你想顺利地拿到学位， 线性代数的学分对你有帮助。

(2) 如果你想继续深造、考研， 必须学好线性代数。因为它是必考的数学科目，也是研

究生科目“矩阵论”、"泛函分析”的基础。例如，泛函分析的起点就是无穷多个未知量

的无穷多线性方程组理论。

(3) 如果你想提高自己的科研能力，不被现代科技发展潮流所抛弃，也必须学好线性代

数 ， 因为瑞典的L戈丁说过， 没有掌握线性代数的人简直就是文盲。他在自己的数学名著

《数学概观》中说：

要是没有线性代数，任何数学和初等教程都讲不下去。桉照现行的国际标准，线性

代数是通过公理化来表述的。它是笫二代数学棋型，其根源来旬于欧几里得几何、解析

几何以及线性方程组狸论…. . .如果不熟悉线性代数的概念，像线性性质、向量、线性空

间、矩阵等，要去学习旬然科学，现在肴来就和文盲差不多，甚至可能学习社今科学也

是如此。

(4 ) 如果毕业后想找个好工作，也必须学好线性代数：

• 想搞数学， 当个数学家（这个还需要列出来，谁不知道线性代数是数学）。． 恭喜你，

你的职业未来将是最光明的。如果到美国打工的话，你可以找到最好的职业（参考本节后附

的一份小资料）。

• 想搞电子工程，好，电路分析、线性信号系统分析、数字滤波器分析设计等需要线

性代数，因为它就是研究线性网络的主要工具；进行IC集成电路设计时，对付数百万个晶体

管的仿真软件就需要依赖线性方程组的方法； 想搞光电及射频工程，好，电磁场、光波导分

析都是向量场的分析，比如光调制器分析及研制需要张量矩阵，手机信号处理等也离不开矩

阵运算。

• 想搞软件工程， 好 ， 3D游戏的数学基础就是以图形的矩阵运算为基础；当然，如果

你只想玩3D游戏可以不必掌握线性代数； 想搞图像处理，大量的图像数据处理更离不开矩阵

这个强大的工具， 电影大片《阿凡达》中大量的后期电脑特效制作没有线性代数这个数学工

具简直难以想象。

• 想搞经济研究，好，知道列昂惕夫 (Wassily Leontief) 吗？哈佛大学教授， 1949

年用计算机计算出了由美国统计局的25万条经济数据所组成的42个未知数的42个方程的方程

组，他打开了研究经济数学模型的新时代的大门。这些模型通常都是线性的，也就是说，它

们是用线性方程组来描述的 ， 被称为列昂惕夫“投入－产出 “ 模型。列昂惕夫因此获得了 1973

年的诺贝尔经济学奖。

• 想当领导，好，要会运筹学，运筹学的一个重要议题是线性规划。许多重要的管理

决策是在线性规划模型的基础上做出的。线性规划的知识就是线性不等式组的知识啊。比如 ，
.22. 
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航空运输业就使用线性规划来调度航班，监视飞行及机场的维护运作等；又如，你作为一个

大商场的老板， 线性规划可以帮助你合理地安排各种商品的进货，以达到最大利润。

• 对千其他工程领域，没有用不上线性代数的地方。如搞建筑工程，那么奥运场馆鸟

巢的受力分析需要线性代数的工具；石油勘探，勘探设备获得的大量数据所满足的几千个方

程的方程组需要线性代数知识来解决；飞行器设计，就要研究飞机表面气流作用的过程， 包

含反复求解大型的线性方程组，在这个求解的过程中，有两个矩阵运算的技巧一对稀疏矩

阵进行分块处理和进行LU分解；做餐饮业，构造一份有营养的减肥食谱也需要解线性方程组；

知道有限元的名号吗？这个工程分析中十分有效的数学方法，其基础就是求解线性方程组。

知道马尔科夫链的尊称吗？这个“链子“神通广大，在许多学科（如生物学、商业、化学、

工程学及物理学等）领域中被用来做数学模型，实际上马尔科夫链是由一个随机变量矩阵所

决定的一个概率向量序列。

• 矩阵的特征值和特征向量可以用在研究物理、化学领域的微分方程、连续的或离散

的动力系统中。有个老外科学家宣称，有振动的地方就有特征值，这句话曾让我国的数学网

友毛骨悚然，大汗淋漓（网上语录）；甚至数学生态学家用以在预测原始森林遭到何种程度的

砍伐会造成猫头鹰的种群灭亡。大名鼎鼎的最小二乘算法在各个工程领域里被用来把实验中

得到的大量测量数据拟合到一个理想的直线或曲线上， 其算法实质就是超定线性方程组的求

解。线性代数中的二次型常常出现在工程（标准设计及优化）和信号处理（输出的噪声功率）

的应用中，它们也常常出现在物理学（例如势能和动能）、微分几何（例如曲面的法曲率）、

经济学（例如效用函数）和统计学（例如置信椭圆体）中，某些这类应用实例的数学背景很

容易转化为对对称矩阵的研究。

• 还有……
说实在的，咱也没有足够经验讲清楚线性代数在各个工程领域中的应用，只能大概人云

亦云地讲述以上一些基本应用。因为如果要真正地讲清楚线性代数的一个应用，就必须充分

了解所要应用的领域内的知识， 最好有实际的工程应用的经验在里面；况且线性代数在各个

工程领域中的应用真是太多了，要知道当今成为一个工程通才只是一个传说。

总结一下，线性代数的概念和应用范围几乎可以涵盖所有的自然科学和工程技术领域。

线性代数的理论是如此重要的科学概念，如果我们仍然坚持像当今的教学大纲做法一样只是

把它作为计算工具进行练习，显然只是捡到了几粒芝麻（如果没有掌握如MATLAB一类的计

算机工具软件的应用，我们捡到的是几粒陈谷子烂芝麻） ！ 掌握线性代数的广泛应用案例、掌

握线性代数的几何及物理意义、掌握线性代数的矩阵工具才是掌握线代的必由之路。

其实中国有水平的线性代数教材不少，比如本书后附的众多参考书籍。但俺最想推荐的

适合初学者自学的教材是《线性代数及其应用》，这是美国David C. Lay 教授写的超棒的当代

应用实例丰富的好教材，属千不看则损失巨大的读书事故。本书属千山枣野果之类，资以开

胃 ， 也热情建议偷空瞅那么一眼， 属千不看白不看，看了不白看的清况。

＠ 附 来自金融危机时期的学好数学的利好消息
2 009 年 1 月 26 日华尔街日报刊登一篇关于职业优劣评比的报导，标题为 "Doing the 

Math to Find the Good Jobs", 该文引述 Les Krantz 根据美国劳工统计局与人口普查局
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(U. S. Bur eau of Labor Statist i cs and the Census Bureau) 的资料所做的一项整理研究，
依据五项指标： 工作环境、所得、 职业前景、体力要求和压力 ， 针对 2 00 种职业进行综合评
比排名 。
美国的职业评比排名结果可能出乎大多数读者意料之外，现将排名最前和最后的十种工

作抄录如下（数字代表排名）：

前十名职业 ： 后十名职业：

1. 数学家 (Mathemat i cian)

2. 保险统计师 (Ac tuary)

3. 统计学家 (Stat i s t i c i an) 

4. 生物学家 (Bi olog i st)

5. 软件工程师 (Sof tware eng ineer) 

200. 伐木工 (Lumberjack)

199. 酪农 (Dai ry farmer ) 

198. 出租车司机 (Taxi driver) 

197. 船员 (Seaman)

196. 屋顶工 (Roofer ) 

6. 计算机系统分析师 (Computer systems ana lyst) 195. 清洁队员 (Garbage collector) 

7. 历史学家 (Historian)

8. 社会学家 (Sociologist)

9. 工业设计师 (Industria l designer ) 

10. 会计师 (Accountant)

194. 焊工 (We lder)

193. 码头工 (Roustabout)

192. 钢架工 (Ironworker)

191. 建筑工 (Construct i on wor ker) 

数学家之所以排名领先的部分原因是他们的工作环境相对舒适，不会接触有毒物质，不
用提重物或弯腰爬行，而且收入颇丰。据估计，美国数学家的平均年薪达 94, 160 美元。

文中提及 19 年前珍妮弗．寇特因为考虑低工作压力而选择研习数学，现年 38 岁的她，年
收入高于前述平均薪资。她参与一个以数学为基础的计算机程序设计团队，过去所开发的程
序曾经应用于电影＜黑客任务 (The Ma tr ix)>和＜骇速快手 (Speed Racer)> 。 她在家里和同事
以网络联系，绝少超时工作，没有什么工作压力。珍妮弗说 ： “解决问题牵涉许多思考，我发
现那会让人冷静下来”。

（阅读原文 http: //online. wsj . com/article/SB123119236117055127. html) 
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第 2 章 向量的基本几何意义

第2章向量的基本几何意义
向量的概念始终贯穿于当代科学中 ，也始终贯穿于线性代数中，所以我们不妨回顾一下中

学学过的向量概念及其运算的几何意义，以期为更清晰地理解线性代数的几何本质 。

2.1 向量概念的几何意义

2. 1. 1 自由向量的概念

向量 (Vector) 和标量的概念是发明四元数的爱尔兰数学家 W. R. 哈密尔顿给出的。向量是

一个既有大小又有方向的量，这个量本身就是个几何的概念。我们常常把它与标量（只有大小

的量）相区别。抓住向量的大小和方向这两个特征，一般用一个有向线段来表示一个向量（见图

2-1, 显然向最本身就是一个几何图形），记为五｝。
B 

图 2-1 向量如箭，其几何图形表示为一个有向线段

在物理学中把向量叫矢量。矢就是箭，向量如一根箭一样有头部和尾部，箭在空间自由的

飞行中箭杆的长度不会变，这一点与向量相同；同时箭在无重力作用的理想情况下方向也不改

变。既不变长度也不变方向的理想之箭就是一个向量。所以向量的“飞行”称为平移，这种允

许在一条直线上平移的向量称为自由向量（见图 2-2, 物理学中常称为滑动向量）。

，已d

~ ---~ 
-- -- ~ 

_ 

--

飞一

--- ~ ---
图 2-2 理想之箭是一个自由向量

沿着直线飞行的箭簇在每一时刻所表示的无数向量归属千同一个向量，这些无数的向量实

际上是平行的向量。另外，还有不在一条直线上的平行而相等的向量，如下例：

考察一个刚体的平行移动。当刚体从一个位置平行移动到另一个位置时（比如说这个刚体

是麦吉小姐过河坐的小船，见图 2-3, 小船从河流的一边驶向对岸），刚体上各质点在同一时

间段内有相同的位移，各点所画出的位移向量 a 有相同的大小和方向，它们每一个都反映了刚

体位移的情况，因此刚体的平移运动可以用这些向量中的任一个来表示。基于这样的原因，凡

是觅华型匕斗业三二己生担~主旦旦旦芒巴：严严一星豐巴芒。因此，一个向量在保持长
度和方向不变的条件下可以自由平移。如有必要，也可以将几个向量平移到同一个出发点或者

坐标原点。

从上面的例子，我们感悟到自由向量为何是自由的。实际上，就是因为向量没有确定的位

置，它们不依赖于任何坐标系而存在。因此从逻辑上看，无数的向量可能有相同的表述，所有

.25 . 
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线性代数的几何意义

的这些向量都互相平行、相等，并具有相同的量值和方向。
船速向量
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J 水流速度向量 a----
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图 2-3 平移的向噩也是一个自由向量

＠向量就是矢量
Vector 的中文译名是“向量”。顾名思义，就是指“既有方向又有大小的量”。可以说译

得十分贴切。不过，中国在清末引进 Vector 概念时，物理学家称之为＂矢量”，究其原因， 、
早年的向量，只是物理学专门用来表示力和速度等物理量的工具，并不为数学家所重视。因
为物理学用得多，矢量的译名自然流行。

物理界把 Vector 叫“矢量”，而数学界叫“向量”。其实是一回事。在早期，数学界也
曾经把 Vector 定名为＂矢量”，而物理界则把它定名为“向量”。后来，可能是为了尊重对方，
却对换了一下，物理用矢量，数学用向量。矢量、向量的分歧，因为各自学科发展繁多，学
科有分支，术语有派生，统一起来没那么容易，所以分歧一直维持到今。事实上， 台湾物理
界至今用的还是“向量”。

虽然两种译名并存，但由于向量在数学领域的大量应用之后，渐渐有取代“矢量”之势。

2. 1.2 向量的代数表示

五是某一个向量的几何表示，它的代数表示一般是小写的黑体字母a, b,c 或者 a,P,r 等。

手写时，因为黑体的粗笔画书写不方便，所以常在字母上面加上箭头来与其它字母区别，如 a 、

b 、 C 。
以上的表示不便计算，如何对向量像数字一样进行运算呢？

在物理学科中，向量被处理为自由向量。虽然向量独立千任何坐标系之外，但为了与解析

技术联系起来以实现对向量的计算，数学上我们还必须把向量放在某一个坐标系下来研究。 如

果把空间中所有的向量的尾部都拉到坐标原点，这样 n 维点空间就可以与 n 维向量空间建立一

一对应关系： n 维点空间中的点(0 , O, O, …）取作原点 ， 那么每一个点都可以让一个向量和它

对应，这个向量就是从坐标原点出发到这个点为止的向量。

其实，一旦我们确定好一个坐标系，一个向量就与一个点相对应，而点是用所谓坐标的有

序数组表示的，因此我们就也可以把向量用有序数组表示。有了有序数组就可以运算了。使用

有序数组或者解析式表述的向量是用以原点为起点的向量末端的坐标值表示，并把坐标值用圆

括号括起来，如a=(x,y, z) 。在这里这个有序数组(x,y,z) 称之为向量。

在二维平面中，由原点引出的向量用两个有序实数表示；在三维空间中，由三个有序数表

示三维向量。那么 n 维向量就可以由以上二维和三维向量的定义推广得到。虽然 n 维向量的几

何意义难以想象，但其现实意义我们还是可以把握的。比如，在三维空间中，我们只要知道一

.26. -- -- - - . - -;:::-. 
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第 2 章 向量的基本几何意义

个球的球心位置和半径的大小就可以确定这个球面。把球心坐标和半径值写成有序数组，我们

就得到了一个四维向量。

一个向量可以被分解为三个单位坐标向量的线性表示（实际上这个概念很重要，在今后的

向量的运算和矩阵运算理解中起着关键作用）。例如，向量 (1, 1, 1) 分解如下：

(1,1,1) = (1,0,0) + (0,1, 0) + (0, 0,1) = i + j + k 

如图 2-4 所示，把单位坐标向量 i 、 j 、 K 分别首尾连接相加，就得到了 (1, 1, 1) 的图像。
y 

.l 

0.5 

2 1.0丝 °
x 

。
1 

i
土

图 2-4 向量的分解

那么，任意一个向量a= (x,y,z) 就可以表示为 a=(x,y,z)=xi+yj+zk, 即单位坐标向

量的线性表示。显然，分别对单位坐标向量进行缩放 x、 y、 z 倍然后相加，就得到了这个向量

(x,y,z) 的图像。和图 2-4 相似，我们就可以得到如图 2-5 所示的任意一个向量的分解图像。

z 

y 

, ,'ty j - - -------------一一八 yj

, 
I 

I , , 
, 

, 
,✓ I zk 

尸-------.二二二二 一--一一，
I 
I / / k . I 

(- 一一一 , 

(x,y切
I f .• I 
I 
I 

I . . . I 

I 0 
. 

I I I Xi ' 

I k ----一 1
/ 

I 
I I I , I I ,. 
I I / 
I I , 
I I I , 
I I , 
I I , 

-- --- -- - - ----------
zk 

x 

但没有除法。下面我们分

向量被看做线性空间或向量空间中的一个元素。但向量与点不同，向量表示的是两点之间
的位移而不是空间中的物理位置，它是独立于坐标系的，这就是为什么我们可以在描述向量的
加法、数乘等运算的几何解释时常常不用画出坐标系，但一个点离开坐标系就无法表示；向量
还可以确定方向，而一个点就不能。

向量允许进行线性运算（加法、数乘），但把两个点加起来则没有几何意义。
向量实际上是用一个点对来表示的，比如 AB, 表示起点为 A, 终点为 B。之所以把一个点

、 -__.,__ - - - = .27. 
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线性代数的几何意义

与一个向量相对应，是因为我们默认所有的向量是从原点出发的，不要忘了这个约定。

2.2 向量加法的几何及物理意义

设两个向量 a 和 b, 它们的二维分量解析式为a= (ax,ay), b = (bx, by); 三维分量的解析

表达式为a= (ax,ay,az), b = (bx ,by,bJ 。则我们定义这两个向量的加法为

a+b=(ax +bx,ay +b), 或者a +b = (ax +b入: 'a +b a y' z +bJ 。 向量加法的定义看起来很简单，

就是两个向量的各分量分别对应相加形成了和向量的分量。

那么 c=a+b 的几何意义是什么呢？请看下面二维向量的图解（见图 2-6) 。

y 

~c 

} 

。 h x llx 
x 

图 2-6 向量加法的平行四边形法则之几何解释

图 2-6 中的图形可以这样解读，表示向量b 的分量的矩形□obxBby 被斜上方向平移，放到

表示向晕a 的分量的矩形□oaxAay 上面，两个矩形相接于 A 点， 叠加后矩形的顶端 C就是和向

量的头端。
连接 BC、 AC 后， □ oACB 是个平行四边形，和向量 c 是平行四边形的对角线，这就是平行

四边形法则的几何解释。 口

当然，如果把向量b 平移（平行移动）到 AC 的位置，与向量 a 的头部相接，就是三角形

法则，见图 2-7 。 y 

。

c 

x 

图 2-7 向量加法的三角形法则之几何解释

向量的所谓三角形或平行四边形法则不是人们凭空想当然的数学规定，而是从物理世界中

抽象出来的向量运算法则。比如我们前面提到的船只过河的例子，船头指向的方向是船的马力

驱动得到的位移 s,rwtor (不考虑水流影响），水流的方向是水的冲击力对船造成的位移 swater (不

考虑船的马力影响），那么，实际情况是船的真正位移 Sboat 是一条斜线，这条斜线就是 smotor 和

swater 的合成。它们的合成关系就是平行四边形的关系。
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第 2 章 向量的基本几何意义

如果水的流速和船的马力不变，其中三个时刻（任意）的位移的合成图如图 2-8 所示。
叶

Vmotot 

V • 
water 

4 I 

s t Sboat3 
motor3 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Smotor22f - - - - - - - - - - - - - - - 1 
Sboat2~ 1 

Sbaat 
Smotorl 

。

S waterl 5 S water2 S water3 10 

图 2-8 船的位移合成是向量的加法

如果水的流速不变，但在第二时刻和第三时刻船的马力逐步变大，那么三个时刻（任意）

的位移的合成图如图 2-9 所示。 8 

Smotor3于- -- - - - - - --------
6 

4 

S11101or2千 -------

Sboat3 

2 

伽勹

I 

01 
Swaterl 5 S watcr2 S water3 10 

图 2-9 船的位移合成是向量的加法（另一种情形）

两个向量的加法叫做三角形法或者平行四边形法，那么多个向量的加法同样也满足这些法

则，并可以由三角形法则得到多个向量的多边形法则。下边我们画出多个向量的加法和减法的

图例。

图 2-10 是把a 、 b 、 C 、 d 四个向量按照三角形法则相加的图例，在图中，我们把a 、 b 、

C 、 d 四个向量依次首尾相接，直到画完所有向量，最后只是把第一个向量的尾部 o 指向最后

一个向量的首部 P, 画出的向量就是 4 个向量的和。这个画法可以称做多向量的多边形加法法

则。

多边形法则很容易从三角形法则推导出来，如图 2-11 中增加的和向量即是应用三角形的向

量法则画出了中间向量逐次相加的结果，最后推出了图中的多边形法则。

。

图 2-10 多向量的多边形加法法则

a+b 

p 

。

图 2-11 用三角形法则推导出多边形法则

.29. 
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线性代数的几何意义

多变形法则体现在船只过河的例子就是把船的每时刻的位移进行合成，如图 2-12 所示。
8 

s心tor3「---------------------;,; Sboa凸
6 I 

4 

S11mor2 t- - - - -- ---7卢-- --~了Sboat2
2 

S11wtorl 七－－

。
S .,'Cltcrl s S water2 S,mtcr3 '0 

-2 

图 2-12 船的位移的合成就是多向溢加法

多向量加法的数学本质，实际上是这些向量在坐标轴上（以 o 点为坐标原点的坐标系）的

投影（或坐标分量）的合成（相加或相减）后的结果。向量的更高一级的运算如点积、叉积的

定义也是这个数学本质的体现。

关于减法，实际上是加法的特， ／式，是加法的逆运算。 向量减法，我们可以用定义加法

的方式定义减法，例如定义c=a-!尸：言忑\ 只要把被减向量b 反向后再与向量a 相加即可。
实际上在平行四边形法则中，和商量写妾面矗构成平行四边形的两个对角线（见图 2-13) 。

C 

。

图 2-13 和向量与差向量构成平行四边形法则的两个对角线

多向量的减法也是多次使用三角形法则得到的，如图 2-14 所示。 图中分别给出了多向量的

加减法分解为多次的三角形法则。

I 

图 2-14 多向量加减法的多边形法则对比

$格拉斯曼与 n维向量
海曼·格拉斯曼是德国的几何学家，他 1844 年发表的《延拓论》创立了现今的 n 维

几何学。格拉斯曼在构建 n 维几何代数理论时是以一个非常简单的公式 AB+BC=AC(见图
2-15 (a)) 作为研究起点的。他发现，如果不考虑线段点 A 、 B、 C的顺序，只要不把 AB、
BC这样的因子仅仅理解为长度，并且赋予它们”方向＂（例如 BA=-AB), 公式依然正确。举
个例子： 如果 C位于 A 和 B之间（见图 1-15(b)), 那么 AB=AC+CB, 但是由于 CB=-BC, 我

.30, ;;:-
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第 2 章 向量的基本几何意义

们将发现AB=AC-BC.。此时只要在这个公式两边简单地加上BC就能得到最初的公式 AB+BC=AC.。

A B C A C B 
(a) (b) 

图 2-15 直线上的有向线段加法
也就是说图 1-15 的两个图例都有 AB+BC=AC成立。

把图 1-15 的两根直线中间的 B点和 C点各自向上拉伸一些距离，等式 AB+BC=AC依然

成立（见图 2-16), 我们刚刚知道这就是向量的三角形加法法则。

B 

A ______ B ____________ C 

(a) 

C 

A------; - ----- -- - --= B 
(b) 

图 2-16 三角形上的有向线段加法——向量加法法则

继续向空间中拉伸就是三维向量乃至 n 维向量的加法了，等式同样成立。
这是一个非常有价值的发现。但格拉斯曼对向量的延伸和拓展更加让人吃惊，他拓展

到向量的外积运算。比如，如图 2-17 所示的正方形或平行四边形 ABCD, 如果正方形或平

行四边形的面积 sABCD = AB. AD' 那么就有 AB . DA = - S ABCD 成立。这正是 2 . 4 节将要介绍的
向量的外积（叉积）运算及其几何意义。格拉斯曼由此最终发明了一种全新的被称之为外
积代数的几何理论。 D 一一一一一一--- -- -----·TC 

I 
I , , , 
, , 

A B 

图 2-17 有向线段的乘积——向量叉积运算

2. 3. 1 向量内积的几何解释 f 仗， 'LY {\-,,,-

个意思，就是内积的结果是个数量或者标量。内积的定义有两个，下面我们把它们列举出来并- -----__ 
探讨一下它们的关系。以三维向量为例：

a·b=abcos0 (2-1) 

a·b=ab+ab+ab xx yy zz 
(2-2) 

公式 (2-1) 是说向量a 和 b 的长度之积再乘以它们之间的夹角的余弦；公式 (2-2) 的意

思是向量a 和 b 的坐标分量分别对应乘积的和。

定义内积有很多好处，除了物理上的直接应用外，至少我们还可以应用这个定义（即公式

(2-2)) 去计算一个向量的长度（在已知它的坐标时）。 比如我们求向量a 的长度：

a =✓a工J平 +aYaY +a立=✓式＋式 +a;
作为内积定义的两个公式有关系吗？当然有！你来看：

假设我们选一个这样的坐标系（见图 2-1 8), 使 x 轴沿向量a 的方向，原点重合于向量起

．．一- - - - -- - . . - -·"一- ::- .. - - .31. 
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线性代数的几何意义

点，那么 ax= a , ay = az = 0 , 代入式 (2-2) 得

a-b=a丸 +a丸 +az忙 = abx 

abx 的含义是a 的长度乘以 b 在 a 方向上（亦即 x 轴方向）的分量，这个 bx 分量就是 b 在 a

上的投影。我们知道投影b入: =bcos0, 因此公式a · b = abcos0得证（如果它对一个坐标系成立，

则对所有的坐标系都成立）。

o bx a / x 

z 

图 2-18 在特定坐标系下向量内积的计算

因此，向量内积的几何解释就是一个向量在另一个向量上的投影的积，也就是同方向的积。

特别地，如果一个向量如 a 是某个坐标轴的单位坐标向量，那么，两个向量的内积 a·b 就

是向量b 在此坐标轴上的坐标值。因此，如果想要将一个向量变换到新的坐标系，那么只要对

新坐标系轴向量进行内积运算即可。这个结论很重要，这是傅立叶分析的理论基础之一。

实际上，矩阵的乘法运算本质上也是行向量和列向量的内积运算。两个矩阵相乘，根据矩

阵乘积的定义，就是左矩阵的行（向量）与右矩阵的列（向量）进行逐次内积。

另外，对两个向量的内积可以有其他的几何解释，这些解释在应用上就显得比较直观。比

如，从内积值上我们可以看出两个向量在方向上的接近程度。当内积值为正值时，两个向量大

致指向相同的方向（方向夹角小于 90°); 当内积值为负值时，两个向量大致指向相反的方向

（方向夹角大于 90°); 当内积值为 0 时，两个向量互相垂直（这个性质经常在向量几何中作

为判断直线与直线是否垂直的依据）。笼统来说，内积值越大，两个向量在方向上的就越接近，

内积值越小，两个向量在方向上就越相反。

图 2-19 中，向量a 与向量 bl 的方向最接近，大致相同，夹角为锐角，内积为正；向量a 与

向量 b2 的方向垂直，内积为 0; 向量 a 与向量 b3 的方向大致相反，夹角为钝角，内积为负。同

样地，向量 bl 与向量 b2' 向量 b2 与向量 b3' 向量 b3 与向量 b4 方向都大致相同，夹角为锐角，
它们各自的内积亦为正。

X2 

--
x, 

图 2-19 内积大小可确定两个向量的在方向上的接近程度

.32. 
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第 2 章 向量的基本几何意义

2.3.2 向量内积的物理解释

所谓向量的内积，其实就在我们身边。比如我上周购买的食物的价格向量是p=(蔬菜 2

元／斤，大米 1.5 元／斤，牛肉 10 元／斤，啤酒 3 元／瓶），消耗的数量向量为d= (3 .5 斤， 5 斤， 2

斤， 3 瓶）；那么我上周的饮食消费就是向量 p 和 d 的内积：

p·d =(2, 1.5, 10, 3)·(3 .5, 5, 2, 3)=7+7 .5+20+9=43.5 元

另外，内积的一个经典物理例子就是当一个物体从某处被拉到另一处时所做的功，下面我

们把这个做功的图画出来印证以上内积两大公式的一致性。

假设在一个斜坡上用力 F斜上方拉一个物体，位移为 S, 那么这个力 F所做的功为（分量

的分解见图 2-20 Ca)) : 

W=FxS入: +~,Sy
另外，我们也可以把力 F沿着 S 的方向和垂直 S 的方向（按照图 2-20 Ch)) 进行分解，那

么这个力 F所做的功又可表示为

W=F;S=FScos0 
y y 

F 

sv 

\. 

X O (b) 

图 2-20 力做功的向量分解

由此，我们从物理原理上印证了内积两大公式的一致性。

Q 用向量求解余弦差角公式
余弦差角公式是中学学过的三角公式，咱用向量重新证明一下，借此感受向量工具简洁有

效的威力。如图 2-21 所示，采用向量分解的方法，单位圆上的半径向量0A 、 oiJ, 其在 x 轴
和 y 轴上的投影长度，就是余弦和正弦。于是，任意角的三角函数的符号变化就显得一清二楚，
正弦、余弦函数的图象也很容易画出。

。
(a) 

x 

i O ; Xi 
\ I 

`' \ , 
、，
、，

、、＇

、------
图 2-21 余弦差角公式的向量证明方法

特别是，由向量的内积公式导出余弦的差角公式简直是举手之劳，简单极了：

由向量内积的两个等价定义式得到向量0A 和 oiJ 内积一个等式：

OA·OB =I OA I· I OB I cos(/3 一 a)= cos a cos f3 + sin a sin f3 
因为 . I顽 =I顽= 1
所以 cos(/3一a)=cos(a - {3) = cos a cos f3 +sin a sin f3 

'''' 
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线性代数的几何意义
~ 

2.4向量叉积的几何和物理意义

2. 4. 1 叉积的定义及其几何解释

向量叉积 (Cross product ) 又译为交叉积（交叉积的名称来自于其运算规则，因为两个向

量作叉积运算时，是把向噩的元素交叉相乘；当然其计算符号axb 刚好也是叉叉） ， 也可称为

外积，因为叉积会产生新的一维向量。两个向量确定了一个二维的平面， 叉积又会产生垂直千

这个平面的向量。

叉积的定义也有两个，下面我们把它们列举出来并探讨一下其关系。

设三维空间中的两个向量为a =(a入:,ay,az ) , b = (bx,by, 九），则

a x b = (absin 0)n。（其中 n。是垂直于 a 和 b 展成平面的单位法向量）

axb =(aybz - az凡 ， az从 -ax九， a丸 - a九）

公式 (2-3) 是叉积几何意义的定义式。

,, 

axb 
,,. 

I 
I 
I 。

\,,, 

\ \ ,,, ,,, 
1, \ ,,, ,,, 
I ,,, 

,,, 
Jr 

~! ,,,,,,.,,, ' 
,,, 

-axb (bxa) 
I ,,,,,, . ,,, 

图 2-22 用右手法则定义叉积的方向

(2-3) 

(2-4) 

a xb 为一个新生成的向量，这个向量垂直于 a 和 b展成的平面（图 2-22 中的灰色大平行

四边形，由线段oa 和 ob 所确定的平面） ， 向量的大小等千以 a 和 b 为邻边所张成的平行四边形

（图中的深色小平行四边形）的面积 S;

垂直于平面有两个方向，我们规定用右手法则来确定叉积的方向 ： 按照乘式axb 的运算顺

序，右手的四指平直指向第一个向量a, 然后弯曲指向向量 b (从向量 a 沿着 a 和 b 间较小夹

角转向向量b ), 则右手大拇指的指向为向量axb 的方向。

由此向量b x a 也垂直这个平面，但方向与 axb所指的方向相反，即 b x a=-axb 。

公式 (2-4 ) 是用向量的三维坐标值表述的解析式。这个公式的表面含义是叉积axb 的 x 轴

的分量是 aY九 — a丸， y 轴的分量是 az从 - axbz, z 轴的分量是 a因 - a上。可以看出，叉积 x
方向的分量由向量a 和 b 在 yoz 平面上的分量计算出来 ； 类似地， axb 的 y 方向的分量由向量a

和 b 在 xoz 平面上的分量计算出来， axb 的 z 方向的分量由向量 a 和 b在 xoy 平面上的分量计算

出来。

换句话说，两个三维的向量a 和 b 的叉积a X b = (cx,cy,cJ 在空间中张成一个平行四边形面

积块，它在三个二维坐标平面上的投影就是这两个向量叉积的三个分量。比如， 第三个叉积分

.34. - - - - -- _、 - . =- - . .,,. -:-己 -c;;-:-=- • .:: - . - - _-;;;;--;;;;-_ . : -
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第 2 章 向量的基本几何意义

量 CZ = ax丸 -aybx 就是在 xoy 平面上的投影， 如图 2-23 中 xoy 平面上的灰色平行四边形。
z 

/ 
- - - :.: 一
,̀ 

- - - - - - - - - - - . - - ~·· 夕',;-".,
- -· 今尸 沪~~_y," · :b I 

, I 
I 

I 
I , 

, (bx . 凡）
' , 

I . 

I 
工

0 "-. I 

l 
(ax, a y) 

y 

图 2-23 叉积的分量是叉积到三个坐标平面上的投影

实际上，叉积的这三个分向量分别又是三个叉积的结果，是向量a 和 b 投影的叉积。 例如，

向量a 在 xoy 平面上的投影是 (ax, ay)' 向量 b 在 xoy 平面上的投影是 (bx, by) C 见图 2-23 ), 那

么向量投影的叉积就是 (ax, ay ) 和 (bx ,by ) 的叉积，亦即 (ax,ay ) x(b入;, by)= axby -ay从。

矶两个向量的叉积只能定义在三维空间中
这个规定看起来让人惊异 ， 确实向量的叉积有点另类，不太数学，它不能推广到高维的空

间中。在三维空 间里，根据右手法则，定义两个向量 a 和 b 的一个叉乘axb=c仍然是一个向
量，新向量 c 垂直于 a 和 b 所张成的平面并由右手定则唯一地被确定。但在四维以上空间里无
法定义两个向量的叉积 ， 比如在四维空间里 ， 与四维向 量 a 和 b 所张成的平面之外与之正交的
向量有无穷多（一个平面都是 ），因此无法以几何方式唯一确定一个向量与 a 和 b 相联系，就是
说，不能通过一个作图法由 a 和 b 唯一地确定一个向量 c 使其在刚体运动下不变。

虽然在四维空间里无法定义两个向量的叉积，但我们可以定义三个向量的连叉积 a x bxc ,
因为这样叉积的方 向 又可以唯一确定了。所以，在 n维空间里，可以有 n-1 个向量的向量积的
公理化定义。作为拉普拉斯展开定理的代数余子式的几何意义，我们将在行列式一章中讨论它 。

2.4.2 叉积的物理意义

叉乘的定义看起来有点怪， 大家可能感宽到 ， 、 积向量好像不是太真实似的，特别是方向

~ 定义的显然是人为的。实际上， 叉积这种向量与一般 f阿位移啊等的向量确实不同 ， 所以在物

理学中又被称为质向量或轴向量。

这个定义也是从物理应用方面喻来的 。 矗邪备子 ： 知道陀螺的原理吗？高速旋转的陀螺
、-----会定向（见图 2-24 (a.)) 。 陀螺所定义的方向就是矢径熙墓上和线袒度上叉覂堕祖汇釭句，即角速

度 (J) 方向——与旋转面垂直（注： 物理中三者关系定义为V=W汀勹由三向量相互正交，可以

推导得w =止罕 或 r x v =Ir 1 2 ·w 。我们可以仿照力矩的定义来命名 Ir 12 w 为一个新变量 ”转
Ir I 

矩“， 显然转矩越大陀螺越稳定、定向越好）。

类似的一个例子是螺钉（见图 2-24 Cb )) , 螺钉只要左右向旋转即可在螺孔中前进或者后

退。用螺丝刀把这颗螺钉按照 F+的方向右旋 ， 那么旋转时的扭力向量F和矢径向量 r这两个

- - - -- =-- --- --::-——- --一 .35 . 
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线性代数的几何意义

叉乘的结果即是力矩M的方向，这颗螺钉就会沿着力矩M在螺母孔内前进，反方向就会改变

叉积的方向进而退出螺孔（右螺旋螺钉） 。 也就是力矩或叉乘向量的方向就是螺钉的螺旋前进的

方向，这个方向垂直于螺丝刀口和扭力的方向，也就是垂直于被叉积的两个向量的方向。

rxv ---, 
--- I 

I 
V I 

I 
I 
I 

｝。';yr j 
I \ - -

仁--气
\-rxv (vxr) 

_ 
一勹

rxF'\ 
＿一＿一＇＿一，

I 

I也j
＿一

一六
t,..一＼

\-rxF (Fxr) 

(a) (b) 

图 2-24 陀螺螺钉与叉积

力矩就是向量叉积。 还有点疑问？好，弄个夸张一点的。我们把螺钉的原理稍微改变一下：

假如有一个 100 米长的细钢棒（好长），钢棒架在几个支架上，钢棒一端装有摇臂。当有人用摇

臂扭转钢棒时，这个扭转的力（就是力矩）会沿着这个长长的钢棒一直延伸到钢棒的尾端，并

且整个钢棒上都有扭转的力存在，无论我们碰触钢棒的任何部位都会感知到这个力矩的存在。

这个扭转的力是多大呢？如果摇动的人用力越大，横向摇臂越长，这个力矩沿着纵向轴就会越

大，我们就越难用手抓停它（如图 2-25) 。

可以想象，力矩沿着 100 米长的、与摇臂和摇动的力垂直的方向，无处不在！

` ' ` ' 、 、、
、

` ` 、
、、、 M

、、、 . 
、

、

图 2-25 力矩的方向

下面看一看叉积解析式的物理意义的分解。同样，我们也举扭矩的例子。这里再次把叉积

解析公式重新列在这里：

c. =ax b = (a上 -a心吐 -ax九， a丸 -aY女）

我们说， 一个三维向量可以分解为沿着 x 、 y 、 z 轴的分向量，或者一个三维向量可以看作

是三个分别与坐标轴同向的分向量之和。即：

v = (x,y,z) =xi+ yj + zk 

这里我们同样可以认为 (a上 -a九）i 是 x 方向的向量， (a丸- axbz )j 是 y 方向的向量 ，

(a丸 -a九）k 是 z 方向的向量。

前面讲叉积的这三个分向量分别又是三个叉积，从何讲起？下面我们以叉积的 z 轴分量的
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第 2 章 向量的基本几何意义

(a丸 -aY仄）k 来比对物理上力矩的概念。

假设，在三维空间坐标系下，以我们的书面为 xoy 平面， z 轴垂直书面并指向我们。 以这

个三维坐标系的原点 o 为转动固定点，在空间力 F' 的作用下对杠杆作趋势为逆时针的转动。

当我们逆着 z 轴向下看时，就会看到空间杠杆转动在平面 xoy 上的投影：（假设）平面上的

杠杆投影向量为 r, 平面上的扭力投影向量为 F, 那么力对杠杆的叉积rxF 的方向将指向我们。

下面来看看这个图解。

图 2-26 中在 xoy 坐标系的四个象限都画出了力矩的一般情况，并且把叉乘的两个向量 r 和

F都进行了分解（继续投影—一向 x和y坐标轴投影）：扭力F分解为x轴和y轴的分量 Ji'.i 和 FY ,

杠杆 r 也分解为 x 轴和 y 轴的力臂分量 rx 和 rY 。在初中我们就知道力矩等于力乘以力臂，力臂与

扭力垂直。 y 

小
F o. F 

. • y 

r y 

冬r 
X 

r 
X 

Fx 

F y 

r y 

F 
y 

X 

F 
X 

图 2-26 在四个象限下向量 F和 r 的分解

显然，分解后力臂和扭力的这些分量 rx 、 rY 和 Fx 、 FY 要么平行要么垂直。 平行的力臂和

扭力的力矩为零，即 rx x Fx = ry x FY = 0 , 因此，我们对分解的分向量进行叉积求力矩，只有M=

rx X FY + ry X Fx 。 所以，我们分别得出第一象限的力矩是Ml = rx X FY + ry X Fx = xFyk + 

y(-FJk = (xFY - yFx)k (参见图 2-26)。这里， k 是指向 z 坐标方向的单位向量。

类似地，其它三个象限的力矩分别是
命

M2 = rx xFY +rY xFx =(-x)(-Fy)k+ y(-FJk =(xFY -yFJk 

M3 = rx X F Y+ ry X Fx = (-x)(-Fy)k + (-y)Fxk = (xFY - yFJk 

M4 = r_-c x Fr+ rr x F.-c = xFYk + (-y)F_-ck = (xFY - yFJk 

我们看，四个象限的力矩表达式相同，都是 (xFY - yFx)k 。

在这个向量 (xFr -yF_Jk 中， (x,y)是矢径向量 r 的坐标， (Fx ,Fr ) 是扭力向量 F 的坐标；

在 xoy 平面上，向量 r和向量 F 的叉积的大小等于 xFY -y~, 方向 k 指向 z 轴方向 。
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线性代数的几何意义

显然，我们把向量 r 和向量 F 改写成通用向量 a 和 b, 这个结果就变成了 (ax丸 -ayb入)k 。

类似地，我们可以推出 x 轴、 y 轴方向的叉积表达式如前所述。

这就是叉积计算公式的物理意义。

实际上，我们把坐标系重新选择或者把坐标系右旋一个合适的角度，就可以得到叉积定义
的另一个公式ax b = (absin0)n0 a 

如图 2-27(a)所示，两个向量 r 和 F在 xoy 坐标系中 F分解为 Fx 和 FY,r 也分解为 rx 和 rY;

如果把 xoy 坐标系右旋一个 Q 角，变为 x'oy' 坐标系，刚好使 x' 轴与向量 r 重合（见图 2-27(b)) 。
y y 

F F - -------- •Y 

ry i - - - - Fx 
!'\ 

rYt - - -- - .L 
\ 

F X \ 

x , 

F r 

。

(a) 
r x X 。

(b) 
r 

X X 

图 2-27 两个叉积定义式是等价的

显然，在新的坐标系下， r 不必分解分量了； F 只需分解为Fx. 和~., 则新坐标系下的叉积

(z 方向的力矩M) 为

Mz =rxF =rx(Fx'+FY,) =rxFx'+rxFY, 

又因为 x' 轴与 r重合，所以 r xFx. = 0; 且 r 到 F 的夹角为 0, 所以上式继续等千

Mz =rxFY, =rFsin(冗 -0)k = rFsin0 k 

如果我们把向量 r 和 F 改写成通用向量a 和 b , 且不是强调在 xyz 三维坐标下，那么 z 向

的单位向量 k 可以写成与叉乘的两个向量垂直且满足右手系的 n。。至此得到了叉乘的第二个公

式

ax b = (absin0)n0 a 

2.5向量混合运算的几何意义

我们所讨论的向量的混合运算包括向量加法和乘法的混合运算，仔细研究一些混合运算的

几何意义有助于我们理解向量的几何本质。. 
2. 5. 1 向量加法的结合律的几何解释

三个向量加法的结合律为

(a+b)+c=a+(b+c). 

其图解是显然的，图 2-28 Ca) 给出了 (a+b)+c 的加法图解，图 2-28 Cb) 给出了 a+(b+c)

的图解，图 2-28 C c) 把图 ( a) 和 Cb) 两者叠放在一起， 显示了两个加法有相同的结果。
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第 2 章 向量的基本几何意义

(a) (b) 

图 2-28 向量加法的结合律

(c) 

2. 5. 2 向量数乘的分配律的几何解释

数乘两个向量和的分配律为

k(a+b) =ka+kb 
其图解是显然的，图 2-29 中设数量 K大于 1, a+b 的加法三角形和 ka+kb 的加法三角形

是两个相似三角形，因而得到如图 2-29 所示的图形。

ka 

图 2-29 向量数乘的分配律

2.5.3 向量点积的分配律的几何解释

向量点积的分配律为

a·(b+c)=a·b+a·c 

如图 2-29 所示， ofji为向量 b 在向量a 上的投影，和苍为向量c在向量a 上的投影，玩严
为向量b+c 在向量a 上的投影。 A 

少. 
~ 

B 

图 2-30 向量点积的分配律

。

由图有

a ·b=OA· 啼， a · C = OA ·B'C' 

于是得

a·b+a · c=函画＋瓦·声＝瓦 ．（啼＋声） =DA· 页

而又有a·(b+c)=OA·祝严因此有分配律a · (b+c)=a·b+a · c 成立。
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线性代数的几何意义

2.5.4 向量叉积的分配律的几何解释

1. 向量叉积的分配律的几何解释 1

向量叉积的分配律为
(a+b)xc=axc+bxc 

为理解这个分配律的几何意义，我们可以有两个图解的解释。先说一个较熟悉的几何解释。

在详述几何解释之前，先介绍一个引理的几何意义。就是对于单位向量 c。，其与另一个向

量a 的叉积 axe。的几何图形如何作图求出。

如图 2-31 所示，先过单位向量 Co 的起始 o 点构造一个垂直千它的平面，然后把向星a 投影

到这个平面上得到向量 a', 接着把向量a' 在平面上绕 o 点顺时针旋转叫2 角度。容易知道，旋

转后的向量a" 同时垂直于a 和 c。。下面我们将说明 a" 恰好等千 axe。。

图 2-31 向量与单位向量的叉积图解

因为a 和 c。的叉积向量的长度有

jaxc。 l=I a II c。 I sin 0 =I a I sin 0 =I a'I 

也就是说，任意一个向量 a 和单位向量c。叉积的长度 laxc。 1 等于向量a 向平面（垂直于 c。)

的投影向量长度 I a'I 。而 I a" I 又是 I a'I 旋转得到的。因此 I a" 1=1 a'I 。

另外，前面我们说了 a" 同时垂直于 a 和 c。，综合得知 a" =a xc。。

引理说完了。下面开始说正题了。

这里有三个向量a 、 b 和 a+ b, 那么这三个向量分别与单位向量c。叉积的向量图形可以

模仿上述的过程得到。如图 2-32 所示，我们得到了三个叉积向量 a" =a xc。、 b"=bxc。和

(a + b)"=(a+ b) x c。 o

.40. 
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图 2-32 向量叉积分配律的图解
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第 2 章 向量的基本几何意义

另外 ， 因为三个向量有相加的关系，构成了一个平行四边形，这个平行四边形在投影下不

会改变其边的平行或连接的关系，因此投影后的三个向量 a' 、 b ' 和 (a + b)'在平面上仍然构成

一个新的平行四边形，符合平行四边形法则的加法规律，故有a'+h' = (a + b)' 。

耐心加油呵。接着来 ， 投影平行四边形整体顺时针旋转 90 度后仍然是个平行四边形，因此

三个向量a" 、 b II 和 (a +b)" 仍然符合平行四边形法则，即有

a"+ b"=(a+b)" 

把a" = a x c。、 b" = b x c。和 (a + b)" = (a + b) x c。代入式 ( 2-5 ), 得

axe。 + b x c。 = (a + b) x c。

(2-5) 

(2-6) 

好，到此问题基本解决。随后临门一脚是， 把单位向量 c。伸缩为一般的向量c =l clc。。即

对等式 ( 2-6) 两边同乘以一个常数 l e i , 得 axe。 I c I +b x c。 I c I= (a + b) x c。 I C I ' 即

axc + b x c = (a + b) x c 

倒换等式两边的项即得到分配律的结论：
(a+b) x c = axc + b x c 

总结一下 ： 上述过程表述为向量的＂一投一转，再加一伸“。

2. 向量叉积的分配律的几何解释 2

“一投一转， 再加一伸“， 叉积分配律整得忒麻烦 ？ 再来一个简单点的几何解释。这个简洁

的叉积分配图解需要有向面积的概念。 下面首先介绍有向面积。

有方向的线段被用来作为向量的图形， 那么面积也是有方向的。在微积分对 xy 平面上的曲

线与 x 坐标轴围成的面积积分中 ， x 坐标轴上方的面积积分值为正，轴下方的面积积分值为负（见

图 2-33)。这实际上也是面积有方向的表现。
4y 

2 

。

- 2 

x 

图 2-33 正面积和负面积的方向相反

一个有边界的平面（见图 2-34 (a)) , 它的大小由它的面积决定，它的方向由它在空间的法

线的方向确定，因此有向面积也可以用向量的办法来完全刻画 ： 面积向量的方向就是法线的方

向 ， 向量的长度正比千它的面积。按照右手规则 ， 如果面积周线的回转方向是ABCDE, 那么法

线的正向即代表这面积的方向是向上的。根据这种说法， 我们可以这样说，向量不但可以表示

一个有方向的线段， 而且也可以表示一个有方向的面积。反过来讲，一个有向线段（一定长度

的箭头）被用来作为向量的几何图形（这是几乎所有数学书的做法），而一个有方向的面积也可

以表示成一个向量。 为了方便， 我们可以称前者为线向量， 称后者为面向量。

-- - - -一一 . - .41. 
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(a) (b) 
图 2-34 有向面积是个向量

向量a 和 b 的叉积就是一个有向面积的例子（见图 2-34 Cb )), 以向量a 和 b 为边的平行

四边形的有向面积是用 a x b 来表示的，因为所有向量都被处理成线向量， 所以 a x b 也被刻画

成有向线段的图形，这个有向线段垂直于被代表的面 ， 线段长度等千a 和 b 构成的平行四边形

的面积。 在这里，线向量和面向量混叠在一起。下面的叙述中，我们把线向量扩展成了面向量

一一具有旋转方向的平行四边形的面。

前面讲过， 两个线向量a 和 b 相加得到一个线向量 a x b , 这个过程满足平行四边形法则

或三角形法则。那么，线向量a 和 b 分别和第三个线向量c叉积后依次得到了两个面向量a x e 和

b xc 。实际上，面向量的加法运算同样满足平行四边形法则和三角形法则。向量叉积的分配律

a x c + b x c =(a + b) xc 的图示见图 2-35 。

axb 

。
。

(a) (b) 

图 2-35 面向量加法的平行四边形法则和三角形法则

面向量的加法法则的证明可以从封闭面的和向量为零着手，这里不再证明了。实际上，咱

有更形象的图证来理解这个法则。比如，对于三角形法则（见图 2-35 ( b )), 我们可以想象有

向量c的长度那么多的三角形上下叠加在一起形成面向量，叠加的方向沿着向量c的方向进行，

如图 2-36 所示 。

图 2-36 面向量加法是线向量加法的叠加效果

2.5.5 向量混合积的几何解释

三个向量a 、 b 、 c, 如果先作两向量 a 和 b 的点积a ·b , 这个所得的是数量，再与第三

个向量c相乘，其结果 (a ·b)c 表述一个新向量，它是向量 c的伸缩，与向量c平行。

如果先作两向量 a 和 b 的叉积axb, 这个所得的向量与第三个向量c再作点积 (axb) 心或者
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第 2 章 向量的基本几何意义

叉积 (a x b)x c , 前式结果表示数量，叫做三向量的混合积或三重数积； 后式结果表示向量， 叫

做三重矢积。下面我们仅对向量的混合积的几何意义进行讨论。

三向量的混合积有如下关系 ： (a x b) ·c =(b x c)·a = (c x a)·b , 且其中 (axb) · c =

I a x b I I c I cos a , (b x c) ·a = I b x c I I a I cos /3 , (c x a ) ·b = I c x a I I b I cosy 。混合积是这样的一个

数，它的绝对值表示以向量a 、 b 、 C为棱的平行六面体的体积。如果向量 a 、 b 、 c 以顺序

组成右手系，那么积的符号是正的；如果组成左手系，那么积的符号是负的。

下面咱推导一下上述结论。

我们知道，向量积a xb 是一个向量， 它的模在数值上等于以向量 a 和 b 为边的平行四边形

OADB 的平面（见图 2-37), 它的方向垂直于这个平行四边形的平面，且当向量a 、 b 、 c 以顺

序组成右手系时，向量a xb 与向量c是朝着此平面的同一侧；当向量a 、 b 、 C 以顺序组成左手

系时，向量axb 与向量c是分别朝着此平面的两侧。设向量a xb 与向量C之间的夹角为a, 则当

向量a 、 b 、 C 以顺序组成右手系时，夹角 a 为锐角；当向量a 、 b 、 C 以顺序组成左手系时，

夹角 a 为钝角。

axb 

C 
J,1-- - -- -

。

b 

A D 

图 2-37 当向量a 、 b 、 C顺序满足右手系则混合积为正

又因为 (a x b) ·c =I a x b 11 c I cos a , 则有当向量a 、 b 、 C组成右手系时， (a x b) ·c 为正值 ；

当向量a 、 b 、 C组成左手系时， (a x b)·c 为负值。

因此，以向量a 、 b 、 C为棱的平行六面体的底（平行四边形 OADB) 的面积 S在数值上等

和a xb I, 它的高 h 等千向量c在向量a xb 上的投影 ， 即 h =I c I cos a, 所以平行六面体的体积

等千

V = Sh =l a x b lie I cosa 

2.6 向量积和张量之间的关系

从前面的看来， 向量的内积定义和外积定义确有意义，但对于我们玩惯实数乘法且还没有

得到高等数学训练的人来说， 还真有点拿捏不住。为什么不能像两个多项式的乘法一样定义两

个向量的乘法呢 ？

完全可以这样相乘。

2. 6. 1 二维向量的内积、外积和张量

先看二维空间中的两个向量a= (ax,ay ) 和 b = (bx,by) , 把它们改写成带有 x、 y 坐标轴的单
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线性代数的几何意义

位向量的形式，就是 a =ai + a j 和 b =b.)+ b j , 我们对向量a 和 b 就像普通的多项式乘法分

配律一样展开运算，可得

ab = (a)+ ayj)(b) + byj) = axb) i + aybyjj + (axbyij + aybxji) (2-7) 

这里有个关键的问题， 就是如何定义坐标轴的单位向量 i、 j 之间的运算？我们发现，不同

的规定，就会得到不同的结论：

(1)当定义 i、 j 之间的运算为内积运算时，即当 ii = jj = l, ij = j i = 0 时 ， 式 (2-7 ) 化简为

ab =a入:bx +a丸 = a · b

这正是向量 a 和 b 作内积运算的定义式。

(2)当定义 i、 j 之间的运算为外积运算时 ， 即当 ii = jj = 0 , ij = - ji = k 时 ， 式 (2-7 ) 化简

ab = (a丸 -a九）k = a x b 

这正是向量a 和 b 作外积运算的定义式，在二维向量空间外又生成了一个第三维向量。

(3)当定义 i、 j 之间的运算只是作为一个顺序的记号时，即当 ii = jj = 0 , ij = 1 , ji = - l 时，

式 (2-7) 化简为

a入: aY 
ab = axb/j + a, 从ji=a丸 -a丸= bx b, =1: 1 

这正是向量 a 和 b 作行向量构成的行列式运算的定义式。

(4)当定义 i= l, j= ✓ 勹 = i' 与复数平面进行对应时，式 (2-7 ) 化简为

ab =axbx - a丸 +(ax九 — aY女）i

这正是复数a 和 b 作乘法运算的定义式。

总结一下 ：

式 (2-7) 的第一部分包含了向量 a 和 b 内积的结果，第二部分包含了向量a 和 b 外积的结

果或者是行列式的结果，即

ab = a -b+a x b 

从这个结论看来， 向量的内积运算、外积运算覆盖了二维向量及其复数的所有乘积模式的

结果。

实际上，像上述多项式一样的向量乘法叫做向量的直积，向量的直积是向量之间最简单的

一种乘法运算，其结果是张量（向量是一阶张量的一种），所以也叫做向量（矢量 ）的张量积，

俗称井矢。
因此， 采用较高等一点的说法就是，向量的张量积包含了向量的内积和外积的结果。

2. 6. 2 三维向量的内积、外积和张量

再看看三维空间中的两个向量 a = a) + ayj + azk 和 b =bxi +byj + bzk ' 同样 ， 我们对向量a
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第 2 章 向量的基本几何意义

和 b 展开直积运算，可得

ab= (a) + ayj +azk)(b) +byj +bzk) 
= axb)i + aybyjj + azbzkk + (axbyij + ay从ji) + (axbik + azb入:ki) + (aybzjk + azbykj) (2-8) 

有点复杂，有没有看出点规律？

与二维向量处理的方式类似，我们定义坐标轴的单位向量 i、 j、 K 之间的不同运算，得到了

以下不同的结论：

(1) 当定义 i 、 j 、 K 之间的运算为内积运算时，即 ii = jj = kk = I , ij = ji = ik = 

ki=jk=jk=O 时，式 (2-8) 化简为

ab= ax仄 +a丸 +az忙 =a·b

这正是向量a 和 b 作内积运算的定义式。

(2) 当定义 i、j、 K 之间的运算为外积运算时，即 ii = jj = kk = 0 , ij = - ji = k , ki = —ik = j, 

jk =-kj=i 时，式 (2-8) 化简为

ab= (axbyij + aybxji) + (axbzik + azbxki) + (aybzjk + a汹）
=(a丸 — aY仄）k+(az九 -ax九） j + (aybz -azby)i 
=axb 

这正是向量a 和 b 作外积运算的定义式，在三维向量空间内又生成了第三个同维向量。

总结一下：

式 (2-8) 第一部分包含了向量a 和 b 内积的结果，第二部分包含了向量a 和 b 外积的结果，即：

ab= a·b +ax b 

从这个结论看来，向量的内积运算、外积运算覆盖了两个三维向量的所有乘积模式的结果，

或者说，向量的张量积包含了向量的内积和外积的结果。

比如，哈密顿算子是一个向量V =立i+立j+立k' 当它作用于向量场函数ax 8y az 

v = v1i + v2j + v3k , ("t是 x、 y、 z 的函数）

时，分别取内积和外积运算，可得到散度和旋度的结果：

divv = V·v, rotv = V xv 

内积和外积结合起来就是四元数，显然四元数涵盖了散度和旋度的量，这就是为什么电磁

场也可以使用四元数进行分析的原因 。

2.7 向量除法的几何意义

向量的乘法有两种：点积和叉积。 一般讲除法是乘法的逆运算。 那么向量的除法是点积的

逆运算呢还是叉积的逆运算？看来比较麻烦，所以大家较少谈论向量的除法。 这里我们看看如

何麻烦的？先约定一下符号：两个向量a 和 b' 分别有 a·b = c 和 axb=c 。 已知 a 和乘积 （ 点

乘积或者叉乘积），如何求 b 。

能不能得到向量 b ? 请看图 2-38 。
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。
a 。 a 
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(a) (b) 

图 2-38 向量内积或者外积不能确定除法

如图 2-38 (a) 所示，根据点积的公式 a · b = ab cos 0 , 可得

a ·h=a · h' = a ·b" = a · h"' =·· · =c 

无数个向量b, b ', b",b"', …皆能得到同样的点积值。嘿， 数 C除以向量a 的结果是 b 是 b'还

是 b"'? 不确定 ！ 这个意思是说，点积没有除法。

再看图 2-38 Cb) , 根据叉积的公式 a x b = (absin 0 )n0, 可得

a x b = ax b '= a x b" = ax b "'= • • • = c 
无数个向量 b, b ', b", b"', … 皆能得到同样的叉积值。 向量c除以 a 的结果是 b 是 b'还是

b"'? 不确定 ！ 这个意思是说，叉积也没有除法。

结果真让人失望 ！ 莫急，如果我们把点积和叉积联立解方程组，倒可以解出除法的表达式。

解方程：

{a -b = c 
a x b = c (2-9) 

对千 a x h = c , 两边左叉乘 a , 并用二重向量叉积公式a x (b x c) =h(a•c) - c(a·b) 得

a x(axb) = a · (a ·b)-b · (a ·a ) (2-10) 

把方程组(2-9)的两个等式带入式(2-10) , 即得 a x c = a ·c- b · (a · a), 整理可得

b = ca-a xc 
a-a 

这次 b 的结果是唯一确定的值。也就是说， 同时知道了点乘积和叉乘积的结果，才可以进

行向量的除法运算，这就是向量的除法。

2.8变向量的几何意义

对于用数组 (ai,a2,… ， all) 表示的 n 维向量a, 如果数组中的元素部分或者全部是变量， 那

么这个变向量在 n 维坐标系下表示的几何图形是什么呢？

2. 8. 1 二维变向量的几何图形

在二维平面上， 二维向量的两个分量全部为可变的未知量 ， 记为 (xi,xi), 那么变向量 (Xi,X2 )

可以表示平面上任意一个向量（无数个）。如果 X1 、 X2取遍整个实数范围，则可以涵盖了整个

向量平面 ， 因此 (Xi,X2) 的几何图形表示为一个平面。如果我们固定 (Xi,X2) 一个分量，如 (ai, x2), 

.46. -- --=- .. 一:- - • 二

沪



第 2 章 向量的基本几何意义

其中 al 表示某一确定的实数， Xz 表示为确定的变元，那么变向量 (ai, x2)表示的是无数个向量，

这些向量的末端全部在直线 Xl =al 上（见图 2-39 (a)) 。
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图 2-39 二维变向噩的几何图形之一

类似地，变向量（芍，ai)表示的是直线 Xz =a2' 无数个向量的末端全部在直线 Xz =a2 上（见

图 2-39 Cb)) 。

进一步，如果向量的分量之间有线性关系的话，比如 x2 = ax1 +b , 向量可以表示为 (xi,ax1 +b) 

的形式。 那么变向噩 (xi,ax1 + b) 就可以表示一个直线，所有向量的末端在直线 x2 = ax1 +b 上（见
图 2-40 (a)) 。
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图 2-40 二维变向篮的几何图形之二

当然，如果 b=O, 即 (xi,ax1)就表示为一条过原点的直线，这时所有向量的始端和末端都

处千直线上（见图 2-40 Cb)) 。

方程 x2 = ax1 +b 和 X2 = ax,1 是平行线， b 是 X2 轴上的截距。 我们用变向量来表示这对平行

线的关系就是 (xi, ax1 + b) = (xi, ax1) + (O,b) 。用向量的观点解释就是，变向噩 (xi,ax1 +b) 是变

向量 (xi, ax1) 及常向量 (O,b) 的和 。 从图形上解释就是直线 (xi,ax1 +b) 是由过原点的直线

(xi, ax1) 沿向量 (O,b) 平移b得到的。其几何图形如图 2-41所示 。
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图 2-41 二维变向量的几何图形之三
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线性代数的几何意义

2.8.2 三维变向量的几何图形

与二维变向量相类似， (Xi, X2, x3) 有三个不定变元，表示三维向量空间中的任意一个向量，

代表了整个三维空间。

变向量 (ai, X2,x3) 、 (xi'a2, x3) 和 (xi, x2, a3) 各有两个不定变元，分别表示了平面 X1 =al' 

X2 =a2 和 x产生。每个变向量中任意一个向量的末端都在这个变向量所表示的平面上。这些平

面分别垂直于一个坐标轴。

变向量 (a1>a,,吩、包，x,,a,) 和 (xpa,,a3) 各有一个不定变元，分别表示了三根直线{X1 = a1' 
X2 = a2 

{x, =a, 和厂三，每个变向量中任意一个向量的末端都在这个变向量所表示的直线上。这些
X3 = a3 X3 = a3 

直线分别平行于一个坐标轴。

变向量 (xi,x2,ax1 + bxJ 有两个独立变元 X1 和 X2' 第三个变元 X3 与 X1 、 X2 有线性关系：

x3 = ax1 +bx2 。为了方面看到这个变向量的几何图形，我们对它进行向量分解：

(xi,x2,ax1 + bxz) = (xi, O,ax1) + (0,x2,bxz) = x1 (l,O,a) + x2 (0,1,b) 

在 X1 和 X2独立地取遍所有不同的实数时， x1 (1, 0, a)+ x2 (0, 1, b) 所形成的无数个向量覆盖了一个

平面（见图 2-42)。实际上，在后面的章节中，这个平面是一个向量空间，一个被常向量 (1, 0, a) 

和 (0,1,b)所张成的向量平面空间，记为Span{ (1, 0, a), (0, 1,b)} 。因此，我们可以有这样的一个等

价式：

(xi,x2,ax1 + bx2) 兰 Span{ (1, O,a),(O,l ,b)} 

类似地，变向量（斗， x2, ax1 + bx2 + c) 也有两个独立变元 X1 和 X2' 第三个变元 X3 与 X1 、 X2 有

线性关系 ： x3 = ax1 +bx2 +c 。同样，我们也对它进行向量分解：

(Xi ,x2, ax1 + bx2 + c) = (xi, 0, ax1) + (0, x2, bx2) + (0, 0, c) = x1 (1, 0, a)+ x2 (0, l,b) + (0, O,c) 

同变向量 (Xi, x2, ax1 + bx2) 比较起来，变向量 (xi,x2,ax1 +bx2 +c) 与它的关系可以表示为

(xi,x2,ax1 +bx2 +c) = (x"x2,ax1 +bxi)+(O,O,c) 

X2 

X2(0,l,b) \ 

Xi 

X3 

图 2-42 三维变向量的几何图形之一

两个变向量差了一个常向量，因此变向量 (xi,x2,ax1 +bx2 +c) 的几何图形是 (xi,x2,ax1 +bx2) 
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第 2 章 向量的基本几何意义

的图形加了一个常向量 (0,0,c), 得到的新图形仍然是个平面（见图 2-43), 只是沿着向量(0,0,c)

的方向平移了长度为 c 的距离。
X2 

X3 

图 2-43 三维变向量的几何图形之二

＠一个变向量是和一个解析方程或方程组相对应的，因此变向量和方程一样能表示一个
几何图形。实际上，变向量也叫向量函数。

2.8.3 变向量的应用

变向量简化了线性方程或方程组，但这种简化与线性方程组的向量方程或者矩阵方程对线

性方程的简化又有所不同。下面我们看看如何用变向量的概念去解线性方程组。

对于二阶线性方程组 {x2 =a凸 +b, 可以用变向量的交 (x"a凸 +b,) 门 (x1,a2x1 + b2) 来等价表
X2 = a凸 +b2

示。可以想象，两个变向量中相同的向量就是它们的交集。如果两个向量相同，那么向量的夹

角就会为零。由行列式的几何意义可知，两个夹角为零的向量构成的平行四边形为零，即行列

式为零。可得

Xi, a1x1 + bi 1=0 
X1,a凸 +b2

b -b bl -b2 呫－咄化简整理得到 x, =0 或者斗言-:, , 进而得到向量对{ (O,l\),(O, 切｝和{ (-;;; 二＇千~J,

[。!: =d,, a,:: =:11b2 J} 。
实际上，应用行列式为零只是求出所有的相关向量。如上式得到了两对线性相关的向量。

第一对向量在凸轴上，方向相反，不是相同的向量，显然不是所求。第二对向量重合，是线性

三千~J方程组的解e~-气呫 －咄。

顺便补充一下，从图 2-4~中我们看到，还有一对线性相关的向量没有求出来，就是 X1 轴上

的方向相反的一对相关向量。不过如对线性方程组的变向量以 X2为自变量时就可以得到这对相

关向最。
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线性代数的几何意义
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图 2-44 用向昼相关求出方程组的解

2.9复向量的几何意义

我们常常听说，复数可以看做是二维向量，这两者之间的关系到底如何？在讨论复向量之

前，我们须先解决这个问题。

2.9. 1 向量与复数的关系

据史载，古希腊的亚里士多德已经知道了两个力的合成可以用平行四边形的法则得到。但

是，集古希腊数学大成的《几何原本》却没有讨论向量。 以后的一千多年中，经过文艺复兴时

期，牛顿创立微积分之后的十七、十八世纪，向量的知识没有什么变化。其中伽利略 (1564—1642)

清楚地叙述了“平行四边形法则”，仅此而已。这点向量知识稍嫌少了，发展不成一个独立的

学科，因而数学家没有把向量当做一回事。进入19世纪，事情开始发生变化。 “复数”充当了

催化剂。丹麦的魏塞尔 (1745—1818) 、瑞士的阿工 (1768—1822) 发现了复数的几何表示，德国

的高斯 (1777—1855) 建立了复平面的概念，从而使平面向噩与复数建立起一一对应的关系。这

不但为虚数的现实化提供了可能，也为向量的发展开辟了道路。

向量表示为一组有序的实数(a,b), 是一个重大的进步。尽管实平面氏中的元素和复平面 c

是一一对应的，并且加法也相同，但逻辑上两者是不同的。在R2上，我们仅仅能对一个向量作

标量乘法（向量的内积和外积都不能看做向量乘法，因为内积得到一个数，而不是向量，它不

属于R气外积虽然能得到一个向量， 但其垂直于而不属千飞平面），然而在 C 上，我们可以对

任意两个复数石、 Z2相乘并得到第三个复数兮

虽然得到的第三个复数气也可以用位千zl、 Z2所在的平面中的向量表示， 但这一乘积不是标

量也不是用普通的向量分析方法得到的向量。

实际上 ， 我们在2.6.1节 ”二维向量的内积、外积和张量”中谈到了这个问题：复数卒如果也

看做向噩， 就是向量 Z1 、 Z2 的张量积，是内积和外积的合成。

复数和向量的区别关键点是虚数符号i作为虚轴的单位符号外还参与了乘积运算过程，如
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第 2 章 向量的基本几何意义

i -i =- 1 等。

向量和复数的另外一个区别是向量并不只是平面向量， 还有空间向量（三维向量）、四维、

五维、六维直到n维向量。但复数只是二元的 ， 如果把复数叫二元数，可惜没有三元数；有四元

数，可惜没有五元数、六元数……

虽然复数与向量区别不小，但还是与向量的“线性“没有脱离关系。如果把弓看做非零复常

数 ， 那么 Z3 =Z1Z2就是一个线性变换或线性映射。 我们可以用线性函数或线性变换的定义式来验

证。当然， 可以通过形象的几何运动帮助理解。大家知道（或将会知道），向量的伸缩或旋转是

线性变换的几何意义上的典型代表，那么两个复数相乘， 就会使其中一个复数旋转和伸缩。如

果用指数形式来表示复数zl、气，即令 Z1 =片产， z2 = r2e屯，则有

z3 =z凸＝亿）ei(B1 哟） (2-11 ) 

由式(2-11)可知，变换 Z3 =Z1Z2把 Z2 的半径乃伸缩了同＝斤倍，并且 Z2 的辐角围绕原点旋转了

01 = arg z1 弧度。
向量没有一般意义上的除法（参见2.7节”向量除法的儿何意义") ' 但复数里是有除法的，

两复数相除的结果是一个复数，这个复数的模是前面两复数模的商，辐角是前面两复数辐角的

差。

其实，复数与矩阵的关系更加紧密， 一个复数可以用一个二阶矩阵来表示 ， 甚至四元数也

是如此。复数的矩阵表示将在5.14.9节讨论。

2.9.2 复向量的几何意义

复向量是把复数和向量两个概念揉合在一起，这两个概念有似而不同的几何意义，搀和在

一起的几何意义就比较热闹了。

对千复数形式x+yi' 其中 x、 Y一般定义为实数。好，我们有两个扩展的观点（因为复数和

向量是不同的逻辑）：

(1) 如果把x、 y再看做复数，那么可以称之为扩元。令x=斗+X2j, Y = Y1 + yj' 则有

x+ yi = (斗+X2j) + (yl + Y2j)i = 芍+y Ii + X2j + X2Y2ji 

如果令 ji =k , 这正是四元数的形式 X1 + Y1i + x2j + X2Y2k 。

继续扩展下去 ， 就有八元数、十六元数等等（先不管它们到底能满足啥运算律哈）。显然这

是2的幕 2n 为增长速度的扩元。这是一个观点。这个观点逻辑上解释了哈密尔顿为什么不能发明

三元数。

(2) 如果把实数x、 y看做一维向量， 那么它们可以扩展到二维向量。 我们可称之为扩维。令

X = (~1), y =尸），则有Y2 

x+ y i = (炒(~: i= (~;:~:i ) (2-12) 

这就是二维复向量。当然可以逐一递增地扩展为三维、四维复向量等。 这是一个观点。这

个观点实际上告诉了我们复向量的几何意义。

--=- -= ----= .:. -== - - --= . 一． "'- .51. 
睿



线性代数的几何意义

对千复数的几何构成， 一个是实数线轴上的值，另一个是扩展的虚数线轴上的值。

对千二维复向量构成形式(~~)心）i' 表示为一个复数；其几何构成，一个是二维实平面

III 上的向量值，一个是二维纯虚平面 II2 上的向量值（见图 2-45 (a)) 。

y21 虚平面 y21 
复平面 2

实平面 复平面 1

X2 

XI 

Ca) (b) 

图 2-45 复向噩的两种几何意义

而二维复向量的构成形式（：；：员），表示为一个向量；其几何构成，第一个元素的集合构

成一个复平面 Ql' 第二个元素的集合构成另一个复平面Q2 (见图 2-45 Cb)) 。

这两种说法总结一下就是：向量的复数形式和复数的向量形式，两者等价。

全面的说，对千一个复向量可以有三种组合形式（如下式）：

｀｀勹＝（吵（昙）=(; 勹）＋｀ ( 2-13) 

因此可以看出这些实轴和虚轴有六种平面组合：实－实平面 {xpxi}, 虚－虚平面 {y1i O y}}, 

实－虚平面｛叩叩｝、 {x,~刃｝、 {x2~刃｝和 {x2。四｝ 。图 2-45中实际上给出了其中的四种平面。

关千复向量的进一步讨论，请参考5.8.5节的复特征值及特征向量的内容。

2.10 向量和微积分的关系

我们前面提到过，微积分学的基本思想是“以直代曲”，局部地以切线段代替曲线段；在

极限条件下，无数的切线段连接起来完全等同于曲线自身。在这个意义下，微分元中、 dy C包

括多元偏微分元ox 、 8y) 就是向量。在说明微元是向量之前，我们先回顾一下微分的几何意义。

2. 10. 1 微分的几何意义

如图 2-46 Ca) 所示，函数y= f(x) 的图形是一条曲线，对于某一固定的x。值，曲线上有一

定点M(x。 ,y。)。当自变量x有微小增量 l:!.x 时，得到曲线上另一点 N(~。＋心，y。 +~y), MP是曲线

在点M处的切线，从图中可知 MQ= 凶， QN = 8,.y, QP = J'(x。)凶 =dy 。

由此可见，对于可微函数y = f(x) 而言， ~y 是曲线 y = f(x) 上的纵坐标的增量时 ， dy 就

是曲线切线上的纵坐标的相应增量： QP=J'(x。)心： =dy 。

.52. : 
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第 2 章 向量的基本几何意义
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图 2-46 微分的向量分析

由图可见，当 !ix 趋于无穷小 dx 时， N点趋向于P点（两点趋于重合），因此有
~y=QN =QP=dy 

这就是说“曲线" y = f(x) 的改变量~y 可以用“直线”（即切线）的改变量dy 来近似地代替；

也就是说，在局部上可以“以直代曲“。

如果我们以向量的观点来看微分（见图 2-46 Cb)), dx 是沿着x轴方向的微分向量 ， dy 是

沿着y轴方向的微分向量，那么向量三角形的斜边订户就是向量之和dx+dy 。 因此，曲线上的一
,...--._ 

段有向弧 lvfSN就等同于斜边向量dx+dy 。

这就是微分的几何意义。
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图 2-47 将正弦函数的有向曲线段分解为向量dx和dy

从图 2-47 Cb) 中，只取 dy 的值 Cy轴分量），或者把 dy 向量的线段始端依次排放在x轴上

y 

-- --=. .,;:-::--:::--::--:-. －－＝－二．一~=--~--- .53. 



线性代数的几何意义

（见图 2-48), 那么向量 dy 的末端构成了一个曲线图形的轮廓，这是与y=cosx的图形同比例

的一个图形。
y 

。 X 

图 2-48 正弦函数的 dy 向量构成了了余弦函数

此例中，我们实际上取了 dx 为叫6的固定值，因此由正弦函数的导数公式dy I dx = cosx得

到

冗
dy = cos xd.x =—cosx 

6 

这就是图 2-48所示的几何图形的函数式。

2.11 向量与解析几何的关系

在中学，解析几何课程主要研究平面上一些点、线的几何位置和几何性质，所涉及的点、

直线、曲线均共面，它们都落在坐标系所在的平面内。在大学，解析几何课程所讨论的主要是

空间图形，所涉及的点、线、面的位置关系复杂。教科书从空间向量与坐标入手，主要以向量

为工具，研究空间中的一些几何图形及性质，不论从知识上还是从思维上，都是对中学内容的

加深和提高。平面上的几何图形比较直观，点、线之间的关系比较简单，主要以坐标为工具进

行研究；而空间上的几何图形大多比较复杂，构成图形的点、线、面及其之间的位置关系较复

杂，仅用坐标工具远远不能达到研究问题的最佳境界，只有使用向量这一工具，才能比较好而

深刻地探讨空间图形问题。实际上，向量综合了图形（直线段或者说方向）和数字（向量终点

用一组数表示）两种几何分析方法。

无论是直线、平面方程的讨论，还是空间曲面、曲线的参数方程以及通过方程去讨论图形，

都需要向量的参与。它就像木匠的尺子、石匠的凿子，在整个学科的展开中处处需要。向量工

具灵活、好用。它有时是三角形的边， 三角形的边的关系经过向量的参与就变成简单的和的关

系。它有时又是一个方向，用它可以决定直线的方向、平面的倾斜度，而一族直线、一族平面

之间的关系有时通过两个小小的向量之间的关系就可以解决了。在讨论空间曲线、空间曲面的

方程时，复杂、多变的轨迹问题又变成了有公共起点的变向量问题，寻找到变向量的变化规律

后，问题就迎刃而解了。

几何学家项武义认为“向量几何在本质上是解析几何的返璞归真。”即向量几何揭示了解

析（坐标）几何的本质，是解析几何的向前发展。向量几何使用“向量的数量积”，使之成为

超越解析几何的有力工具。两条直线的夹角，当然也可以从两直线方程的系数求得。但是，在
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第 2 章 向量的基本几何意义

向量几何里，它可以用两直线的方向向量的数量积加以表示。 本来很费事的夹角问题，通过一

次运算就解决了。利用向量， 许多几何命题迎刃而解。至于利用向量讨论直线与直线的垂直与

平行，空间线面、面面之间的位置关系，比起综合方法需要“个别处理”的技巧，它是一个“一

揽子“解决的手段，显得十分轻松。

因此说，向量思想是解析几何学的灵魂， 要学好“解析几何”这一课程就必须掌握向量的

作用，并要牢牢把握好向量这一有效工具。

-- ---- -----—= -- - ·-==-=- -::- -= -= - - .55. 
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线性代数的几何意义

第3章行列式的几何意义
在中国古代，用筹算表示联立一次方程未知量的系数时，就有了行列式的萌芽——排列的

方式。日本吸收了 这种思想，在 1683 年，日本学者关孝和 (Seki Takakusu) 对行列式的概念
和它的展开已有了清楚的叙述。到 18 世纪，瑞士数学家克莱姆 (G. Gramer) 和法国数学家拉普
拉斯 (P. S. Laplace) 建立了行列式理论。

行列式先于矩阵的概念出现，是因为行列式属于算术（中国及日本古代数学主要是算术类），
是作为解线性方程组的工具，而解方程组可以不需要矩阵的概念。虽然把它放在矩阵后面看做
矩阵的一个运算更合乎逻辑，但行列式显然有其独特自立的数学性质，行列式是矩阵大哥这是
历史的选择，先讨论其几何意义一点也不突兀。
行列式的几何意义具有深刻含义。它是指行列式的行向量或列向量所构成的平行多面体的

有向体积。这个有向体积是许多块更小的有向面积或有向体积的累加。在我们逐步地讨论这个
几何意义之前，先来回顾一下行列式的定义。

3.1 行列式的定义

的方阵经过规定的计算方法而得到的一个数。当然，如果行列

（当然这个数表更不简单，参见第第 5 章章），行列式还要对这个数表按

照规则进一步计算，最终得到一个实数、复数或者多项式。

行列式分阶，比如二阶行列式、三阶行列式直至 n 阶行列式。下面我们罗列了各阶行列式

的定义（这里以拉普拉斯展开定理的形式给出了行列式定义，这样可以使各阶行列式看起来有

规律些），以方便后面的论述。

(1) 一阶行列式：

因= al 

一阶行列式就等于元素 al 自己。各位看官注意啊， al值可正可负，行列式两条竖线的记号

不要当成绝对值的符号。

(2) 二阶行列式：

~ :tl ;a, ·I伈 l-a2· 队 l;a九 -aibi
这个结果是不是很面熟？有点像三维向量叉积的第三个元素。你看，

a x b = (ai, a2 , a3) x (bi, b心） =(a丸 -a克，呐 -a息，呐 -a办）

什么有点像啊，本来就是一家人！注意叉积是和有向面积联系在一起的。

(3) 三阶行列式：

a, a, a,I [b, b3 b, b3 b, b, 
bl 也从= a1• - a2• + a3· = a1b凸 +a办c1 + a3b1c2 - a妇 -a戎c3 -a妇

_c2 C3 cl C3 cl Cz 
cl Cz C3. 

.56. . - - -,- -:--

~ 



第 3 草 行列式的几何总义

三阶行列式的计算比较常用。上式帮助记忆之经典的展开运算法是对角线法，这个大家都
知道，不再多讲。但为使对角线法看起来更有规律更好玩，这里稍稍改变了一下，如图 3-1 所

刀。

c I 

(a) 

图 3- 1 三阶行列式计算的圆柱规律图

把行列式的元素依序排在圆柱体的外圆上，沿右下方向的乘积顺序得到正符号（见图 3-1

Ca)), 沿左下方向的乘积顺序得到负符号（见图 3-1 (b))。如果把圆柱体拓扑变形为圆锥体，

它的顶视图如图 3-2 所示，运算顺序很有规律和美感。图中，行向量沿圆的逆时针方向排列元

素，列向量沿圆的半径方向排列。乘积项的元素分布在各个半圆弧上。

图 3-2 三阶行列式计算的圆锥规律图

(4) 四阶行列式：
I 

a,1 a12 a13 a14 
a22 a23 a24 I I a21 a23 a24 

a21 a22 a23 a24 : 
= a, 1· I G32 a33 a34 I- a12·1a31 a33 G34 I+ a13·1a31 a32 a341- a,4·1a31 a32 a33 

a31 a32 G33 G34 

a41 a42 a43 a44 
a42 a43 a44 a41 a43 a44 

, 

a21 a22 a24 

a41 a42 a44 

a21 a22 a23 

a41 a42 a43 

= + a, 1a22a33a44~a11a22G34G43 + a11a23a34a42 

—a11a23a32a44 +a11G24G32G43 -a11G24G33a42 

- a12a21a33a44 + a,2a2,a34G43 -a12a23a34a41 

+ a,2a23G31G44 - a,2a24a3,a43 + a,2a24a33a41 

+ a13a21知a44 -a13a21G34a42 + a13a22a34a41 

- a13a22a31a44 + a,3a24a31a42 - a13a24G32a41 

- a,4a2,a32a43 + a14a2,a33a42 - a14a22G33a41 

.+ a14a22a31a43 - a14a23a31a42 + a14G23a32a41 

可惜，在复杂的四阶以上的行列式中，没有了以上三阶行列式的特有美感的运算图解。这

说明行列式的几何本质远没有如三阶行列式的图解一样简单，这时逆序数的排列概念就显得必

要起来。再者，手算四阶行列式很是恐怖，在 MATLAB 横行的年代也没此必要。把四阶行列

式的展开算式罗列在此，只是给诸位一个感性认识。
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线性代数的几何意义

(5) n 阶行列式 ：

I 

气 先生…％

~21 生2 知…生• • • : n I= Cli1· . . . 

知伤· · ·C;l2n 

: : : |飞2.
an2 a n3 ... a nn 

a nl a n2 an千 ..a nn 

~21 知.. .伤，1
. . = l+- ·+ (- ly+1a, • • 

屯知…f!,2n-l.... 
n • • • 

a nl a吓·.ann I a nl an2 …a nn-1 

= L c-1)气 a勾2 •• ·a叽
U1h-··jn) 

式中： 11丿2 ... J,, 是 1, 2, · · · , n 的一个排列, I 表示对 11 丿2 ... 丿11 取遍 1, 2, · · ·, n 的一切（丿112 ... 丿,,)排列求
U1h---in) 

和， t 为排列丿1 丿2 .. 人的逆序数。

n 阶行列式的展开有 n !个乘积项，这些乘积项具有统一的表达式，因而具有统一的规律。

通过观察以上各阶行列式的定义式，我们至少看到有两个小规律。 一个规律是 n 阶行列式可以

化为更低一阶的 n- 1 阶行列式的和，这将会帮助我们简化行列式的计算。另一个规律是 n 阶行

列式实际上是不同行不同列的 n 个元素的乘积项的代数和（和或差，每项符号由置换的逆序数

的奇偶性决定）。在前面的向量一章中，我们介绍了向量的张量积，现在看来， 行列式实际上是

乒也勾邸磁卑生过速边芝恩 芒＿ 部分项的和具有独立的代数及几何皇义，因而在线性
代数中占有一席之地。

行列式的几何意义是什么呢？

概括说来有两个解释： 一个解释是行列式就是行列式中的行或列向量所构成的超平行多面

体的有向面积或有向体积；另一个解释是矩阵 A 的行列式 detA 就是线性变换 A 下的图形面积

或体积的伸缩因子。

一个 2X2 矩阵 A 的行列式，是A 的行向量（或列向量）决定的平行四边形的有向面积。

用几何观点来看， 二阶行列式 QI 气是 xoy 平面上以行向量 a = (ai,ai) , b = (bpb2 ) 为邻
bl b2 

边的平行四边形的有向面积： 若这个平行四边形是由向量a 沿逆时针方向转到 b 而得到的 ， 则
、- -- . -- -

面积取正值； 若这个平行四边形是由向量a 沿顺时针方向转到 b 而得到的，则面积取负值。若
a、 b与 a'、 b' 张成的平行四边形的有向面积符号相同，则称它们有相同定向。平面上平行四边

形有两种定向。

类似地， 三阶行列式的值就是它的三个向量在 oxyz 空间上张成的平行六面体的有向体积。

这里空间平行六面体也有两种定向 ： 当 a、 b、 C 构成右手系时，体积取正值；当 a、 b、 c 构成

左手系时，体积取负值。这同时启发我们可以把 n 阶行列式定义为一个 n 维平行多面体的有向

容积。

关于伸缩因子的几何解释， 需要引入矩阵和线性变换的概念。行列式被看做对矩阵的某种

运算，并反映了矩阵就是某一线性变换的性质。实际上也是这样。

本章主要从向量及其张成的面积和体积的几何图像角度分别就二阶和三阶行列式给出其几

何意义。为了较深入地理解其几何含义，我们逐个解释行列式的主要性质（从矩阵的线性变换

的角度讲解行列式的伸缩因子的几何意义的内容放在 5. 10节“矩阵的行列式的几何意义”里面）。
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第 3 章 行列式的几何意义

3.2 二阶行列式的几何意义

3. 2. 1 二阶行列式的几何意义

首先简述一阶行列式的几何意义。

一阶行列式囚=Cli 的意思就是 al 的一阶行列式是数 al 或者是回盘凸动3十。这个数 al 的本身
-----~ —— 

是一维坐标轴上的有向长度（见图 3-3)。这里我强调的是有向的，长度是有向的，是个向量 ，

这一直是个很重要的概念。
a1 

。

图 3-3 一阶行列式是数轴上线段的有向长度

再接着讨论二阶行列式。

上面说，二阶行列式忱 i:I 的几何意义是xoy平面上以行向量a = (Cli , a2) , b = (bi, b2) 为邻边

的平行四边形的有向面积（见图 3-4)。为什么？
子Ixi+ .,.. .,.. .,.. I 

, , I .,.. 
.,.. .,.. I 

.,.. .,.. I 
.,.....- I 

.,.....- I 
_,, I 

a1 t--- -~ 乙,. .... 知心） / 
, 
I // 

I . 
I I 
I I 

bit----/--- 才一一一~ -- - .I 
I 
I 

I 

。 a2 左? X2 

图 3-4 二阶行列式是平面上平行四边形的有向面积

我们来考察这个平行四边形与构成它的两个向量之间的关系。

在二壅几何空间旦甘刁取定一个直角坐标系{O;e.,ez} , 设a= a,e, + a2生， b = b1e1 + b2e2 , 

则以 a、 b为边的平行四边形的面积为

S(a,b) = absin(a,b>
这里： a=[a厂言， b= ✓矿 +bJ , sin(a,b〉为向量a、 b之间的夹角正弦，即

sin(a,b>= sin(a - /3) = sin a cos /3 - cos a sin f3 
参照图 3-4中的关系把三角式用坐标值表示出来：

sin(a,b>= a1 b2 a2 b1 a息 -a2b1· 一 ． ＝
a b a b ab 

整理得

absin(a,b>= a1b2 -a丸
又

忱 i:I= 吐 -a2b1
因此

- - - --=·- : ... 一，一- - --.:- =-·-

嘈
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线性代数的几何意义

S(a,b) = 1 
a a2 
bl b2 

至此可以得到， 云险行列式的－几迥返必盟是虫往到式缸且量主邸灿拦已过这已三昙覂}
另外，两个向量韵＿吁机耦．这二丘在回堡～覂：中，向量叉积的一个公式就是

~ 

ax b = (absin0)n。

这里，凡是右手系下垂直于 a 和 b 展成的平面的单位向量。

因此，二阶行列式的另一个意义就是两个行向量或列向最的叉积的数值。如果数值是正值，

则与右手系的 X3 坐标轴同向；如果数值是负值，则与 X3 坐标反向。那么二阶行列式就与两个向

量的叉积完全等价了。

3. 2.2 二阶行列式性质的几何解释

下面我们仍然从向量的角度来解释或证明二阶行列式的几个主要性质。

性质I 忱 tH勹勺:2 , k为实数。
这个性质是说，一个实数乘以行列式等于一个行向量乘以这个实数的行列式。几何解释就

是：两个行向量a=(生生）， b=(bi,bJ 所张成平行四边形之有向面积的K倍面积等于这样两个

向量 ka = (kai, ka2) , b = (bi,b2) 所张成的平行四边形的面积，也就是 S(ka,b) = kS(a,b) 。

通过图 3-5容易得到几何解释。图中， S(a,b) 可以看做以 a 为底的平行四边形的面积，

S(ka,b) 是以 ka 为底的平行四边形的面积， 高相同。因此底边向量a 变化了K倍，面积也变化了

k倍。

一了 夕, .... - ,..., ,...I -
- - j - ---一夕_ S低b)

I 

I / I SG心） S(a,b) I 
I 

I 
I 

。 (a) 。 (b) 

图 3-5 行列式比例的几何解释

嘘l lb!'.:\ b2 飞}~:~:+~:~>
这个性质是说，一个行列式可以通过拆分某一行向量而得到两个行列式之和。对千三个向

量 a = (ai, a2) , b = (bi, b2) , c = (Ci, C2) , 那么向量a 和 b 张成的平行四边形有向面积与向

量 a 和c张成的平行四边形有向面积之和等于向量a 和 b+c 张成的平行四边形有向面积，即

S(a,b + c) = S(a,b) + S(a,c) 

图 3-6 和图 3-7 对此进行了图解说明。
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S(a,b) S(a,b) 

a 
- - - - - - - - - - -, 

\ 
\ 
I 
\ 

- - - - - - -: - - - -, 
a\ . , 

\ 
\ . 
\ 

S(a,c) 

c 

。 (a) 
c ---------• 圃 O

0 C (b) 

图 3-6 行列式加法的几何解释图一

-----

E。

-- 

_ 
_ 

S(a,b) _ 
S(a,~-

-- 

_ 

-- 

_ _ 

Fo 
_ 

, 

a 
G 

。

图 3-7 行列式加法的几何解释图二

i: 我们在第 2. 5. 4 节中应用有向面积的概念解释了叉积的分配律。因为二阶行列式等同
于叉积运算，因此具有类同的几何意义，它们都是一个意义：有向面积满足三角形法则。

此行列式是说两行对应元素成比例，则行列式为零。对千两个向量 a= (ai, a2) , 

b = (kai,ka2) = k(ai,a2), 显然成比例，比例系数为 K。如果把成比列的两个向量的始端都移

动到原点，则两向量会在同一条直线上（见图 3-8), 显然围成的四边形的面积为零，即
S(a,b) = 0, 因此行列式为零。

当然如果两个向量相同，同样道理，行列式的值也为零。
y 

.,. .,. 
，俨

,, 

.,.✓ 

a2 r- - - - - - -
,: I 

I 
I 

, , ,,.. 气） al ka1 X 

,, 
,,, 

图 3-8 行向量成比例则行列式为零

呻4~b~=-~1!:o
交换行列式的两行则行列式换号。这个性质由行列式的叉积特性得到。交换行列式的两行，

就是改变了向量a和向量 b 的叉积顺序，根据ax b =-bx a , 因此行列式换号。由此我们得

到一个印象：就是一个给定的行列式，它的行向量顺序也给定了，不能随意改变其顺序。
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线性代数的几何意义

a a 
b: b~= 

a a2 
bl 十入a1 h2 十入a2 o 

把行列式的一行的 K倍加到另一行，则行列式的值不变，即 S(a,b) = S(a,ka +b) 。

由图 3-9 知，在同一平面上，两个平行四边形阴影的面积相等，因为这两个平行四边形同

底（都等千a) 同高。显然，把行列式的一行的 K倍加到另一行的操作，相当千把原平行四边

形在保持同底同高的情况下发生了切变。

性质5

ka 

À̀ 

、
｀

\\ -

) 

\ 

b 0 

I
\

妨
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图 3-9 k 倍行向量加到另一行不改变行列式的值

16~'= lli b, 
l 2 a 2 

b 0 

2 

行列式转置，其值不变。

如果要讲清楚转置行列式的几何意义，必须再一次使用行列式叉积的定义。另外，我们要

回顾向量一章中两个向量的叉积的解析定义及意义。从前面的分析知道，两个向量的叉积等千

这两个向量的各个分量（各坐标轴方向的分量）分别进行叉积的求和。

各个分量互相垂直，因而进行叉积运算张成的四边形是方形的面积。

如图 3-10 (a) 所示，对于二阶矩阵的行列式 al 生， a1i 和 b2j 叉乘得到的四方形o~Bb2
bl b2 

的有向面积是 a1b2, azi 和 blj 叉乘得到的 oa2Ab1 的有向面积是-a女（注意是负值）。所以矩阵

的行列式 a1,a2 =" oa1Bb2 的有向面积"+" oa2Ab1 的有向面积"=al忙 — a2b1 。从几何图形上（见
b1,b2 

图 3-lO(a))看，行列式等于大四方形的面积减去小四方形的面积（因为小四方形是负向面积）。

性质6

y 

b2 

a2 

b 
--------t- - - - - ..., B 

I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I 
A 

I 

- ----~a 

i 

y 

b2 

bi' 

a2 D -·-

。
b1 

(a) 

al X a 2' b, 

(b) 

al X 

图 3-1 0 转置行列式的几何解释
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第 3 猷 行列式的几何慾义

行列式 I a a a 
b =lb: b:I 转置后得到 I a'b'I = a, b, 。重新对这个新的行列式进行分量叉积运算。

a2 b2 

我们会发现（见图 3-10 ( b) ) 大四方形没有变化，而小四方形进行了基千 xy 角平分线的

镜像变化。有向面积的绝对值和方向都没有变化。因而

a 
b 司 a'b'l=a丸－吵

性质得证。

下面是上述转置行列式的具体数据，用千帮助读者得到具体感知。如图 3-11 所示，数据

如下：

忱卧 =lj 升= 5 X 7 -2 X 3 = 29 

大长方形的面积是 35, 小长方形的面积是 6, 差为行列式的值。行列式转置后，

~~ 卧 =1; ~1=5x7-3x2 =29 

大长方形的面积仍然是 35, 小长方形经过基千 y=x 直线的镜像或者对折，面积仍然是 6,

差为行列式的值不变。

广- -r - - - - -1- - -1- - -1- - - 1- - -1- - -1 一一勹

: : b' : b : I B I I 

:- －－：一--一一一：－－ :- ＋ －－：－－－－－：一一一：}l=X I 

t - -: 一一一一一一：－ - ' － 寸－ －－：一一一一一 一：一一一：
卜--~-----! - 寸一一一：- - -I一一一一一一：－－才

尸尸 厂：一一：一一一一十飞
匕- -1- - z- .. 

；一一~- - • . • • - - -;- - -1--+-~ 
: :/ 1 。 : 2: ~ : ~ : j 

x 

图 3-11 转置行列式的计算例子

矩阵的行列式等千其转置矩阵的行列式这条性质同时揭示了一个认识就是：按矩阵行向量

构成的平行四边形的有向面积等于列向量构成的平行四边形的有向面积；换句话讲，对千矩阵

的行列式几何意义，处理成行向量的图形与处理成列向量的图形是等效的。

总之，前面行列式的性质在变换时可以归结到下面的三个变换性质：

(1) 用一个数 K乘以向量a、 b 中之一的 a, 则平行四边形的面积就相应地增大了 K倍；

(2) 把向量a、 b 中的一个乘以数 K之后加到另一个上，则平行四边形的面积不变；

(3) 以单位向量(1, 0), (0, 1)构成的平行四边形（即单位正方形）的面积为 1 。

这三条性质，便是我们用公理化的方法定义行列式的几何背景。

-,: 
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线性代数的几何意义

3.3 三阶行列式的几何意义

3. 3. 1 三阶行列式的几何意义

一个 3 X3 阶的行列式是其行向量或列向噩所张成的平行六面体的有向体积。这个结论可以

从两个向量所张成的平行四边形推知。如图 3-12 所示 ， 由两个向噩a、 b张成的平行四边形为

OaPb , 面积 S 为 a、 b构成的行列式。那么沿着第三个向量c方向生长出无数个平行于原四边

形的新的平行四边形来， 直至到向量C的末端为止。显然 ， 所有的这些平行四边形构成一个以

向噩a、 b、 c为棱的平行六面体， 这些四边形的面积叠加起来正是平行六面体的体积。

图 3-12 三阶行列式是平行六面体的有向体积

上面的这个平面叠加的过程其实就是向量a、 b、 c混合积的过程：

• 向量a、 b张成的平行四边形为 oaPb 就是向量a、 b叉积的结果 a x b;

• 平行四边形 oaPb 沿着向量 c张成的平行六面体体积就是向量 c与 a 、 b 混合积

(a x b)·c 的结果。

3.3. 2 三阶行列式性质的几何解释

下面对 3 X 3 阵的行列式的基本性质的几何意义进行解释。为了书写及描述方便，我们以
det (列向量）的方式表述三阶行列式 ， 列向量用黑体的a、 b、 C、 d来表示。则

a 1 b1 C1 

det(a,b,c) = la2 b2 仑
G3 八 C3

性质1 det(a,b,c + d) '= det(a,b,c) + det(a, b,d) 。

一个行列式可以通过拆分某一个列向量得到两个行列式的和。

看看这个性质的数学表达式，把 det 看做算子，有点像分配律的公式什么的，几何解释如
图 3-1 3 所示。

c.+d 

c 

---

I I 
I I 
I I 

\: 
b \I _ _.. __ 

c 

c+d 

------

---------

I 

I 
I 
I 
I 
1_ - - , - - - - - ,. _ - - 

--一，
I ,_' 

。

a (a) (b) 

图 3-13 行列式加法的几何解释图一

这里 ， 把行列式 det(a,b, c+ d) 的第三列拆分， 变成两个行列式 det(a,b,c) 和 det(a , b, d) 。

。

a 
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三阶行列式可以看做平行六面体的有向体积。图 3-13 (a) 阴影体积表示由向量a、 b、 c 张成的

平行六面体，代表行列式 det(a,b,c); 图 3-13 Cb) 阴影体积表示由向量a、 b.,, d张成的平行六

面体，代表行列式 det(a,b,d) 。这两个平行六面体共有一个底面积 det(a,b) 。这两个平行六面

体的和就是由向量a 、 b、 c+d张成的粗实线平行六面体 det(a,b,c + d) , 图形参见图 3-14 。

形象地说，我们把右倾的一擦书——六面体det(a,b,d)抱起来，擦在左倾的一擦书—一六

面体det(a,b, c) 上面，再把两摆书向右推整齐，刚好得到六面体 det(a,b,c +d) 。显然，它们的

棱向量c、 d、 ctd满足向量和的三角形法则。

I _ 

I I 

I 

-------, 飞t --五－＿－二
--勹

--飞，
\ 

, 
\ I 

\ I 
\ I 

夕~----·----

d / 1c+d 

c 

--- 
。

a 

图 3-14 行列式加法的几何解释图二

和前面的有向面积满足三角形法则类似，这里的有向体积同样满足三角形法则。为了更清

楚地表达有向体积的三角形法则，把图 3-14 变形，得到如图 3-15 所示的立方三角形图形。
,, 

I,, I 

,,,,,,,,: 6'.' 
,,,, I 

. ✓,,,,,,,,,,, : I 

.,,,.,,"" I 

~-.:;. _ _ 
、、

、一＿
、一

_ _ 

、一＿一、~-
、

o a 
图 3-15 有向体积的三角形加法法则

如图 3-16 所示，我们把平行六面体det(a,b,c) 中的棱向量 b 以坐标原点为轴沿一弧线下压（六

面保持对应面平行）切变为det(a,b ',c) , 显然六面体的高度变小了 ， 行列式值变小了。继续下

压，直到 b' 与 a 重合，即变成了 det(a,a,c), 平行六面体变成了一个平行四边形平面。

---- --r--
I --

图 3-16 行向量相同的行列式为零
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线性代数的几何意义

行列式的这些性质可以不经意地应用在实际生活中，如有人形容公共汽车的拥挤，开玩笑

大喊“别挤了，再挤把人都挤成照片了“。这里面有物体维数的变化。人体是三维物体，体积不

为零，挤成二维照片后，体积就变成了零。行列式也是这样： 三阶行列式表示平行六面体的有

向体积，如果其中有某两列相等或成比例，就是说平行六面体的三条相邻的棱中有两条重合或

同向，平行六面体退化成平面图形，也就是被“挤成照片”了，体积变成零。类似地，二阶行

列式表示平行四边形的有向面积，如果两列相等，＂平行四边形”的相邻两边重合，平行四边形

退化为一条线段，面积为零。一般地， n 阶行列式可以想象成一个 n 维超立方体的 n 维“体积"'

如果它有某两列相等或成比例，则,<n 维立方体”退化为 n-1 维或者更低维数的图形， "n 维体

积“当然就等千零。

性质3 det(a,b,c) = -det(b,a,c) 。

一个行列式对应着一个数值，这个数值是对行列式中的元素经过运算得到的。这个运算是

与元素的位置有关系的，因此改变行列式中列向量或行向量的位置就会改变行列式的结果。幸

而只改变结果的符号。一般地， 一个行列式 detA 的值对应矩阵 A 的列向量的一个固定顺序。

当 detA 为负值时，它确定原像的一个反射。所以，这种变换改变了原像的定向。

实际上， det(a,b,c) =(axb)·c =-(bxa)·c =-det(b,a,c) =det(b,a,-c), 因此如果交换了向量

a、 b 的位置，也就是改变了叉乘的顺序，因此叉乘结果改变了方向，也即改变了符号 。
c 

axb . b 

。

bxa 

-c 

I 

I 
I 

I 

- - - - - - - _,_ - - - - ..!. 
、、

、

、

图 3-17 列向量交换位置引起行列式变号

如图 3-17 所示，阴影的平行六面体~et(a,b,c) 、 axb 的方向和向量c 同向（据右手法则）；

当向量a,b 的位置交换后， bxa 的方向与 axb 相反，因而与向量c点乘后得到向下的平行六

面体。所以平行六面体det(b,a,c) 和 det(a,b,c) 以 a、 b张成的平面为镜面互为反射。

性质4 kdet(a,b,c) = det(ka,b,c) = det(a,kb,c) = det(a,b,kc) 。

这就是说，平行六面体体积的 K倍等于六面体的三条棱中一条棱长的 K倍。这是显然的。

因为立方体的体积增大可以沿着立方体某一棱方向增大相同的倍数，如图 3-18 所示。

kc 

c 
,.________、

、

kb ~ 
0 ...::..::.::: - - - 1一一一一叫－一＿、～一＿

一""'"'"'',,.,I 
，、 ..... 
-.>、

图 3-18 任一个列向量长度变化 k倍，行列式值也增大 K倍
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性质5 det(a,b,c) = det(a,b,ka + c) 。

此性质表述了以 axb 为底面积的平行六面体在 a 方向上进行了切向变换，变换后的六面

体因为底面积不变，高也不变，所以体积不变。

如图 3-19 Ca) 所示，原有六面体 det(a,b,c) 是由向量a、 b、 c张成的。向量a 乘以一个负

的 K 值后与向量c相加得到新的向量 ka +c, 三个向量a、 b._ ka+c构成了一个新的平行六面

体det(a,b,ka + c), 这个六面体与原六面体 det(a,b,c) 同底等高，因而体积相同。

如图 3-19 Cb) 所示，向量a 乘以一个正的 K值后与向量c相加的结果，图形类似。

通过观察，我们发现，切变后的平行六面体与 K 值无关。 K 值不同，向量 ka+c 的终端始

终在一条与向量a 平行的直线上滑动，因而保持了六面体的等高。

I 
\ 
I 

\/ I 
I 

I 

ka+c 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I ,. 
盲, ... 
a ka 。

(a) 

- - - - - - - .A - --- - ----- - - -
硬

,. ... 

夕卢

-- -- --
- z z z -

。

(b) 

图 3-19 切向变换不改变行列式的值

a ka 

性质6 detA = detAT o 

矩阵A 的行列式等千矩阵A 转置的行列式。也就是说，矩阵的行列式既可以看做 n 个行向

量的行列式，也可以看做 n 个列向量的行列式。为了便千讨论，我们把三阶行列式及其转置行

列式按照第一行元素展开式列举在这里：

a1 生生
<let A = lb1 b2 b』气 . 1b2 b3 -a2. b1 b3 飞. bl b叮 =CZi忆＋吵凸飞姑 -CZib凸 -a妃－咄Cl

C2 C3 cl C3 cl C2 
Cl C2 C3 

Cli b1 c1 
detAT = I生乌 sl=11i-l乌 C, 吻· 生 c,I 气· 生 !J,l=11i姑 +l\c,a, +<; 吵-11ic丸－妞牙妇

生 A 纠
lq s 生乌 生 A

上述两式显然是相等的。这个相等有里外两层几何意义可以解释。先说外层的几何解释。

对照一下图 3-20 (a) 、 Cb) 两图形，图 3-20 (a) 图是行列式展开时元素相乘的计算图，图 3-20

C b) 是行列式转置时以 a九C3 为反射轴的元素交换图。行列式转置顺序与计算顺序多么一致，

怪不得不改变结果呢。

Ca) Cb) 
图 3-20 行列式计算顺序与转置的顺序一致

直接从行列式的定义 "n 阶行列式实际上是不同行不同列的 n 个元素的乘积项的代数和“
. - - -----=-==-=--;;;--=- - . • 67 • 
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线性代数的几何意义

的含义出发，大家是否有这个直觉： 从行列式的每一行中取一个元素，使得这些元素又分别来

自不同的列 ， 这和行列式转置后从每一列中取一个元素 ， 使得这些元素又分别来自不同的行所

构成的乘积项是相同的。既然这样， 行列式转置前后的结果也是相同的。

这个直觉引发了新的几何解释。因此行列式和它的转置相等还有一个深层次的几何意义，

可以在下面逆序数的几何意义中得到一些体现。行列式的乘积项及其逆序数的几何意义实际上

是行列式最根本的几何意义，因而可以解释所有的行列式的定义及其性质。后面的章节我们会

逐步探讨到这个重要的课题。

＠ 什么是向量张成的平行四边形及平行六面体
石立旦二伞一丘匹边蕊以三个从原点出发的不同方向

向量巴巴婴罩：艺旦盟二仁三立逞造， 一迄竺上太面琴立方体仿射等价。
飞 3一 定以两个~-'!~昙的平行四边形 oa1Pa2~启气压乡中有无数的
向量，这些底最统兔邕且线捏壅式!s.._a1 +启~( 0 < k1 , k2 < 1) 的定义。比如，对角线向量砰

」 ,.,rn , ' ·一圈___, 一 ~可-~, - - --.., .;;.. .• _ ... 

是长度最大的向量，满足 K尸构 = 1 的条1耟末端在 a1P 上的向量满足伦= 1, 0 < k2 < 1 的条件
等等。 a , ,-........ 

、

0.5a1 1 - 、

a2 

图 3-21 两个向量张成一个以向量为邻边的平行四边形

我们可以推广到 n 维欧几里德空间中的 DJ个向量张成的 m维超平行多面体。如果这 m个向
量表示为 a1 ,a 2' …,am, 那么这个 m维超平行多面体是由以下无穷个向量

kla l + k2a 2 + ... + kmam (0 < kl'k2, ·. ·,km < l) 

组成的 。
m 维超平行多面体仿佛是一个枝繁叶茂的大树所构成的一个物理空间，主枝于就是 m个向

量的向量组一，其它的大大小小的枝权叶芽是由向量组这个主枝于扩张生长出来的无穷个向量。
这就像，一棵大树围占的实体空间的体积主 曰 这棵树的主在后面石口中了石］还要讨盗百百石~百百五三尸彗告气只k; 的范围不是在
区间 [0, 1] 之上了，而是整个实数域 R , 因此空间的范围也将变得无穷大了。

3.4 行列式化为对角形的几何解释

一个行列式第 i 行加上j 行的 K倍，可以使第 i 行的某一个元素变为 o , 而这个行列式的值

不变。这个性质在化简行列式时非常有用。在前面的二阶和三阶行列式的性质中我们也已看到

了它的几何意义。不过前面对它的几何解释一般都是使用向量的“箭头”的图形形式给出的，

没有考虑向量的元素的变化的几何意义。本节我们就此性质的应用来探究行列式中每一个元素

的几何意义。
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把一般二阶行列式化为上三角形式的行列式，只要把行列式左下角元素即第二行第一列化

为 0 就行了。因此，第一行向量元素(a" a2) 乘以＿红（设 QI 丑 O)后加到第二行上，即可得到
a, 

如下的三角式：

忱灯 =I:, a,b2~a,b, 
al 

继续化简，把第二行的元素 (0, a息- a2b1). 乘以- a1a2 后加到第一行上，得到如下的
a, a,b2 - a2b1 

对角形行列式：
a 。

a, ail= 吐 -a2b,
bl b2 0 

a, 

这个化简的过程我们可以有一个很形象的几何变化过程，如表 3-1 所示。

表 3- 1 二阶行列式化为对角形过程的几何解释

描述 1 对应的几何图形顺序

一个二阶行列式

忱 ~I
Xi 

• 

l 
其值等于右图阴影平行四边形的有向面积。

它是由行向痲a 、 b 张成的。

h2t - ---- --------- - -b 
~ I 

I , 

2 

01 al s b1 X1 

化简到如下的上三角式：
X2 

b aI 1 a, al 
a 2 6 

t 夕-
al 忙 -a2b1 b -

b2 - 0 
.,,,,-

al • 
2 ' b'' 

其几何变化过程是向掀b 的末端沿着 oa 的 b 2 
2 

平行线 b'b 滑行到 Xz 坐标轴上（切变），此时 bl 化
a2 

为 0。显然，两个阴影平行四边形的面积不变。 Olb, a, s x1 10 

继续化简到对角形：

a1 0 
a, 勹＝吐-a,b,
bl b2 0 

al 

、 其几何变化过程是向量a 的末端沿着 ob' 的

气于线 a'a 滑行到 X1 坐标轴上，此时 a2化为 0 。

显然， 三个阴影平行四边形的面积相同。

X2 

6 

b 

矗
．3 盲

;
' 

,

2 

bb 

2 

。 a1: a's x1 to 

至此，一个二阶行列式所表示的平行四边形被变成了一个对角行列式所表示的长方形（本例为正方

4 I 形 oa1Pb~, 其中 b~=
a息 -a丸
al)。
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线性代数的几何意义

三阶行列式有类似的变换情形，对角化的过程会把一个平行六面体变化为一个等体积的立

方体或长方体。具体的图形不再绘出。

那么 n 阶行列式我们亦不怀疑地认为也可以被表示成一个 n 维的长方体的几何图形。这个

结论对千我们理解行列式的展开式很有帮助。

3.5行列式乘积项的几何意义

n阶行列式的展开式是乘积项 (-lYa1J卢2丘..anJn 的和，这些乘积项其实也可以有几何解释的。

下面我们详细地了解一下各阶行列式的情况。

3. 5. 1 二阶行列式乘积项的几何意义 . 

对千二阶行列式而言，既然二阶行列式的几何图形是一个有方向的面积，那么从二阶行列

式公理化定义1a1 a2 = a心 -a少！看，又是如何构成这个面积的呢？显然，式中 CZib2 项和－吵顾
bl b2 

的和构成了这个面积。 a1b2 项和 -a2b1 项又是什么呢？由图 3-22 易知， a 是向量 a在 X1 轴上的

投影， b2是向量 b 在 X2轴上的投影， al幻项是a在 Xi 轴上的投影和 b了：百ill万百百谝成
的长方形面积。同理， -a戎项是a 在 X2 轴上的投影和 b 在 X1 轴上的投影所围成的长方形面积，

不过这个面积表达式表现为负数的表达式。

，一
- 6 

- - X2 

、
、

2 
b T 
-
、
-
、

\

II
III

5 

b 

.._.... a1b-2 
2+ '\ 

\ \ \ \ \ 

\ a1 1 X1 
I 

- a2b1 f ~ ~: 
-2+ q2.. ___一一一

a 

图 3-22 二阶行列式乘积项是有向面积块

这里有两个问题要注意：

1) 因为二阶行列式表达的是向量a 和 b 所围成的面积，因此向量a 自己的分向量 al 和 a2

围成的面积 a1a2 不在统计范围之内，向量 b 自己的分向量围成的面积 bl忙也不在统计范围之内。

2) 向量a 的分向量 al和向最b 的分向量 bl 围成的面积 a1b1 要统计，但可惜的是 a1b1 = 0, 

因为两个分向量投影到同一根罣标轴芍上。同理广 丐坊= 0-·o•·-C另外，向量 a在坐标轴斗土的投

}覂显逞覂堕上堕覂：又即看做是数轴主的分迥置 «1 ' 这里无需分开）。
前面我们在解释二阶行列式的转置时讲过，两个向量的叉积等千这两个向量的各个分量（各

坐标轴方向的分量）分别进行叉积的求和。各个分量互相垂直，因而进行叉积运算张成的四边

形是长方形的面积。向量a、 b的叉积（有向面积）等于每个向量的分向量所有可能的叉积之和。

因为在直角坐标系下，向量a、 b落在同一坐标轴上的分量叉积显然为零，因此进行叉积的分量

必然是不在同一坐标轴上的分量。
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第 3 盎 行列式的儿何意义

吵2 项和 -a2b1 项都是有向面积， a1b2 项的面积和此二阶行列式的面积方向相同，因此符号

为正， -a2b1 项的面积和此二阶行列式的面积方向相反，因此符号为负。

那么二阶行列式的面积及其乘积项的面积的方向如何确定呢？对二阶行列式来说，有不同

的方法可以确定，这里使用叉积的右手法则来判断。我们把行列式忱 i:I看做由两个行向量a、 b

所组成，其中排在第一行的元素组成第一个向量a= (ai, a2) , 排在第二行的元素组成第二个向

量 b = (bi,bi) (看成两个列向量也有类似的结果，因为转置行列式值不变）。这是一个顺序，不

要错了。那么行列式忱 i:I 的面积方向就是由第一向量转向第二向量时右手大拇指所确定的方

向。

如图 3-23 (a) 所示，行列式的方向为指向读者；如图 3-23 Cb) 所示，行列式的方向指

向页面内，背向读者。
Xi 

+S 
a 

X2 

a b 

。 。

x, 
x, 

(a) (b) 

图 3-23 行列式是其行向量的叉积

图 3-24 中，行列式的方向是指向读者，那么，分向量 al 和 b2 张成的长方形（右上角图块）

面积的方向也是指向读者的，因此面积为正，故记为 a1b2; 分向量 a2和 bl 张成的长方形（左下

角图块）面积的方向指向页面内，背向读者，与行列式方向相反，因此面积为负，故记为-a丸。
6 

Xz 

4
2

、
、
十

、

b 
、J

、
、、

b 

、

叶 ＼
` 

b, 

-a2b1 
--21 生

a·1b2 

X 

5 

a 

图 3-24 行列式是其行向量分量的叉积之和

3.5. 2 三阶行列式乘积项的几何意义

al 生生

依据三阶行列式的公式 lb1 b2 叫 =a九c3 + a2b3c1 + a3b1c2 - a1b凸 -a办c3 -a3b式，与二阶行
cl Cz C3 

列式的乘积项的几何解释类似，三阶行列式的乘积项如 a1b凸、 a办Cl 等，可以看成具有有方向

七:- =· .'-- --- —- -—一—一=- .71. 
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线性代数的几何意义

的小长方体的体积。也就是说，由行列式的三个向量张成的三维平行六面体可以分解为一个个

由各坐标分量混合积构成的小长方体。这些小长方体共有六块，其体积具有方向。

既然平行六面体和小长方体都是具有方向的三维几何图形，那么这些方向是如何确定呢？

与上一节的论述类似，平行六面体的方向是由张成这些三维几何图形的有序的三元向量组

所决定的。三个无关向量a、 b、 e的有序组根据右手法则可以确定一个方向。这个确定的方法类

同千叉积定义的方法：

如图 3-25 所示，从向量a 的方向转过一个O~ 冗之间的角度到达向量b 的方向，右手拇指

方向是向量a、 b所确定平面的正向。如果向量C在此平面正向的一侧，则 a、 b、 e的有序组就确

定了一个正的方向（见图 3-25 (a)); 如果向量C在正向平面的另一侧，则 a、 b, C的有序组就

确定了一个负的方向（见图 3-25 (b))。和向量的叉积联系起来，第三个向量C与向量 axb 在

a、 b所确定平面的同一侧时确定一个正的方向。

X3 X3 

I , , 
吐

-- 
-- 、、

X2 

p 

X2 

X1 (a) (b) 

图 3-25 三阶行列式正负值的几何意义

换一种说法就是，从向量C的逆方向看过去，向量 a 旋转过一个O~ 记之间的角度到达向量

b 的方向符合逆时针方向。因此，我们有一些结论：

•h、 a、 c有序组与 a、 b、 c有序组具有相反的方向。

• a、 b、 axb有序组与右手系三维坐标轴向量的有序组 i、 j、 K的方向相同 。

• 如果a、 b, C有序组与坐标轴向量有序组i、 j、 K有同样的定向，我们就称a、 b、 c有序组相对

于坐标系 (Xi, X2,x3) 有正向；如果有相反的方向，就称为负向。

• a, ·b、 c有序组有正向的充分必要条件是行列式det(a,b,c) > 0 。

• 行列式 det(a,b,c) > 0 意味着 (axb) · c>O 。

(axb)·c>O, 也就是说，向量 axb 的方向与向量C的方向作成一个锐角，也就是向量C与

向量 axb 在 a、 b所确定平面的同一侧，这和前面的解释是一致的。

同样，这些小长方体的方向是由三个坐标轴上的向量投影所确定：与坐标轴向量有序组

i、 j、 K有同样的定向，我们就称a、 b、 c有序组相对千坐标系（斗，X2'X3) 有正向；如果有相反的

方向，就称为负向 。 因为小长方体是由三个坐标轴上的三个不同向量的投影向量所张成的，三

个投影分量互相垂直，因此我们可以方便地使用右手法则确定其方向 。 如果是正向，则长方体

体积的乘积项大于 O, 否则小千 0 。
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第 3 意 行列式的几何意义

a1 a2 a3 
对千行列式的展开式队 b2 叫= a1b凸+ a2b凸 +a3b凸- a1b凸 -a2b凸 -a3b迅，表 3-2

Cl C2 C3 

中画出了此公式六个乘积项土a;bick 的几何图形，六个小长方体的方向确定了乘积项的符号。

表 3-2 三阶行列式乘积项的几何意义

顺序 1 乘积项及其解释

+a1b2c3 项：
以右手法则，分向量有序组包，b2,cJ与

1 I 坐标系方向一致，乘积项为正

对应的几何图形

"'X3 

/1 £:.3 / 

厂迈
+a克Cl 项 ：

以右手法则，分向量有序组 {a2,b3,心与

2 I 坐标系方向一致，乘积项为正

X3 

/迈
3 

+a3b1c2 项：
以右手法则，分向量有序组 {a3,bi,c2} 与

坐标系方向一致，乘积项为正

~-X3 

寸 / C2 

X2 

j;? X1 

-a1b3c2 项：

以右手法则，分向痲有序组 {ai,b3, c2} 
4 I 与坐标系方向相反，乘积项为负

X3 , 

-a办C3 项

以右手法则，分向量有序组 {a2,bi,c3} 与

5 I 坐标系方向相反，乘积项为负

X3 

/迈
-a3b2c1 项 ：

以右手法则，分向量有序组 {a3,b2,c1} 与

6 I 坐标系方向相反，乘积项为负

X3 

｀迈
.73 . 
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线性代数的几何意义

3. 5. 3 n阶行列式乘积项的几何意义

n 阶行列式的展开式是乘积项 (-1)飞 a1t 212 
…a 的和， t为排列 jlj2 ... jn 的逆序数。行列式的

行或列向量在坐标系中向各个坐标轴的投影就是行列式中的元素 a111 ,a纽, .. ·,a叽，这些元素当然

也是行或列向量在各个坐标轴上的分向量。这些坐标轴上的分向量也可以张成一个个小小的 n

维超长方体（共 n!个）。我们刚好知道， n 阶行列式的超平行多面体的几何图形是由行（或列）

向量张成的，而且这个 n 维超平行多面体与一个 n 维超长方体等体积。那么大家就会容易得到

以下的认识：

• n! 个小的 n 维长方体叠加成了大的表示 n 阶行列式的 n 维超长方体；

• n! 个小的 n 维长方体就是 n!个乘积项 (-IYa11, a窃..anj,. 的几何图形。

实际上，一个 n 阶行列式可以分拆成 n! 个只有坐标轴分向釐组成的 n 阶对角行列式，而 n!

个 n 阶对角行列式就是 n!个乘积项 (-lYa .a 
I 丿I 2jz 

.... a . a , 1Jn 

比如，一个二阶行列式可以分拆成两个这样的二阶对角行列式（参见 3.2.2 节中的行列式加
法）：

22 ab 
11 
ab 

a1 0 I 10 a2 
+ 

h1 bzl lb1 h2 

a, OI a1 0 0 a2 IO a2 
+ + + 

b1 OI O b2 b1 0 IO b2 

a1 0 I 10 a2 
+ 

0 b2I lb1 0 

=. a1b2 - a2b1 

一个三阶行列式可以拆分成六个（其余的行列式值等于零）三阶对角行列式：

al 生生

b, b, b,I 
la, o 01 lo 气 o lo o a, 厂 o o lo 气 o I o o 生

= 01 b2 0 + 0 0 b3 + bl O O + 0 0 b3 + bl O O + 0 b2 0 

0 0 e3 I le1 0 0 I IO e2 0 I IO e2 0 I 10 0 e3 I le1 0 0 

=a九e3 + a2b凸+ a3b凸- a1b凸 -a2b凸 -a3b沪

因此，二阶行列式的有向面积是由两块小长方形有向面积累加的代数和。三阶行列式的有

向体积是由六块小长方体有向体积累加的代数和。

一个行列式的整体几何意义是有向线段（一阶行列式）或有向面积（二阶行列式）或有向

体积（三阶行列式及以上）。因此，行列式最基本的几何意义是由各个坐标轴上的有向线段所围

起来的所有有向面积或有向体积的累加和。这个累加要注意每个面积或体积的方向或符号，方

向相同的要加，方向相反的要减，因而，这个累加的和是代数和。

决定每一个面积块和体积块的符号或方向的因素是乘积项中元素的排列顺序，这个排列顺

序决定了逆序数。通过上面行列式的拆解式，我们看到，每一个乘积项对应一个同样阶数的行

列式，乘积项中每一个元素对应着一个向量（在坐标轴上的分量），向量在作外积运算后的方向

决定了乘积项的符号。

cl Cz C3 
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．第 3 涕 行列式的几何意义

3.6 拉普拉斯展开定理及代数余子式的几何解释

由前面的分析知道， 三阶行列式有如下的关系（即拉普拉斯展开式）：

·a1 b1 C1 
det(a,b,c) = la, b2 c2 = (ax b)• c = c 1a, b, - c 1 +c a1 b a1 b1 

a, 从 c, I a, b,I' a, b, , la, b,I 

其中

也就是说 ， 拉普拉斯展开式就是最后一个向量 c与另外两个向量 a 和 b 的叉积向量的内积

公式。

那么，我们怎样理解这个行列式降阶展开式的几何意义呢 ？

回想到三阶行列式的几何意义是三维空间中的一个平行六面体的体积，向量a、 b、 c 的混

合积 (axb) · c 的混合过程告诉我们这个平行六面体是如何张成的： 把三维空间中的一个平行四

边形进一步叠加成（或张成）空间中的一个平行六面体。

好，两个方面的思路结合起来，拉普拉斯的展开定理就是把上述混合积的过程进行了投影。

详细说来： 先把a 和 b 张成的三维空间中的平行四边形 ( ax b 的结果）分别向三个坐标平面

进行投影（三个投影即 a x b 的三个分量，详见 2.4.1 节） ， 然后再把向量c 向三个坐标轴进行投

影（就是向量c 的坐标），最后三个投影平面分别乘以与之垂直的三个向量c的投影，得到了三

个小平行六面体之体积。这三个小平行六面体就是三阶行列式的拉普拉斯展开的三个乘式。

(a xb) · c 换一种说法就是 “面” 向量 ( a x b ) 点积于“线”向量c , 得到体积值。所以，

三阶行列式的拉普拉斯展开过程就是混合积 (axb)· c 的过程。

表 3-3 中 的系列图形给出了拉普拉斯展开式的几何解释： 三阶行列式所表述的平行六面体

的体积可以分解为三个小的平行六面体的体积的和。

序

表 3-3 拉普拉斯展开式的几何解释

图形解释 1 对应的几何图形

l 

列向量a、 b、 C构成的三阶行列式：

tli bi C1 
det(a,b,c) = I生忙 C2

生从 C3
其几何意义是三个向量a 、 b、 c 张成的空

间平行六面体。行列式展开的过程是混合积

(axb) · c 的过程。

下面就混合积的过程分别给出其几何图形

的解释

X3 

/ 

C, I 
a , 

。

/ 
/ X2 

/ 
Xi 
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线性代数的几何意义

a x b 的几何图解：

由向量a 、 b 张成的空间平行四边形，其

面积为 a x b 。这个空间平行四边形向三个坐
标平面同时进行投影，得到了三个小平行四边

X3 

.," 
, ，已

,,' 

2 I 形，各位于坐标平面 X20X3 、 X30X1 、 X10X2 上，
各个小平行四边形的面积分别为

臣炒-I飞灶 1~: tJ 这三个行列式
(a,.al{~ 九b,)

又分别被称为 Ci 、 C2 、 C3 的代数余子式

再说向量C的图解：
第三个向量 C也同时向三个坐标轴投影，

坏乌、早轴上的投影分量分别是 Cl 、 C2 、 ~'

3 

最后说混合积 (axb)·c 的过程：

分量 Cl 与 X20X3 上的小平行四边形重新

张成一个小平行六面体。因分量 Cl 垂直千这个

平行四边形底面积，故其体积恰好等于
4 I a2 b2 C 1 。

a3 b3 
同理， 有另外两个小平行六面体，体积分别I

是一c a1 bb13 和 c3 2 a 3 
a1 bbi 2 
a2 

X1 

/ 

C1 

x, 

/ 

/ / 

r '". 

o 、、 - t ------ I / 均
'~(b必） ：(a1,a2) 

X3 

C J . c 

C 
/ X2 

/ 
/ 

个功

/ 

伈

'U I / • 绢ti星械彭 咸 . 

乏- .. ·, I / X2 

少x,

从中，我们也看到了代数余子式的几何意义。 三阶行列式的代数余子式是两个行向量叉积

的平行四边形在每个坐标平面上的投影。

进一步地，把拉普拉斯展开式扩展到四阶及 n 阶，有以下的定义式：

det(a , b , c ,d) =(a x bx c)·d 

det(ai, a 2, ·· , a n-P an)= (al X a 2 X• · · X all一1 ) . a n 

式中， axbxc 以及 al X a 2 X· · ·X a ll 一1 被称为三个以至 n - 1 个向量的向量积或外积。

axb x c 与向量a、 b、 c分别正交 ； a 1 X a 2 X· · ·X a11_ 1 也分别与 a1, a 2'…, an-1 正交。前面说

过，超过三维以上，我们将不能几何地定义叉积的方向，但我们仍然可以知道， 三个以上的 n

维空间的向量积的长度仍然可以几何地解释为是 n - 1个向量 a1'a2' …, an-1 所张成的 n- 1维

平行多面体的体积。
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第 3 章 钉列式的儿何总义

3.7 克莱姆法则的几何意义

1750 年，瑞士的克莱姆发现了用行列式求解线性方程组的克莱姆 (Cramer) 法则。这个法

则在表述上简洁自然，思想深刻，包含了对多重行列式的计算，是对行列式与线性方程组之间

关系的深刻理解。如果我们不能从几何上解释这个法则，就难以领会向量、行列式和线性方程
组之间的真正关系。

3. 7. 1 二阶克莱姆法则的几何解释

对于二阶线性方程组：｛a1x+b1Y = c1 
, 其克莱姆法则的解为

a2x+b2Y = c2 

c, bl 

X = , C 2 b2 I I气气
'a1 h1 l'y = la1 b1 

a2 九 I Ja1 h2 
这里为解释其几何意义，同样从行列式的列或行向量的角度入手。 2 阶列向量a、 b、 C、 X

分别表示为

a=(:~), b=(tJ, c=(~J, x心）
上述二阶线性方程组使用向量的形式表示为 (a,b)x=c 。下面推导出二阶克莱姆法则。

对于二阶线性方程组的系数行列式 Ja,bJ, 我们构造出：

xJa,bJ = Jxa,bJ = Jxa + yb,bJ = Jc,bJ 

因此
X=~ 

据此构造的推理过程，绘出构造过程中的几何图形，如图 3-26 所示。

~ 

xa 
S(xa, b) __ ---1/ S(xa+yb, b 

--: 

_ 

, 

, - , , -
a l'S, 包 b)

a C 1 I 

。

图 3-26 二阶克莱姆法则的几何解释

在图 3-26 中，向量a、 b 的叉积是平行四边形，其面积是 S (a, b) = la, bl 。这个面积
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线性代数的几何意义

S (a, b)乘以一个数值 X (图里 x大千 1)' 等同于向量 b 不变，同时与向量a 伸长得到的新向

量 xa叉积张成大平行四边形。结果是平行四边形S (a, b) 向上伸展为大平行四边形S(xa, b) 。

接着，大平行四边形进行右向切变换，切变面积不变。这个切变等同于向量 b 不变，同时

向量 xa 和 yb相加得到新向量xa+ yb, 向量 b 与新向量 xa+ yb 叉积张成细长形的平行四边

形，结果是大平行四边形右向切变换为细长形的平行四边形，面积表达式为 S (xa + yb, b) , 即

S (c, b) 。

因此各个平行四边形的面积有等式

xS (a, b) = S (xa, b) = S (xa + yb, b) = S (c, b) 

从而 x 的表达式为

S (xa, b) S (xa + yb, b) S (c, b) 

S(a, b) = S(a, b) S(a, b) 

把面积用行列式表示，即可得克莱姆法则的表达式

S(c, b) jc, bj 

S(a, b)=勹
因此我们可以归纳出：

x为由面积S(a, b)伸缩和切变到 S(c, b) 的面积之比例，是变化前后的面积之比。

同理，我们构造出 yja,bj = ja,ybl = ja,xa + ybl = la,cl, 得到 y=~ 。它的几何图形类同千
la,bl 

lc,bl 
X=—，咱不再画了。

la,bl 

3. 7.2 三阶克莱姆法则的几何解释

三阶线性方程组如下：

a1x +b1y +c1z = d1 

a2x+b2y+c2z = d2 

a3x+b3y+c3z = d3 

其克莱姆法则的解为

2323 

dlddc1cc 

23 

b1b2b3b1bb 
l

23

1

23 

aaaaaa 

= z , 

12323 cccc1cc 

2323 

lbb 

l 
dddb a_a2aJ3ala2aJ3 

__ y , 

23 

IC 

23 cccc 
l 

c 

2323 

b1bbblbb 
l23123 
dddaaa 

,1 __ x 

同样地，三阶列向量a、 b、 C、 d、 x分别表示为
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第 3 菜 行列式的几何总义

因此三阶线性方程组表示为 (a, b,c)x = d 。与二阶克莱姆法则的推导类似，下面推导三阶
克莱姆法则。

对于三阶线性方程组的系数行列式忆，b,cj, 我们构造出：

xla, b,cl = jxa,b,cl = lxa + yb, b,c j = lxa + yb + zc, b,cl = l(a,b,c)x,b,cl = jd,b,cj 

jd,b,cl 
x= 

la,b,cl 

类似地，我们可以得到y= la, d,cl la,b,dl 
, z= 。

la,b,cl la ,b,cl 
据上述推理过程，绘出 ld,b,cj 

X= 
ja , b,cl 

的几何图

因此

形如图 3-27 所示。

X 

xa 

a 

。 z 

图 3-27 三阶克莱姆法则的几何解释

由图 3-27 看到，由向量d、 b、 C张成的平行六面体的体积忆， b , c l 除以由向量a、 b、 C 张

成的平行六面体的体积忆，b,c l 就是向量 a 的伸缩量x值。因为我们看到 ， 在图所示的变换中，

以 b、 C两向量张成的平行四边形面积 S(b,c) 为底的平行六面体的变化过程中，只有向量a 进

行了伸缩变化，其余的平行六面体的变化只是先后沿着向量 b 和 C的方向进行了等体积的切向

变化， 因此向量a 方向的高度没有变化。

克莱姆法则的意义是可以用方程组的系数和常数项的行列式把方程组的解简洁地表达出来。

但在实际工程应用中由于计算量较大，常常采用高斯消元法来解大型的线性方程组。在后面的

线性方程组一章（详见第 6 章）中，我们将探讨高斯消元法的几何意义。

在以上的行列式的各类性质的几何解释中，除了伸缩、旋转、镜像就是切变，向置的大小
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线性代数的几何意义

和方向在变化，但没有对向量进行弯曲、扭曲变化，全部是直线段的变化。所有的变化保持直

线性。因此行列式的计算中包含线性变换的内涵。 这个意思到了矩阵一章就比较清楚了。

3.8一类行列式的几何意义

3.8. 1 最后一列为 1 的行列式

某一类行列式的形式如下：

a, I al2 . . 0 Qin-I } 

a21 a22 · · · 生，,-1 1 . . . . . . 

anl an2 . . . ann-1 1 

这类行列式有个特点，就是行列式的最后一列全部是数字 1 。 在前面章节中我们给出了一

般行列式的几何意义，比如三阶行列式是由三个三维向量所张成的平行多面体的有向体积， 那
么对千最后一列的元素全部为 l 的三阶行列式至少也有同样的几何意义。

这类行列式看起来很特殊， 不过在解析几何中应用满多的， 而且此类行列式除了前面所讲
述的一般情况下的几何意义外还有更简洁的几何意义。

对于二阶行列式 I::: ~I· 其一般的几何意义是由二维向量a = (au, I) 和 b = (a2" I) 所张成
的平行四边形的有向面积 （见图 3-28 Ca )), 其值等千 a11- a21' 如图 3-28 ( b ) 所示 。 显然，

两个向量的末端都在一条直线上。

X2 I X2 

11 a (a11,l) ~ . b (a21, l l 1 L a (a11, l ) b (a21,l) 
－－－－一一一一一一一·- .,. - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -i>- - - - - - - - ~ - - - - - - - • 

。 a11 a2, Xi 。
all a21 X1 

(a) I (b) 

图 3-28 含 "1 "二阶行列式的有向面积等千有向线段长

另外，从行列式的值的表达式 a1 1 - a21' 直接得到另外一个几何意义，就是坐标 x 轴上的有

向线段五石的有向长度。显然， 如果此行列式为零， 那么向量a、 b重合；在解析几何上可以

判断点 a、 b 重合。

'a,1 a12 1 
对于三阶行列式 1a2 1 a22 1 1 ' 其一般的几何意义是由三个三维行向量 (lli I' tli 2, 1) 、

a31 G32 1 

(a21'a22'1) 、 (a31 1 a 321 1) 所张成的平行六面体的有向体积，如图 3-29 所示 。
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第 3 菜 们列式的儿何总义

I -- 一 、
、
、

X2 

x, 

图 3-29 含 "1"列的三阶行列式等千平行六面体的有向体积

显然也可以看出，三个向量的末端都在一个平面X3 =1 上，这一点下面马上提到。

对于三阶行列式，我们可以利用行列式的性质对其进行变换，第 2 行和第 3 行元素分别减

去第 1 行元素，进而按照第 3 列进行展开，得到一个二阶行列式：

a11 a12 1 a11 a12 I 

a 2, a22 II= la21 -a,, a22 -a,2 0 = a21 - a,, a22 - a,2 

a3, a32 II la3,-a1, a32-a,2 0 
a3, - a,, a32 - a,2 

二阶行列式 1
先 -all 生2-~2

I 的向量张成的面实际上是在二维平面 X3 =}上，即由行向量
生）一气知一气

从= (a21 -au, a22 -a12) 和兀仁(a31 -au, a32 -a12) 所张成的平行四边形的有向面积，如图 3-30
所示的阴影平行四边形。

向量 Al~ 

b (a21,a吵 l) I 一

A2 

向量 A1A3
。 X2 

, X1 

图 3-30 含 "1"三阶行列式的有向体积等千有向面积

稍进一步，更具有实用意义的是此行列式还等于在二维平面 x3 = 1 上以三点 A1 (a11, ~2 ) 、

~(a21, a22) 和 ~(a31, a32) 为顶点的三角形 M1~A3面积的 2 倍，见图 3-31 中的阴影三角形。

、
、

、
、

,
、, 
I

、

I , _ -

生 I - -

b (a21,a22, 1) 

X2 

X1 

图 3-31 含 "1 "三阶行列式的有向体积等千顶点三角形面积的 2 倍
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线性代数的几何意义

有个推论就是，如果行列式等千零，那么六面体的体积等于零， 三角形的面积M,AiA3也

等千零，说明三个顶点4、 Ai-- 4在一条直线上。

a11 a12 a,3 1 
a21 a22 a23 1 类似地，对于四阶行列式 I I , 其一般的几何意义是由四个四维行向量所张成的
a31 a32 a33 1 
a4, a41 a43 1 

平行八面体的有向体积；同时也是三维空间 X =l 中以四个点 A1 (a11 , a, 2 , a13) 、 J~(a21 , a22 , a23) 、

A3 (a31 , a32 , a33) 和 A4 (a4, , a41, a43) 为顶点的四面体的体积的 6 倍；同时也是以向量 团刀、团工

和团兀张成（为相邻棱）的平行六面体的有向体积。

3.8. 2 一列为 1 的行列式的应用

al I Ql2 ... aln-1 1 

在解析几何中我们常常应用等式 D,, = ,~21~22 · · · 生，1 -l 1 
• : : j=O 来判断空间中点之间的关系，

比如，
an, an2· · ·ann-1 l 

n = 2, 一维数轴上两点重合

Dn = 0 • ~n = 3, 二维平面上三点共线
、n =4, 三维空间中四点共面

这个结论是 3.8. 1 一节的总结。下面我们看一看此类行列式在几何上的灵活应用。

例 3. 1 有行列式方程：

X y l 

a1 a 2 11 = 0 

bl 伈 l

此行列式方程表示过平面两点 A(ai, a2) 和 B(bi,b2) 的直线，其中 (x,y) 为直线上的任意一点 。
将其推广到空间中，如例 3.2 所示 。

例 3.2

X y z 1 

a1 a2 a3 1 I = 0 

b I b2 扒 1

C1 C2 C3 1 

此行列式方程表示，不在同一条直线上的三点 A(a11 a2, a3) 、 B(bi, b2 , b3) 、 C(ci,c2,c3)所确

定的平面，其中 (x,y,z) 是平面上的任意一点。

这个行列式方程也可以这样得到：

从初等几何的知识知道，过不在同一条直线的三点 A、 B、 C 的平面 II 是存在的 。 设平面
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第 3 卓 行列式的几何总义

rr 的一般方程为Ax+By+Cz+D =0, 那么平面上的三点和任意一点 M(x,y,z:) 满足方程组：

Ax+By+Cz+D=O 

Aa1 +B a2 +Ca3 +D=O 

Ab1+Bb2 +Cb3 +D=O 

Ac1+Bc2 +Cc3+D=O 

将这个方程看成是对于欲求平面系数A、 B、 C、 D 的齐次线性方程：

X y Z 门「A-

a1 a2 a3 l 11 B 

bl b2 b, 1 II C 
: =0 

c1 c2 c3 1 D 

因为这个平面是存在的，所以方程组有非零解，根据第 6 章线性方程组的理论，四阶矩阵
的行列式等于零，因此得到了题目中的结论。
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第4章向量组及向量空间的几何意义

我们知道，实数可看做一维向量（正负是实数的方向），复数可看做二维向量，那么可能

还有“三维数”、 “四维数”，乃至 "n 维数”。不过当年哈密尔顿失望地发现，要形成有加

减乘除四则运算的数系，只能是四元数，而且不得不放弃乘法的交换律。最后发现的八元数，

连结合律也维持不了。除此之外，其他维数的向最根本无法定义四则运算，更谈不上构成数系。

德国数学家格拉斯曼1844年引入了n维向量的概念。令人深思的是， n维向量既然不能成为有四

则运算的数系，那么它的结构是什么呢？这是19世纪抽象代数思想的发展的自然思考。研究表

明， n维向量全体，可以定义加法和减法，此外还有单个的“数”可以和向量相乘。这就是向量

空间（线性空间）的来源。此外，两个向量可以有“内积”和“外积”，但是它们都没有逆运算，

即没有除法。这是一个不同千“数系”的崭新的数学结构。果然，在向量空间的舞台上，产生

了具有深远影响的数学成就。

多个向量组成向量组，向量组关键的概念有线性相关性、秩等。有了向量组，就会产生向

量空间的概念，因为一个有限元素的向量组会张成一个无限元素的向量空间。

在向量组张成的向量空间里，基、维数、坐标等概念完整地勾画出了一个线性空间的全貌。

如果再加上线性映射、线性变换和基变换等概念，那么向量空间就是向量活动的一个社会了。

线性变换与向量空间是相辅相成、互相依存的。向量空间是线性变换的载体，没有向量空

间，线性变换无用武之地，没有归属感；反之，向量空间没有线性变换作用其上，向量空间就

是死的，空洞无物。这个关系有点像运动与物质空间关系的味道。如果大家建立了一个空间的

概念，作为运动概念的线性映射和线性变换就有了家园。

本章主要是从几何图形上弄清向量空间里的这些概念，让抽象的概念回归形象的几何解释。

线性空间里需要建立坐标系才能数量化，坐标系就是基，基就是由几个骨干向量构成的一

个有序向量组。因此，要讨论向量空间，先讨论向量组是正点。

（注意，本章循着向量传统的写法，用黑体拉丁文a、µ、 y来表示，这与本书其他章节向量

黑体小字母a、 b、 C的写法没有任何区别 ， 只是传统或方便的选择。）

4.1 向量组的几何意义

向量组是对有限个向量集合的研究。对向量组的性质了解清楚后，就会对矩阵和线性方程

组的性质认识更加深入。 因为矩阵实际上也是一个有序向量组。线性方程组实际上就是向量组

的线性表示。因此，在开展矩阵及方程组的研究之前，有必要先研究清楚向量组的问题。

向噩组里的向量们有哪些特性呢？有什么共性？有没有不变量？

有，这个不变的特性就是一个叫“秩＂的东东。下面我们来慢慢探究之。
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4. 1. 1 向量线性表示／组合的几何意义

1 . 线性表示／组合的定义

先看图 4-1 中平面向量集合，这个集合有七个二维向量，用坐标表示出来就是

a1 =(2,1), a2 =(3,3), a3 =(1,2), a4 =(-1,1), a5 =(-2,2), a6 =(—3,-1), a7 = (2, -2) 

仔细观察后发现： ; I +v • + 

I • 一 1 2
-U

垒

,~ . 

4
' X < 

a6 一 1

- 2-r a, 

图 4-1 平面向量的例子

向量也可以由两个向量 a1 ;flJ a3 相加得到，即 a2 = a1 +a3; 

1 1 1 
向量a4可以由 as乘以—得到，也可以由也乘以－－得到，即 a4 =-as 或 a4 = -—也；

1 

2 2 2 2 
向量 a6可以由 a2 的数乘和化的数乘之和得到，即 a6 =-la广山炉

3 2 
•••••• 

上面的例子是说，一个向量可以由另外一个或几个向量（向量组）用数乘之和的形式表示

出来，一般表达式就是p = x1a1 + x2a2 十 ···+xsas' 其中 Xi ,Xz, …，XS 是常数。这里称之发向覂』可
以由向量组｛妇吟'",as} 线性表示。或者讲，向量 p 是向量归吟.. · ,as 的线性组合。

我们研究一下线性表示的表达式P=x1a1 +x处+·..十环互，明显地：向量 al 数乘 X1' 向量生

数乘 X2, …，然后把数乘后的向量相加起来就得到了一个新的向量 p 。反过来讲，一个向量 p

被分解为几个向量的倍数。所以我们得到一个结论：
线阻且合或表示式的代数意义是向量数乘和加法的综合。

在第 2 章的向量介绍中，我们知道，数乘的几何解释就是在原向量的直线上向量长度的伸
长或缩短；两向釐相加的几何解释就是依照平行四边形法则对向量进行合并。因此向量的线性
组合的几何意义就是对向量组内的向量长度进行缩放后依照平行四边形法则进行合并相加，如
图 4-2 中的 al 和也合并成~; 线性表示的几何意义就是可以把一个向量依照平行四边形法则

分解（或投影）为向量组上的和，如图 4,-2 中的 a6 分解为生与化上的分量。

X 4 

爹－

一3

图 4-2 向量之间的线性组合及线性表示
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线性代数的几何意义

2. 向量被向量组所线性表示的几何意义

在图 4-2 中，我们已经知道： a4 可以被向量组邑｝线性表示，也可以被忆｝线性表示；也

可以被向量组｛仵~}线性表示， a6 可以被向量组 {az平｝线性表示。

下面我们只研究 a4 的线性表示方法。

a4 可以由多种向量组线性表示，只要这个向量组所确定的直线、平面或空间包含a4 o

比如 a4 可以被邑｝，｛织 ,a7} 等向量组线性表示。因为邑｝所能扩张的是一根直线（如

图 4-3 所示的虚直线），这根直线包含了 a4 。同理，{a5, a7} 扩张的是同一根直线。

、、、 ·- -1 y 

1~ 

a., I 
I 

L. 
X 

j_J -2 ,-—~~ — 
3 - - ~ 」

图 4-3 平面上，—个向量可以被不同的向量组线性表示

再比如 a4 可以被向量组 {a3,a6} 线性表示，同时也可以被向量组 {a2,a6}, {ai,a2,a6} 等线

性表示。因为，在图 4-3 的平面上，任何两个不在一条直线上的向量都可以扩张成这个坐标平

面， a4 当然包含在这个平面上，因此被这个不同方向的向量所组成的向量组线性表示。

换句话说， a4 可以被线性表示是因为a4 可以分解到这两个不在一条直线上 （或不同方向）

的向量上。这个结论容易验证，因为我们容易把被分解向量作为平行四边形对角线，把另两个

向量（或其延长线）作为邻边而构造出一个平行四边形。

我们把上述的平面二维向量扩充为空间三维向量（见图 4-4) 来继续讨论。
、, f X3 

、,

、 ·

',,,"'/-

a, 

图 4-4 空间上，一个向量可以被不同的向量组线性表示

图 4-4 中 a1 ~a1 仍在同一平面，新增加的向量as 与它们不在同一平面。

我们说， a4 不能被 {a6心｝线性表示，因为 a4 不在 a6 与 as 所构成的平面上。但可以说也

能被 {al心心｝线性表示，因为 {al丸心｝所张成的三维空间包含了也。

其实我们如果引入了极大无关组（见 4. 1. 4 节）的概念，则可以说得更简单而清晰：向量

可以被向量组线性表示的原因是，这个向量处于以向量组的极大无关组为基的线性子空间里面。

向量在向量组的子空间里面就可以被表示，不在里面就不能表示——就这么简单！

X i 
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第 4 章 向噩组及向量空间的几何意义

4. 1. 2 向量组线性相关的几何意义

如果一个向量可以由一个向量组线性表示，我们就称这个向量和向量组线性相关。另外的
说法就是，一个向量组里只要有一个向量可以由组内其他向量线性表示，我们就称这个向量组
线性相关。反之，如果向量组里的任意一个向量都不能由其他向量线性表示，我们就称向量组
线性无关。

图 4-2 中线性相关的平面向量组例举如下：

忆，a2,a3} 线性相关，因为 a2 =a,+ a3; 

{a凸｝，忆，a1} , 忆，a1} 都线性相关，因为 a5 = 2a4 = -2a7 ; 

忆，a凸｝线性相关，因为 a6 =-ia2 -扣f
...... 

仔细琢磨，我们就会发现一些规律，就是在二维平面上：

• 如果两个向量线性相关，那么这两个向量必然在一条直线上（估计这也是“线性相关”

术语的由来），两个向量的方向或者相同或者相反；反之也成立，例如向量(1.4" 0-s、也在一条直

线上，因此两两相关。

解释：因为在一条直线上的所有向量中的两个向量都具有 x倍数的关系，即P=xa, 所有

向量都线性相关。

• 不在一条直线上的任意两个向量一定线性无关，如向量q、 Q、公~(或久或°')、«

两两线性无关。

解释：因为一个向量必然不能被另外一个向量线性表示。如果一个向量能够被另外一个向

量线性表示，即」fl =xa, 那么这两个向量就是 x倍数的关系，就会在一条直线上。这与命题的

前提矛盾。

• 在二维平面空间上，任意三个向量必然相关，如也，免立3} , {a2,a炉a,} 等。当然，

三个以上的向量也必然线性相关。

解释：我们看看任意一个三向量 { a,P,r}, 如果其中任意两个如 a ... p线性相关，不用说这
个三向量的向量组也线性相关；下一步我们设a ... p线性无关，看看为什么这个三向量的向量组
就线性相关了呢？如图 4-5 所示，我们随意画出不在一条直线上的两个向量a、 p, 分别作出过
此两个向量的直线（图中虚线所示）；然后过第三个向噩 y 的头部点分别作a、 p 的平行线（作
投影），且交a、 /J直线的交点为 (Xi,X2)。至此，我们构造出了向量 y 的分解式 7'= x1a + x2P 。

-l I i 1 j ·J'I-

~$Y~J二
X ' 

r _..,1 
I ..,-o 、、 '

勹二．』． 二[—\. — 
图 4-5 平面上任意三个向噩必相关图解之一

改变向量 y 的位置，如图 4-6 所示，我们可得到同样的表达式，只是 XL 、 X2 的值不同罢了。
注意这里 Xi 、 X2 的值分别是投影分量和 {I., p 的比值，或称为坐标值，这个 4.2. 3 节有详细讲解。

. ~-· =-=--- 
_ 

~'~- - .87. 



线性代数的几何意义
、

、
、

、、 +
、
、
、

y 

叶 f - -—厂

L---
叱-- 1 . 

，合 、
、、;\ X 

_ 

七

;、, I—”
、
、
、

4

1 A 

一
、

.

,
、，
、

,

r
, 

、

·2
A 

、

, 
.
,
、

z

、

，

气
、

、

·

\ 、、
-

－

－

` 

11 

O , z z -z z -, 

,6 
, , , 

咖

，
令

一

·2-

I· - 2 、 、 、 、 、

x 

这个分解

Ca) Cb ) 
图 4-6 平面上任意三个向量必相关图解之二

就是线性表示式。因此{a,P,r}线性相关 （再强调一下，此命题在二维向量空

间中成立）。

对千通常：三维空间的向量，线性相关和线性无关也有直观的几何意义。 先考察三维空间
中两个向量的＿平性关系 。 由定义，它们线性相关是说其中一个是另一个的线性组合，即只与另

一个向量相差 个常数因子。 这就是说，这两个向量落在同一条直线上， 方向相同或者方向相

。 反之，如；两个向量落在空间里同一条直线上，那么它们就线性相关。 两个向量线性
则说这两个向 不平行，不能平移地搬到同一条直线上去。

现在来考.,, 三维空间中三个向量a、 p 、 y 的线性关系 （如图 4-7 所示 ） 。
X3 
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图 4-7 三维空间里三个向量线性无关

设向量飞、 y 线性无关。那么就有a、µ、 y 两两线性无关，任意假设a, p线性无关，则
明 O、 p不在 ［一条直线上，这两个向量所在的两根相交直线构成了一个平面 （

成的平面） ， 这，平面上的所有向量是X1a+x勹 p (X1 、 X2 为任意实数）。

既然a、 p 、 y 线性无关，那么就没有 Xia+ x2P = y 的可能。 也就是说向量？必然不在这个

平面上

实际上，逸三个向量中任意一个向量都不在其余两个向量所张成的平面内（见图 4-8), 如
果用这 I 

J 
三＾三维向量构成一个三阶行列式，那么必然张成一个平行六面体，同时行列式的值不

等于零。
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图 4-8 三个线性无关向量两两张成一个平面



第 4 猷 向量组及向量空间的几何总义

如果设向量a~p、 y 线性相关，这里有两种情况：

一种情况是三个向量在一个平面上（三向量共面）。正如前面讨论三个向量线性无关的情况

相反。任意地，如果a、 p不相关，那么 a、 p会张成一个平面 {x1a + x2P} ; 又因为a、 p 、 y 线性

相关，则必有？落在这个平面上满足 x1a + x2 p = y (x1 、 X2 因 y 的不同而不同），见图 4-9 ( a) 。

如果？不落在这个平面上，会得到 a、µ、 y 线性无关的矛盾。
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图 4-9 三维空间里三个向量线性相关图解之一

如果a、 p线性相关，但第三个向量？与 a C或 p ) 线性无关，则也会有一个平面张出来，

X 1 (b) 

仍然会得到三个向量共面的情况，见图 4-9 C b) 。

另一种情况是三个向量在一条直线（共线）上。继续前面的讨论，如果a、 p线性相关，第

三个向量？ 也与 a (或 p ) 线性相关。那么三个向量会无意外地落在同一条直线上，如图 4-10
所示。

X3 

-乡
~ 

匕乙----- ------ :=,::;夕飞厂

X1 

图 4-10 三维空间里三个向量线性相关图解之二

4. 1. 3 向量组等价的几何解释

两个向量组A 和 B 的等价就是这两个向量组能够互相被线性表示。详细地说，向量组A

中的每一个向量都可以被向量组 B 线性表示；同样，向量组B 中的每一个向量也可以被向量组

A 线性表示。或者说，如果把一个向量组中的任意一个向量拿出来放到另外一个向量组中，那

么另外这个扩大的向量组就会线性相关，而且不论原向量组是否线性相关。

根据前面分析的向量组线性表示的几何意义，我们很容易理解向量组等价的几何意义：

两个向量组等价就是两个向量组所扩张成的直线、平面或空间相互重合。

下面讨论的是三维空间中向量组的等价关系 。

1 . 直线上的等价向量组

如图 4-11 所示的三维空间中，共有三条分离的不共面直线， 每条直线上分别有两个、三

——- .89. 



线性代数的几何意义

个和四个向量。两向量 al 、 a2在一条直线上；三向量P1、化、 队在另外一条直线上；四向量

外 方为 "/4在第三条直线上。
X3 I 

I 

、

X2 

I I I 

图 4-11 直线上的等价向堡组

由此 ， 我们可以验证以下命题：

• 也｝，也｝， 也，a2} 是等价向量组；
• {P1}, {化｝ ， ｛化 } , {Pi, 化} , {Pi, 化｝，｛化，化｝，｛化 ，化 ，化｝是等价向量组；

• {y I }, {y 2}, fr 3}, {y 4 }'{y I' J'2 }, {y I'J'3 } , {y I'J'4 } , {y 2 ,')'3 } , {;'2 ,)'4 }, fr 3 , J'4 } , 

｛仇 ，几斗｝，｛仇 ，儿，凡｝，｛仇 ，兀 ， J'4}, fr2, J'3, 凡｝ ， ｛仇， Y2, 'Y3中｝是等价向量组。

其实上述命题不用验证也可以知道，因为我们罗列的等价向量组里的向晕都包含在一条直

线上，每个向量组都扩张成同一根直线。从代数意义上来说，在一条直线上的向量也是可以互

相线性表示的。因此， 可以有这样一个结论：

对千同一条直线上的向量 ，含有一个向量的向量组和含有多个向量的向矶组等价。

2. 平面及三维空间上的等价向量组：

类似地，三维空间中，我们看看平面上的向量组之间的等价关系。如图 4-12 所示 ， 向量

ai 、 fl; 、 n分别所在的三条直线共一平面（阴影平行四边形），因此向量a户 µ、 '1/i 中的任何一类

可以被其他两类线性表示， 例如有关系 a;= x1P; + x丸。
X3 

、 、

I 

X2 

x, ,," 
，，化

图 4-12 平面上的等价向量组

换句话说，向量 a， 、 ~ 、 n 的任意 c; 和 C; 组合的向量组所张成的向量空间都是同一个平面。

因此， 所有组合都是等价向量组。具体的等价关系如下：

• {a ;,P;}, {ap加， {P;,叶 {a;,P九｝是等价向量组 ， 比如 {al'化}'{a2'加，｛仇化，n小

、

、
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第 4 帝 向量组及向噩空间的几何意义

{a1,a2,P1, 化，听112} 是等价向量组。
如果一个平面再加一个平面外的一条直线 y 就是向量组所张成的三维空间，则不难理解以

下等价关系：

• {ai,pi' 沿，｛“九汛}, {P讥,yJ, {a;,P;,tt立｝是等价向量组，比如 {ai,化，Y1L 也，.,,, 心｝，

｛化，P2,归？心}:, {a1,a2, 化，P2, '1/i,'l/2' Yi, J'心心｝是等价向量组。

其实采用向量子空间 (4.2 节会探讨向量空间）基的概念，就会清晰地明了向量组等价的几

何意义：向量组A 中的每一个向量都在向量组 B 张成的向量子空间中；同样，向量组B 中的每

一个向量也在向量组 A 张成的向量子空间中。反之也成立，两个向量组如果张成的向量子空间

相同或重合，就说这两个向量组等价。

4. 1.4 向量组的秩和极大无关组的几何意义

向量空间中的向量无穷多，因此，可以有无数个向量组等价，而且等价的向量组中的向量

个数也不尽相同。

从前面的罗列中，还可以看出最短的等价向量组是只有—个向量元素的向量组；长的等价

向量组的元素可以无穷多。这里，最短的向量组实际上就是极大无关组，极大无关组的元素的

个数就是等价向量组的秩。如果等价向量组最小只有一个向量，则等价向量组的秩等千 l 。

我们可以这样理解极大无关组：从原来的较长的向量组中挑出一部分向量组成了一个新的

向量组，这个新的向堡组在某种意义下可以代表原来的向量组（因为两者等价，可以互相表出）；

同时这个新的向量组很纯净，没有躲在别入后面滥竿充数的向量，多余的向量被剔出了，向量

之间互相独立，个顶个，既不代表谁也不被代表（任一个向量都不能被其他向量线性表示）。这

些个顶个的向量个数就是这些互相等价的向量组的秩。

从几何意义上讲，在一个向量组里，如果有多个向量在一条直线上，那么直线上这些向量

只要一个向量就可以了，其他的同直线的向量可以被代表了。这个向量代表可以是直线上任意

一个非零向量；进而，如果向量组里还有多个向量构成或存在千一个平面上，那么只要有两个

非零非共线的向噩就可以代表其他的共面向量了；继续，如果向量组里还有多个向量构成或存

在于一个立体空间里，那么只要有三个非零非共线非共面的向量就可以代表其他的同立体向量

了 ......

所以，一个 n 维向量组可以通过几何意义上筛选得到一个极大无关向量组，筛选的过程可

以这样：

(1) 把共线的向量全部找出来；然后对每一个直线，各留一个向量代表，线上其余向量删

除。

(2) 把上述精简后的向量组里所有共面的向量全部找出来，然后对一个平面，各留两个向

量，面上其余的向量删除；

(3) 把上述精简后的向量组里所有共立方体的向量全部找出来，然后对每一个立方体，各

留三个向量，立方体内其余的向量删除；

...... 
(4) 把上述精简后的向量组里所有共超立方体 (n-1 维）的向量全部找出来，然后对每一
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线性代数的几何意义

个超立方体，各留 n- 1 个向量，超立方体内其余的向量删除；

(5) 留下的向量数小于等于 n, 筛选结束，剩下的向量则为极大无关向量组。

注意 ： 最后精简后的向量的个数就是原 n 维向量组的秩。 在整个精简过程中，每一步留下

的向量组虽然个数逐步减少，但每一步向量组的秩却一直没有变。秩是一个不变量。

作为例子，我们把图 4-12 中的向量组进行筛选操作， 首先一根直线留一个向量（可任意），

见图 4-13 (a), 得到了一个向量组｛妇化 ， 1/i,沿；然后把共面的向量留两个向量（可任意），

得到了包含三个向量的向量组 {Pi, 1/i, 'Yi}' 如图 4-13 Cb ), 筛选过程结束。
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图 4-13 筛选极大无关组

总结一下，采用向量空间的概念， 我们可有一个更全面的关千线性相关的几何意义的结论：

• 一个向量空间中 ， 一个向量组线性相关的话，那么这个向量组的全部向量会张成向量
空间上的一个子向量空间 ， 且子空间的维数小千向量组元素的个数；

• 一个向量空间中 ， 一个向量组线性无关的话，那么这个向量组的全部向量会张成向量

空间上的一个子向量空间，且子空间的维数等千向量组元素的个数；

（在理想情况下，如果向量组里的元素没有冗余，一个向量组可以张成一个和向量组元素

个数相同的子空间， 一个向量张成一维的子空间，两个向量张成二维的子空间……但残酷的现

实是向量世界也有多余的有裙带关系的混子，有关系的冗余存在，向量组的作用效率就低。所

以 ， 如果一个向量组 n 个元素张成一个小于 n 的子空间 ， 那么这个向量组就线性相关；如果总

是张成一个 n 维的子空间，那么这个向量组就线性无关。 ）

• 线性相关或无关的向量组的秩就是该向量组可以张成的最大子空间的维数；

• 两个向量组等价，就是两个向量组张成的向量子空间相同或重合。

4. 1.5 向量组例题的图解

下面介绍两个容易搞错的命题， 以加深印象。

例 4. 1 错误命题 1 : 若向量组｛妇免 ,a3} 中的向量两两线性无关 ， 则｛妇a2 ,免｝线性无关。

用二维空间的向量即可证明 。

如图 4-14 所示，向量组 {ai,a2,a3 } 的向量定义如下 ： a 1 = (2, 1), 免气3:,3), a3 = (1,2), 

显然 al 和 <Li' a l 和 ~ '生和 a3 线性无关（不在一条直线上） ， 但免 = al+ 也 ， 所以向量组

{al'免丸｝线性相关。
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I 

x 
4 

「- I 
图 4-14 三个二维向量线性相关，但两两线性无关

这个例题说明，向量al 、 a2 、 a3 属千二维的平面向量空间，而向量组的元素个数是 3, 超过

了向量空间的维数 2, 因而线性相关。一般的结论是， n 维向量空间里 n+I 个以上的向量必线

性相关。

例 4. 2 错误命题 2: 若 a, 和生线性相关， A和化也线性相关，那么， a产化和 a2 + P2 也

线性相关。

也用二维空间的向量证明。

如图 4-15 所示，向量定义如下： a1=(2, I), a 2=(-2,-1), P, =(-1,2), 化 =(-2,4),

则有 a,+ P , = (1,3) , a2 + 化= (-4,3); a, +化和 a产 ，2 不在一条直线上，因而 a,+ 化 和 a产化

线性无关。

\ 
\ 

\ 
\
' 

\ 
\ 

『~i\l j : x 
图 4-15 线性相关组的向量和不一定相关

这个例题说明， al 和生在空间~(直线）上， P1 和 化 在空间 v;~(直线）上，两个不同空

间上的向量（零向量除外）相加，必然会进入第三个空间（直线）、第四个空间（直线） ……以

致布满整个二维空间（平面），显然a产化和 a2 + P2 绝大部分线性无关。

4.2 向量空间的几何意义

向量空间也就是线性空间，顾名思义，当然具有直观的几何意义。线性来源千向量直线段

的几何概念，空间来源于二维平面或三维立体的几何概念。让我们真正幸运的是， 所有的五花

八门的线性空间（这些线性空间大多隐藏在我们的物理世界中而难以发现，隐藏在电子电路世

界里面的由电阻、电感或电容组成的电路网络，比如隐藏在代数里面的多项式和高等数学里面

的满足微积分运算的数的集合等）都可以和实数域上的线性空间 Rn 同构——空间的结构相同。

什么意思？就是所有类型的线性空间都和直线、平面、三维立体以及高维空间里的变换性质一

: .,. ::- . ; .93. 



线性代数的几何意义

样，所有类型的线性空间里的元素都可以和 R" 空间的点（向量）相互对应。一句话，向量空间

Rn 的几何图形化就是所有的线性空间的几何意义或几何解释。

实际上，本书对线性代数进行几何意义上的解释正是从实数域上的向量和低维的线性空间

R2 或 R3 的角度全面解读的。

形形色色的向量方向、长短各异，应该给它们分类，划分成集合便于分析研究。由千向量

的概念具有几何的特质，因此向量的集合通常叫做向量空间。这个向量空间里的规矩很多，有

人给出八条铁律，还有的是十条。其实只有两项基本原则： 一是任意两个向量叠罗汉（相加）

不能超出空间；另一个是任意一个向量伸头缩脑（数乘）也不能超出空间。

我们常常发现，在向量空间这所大房子里又可以划分出好多居室，每个居室里的向量们也

严格坚守着自己居室的同样的两项基本原则： 叠罗汉和伸缩头脑不能出室（呵，有些像小学生，

端坐笔直像一个个向量，下课了活动活动还不能出教室），这些大大小小的居室就是子空间。

需要注意的是，这些居室有个特点，就是共有一个原点，或者说都要包括零向量。空间和

子空间的图形大致有如图 4-16 所示的几种类型。

, , I \.::: 沪十／、乙、三 均
::.. ✓/,_-<--

x, (b) 

图 4-16 向量子空间的类型

向量子空间 SI 是一根直线（见图 4-16 (a)), 包含向量q、 lli' 因为两向量在直线上， q 、 4

相加和数乘运算不会超出直线的范围。向量子空间 S2 是一个平面（见图 4-16 Cb)), 包含向量

bl 、 h2; 显然向量 bl 、 h2 相加和数乘运算也不会超出平面 s2 的范围。同样，向量子空间 S3 的

．飞 l (a) 

X3 

& 

X1 

Cl 、 C2 也遵守相同的规则 （见图 4-16 Cc)); S1 、 s2 和 S3 都是 S4 的子空间，它们包含的向量

a户 h、½、~都属于 S4 空间 ， 所有向量的相加和数乘都不会超出三维空间的范围。

在数学教科书中，向量空间的标准定义一般是这样的：

设 v 是非空的 n 维向噩的集合 (n=l, 2, 3, …)，如果 v 中的向量对加法和数乘两种运算

封闭，也即

• 若 a, b EV, 则 a+bEV:

• QE V' 则 ka EV, k 为任意实数，

则称 v 为向量空间。

空间和子空间的说法可以不加区别 ， 一个空间也可以是自己的子空间。

向量空间主要有两种：一种是由 v 中的一个向量组张成的空间（比如由特征向量张成的特

征子空间等）；另一种是由齐次线性方程组的解集组成的解空间。实际上，线性方程组的解空间

也是由解向量所张成的。下面先看看由向量组所张成的空间的意义。
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第 4 章 向她组及向量空间的儿何总、兰

4. 2. 1 向量张成的空间

实际上，向量空间的概念就是对向量集合的一个划分。那么一个向量空间如何用数学式子

表达呢？换句话说，一个空间里面的所有向量（无穷多）如何用有限而简洁的数学算式表达呢？

前面已说过，一个向量空间满足两个基本原则：对加法和数乘的运算封闭。把加法和数乘

综合到一块，就是线性组合式x1a1 + x2a2 + ... +xii气。所以，我们可以使用一个向量组的线性组

合式来表达一个空间里的全部的无穷向量。这个向量组常常是极大无关向量组，也可以是向量
的相关组。

一个向量组可以线性表示出一个空间里的所有向量，反过来讲，空间里的所有向量都可以

分解为这个向量组的线性表示。那么这个空间我们就叫向量组张成的空间。

下面我们看看它的数学定义式。

设一个向量组 {apa2, .. ·,a11}, 这个向量组的所有的线性组合生成一个向量集合：

{xlal +x2a2 +···+ xna/1 lxi,X2, " ',X11 ER} 

此集合常称为 Span{ ai, a 2, … ， all}' 即为由向量组 {a1 ,a2'…， an} 张成的向量空间。

请注意：这个向量空间的代数定义和前面的加法与数乘的定义是等价的。

图 4-17 中给出了由向量组 {ai, a2} 张成的向量空间平面 S 的例子：

S =Span{a1 平} = {x1a1 + x2a2 I xi,x2 ER} 

图 4-17 中显示，由两个不相关的向量使用平行四边形法则可以生成平面上所有的向量。
✓✓✓ 

4a ✓ 

2 

{x2a2 I x2 ER} 

-4a1 -3a1 -2a1 -a1 
嚷，．．．

-a 0 a1 2a1,A3a1 4a1 
2 

,,,, 

-202 
-3a2 

-4112 / I {x1 a1 I x1 ER} 
(b) 

图 4-17 两个向量生成了整个平面

首先图 4-17 Ca) 生成两个主轴 ： al 的任意数乘 x1 a1 生成横轴， a2 的任意数乘 X2ll2 生成

纵轴；然后图 4-17 (b) 显示了生成的整个平面：横轴和纵轴上的无穷多向量配对相加（几何

上是平行四边形法则）生成覆盖整个平面的无穷多向量。

@ 我们在讲行列式的几何意义时说，行列式的 m维超平行多面体像是一个枝繁叶茂的大树所
构成的一个物理空间，主枝干就是行列式的 m个行向量或列向量。虽然向量数量可以是无穷多，
但这个物理空间是有限的，空间的体积就是行列式的值。

由向量所张成的线性空间是无穷大的，空间里的向量也是无穷多的。因为在向量空间的数
学定义式｛平lli +环乌十 · ·+xna/1 区，Xi,…，x产：R} 中，系数可以无穷大，所以可以张成无穷大的空 间。

, , , 
/ 

(a) 

/ 
/ 

/ 
/ 

{x1a1 +x峦仄，X2 ER} 

4.2.2 子空间的几何意义

子空间的一般定义是这样的 ：
．一. -- • —..:..._ - _; =-=-- . .95. 



线性代数的几何意义

如果 V 和 H 都是向量空间，而且HcV, 则称H 是 V 的子空间。

具体说来，由向量空间中的一些向量张成的子空间，其定义如下：

设｛妇气，…，气，｝是 n 维向量空间 V 的一个向量组， m~n, 这个向量组的所有的线性组合生

成一个向量空间：

Span也，“五.. ,am}={x1a1 +x乎 +· ·· +xmam lx1,X2, · ·· ,X111 E ]R} 

向量空间 Span{a1 ,a2, …, am} 称为由向量 a1 , a2,· ··,am 张成的子空间。

这里要提醒一下， 0 向量是唯一的，既属千 V 空间也属于H 空间。任意一个子空间 H 都

要包含 0 向量，否则就不能满足加法和数乘的封闭运算。

下面来一个三维空间中由两个三维向量a = (ai, a2 , a3) 和 b = (bl , b2 , b3) 张成的一个平面二维

空间的图例（见图 4-18) 。
3 x 撼

，
/ 

/ > Xi 

，三~•------T/勹严-- 
------

图 4-18 三维空间中的二维子空间

这里注意一个小细节：两个三维的向量张成了一个二维的平面，这个过原点的二维平面是

三维空间的二维子空间。二维子空间里的向量和三维空间里的向量一样都是三维向量。

1. n 维实线性空间R的子空间

R" 表示所有 n 维实向量所构成的集合。每个向量中的元素是实数，元素个数是 n 个。如矿

表示平面实向量集合，飞表示三维空间实向量集合。

三维向量空间 RJ 的所有子空间包括：

三维子空间：本身飞 =Span{a1 平丸} (lli、约 么线性无关），作为自身的子空间表现为

一个立体空间，同自身一样，也包含原点；

二维子空间：如 Span{时免} (q、也线性无关），表现为通过原点的任意一个平面（注意：

二维空间飞不是飞的子空间）；

一维子空间：如 Span{a1} (a1 丑 0)' 表现为通过原点的任意一条直线；

零维子空间：只包含原点 0 向噩，只有零空间。

图 4-19 给出了 R 3 的所有子空间的图形。

图 4-19 中， V 为三维向量空间即 R3' 它可以由 Span{ai,a2,a3} ( lli 、妇么线性无关）

表示； H =Span{ai,a2} (q、生线性无关），表示一个二维子空间； K=Span{也平} (lli、么线

性无关），表示另一个二维子空间； H 和K的公共集合交集H门K =Span{a,} (a1 =t= 0), 是一维

向量子空间；上述所有的子空间皆包含零向量 O= (0, 0, 0); 当然零向量自身可以组成一个零

空间。
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第 4 淮 向篮组及向就空间的几何总义

HnK 

图 4-19 飞空间的所有子空间

2. 子空间要过原点的几何意义

前面在介绍子空间的概念时，总是在强调过原点，或者所有的子空间一定要包含零空间在
内。为什么？这是硬性规定吗？

实际上，在坐标系下讨论的向量，不能称之为自由向量，因为所有的向量的尾部都被拉到

了原点上，或者说，空间里的所有向量都是从原点出发的（见图 4-20), 大家都有一个共同的

零空间，这就是为什么所有的子空间一定要包含零空间的原因了。
儿，3

x, 

图 4-20 空间里的所有向盎都是从原点出发的

为什么要把向量的尾部都拉到原点呢？在前面向量的基础几何意义一章讲过，那就是为了

用解析方法研究向量的方便，因为这样就可以把向量和空间中的点一一对应起来。空间中一旦

建立起了坐标系，点有坐标值，那么我们就用点的坐标表示与点对应的向量，这样向量就有了

解析式，就有了向量的坐标表达式，我们就可以方面地使用代数中的矩阵技术进行分析计算了。

假设一个子空间没有通过原点，那么从原点出发的向量必然“头尾不顾“，造成了向量头部

在子空间上而尾部在空间外（因为原点在空间外）。当然，向量的加法和数乘也都跑出这个子空

间外面去了，如图 4-21 所示。 这说明对线性变换运算不封闭，因此这个“子空间”不是真正

的向量空间。
X3 

X2 

图 4-21 不过原点的平面不是二维子空间

图 4-21 中，严格来讲向量a和 P 并不在平面空间 s 中，因为只有向量的身体的全部在上

面才算数，而向量a和 P 只有头部在平面上。但如果a和 P 向量是采用点坐标解析式表达的话，
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线性代数的几何意义

我们常会误认为这两个向量 （实际是点）在平面上。即便这样，向量a 的数乘 xa 的头部还是
超出了平面 s 之上， a和 P 相加的和向量a+p 的头部也超出了平面之上。因此，它们对向量

的加法和数乘运算不封闭。所以，不过原点的平面 s 绝对不是二维向量子空间。

＠实际上，在三维几何向量空间中，凡是过原点的平面或直线上的全体向量组成的集合都是
R3 的子空间，而不过原点的平面或直线上的全体向量组成的集合都不是 R 3 的子空间。

4. 2.3 基、维数及其坐标的几何意义

在解析几何中，为了研究几何图形的变换，我们总是在一个固定的坐标系中讨论，进而把

几何问题转化为代数问题。同样，在 n 维空间几何中，我们也要选定一组基底来应用向量和矩

阵分析的工具。

对于向量空间 V 中的一个有序向量组｛吟气，…，气｝，若满足：

• a1 ,a2, …，all 线性无关；

• V 中任意一个向量 a都可以由 a1 ,a2'…, all 线性表示，即 a= x1a1 + x2a2 + ... + x11a11, 

那么称向量组 {a凶朽，…，aJ 为向量空间 V 的一个基；称向量组 {a,,a2, …， a"} 的元素个数 n

为向量空间 V 的维数；称有序数组 (X1 ,X2'… ， xn) 为向量 a在基 {al生产,an} 上的坐标。

1. 基的几何意义

基是向量空间的一组很“结实”的向量集合，每一个基向量可以像房屋地基的每一块石块

一样支撑衍生出空间中的全部向量。因此，首先一个基能代表或衍生出空间里的所有的向量，

缺一不可；其次，作为基的每一个向量都是个顶个，谁也不能代表谁，它们必须线性无关，它

是一个极大无关向量组；

我们给一个向量空间找一个基，目的是为了给这个空间定一个坐标系，以方便我们定位和

计算向量。一个基实际上就是选取的一个坐标系，另外一个基就是选取的一个新的坐标系。基

是坐标系在线性空间中的推广。基向量对应坐标系的坐标轴，有几个基向量就有几个坐标轴， n

维空间的一个基就需要有 n 个基向量。下面我们看看R" 空间中的几个基的例子。

图 4-22 (a) 中，一维向量空间 s 是一条过 0 点的直线，向量 a1 -:;t:.O 并属于直线 s' 因而

可以讲 s 是向量a张成的向量空间 S =Span(a), 所以向量组{a}是向量空间 s 的一个基。
s 

I s 

a1 

乙
0 <Xi 

(a) (b) 

图 4-22 一维和二维空间的基

图 4-22 Cb) 中，如果二维向量空间 s 是飞中的一个平面，且 al、生是平面 s 上的任意的

两个向量，其中任意一个都不是另外一个向量的倍数，因此向量组 {ai,aJ 线性无关。平面 s
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第 4 贮 向掀纠及向單空间的几何总义

可以看做向量al、生张成的向量空间 S = Span{a i, a 2}, 所以向量组 {a1 ,a 2 } 是向量平面的一个基。

在图 4-23 中，三维向量空间 s 是R 3' 三个标准单位向量 {ei,e2, e3} =: {(l, 0, 0), (0, I, 0), (0, 0, I)} , 

因为el 、 e2 、 e3彼此线性无关， 可以生成 R3' 因此向量组 {ei, e2 ,e3} 是 R 3 的一个基。这个基的
基向量是由标准单位向量组成的，因此又称为标准基。

ei 
,, 

,, 
,, 

,, 
,, 

,, 
s 

图 4-23 三维空间的标准基

2. 坐标与维数的几何意义

一个基包含的向量个数就是坐标轴的个数，也就是向量空间的维数。维数是空间的一个本

质特征， 它不依赖于基的选取。选取不同的基，基向量的个数不会改变，维持支撑空间的维数

不会改变。这就是为何称之为“维数”的原因。

一个向量空间的基选定后，其坐标是什么？如何求取？ 下面我们接着看看几个图示的例子。

1) 一维基及其坐标刻度

一维空间 S, 维数为 1, 只需一个基向量。当选取的基为 {a} 时，坐标选取见图 4-24 ( a ) ; 

当选取的新基向量P 为 0 .5 a 时，坐标刻度的密度加大一倍， 见图 4-24 Cb ) : 当选取的新基向

量? 为 -a 时，坐标轴方向也随之反转，见图 4-24 Cc) 。

显然 ， 坐标袖的刻度是以所选基向量的长度为基本单位的 。

(5) 
(4) , 

s 
(-3' ✓ 

s 

(22 (3) (-2 

(-1) 
(-1 

(-2 

(-2) 

(a) 
(·3 

(-4) 

(2) 

(b) 
图 4-24 一维空间的坐标刻度

巨一一

/" 'Y 

(-1 

(c) 

2) 二维基及其坐标刻度

二维空间 S, 维数为 2 , 需要两个基向量。当选取的基为 {al' a2} 时，坐标选取见图 4-25

( a )。两个坐标轴分别与向量al 、 al 共线 ， 刻度的划分是遵循向量加法的平行四边形规则 ； 或

者说 ， 坐标网络就是由坐标轴上的基向量为基本单位作平行线所构成（注意，在这里我们不要

沿袭笛卡尔坐标系的习惯， 试图把空间中的一点（一个向量）向坐标轴作垂直投影）。
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线性代数的几何意义

s 
(-1 ;2.) (0,2) (1 ,2) (2,2) 
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;';';' 
;';';',," 
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(b) 

图 4-25 二维空间的坐标刻度

另外，在二维空间中，确定基向量的顺序是必要的。在向量组的讨论中我们不强调向量组

中向量们的顺序， 但作为一个基的向量组就要有顺序了。显然，如果基向量的顺序进行了调整，

坐标值也相应进行调整。在图 4-25 C b ) 中 ， 我们把图 4-25 ( a ) 的空间 s 的基｛亿，免｝调换

了顺序成为一个新的基 {a2丸｝，当然空间中的坐标也变了。

另外，我们在上述的例子中也看到了基与直角坐标系的不同，两个基向量不一定垂直；在

刻画坐标网络时不是直角坐标系的垂直投影，而是平行四边形坐标网络，分割一个坐标轴的坐

标线是与另外一个坐标轴平行的关系。一个基向量的方向是对应坐标轴的正方向，坐标单位是

基向量的长度。

3) 三维基及其坐标刻度

三维空间的一个基包含了三个线性无关的向量 {a,P, r} , 空间以a、 p、 y为基的坐标刻画满

足平行六面体法则，见图 4-26 , 向量 (1 , 1, 1)是与原点相对应的平行六面体的对角点。

(1, 1, 1) 

(0,0,2) (1,1,0) 

" 

(0.0,-1) 

图 4-26 三维空间的坐标刻度

下面对千一个三维空间中的二维子空间，我们看看它的基及其坐标是如何刻画的。

4) 三维空间的子空间的基及其向量坐标

在图 4-26 的三维空间的例子中，设向量a 的坐标是 (1 , 1, 0) 。如果我们要研究由向量组

{a,P} 张成的子空间 S= Span{a ,P}, 这个二维的子空间现以向量组a、 P为基，那么向量a在 s

中的坐标是什么？从图 4-27 中可以看出 ， 向量a的新坐标是 (1 , 1 ) 。

.l ~O. -- =-- -:- :·- -- - - == '- -- - -- - .,.. -



第 4 咂 向晕组及向矶空间的儿何总义

I I 

I 
I 

、
(0.2.0),I 

、
I 

\、 (0,1.1) / (1.1,1) 

(0,0,3)', 
.._---, 一一一一大

、/、、 I I 、、

'"'~:、::~--~;,,,
圈'"" ----

(O,o.oy 、、 a (1,0,0>

I (0,0 ,-1) 、

图 4-27 三维空间的二维子空间里的向噩坐标

总结一下：向量 a在三维空间 Span{a,化y} 中的 B 坐标是 (1 , 1, 0) , 其中 B= {a ,p ,y}; 而向

量a在二维空间 Span{a,P} 中的 B 坐标变成了 (1 , 1) , 其中 B={a,P} 。

9 空间坐标系
前面说过，建立坐标系的目的就是把空间向量的线性变换转化为坐标的运算。在我们讨论

向量和矩阵以及向量方程中，仿射坐标系和直角坐标系最为有用。
在空间中任取一点 0, 以点 0 为起点任意作三个不共面的向量合今名，这就建立了一个仿

射坐标系 ， 记为 [O;ei,e2,e3}, 有了这个仿射坐标系 ， 我们就可以建立空间向量和三元有序数组
（即坐标值 ） 之间的一一对应关系了。就是说，在坐标系中的任意向量 a 可用唯一的有序数组
(apa2, a3) 来表示关系 ： a = a1e1 + a2e2 + a迅。
在这里，点 0 称为坐标原点，§、今名称为坐标向量或基，过原点且与坐标向量同向的直

线称为坐标轴，有序数组 (aua2,a3)称为向量 a 的坐标。
仿射坐标系按手征性分为左手坐标系和右手坐标系。
特别地，如果仿射坐标系 {O; i , j, k } 的基 i、 j、 K是两两垂直的单位向量，则称之为直角坐标系。

i、 j、 K所在的坐标系分别称为 x轴 、 y 轴和 z 轴 。 我们常用的直角坐标系为右手直角坐标系。

4.2.4基变换的几何意义

1. 基变换及坐标变换的图解

在直角平面坐标系（实际上为单位正交基 i 、 j) 的空间中 ， 有两个向量a = (2, I) 和 p = (I, 4), 

如图 4-28 (a) 所示。这两个向量线性无关（不成倍数关系），让它们构成平面空间一对新基。

有另外一个向量y =(7,7), 则可以把它拼凑为这两个新基的线性组合（而且组合是唯一的） ：

凶,,,... 

y 

.,,. / 
I✓ 

3a 

5 。

s 

5 

一一2 ➔一 一 一．．

Ca) Cb) 
图 4-28 基变换及坐标的变换例 1

1 . 
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线性代数的几何意义

图 4-28 (a) 为原坐标系下的三个向量，向量 y 可以通过扩张a到三倍， 并与 P 合并而成；

图 4-28 C b ) 为重新划分的坐标网络，可以看出，向量y 在新网络下的坐标值确实是 (3, 1) 。

2. 基变换及坐标变换的公式

前面的讨论告诉我们，在一个 n 维的线性空间中，可以取不同的 n 元素无关向量组作为基。

那么这个线性空间的任意两个基之间必有关联，这个关联是什么？还有，一个向量a 在一个确

定的基下有一个确定的坐标，这个向量在不同的基下有不同的坐标。第二个问题是，任意两个

基上的坐标之间有什么关联？

一个 n 维线性空间 V , a 1, 气，…， all 和 P,, P2, …, P,, 是 v 的两个基。先将佑，气，. . . ,all 作为空

间的基，那么向量组 Pi, P2 , … ， Pn 可以由妇吁... ,a,, 线性表示为

a 11 
仇= a11a1 +a12a 2 +· · . a +alnan =(a1,a2,···,a11)I :12 . 

al 
a 

=(a1i, a,2, .. · ,a111) I ·:2 . 
a 111 

a21 

化 =a吧 +a22 a2 +· ·· +a2na11 = (ai, a 2," ', a /1 )1~22 

a 211 

a I 
a 

= (a2i, a22,· ··, a211)j :2 

a n 
•• 

a 11! 
Pn = a lllal +all2a 2 +·.. +an/la/I = (al'a2,. ..'an)I~n2 

" 
n 

a I 
a =(an)'a112'. . . ,a/111)1 :2 

a nn 
a " 

将以上 n 个表示式合并为

all Q21 ... anl 
(Pp 化，．．．，凡） =(a1,a2,- ·- ,a11)j~t2~22 ... q112 

a In a 211 .. . a 
”“ 

(4-1) 

或者

, 

12 
PP· 

all al2 .. . aln 
~21~22 ... q21l 

12 
aa. 

(4-2 ) 

Pn 丿 L anl an2 ... a,,/1 」\ all 

式 (4- 1 ) 或式 (4-2) 称为由基妇吟•••,all 到基 Pp P 2, …， Pn 的基变换公式，其中，矩阵P=

a,, a"·•• a., I I a" a" … a,. 
知知…:112 I 或 P'=~21~22··· 巠n I 称为由基a1,a五. ,an 到基p"化，… ， Pn 的过渡矩阵。
a a 111 211 ... a nn a a 111 n2 .. . a 

1111 

注意两点 ：

(1) p 和 P ' 互为转置矩阵，这取决于你将基向量q和化看做是行向量还是列向量；
- -',. -·· 个一- - -

(2) 过渡矩阵P 的列向量和 P' 的行向量芬别是pi, 化， ． ． ． ＇ ，＂在基 a1'a2'…, a,, 上的坐
标（按序排列成矩阵），换句话说，把仇在基a1,a2,···, an 上的坐标一列列地排列而成过渡矩阵P 。

以上得到的矩阵P 和 P' 给出了第一个问题的答案，就是线性空间的两个基之间是可以互
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第 4 猷 向噩组及向璧空间的几何意义

相转换或变换的，变换的矩阵称为过渡矩阵。 下面我们看看一个向量的坐标的转换是什么？

设向 量 a 在两个基吟免，• • • ,all 和化 ， 化，.. . ,P" 下的坐标分别是伈， X2, .. . 'Xn) 和

(x\,x'2, …, x'n)' 则向量a 在基时气，…，an 上表示为

也

a = (Xi, X2, · · ·, xn) I~2 
X1 

＝包，免，.. ·, a.It) I : X2 
. 

(4-3) 

a 
n x n 

同时，向量a在基P"P2, .. ·,Pn 上表示为

a=(x\,x', , ·· ·,x'.)\ i: l=(P, , 化，. ,,J~:: (4-4) 

Pn丿＼立
把前面的基变换公式 (4-2) 和公式 (4-1) 代入式 (4-4) 得到

a=(x\,x'2, · ,x'.)P'\ :; j= 包， a, , · • -, a.) P尸
an x n 

(4-5) 

因为一个向量在同一个基下的坐标是唯一的，所以，对比式 (4-5) 和式 (4-3) 中的坐标

部分，得到

(Xp X2, · ·, X 11) = (X'i , X \ , · · ·, X \) p 1 (4-6) 

或

~~I= pl~:~ 
X 

/l x , n 

(4-7) 

至此，我们得到了坐标转换的公式。

假设已知坐标 (x'i, x'2, …, x'll)' 直接使用式 (4-7) 即得到新基下的坐标 (Xi, X2, …， x,i) 。

反之，如果已知伈， X2, .. , 心）求（忒， x\, · · ·, X 1n) , 即公式

~:: 1=P一 I I~: (4-8) 

X n丿\xn 
在上述推导中，一并给出了行向量和列向量的清形。 不过大多教材只处理列向量的情形，

我们以后也只处理列向量，或把向量统统默认为列向量。

Q 基过渡矩阵和向量转换矩阵
请注意一个容易搞错的地方：在列向量的习惯下，由旧基矩阵计算得到新基矩阵的变换矩

阵是基过渡矩阵或转换矩阵P, 公式为式 (4-1) , 右乘旧基矩阵； ，面任-严个邱量也淇啪坐标
、 l 应新坐标的公式是式 (4-8) , 其向量坐标的转换矩阵是尸匕气乘向量，用的是基过渡叮
~ 

的～灯0~ 下面我们举例说明具体的基过渡矩阵和坐标转换计算。
例 4.3 如图 4-29 所示，二维平面空间的一组基为Q、 ll-;. (没有具体值），平面有一向量a,
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线性代数的几何意义

由图知 a =(-2,2)T 。我们再取一组基 p1 、 P2' 新基在原来基Q、生上的坐标分别是(-』:)T' 
2 2 

(-1,-1? 。把它们按顺序排列起来，得到了由基釭也过渡到基ft., P2 的过渡矩阵为

P= 『½\ -I 
斗 -1

:::::::~/;'.:'.> /~ 分
>/'i',~,<_ ")·<'>,<' 
图 4-29 基变换及坐标的变换例 2

过渡矩阵也可以由列出的基的表示式方程组得到。把P1 = I －飞 +-a2, 化= -a1 -a2 按列
2 2 

向量排列即可析出过渡矩阵

-- -1 
（化，PJ = (ai,aJI j 

- -1 

过渡矩阵对不对，我们验证一下。用过渡矩阵求向量a=(-2,2?在新基p1 、 P2上的坐标，用
坐标转换公式：

(~:J= rl(~:)= -i =:f (了） =½l~½-½I门）= m 
看看图 4-29, 向量 a 在基pl 、 ,2 的坐标网络中的坐标正是GJ- 过渡矩阵和坐标转换公式

得到验证。

4. 2.5 欧式空间及内积推广

诸位可能注意到了，前面讨论的向量空间没有谈到向量长度之类的问题。是的，不涉及长

度和角度的向量空间一样可以自成体系。如果在向量空间里再定义向量的长度和角度等概念必

须定义内积，定义了内积的向量空间称为欧氏空间。

在第第 2 章章中，我们把向量内积称为点积，简单的内积运算写做a·P很方便，如果多向

量作内积运算估计容易弄丢小点点，常把内积运算表示式的向量用逗点分开再用小括号括起来，

如 (a,P) 。

1. 欧式空间是加了内积运算的线性空间

在现实世界的二、三维空间里，我们是需要对向量进行度量的，比如要知道一个向量的长

度是覂尘堕二四f匣覂堕来角是多少翌主＿两个向量是否正交啊笠问题（见图 4-30); 同时，由
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第 4 帝 向吊组及向揪＇个间的几何总义

向量构成的几何图形也有距离和角度这两个重要的性质等。咋度量呢？或者说在一个线性空间
中如何定义长度和夹角呢？

X3 

图 4-30 欧式空间的度量

实际上，如果我们定义了两个向量的内积，那么空间里向量的长度、夹角、正交等问题皆
可以迎刃而解。

比如以 R江的向量为例，一个向量a= (xi,xi)T, 那么它的长度是以直角边边长为 I I I I 芍、易

言用二用井声气担斐，据勾股定理得到该向量的长度为＄言百

V. /\I. ., 尸i\F

叫＝石言＝如，X2)(xi,矿=J(矿，叫 ( 4-9) 

两个向懿的夹角可以间接地用其夹角的三角函数表示。假设另一个向量P = (Yi,YJT, a 与
x 轴的夹角为01'p 与 y 轴的夹角为02, a 与 P 的夹角为0, 则有

cos0 = X1 1'sin01 = x2 cos0 =片
卢卢'2 扫了 , sin 02 =—上

汇刃
因此a与 P 的夹角余弦表示为

cos 0 = cos(01 飞） = cos 01 cos 02 + sin 01 sin 02 = 砂I +X2Y2 

言笥＋沁

cos0 = 劝1 +X2Y2 (a,P) = (4-10) 五言况言 lallPI
三要的概念可畟匣归覂表示，说明内积是一个更一般的概念（双

线性是面五顽更加＝般苟，；、，咱以后再提），一个线性空间如加了内积的定义，就不是一般的
线性空间了。

欧式空间其实是特殊的线性空间，是定义了内积的线性空间，完整地讲是实数域 R 上具有

内积的线性空间。从同构意义上讲， n 维欧式空间是以 Rn为代表的。在一般的 n 维欧式空间 V

中，只要取一组标准正交基后，以 V 中向量在这组基下的坐标（即贮中的向量）代替此向量

来研究，就可以将 V 中的问题化为Rn 中的问题来解决了。

2. 内积定义的推广

我们要好好地端详端详一下内积这个东东喽。

喂，内积有什么好讲的，它的定义不是a·b = abcos0 吗？如果用坐标计算的话就是公式

aT . b = ax从 +ay仄 +az忙嘛 ！前面向量一章中 ( 2.3 节）不是说得很明白吗？！
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线性代数的几何意义

睹，睹（作卑狠状）。 看官，俺只是想在这里把内积的定义推广一下。

实际上，上述的内积定义是在一个比较标准的正交坐标系下定义的，我们下面试图在不同

的基坐标系下定义同样一个内积的定义式。为啥这样做呢？吃饱了撑的？不全是。

我们常需要把向量看作像刚体一样在不同坐标系下具有不变性，即不变的长度和方向（夹

角）；向量的长度和方向是用内积定义的，那么就要求向量也有不变的内积。另外，内积的物理

意义是和做功联系在一起的。功是力在位移上的积累，是能量；能量守恒是基本的物理定律。

伟大的导师爱因斯坦用相对论再一次教导我们说，物理定律是不随参考系（或坐标系）的不同

而改变的。因此，我们就认为，欧式空间里的内积也是不应该随着不同基的不同而不同的。

但实际情况是，空间里的向量的坐标值都是定义在某一个基的上面的，基不同，向量的坐

标值不同，显然两个向量的内积也是不同的。我们拿上面的例子来验算一下。

如图 4-31 所示，不用计算，我们就可以通过读图得到两个向量a、 b分别在两个基下的坐

标数组，并计算内积为

基 {a厄｝下 ： aT ·b=(-2,2)m=4 

矶｝下： aT ·b = (2, I)』
显然内积不同。内积之所以不同，直接与基的不同有关。如何就不同了呢？分析下。
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图 4-31 不同基下的向量内积

为了推导，我们把向量a、 b在基 {P10P2} 下的对应的向量表示为c、 d, 基｛也Oa2} 到基

{P1 。化｝的过渡矩阵为P 。那么有

则内积为

a =Pc, h=Pd 

~ . 
aT ·b = (Pc/ (Pd)= cT pT Pd= cT (PT P)d (4-11) 

式 (4-11) 看明白没？提示一下，看等式的两头： aT · b是基 {a1 Oa2} 下的内积， cTd 是第

二个基 {P矶｝下的内积，它们之间差一个乘积矩薛石可》有了这个矩阵，两个内积就相等了，
验证一下： ~ ----~ 

因力 pTp=(飞勹l』 ~11]=(t~1), 所以 cTPTPd=(2,!)(t~'X-½J=4 。
果然两个基下的内积都等千 4, 没有变啊。
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第 4 革 向震组及向噩空间的几何意兰

这个过旦巴矩阵pTp 就是传说中的内积度量矩阵， 它是基向量的逐 I^ 内积值所构成的矩阵，

也称为 Gram 方阵，常用 S表示，即 S=PT
~~-由度量矩阵的歪艾页厂石百五｀了~的可逆方阵验算一下：度量矩阵是一个正定的对称

方阵。

由此，如果知道了基向量，我们就可以这样定义内积：

任取向量空间 V 的一组基M, 将 V 中的每个向量用它们在此基下的坐标数组来表示；再
任取一个 n 阶正定实对称方阵 S, 对任意的向量a,p EV, 它们在基下M的坐标为 X-. y' 则

有内积 (x,y)=xTSy 

虽然我们通过对任意的一组基M和任意的正定实对称方阵 s 来定义内积，但一旦内积定义

好，有了长度和角度，就可以重新选择由两两垂直且长度为 l 的向量组成新基来替代基M。这

样的新基就是所谓的标准正交基， 标准正交基的逐个内积刚好构成单位矩阵E, 也就是S=E 。
那么在标准正交基下，内积的定义式就重新具有了早先的简单形式：

卢~殴二上二二二三江二

三二亡了三司，欧式线性空间里的基常常采用标这实际上就是大-

准正交基。 下面我们来讨论标准正交基概念的几何含义。

9 内和度量矩阵
真是神奇的矩阵，它解决了坐标系变换而保持内积计算值不变的问题。无论你变多少次基，

每变一次基同时就改变一次度量矩阵，因此就保证了内积值；尸丑赻；九这样也就保证了向量空
间度量的一致性 ．， 达到了度量不随坐标改变而改变的目的 。 懂量矩~..)..、像爱因斯坦的尺子和钟
表，时空坐标系（速度）在变，尺子变钟表也在变，就是光可~

4.2.6 标准正交基的几何解释

标准正交基也叫规范正交基。实际上，如果这些基向量互相垂直，就叫正交基， 而且每个

基巴巴立邑岂庄千单位 1 的话，那么这个基就叫标准正交基。

一——----——~一--==--==---
1. 标准正交基的好处

为什么要得到标准正交基呢？主要原因是如果基是正交且标准的，就很容易计算任一向量

到子空间的投影（坐标）。

对一空间 V, H 是它的 r 维子空间，即 HcV 。 若 e1 ,e2, …, er 是子空间 H 的一个标准正

交基，则 V 中任一向量0到 H 的投影向量a' 都能用标准正交基 e1'e2'… , e, 线性表示，即

a I = xlel + X2e2 + .. . + xiei + ... + xrer 

其中 (xi' X2,…， x,.) 就是向量a' 的坐标。

如果想求坐标 (xl'X2' …, x,.) 中一个 xi' 只要把向量a 向对应的基向量g 投影求其投影长

度即可，求投影长度就是求内积，即公式(e;,a) =~ 尸
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线性代数的几何意义

图 4-32 给出了三维空间的一个二维子空间 H(一个过原点平面），为H 取一个不同于父

空间基的标准正交基g、 ez 。父空间任一向量a到子空间H 的正交投影为a'' 坐标为 (Xi,X2)飞

其分别对基 g、 ez 坐标轴上的正交投影是 X1e1 、 X2生，那么坐标的计算方法就是

x1 = e; ·a, x2 = e; • a , 或者写为矩阵方程的形式：
,/1,,t~ 

a 

图 4-32 向量到子空间上的正交投影

坐标计算公式方便、简捷，是因为向量空间的基是标准正交基。所以，我们在给出向量空

间的基时总是求取规范正交基。实际上，我们最常用的笛卡尔坐标系就是标准正交基的坐标系，

只是在使用中忽略掉了 x、 y 和 z 轴上的单位向量罢了。

2. 一维空间R 的标准正交基

一维 Rl 的标准正交基只有两个： i = {(1)} 和—i={(-1)} 。在 x直线上的任意一个向量(x) 都

可以表示成为 i 的倍数，其坐标是X; 任意向量(x) 也能表示成 -i 的倍数，其坐标是-x 。
.l .l 

。 2 X 

图 4-33 一维空间的标准正交基

3. 二维空间R2 的标准正交基

二维欧几里德空间R2 的单位坐标向量组 I 0 就是一个标准正交基。除了这个标准正交

- - 基外，还有其他的标准正交基吗？
---促），，(1)}盲.. •-------

言芦五交换一下： {(f)心）｝，就是一个新的标准正交基。
还有！比如下面的向量组也是一个标准正交基：

验证一下：

两个向量的内积：

({,½]一』 l=O
2 
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第 4 序 向 忙组及向麝空间的几何总 义

内积为 0, 因此两个向量正交。
向量长度：

［至』 =v(享)'+(½)'=I' II(-½ 孚) =v(一口'+(至J =I 
长度为 I' 单位长度，因此两个向量都是单位向量。

实际上，我们可以对二维笛卡尔单位坐标向量进行镜像或旋转来得到无数个包括上述的二
维空间中的标准正交基。

二维平面的笛卡儿坐标空间中与坐标轴重合的单位向量有四个（参见图 4-34 (a)): 

i= 位）， j=(?), -i=(乳 -j=(-~)
y 

J 

I I I I / / 

✓ 

;;. -1-r--, ;:_-

、 、 \ \ \ I ̀ 

\ 
\ 

I 

.l 
。

`` 

,̀  l 
I 

I 

、、....J _ 一 .,,,, ✓

-j 

l 

图 4-34 坐标轴上的标准正交基，旋转可得到任意多的标准正交基

其中， i 和 -i 互为镜像， j和寸也互为镜像。这四组单位向量中的任意两个向量如果满足

正交要求， ， 那么这两个向量组成的有序向量组就构成一个标准正交基。所有的八个与坐标轴重
合的标准正交基列举如下 ：

{i,j}, {-i,j}, { i,-j}, {-i,-j}, {j,i}, {-j, i}, {j,-i}, {-j,- i } 
另外，要得到不与坐标轴重合的标准正交基，我们可以把上述八个标准正交基的任意—组

进行旋转就可以得到新的标准正交基。比如，把标准正交基{ i, j} 中的向量 i 和 j 同时进行逆时
针旋转到 g,j1} (见图 4-34 Cb), 保持垂直角度不变），那么 {ii,j1} 也是一个标准正交基。如

果旋转角等于冗16, 则这个标准正交基就是前边说的{(~气r.曰亨『｝。

＼ 实际上，如果用一个通用的向量表达式表示出 二维空间兀上的标准正交基就是

w言），（了。了）｝，其中 0为基向量逆向旋转的角度。这正是单位向量圆的参数表示式。

(a) 

·
{4 

x 

图 4-35 旋转一个标准正交基可得所有的标准正交基
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线性代数的几何意义

对于上述的二维标准正交基的取法，我们有一个统一的几何图形（如图 4-35 所示） ， 就是

在把标准正交基 {i,j} 保持其角度垂直的同时进行逆时针或者顺时针旋转，即可得到全部的二维

标准正交基。

4. 三维空间R标准正交基

类似的，三维空间 R' 的标准正交基是由单位坐标向量组{(Hm• 门］｝ 在保持彼此的相对
正交位置的同时进行全方位任意旋转，即可得到全部的标准正交基。显然，全部的标准正交基

向量 （无数的）的末端组成一个单位球面（见图 4-36) 。

z 

y .J 

图 4-36 全部标准正交基构成一个单位球

使用球坐标系的定义式，我们可以得到所有的三维空间氏的右手系标准正交基的数学表达

式为 ｛产5门（气了］（飞勹｝
其中 0~0~ 兀, O~(f)~2 冗。

下面我们给出以上结论导出过程的几何解释。首先看看球的半径为 r 的球坐标系的定义（见
图 4-37):

x = rsin0 COS<p 

y = r sin 0 sin <p ( 0女0~ 兀, 0务圣2 兀）

z = rcos0 
I . z 

k 

J y 

图 4-37 球坐标系的定义
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第 4 辛 向蜇组及向望空间的几何，蕊兰

实际上，球坐标系的定义式就是球面上任意一点的表达式。对于单位球来说， r=l 。那么
末端在球面上的任意一个向量a为

为了组合成一个正交基，我们还要找到另外两个向量。

第二个向量的找法是：从上面得到的一个任意向量a 出发，在向量a和 z 轴所确定的平面
上，沿着 0 角的方向再继续旋转一个n/2 角度，得到一个与a正交的单位向量，我们称之为向
量 p (见图 4-38 (a))。把 0=0+n/2 代入向量a 的表达式，即可得到向量P 的表达式，即

卢气~勹
z z 

X 

(a) 

y ．
丿

(b) 

y ．
丿

图 4-38 标准正交基表达式的图解

第三个基向量必须要与 a和µ 正交才行。因为 a和，在一个平面上，这个平面就是向量 a

和 z 坐标轴的单位向量K 所确定的平面。那么第三个向量只要与这个平面垂直就可以了。由此

我们得到了第三个向量的求法：从向量 0 出发，在向量a和 K 所确定的平面上，沿着 0角的方

向再继续旋转一个叫2 -0 角度， 得到一个与 k 正交的单位向量，我们称之为向量 y'(见图 4-38

(b))。继续地，把向量 y'在 xoy 平面沿着Q 角方向旋转一个刓2 角度，得到向量 y。

向量 y 就是第三个单位正交基。因为 y垂直千k 和 y', 又因为K 、 y'、 0和 P 在同一个平面

上，因此 y 正交于 a和，。把 0= 叫2 和旷动＋叫2 代入向量0 的表达式，即可得到向量 y 的表

达式，即

-smcp 

r =1 cis<p J 
至此，我们搞定了三维空间飞的右手系标准正交基为 {a,p,y} 。

当然你也可以不用这么麻烦，直接叉积亦可得到 J'! r =axp 。 另外，在得到 y 的过程中，

如果把向量 y'在 xoy 平面沿着o 角方向旋转一个－冗 /2 角度，将得到向量寸，那么就可以得到

左手系的标准正交基 {a,p,-y} 。

对于高维空间的标准正交基，使用上述几何的方法就比较麻烦了。如果已知 n 维空间的一
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线性代数的几何意义

个基，如何得到此空间的一个标准正交基呢？解决这个问题的一个著名方法是施密特正交化方

法，下面我们将进行讨论。

4.2. 7 施密特正交化的几何解释

设a1,a2,…, a, 是向量空间 V 的任意一个基，我们要在这组基上重新构造出一个新基，新

的基要求是一个标准正交基。换句话说，要找一组两两正交的单位向量组 e1,e2,··,e,., 这个向

量组与原基 a1,a五 . . ,a, 等价。把向量组妇免，... ,ar 化为 e1, e2, …，g 的过程就是规范正交化。
过程及公式如下：

第一步正交化（施密特正交化）：令

第二步单位化：

Pi =a1 

化= a2 - CP1 平）
（仇， P1)
（化， a3)

P1 

CP2,a3) 
P3 = a3 - P1-

, (Pi,P1) CP2,P2) 
P2 

Pr =a - (P"a,.) (P2,a,.) (P, 一pa,.)
P1 - P2 -·•· 一

(Pi,Pi) CP2, 化） (Pr-I, Pr-I) 

，I 仇 P,el= —, e2 =—... , e,. =—. 
IP, I I 队 I'IP,. I 

至此，我们得到了向量空间 V 的一个规范正交基 e1'e2' …， e,. o 

Pr-I 

下面我们看看求取一至三维实向量空间基的规范正交化几何意义是什么？

1 . 一维向量空间R的规范正交基求法的几何意义

一维向量中只有一个元素 a, 设 {(a)} 是一维向量空间的一个基，显然，对这个向量只进行

规范化即得到规范正交基：｛（巴）｝。图 4-39 中画出了负方向的 (a) 向量，向量 (a) 的长度被压
叫

缩到单位长度 1, 方向保持不变，即规范正交基为-i。

(a) 

图 4-39 —维空间基的规范正交化

2 X 

2. 二维向量空间飞的规范正交基求法的几何意义

从前面的分析知道， 二维向量空间的规范基集中在平面坐标系的单位圆上。设 {al'免｝是

二维向量空间上任意的一个基（见图 4-40 (a)), 设想由这个任意基通过施密特方法得到一个

规范正交基，就是想办法用向量的伸缩和加减计算把向量 al 、 az 变化到单位圆上得到新向量

el 、 e2' 而且新向量 e, 、 e2 要互相垂直。

第一步仇＝也，这个就是向量改个名，没什么意义；

施密特正交化公式的第二步及其变形为
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P, ~a, - (仇， a,) 化 =a,- (仇， a,) 化 =a,-(A,a』A=a2 -(e, 平） e, 
(Pp Pi) I P1 广 I P1I I 仇 1

在上式中，亿，免）是单位向量 el 和 a2 的内积，即求向量 a2在 el 上的坐标值，因而 (e1 ,a2)e1 

是向量a2在 e, 上投影的分向量。向量 a2减去自己在 el 上这个投影，则得到一个正交于向量 el

的分向量，2 (见图 4-40 (b)) 。
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图 4-40 二维空间基的规范正交化

第三步对正交向量化 =al 和 P2 单位化，得到位于单位圆上的标准正交基el 、 e2 o 

3. 三维向量空间R的规范正交基求法的几何意义

类似地，三维向量空间基的规范正交化过程是二维上的推广。对千一个基 {ai,a2, 免｝ （见

图 4-41 (a)), 我们先给出施密特正交化的变形公式：

P1 = lli 
P2 =a2 -(ei,ai)e1 
p3 = a3 - (ei, a3)e1 - (e2'a3)e2 

好，前面两个公式是二维空间的公式，我们已经讨论过。根据上节的方法我们假设得到了

化，e2}' 如图 4-41 Cb) 所示。

P3t、....、 .... 
、

a3 免

、、、

` 
、＼、、 免

，~\、｀,. \ 、、,. ,. \ 
、

,. e1 , 飞心）e1 
. ..... ----- - \- ---- - - - - --- • 

、f 义 I
，， 、、

\ 
I 

，， 、、 \ 
，， 、 Ie2/ ,. ...、... \ / 

，， 一I ,, - \ 、 I

(e2, 免）e2户 －－－－一一 一--- -- 一 一 一一、
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I 
(e1 心）e1+(e2, 免）e2 
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o 。
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(a) 创
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I 

｀
。`

} 
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I 

II 
I 

I 
I 

仇

aiC=P1) 

图 4-41 三维空间基的规范正交化图

新增的第三个公式是求取p3' 由式子的几何含义，我们不难看出 ： 向量a3 减去自己在二维

正交规范基上的投影得到化。其中 (ei,a3)e1 是 a3 在 el 上的投影， (e2,a3)e2 是 a3在 ez 上的投影。

两者的和 (e1 ,l互炽 +(e2, aJe2 就是a3 在以 {e1,e2} 为基的子空间（平面）上的投影。
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线性代数的几何意义

这里，向量a3 减去自己在 el 上的投影的差向量必垂直于 el' 同时也减去自己在 e2 上的投

影的差向量亦必垂直千生，因而总的差向量a3 —[(e1,~)e1 +(e2,~)e2] 即 p3垂直千 el 和 e2 张成

的平面空间（见图 4-41 ( c)) 。

对 p3再进行单位化得到了第三个基向量 e3 。为清楚起见，图中没有画出，石、也等向量。稍

细心些，我们将发现，原基为左手系，规范化后的新基仍为左手系。

4. r维向量空间的规范正交基求法的几何意义

至此，多维向量空间的规范正交几何意义显而易见。 求取第 n 个正交基的方法就是把第 n

个基向量分别减去在先前 n-1 个正交基向量上的投影，从而得到正交千全部 n-1 个正交基的新

基向量。从几何作图方便性的角度出发，我们建议把施密特正交规范化公式修改一下，不再需

要过渡向量 Pi,P2,· · ·,Pr, 公式如下：

al 
e =— 

l 忆 I

e2 = a 2 -(e1 生）el 

忆 -(e心）eil 
a 3 - (ei, a 3)e1 - (e2, a 3)e2 

e:i = 
• la3 -(e迅）e, - (e2,a3)e2 I 
: 

e,. = a ,. -(e1 ,a,.)e1 -(e2,a,.)e2 一.. ,-(e尸i, a,.)e,._1

忆 -(ei,a,.)e1 -(e2,a凡 - ··· -(e,._1,a,.)er一lI 
上式看起来比较复杂，其实概念清晰自然，计算方便。

到此为止，众多的向量们终于有了家——向量空间。在这个空间里，我们已经给子民们规

定了宪法——基，树立了典范—一标准正交基，给每个子民定义了身份证号一一坐标，并规定

社会团体——子空间也同样遵守国家宪法。好了国家有了大法，社会有了秩序，下面就看子民

们如何玩了，玩就是映射或变换，因此，大法下面就是刑法—一保持线性；各个向量在遵守刑

法下全国各地的玩就是线性映射，只在省内玩的就是线性变换。

下面的章节我们开始讨论线性变换的具体表现形式一一矩阵是如何玩的。

.114. - —----: . = =-一一', -=- - --, 俨.- :;. . . . : 



第 5 章矩阵的几何总义

第5章矩阵的几何意义

前面章节除了向量空间的基变换用到了矩阵概念外，其余的章节基本没提矩阵， 憋到现在

咱终千进入了线性代数的重要内容： 矩阵。矩阵是线性代数中的主要研究对象，它作为一种新

型的数学表示工具， 正在或者已经成为现代公民的常识—一掌握是必须的，因此本章内容的篇

幅较大。

前面说过 ， 矩阵是“比例函数”概念的推广，是描述向量之间变换关系的（见1. 2. 3节）。

如果说， 比例函数的系数是“数”与“数”之间的线性对应关系，是把一个数变成另一个数，

那么矩阵则是向量与向量之间的线性对应关系，是把一个向量变成另一个向量。

当然 ， 矩阵把一个向量变成另一个向量是发生在向量空间里的变换运动，该变换有个专业

名词叫线性变换或线性映射。这可以称为矩阵的几何意义。与行列式类似， 我们仍然主要使用

向量来解释矩阵，矩阵是由向量组成的，矩阵是对向量进行作用的等。因为没有向量我们就无

从谈起几何意义，矩阵的几何意义就是矩阵的向量意义。

矩阵独立的几何意义表现为对向量的作用结果。矩阵对一个向量是如何作用的？矩阵对多

个向量是如何作用的？矩阵对一个几何图形（由无数向量组成的几何图形）是如何作用的？矩

阵对空间上的坐标基向量又是如何作用的？在矩阵对一个几何图形的变换研究中，我们会发现

一些有规律的东西，比如特征向量、秩等。在矩阵对一个基的变换研究中 ， 我们也会发现更高

等的东西，比如和微分几何有深刻联系的雅可比矩阵的几何意义。

一个矩阵就描述了向量空间中的一个运动一一变换， 这个矩阵规定了所有向量的变换规则。

这么重要的矩阵概念是如何产生的呢？

通过前面的章节我们初步了解到，解线性方程组的克莱姆法则使用了行列式理论， 但克莱

姆法则只能用千解方程个数等千未知数个数的方程组， 而且系数行列式不能等千0。即使以上条

件都满足，也要计算n+l个n阶行列式。实际工程中的n一般很大（比如n=lOOO ), 即使在现代计

算机技术面前，计算效率也不能使人满意。

那就用消元法解。在用消元法解各种类型的线性方程组时， 一系列问题出现了 ： 当系数行

列式等于0时，方程组是否有解？若有解又如何求出？当未知量个数与方程的个数不等时，线

性方程组的解又如何？

要深入探讨这些问题，除了向量概念外还必须引入矩阵的理论。到了 1 858年，哈密尔顿和

凯莱的著作中出现了矩阵的运算，从行列式到矩阵的出现，大约经过了 100年的时间。

5.1 矩阵的概念及物理意义

矩阵的外观就是一个长方形的数表，生活中的一些长方形的数表也可以看成是矩阵。矩阵

和行列式相似，也是以行和列组织的矩形数字阵列，因此称为矩阵。与行列式的绝对值表示法

- --罩, - - - =- -~---=--=-=- =--- --·-:,-::-==- ----- - ..,. .115. 



线性代数的几何意义

不同，矩阵是用方括号把数字块括起来，表示一个有顺序有组织的数据块；而行列式是对这些

数据块进行的一个运算，是一个算式，故称为行列”式”。矩阵的一个三阶例子如下：

无它；深入点的层次是矩阵也可以通过分块看作是一向量，在矩阵的乘法运算中符合向量点积

的运算规律；更深入的层次是先前提过的：把矩阵看做线性变换或者说向量的比例函数的映射

系数，这个有清晰的几何意义，也是本章论述的中心；离线性代数课程远点的层次就是把矩阵

看做由多个向量构成的一个新的数学量，又称为二阶张量。矩阵是张量的概念这个咱不作讨论，

有兴趣的读者可以看张量分析方面的资料。

为感性理解，下面举两个例子说说矩阵是数表和映射系数两个概念的理解。

5. 1. 1 矩阵是统计数表的例子

比如某家电器公司的制造厂有几个生产线，生产线在2009年和2010年的上半年的产出量的

统计表如表 5-1和表 5-2所示。

于是

表 5-1 2009 年上半年的产出量的统计表

顺序 生产线名
2009 年上半年的每月产出痲

1 月 12 月 3 月 14 月 5 月 6 月
1 冰箱线 22 35 30 23 25 12 

2 吸尘器线 25 43 32 34 35 30 
3 电视线 23 23 34 44 40 45 

表 5-2 2010 年上半年的产出量的统计表

2010 年上半年的每月产出堂
顺序 生产线名

1 月 E 月 B 月 4 月 L5 月 6 月

1 冰箱线 22 34 30 23 25 12 
2 吸尘器线 24 43 32 34 35 34 
3 电视线 23 23 34 45 41 45 
4 手机线 34 34 35 45 23 43 
5 平板电脑线 45 24 31 34 45 12 

我们将表 5- 1对应的矩阵记为 A, 表 5-2对应的矩阵记为B, 则有
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22 35 30 23 25 12 
25 43 32 34 35 30 

A = I 23 23 34 44 40 45 I 和
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

22 34 30 23 25 12 
24 43 32 34 35 34 

B = I 23 23 34 45 41 45 
34 34 35 45 23 43 
45 24 31 34 45 12 
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第 5 矗矩阶的儿何总义

A+B 的实际意义为2009 、 2010年 1~6月各生产线每月产量的和(2009年手机， 平板电脑的产

量为0);

B-A 的实际意义为2010年1~6月各生产线每月产量比上年同期的增产情况。

设冰箱、吸尘器、电视机、手机、平板电脑的价格分别为1500元／台、 900元／台、 3000元／台、

2500元／台、 5000元／台，则有单价向量 C = (1500, 900, 3000, 2500, 5000) , 那么矩阵乘法，即 cB 的实

际意义为2010年1~6月该制造厂每种产品的月产值。

如果每生产一件产品职工得到的奖励积分为3分，则数乘运算3A 的实际意义为2009年 1~6月

该厂各车间的职工月积分。

矩阵是个数表，这认识是静态的概念，无法深入展开，必须进入函数系数以至线性映射的

概念。

矩阵是“比例函数”概念的推广，是向量与向量之间的线性对应关系，是向量的比例函数

的系数。看起来和听起来似乎是那么回事，但如果没个例子的话，总有一点存疑在那里。买房

差钱不？差钱咱来个化石成金的例子哈。 ＼勹 \ ½-,o
例5. 1 话说甲类金矿石一吨可以炼出战E黄金和b克白银，乙类金矿石一吨可以炼出c克黄金

和d克白银。您就是矿主，今开采了甲类矿石 Xi 吨，乙类矿石 X2 吨。请问矿主能炼出多少克真金

和白银？

小儿科，好解。设能炼出 Yi 克黄金和 Y2 克白银，有以下的线性方程组：

炟iy
i儿

== 22 xx cd ++ 
11 
xx ab { 

将其改写成向量和矩阵的形式为

：山）=(t~) (5-1) 

咱们来理解下式 (5-1) 里面的向量和

甲类、乙类矿石都是矿石，两者的质量合成为一个二维列向量(;~)'可称之为土石向量 x;

黄金、白银都是钱啊， 两者的质量也合成为一个二维列向量(~~)'可称之为金银向量 y 。土石

的质量和金银的质量之间有个函数关系，这个关系也可以被认为是一个“正比例“关系（即式

(5-1)) 。 x 吨的土石可以炼出 y 克的金银； 2x 吨的土石可以炼出2y 克的金银。矩阵A~[~ ~] 

刚好是这个“复合比例”函数的系数。“复合比例”的意思是，矩阵是两种矿石和两种贵重金属

的合一起的比例函数。一点也不奇怪，像一次比例线性函数一样，式 (5-1) 也被称为线性函数。

既然矩阵顾称为一性函数的比例系数，那么它是否和一次比例函数系数的物理意义一样呢？

一样的。我们来看：
氢

一次比例函数（亦可称为一维向量的比例函数） y=缸的系数 k 的物理意义比较容易理解。

= .117. 



线性代数的几何意义

例如物体的匀速直线运动函数S =Vt, 速度v就是比例系数。这个比例系数是什么呢？它是当自

变量时间t等于单位时间 1秒时的函数值，即S=V 。 换句话说，系数就是物体走单位时间1秒所通

过的距离值。

那么这个二维向量的比例函数(~J = [b~](~J 的系数[~ ~]的物理意义是否作同样的理

解？ 楚的，、 它也是当自变向量＼）取单位向量时得到的函数值，这个单位向量有两个：（队(?)。

的磁陇怅锐栗沁醴栥矿石和0吨乙如矿石可得到 a 克黄金和b克白银，即有 1 今 a ; 0吨甲类矿
“心叮 .. ~ (。) (b) 

石和 1吨乙类矿有可得到c克黄金和妈E白银，即有° 今 C 。我们把得到的两个金银向量组合
矿t ~," (1) (a) 

成比例系 勹即矩阵[a C ] 。
, b d 飞

换句话说，矩阵就是自变向量取单位向量组所1 . I 因变向量组值的有序组合。凤
如果众映射的运动角度理解， x 吨的土石变换出来沁:&:克的金银；矩阵A 正是变换的决

定因素，它嘉、沽成金跑仙4颂恩心电眯射孰变换的角度． 午矩阵的几何及物理意义详见5.5 .2
节）！

好，矩阵 陑`帷念犹绍婴气。 、下雨1的章节咱开始来点实在的，具体考察矩阵的各类运算及
其意义。 汇

2 才bK 
,. , 

I 

z , 

d I 

z 

b 

/ , 
乙, 勹

b 

0 / Of0 3 
I 

~ 
0 2 --- -- :.r ---- 01 

;;; 

二．
、

o 、、

、、、、 C1
~~ 
、

X 2 

C 3 
～、

、～
、

、、＿＿一

一~ C i 

X 1 

图 5-1 矩阵相加可看做多个向量同时相加

三阶方矩阵的连加表述出来就是：
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第 5 癌矩阵的几何意义

a11 a12 a13 a21 a22 a23 a3 1 a32 a33 j j a i a2 a3 b,;- 褥 1,·,·;···b;; I+ I b;;-·· 囡;···ij23 I + I 1,;;--·h;;···i,33 ............. , 
............... 

C11 C12 C13 c""""c"""'" 
21 22 C23 C3 1 C32 C33 

········....... 

. S:~,l"f矩阵与謹乘法二.
矩阵与向最乘积比如孔x 表现为矩阵A 对，个向量x作用的缢鄙庐

个巴芒骂芒竺噢购瘟年江己霆性耋换的过程） ，
m行n列明哼矩阵仁，1 就是一个R勹Rm上的._: ,

且个m维空间的 m 维向量。

在矩阵与向噩、 矩阵与矩阵的乘法过程中，常常通过分块贾厌可以

而向量则有时蜕化为数，其各层次的乘法都符合向量点积的运算规律。

5. 3. ·1 矩阵与向量的乘积的概念

- - -- -• ,r- ·· .. 

( 5-2 ) 

( 5-3 ) 
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线性代数的几何意义

式）的含义是 Ac 的乘积可以理解为矩阵A 的列向量的线性组合，组合系数是向量 c 的三个分量。

这个展开的实质仍然是向量点乘积的乘法。

再看C·A 的展开：

Cli q .......... 

c · A .=(啡晕s) I~--~句..l=c;(0i q)+ 乌（生 b2)+s(~q)=(c;CZi+乌生十s~ci内＋乌hz+sq)

4三、三
个式子可以理解为矩阵A 的行向量的线性组合，组合系数是向量c 的三个分量。 V /\) o/. 

＼ 量”的形式~兰琴妇元严畛基本的元素了数兀进杠运算。至此，五百较全三
＼芒三三三三堕｀` 宣亨之空

5.3.2 矩阵与向量乘积的几何意义

为了更具体地观察矩阵和向量乘积的几何意义，我们下面先考察欧式空间中一个矩阵与单

位坐标向量的乘积的过程，然后再看一个矩阵与任意向量的乘积的几何意义。

1. 矩阵与单位坐标向量的乘积的几何解释

三维的单位坐标向量就是 i = (1, 0, 0) , j = (0, 1, 0) , k = (0, 0, 1) 。 我们取 x坐标轴上的单

al 生生 al 生生

jA = (0, 1, 0) I bL.?.? ... ?.1 .. I = (bl b2 bJ'kA = (0, 0, 1) I b, b2 b3 I = (c, C2 C3) 

Cl C2 C3 C C C •. J. .•• .2 •••• 3 

Aj'; I :,'::i :: I~I ; I :: I' 

ai a2 叶(o 1 r 生
AkT ='bl b2 b且 II O 1= 1 b3 

Cl C2: 乌 」 \0丿妇丿 L c1 c2 c/J \ 1 丿｀

从向量对矩阵的作用方面上，我们可以这样理解上述乘式给出的操作意义上的几何内涵：

(1) X轴上的单位向量 i左乘一个矩阵就是把矩阵的 x轴上的行向量（第一行）给取出来；

类似地， y 轴上的单位向量 j左乘一个矩阵就是把矩阵的 y 轴上的行向量（第二行）给取出来；

z 轴上的单位向量K 左乘一个矩阵就是把矩阵的 z 轴上的行向量（第三行）给取出来。
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第 5 卓矩阵的几何意义·

(2) X轴上的单位向量i 右乘一个矩阵就是把矩阵的 x轴上的列向量（第一列）给取出来；

类似地， y轴上的单位向量j右乘一个矩阵就是把矩阵的 y 轴上的列向量（第二列）给取出来；

z 轴上的单位向量k 右乘一个矩阵就是把矩阵的 z 轴上的列向量（第三列）给取出来。

另外，从矩阵对向量的作用上，我们可以从几何图形上这样理解其操作意义上的几何内涵：

(3) 一个矩阵右乘 x轴上的单位向最 i就是把向量i 的图形进行缩放旋转变换，变换后的向

量就是这个矩阵的 X轴上的行向量（第一行）；类似地，一个矩阵右乘Y轴上的单位向量j就是

把向量j 的图形进行缩放旋转变换，变换后的向量就是这个矩阵的 Y 轴上的行向量（第二行）；

一个矩阵右乘 z 轴上的单位向量k 就是把向量k 的图形进行缩放旋转变换，变换后的向量就是
这个矩阵的 z 轴上的行向量（第三行）。

(4) 一个矩阵左乘 X轴上的单位向量i 就是把向量 i 的图形进行缩放旋转变换，变换后的向

量就是这个矩阵的 X轴上的列向量（第一列）；类似地， 一个矩阵左乘 Y 轴上的单位向量j就

是把向量 j 的图形进行缩放旋转变换，变换后的向量就是这个矩阵的 Y 轴上的列向量（第二列）；

一个矩阵左乘 z 轴上的单位向量k 就是把向量k 的图形进行缩放旋转变换，变换后的向量就是

这个矩阵的 z 轴上的列向量（第三列）。

9任何一个矩阵和单位向量 i相乘得到矩阵的第一列向量。类似地，任何一个向量和单位向量
i 相乘（内积） ，是这个向量的第一个分量。

图 5-2 中，我们给出了三阶矩阵A 分别右乘 x、 y、 z 轴上的单位向量 iT、 jT、矿后的变化
夕

几何图形，单位同量 iT、 jT、矿分别缩放旋转变化成了向量(ai,bi,c1f 、向量(a2,b2,C2广和向量

包，b3,C3广，其中虚线向量表示一种变化的过程。
z 

例如， AjT 乘

积的结果 .\ 
' 

分c 

夕
8 b 

三
了
—
寸
｀

－

-- -- -- 
二一
二

一
二

-__ ---
乞竺

j =(O, 1, 0) Y 

r /(1_ 

\ r:;{1/ 

图 5-2 三阶矩阵对单位向量的变换过程

2. 矩阵与任意向量的乘积的几何解释

在前面的章节中我们讲过，一个向量可以拆分为单位坐标向量的线性表示，或者是单位坐

标向量的伸缩变换后的和。我们再次列出这个表达式：

I d =(di,d2,d3)=dJ+d2j+d3k =d,(1, 0, O)+d2(0, 1, O)+d3(0, 0, 1) 
或

.121. 



线性代数的几何意义

所以，矩阵A 对任意向量 d 的乘积式就是

-a, a, a3 l厂1 1 a, a, a, (I I (0 \ (0 

A·d 可 b, b2 b3 d2 = b, b2 女 (di I O I+ d2 11 I + d3 I O I) 

Cl 乌乌」凸丿 Lc, C2 C3 。 。
l 

q 生生 11 勹 4 生生厂1 ~ 生生 1 (0
= di I bl b2 b3 . 0 +d2 bl b2 b3 . 1 +d3 bl b2 b3 卜 10

c;c2c31\0 CiC2<; l ~O <;c2~1l l 

= d,A• iT +d2A·jT + d3A· 矿 (5-4)

式 (5-4) 揭示了矩阵A 对任意向量 d 的乘积的几何解释可以分解为几个操作过程：首先，

矩阵A 分别对单位向量f、 jT、 矿进行伸缩旋转变换，得到三个向量 （列向量，上节的内容）；

然后对这三个列向量AC、 AjT、 Ak1 分别进行伸缩变换，得到 d1Ar, d2Aj1, d3Ak T; 再把

此三向量相加，得到的和向量就是A · d 的乘积。

绘出式 (5-4) 的几何图像，如图 5-3 所示。 图中给出了三个向量 d1At = d1 (a" bi, c1) , d2AjT 

= di(a2, b2, ci), d3AkT = d3(a3, b3, c3) 的几何图形。
z 

(a3, b3, C3) 、 .... 
、.... 、.... .... ........

y 

X 

图 5-3 三阶矩阵对任意向量的变换过程之一

图 5-4 把中间结果三个向量 d1(ai,bi, cJ 、 d2(a2, b2, cz) 和 d3 (a3'b3'c3 ) 依照平行四边形法

则或多边形法则连加，得到最终结果：

A·d = (a1d1 + a2d2 + a3d3, b1dt + b2d2 + b3d3, c1d1 + c2d2 + c3d3) 。
z 

(a3, b3, C3) A - d 乘积
的向揽

' 
y 

/ 
/ 

/ 
/
' / 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

X 

图 5-4 三阶矩阵对任意向量的变换过程之二

di(ai, b1, c1) 
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第 5 辛 矩阵的几何意义

呵，不太直观是吧。好， 把上式简化一下，利用线性表示的概念（在 5.3 . 1 节中讲过），我
们可以得到一个更直接的易千理解的几何图像。

重新调整乘式如下 ：

q 屯叭（们「l1i~ 叶 (11 (01 ( 0 ) 冈 l 生 生

'i 乌 S」\d,丿 I<; 乌 g」 lo丿 lo丿 U丿［丿 l+d, b,_ l+d』 b, I ( 5-5 ) 

Cl 乌丿 ＼乌

式 (5-5) 的几何意义就是向量组的线性表示的几何意义（后面的章节中还要讨论）， 几何
解释就是把矩阵A 的列向量进行伸缩变换（比例变换，也可能改变方向）后首尾相连（即向量
的和），得到一个新向量， 这个向量就是A -d 。 这个几何解释较前面的解释更简洁一点，但没
有大的差别。如果我们知道矩阵的列空间的概念， 则可以得到一个新的几何意义上的理解： 矩

阵 1 的列向置空间是A 的所有列向量所张成飞 中的一个子空间。尽管这些列向量可能是线性
相关的，那么 A· d 的表达式（见式 (5-5)) 则说明，矩阵A 把Rn 中的向量d 映射到列向量子

空间里的一个向量上去了。一个m 行 n 列的实矩阵 AIIIX/1 就是一个R'l ➔ Rm 上的线性映射， 或

者说，矩阵 Amx11 把一个 n维空间的 n维向量映射为一个 m 维空间的 m 维向量。

看一个综合性的表 5-3 。

序
表 5-3 m x n 矩阵对任意向量变换的结果

畦叩~ l 对应的几闾畦

'. - _·d 

, I -、·

l 

3 x3 可逆矩阵 A 把一个三维向做 d 映射成—

个三维向量 f O f 存在于矩阵列向量a、 b、 C所张
成的三维空间内

心， A
/ 

_ .... 
/ 

/ 
,, I 

/ 
I 
~ 

X2 

x, 

=(~』
2 x 3矩阵 A 把一个三维向量d 映射成一个二

维向量 f 。 f 存在于矩阵列向量a、 b、 C所张成的

二维空间内
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- - -... 、Ad
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线性代数的几何意义

X3 

3 

= Ii 
l x3 矩阵 A 把一个三维向量 d 映射成一个一

维向量 / 0 / 存在千矩阵列向量a、 b、 C所张成的

一维空间内

/_,,,/ 
心l

b 
I 

，
一

f 

/ 
Xi 

/ 
/ 

x, 

把一个向量映射到列空间中的另一个向量，这个说法很简单， 但理解起来可能仍然困难。

干脆俺再换个说法加点物理意义在里面， 就是把一个向量看成一根铁箭，一根真正的刚体，放

在那里没动， 列空间是一个新的坐标系下的空间（坐标基就是矩阵 A 的列向榄），这根铁箭在

两个坐标系下的投影（就是坐标） (Ii'几，八广和 (di,d2 ,d3广的数学关系就是：

~]=[: !: ::]丿
换句话说，在标准坐标系下观察／测量 ， 这个铁箭的投影是亿，几 ，八）T ; 在新坐标系下观察／测

业l ,d2 ,d3广。矩阵在 企坐标系之间就是令过渡共鼓挽媒立一旦旦丿这

三
... ~........ -..,,、一一

下节咱讨论一个特殊的矩阵——旋转矩阵。因为通过进一步了解旋转矩阵会深化大家对矩

阵几何意义的理解。

3. 旋转矩阵对向量的乘积的几何解释

大家已经知道，一个矩阵乘以一个向量， 一般将会对向量的几何图形进行旋转和伸缩变化。
. 

在教科书中 ， 我们常见的一个例子就是旋转矩阵，旋转矩阵只对向量进行旋转变化而没有伸缩

变化。例如，二阶旋转矩阵A:

A=[ ro;0 - sin0 sin0 邸0]
显然 ， 所有的某一特定角度的二阶旋转矩阵都分布在单位圆上。对 0取几个不同的弧度， 就会
得到几个旋转矩阵，见表 5-4 。

表 5-4 二维旋转矩阵的例子 （行向量）

。 3 冗。 I 
冗 冗, 

4 II 4 2 

叶:: - sine] 
豆i 一五一 二五 ＿五一

2 2 2 2 .............. cos0 ............. 
五五 五一五~2 2 巳 2 2 _ 

1 0 比如表 5-4 中的单位矩阵 [o 1] 实际上就是对一个向量c 旋转的角度是o, 也就是 Ac = c ;
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第 5 革 矩阵的几何总义

而矩阵卢立l就是对一个向量 c 旋转的角度是卫。是不是这样的呢？
卢立 4 

2 2 

首先看一下旋转矩阵A 对单位向量 i 、 j 的作用效果：

Ai=[骂: -~ 言］（切＝（：骂）
Aj=[骂~: -:; 靡rJ(?H一：；骂）＝（骂芯t:冗勹穸）

再结合图 5-5, 可以看出，旋转矩阵对单位向量 i 、 j确实分别逆时针旋转了一个 0 角度。旋转

后的两个向量 Ai 和 Aj 保持长度不变和夹角不变。或者说，向量 i 今 Ai 长度不变，角度逆时针

增加了 0度；向量 j➔ Aj长度不变，同时同向角度增加了 0度。

X2 

一 一一一一一一 一 一 才 (cos0 ,sin0) 
I 

I 
I • 
I 

B I 
I 

。 i x, 

图 5-5 二维旋转矩阵 A 对单位向量i 、 j 的作用

然后，我们考察旋转矩阵A 把任意向量c 变换到 Ac 的情形。对于任意向量C' 我们知道，
可以分解为单位向量的线性表示：

c = (~~) = c1 (~) + c2 (~) = c1i + c2j (5-5) 

那么，旋转矩阵作用于向量c 的式子为

Ac= A(cl (~) + c2 (?)) = C叽） +c2A(?)=c1Ai+c2Aj (5-6) 

对比上式 (5-5) 和 (5-6), 分向量cJ ➔ c1Ai 长度不变，角度逆时针增加了 0度；分向量

c2 j 今 c2Aj 长度不变，同时同向角度增加了 0度。那么，向量的和 cJ + c2j 今 c1Ai+ c2Aj 长度
不变，角度逆时针增加了 0 度，即 c 今 Ac 长度不变，角度逆时针增加了 0度，如图 5-6 所示。
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图 5-6 二维旋转矩阵A 对任意向量的作用

另外，从行向量和列向量两个角度看旋转矩阵，有一个有趣的规律。

首先，我们看表 5-4, 观察其行向量的图形的变化。由图 5-7 (a) 的图形知道，当 0 = 0 

• • - • 一•--= .••• .:- -·- -- - - - .125. 



线性代数的几何意义

时，旋转矩阵的行向量就是坐标轴上的单位向量 i 和 j, 随着 0角度的增大，矩阵的行向量（两

个单位向量）在单位圆上同时进行顺时针等角度旋转。
Xz I X2 
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(a) I (b) 

图 5-7 旋转矩阵的行向量和列向量

如果我们从列向量的角度看旋转矩阵，又会得到什么图形呢？把表 5-4 具体的数值重新列

在表 5-5 中，来观察其列向量（用虚线按列划分矩阵）的图形的变化。

表 5-5 二维旋转矩阵的例子（列向量）

。 "' 。
冗 冗 3 冗
4 2 4 

叶oo,sin00 --sin邸00] [Ii OJ 
一五： ✓2-

［？霄
~. ✓2 -.. ,. 一. . "" 一五仁—

0: 1 鑫｀ E 飞
... 2 : 2 _ _ 2 : 2 . 

显然，从图 5-7 (b ) 的图形知道，列向量在随着 0 的角度的增加而逆时针旋转，刚好与行

向量同时反向旋转！这正是正交矩阵的特征。因为，旋转矩阵就是正交矩阵。

5.4 矩阵与矩阵乘法的几何意义

两个矩阵相乘，如AB 的几何意义可以从多个角度来了解。如果把矩阵A看做一个几何图

形，那么乘以B就是把A 的图形进行了有规律的变换，这个规律的变换就是线性变换（这里实

际上把矩阵A看成了多个向量的组合）。如果把两个矩阵看做等同的，那么 AB 的结果是把两

个线性变换进行了叠加或复合（嗨，至于矩阵乘法的代数意义，您可以先看 6 . 8. 1 节）。下面咱

具体讨论一下。

5. 4. 1 矩阵与矩阵乘法的意义

矩阵与矩阵的乘法可以从矩阵与向量的乘法得到，因为一个矩阵与多个向量相乘，这多个

向量就可以组成一个矩阵（会有些限制）。或者说，矩阵本身就是一个有排列顺序要求的向量组，

所以矩阵与矩阵相乘可以看做矩阵乘以列向量（或者行向量乘以矩阵）的组合。例如：

Ac =[i: t: ](~J. Ad= [ i: :: ](~J 
如果把列向量C和d组合成一个矩阵B=(c,d), 则上述的乘积可用两个矩阵的乘积来表示，即

.126. 



第 5 心 矩阵的几何总义

AB=A(c,d)=[~'~2][~: jJ 
当然，如果有更多的向量组合起来，可以形成这样的矩阵乘式：

AC= A(c,d,e, f,g) = [ a, a,][ c, d, e, 八 g,]
b1 b2 C2 d2 e2 几 g2

类似地，通过向量乘以矩阵的定义，我们也可以定义反顺序的矩阵乘式（这里向量为行向量）：
c 

Cl C2 

d I I d1 d2 

CA = I ~:A =: ; 1 [ :: :,] 
g 

g, g2 

因此，矩阵与矩阵的相乘的几何意义,_!I以从矩阵笃多不向董和乘舵赴巴巴产覂竺二且呈
多个向量被按照顺序组合成了另一个矩阵。

－＂＇，．．＇ ， 一 ' . .. , ______.. 

三一般几何意义，就是矩阵A 把矩阵B 的数个行向量 （或列向量）构成的几何图
形进行旋转、缩放、镜像等变换（另一个起到的作用），得到数个新向量，这些新向量作为行向

量（或者列向量）组成一个新的矩阵 c, 这个新矩阵C 会构成新的几何图形。对于下面的乘式：

C = AB= A (c, d, e, f, g) = [ a, a,][ c, d, e, 八 g, ] = [~i1 j, k, I, ] 
b1 b2 C2 d2 e2 几 g2 凡 i2 f 2 k2 l2 

= (h, i, j, k, I) 

我们给出具体的数据例子，被变换图形是矩阵B 的列向量作为骨架的图形，变换后的图形是矩

阵C 的列向量作为骨架的图形。矩阵A 是作用矩阵：

C=AB=[: -~l! 寸~ l :1; h勹＝［一~1 1~! :1 :。i]
画出这个变换的图形，如图 5-8 所示。一片绿色的小枫叶，经过夏天几多风雨之洗礼的自然变

换，终于成了一片红彤彤的大枫叶。

I~』~·~-1B~
二 飞」r之二

L `. 

七! , 2 

Xi 

I . I . 暮c -L -~i~--

图 5-8 矩阵对图形矩阵的变换

两个矩阵相乘的这样一种理解主要是考察一个矩阵对另一个矩阵所起的变换作用。其作用

的矩阵看做动作矩阵，被作用的矩阵看做由行或列向量构成的几何图形。这个理解就是上面给

出的几何解释。

另外一个理解就是两个矩阵都被看做作用矩阵，两个矩阵的乘积被看做两个矩阵作用的叠

加。一连串的矩阵相乘如S=ABCDEF, 会把所有的矩阵线性变化的作用力传递并积累下去，

-—--—---------- -- - --一一一·---- ----—---- ------- - .127. 



线性代数的几何意义

最终得到一个和作用力 S。工业上的例子就是机器人的手臂（见图 5-9), 机械臂上的每个关节

就是一个旋转矩阵（比如可以是一个4x4矩阵），机械臂末端手的位置或动作是所有关节运动

的综合效果。这个综合效果可以用旋转矩阵的乘法得到。在 5.6.l 节中，我们将给出几何图形的

例子。

图 5-9 矩阵相乘的传递作用

矩阵相乘可以把矩阵的作用传递下去的原因和意义是什么呢？真正理解它需要熟知线性变

换的知识。我想把它的解释放在后面的章节中（比如 5.10 节），目的是希望各位看客能逐步地

深入下去。

5.4.2 矩阵左乘与右乘的不同

一个矩阵左乘或右乘另一个矩阵的几何图形，其变化不会相同 ， 因此，矩阵相乘不能满足

交换律，也即 AC =1= CA 。

下面大家看看矩阵的乘积交换后它们的列向量所构成的三角图形的变化（见图 5-10):

AC=D _\][-刍 l--31] =[-s1 I 元]. CA=[_刍 --31JD I-\ J =[-~I~i] 
矩阵 C 的图形表示为三角形 c, 矩阵 C在矩阵 A 的左乘和右乘的作用下分别得到了三角形AC

和 CA 两个图形，显然， AC和 CA 是不同的。

·• 

" 
C2 

X i 

9 矩阵相乘AB::1=BA不能满足交换律，是由矩阵相乘的定义决定的， A 乘以B 定义为 A
、 的行向量逐个点乘B 的列向量； B 乘以 A 定义为 B 的行向量逐个点乘A 的列向量；一个
＿矩飞~行商量写卫歹『一一向可厅『京同的， 因此 AB::1=BA 。 . 

一般情况下，矩阵乘法不能交换，但有两个例外要注意：一是单位矩阵可以交换，即
E4=AE=A; 另一个是逆矩阵可以交换，即 Ml

,-,,.- ~ _., ., .. , __ ,,, 叩---, ··~ _,.---'-,-,,--...
三£.4二三且＿可以交换的主要原因之一是单

位的叮向量等于列向量。
C ,, -
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图 5-10 矩阵左乘和右乘的结果不同
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5.4.3 矩阵乘幕的几何及物理解释

矩阵乘幕运算就是对一个矩阵A进行一定次数的连乘运算 All 。有实际物理意义的可乘幕

矩阵常见的有 Markov(马尔科夫）链中的转移概率矩阵、旋转矩阵和图的邻接矩阵等。在天气的

马尔科夫链中，天气转移概率矩阵的n次幕 All 表示第n天后天气是晴、阴或雨的概率。逆时针

旋转0角的矩阵的 n次幕An表示对一个对象旋转了 n个0角度。邻接矩阵可以表明一个电路网络、

电话网络、道路网络以及机构网络的连接关系，而邻接矩阵的乘幕可以得到任意两个网络节点

之间的连接长度及是否有连接的情况。比如邻接矩阵的 2 次幕A2 的结果告诉我们任意两个节点

之间是否存在长度为 2 的道路，而且还告诉我们每一对连接长度为 2 的道路有多少。

矩阵的乘幕的实际意义还表现在具有反馈环路的物理网络中，如一个具有反馈的线性电路。

更具体的例子是一个电子或机械的振荡器（见图 5-11)。电子振荡器的选频和放大的电路网络

可以抽象为一个矩阵A, 电路网络的输出又返回到输入；这样二次输入又经过矩阵的作用得到

OUR 

图 5-11 振荡器的数学模型是矩阵的乘幕

矩阵幕的物理意义先说这么多，下面给出旋转矩阵乘幕的几何解释。

cos0 -sin0 前面讲过，二阶逆时针旋转矩阵表示为A=[sin0 oos0]。那么 ， 两个至 n 个旋转矩阵的
乘积表达式可以由三角公式得到：

A'= [ cos0 -sin0 ][ cos0 -sin0] = [ cos 20 -sin20] 
sin 0 cos 0 sin 0 cos 0 sin 20 cos 20 

A3=[cos0 -sin0J[cos20 -sin20]=[cos30 -sin30] 
sin 0 cos 0 sin 20 cos 20 sin 30 cos 30 

••• 

An = [ cos n0 - sin n0 
sin n0 cos n0 ] 

由此可以看到，旋转矩阵的连乘积等效千旋转角的连加和。图 5-12 给出了旋转矩阵

Al 、 A2、 A3 对单位向量 i 的旋转效果。矩阵的乘法变成了角度的加法。
• ; 飞2
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----, - - -、, 

\ ̀
 ` 

` ` 
\ 

.l 

\ 
飞

A 
、

、

I ̀  I ̀  \ 

x .l 

I 
I 

I 
I , 

` 、

/ , , 

、、

, 
、 __ _, __ _ 

` 图 5-12 旋转矩阵的乘幕
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线性代数的几何意义

矩阵乘幕的次数越高， 越显露出矩阵的特征值出来，这个方法用于数值线性代数中求解特

征值。这个问题我们在下面特征值和特征向量的几何意义一节（见 5.8. 1 节）中也有深入讨论。

5.5 矩阵与线性变换关系的几何意义

其实矩阵一开始就与线性变换纠结在一起了，但俺总觉得线性变换概念比较高深哈，故在

介绍了矩阵的基本运算后才推出矩阵的线性变换意义出来，希望专业人士笑谅（笑着原谅）啊。

我们在前言里面区分了线性映射和线性变换的概念，其实无论是映射还是变换都可以用矩

阵来表示。 简单地说 ， m x n 阶矩阵可表示把一个 n 维空间的向量映射到 m 维空间的向量的线

性映射（详见 5.3.2 节），而一个 n 阶方阵是把一个 n 维空间的向量映射到自身空间另外一个向

量的线性变换。因此，多数情况下不必刻意区分映射和变换。

5. 5. 1 线性变换如何用矩阵表示

从前面矩阵的乘法可以知道，任意一个矩阵其本身蕴含着一个变换。这个变换我们可以称

为一个矩阵变换。前面章节里我们也讲过线性变换的概念：数域F上线性空间 V中的变换 T称

为 V中的线性变换，那么当且仅当满足条件：

T(a + P) = T(a) + T(P ) (a,p EV) 
T(ka) = kT(a) (k E F,a EV) 

这里，我们把变换 T的符号替换为矩阵A, 线性变换就变成了矩阵变换。

实际上，从Rn ➔ R111 上的线性变换都可以表述为一个矩阵变换；反过来，一个矩阵变换也

必然是一个线性变换。两者具有一一对应的关系。这个对应关系笼统地表述如下：
• 线性变换的和对应着矩阵的和；

• 线性变换的乘积对应着矩阵的乘积；

• 线性变换的数量乘积对应着矩阵的数量乘积；

• 线性变换的逆对应着矩阵的逆。

因此，对千一个变换我们需要弄懂两个问题 ： 这个变换是否为线性变换？如果是线性变换，

应如何求对应的矩阵？

判断是否为线性变换只要确定这个变换是否满足加法和数乘法则就可以了。线性变换一般

可以用文字描述出来， 如“一个旋转角度为叫8 的旋转变换“，或者”一个关千 X2 = -Xl 的镜像

变换”等，但如何知道旋转变换所对应的矩阵呢？这个问题有幸由一个定理给出了回答。作为

一个例子，下面的定理给出了如何把一个R2 空间上的线性变换转换成一个对应的二阶矩阵的办

法（对 n 阶空间也适用）。

定理：设T:R2 今F是任意一个线性变换，那么T变换对应的矩阵的列向量为 T(e1) 和 T(e2) 。

、了以后方便引用，我们不妨称此定理为＂线性变换的矩阵定理”。 这个定理的意思是，只

要求解空间坐标系轴上的标准正交基在这个线性变换下的映像， 就可以用像组成对应的矩阵。

亲们，千万记住这个定理！这可是线性代数中基本的定理，因为它是线性变换和矩阵关联

的纽带。
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第 5 策 矩阶的儿何总义

OK, 我们验证两个例子加深一下印象。先看一个在平面上的旋转变换的例子（呵，这个例
子举了 n 多次了）。

设变换T:R2 今飞是R2 中把每个向量按逆时针方向绕原点 o 转动 0角的旋转变换。这里

我们要弄清两个问题： 一是旋转变换是否是线性变换；二是旋转变换对应的矩阵如何求（注：
这个矩阵就是前面多次介绍的平面旋转矩阵）。

判断是否为线性变换就是确认这个变换是否满足加法和数乘。我们看图 5-13 。

。 x, 。

(a) 

图 5-13 旋转变换是线性变换

图 5-13 (a) 中向量 a 和 b 同时逆时针旋转了一个 0 角，因此两个向量之间的夹角没变，

长度也没变，显然，构成的平行四边形的外形没变；或者说，平行四边形也同时逆时针旋转了
同样的角度。因此，旋转前后的平行四边形的对角线长度没变了商时也旋转了同样的角度。换
句话说，旋转前的平行四边形对角线向量a+b 经过旋转变换T() 后等于旋转后平行四边形的对

角线T(a)+T(b), 亦即 T(a +b) = T(a)+ T(b) 。这说明满足加法法则。

图 5-13 (b) 是满足数乘T(ka) = kT(a) 的图示，解释从略。

我们已经知道了平面空间中的逆时针旋转的通用矩阵是［芦:-;::]. 如何由定理得到这
个旋转矩阵呢？实际上咱在前面多处章节中已给了回答。这里只是套一下定理，给予重新确认 ：

如图 5-14 所示（也可参考图 5-5), 把坐标系 Xi 轴的单位向量 el (有时写做 i) 按照线

性变换的要求逆时针旋转 0角度，得到基向量的像，~勹；勹：詈）D同理，把X, 轴上的
--··~·---.. ................ --- " "叭． ＇，．一.,-

据定理，

~ ~~
新向量就是旋转矩阵的两个列向量，把它们按顺序

单位向量 e2

X2 
T(i)= - - -

(-sinB ,cos0) 
` --- -- . 'j 
I 
I 
I 
I 

I 

I 

I 

I 

! 
I 

I 
I 

-- - . -,- 、

T(ka)'\, I 。 、、、、、、`
、

1a 
、
,
a

、
、

l 

f
0 

i 

-

7
、

、
丿
" ( T 

(b) 

x, 

T(i)= 
(cos0 , sin0) 

0」 ------7:、

1 、

I , 
I I 
I _ 

I ' X1 , 
I 

COSfJ -sin0] 
sin0 cos0° 

, 

、、- --夕，

图 5-14 旋转矩阵列向量的求解
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线性代数的几何意义

因为这个求矩阵的定理很实用，咱再举一个镜像变换的例子。

例 5.2 设 T:R2 ➔ R2是把向量空间兀中的每个向量对直线 X2 =-XI作反射的变换。容易

看出，这个变换是保持了向量的加法和数乘的原则。如图 5-15(a)所示，向量a 和 b及其和a+b

所构成的平行四边形在镜像变换T() C对千直线 X2 =-XI 的反射）后同样是平行四边形，它是

反射向量T(a) 、 T(b) 和 T(a)+T(b) 所构成的平行四边形，这说明加法法则被保持。图 5-15 Cb ) 

是向量的数乘运算，变换前后的比例 k没有改变，这说明数乘法则被保持。
A及

广
X2 

ka 

x, 

~ 
T(a+b)=T(a)+T(b) 

T(a) 

(a) 

x2=-x1 

x广

X2=··X1 

T(ka)=kT(a ) (b) 

图 5-15 镜像变换是一个线性变换

因此镜像变换是一个线性变换。下面求解对应的镜像矩阵。

对应镜像变换的矩阵的第一个列向量是 T(e1)=T(i)= -j = (飞）， 第二个列向量是

T(e2) =T(j) =一心），见图 5-16。根据线性变换的矩阵定理，把它们组合起来，所以其镜像矩

阵为[ 0 - I] 。
-1 0 

X2 

;~:、，/、'.、~卢夕:、::、/、:·!~;-、
芦二三卜

、

、

II 
` 
I 
` 
'\

e 

` 、

` ` ` ` 
、

、、、
、

,'; x, 
, I 

、 ; 

、; '
、 ;' 

; I 、-<. I 
/ , 、；, 、，

, ~ 

; 
, , / 、、 X2= -Xi 

，夕 、

、- - - &: : ---、
T(e1)= -e2 

图 5-16 镜像矩阵列向量的求解

所以啊，由千线性变换与矩阵之间有一一对应（在给定基的前提下），而且保持线性运算关

系不变（线性变换的加法和数乘分别对应于在某一个基下的矩阵的加法和数乘），因此，可以用

矩阵来研究线性变换，也可以用线性变换来研究矩阵。

5.5.2线性变换矩阵定理的几何及物理意义

一般的线性变换的矩阵定理可以这样给出 ：

设T:R11 今 Rn 是任意一个线性变换，那么T变换对应的矩阵为[T(e1),T(e2),…， T(e11)] 。其

中 e1 ,e2'…, en 是自然正交坐标系轴 XI ,X2'…, xn 上的单位基向量。
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这个定理确实很奇妙， 只要把单位基向量被线性变换映射的像向量按序排列就得到了此变

换矩阵。 其实这个定理的几何意义在前面的例子里已给出了 。 这里咱给出一般意义上的几何解
释。

对于二维空间上的线性变换， 一个线性变换会把标准正交基的两个基向量变换成另外两个

向量，如果把它们张成的四边形勾画出来，就会发现，线性变换把第一象限的正方形变成了平
行四边形。

如图 5-17, 标准正交基的两个基向量q、今张成的是正方形。 在一个线性变换下， 两个基

向量的像 T(ij) 、 T(e2) 张成的一般是一个平行四边形。平行四边形的两棱（向量）构成了变换矩
阵。

X2 

T(e,)2 

、

` , 、
、

、

、

2

,re 
十

1-

- 2 -I 0 e f 
I X1 2 

一1

图 5-17 线性变换把正方形映射成平行四边形

类似地， 三维空间里， 一个线性变换会把一个标选正立基氐监盛旦邑晌方体映射成一个平行

六面体。平行六面体的三棱（向量）构成了变换矩阵。

以上是线性变换矩阵定理的几何意义。 如果要理解线性变换矩阵构成的物理意义， 我们可

以用前面的点石成金矩阵（参见 5. 1.2 节）的构成来类比理解。

点石成金是个线性变换。 (i) 吨矿石被变换为 (~)克金银，(?) 吨旷石被变换为 (~) 克金银。

这个刚好是把坐标轴上瓜｀口良一五二三汾， 因此可以由此组合成变换矩阵 a C 0 ~~~ [b d] 
吊见的线性变换有初等变换、等价变换、 正交变换、相似变换、合同变换等。下面或以后

的章节我们将讨论对应着各种线性变换的不同类型矩阵的几何意义。 首先看看对应着初等变换

的称为初等矩阵的几何意义。

5.5.3 矩阵及其对应线性变换的几何图形

如果给你一个矩阵，如何马上理解其几何意义上的线性变换呢？其实很简单，你只要把前

面已知变换荣顽罕陌启车qJ迥区茧酉三寄百了勹一言万芯-叩~郓军侨亦可配衢长成的平1
多面体和同阶的单位矩阵的单位向量所张成的正多

..,._,.__ ,. ·. ~ 气:~、一飞下

无言形进石可言百可厅了从前面的例子我们
知道，二阶和三阶矩阵的正多面体就是正方形和正立方体。

一个几何图形乘以一个矩阵，就会对这个图形进行一个线性变换或矩阵变换。几何图形可

以是一个向量、 一个三角形、 一个四边形或者一个圆，这些几何图形都被认为是一个向量集合
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线性代数的几何意义

所构成的。当一个矩阵对众多不同的几何图形进行变换时就会显现不同的变换特征，同时也会

加深我们对一个具体矩阵意义的了解。比如， 我们常常见到二阶矩阵对一个单位正方形的图形

进行变换，实际上就是把单位矩阵E 的行向量或列向量所张成的几何图形进行的一个变换。

序号

另外，如果被变换的几何图形是一个向量圆，那么就会容易发现矩阵的特征值和特征向量

的特质，如被变换的几何图形是一个正方形，其特征向量的几何特点就不太明显。因此在后面

的矩阵的特征向量和秩的几何意义的讨论中，我们总把被变换的几何图形设为单位圆或单位球。

下面汇总了各种二阶矩阵所对应的线性变换的平面几何图形（见表 5-6)。这里被变换的图

形是一个位于第一象限内的三角形或正方形，它们由单位矩阵[~ ~]所生成，变换后的像一般

位千其他象限内。这个汇总可帮助大家有个系统的认识。另外，在表 5-6 的最右列给出了线性

变换对应矩阵的行列式值， 由行列式的值我们可以看出变换前后平面图形面积的变化比率。

表 5-6 典型二阶矩阵所对应的线性变换的几何图形

变换前后的图像
（第一象限的三角形和正方形为变换前原图形） 1 对应的线性变换矩阵 矩阵的行

列式值

l [~1-~] 
关千芍轴的镜像对称

变换；
图像（三角形和正方形）

被翻转到 X1 轴下

-1, 面积
变号

._ 

，二叮 关千 X2 轴的镜像对称

变换； -1, 面积、 t 

变号2 I L V : 1」 I IL u」~/ T 、
、 I 

图像被翻转到 X2 轴左、 ,, , 
2 -1 01 1 X• i 侧

3 

X2 

七卞- - - I 

\ 

、、、、、、 I
。

关千原点的对称变换； I 1, 面积
图像被翻转到原点的对 不变

面

斗

X2 

4 [~i~] 
1 x, 

关千直线 Xi=.片 的对

称／镜像变换； -1, 面积
图像与原图像重合，但 变号

方向相反
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5 [~l ! ~l] 
咖

TII

,I 

、

一

、
、
｀

、

\ 、
、

示
A
-
+

＿
_

xi
-\ 

xi 

X1 2 

J 

关千直线 Xz =---: 芍的

对称变换；
图像被翻转到原点的对 变号

I -1, 面积

面，但方向相反

X2 U 2 

芍轴（水平）方向的伸. -- -- 7- --

\ I , 
l , 

缩变换； k, 面积、

1 \,I\ 、

6 I I n ; 1 I \ 

图像在水平方向上被压 改变 k倍\ 
\ , 

\ \ 

缩或拉伸` ),. 

l x1 I 01 k芒 k 言I 0 

I 

Xz 尸2

;t ~l<k) 1 

I t\.. X2 轴（垂直）方向的夏

I 伸缩变换； k, 面积改7 I LV · I\, 」 --·l 

图像在竖直方向上被压 变 k倍。 / 1 |斗

',, 气I
I 缩或拉伸

DI 

8 [~ 勹
X2 

- - -, 一一一一 气

I 

k言l 尸 °

凸

1 k X1 

芍轴 （水平）方向的剪

切变换；
图像被左剪切和右剪切

1, 面积

不变

Xi 

` 

9 

。

「
x
J

勹

lIII 

1

一

卜

~

L 

X2 轴（垂直）方向的

剪切变换；
I 1, 面积
不变

图像被上剪切和下剪切

X2 

10 

-1 。 1 x 

芍轴（水平）方向的投

影变换；

图像被压缩为 X1 轴上

的单位向量线段

0' 面积
变为 0
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X2 

I[~] 
勹＿ X2 轴（垂直）方向的

I 

11 I. I . 气_.;-~-'\ .-• - I I I 

投影变换； 0' 面积. . 
图像被压缩为 Xz 轴上 变为 0

I 

-~ 01 一 ．
1 xj' I 的单位向量线段

X2 

" 逆时针旋转变换； 1, 面积

图像以原点为转轴逆时 不变

针转动

-1 1 x, 

X2 

，卞－－－ －－－，

:) 
-1 。

顺时针旋转变换； I 1, 面积
图像以原点为转轴顺时 不变

针转动

-1 

由第三章可知，二阶行列式的几何意义就是两个列向量或行向量所构成的平行四边形的有

向面积。实际上，二阶行列式的几何意义也可以看做两个列向量或行向量所构成三角形的有向

面积的 2 倍（如表 5-6 中的图形）。看做平行四边形或者是三角形都可以，这不会影响我们对

矩阵的理解。

9 读表提示
在读上表中的矩阵和变换图形时，请随时应用线性变换的矩阵定理进行印证，这样就会使

你真正地掌握它们。
由表 5-6, 我们得到与行列式有关的线性变换的一些结论作为总结：

• 行列式等于 1, 表示变换后图形的面积乘以 1, 面积大小不会变化，图形的有向性也不

会变化（通俗地讲，图面的正反面不会反转）。

• 行列式等于-1, 表示变换后图形的面积乘以-1, 面积大小不会变化，但图形的有向性

会变化（通俗地讲，图面的正反面发生反转）。

• 行列式等于 O, 表示变换后图形的面积乘以 o, 面积收缩为 o, 图形缩变为一维图形。

• 行列式等千 k, 表示变换后图形的面积会变化 K倍。 K大于 1, 图形面积会放大； k 小

于 1, 图形面积会缩小。图形的有向性也会因 k是否为负值而发生变化。

5.5.4 初等矩阵／初等变换的几何意义

线性变换与矩阵之间有一一对应关系，因此就有初等矩阵所对应的初等变换。一组向量的

线性相关性必然会体现在这组向量的数组之间的关系上，因此我们定能通过向量之间的线性运
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算把这个关系揭示出来。由于线性运算是在同一分量上进行的，人们把一组向量并列在一起，

便于对同一分量进行运算，这就是矩阵的初等变换。由此看来，初等变换只对表示向最组的矩

阵才能看到其几何意义。 在数学中，数域 R 上的矩阵的基本初等变换有三种：

(1) 交换某两行 i、 j 的位置，记为 T(i, j); 

(2) 把某一行 i乘以一个非零数k (k ER)' 记为T(i(k));

(3) 把某一行j的 k (k ER)倍加到另一行 i 上，记为 T(i,j(k)) 。

对千数域 R 上的一个单位矩阵分别实施上述三种基本初等变换，所得矩阵分别称为基本初

等矩阵 CI) 、 (2) 、 (3)。所以对千二阶单位矩阵从叶

基本初等矩阵 CJ) 是广..!』
1 0 

基本初等矩阵 (2) 分别是［左恩［平勹；
0 1 0 k 

基本初等矩阵 (3) 分别是［上息］或[-U:J 。
k 1 0 1 

基本初等矩阵与矩阵的基本初等变换也是一一对应的；任何一个可逆矩阵都可以分解成基

本初等矩阵 (1) 、 (2) 、 (3) 的乘积。同时基本初等矩阵 (1) 可以由 (2) 和 (3) 导出 。 所以，

任何一个可逆矩阵都可以分解成 (2) 和 (3) 这两种基本初等矩阵的乘积。从变换的角度来说，

一个可逆的线性变换是连续实施若干次 (2) 和 (3) 两种基本初等变换的结果。

9 注意：初等变换 (2) 就是线性变换的数乘变换；初等变换 (3) 就是线性变换的数乘后的
加法，或者讲是线性组合。它们之所以基础就是因为它们是线性变换的数乘和加法的法则。

一个二阶矩阵作用在一个二维向量上得到一个新的向量，一个向量对应着一个点。因此，

—个二阶矩阵把平面上的每一个点都变成唯一的点，从而它是平面到平面的映射（即变换），可

以刻画平面上的几何变换。同理，任意一个三阶矩阵可以刻画空间中的几何变换。由千任何一

个可逆矩阵都可以分解成基本初等矩阵 ( 1) 、 (2) 、 (3) 的乘积，因此， 基本初等矩阵 (1) 、 (2) 、

(3) 的几何意义是理解一般矩阵所表示的变换的几何意义的基础。

基本初等矩阵 (1) 的几何意义是：关于某一“标准轴（面）”的镜像反射（对称）变换；

基本初等矩阵 (2) 的几何意义是：在某一坐标轴方向的伸缩变换；基本初等矩阵 (3) 的几何

意义是： 在某一坐标轴方向的切变变换。

1. 基本初等矩阵 (1) 的几何意义

在二维和三维几何空间中，基本初等矩阵 (1) 所表示的几何变换的意义可以从线性变换矩

阵的逆定理推得。实际上，表 5-6 的序号 4 中已经给出了二阶基本初等矩阵 (1) 的几何意义：

以直线易＝并为对称轴的对称／镜像变换。

下面我们给出三维空间中基本初等矩阵 (1) 的几何意义。

如图 5-18 所示，先给出三阶单位矩阵[~! 1]行向量张成的图形，就是第一象限的立方体；

为了图像比对效果明显，特意画了单位行向量不等的图形（见图 5-18 ( a), 把立方体故意画成
.137. 
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了长方体） 。 在 I, 2 互换的换行矩阵[i~1]作用下 ， 立方体仍然在第一象限，只是图形以平

面Xi==芍 为对称面进行了镜像变换（见图 5-1 8 Cb )) 。

X3 X3 

厂三>厂＼
x~ 图 5-18 三阶初等矩阵 ( 1 ) 的几何意义

下面列举平面及空间里基本初等矩阵 ( I ) 对线段及点的变换的例题。

［平面线段变换例］： 设P(a, b) 是二维几何平面 X10X2 上的任意一点（等同千任意向量），点

P经基本初等矩阵T(l, 2) = (f J)变换后的结果为Pi =T(l,2)P=(b,a) (见图 5-19 ) 。
(~ 

2 

.III

II

. e 

-Z -,/ 
// 

/ 

一
．
了

，

e
J

尸0
/
x
t

X2 X2 

(a) (b) 

、 '.Q邸

\ ', 人~ i ! ,.,. / ! 

气勹可勹— ' 
1 尸飞；霄 ~·

图 5-19 平面线段的初等变换 1

R是点P关于直线易 ＝并 的对称点。同样， Ql 是点 Q 关千直线 Xi =芍的对称点 ， 由此可类

推知线段RQ 是 PQ 关千直线易 ＝斗的对称图形。 、芞}/)江\_) 
［空间点变换例］： 设 P(a,b,c) 是三维几何空间 OX1X2X3 中任意一点， 点P经基本初等矩阵

T(l,2) 、 T(2,3) 、 T(l,3) 分别变换后， 所得结果为 J: =T(l,2)P=(b,a,c) , Pi = T(2,3)P = (a,c,b) , 

~ = T(l,3)P= (c,b,a) 。点R是点P关于平面易 ＝芍的对称点，点片 是点P关于平面易｀ ＝注的对称

点 ， 点 只 是点P关于平面还 =Xj 的对称点。

图 5-20 绘出了点R是点P关千平面X =X 的对称点。

X3 

1 
换变

0

等

）
凡

初

p

二Xz 

Xi 
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这个结论可从二维的例子演推到，点 P'(a,b,O) 和片'(b,a,O)在二维平面 X10X2 上关千直线

乌＝芍镜像对称；扩展到三维空间后，就得到了 P(a,b,c) 和队(b,a,c) 关于平面易＝芍镜像对称。

2. 基本初等矩阵 (2) 的几何意义

在二维和三维几何空间中，基本初等矩阵 (2) 所表示的几何变换是：对图形实施的在某一

坐标轴方向的伸缩变换。这个几何变换 (2) 的意义也可以从线性变换矩阵的逆定理推得。实际

上，在表 5-6 的序号 6、 7 中已经给出了二阶基本初等矩阵 (2) 的几何意义。

三维空间中基本初等矩阵 (2) 的几何意义我们容易想到，就是对立方体在某一坐标轴方向

的伸缩变换。

下面列举平面及空间里基本初等矩阵 (2) 对线段及点的变换。

例如：设 P(a,b) 是平面 x,ox, 上的任意一点，点 P经基本初等矩阵 T(l(k)) =[~ ~] 和

T(2(k)) =[~i] 分别实施变换后，所得结果为 P, = T(I(k))P= (ka,b) 和 P, =T(2(k))P=(a,kb) 。
R是把点P在 XI 轴方向的坐标伸缩k倍而在 X2 轴方向的坐标不变而得到的，片是把点 P在 X2 轴

方向的坐标伸缩K倍而在 X1轴方向的坐标不变而得到的。

图 5-21 给出了两点 P(a,b), Q(c,d) 在 T(1(2)) 作用下沿 X1 轴伸缩的情况。同时，线段 PQ 在

T(1(2)) 的作用下变化为I:Q 。

X2 

I 
Q1(kc, 

x 

P(a, 初 I 丸（知，b)

图 5-21 平面线段的初等变换 2

设 P(a,b,c) 是三维几何空间中的任意一点，点 P 经三阶基本初等矩阵T(l(k)) 、 T(2(k)) 、

T(3(k)) (其中 k-:t-0) 实施变换后，所得结果分别为Fi =T(l(k))P=(ka,b,c), f>i =T(2(k))P=(a,kb,c), 

~=T(3(k))P=(a,b,kc) 。 R是把点 P在社曲方向的坐标伸缩K倍而在今易轴方向的坐标不变而

得到的； E是把点 P在 Xz轴方向的坐标伸缩k倍而在 X1 、 X3 轴方向的坐标不变而得到的；只是

把点P在 X3 轴方向的坐标伸缩K倍而在 X1 、 Xz 轴方向的坐标不变而得到的。若k>O, 其伸缩方

向与原坐标方向相同；若k<O, 其伸缩方向与原坐标方向相反。

作为特例，当k=O时，基本初等矩阵 (2) 表示的几何变换是对图形实施的在某一坐标轴

（面）上的投影变换；当 k=-I 时，基本初等矩阵 (2) 表示的几何变换是对图形实施的关于某

~. . - .. --- - ．蛔，一 -- -~-.'. --- ..:. -—— - · .139. 



线性代数的几何意义

一坐标轴（面）的镜像反射（对称）变换。

例如，矩阵 T(l(O))=(g~) 和 T(l(-1)) =(飞~)对点 P(a,b) 实施变换后结果分别为：

Pi =T(I(O))P=(O,b), 是点 P(a,b) 在 X2 轴上的投影点； Pi =T(l(-l))P=(-a,b)是点 P(a,b) 关于 X2

轴的反射点。

三阶矩阵T(l(O)) 、 T(l(寸））对点 P(a,b,c) 实施变换后结果分别为： J: =T(l(O))P=(O,b,c), 

是点 P(a,b,c) 在 X20X3 平面上的投影点； Pi= T(l(-l))P = (-a,b,c) 是点 P(a,b, c) 关于坐标平面

X20X3 的反射点。

3. 基本初等矩阵 (3) 的物理及几何意义

在二维和三维几何空间中 ， 基本初等矩阵 (3) 所表示的几何变换是：对图形实施的在某一

坐标轴方向的切变变换。这个几何变换 (3) 的意义也可以从线性变换矩阵的逆定理推得。实际

上，在表 5-6 的序号 8、 9 中已经给出了二阶基本初等矩阵 (3) 的几何意义。

切变在物理学中属于物体最基本的形变之一，在数学中很少使用切变这一概念，因此，对

千基本初等矩阵 (3) 的几何意义需要结合物理中的切变来加以说明。

切变，在物理学中指由剪应力作用造成的扭曲（或变形）。如图 5-22 所示，当物体受到力

偶作用使物体两个平行截面间发生相对平行移动时，在弹性力学中把这种形变叫做剪切形变，

简称切变。切变的主要特征为：平行截面间相对滑移；只有纯粹的形状变化，而没有大小（面

积或体积）的变化。

p' 

F (a) 
I 

YF Cb) 

图 5 22 剪切形变图

切变的事例在日常生活中有很多 。 如图 5-23, 将一本厚书放在桌面上，推动它的封面，使

书页发生滑动，这时在书页的两头边缘上画出的一个矩形变成了平行四边形，这本书受到的就

是切变。其形状发生了变化，而体积不变（这本书的宽度和厚度均没有发生变化）。

图 5-23 厚书切变图

本节咱们从切变变换推导出平面和空间里的切变矩阵，是为加强印象，理解线性变换与矩

阵的互推关系。
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1) 二维几何空间中的切变变换矩阵

如图 5-24 (a), 在平面上， 一个正方形受到了一个 Xi 轴方向的水平切变力，切变表现为，

其力偶作用由正方形变成一个等底、等高的平行四边形。其中，点 Fi(Xi,X2) 为正方形的任意一

点，点 Pi (x/,x/) 是切变后R点所对应的平移点。

X2 X2 _ _ 
气沪＇

I / I I 
I / I 11 /.. 

OI X1 01 X1 X l I X1 

(a) I (b) 

图 5-24 求解平面上的切变矩阵方法 1

由切变的意义，在从点月到点片的切变过程中，纵坐标 X2 (高度）不会发生变化，即 X2'= X2 ; 

横坐标 Xi 会向右（力的方向）平移一段距离片启 。 如果把切变的变化量用一个变化的夹角来度

量，就可以得到 l~Pi = x2 tan0 (见图 5-24 (b ) , 因为两个三角形全等： LlOAX2 兰心：1~-Pi)' 

因此横坐标的变化关系为 xi'= x1 + x2 tan 0 。 把 tan0 简写为一个变量 k(kER)' 则有

｛对,= x1 + kx, 
X2 = X2 

，将其改写成矩阵／向量的表达式

(~~.)=[~t](~J 
类似地，如果正方形切变的方向是竖直X2轴的方向，那么变化前后的坐标表达式为

臣，二心I +X2 或 (~·)=[1~](~:)
因此，矩阵甘 1尸[1~]是刻画平面上切变的数学模型，我们称其为平面上的切变变换矩

阵。它们是把二阶单位矩阵的某一行的 K倍加到另一行的基本初等矩阵T(i, j(k)) 。

实际上，利用线性变换的矩阵定理来快速推算这个切变矩阵，可能让你的思路更清晰简单。

下面咱推一下：

先看图 5-25 (a), 设切变前的正方形为单位长度的，其两个边分别是单位向量q 、 e2' 则

切变变换后，单位向量g、生分别变换为新向量 T(e1)和 T(e2) 。由图易看出：向量 e, 没有变化，

所以 T(e, ) =e, =店）；向量 e, 的高度没有变化，但在汇方向移动了距离k, 从而有T(e2)=(n 。

因此，有芍方向的切变矩阵 (T(e,),T(e,)) = [~ 勹

一一 .141.
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X2 

e2 e2--------

el Xi 0 

(a) I (b) 
图 5-25 求解平面上的切变矩阵方法 2

类似地，由图 5-25 ( b) 可得到 x 方向的切变矩阵 [ 
1 0 

2 (T(e1),T(e2))= o 

k 1 

。 1 x 

\ul_

_________. 

e ( TK 

el 

I'I

I
l
' 

2) 三维几何空间中的切变变换矩阵

在三维几何空间中，一个正方体的切变表现为， 其受到力偶作用由正方体变成一个等底、

等高的平行六面体。在下面的例子中 ， 我们假设正方体受到了平行千平或者 X2 轴方向的切变作

用力两种情况（见图 5-26) 。

I 

Jttix 
图 5-26 空间上的切变方向

当受到平行千点轴方向的切变作用力时（见图 5-27 Ca)), 正方体内部的任意一点的坐标

中 X2和 X3 不会变，只有坏坐标会发生变化。芍坐标的变化情况与二维平面上的切变类同。

当受到平行于X2 轴方向的切变作用力时（见图 5-27 Cb)), 正方体内部的任意一点的坐标

中社和 X3 不会变 ， 只有 X2 坐标会发生变化。 X2 坐标的变化情况与二维平面上的切变类同。
TX3 

,,,.' 

e尸乒

Xi X2-• 

(a)~(b) 

图 5-27 空间上正方体的切变前后对比

当我们应用线性变换的矩阵定理求解其矩阵时，就会发现这两种情况都是单位向量 e3 发生

了变化，而g、生没有变化。或者说，单位向量 e3 只有两个坐标方向可以切变，要么 el 方向要

么 e2 方向。因此，不难得到图 5-27 C a) 所示的切变变换矩阵：

x, 

[T (e1),T(e2),T(eJ ] = 
1 0 k 

- • O 1 0 
0 0 1 
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其中， k是单位向量e3 在 X10X3 平面上沿 X1 轴方向的移动距离。

同理，图 5-27 ( b ) 所示的切变换矩阵为

[T(e,),T(e2),T(e3)) = I e,,e,{勹=~ ~z 
1 0 0 1 

其中 ， k是单位向量 e3 在 X20X3 平面上沿 X2 轴方向的移动距离。

至此，还有四种切变的情况没有得到矩阵。因为单位向量 el 也有两个坐标方向可以切变，

要么 e2 方向要么 e3 方向；单位向量 e2 亦有两个坐标方向可以切变，要么 el 方向要么 e3 方向。

这四种切变的情况如下：

el 沿 e2 方向切变 ：

el 沿 e3 方向切变：

e2 沿 el 方向切变：

e2 沿 e3 方向切变：

r ,、 勹

- 1 0 0 

[T(e1),e2,e3 ] =1 1~ l,e,,e2 l. = l. k 0 0 1 0 1 

厂一 , 

I 1 0 0 

[T(e1),e2,e3] = 。 , e1 ,e2 0 1 0 

k k O I 
L '-

厂 ／、 -, . 
1 k 0 

[ ei, T (e2), e3] = I ei, I ! I, e2 I = I O 1 0 
. , , _ , , . 0 0 1 

1 0 0 
=IO } 0 

0 k 1 

因此， 以上六个变换矩阵是把三阶单位矩阵的某一行的 K倍加到另一行的基本初等矩阵

T(i, j(k)) 。作为特例，若k=O , 则基本初等矩阵 (3) 为单位矩阵，其几何意义是图形到其自

身的恒等变换。

5.6 矩阵乘法运算律的几何意义

与前面的章节比较起来，本节利用了线性变换的概念来再次回顾矩阵乘积运算的几何意义，

由此可更深入地认识矩阵运算的性质。

5. 6. 1 两个矩阵相乘是两个线性变换的复合

例如 ， 对千平面坐标系 X10X2 上由单位矩阵列向量所张成的第一象限的正方形实施关千 X1 轴

的反射变换A=[t 飞］（见图 5-28 Ca)) 再实施关于标准轴另气的反射变换B=[~i] ' 得到
的图形正好是将原来的正方形逆时针旋转 90° 所得到的（见图 5-28 Cb)) 。
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~X2 X2 

(a) I (b) 

图 5-28 两次反射变换合成为一次旋转变换

这一结果用矩阵运算表示为BA=[? n~ 笥＝［？ 辈］ ， 即两个矩阵相乘得到一个新矩阵，

新矩阵所表示的变换正是愿来函伞垣监丞至旦三艺艺~~芒』芒巴巴巠盓缸意义—恩旦主缸
阵祖延贮覂覂巴芒叟生枣色 这一特例同时也可以帮助大家认识“旋转变换可以由连续两次 -
反射变换来实现“这一性质。
---十，一,., - -~- - ------___, 

矩阵的乘法不满足交换律

。 1 
X1 

\C_ 

嘈·

~ 

一1

5.6.2 

根据上述对矩阵乘法的理解，容易直观得出矩阵运算满足结合律。是否满足交换律呢？仍
然看上面的例子。

如果先对第一象限的正方形实施关千标准轴易＝芍的反射变换B, 再实施关于斗轴的反射

变换 A, 得到AB=[6 -~][~6]=[-~ Jl 矩阵AB 的变换是将原来的正方形顺时针旋转 90' 。
这与前面的 BA变换的结果不同 ， 因而B4'::/:-AB 。

我们再看个例子。同样地， 对在第一象限由单位矩阵列向量所张成的正方形图形，先向靠

近 X2 轴的方向压缩一半再逆时针旋转 90° 得到的结果（见图 5-29 (a)) 与先逆时针旋转 90 °

再向靠近 X2 轴的方向压缩一半得到的结果（见图 5-29 Cb)) 的比较，大家应确信交换线性变

换的顺序得到的结果一般来说是不同的。 即

Xz 

1 
I _ 

/ I' L
4 。

逾

厕

--7 
I 
I 

啊_ ,

I 
I 

一 千

i_II

I
II 

＼

一

、

－

I

-

_ 2 x 
l _ -

少
/ 

0.5 1 X1 -1 -0.5 

(a) + (b) 
图 5-29 压缩加旋转变换不同千旋转加压缩变换

因此，矩阵的乘法一般不满足交换律。但需要注意的是，有些情形矩阵的乘法可以满足交

换律，例如连续多次旋转或连续多次压缩变换是可以交换顺序的。

。
1 

X1 
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5.6.3 矩阵的乘法不满足消去律

根据投影变换的特点，把一个图形先作关千 X2 轴的反射变换，再向 X1 轴作投影变换的结果

（见图 5-30 (a)), 与先作关千坐标原点的对称变换，再向 X1 轴作投影变换得到的结果（见图

5- 30 Cb)) 是一样的。
X2 

// 『--:
·1 、 4 A 0 

(a) 

一,. ! __ '.~ 一,l // 'x, 
I (b) 

图 5-30 矩阵的乘法不满足消去率

上述的变换矩阵等式为 [1 OJ[-1 OJ= 『 OJ[- 1 O J 。如果消去等式两边的共同项 ， 会
0 0 0 1 0 0 0 -1 

吓［飞1 飞］。因此，矩阵的乘法不满足消去律。

x 1 

,IIII

I 

A
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- 

2 1
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.II
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-

I
I
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冒
＇

-
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-IIIIII

. 

l ,o 
-

- 
式等的误错到得

5.7 矩阵秩的几何意义

5. 7. 1 矩阵秩的几何意义

A 的秩一般记为 R(A) 。

矩阵秩的实质就是矩阵行向量组的秩和列向量组的秩的问题。行向量组张成了行空间，列

向量组张成了列空间。这里有个可以称为矩阵秩的几何意义的结论：

任何矩阵行空间的维数等千列空间的维数等千这个矩阵的秩。

如果是一个满秩的方阵， 大家都同意上面的说法，因为方阵的行数等于列数，秩都相等啊。

如果是一个不满秩的方阵呢？

在回答这个问题之前，先看一个“不方”的矩阵（俺的意思是行数不等于列数的矩阵）：

a2 b2 

看起来，这个矩阵的行空间是由三个行向量 (Cli , b1), (a2, bi), (a3, b3)所张成的。等等，怎么向

量是二维向量啊，三个二维向量肯定是线性相关的。二维向量最多能张成一个二维的空间。

Ok, 假设是行向量可以张成二维空间 ， 就是行空间的维数是 2。

再看列向量，列向量有两个： (CZi , a2,a3广和 (bl, b2, 从）T 。两个三维的向量能张成几维的空

间？最多只能张成两维的空间。注意兄弟，这个二维的空间是三维空间中的子空间。还不明白

的话就回到向量组、向量空间的章节中复习复习吧。

好吧 ， 列向量也是张成一个维数是 2 的列空间（必然，因为前面有个行空间维数是 2 的假
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设，这句话暂不明白没关系，继续往下看），两个空间的维数相等，因此 2 就是这个矩阵的秩了。

现在回答前面关千一个不满秩的方阵的秩的问题就容易了。举个三阶的方阵：

a,: b11 c1 

a2) b21 Cz 

a3: b3: C3 

不满秩，意思不是行向量组线性相关就是列向量组线性相关。假设列向量组线性相关，列向量

(c1, Cz'C3广可以被列向量 (lli, a2, 生）T 和 (bi, b2, b3? C假设这俩向量线性无关）线性表示。列向量 ．

组里面的向量 (ci, c2, c3? 就可以删除了，在方阵里面呢，就用 0 替代它，即

:: :: ::J ~』：: :: ! 
看后面的矩阵， 这实际上又回到了前面不方的矩阵的秩的问题上了。 三个行向量 (a1, b1, 0) 、

(a1, b1 , 0) 、 (a3, b3 , 0) 在一个二维平面上，因此哥仁也肯定线性相关了。假设行向量 (a3, b3, 0) 

可以被行向量 (a1, b1, 0) 和 (a1, b1 , 0) 线性表示，那么矩阵继续等价下去：

al 仇 c1 a, 仇 O

a2 b2 c2 J ~ l 气 b, 0, ~ 
a3 b3 C3 a3 仇 0

0 

0 

0 

b1b2O 
a
1
气
0

Ok , 看到没，非零的行等千非零的列，行秩等于列秩。

有哥们看出问题来了，要是这俩行向量 (a1, b1, 0) 和 (a2, b2, 0) 继续线性相关呢？我说这是

不可能的。 反证法 ： 假设这两位线性相关，好，再删去一个行向量，矩阵就变成

a1 b1 0 I I a1 b1 0 
a2 忙 0 ~ 0 0 0 

'-- 0 0 0」 Lo o o 

问题来了，看看列向量，第一列和第二列线性相关了，这和前面的假设“向量 (a1'a2'a3广和

(bi, b2 , b3广线性无关”矛盾。

一个结论：方阵里面 ， 有几个行向量是多余的，就会有几个列向量是多余的。对于所有的

色： 臼归哩且顽谭等于丕＿墅遣必止
好了，上述的说法，是把列和行都看做向量，因此有张成行空间和列空间的说法。实际上

这种传统的几何解释的说法仍然让人不易理解。其实比较彻底的解释应该是这样的：对一个 n

·阶方矩阵，仍然从传统上把列看做列向量 ，则行是每个列向量在列空间各个坐标轴上的投影（坐

标），行的数噩则是列空间坐标系的维数。方阵有 m 个不相关的列向量，就应该张成 m 维的列

子空间；反过来， m 维的子空间里的向量只需要 m 个坐标轴， m 个坐标轴就是矩阵 m 个行数。

因此就有了前面的说法：不相关的列的个数等于不相关的行的数，就是秩数 m。

因此 ， 矩阵的行向量组的秩、矩阵的列向量组的秩以及矩阵中不等于 0 的子式的最高阶数

（可称为矩阵的行列式秩）是相等的， 三秩合一，统称为矩阵的秩。
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5. 7. 2 矩阵的秩对图形变换的影响

二阶矩阵对于平面上单位圆上的向量变换之几何图形我们已有概念，前面的例子中矩阵把

单位圆变换成了椭圆。是不是所有的二阶矩阵都是这样的？非也。我们可以用矩阵的秩来区别。

前面咱谈过，矩阵乘以一个向量就是把这个向量映射到列空间中去 ， 同时矩阵的秩也是其

列空间的维数。 如果矩阵乘以一个图形（向量的集合），就会把这个图形统统变换到列空间去。

因此啊，变换后的图形维数最大不能超过列空间的维数。举几个例子：

对千二阶矩阵A=[h 早］，其行列式det(A) = lh 早 = -0 . 5-:t:-O, 因此 R(A) = 2: 

对于二阶矩阵B =[。\ f], 其行列式det(B) = l.s 飞= 0 ' 故 R(B) < 2, 进而得到 R(B) = 1; 

矩阵A 和 B 对单位圆上向量的变化图形如图 5-3 1 所示。

、1

、
_ 

2 

十

x 
1 _ -z 

/ 
/ 

,' 
( 

I 
I 

(a) , 、 --t;;/
图 5-3 ll R(A) = 2则 A 把二维圆变换成二维椭圆及R(B)=l则 B 把二维圆变换成一维直线

显然，当二阶矩阵的秩等千 2 时，矩阵把二维的圆形仍然变换为二维的椭圆图形；当矩阵

- 2 2 Xi 一2

、
F

、
、

、

2

一

x
-} 1 _ -z 

/ 
/ 

I 
I 

I 
,' 

的秩降低为 1 时，矩阵变换后的图形退化为一维的线段。

同样地，三阶矩阵对于空间球面上的向量的变换图形是：

当矩阵的秩等千 3 时，单位球被变换成三维空间中的一个椭圆球（三维图形）；

当矩阵的秩等千 2 时 ， 单位球被变换成三维空间中的一个椭圆面（二维图形）；

当矩阵的秩等于 1 时，单位球被变换成三维空间中的一个线段（一维图形）。

5.8 矩阵特征值和特征向量的几何及物理意义

2 x, 

当 A 是一个方阵， 一个向量a 被 A 相乘的结果和偶尔被一个数入相乘的结果， 恰好相等。

即
Aa = 入a (5-7 ) 

那么向量a 就称为A 的特征向量 ， 入称为 A 的特征值。这是定义。 下面我们将分别讨论特征值

和特征向量的几何及物理意义。

5.8. 1 特征值和特征向量的几何意义

1. 特征值和特征向量的几何意义

方阵乘以一个向量的结果仍是一个同维向量，矩阵乘法对应了一个变换，把一个向量变成
-----~--..... --. .. 了子」， , ___ _ _ -,n - ,, • .__._~, •• ~ , ,.,_, 

同维数的另一个向量。在这个变换的过程中，向卫旦芒圭呈旦—捚缩或镜坐的奕生二豆
~ --------- . '丁...__-- — ---=- ·==-==-=- - =--~-=--二二气 .147.
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向量变化的结果也会不同。如果矩阵对某一个向量或某些向量只发生伸缩变换，不对这些向量

产生旋转效果，那么这些向量就是这个矩阵的特征向量，伸缩的比例就是特征值；如果伸缩的

比例值是负值二县旦扯此立邱改变边区互包一愿向噩仍然是这个矩阵的特征向量。
对千前述的二维旋转矩阵，比如是逆时针旋转们2弧度的矩阵，这时我们可以问一个问题：

在平面上的所有向量中，有没有向量在这个矩阵变换下只沿着某根直线缩放或振动而不旋转到

其他方向呢？可以想一下，除了零向量，没有其他向量可以在平面上旋转叫2而不改变方向的，

所以这个变换对应的矩阵（或者说这个变换自身）没有特征向量（注意：特征向量不能是零向量）。

因此，一个变换的特征向量是这样一种向量，它经过这种特定的变换后保待在某个直线上不转
动，只是进行长度上的伸缩而已。

再返回来盯着特征向量的定义 "Aa =入a "'目不转睛保持 3 分钟……没顿悟？棒喝：不

要忘了 A 就是一个变换。再回来对着定义式目不转睛……，这时你豁然顿悟了：入a 是方阵A 对

向量 a 进行变换后的结果，但显然入a 和 a 是在一条直线上（方向相同或相反汃特征值入只不

过反映了特征向量 a在变换时的伸缩倍数而已。

例如，设某矩阵 A 和两个向量a=尸） (2 、 h= 1)• 那么，矩阵对两个向量的变换结果为

a'=Aa=(二i) 和 h'= Ah= 片），几何图形如图 5-32 所示。
X2 

2 ＿一,, 
/ 

I 
I 

夕

_ -- - --
，产

/ 
/ 

/ 

I - 4 

一1

2 
4 X1 

图 5-32 向量 b 是A 的特征向量

显然，只有向量 b 被矩阵A 同方向拉长了 2 倍，即 Ab= 2b , 因此向量b 是矩阵A 的特征
向量，特征值为 2。

对于矩阵 A, 大多数向量a 不满足 Aa= 入a 这样的一个方程。因为当向量a 被矩阵相乘

时几乎都将改变a 的方向，因此 Aa和 a 常常不是倍数的关系。这意味着只有某些特殊的数入

是特征值，而且只有某些特殊的少数向量是特征向量（有的矩阵干脆一个没有）。当然有个例外，
如 A 是单位矩阵或单位矩阵的倍数，那就没有向量被改变方向，从而所有的向量都是特征向量。

因此，从矩阵的几何意义来看，矩阵 A 的特征向量 a 就是经过矩阵A 变换后与自己平行（方

向相同或者相反）的非零向量，矩阵 A 的特征值入就是特征向量a 经变换后的伸缩系数。

Q 注意：
上面我们讲的是实特征值的几何意义。某一个实特征值使特征向量在一根直线上进行伸缩

变换，而复特征值会使特征向量在复平面上进行旋转，但在实轴上仍然只是进行伸缩变换。为
简单化，最后一节才讲复特征值的几何意义。下面不特别说明时，一般指的是实特征值的意义。

下面我们看一些矩阵对于一个几何图形的变换过程中关于特征值和特征向量的意义。
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/ 2. 特征向量与矩阵变换的关系

如前述平面的剪切矩阵[~n 当 k=l.5 时，矩阵为[~I广］，这个矩阵对三角形向量群的
变化如图 5-33 所示。

显然，直角三角形 ~oAG 内部的无数向量被水平方向切变到 ~oA 'G' 钝角三角形内部的向

量。图中，原向量与被变换的向量由一根根虚线段 (AA',BB',··· ·, GG') 连接， 因为是水平切变，

\ 

L 
。

( \ 
图 5-33 三角形里面的矩阵特征向量 L () \ 

显然，这些虚线段 AA', BB',· ··,GG'所表示的向量变化量是由矩阵 1 1.5 带来的；这些变[。 1 ] 

换量的特点是心q' 线段最长， BB' 线段长度次之，……直到 GG'线段长度变为 0。这时原向量及；

(X坐标单位向昼）和变换向量示了重合。由特征值和特征向量的定义可知，向量玩; = (1, 0) 

是矩阵[~ 早］的特征向量，因为这个特征向量的变化量为 O, 原向量与被变换向量相等， 变换

的比例为 1, 所以特征值是 l 。

显然上述对特征向噩和特征值的讨论无论是三角形还是正方形都不全面，因为我们只是讨

论了平面上的第一象限的向量，平面上还有四分之三的向噩没有在图中画出来（见图 5-34(a)) 。

。

X2 

。 Xt 

Ca) 

图 5-34 二阶矩阵的特征向量要讨论整个平面向量才能全面

一个矩阵对任意方向上的向量进行变换有什么特点呢？下面我们来讨论整个平面上的向量

被矩阵变换的结果。

在这里，我们讨论平面上任意的向量被一个矩阵所变换的清况。我们把平面上任意的向量

简化为由原点出发的任意方向的单位向量，这些无数个不同方向的单位长度向量终端形成一个

单位圆（见图 5-34 Cb))。矩阵[~I广］对这个单位圆内的向量进行变换的图形是如何的呢？仔

细观察图 5-35。图中的圆及其上面的等弧度分布的向量是原图形，椭圆及其上面的向量是变换

后的像。虚线连接了变换前后对应的向量关系。
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2 X 1 

图 5-35 矩阵对单位圆线性变换中的特征向量保持了方向不变

从图中，我们可以看出：

(1) 大部分向量都发生了旋转和伸缩变换，只有 X1 轴上的向量没有变换。

(2) 图中单位向量及; = (1, 0) 和元?=(-1,0) 就是矩阵的两个特征向量。显然，向量玩；和

动的倍数都是特征向量（因为满足Aa= 入a), 并且都在 X1 轴上。
(3) 一个特征值 1, 两个方向的特征向量。

9 用 MATLAB 动态观察特征值变化
数学计算软件 MATLAB 有一个工具，它可以把平面映射到自身的线性算子的作用可视化。

该工具调用命令 eigshow。这个命令打开一个图形窗口，同时显示一个单位向量 x 和 Ax, 即 x
在矩阵A 下的像。矩阵A 可以通过 eigshow命令的输入参数给出，或者从图形窗口顶部的菜单
中选择。为看到算子A 在其单位向量上的作用，将鼠标指向向量 x 的端点，并拖动 x 沿着逆时
针方向绕单位圆旋转。当 x 运动时，可看到像 Ax 的变化。

3. 特征值和矩阵的迹

矩阵的迹，是矩阵A 的主对角线元素的总和，也等于A 的特征值的总和。

我们以二阶方阵为例看看特征多项式：

见） ~1 入E-A l=I [。入勹-[::: ~:,] =入--a:',1 入~::,,
＝炉 -(a11 + a22认+ (a11a22 - a12a2,) 

( 5-8) 

另外，因为二次多项式J亿）在复数域必有两个根入、 Ai' 因此这个多项式也可以表示为

/(入）＝（入－入）（入-t½) =炉－（入 +t½)入＋（入t½)

对比式 (5-8) 和式 (5-9 ), 我们可以知道：

｛入＋丛= a,, +a22 

勾丛 = a11a22 - a12a21 =I A I 

(5-9 ) 

(5-10 ) 

言勹言言严竺哿气洼更空空覂空气~竺
这两个性质有用啊，比如常用千检验所求的特征值是否正确等。

特征值对于矩阵非常重要，矩阵的全部特征值直接关系到矩阵的许多性质；而我们又能通

过矩阵的迹来有效检测有关特征值的问题，比如特征值的和是否等千迹来判断特征值是否求错；

对比两个矩阵的迹是否相等来帮助判断俩矩阵是否是相似矩阵（迹不相等肯定不相似，迹相等
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可能相似）等，迹就是矩阵特征值的蛛丝马迹啊，这可能是矩阵的迹名称的由来吧。

,'Q),1 -沪k 纱¥I. 2 特征值和特征向量的物理意义 Lv;: ,~ . 牙
前面说，矩阵乘法对应了一个变换，是把任意一个向量变成另一个方向或长度都大多不同

的新向量。在这个变换的过程中，原向量主要发生旋转、伸缩的变化。

尸
三厂个向量 ｀＼

或呈覂巴覂旦婴生伸- /、 玉 这些向量产生旋转效果，那么这些向量就称为这个矩阵的特三二三卜-···~~~
实际上，上述的一段话既讲了矩阵变换特征值及特征向量的几何意义 （ 图形变换），也讲了

其物理含义。物哩含义就是运动的图景： 笆呈匣量在二尘旦已~旦工生迪迤运动，伸缩的幅
度由特征值确定特征值大于 1, 所有属千此特征值的特征向量身形暴长； 特征值大千 0 小千 1 ,

特克侐旦里了亘勹巴皇补而可f;F-子6厂硐召主面百百历了了界，反方向到 0 点那边去了 。

9 特征向量不变， 变的是特征值
常有教科书说特征向量是在矩阵变换下不改变方向的向量， 实际上当特征值小于零时 ， 矩

阵就会把特征向量完全反方向改变，当然特征向量还是特征向量。我赞同特征向量不改变方向
的说法 ： 特征向怔永远不改变方向，改变的只是特征值（方向反转特征值为负值了 ）。这有点像
说冬天深圳的室外“温度”是 1 o·c, 哈尔滨的室外 “温度”是-3 o ·c c称温度而不温） ； 也有点
像说无人机在海拔“高度"1 00 米处飞行而核潜艇在海拔“高度"-5 00 米（称高度而不高）处
游戈一样。 . 

在后面的关于矩阵振动的谱讨论中 ， 将遇到复特征值， 复特征值将使特征向量在复平面上
发生旋转，但在实平面看上同样只发生以原点为中心的线上伸缩。

. 详细的复特征值和复特征向量的意义请参考 5 . 8. 5 小节。

关于特征值和特征向量，这里请注意两个亮点 ： 一个是线性不变量的含义 ， 一个是振动的

谱含义。

1 . 特征向量是线性不变量

有一个著名的布劳维尔 (Brouwer) 不动点定理， 在经济分析中常用千求解市场均衡点的问

题。不动点就是一种不变量。 不动点的定义如下：

设a:M➔M是集合 M 到自身的一个变换。如果存在 x• EM, 使得
** 

a(x) = x ( 5-11 ) 

则称 x水是变换6 的一个不动点 。

我们现在讲的线性变换或矩阵变换同样具有不动点的概念。 线性空间里的元素 x* 是向量，

不动点就成了不动向量或不变向量。 进一步，我们把不变向量的概念扩大一下 ， 不但包含不动

向量 x * 还包含共线的向量入x* 作为研究对象， 也就是把不动点的定义式改造为

a(x勹＝入x* (入为常数）
这样就成了线性变换6 的特征向量的定义式了 。

特征向量概念的亮点之一是不变量，这里叫线性不变量。 因为我们常讲，线性变换啊线性

变换，不就是把一根线（向量）变成另一根线（向量），线的变化的地方大多是方向和长度一块
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变。而一种名叫“特征向量”的向量特殊，在矩阵作用下不变方向只变长度。不变方向的特性

就被称为线性不变最。

如果有读者坚持认为负方向的特征向量就是改变了向量方向的话，我们不妨这样看线性不

变量：特征向量的不变性是它们变成了与其自身共线的向量，它们所在的直线在线性变换下保

待不变；特征向量和它的变换后的向量们在同一根直线上，变换后的向量们或伸长或缩短，或

反向伸长或反向缩短，甚至变成零向量（特征值为零时），见图 5-36。图中，向量a 是一个特

征向量，因为在某一个矩阵变换A 下， Aa 和 a 共线。
X2 // 

仲长 - // ./ , 、
1 / Aa 

缩短;,方
Aa 11 

, I 

吹＿咚 ，.＇
;I I XI , 

Aa L 
, 

- -1 反向听短! /, 

) 
\ 

,- 

, 
, , 

反向伸长 I,, 
•• 夕阜--

/ 

图 5-36 特征向量保持线性不变

特征向量是不变量的经典例子是地球旋转的自然现象。地球的全方位旋转矩阵就是三阶旋

转阵。这个矩阵就是前面推导出的三维空间 R3 中的标准正交基向量组：

{ (cos 0 cos <p, cos 0 sin <p, - sin 0)飞 (-sin<p,cos<p, 0)飞 (sin 0 cos <p, sine sin <p, cos 0) T} 
(0~0:::; 兀， 0 ::::; (f) :::; 2 兀 ） 。 把它们以 x、 y、 z 轴的顺序排列为列向量，所组成的三阶方阵为下

面的方阵，这是一个任意方向旋转的矩阵：

COS0 COS(() -Sin<p sin0 COS(() 

cos e sin <p cos <p sin 0 sin <p 

-sine O cose 

在图 5-37 中，如果我们取定地球自转的旋转轴为 z 轴，北（上）方向为 z 轴方向（同时 xoy

平面为赤道平面），那么 0=0, 只有Q 为变量。详细地说， x轴上的 i 向量右旋了 cp 弧度， y 轴上的

j 向量右旋了们瓜度； z 轴上的K 向量没有右旋， <p =O。因此旋转矩阵简化为下面的歹阵,,.--A :

COS([) 

A =I sin<p 

。

-sm<p 

COS<p 

。
l 

Nr 
• z 

~ 一千－

S ! 

图 5-37 当地球绕着 NS 轴旋转时三阶旋转矩阵可以进一步化简
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第 5 觅 矩I~车的几何总义

在计算A比比贮芩贮二买枣鄂酌了百言丙节痔征向量之前，我们不妨先大概地猜测一下。
大家知道，伤向言昙坠贮兰迸芒色三亘亘三已望 那么，地球绕着南北极轴转动的时候，明
显不变的就霞贾t 了。极轴上的所有向量包括南极点和北极点都是特征向量。因为极轴上的向

量大小在旋转前后也不变，所以其对应的特征值是 1 。 一般情况下，其他的点都在动，没有更

多的特征向量可以找到。

注意有几个例外。当 Q 取某些定值时还是有特征向量的。例如 ， 当你旋转地球（你比那个

试图用杠杆撬地球的阿基米德还牛！）到 180° 时，赤道平面上全都是特征向量，因为你把赤道

平面上的所有的向量都掉转到反方向了。方向刚好相反但长度没有变化，因此特征值就是-1 。

旋转 180° 的矩阵是 B:

B=l~: 言了。了 i =矿 -01 i 
0 0 1 <p= 兀 0 0 1 

别走，还有特征向量没找完呢。

当你继续旋转地球（呵呵，再旋转下去估计牛顿就会认定你就是宇宙的第一推动力了）到

360° 时，奇迹发生了，地球上所有的点（所有的向量）都是特征向量了，因为旋转前和旋转后

的点重合了。所有向量的方向和大小都没变，因此特征值是 1。旋转 360° 的矩阵 C 是：

cos<p —sin<p O I O 0 
m~ 八om oll J 。 1 01=B 

0 0 1 11 • • 2亢 1001 .f\r,, 多个L
好啊，原来把所有向量整成特征向量的矩阵不是别入，正是大名鼎鼎的 位矩阵E 。

前面的猜测毕竟是猜测，下面我们通过简单的计算来验证验证。

旋转矩阵的特征值和特征变量不难用特征多项式IA-入Ej:::::.O求出，得到三个特征值：

入= 1, 丛= cos <p + i sin <p, 入3 == cos <p - i sin <p 

MY GOD! 出现复数的特征值了。我们后面专门讨论它的意义（呵呵，先来实在的，一谈
虚数我也有点发虚）。这里我们先看看地球的旋转运动中只取实数的特征值及其特征向量是什么

东东。

显然，对千复数九、丛，只有当 rp=O, TI, 江三种情况下其值为实数，分别为勾：：：：： A:3 ::::::.1, -1, 1 。

总之，旋转矩阵的特征值只有两个取值 1 和-1 (0, 2 TI 相同）。由解方程组(A- 入E)x=O可知：

当 入 =l 时，有两种情况。一种情况是对千所有的旋转矩阵（旋转角度Q 为任意值） 地球

多少，自转极轴一直是特征向量空间，空间里全是特征向量。另一种情况是对千旋转 0 或 360°

空间里的向量全部是特征向量，三维空间也就是特征向量空间。
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线性代数的几何意义

的赤道平面。赤道平面里的向量都是特征向量。

2. 特征值是振动的谱

除了线性不变量， 另外一个亮点是关于振动方面的。戏说在宋朝时，我国就与发现矩阵特

征值理论的机会擦肩而过。话说没出息的秦少游在往池塘里扔了一颗小石头后，刚得到一句“投

石冲开水底天” 的诗对之后 ， 就猴急猴急地去洞房了，全然没有想到水波中隐含着矩阵的特征

值及特征向量的科学大道理。大概地说，水面附近的任一点小水珠在原处上下振动（实际上在

做近似圆周运动，因为水平方向也有运动分量），并没有随着波浪向外圈移动，同时这些上下振

动的水珠的幅度在渐渐变小，直至趋千平静。在由某块有着特定质量和形状的石头被以某种角

度和速度投入某个面积和深度特定的水池中所决定的某个矩阵中时， 纹波荡涤中水珠的渐变过

程的特征值起着决定性的作用，它决定着水珠振幅向量的频率和幅度减弱的衰退率。

最终，您面对着一个鱼跃鸟飞的风月荷塘，只看到一个巨型振荡器，满池的特征向量在那

里上下舞动着， 而潜水英雄特征值在默默的导演着这些……

在理解关千振动的特征值和特征向量的过程中，需要加入复特征值或复向噩（参看 5.8.5

节）抑或复矩阵的概念，因为在实际应用中实特征值们是干不了多少事的。机械振动和电振动

有频谱， 振动的某个频率具有某个幅度， 那么矩阵也有矩阵的谱，矩阵的谱就是矩阵特征值的

概念，是矩阵所固有的特性，所有的特征值形成了矩阵的一个频谱， 每个特征值是矩阵的一个

“谐振频点”。

美国数学家斯特朗 CG . Strang) 在其经典教材《线性代数及其应用》中这样介绍了特征值

作为频率的物理意义， 他说 ：

大概最简单的例子 （ 我从不相信其真实性，虽然据说 1 8 31 年有一桥梁毁于此因 ） 是一对士
兵通过桥梁的例子。 传统上，他们要停止齐步前进而要散步通过。这个理由是因为他们可能以
等于桥的特征值之一的频率齐步行进 ， 从而将发生共振。就像孩子的秋于那样 ， 你一旦注意到
一个秋千的频率，和此频率相配，你就使频率荡得更高。一个工程师总是试图使他的桥梁或他
的火箭的自 然频率远离风的频率或液体燃料的频率；而在另一种极端情况，一个证券经纪人则
尽毕生精力与努力到达市场的 自然频率线。特征值是几乎任何一个动力系统的最重要的特征。

其实，这个矩阵之所以能形成“频率的谱＂， 就是因为矩阵在特征向量所指的方向上具有对

向量产生恒定的变换作用：周期性地增强（或减弱）特征向量的作用。进一步地，如果矩阵持

续地叠代作用于向量， 那么特征向量就会凸现出来。

比如， 一个线性物理系统，其特性可以被一个矩阵所描述， 那么这个系统的物理特性就可

以被这个矩阵的特征值所决定，各种不同的信号（向量）进入这个系统中后 ， 系统输出的信号

（向量）就会发生相位超前或滞后、幅度放大或缩小等各种纷乱的变化。但只有特征信号（特

征向量）被稳定地发生放大（或缩小）的变化。如果把系统的输出端口接入输入端口，那么只

有特征信号（特征向量）第二次被放大（或缩小）了，其他信号继续其纷乱的不稳定变化幅度

得不到增强……经过 n 次循环后，显然，乱七八糟的大量的向量群众们终不能成气候而渐渐消

亡 ， 只有特征向量们，心往一处想，劲往一线使，要么成功出人头地，要么失败杀身成仁。因
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第 5 辛 矩 1作的儿何意义

此我们可以在时间域上观察输出，就会得到一个或几个超级明显的特征信号（特征向量）出来。
弄过电路的哥们早看出了俺的含沙射影：切！绕什么绕，你说的不就是振荡器的原理嘛，

前面讲的池塘是振荡器、桥梁是振荡器、电路中也有振荡器：振荡信号（电压、电流）构成了
特征向量，特征值是决定了振荡信号的幅度和频率……

好家伙，被你看出来了，失败。 我也不装神弄鬼了，下面干脆就直接弄个振荡器的电路来
比对比对（不好意思，俺是学电子的，只能擅长弄点电路的例子来说事） 。

3. 电子振荡器的特征向量

我们找个经典的振荡器来用矩阵分析分析， 看看振荡器矩阵的特征值和特征向量到底是什
么，振荡器的振荡频率与它们又是什么关系。

看图 5-38 所示的振荡器电路，这是一个著名的带有运放的振荡器电路，称为文氏 (Wien)
桥振荡器，它由一个运放以及一个串联和并联的 RC 电路构成反馈环路组成，两个附加的RI和

2RI 电阻使运放的电压增益为 3 。

R --C 

v.,.. 

RII ;;;;;;;;;c 

R1 

图 5-38 文一氏桥振荡器电原理图
为了建立振荡器的传输参数矩阵，我们把反馈网络和运放分成两个二端口网络A 和 B (见

图 5-39), 分别求出其传输矩阵，然后进行级联得到整个电路的[ABCD]矩阵。在这里，端口处

的电压 U和电流 I构成了二维向量的两个元素。 简略的计算如下：

u, R 

(~22) = 

12 
)I, 

2R1 

+ 

C U2 

~I 
'liR1 

@- - - - - - -:- - - - - -+- --, 七 一一;. _ - -,- --- --- - - - - - '- - - ~ 

A B 
图 5-39 文氏桥振荡器电原理图

求得A 网络（无源 RC选频网络）的方程式如下 ：
jcoRC 

。
1- (coRC)2 + j3coRC 

jwC·(1 + jcoRC) 
1 

1-(wRC)2 +j如RC

传输矩阵 A 定义为

一. • 一二＿－－．二. --二二- - - • 二. - -

停）

二.-:..:.._ ----·-- -• • 

+ 

U3 

__ __,,_.._二..:... - 二- .155. 
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线性代数的几何意义

A= 

抑RC
。

1- (wRC)2 + j3wRC 

jcoC·(1 + jcoRC) 
1 

_ 1- (coRC)2 + j3coRC 

求得 B 网络（运放放大网络，运放被视为理想运放，＋输入端电流为零，输出电流可以无
穷大）的方程式如下：

(%') = [1t 记］：
r 为运放输出端的负载阻抗。

传输矩阵 B 定义为

B=[卢＄］
那么整个网络的传输矩阵（先 A 后 B 故 BA, 参见 5 . 6. 1 节）为

jcoRC 

T = BA = [ 3 0 T 1- (wRC)勹3wRC O 
I/r 0 

I jcoC·(I+ jcoRC) 
I 

_ I - (coRC)2 + j3coRC 

整个网络的向量方程式可重新表述为

j3wRC 
。

l-(wRC)2 + j3wRC 

j(y wRC) 
r 。

I-(wRC)2 + j3wRC 

飞） = r(f') 
至于传输矩阵 T 中的变量， R 、 C 和 r 对于一个具体确定的振荡电路来说是个固定的数值，

J 也是固定的虚数符号；只有角频率0是个不确定的值，范围可以从 0 到无穷大，甚至可以为
包含负数在内的整个实数域。

至此，我们得到了描述振荡器网络的矩阵 T。它是一个下三角矩阵，因此其特征值就是对
角线上的元素，即

j3(f)RC = I 
入＝

1- (mRC)2 + j3mRC (mRC)2 -1 . 
I+ J 

丛 =0

进而求得对应的特征向量为

入对应的特征向量：
曾

九对应的特征向量：

3(f)RC 

(~)~k(i~r) Ck 为实数）

(Y) =k(f) (k 为实数）

C 5-12) 

计算到这里，明显的怪异是，虽然传输矩阵的两个特征值分别是不确定的复数（和角频率 0

有关）和零，但其对应的特征向量却和角频率0无关，各是一条直线。

怪异是怪异，但传输矩阵的特征值和特征向量的实际意义还是不明确，和振荡电路到底什

么关系嘛？你前面不是说特征值是振动的谱，特征向量是线性不变量吗？

哎……等等，你的问题点醒俺了。看官请仔细想想：
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第 5 章 矩阵的儿何总义

特征值的式子(5- 1 2)不正是角频率0的复变函数吗？ 其幅度正是振荡器的振动的频谱；

入对应的特征向量是(Y)=k(卢］，这里可看出，特征向量里面的电压、电流元素满足1=网
反过来说，只有满足欧姆定律的电压、电流的量才属于特征向量。简单点说，如果负载r 是电
阻，那么同相的电压、电流构成特征向量。

我们说，特证向量是个不变的向量 ( k为某个定值时） ， 特征向量的交变变化是由特征值所
控制的 ， 特征值是个交变的复变量， 因此振荡信号的主要信息在特征值上。

老大！大家都知道振荡器始终会振荡在某一个频率点，其频谱是个线谱。从特征值的表达
式上我怎么没看出来？

看官，实际上咱上述的分析是针对开环网络的，不是真正的振荡器的，真正的振荡器网络
是闭合成环路的 ， AB 网络的输出端接到其输入端。

从电路的理论来说，对千一个振荡器，白噪声中某一频率 (m = Il(RC)) 的信号即微弱的

电压（和电流）经过 n 次循环往复，信号电压（和电流）幅度越来越大，终千稳定的输出（如

图 5-40)。而白噪声中的绝大多数频率m * 1/(RC) 的信号都没有成气候，渐渐湮灭了。
u 

uJ=llR.C 

" 

16 t 
> 

图 5-40 振荡器信号的起振过程

从数学的角度看，这样的一种情况正是线性代数里面的矩阵之迭代作用，或矩阵幕的结果。

好 ， 下面我们对这个网络的传输矩阵 T 进行 n 次迭代运算711' 看看矩阵幕和振荡器是如何
联系在一块的？
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线性代数的几何意义

好，把矩阵里面的复数先改成复三角形式，继续上面的计算：

1+[气：；；-IJ(cos0+jsin0) 

一 II

。

T" = 

r. 13'+ [ (mRC)'- I]'< cos0 + jsin0) 
cvRC 

-1 

1+[气昙- l ]\ cos0 + _jsin0) 

I 一 II

。

{3'+[ (w~ 二n-•n{1+[气~~-1n (1-,)/2 

。

唉，看起来越来越复杂了。

其实你只要从复数的几何意义着眼，立马上面的矩阵变得简单而亲切。 我们把三角矩阵中
的第一个元素（特征值）拿出来把玩把玩：

这个元素同样是矩阵 Tn 的一个特征值（另外一个特征值仍是 0, 因为 Tn 仍是一个三角矩阵，对

角线上的元素就是特征值），我们分别看看此非零特征值的两部分因子所包含的几何和物理意义。

特征值后面部分的因子 cosn0 - jsinn0 的物理意义是表示一个复振荡信号，实轴上的余弦

振荡（类比于水珠的上下振动）和虚轴上的正弦振荡（类比于水珠的左右振动）随着 n 不间断

地增大而持续进行着。这两个振荡可以合成一个复信号，这个复信号也可以看做二维单位向量

（注意哈：这向量不是咱矩阵方程里研究的对象——电压电流的向量 (C:)) 。

这个单位向量没有闲着，它在作圆周运动（类比于小水珠在做圆周运动——上下和左右的

合运动）。所以说因子 cosn0- jsinn0 的几何意义就是单位向量在复平面上绕着原点进行顺时针

旋转，旋转随着 n 不间断地增大而持续进行着。

表示振荡信号的幅度或者说旋转着的向量的长度。显然，这个振荡信号的幅度是频率0 的函数，

也就是说，不同的频率的振荡信号幅度也不同。

好了，是不是有些清楚了。哦，还不清楚？那我假设这个具体的振荡器中电阻电容值的乘

积 RC=0.5, 令 n=2000, 其振荡信号幅度因子的几何图形如图 5-41 所示。显然（图中横坐标为

OJ), 几何图形就是振荡器的频谱，这个频谱和频谱仪测量出来的相同（画出 n=5000 和 n=IOOOO

的频谱图对比。可以看出振荡器的频谱随着 n 的增大，高斯波型谱逐渐变化为线型谱了）。
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图 5-41 振荡信号幅度的频谱图

总结一下，振荡器里的所有特征向量中，只有振荡周期是 RC 的特征向量们才被反复地放
大并被稳定输出（无相位差的余弦的电压和电流信号）。

矩阵的其他元素俺就不分析了，留给诸位研究吧。

9 将交流的电压和电流信号各看作一个向量，其实不难理解。在电路分析课程里，同频的电
压和电流可以用相量或复数进行分析，这其实就是向量分析。把电压看作一个一维向量， 电流
看作另外一个一维向量，电信号如果通过一个电阻器件，则电压和电流向量夹角（相位差）不
变；电信号如果通过一个电感器件（阻抗为 jcoL), 则电压和电流向量夹角（相位差）变为 9 0°, 

电流滞后；电信号如果通过一个电容器件（阻抗为 1/脸C ), 则电压和电流向量夹角（相位差）
也变为 90°' 电压滞后。 · 

电压和电流信号的幅度和夹角变化刚好也可以用复数描述，因此我们就可以把一维的电压
向量和一维的电流向量各看作一个复数，把两个复数组合就成为一个二维向量，这就是为什么
振荡器分析要用二维的电压电流复向量而传输矩阵也是复矩阵的原因。

4. 激光器的特征向量

电子振荡器的交流电压和交流电流信号构成了一个二维向量。如果电压和电流的相位差保

持不变，那么这个向量的方向就保持不变；如果电压值和电流值的平方和保持不变，那么这个

向量的长度就保待不变。一些向量的频率如果刚好等千振荡器谐振频率，那么它们就是特征向

量，特征向量进出振荡器不会改变向量方向，但其幅度在正负方向上按照余弦规律在变化。

如果要想象出交流的电压和交流电流信号所构成了一个二维向拢如何在一条直线上正负交

替振荡着反复通过电路并同时输出的图景还是有点挑战性的。别头疼了哈，其实还有更直观的

特征向量模拟器呢。

随着电子振荡器的频率越来越高，信号变得难以约束在电路中，部分信号以电磁波向量场

的形式向外部空间辐射，因此电压和电流量（比如位移电流）难以对电磁场信号进行描述或测

量。咱们也应抛弃电压和电流概念而去采用电场和磁场组合为信号向量来分析。电磁波的传播

是有方向的，更高频率的光波（光也是电磁波）的方向性更明显，初中物理就反复告诉同学们

光是沿直线传播的。光波的组成是光子，又称为光粒子，传播方向是直线。呵呵，是不是光子

特像向量了。

到这里，俺情不自禁地联想到了激光器的原理。是啊， 就是 FP 激光器（法布里－伯罗激光

器），它简直就是矩阵和特征向量模拟器。太形象了，下面我们就把物理中的激光器的原理搬到

这里，供大家玩味一番。

激光器 CLASER, Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation ) 是利用受激辐射

原理使光在某些受激发的物质中放大或振荡发射激光的器件。
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线性代数的几何意义

激光器的大概原理是：

用光、电等办法对物质进行激励，使得其中一部分粒子激发到能量较高的状态，当这种高

能量状态的粒子数大千能量较低状态的粒子数（所谓的粒子数反转）时，如果受到光子的激发，

物质就能对某一波长的光产生放大作用，也就是这种波长的光辐射通过物质时，会发射强度放

大并与入射光波位、频率和方向一致的光辐射。如图 5-42 所示，若把激发的物质放置于谐振

腔内，光辐射在谐振腔内沿轴线方向往复反射传播，多次通过物质，光辐射被放大许多倍，形

成一束强度大、方向集中的光束“激光”，这就是激光振荡器。

I -+U畴
震1~ = • : . : 
射 -r-:-:- : : : 龙:

L • . • 

. • • • • • l 
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图 5-42 半导体激光振荡器的结构原理图

通常的激光器都是由工作物质、泵浦源和光学谐振腔这三个部分组成。稍微细致地讲，激

光器是由一组平行平面反射镜把激光工作媒质夹在中间组成的光学谐振腔和从外界向激光器工

作媒质供应能量的泵浦源组成（见图 5-42) 的 。

对半导体激光器来讲，泵浦源是由加载的电压形成的，电流注入作为其供应能量的方式。

注入的能量将足够数量的粒子从低能级“抽运”到高能级，这很像水泵将水从低处抽到高处，

因而将上述“抽运”过程称为＂泵浦＂。提供泵浦的设备称为泵浦源。泵浦源不断地向发光物质

输入能量，把处在低能级的发光粒子激发到高能级上去，从而实现粒子数反转。

光学谐振腔是由放置在激光物质两边的两个反射镜组成的，其中半反射镜作为输出境使用。

光学谐振腔有多种，最基本的一种称为法布里－伯罗共振器（即 FP 激光器），它由一对有少许

透射率的平行平面镜组成。光在谐振腔内来回反射形成振荡，抑制自发发射，增强受激发射，

不断获得光放大。这时从谐振腔轴线方向的半反射镜透射输出的光就是激光。

处在粒子数反转状态的工作物质，其大量的原子处在不稳定的激发态，它们很快会自发地由

高能级向低能级跃迁，并辐射光子。原子的这种自发辐射是完全独立的，所以不同的原子发射的

光子的方向全然不同。顷刻间，工作物质中出现了向四面八方传播的光子，如图 5-43 Cb) 所示。
全
反
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第 5 疮 矩阵的几何总义

9 图 5-43 的解释如下：
(a) 是级联发射之前，激光器晶体中的原子（黑点）处在基态；

图 (b) 中抽运光（箭头）被原子吸收，并且把大多数原子提升到激发态；
图 (C) 虽然大多数光子跑到晶体外面去了，但当一个被激发了的原子自发发射出一个光
子（与晶体轴平行的箭头）时，级联过程就开始了，这个光子激励另一个原子，使它贡献
出第二个光子；
图 (d) 当这些光子在晶体的两个端面来回反射时，这一过程继续不断扩大；
图 (e) 晶体的右侧端面只是部分反射的 ， 于是当放大到足够强的时候，穿出部分反射端面
的光束就会很强。

假定工作物质具有圆柱形状，这些自发辐射光子必有一小部分沿着其中心轴的方向 “ 同心

同轴“地传播，而多数光子是与中心轴有一定夹角的 ， 这些 “离心离轴＂的光子很快从工作物

质的侧面逃逸出去， 对激光的产生没有帮助。而那些“同心同轴 ＂ 的光子在沿着工作物质中心

轴方向运动时，将引起路径上处于高能级原子的受激辐射，产生与其具有相同频率、相同相位、

沿相同方向传播的光子（这就是爱因斯坦尸出的、光子受激辐射理论，在受激辐射跃迁的过程中，

一个诱发光子可以使处在高能级上的粒子产生一个与诱发光子状态完全一样的光子）。这些光子

与诱发它们的光子一起，又向前传播， 并激励其他的原子辐射出与它们完全相同的光子。 如此

下去 ， 使光子数以神奇的速度按指数规律增长，产生了爆炸式的连锁反应，这就是受激辐射光

放大。

神奇的是，由于所有的光子都是逐次受激辐射产生的 ， 这使得它们具有相同的频率、 相同

的初相位、相同的偏振态和相同的传播方向 ！

理论上讲，只要工作物质足够长， 则不管初始的自发辐射有多弱 ， 最终总可以被放大到一

定强度。但在实际的激光器中 ， 不可能有所谓足够长度的工作物质。因此通常是在工作物质两

端各放一块反射镜， 使光能够来回反射多次通过工作物质并被不断放大，如图 5-43 (c) 、 C d )

所示。为充分利用光能，介质往往被置千一聚光腔体中 ， 后者与端面反射共同构成光学谐振腔。

可见 ， 光学谐振腔有产生与维持激光两方面作用。由于有光学谐振腔的存在， 一方面在光学正

反馈作用下 ， 腔内光子数因不断往返通过工作物质而被放大； 另一方面由于谐振腔存在各种损

耗，腔内光子数又不断减少。当放大与衰减互相抵消时就可以形成稳定的光振荡了，如图 5-43

C e ) 所示。

从图 5-43 C b ) 、 Cc) 可以看出，光学谐振腔没有腔壁，许多依赖于内部反射的振荡模式就

会自行消失。任何以一个斜角击中端面镜面的模式， 最终都会自行从侧面跃出空腔而消失掉，

因而不会把能量汇集起来。只有那些准确地按照轴向方向在两个镜面之间来回反射的模式，才

能够留存下来进行振荡。

明白没，可以这样讲： 谐振腔就是矩阵的 n 次幕，激光器输出的光子全部是特征向量。

根据上面的说法，光子是可以用向量表示的 ， 激光器也可以用矩阵来描述。但好像没有人

这样做。 呃，差点忘了 ， 上世纪 20 年代，德国的海森伯弄了个量子矩阵力学——量子力学用

矩阵来解释。唉，科学先知就是科学先知，膜拜膜拜先。

频率有频谱， 矩阵有矩阵的谱（特征值）。如果特征一样，那么我们认为两个矩阵相似。但

是实际当中不存在特征值完全相同的矩阵，所以矩阵的相似程度就成了比对特征值本身。这种
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线性代数的几何意义

比对通常是在欧氏空间中展开的。

矩阵的谱定理的最重要的应用是在经典力学和量子力学中。任何振动都是调和振动的线性

组合。这个原理是物理学中分析声和光的基础。在量子力学中，谱定理具有更加重要的位置。

向量可以张成向量空间，特征向量当然可以张成特征向量的空间。激光器的特征向量空间

是一条直线，就是激光射出的中轴线。城市的夜空中，高楼顶部的蓝色激光束直刺茫茫深空，

向人们展示了特征向量空间让人惊林的魅力。

5.8.3 特征向量空间的几何图景

特征向量空间就是矩阵的特征向量们所张成的线性子空间。我们知道，根据特征方程

(5-7) 的定义式，我们可以求解矩阵的特征值及特征向量（或特征向量空间）。将式

(5-7) 改写为

(lE-A)a = 0 (5-13) 

如果这个方程有非零解 a, 则说明矩阵存在特征向量。方程组有非零解的充要条件是系数行列

式等于零，也就是

队E-Al=O

注意，这是一个关千特征值入为变量的多项式方程。求解了这个方程，就可以得到矩阵所

有的特征值入，九，…；把每个特征值分别代入式(5-13), 就可以得到对应每个特征值的特征向量

a a··· I' 2' 。

下面通过例题给出特征空间的图形。

1. 特征子空间的图例

由等式Aa= 入a 知道，如果 a 是特征向量，那么 ka 也是特征向量（代到等式验算即可知递）。

ka 是一条直线，直线上的所有向量都是对应特征值入的特征向量， 直线上的特征向量构成特

征向量子空间，称之为特征子空间。

特征子空间不都是直线。如果一个特征值可以对应或求得两个线性无关的特征向量如

q 、 lli' 那么这两个特征向量可以张成一个平面的特征子空间。这个特征平面里的所有向量都

是特征向量，因为如果q 、 4满足Aa =Ml, 那么平面上任一向量 k1a1 +k2a2 也满足此式。
类似地，如果一个特征值对应 S个线性无关的特征向量就是对应一个 S维的特征子空间。

下面的例子给出了矩阵特征向量的求法及特征向量子空间的几何图形。

例 5.3 求矩阵

4 6 0 
A= I -3 -5 0 

-3 -6 1 

的特征值及特征向量，并说明其几何意义。

解 由矩阵 A 的特征方程 ：

4- 入 6 0 I A - 入趴 -1 -3 -5-入 0 ] =(正 2)(仁1)2 = 0 
-3 - 6 1- 入
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得到特征值入 =-2, ~=~=1 。 把入 =-2代入式 (A- 入E)x=O 得到齐次线性方程组：
6x1 + 6x2 = 0 

3x1 + 3x2 = 0 

3x1 + 6x2 - 3x3 = 0 

-1 它的基础解系为?=勹］，所以对应于入 =-2, 但三皿二

如图 5-44 所示，过向量 妇乍直线 L, 则以原点 o 为起点，以 L 上除 o 点以外的任意点为
终点的向量 c~ 都是矩阵 A 的关于特征值-2 的特征向量。 它们全体构成A 的关于特征值-2 的特
征向量子空间 。 此向量空间中的任意向量x 受矩阵A 作用后成为向最-2x, 它仍然位于直线 L
上，只是方向与 x 相反，大小为 x 的 2 倍 。

X3 

2 0 

6 J+c2 r~ 
特征子空间为一平面，如图 5-45 所示的平面II 。

Xi 

咕~+c女 rr 

X 2 

x. 

图 5-44 矩阵 A 的关千入＝—2 的特征子空间一直线L

把~=,\ =1代入式(A-入E)x=O 得到齐次线性方程组：

3x1+6x 2 =0 

3x1+6x 2 =0 

3x1+6x2=0 

A 的全部特征向量为

(Cj、 s为不同时等于 0 的实数）

、一、：：：干 －－ 「 一一文-- - -- , X2 

X1 

图 5-45 矩阵 A 的关千勾 =~=l的特征子空间一平面 II
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线性代数的几何意义

如图 5-45 所示 ， 过向量点 点作平面II ' 则以原点 o 为起点，以 II 上除 o 点以外的任意

点为终点的向量 C1{1 +c2己都是矩阵 A 的关于特征值为 1 的特征向量 ， 它们的全体构成A 的关

于 1 的特征向量子空间。此向量平面空间中的任意一个向量 x 受矩阵A 作用后没有任何变换，

或者说它仍然位于平面II 上，方向、大小均不改变。

从上例我们已清楚地看到， A 的特征向量空间中位千某直线上的特征向量， 受 A 作用后得

到的向量有着仍然位于该直线上的几何特征。

以上举的例子都局限千三维线性空间，同样可推广到 n 维线性空间。

因此，对千某一个特征值，其特征空间可以是一条直线，也可以是一个平面，亦或是更高

维的空间。空间里的向量们受到幅度相同的作用后并且保持着原方向。对应于激光振荡器， 激

光输出是一个直线束对应着的胆延主且是二尘亘线，输出激光面则对应着特征平面，输出激光

柱则对应着特征三维空间。

2 特征值的代数及几何重数的意义

上节的例子里，在特征多项式方程 IA - 入El = (炉- 2)(入 -1)呈 o 中，特征值为-2 的求解因子
式亿+2) 是一次的，对应的特征子空间一—直线的维数是一维的；特征值为 1 的求解因子式
（入- 1)2 是二次的，对应的特征子空间一—平面的维数是二维的。

这里有个术语，一个特征值的求解因式的次数被称之为代数重数，特征值的特征子空间的
维数被称之为几何重数。

所以上节矩阵例子里，特征值-2 的代数重数和几何重数都是 1 ; 特征值 1 的代数重数和几
何重数都是 2 。

这个结论对一般的矩阵成立吗？不。

正确的结论是，特征值的代数重数大于或等千几何重数。

因为有时候代数重数~2 的特征值，它的特征向量子空间会亏损一—子空间会重合，子空
间重合不是子空间直和，所以特征子空间的维数会变小，也就是几何重数可能~2。
举个例子。对于三角矩阵：

我们知道， a 和 b 是矩阵的两个特征值6~百百了了可珂宽页百百百言五>容易求得：
a 的特征言亏言可二了一条石＝二三了了下言了是K己） ，
这也是一条直线。 a 和 b 的代数重数和几何重数都是 1 。

然而，当 b 的值逐渐接近千 a 的值，即 b 今 a 时， b 的特征向量子空间逐渐接近于 a 的特

征向量子空间，即 k(b ~ a) 今 k(~) 。
当 b 等于 a 时 ， 特征值合二为一，同时特征子空间也合二为一一一两根线重合为一根线，

特征子空间亏损了。这时，矩阵特征值的重数为 2, 但特征子空间的维数仍然是 1, 即几何重数

是 1 。

一个极端的例子是 n 阶三角矩阵 ：
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a l 
a. l. 

• • la a 

这个矩阵只有一个特征值 a, 代数重数为 n, 其特征子空间是一根直线（即 X1 轴），几何重数是
l 。

5.8.4实对称矩阵的特征值和特征向量

对称 (Symrnetric) 矩阵是满足 AT =A 的矩阵，其主对角线元素是任意数，而其他元素则

沿主对角线两侧对称相等。因为行元素和列元素对称，显然行数和列数相等，这样的矩阵必是

一个方阵。实对称矩阵的元素都~人 0
----•----我们看看一不范阵由非对称的元素更换为对称的元素后，矩阵的变换图形会有何变化？其

特征值和特征向量又会作何变化？

设 A=[~ 勹］（见 5.8.1 节的例子），我们已经知道，矩阵的特征向量的图形是图 5-46(a) 。
其特征向量在 XI 轴上，或者说特征子空间是 X1 轴。 X1 轴和椭圆图形显然没有对称关系。

' 2-+-; 功＿＿＿＿
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图 5-46 非对称矩阵和对称矩阵的特征向量的比较

当我们把矩阵A 改造成类似的对称矩阵B=[卢早］时，其图形见图 5-46(b) 。
, 

矩阵B 的特征值分别是-0.5 和 2.5。对应特征值-0.5 的特征向量中我们取两个单位向量 0S1
, ' '' 

= c!i 三）和0S2 = (_五五），向量0S1 和 0S2 分别乘以特征值-0.5 得到 oS/ 和 oS心
2 2 2 

' 这两个特征向量构成了 B矩阵椭圆形的两个短轴 oS/ = (_又主义[)和 oSz'= c 又[_丈已，
4 4 4 4 

1 这两个向量分别是单位向量变换来的，长度缩小了－，方向反转。
2 

' 对应特征值 2.5 的特征向量中我们也取两个单位向 量 ol1 = C 又[,!i) 和 oL2 = 
2 2 

（＿五 _!i), 向量正和正分别乘以特征值 2.5 得到 B 矩阵椭圆形的两个长轴豆;=
2 2 
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(5五 5✓2 ———)和oL/= C 5五 5✓2 ），这两个向量分别是单位向量变换来的 ， 长度放大了
4 4 4 4 

2.5 倍，方向相同 。
我们发现，变换后的所有的 Bx 向量末端形成倾斜的椭圆图形，在这个椭圆的两个主轴上，

向量 x 和变换后的向量Bx 之间的关系满足Bx= 入x 。当入为正时，向量 x 和向量Bx 的方向

相同 ， 长度相差儿倍； 当入为负时，向量 x 和向量Bx 的方向相反，长度也相差入倍。也就是

说， 对称矩阵B 的特征向量刚好是在其图形的主轴方向上。

我们还观察到，矩阵 B 的特征向量看起来是垂直的，实际上有以下的定理 ：

对千实对称矩阵，对应千不同特征值的特征向量是正交的；换句话说，不同特征空间的任

意两个特征向量是正交的。

5.8 . 5 复数特征值及特征向量的几何意义

最后我们讨论当特征值和特征向量是复数的时候，如何理解其几何意义。

我们知道， n 阶方阵的特征方程是 n 次多项式，在复数域下恰有 n 个根，因此不只复矩阵

有复特征值和特征向量，实矩阵也有。

复数的东西感觉很虚幻， 其实很有实际应用价值，因为咱觉得复数的运算规则实际是符合

自然界物质或能量在高维度空间里的变化规律的。复数特征值的研究可帮助我们发现或揭示实

矩阵中隐含的信息，理解那些难以理解的结论。含有复数特征值和特征向量的矩阵常常出现在

很多蕴含周期运动的实动力系统、振动和空间的某些旋转分析中。

讨论复数特征值及特征向量的几何意义可以帮助我们理解矩阵为何有这些旋转或振动。

前面讨论过复向量的几何意义（见 2.9 节）。复向量的构成有两种 ： 向量的复数形式和复数

的向量形式，为了用复数观察实向量，我们使用向量的复数形式(;;厂(~}'这样把复向量
分成实向量和虚向量，讨论起来比较方便。

下面将看到，对于特征值的看法将随着复数特征值的出现而改变。

前面我们讲过，一个实数特征值乘以对应的特征向量， 除了使特征向量的长度有变化外，

负的实数特征值还使向量的方向发生反方向的改变。 其实我们可以认为特征向量在负数特征值

的作用下发生了转动——弧度兀的旋转，这将和虚数特征值使特征向量发生 n /2 或负兀 /2 的旋

转的逻辑相一致。 进而一个实数和一个虚数合成的复数特征值将允许使特征向量发生任意可能

角度的旋转。

这样仍然不会使特征向量失去 “特征”的特定意义，因为复特征向量在实和虚平面的分向

量进行了同样的变化（同样的幅度和转角的变化）。

我们可以从实特征向量开始对比。

二维实特征向量在两个实轴坏乌上的分向量在特征值的作用（乘积）下 ， 分向量作等比

例的伸缩变化。这是显然的，看公式就知道了：

心）＝心）＝（江） (5-14) 
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第 5 章矩阵的几何意义

对于复向量，它的分向量分布在实平面和虚平面上，如果入为实数， 那么有

A (;) = 入((;}(;:})=入 (;J+ 入(;) ( 5-15 ) 

就是说，二维复特征向量在虚、实两个平面上的分向量在特征值的作用（乘积）下，分向量也
作等比例的伸缩变化。

如果特征值；L 为虚数 lei ' 那么有

A(;)= ki((i}(;:}) = k(i, }-k(;:J ( 5-16 ) 

就是说， 二维复特征向量在虚、实两个平面上的分向量在虚特征值的作用（乘积）下，分向量

除了等比例的伸缩变化外，还同时进行了同角度 (rr /2 弧度）的旋转 ： 实向量从实平面旋转到

虚平面变成了虚向量，虚向量从虚平面旋转到实平面变成了实向量。

如果入为有实有虚的复数，结果就是上述的综合（向量合成），仍然还是伸缩加旋转。在实

平面分向量伸缩的影响下， 整个复向量除了长度伸缩外，还在四维空间里进行了一个特定角度

的旋转。

这个旋转／伸缩的过程发生在两个复平面上，结果体现在实和虚的两个平面上。

你说什么来着？思绪有点凌乱。那就来个例子吧。

例 5.4 假设A=[~ -01] , 那么 R江的线性变换XHAx将平面的向量逆时针旋转幻2 。

矩阵的作用是周期性的。因为在旋转 4 次后，向量又回到了它的初始位置。显然没有非零向量

被映射成自身的数倍， 因此 A 在 R2上没有特征向量，也没有实特征值。

实际上， A 的特征方程是

矿 + 1 = 0

求解，只有复数入= i,Ai = —i 。但如果我们让矩阵A作用在复数域c2 上，那么有

代言（丿i) 飞） =i忙）

[~ 一忒JO) = (了） ＝ 一心）
因此 i 、 -i 是特征值， 且）、 （｝） 是对应的特征向量。

图 5-47 给出了特征值 i 及其对应的特征向量a= 忙） 的变换图形。也就是旋转矩阵A 对特
征向量 a 的变换过程

Aa = [~:o~]f~:) 
』~i)。~]b (。
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Y21 

实平面

一夕 b 
,, I 

X1 

虚平面

X-2 

图 5-47 复向量的旋转及其投影分量

图中特征向量 a 被旋转矩阵A 变换为b = (:) , a 、 b向量之间为比例 i 的关系。但 a 向量的

实、虚分量各自在实平面III 和虚平面II2 上同时旋转了 90°' 具体就是 a 的实平面上分向量

（汇（？） ，虚平面上分向量甘）叶i) 。
在实数域中我们看不到虚平面的虚数及其变化， 管中窥豹，只看到了实数空间里（实平面

上）的 90 ° 旋转变换，这正是实矩阵A 所对应变换的几何意义。

5.9 矩阵相似的几何意义

相似矩阵的定义是：

如果有可逆方阵 P, 使得方阵 A 和 B 满足A=PB尸， 那么矩阵A 和 B 被互称为相似矩阵。

多么简洁、 深刻的定义啊。深刻得让俺看了 n 遍都不明白怎么俩矩阵就相似了？哪里相似

了。后来听说了线性变换， 又听说相似矩阵都表示同一个线性变换的话，俺的心里才有了点底。

直到网上有个叫孟岩的牛人说各个相似矩阵就是给一头小猪拍的不同角度的照片 ！ 俺才总算有

了感性认识。

5.9. 1 什么是相似矩阵

前面讲过， 线性变换用矩_ I(一组基相联系的。 一般情况下， 一个线性变换
就是一个描述，比如平面旋转切4 弧度的变换，比如四维空间对于一个平面镜像的变换等。那

么要把这些线性变换转化为矩阵， 就要根据情况选择某一个坐标系及其单位等。选择坐标系及

其单位就是确定某一个基。所以一个线性翠：换巴王同的基下的巠巠竺芭垦丕抚且!'-1 ' 下面的定
义及定理揭示了同一个线性变换在不同基下的矩阵之间的相互关系。

相似方阵A 和 B 满足A=PBP-1 , 那么矩阵A 变换到矩阵 B 的过程，被称为矩阵的相似变

换。

实际上，相似矩阵A 和 B 是同一个线性变换（在同一线性空间中）在两个不同基下的表示

矩阵， 而可逆矩阵P 就是基变换矩阵。

同一个线性变换在不同基下的矩阵是相似矩阵；反之，两个矩阵A 和 B 如果是相似矩阵，
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并且A 是一个线性变换在一个基下的矩阵，那么矩阵 B 必然是这个线性变换在另一个基下的矩

阵。 ~----- .... -·-·-
呵呵，前面的定义、定理绕来绕去的，其实核心二苟活就是：

& 
叮是相似矩阵的几何意义啊。

打个比方说，就像两个观众看一场演出，台上演员的某一演出动作就是一个变换，是实实

在在的、唯物主义的不以谁看为转移的一个变换。但是两个观众张三和李四的位置不一样，从

不同角度观看，这就是取的坐标不同，基不同了。显然，基不同，看到的演员的动作也不同了。

扮演猴子的演员在舞台中间从左往右翻跟头，假设演员功夫好，翻的是标准的圆周运动。左前

方的张三看起来猴子的“跟头”变换是顺时针椭圆周运动，此运动表示为矩阵1 ; 在后方一角

落的李四（李四是剧团工作人员，在帷幕后面闲看）看起来猴子的“跟头”变换是逆时针椭圆

周运动，此运动表示为矩阵 B。两个人看到的运动应是差不多的，很相似，因此A 和 B 称为相

似矩阵（注意 ： 不止这两人，所有的观众看到的运动都是相似矩阵）。

还有第三个人王二麻子很明智 ， 知道两个人看的运动有些走样了。就到观众席的正中央正

襟危坐观看，呵 ！ 标准的圆周运动。王二麻子告诉我们：在一大堆相似矩阵中 ， 正面的矩阵看

起来不走样，最爽（矩阵有用啊，证明了为何前排中间的位置票价最贵啊）。

关千相似矩阵的比喻，还有网友孟岩的“猪照“论，奇文共赏， 节录如下：

9 …... 

接着往下说，什么是基呢？这个问题在后面还要大讲一番，这里只要把基看成是线性

空间里的坐标系就可以了。注意是坐标系，不是坐标值，这两者可是一个“对立矛盾统一

体”。这样一来，”选定一组基”就是说在线性空间里选定一个坐标系。就这意思。

好，最后我们把矩阵的定义完善如下 ：

＂矩阵是线性空间中的线性变换的一个描述。在一个线性空间中 ， 只要我们选定一组

基，那么对于任何一个线性变换，都能够用一个确定的矩阵来加以描述。”

理解这句话的关键在于把“线性变换”与“线性变换的一个描述“区别开。一个是那

个对象，一个是对那个对象的表述。就好像我们熟悉的面向对象编程中，一个对象可以有

多个引用，每个引用可以叫不同的名字，但都是指的同一个对象。如果还不形象，那就干

脆来个很通俗的类比。

比如有一头宠物小萌猪 ， 你打算给它拍照片 ， 只要你给照相机选定一个镜头位置，那

么就可以给这头猪拍一张照片。这个照片可以看成是这头猪的一个描述，但只是一个片面

的描述，因为换一个镜头位置给这头猪拍照，能得到一张不同的照片，也是这头猪的另一

个片面的描述。所有这样照出来的照片都是这同一头猪的描述，但是又都不是这头猪本身。

同样地，对于一个线性变换，只要你选定一组基， 那么就可以找到一个矩阵来描述这

个线性变换。换一组基，就得到一个不同的矩阵。所有这些矩阵都是这同一个线性变换的

描述，但又都不是线性变换本身。

但是这样的话，问题就来了 ： 如果你给我两张猪的照片，我怎么知递这两张照片上的

是同一头猪呢？同样地，你给我两个矩阵，我怎么知道这两个矩阵描述的是同一个线性变

换呢？如果是同一个线性变换的不同的矩阵描述，那就是本家兄弟了，见面不认识 ， 岂不
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成了笑话。

好在，我们可以找到同一个线性变换的矩阵兄弟们的一个性质 ， 那就是 ：

若矩阵 A 与 B 是同一个线性变换的两个不同的描述（之所以会不同，是因为选定了不

同的基，也就是选定了不同的坐标系），则一定能找到一个非奇异矩阵 P, 使得 A、 B 之间

满足这样的关系 ：

A =PAP-I 

对线性代数稍微熟悉一点的读者一下就看出来，这就是相似矩阵的定义。没错 ， 所谓

相似矩阵，就是同一个线性变换的不同的描述矩阵。按照这个定义，同一头猪的不同角度

的照片也可以成为相似照片。俗了一点，不过能让人明白。

而在上面式子里那个矩阵 P, 其实就是矩阵A 所基于的基与矩阵 B所基于的基这两组

基之间的一个变换关系。关于这个结论，可以用一种非常直觉的方法来证明（而不是一般

教科书上那种形式上的证明）， 如果有时间的话，我以后在 blog 里补充这个证明。

这个发现太重要了。原来一族相似矩阵都是同一个线性变换的描述啊 ！难怪这么重要 ！

工科研究生课程中有矩阵论、矩阵分析等，其中讲了各种各样的相似变换，比如什么相似

标准型，对角化之类的内容，都要求变换以后得到的矩阵与先前的那个矩阵式相似，为什

么这么要求？因为只有这样要求 ， 才能保证变换前后的两个矩阵是描述同一个线性变换的。

当然，同一个线性变换的不同矩阵描述，从实际运算性质来看并不是不分好坏的。有些描

述矩阵就比其他的矩阵性质好得多。这很容易理解，同一头猪的照片也有美丑之分啡。所

以矩阵的相似变换可以把一个比较丑的矩阵变成一个比较美的矩阵，而保证这两个矩阵都

是描述了同一个线性变换。

这样一来 ， 矩阵作为线性变换描述的一面，基本上说清楚了。

（本文来自 CSDN 博客，出处： htt : blo . csdn. riet o2newlife archive 2007 12 02 1912439. as x). 

5.9. 2矩阵相似的几何意义

进一步细究啊， 因为线性变换是一个运动，描述的是一个投射的瞬态过程。因此这头猪应

该是一头身手矫健的猪猪侠， 在打一个降龙十巴掌的招数。矩阵呢应该是一个高速摄像机录下

的一小段视频。不同位置录下的视频是相似的，最能直接表现猪猪侠的武功招数的那段视频应

该是对角矩阵。

好歹前面的讲述算是相似矩阵的物理意义吧。下面咱们回归到两个基下的线性变换的讨论

上来。

如图 5-48 所示，矩阵A 表示一个线性变换，把一个向量 x 变换成另一个向量Ax:x➔Ax

（这是张三看到的演出动作） ； 在另外一个基下（等于换了一个坐标系 ， 改变了观察角度），同

样的一个变换动作表示成了 x'➔Bx (这是李四看到的演出动作）。

从张三的坐标系变换到李四的坐标系，就要乘以一个p (图 5-48中给出的是向量x的变换，

因此乘以 p-1) ; 现实地操作就是张三跑到李四的座位上去就可以了。小学肆业的张三不知道，

他竟然使用了高等代数的矩阵乘法。
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张 三 看到

的图景 Q 

乘以p-1 v 

@ 

在-讨否下的线性变换

乘以A

乘以B

@ 
乘以P

李四看到
的图景

在另外一个基下的同一忏玵性变换

图 5-48 相似矩阵是两个基下的一个线性变换

空讲千言不如小题一例，下面我们给出一个例子来具体理解它。

例5.5 设有一线性变换：如图 5-49所示，它将任意向量(;)映射为关千4穸直线的镜像 Y 。• (x) 

二：一二
J 

e2 
: 1 

/ 
/ / 1 e:1 

/ 

X 

/ / 1 」 I I I 
图 5-49 平面上关千 4穸直线： y=x 的镜像变换

取直角坐标系，其标准正交基e尸f 。o)和 e,=(1)· 根据线性变换的矩阵定理，则相应的线性
变换矩阵A 容易求出。因为 A 将 el 映射为生，将 e2 映射为 e,, 所以这个镜像映射在基 el 和 e2 下

的坐标表达式为

［勹＝「切
其中把变换矩阵记为[A]=

0 1 . [1 ol 表示矩阵A 是以g为基的。

下面我们再找一个新的基底（见图 5-50), 使得新的基向量之一e1 , 沿着 4穸直线，即 e/=G),

而另一个基向量与之垂直，即 e,'= 厅）。则新基与旧基的转换关系为

{e1'= e1+e, 
e2'= -e1 + e2 

将其改写为

(el',e, ~=(ei,e,>[~-n 

其中把基变换矩阵记为P=D-n 。
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I J ___ I - _,=y' 
仗，-r~fix'

丈 ..re 1'

-2 -e I 

r 

. 

（x抄＇）

x ,2 

/ — -1i — "' i 
图 5-50 两个坐标系下的镜像变换

在这组新基上，这个镜像运动的线性变换A事实上被简化了。因为新基向量e,' 在 45° 直线上 ，

它是它本身的镜像，即 A叮 =el' 。另一个新基向量e2' 正好被翻转过来，即 Ae2 ' = -e2 ' 。于是，

原矩阵A所表示的线性变换在新基e; ' 和 e2' 下的坐标表达式为

(_:. 厂[~ 一。:](:'.)
其中把线性变换矩阵记为 [BJ,, =[6 —~l 表示矩阵B是以 e;'为基的。

这个矩阵B与单位矩阵很接近，确实比较简单。好了，下面把这个例子和前面的内容对对号：

(1) 矩阵A 和B是一对相似矩阵，因为哥俩都是表示的同一变换“关千固定的一直线的镜像

映射”。

(2) 矩阵P是基变换矩阵，其作用就是过河的小桥，把一个旧基换成另一个新基，乘以P;

回去的小桥是乘以 P飞
(3) 矩阵P的每个列都是由 A 的特征向量组成的，特征向量用 1日基上的坐标表示。

(4) 矩阵B是简单的对角阵，对角上的元素就是特征值，从左上到右下排列的特征值分别对

应着朽赶阵的从左到右排列的特征向量。

(5) A 和B俩矩阵既然表示同样的线性变换，因此特征值也是同样的，它和基没关系。

9 三角形相似的变换矩阵
咱对相似这个名词并不陌生，初中的时候就有相似三角形的说法。三角形的相似和矩

阵的相似有关系吗？关系不大。俺只要把一个三角形与一个相似三角形所对应的变换矩阵
给你看就清楚了。
这个变换矩阵就是被称为纯量矩阵的家伙：

-k ko 
0 k 

这个矩阵就是主对角线上的元素都为数k, 其他的元素全是 0。这个矩阵显然等于单位阵

的 K倍，因此纯量矩阵可以表示为 kB 。为何叫纯量矩阵？因为用纯量矩阵乘以一个矩阵A,
好像用一个数K相乘的效果一样： kE-A=A·kE=k · A 。

, 

` 

\
!'·\.
J 

、

' 

好了，一个三角形 L10AB是由三个向量OA = (ai,a2), OB=(bp句）， AB= (bl -Cli,h: 厂生）组
' ' ' 

成。若将每个变量都变为原来长度的 k倍，则 OA 、 OB 、 AB 分别都延长 k倍而变为M 、

OB' 、 AB'' 用矩阵表示就是

厂 0 ][ a1 b1 b, - a1 ] = [ ka1 kb1 k(b1 -a,)] 
0 k a2 b2 b2 -a2 ka2 kb2 k(b2 - a2) 
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5.9.3 矩阵相似对角化的几何解释

'" 

矩阵的对角化有不同的方法，但我们常常讲的矩阵的对角化，多数是所谓的相似对角化。

鉴于大家都有花大价钱买甲等票到王二麻子舞台正前方的位置看戏的习惯，数学家当然也

喜欢把一个矩阵相似变换到另一个比较爽的矩阵上去进一步研究这个线性变换。这个最爽的位

置就是用特征向量当坐标轴，最爽的矩阵就是对角阵，次一些的当算约当阵了。实际上，这是

一个常见的工程处理方法，把一个对象从一个领域变换到另外一个领域去以便研究（当然要保

证被研究对象的本质不能被变换掉）。

r 

1. 相似对角化的好处 _ 

4P,VJ 
,
i/4 

举个矩阵相似的事例，比如我们开车郊游（图 5-51), 到乡野别院度假。从地点 x 驾驶到

目的地Ax, 走眼前的小道不太方便，那就绕个弯，先从 x 过桥到 x ' ' 从 x' 到 Bx' 的行车就很

方便，处理简单。 可到了 Bx' 还没完啊，度假目的地是Ax 啊。好，再过桥把Bx' 变到 Ax 。

确实，走笔直的马路当然比走九曲十八弯爽了。这里的马路也是对角阵。数学上的对角阵

看起来爽，除了对角线上外其他的元素都是0啊，美的东西必然简洁，观赏性较强。作为数学工

具，当然计算起来就比较好用了。
乘以 A ,,.. 

0
g] 

乘以p-1 河流

@( 马路 忠
}乘以 B

图 5-51 相似的矩阵就是走相似的路

假如一个矩阵对空间中一个向量作用，得到一个新向量：
、.. 
＇
今

、
`

r' 

xf 参
．

?f/r , J.
`?'\ 

An= 
入 入2 

II I 矿

I 入“
2 

及』之

矿= (PAP-1)(PAP勹= PA(P-1P)AP-1 =PAAP -I= PA 2P -l 

A3 := (PA 2P -1)(PAP -1) = PA 3P-I 
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A11=PA11P-1 

2. 相似对角化定理的推导

总结前面的例子，对角阵A 的求解法当有下面的对角化定理：
nxn矩阵A 可对角化的充分必要条件是A 有 n 个线性无关的特征向量。

具体讲，对于p-'AP=A, A 为对矩阵的充要条件是P 的列向量是A 的 n 个线性无关的特

征向量。这时， A 的主对角线上的元素分别是A 的对应于 P 中特征向量的特征值入＇，即

Ai~ 
p-'AP=I 

入

、

l

·-

入II

矩阵的对角化怎么就与矩阵的特征值、特征一向量纠结在一起了呢？其实是因为我们可以利
用特征向量的定义来得到对角阵。示意性的推导如下：

把A 的特征向量 1'i,P2,…, P,, 排成矩阵P 的列，运用分块运算技术，把矩阵 A 作为一个整块，

或作为一个常数；把矩阵P 中每个列看做一个块（或元素），运算如下：

AP= Al Pi P2 … P,, I = I Apl Ap2 … Apll 

好，这时候用上了特征向量的定义式AP= 入P, 上式继续有

AP = I Ap, Ap2 ... Ap,, I = I 入 1 P 1 丛 几... A,,p" 

把最后的矩阵按完全不同的方式分解：

AP = I Pi 入iP人... ~ 入 I = IP, P2 ... p/1 
入 入2 

入
= P l 2 . 

入

入“ 入, I 

显然，把最后的矩阵左乘一个P矩阵的逆，把P 消简成单位阵，就得到了由特征值构成的
对角阵A, 也即 p-1AP=A成立。

---- ""' '「' - ' -, "'" •m•-• 诫'"咖

为了直接理解p-1AP=A的变换过程，首先，咱回顾一下“线性变换的矩阵定理”。想起来

啦，好，由此定理，我们理解一下下面似乎无聊的计算： j _. , 

A = AE = A[ e1 e2 … e,,]=[Ae1 Ae2 … Ae11] 万三-/)
其中 {ei, e2, … ell} 为单位基向量。 〉夕二/ 啥意思？就这意思：作为一线性变换，矩阵A就等于自已逐个乘以坐标基向量 e i 后得到 气｝
的新矩阵。相当千对E内的每个列向量 ei 进行了一次线性变换。 E就是此坐标系下的单位基向

量矩阵。

这和矩阵的几何意义相符： 一个矩阵就是把第一象限的单位立方体变换到其他象限的多面

体，单位辛亢体由单位基向覃坻座，多面体由矩阵列向量张成；而列向量是由基向量变换得到
·- 一·-气－

的。 ~, .'、- - - --·----

回过头来， P是原坐标系下的基向量矩阵（但不一定是单位基向量矩阵）。一个A 乘以 P
0 - - . 阜 』 l 叩 "'"',,_

矩阵，相当千对 P 内的每个列向量仇， P2, ·.. , P,, }进行了一次线性变换，也就是对基向量组进
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行了一次线性变换，得到了一组新向量组 {Api, Ap2, ... , Ap11 }。这组表达线性变换的向量组还

在使用老的坐标系呢，好，再左乘个p-1 矩阵把它们统统变换到以仇， P2, ···, Pn }为坐标系的
空间里面去，得到向量组{P-'Ap,, p-lAP2, ... , p-1 Ap,, }'把它们按序组成矩阵就是原线性变换在
新基下的矩阵。

如果 P矩阵的每个列向量{P1, P2, ···, P11} 都是特征向量，则矩阵｛尸Ap,, p-'APi, ... , p-1 Ap,, } 

可以简化为［怀el 丛生…入nen] , 即以特征值为元素的对角阵。

3. 相似对角化的例子

例 5. 6 用前面镜像变换的例子验证—下如何相似对角化。如图 5-52 所示，在原坐标系
{xoy} 下的镜像变换矩阵和基变换距阵分别为

A=[~JJ P=D -n 
那么相似对角化的过程A今AP~fT,~z~厂二

I 1-t p斗 ' '——
'I I I / ' 这两：二二二二系就下三三勹勹：三］了{p

了新坐标系 {x'oy '} 下的向量组切， p'J=\(b),卢）），把 Pi' 、 P3' 组成矩阵，就得到了表示镜

像变换的新矩阵A=[6 -~] 。这是新坐标系 {x'oyJ 下的镜像变换矩阵。
从图上看到没？镜像变换很简单，就那么三个向量在那里放着没动，就我们自个儿把矩阵

啊向量啊乘过来除过去的，折腾个没完——不为别的，就为了那个传说中的对角阵。

其实，我们很朴素地想一想特征向量的定义式Ax= 入X, 这公式本身就是一种简化：矩阵

A 对特征向量 x 的变换结果Ax 等于一个常数（特征值）入对特征向量x 的变换结果入x 。这

样看来，矩阵的对角简化与特征向量的联系就不突然了。实际上，想把A 对角化，就要有足够

的特征向量形成R 的一个基。

因此，线性变换的相似对角化实质是寻找一个适当的坐标系，使得该变换对这个新的坐标

系上的单位向量（或基向量）只做伸缩变换、不做旋转变换。

一般实矩阵相似于对角阵的充要条件是它有 n 个线性无关的特征向量这一基本结论，正因

为此，要知道并不是任何实矩阵都可以相似于对角阵，但实对称方阵一定可以与对角阵相似（可
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对角化）。对这一点一定不要有所怀疑。

5.10 矩阵行列式的几何意义

与先前有别，本节的行列式的几何意义主要是结合矩阵的线性变换的几何意义进行的。

前面我们提到过，行列式的几何意义有两个解释： 一个解释是行列式就是行列式中的行或

列向量所构成的超平行多面体的有向面积或有向体积；另一个解释是矩阵 A 的行列式 detA 就

是线性变换A 下的图形面积或体积的伸缩因子（估计还有人说，如果把矩阵看成二阶张量的话，

它的行列式具有更丰富的愈义一一这些探究不弄了，咱这里不扯远了）。

在第 3 章中，我们主要使用行／列向量的概念详细地研究了行列式的几何意义，经过本章对

矩阵的几何意义有了初步了解后，我们又如何从矩阵的角度考查它的行列式的意义呢？显然，

我们更喜欢或习惯千把行列式看做矩阵作为线性变换下的图形面积或体积的伸缩因子。

这两个几何解释一个是静态的体积概念， 一个是动态的变换比例概念，但具有相同的几何

本质，因为矩阵 A 表示的（矩阵向量所张成的）几何图形相对于单位矩阵 E所表示的单位面积

或体积（即正方形或正方体或超立方体的容积等于 1, 又称为体积元）的几何图形而言，伸缩

因子本身就是矩阵A 表示的几何图形的面积或体积，也就是矩阵A 的行列式。

我们知道，对千二维平面，行列式的几何意义是行向量或列向量构成的平行四边形的有向

面积。一个矩阵作用千某个图形（另一个矩阵）所引起的新图形的面积的变化，是和这个矩阵

的行列式有直接关系的，行列式的值就是图形面积变化的比例值。比如，行列式的绝对值为 1,

表示变换后的图形的面积不变。如果行列式的值大千 1, 则表示变换后的图形面积会放大；反

之就会缩小。

常常把矩阵的几何图形描绘成平行多面体是因为这个矩阵的行列式就是对应的平行多面体

的有向面积值，所以矩阵所表达的几何变换也就和行列式建立了直接的联系 。 从行列式的值出

发，我们就能知道许多关千这个矩阵的几何性质。

5. 10. 1 二阶矩阵行列式的几何意义 ·

在这一节中，我们将会讨论，二阶及三阶矩阵的行列式是如何表示面积的伸缩率的。

首先讨论二阶的情况。我们前面说过，矩阵A 将平行直线变换为平行直线，将平行四边形

变换为平行四边形。假设A 是一个列向噩为a 、 b 的 2X2 矩阵[ a, b, l 那么，这里的线性
a2 b2 

变换 A 是指将飞中的单位正方形变成兀中以a 、 b为邻边的平行匹边形。

如图 5-53 所示，矩阵 A 是在标准坐标系下的某线性变换的表示。图 5-53 (a), 在标准坐

标系下，单位标准基q、已张成了正方形元，面积为 1 。图 5-53 Cb), 此线性变换把正方形元

变换成了大平行四边形 ， 四边形的边就是矩阵 A 的列向量 a 、 b 。在 A 的作用下，

el • a, e2 今 b 。
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图 5-53 二阶矩阵行列式是平行四边形面积的变化率

我们已经证明平行四边形的面积等于矩阵的行列式。显然，原单位正方形的面积是 1, 因

此矩阵的行列式也等于由单位正方形变换为平行四边形的面积的伸缩率。

如果原图形为一个单位圆，则线性变换 A将之变成一个椭圆。同样，椭圆的面积比上单位

元的面积就是线性变换A 的行列式。

为简单起见，我们设矩阵 A 为对角阵 [~i]' 设向量勹）为单位圆上任一向量（见图
5-54), 那么有单位圆方程 x~+ 寸 =I 成立。 再设向量(;;J 为经过矩阵 A 变换后的图形上的一
个向量，那么有

X2 

, 

eif一7a
I 
j x, 

o, e, 

由此式得到

（勹; [ ;-1 b勹 (;J = [:::::』
把上式带入单位圆方程得到

2 2 

立十乌=1
矿 b2

X2 

XI 

X 2 

x, 

(a) I Cb) 

图 5-54 二阶矩阵行列式是圆／椭圆面积的变化率

这个方程正是椭圆方程的标准式。双轴长分别为a 、 b, 其面积为冗ab 。

而单位圆的面积是冗，因此从单位圆变换到椭圆的面积的伸缩率是 ab' 这正是行列式的

值。实际上，对于平面空间上具有有限面积的任意区域，矩阵的变换所造成的面积伸缩比率同

样也是行列式的值。

如图 5-55 所示，如果坐标网格的间距进一步缩小，就会越来越逼近不规则的图形，那么

无穷小的方格就会变换为无穷小的平行四边形，进而得到同样的结论。
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线性代数的几何意义

X2 1 

。
I 

I X1 

(a , 
图 5-55二阶矩阵行列式的是任意图形面积的变化率

同样，在 3X3 的矩阵情形下， A 将 R3 中的一个单位立方体映射成R3 中由 A 的列向量确

定的平行六面体；如果原图形为一个球，则线性变换A 将之变成一个椭球。

一般地，一个 nXn 矩阵A 将Rn 中的单位 n 立方体变成 Rn 中由 A 列向噩确定的 n 维平行

体。对非单位正方形（立方体或超立方体）以同样的方式变换，即伸缩因子为

像域的容积

原域的容积

而 nXn 矩阵A 的行列式 detA 就是这个伸缩因子。

Q 为什么只有方阵才有行列式
当然啦，行列式定义中就要求是等行等列数的计算，只有方阵才满足啊。 呵呵，有点

耍赖。另外，从矩阵的线性变换的角度出发，矩阵的行列式是有向面积或体积的变换比例
的意义，是同一个空间中的容积的变化率。但一个 2 行 3 列的矩阵会把一个三维向量变换
成二维向量，三维空间的东东时空大挪移，整到二维空间里面去了。空间都不一样，咋比
较？要比较也是比例总是 0, 因为这个矩阵把一个立方体变成了一个平面。 反之，一个 3
行 2 列的矩阵把二维空间中的一个平面既可以变成三维空间中的一个平面也可以变成一个
平行六面体。如果平面变平面的话还可以考虑推广行列式的事；但如果平面变六面体的话，
变换比率可是 00' 变换比例因子一会儿 0 一会儿实数一会儿 00' 这个变换的比例因子的事
情就不好玩了。

5. 10.2 矩阵运算的行列式的几何意义

1. 两个相似矩阵有相等的行列式

设 T是 n 维线性空间 V到自身的线性变换， T在 V的任意一组基下的变换矩阵的行列式都

是相等的 。 设 B 是 V的一组基，那么 T的行列式就是 T在 B 下的变换矩阵A 的行列式IAI 。

既然可以给线性变换定义行列式，而且线性变换的行列式就是变换矩阵的行列式，那就是

说，行列式是不随基改变而改变的了。事实确实如此，我们还有下面进一步的结论：

相似矩阵是同一个线性变换在不同基下的变换矩阵，因此，两个相似矩阵有相等的行列式。

来个简单的例子吧。某个线性变换在标准坐标系下的矩阵为A=[~1]' 把它相似对角化得

到 A=[i n 基坐标系转换矩阵为P=D -n 。
上面的意思换句话就是说，矩阵 A 和 A 是一对相似矩阵。新的坐标系的基为盟），（？）｝ 。
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这些是我们在前面矩阵的相似对角化一节中学到的。我们先验证一下 A 和A 的行列式是否相等：

冈＝
5 3 8 0 
3 5 = 16, 冈 =lo zl=l6 

OK, 行列式确实相等。 为何相等？我们给出几何解释。如图 5-56 所示，矩阵 A 是在标

准坐标系下的某线性变换的表示。图中，在标准坐标系 {x1ox2} 下，单位标准基4、已张成了正

方形元，面积为 1 。 此线性变换把正方形元变换成了大平行四边形，四边形的边就是矩阵 A 的

列向量 a1 =(5, 3)1, a2 = (3,5)T 。四边形的面积是 16。面积的伸缩比率是 16/1 == 16, 因此 !Al== 16 。
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图 5-56 矩阵A的行列式的几何意义
在新的坐标系 {Y1°Y2} 下，新基为 Pi =(1, 1/, Pi =(-1, 1/, 同一线性变换的矩阵表达式为A 。

图 5-57 中，新坐标系的基九、 P2 也张成了正方形元，面积也为 1 (注意，此面积元在老坐标系

下的面积为 2) 。 线性变换也把正方形元变换成了大的正方形，大正方形的边就是矩阵A 的列向

量 a1 = (8,0? 和 Q'.2 = (0, 2)T o大正方形的面积也是 16 。面积的伸缩比率是16/1 := 16, 因此JAl==l6 。
/ 

- -~ ----* -___ .,.__: 三__!':_ ----一二二
图 5-57 相似矩阵 A 的行列式的几何意义

俩相似矩阵的行列式都为 16, 验证完毕 。

同样，由对角阵，我们很自然地明白下面的结论：行列式是所有特征值之积；对角（或三

角）阵的行列式等千对角线上元素的乘积。

2. 两个矩阵乘积的行列式等千行列式的乘积

实际上，矩阵的乘法除了把一个几何图形变换为一个新的图形外，也可以等价地看做空间
的坐标系的变换矩阵把原坐标系的基向量换成了自己的列向量，就是说矩阵的列向量成了新
坐标系的基。变换后的新图形就是因为基向量的变化进而对原图形进行了连带的拉扯形成的。

.. 一.l - - -一．一. - .• 一 --~--- -- -•• -•r~-==--•=• .179, 



线性代数的几何意义

这种几何意义的看法是较高级些的观点， 可以有效地理解矩阵的乘法、矩阵的行列式及其他各

类的变换。

好 ， 我们现在先从矩阵乘法的代数意义出发，进而给出其几何解释， 顺便给出行列式的新

的几何意义出来。

先定义三维空间中标准坐标系下的两个矩阵 A 、 B , 各由三个列向量组成，即

a11 a21 a31 b11 h21 b31 

A = [ a1 llz a3 ] = I a12 a22 a32 , B = [ b1 b2 b3 ] = bi 2 h22 b32 

a13 a23 知」 b13 h23 b33 

y = Ax = [ a1 a2 a3 ] j 屯 1=吧 +x2a2 +x3a3 

这个式子的意义我们已说过，再重复一下啊：

如果把a, 、 a2 、 a3 看做一个新坐标系的基，那么(Xi, X2,x3 ) 就是向量y在新基下的坐标。
有点意思嗨， 着眼点变了， 结论也新鲜了 ： 左乘一个矩阵，改变的是基，不变的是向量的

坐标值。

好， 记住上面的话，继续，如果向量y被矩阵 B 变换为 z = By, 写成具体的代数式为

Xi X1 

z =By = BAx = B[a, a, a, JI ::J = [Ba, Ba, Ba, { :: I= x, (Ba,) + x,(Ba,) + x3 (Ba3) 

接着前面的意思，这个式子的意义应该是 ， 新坐标系的基被矩阵 B 又进行了变换 ， 又变成了一

组新基，相当于坐标系又改变了 。同样地，基又改变了 ， 向量的坐标还是不变，仍然是位，Xz,X3 ) 。

真是玄， 数学咋整得像哲学似的。书的前面讲，矩阵把一个向量拉伸 、 旋转或镜像改变，

再乘以一个矩阵 ， 继续拉伸、旋转或镜像……是的，这是在默认基或坐标系不变的基础上讲的，

符合思维惯性， 见图 5-58 。
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图 5-58 坐标不变时，矩阵连乘就是把平行四边形再变成平行四边形

现在想说的是，向量（注意是向量的坐标数字）总是不变， 乘一次矩阵 A, 坐标系变一次：

基向量拉伸 、 旋转或镜像变一次 ； 再乘一次矩阵 B, 基向量继续拉伸、旋转或镜像……坐标系

因此再变一次。

好，继续引申下去， 标准坐标系下的单位元图形，比如平面下的边长为 1 的面积元、 立体
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第 5 章 矩阶的几何，意义

空间下的棱长为 l 的体积元等，这些单位元都是由标准基向量张成的。这些基向量被两个以上
矩阵左乘时可以看做没有改变坐标，因而可以认为单位元也没有变换， 一次次改变的只是坐标
系。

换句话说，单位元总是单位元；正方形、立方体是笛卡儿坐标系下的单位元，由此变换来
的平行四边形、平行长方体是另一个坐标系下的单位元。

图 5-59 中，在三个坐标系 {x1ox2} 、 {yloyi} 、 {z1oz2} 下 ， 正方形、小平行四边形、大平行

四边形分别是它们的单位元。在各自的坐标单位下，其面积数值全是 I 。
Zl 

尸

图 5-59 坐标系改变时， 正方形或平行四边形都是单位面积元

在标准坐标系下或者在无处不在的世界坐标系下，这些单位元之间的关系是：：

(I) 小正方形单位元变化到小平行四边形单位元的面积比率就是变换矩阵（这里是 A) 的
行列式。

(2) 小平行四边形单位元变化到大平行四边形单位元的面积比率就是变换矩阵（这里是B)

的行列式。

(3) 因此，从小正方形单位元变化到大平行四边形单位元的面积比率就是变换矩阵（这里
是AB) 的行列式。

其中第(3)条就是本节的主题“两个矩阵乘积的行列式等千行列式的乘积＂的几何解释。

好了，一个新的行列式的几何意义诞生了！

添加了一个单位元的概念就这样大呼小叫的，至千吗？太至于了。有了这个单位元的变换

率，我们就很显然地得到了雅可比矩阵及其行列式的几何意义。

5:11 雅可比矩阵及其行列式的几何意义

因为雅可比矩阵如此重要且有趣，所以我们把它单列一节讨论，并放在矩阵的行列式的几

何意义后面。

雅可比矩阵是线性代数和微积分的纽带，是把非线性问题转换为线性问题的有力工具之一。

5. 11. 1 雅可比矩阵及其行列式的几何意义

话说有一个函数方程组由 n 个函数组成，每个函数有 n 个自变量 X1, X2, …, xii : 

==-====千~--=~==~==-~==~=-干..,. ====-~=--=-=-=-- ==-~.,,. = =-=--;--: =~==- =-=-: = :--,- .,, , - -.181. 



线性代数的几何意义

Y1 =八(xi, x2, · · ·, x,,) 
Y2 三几(x1, x2, · · ·, x,,) 

Yn= 儿(x1, Xz, ...'Xn) 

这个函数组有两个意义可以解释：一个解释它是一个映射，点 (x1, Xz, …， x,,) 被映射成

(Y1, Y2, …,yJ ; 另外的一个解释就是坐标变换的意思，如果你把这个函数组代到一个以

Y1,Y2, … ，Yn 为自变量的某方程中，即相当千把某方程的原坐标系 {0,Y1,Y2,… ， y,J 被替换成

{o,x1, x2, …，xn} 坐标系。这两个解释的本质是一回事，是同一件事情从不同角度的看法。坐标系

不动，一个点被变换到另一个点，这等价于说点不动， 一个坐标系被代换到另一个坐标系。

下面从其坐标变换的解释角度来分析。

一般情况下 ， 这个函数方程组不是线性方程组，它的图形多是高维曲线、曲面类的。稍详

细一点说，每一个函数是个超维曲面， n 个超维曲面组合在一起交割成超维曲线。不过猛地看

起来蛮像线性方程组的样子，心里于是就有了把它弄成线性方程组的冲动 ： 弄成线性的可以使

用矩阵、行列式啊什么的，可以和线性变换联系起来，多有几何意义啊。

咋弄成线性的？直接改写成矩阵形式吗，恐怕不行。嘿，不是有微积分咙，微分就是把曲

的弄成直的，积分就是把直的弄成弯的。好，对多元的非线性可微方程组进行偏微分：

呀呀dyl = -1... d.xl +—上d.x尸 ·· ·+—呀函I 8x2 ax'., d_xn 
呀呀炽＝—碍X1 +-1..d.x产... —-匈、

函）函2
+ 

ax/1 
2 d.x/1 

河呀dy/1 = __!l_ d.xl + __!!,_ d.x尸. .. +— 呀
II d.x/1 

祝炾祝

到了这一步是不是和线性方程组有点相似了？ ！ 这个过程就是激动人心之化曲为直的过程。

几何意义上化每个超曲面为超平面（函数 dy. = i d.x + 所所 河
1 8X1 I ax _j_d.x2 +·.. +— 

函n
i d.x 是超维切平面方程，

因此实际上就是化为超维切平面） ， n 个超平面组合在一起就是超维切线方程，因此就这样化曲

线为直线了。代数意义上就把高次函数方程组化成了齐次线性方程组。好，那就把它写成矩阵
的形式吧：

dxi13

,_ 

( 
差
差

差
沉
－a
x
2

弘
O
x
l
弘
o
x
1

= 

\ 

y
i兑

dd: 

(5-17) 

dy,」| 砑所酰1 I\ cl.xii 
n II ,. • 

祝炾 淑n

当里个当，主角雅可比矩阵出现了，就是式(5- 1 7)向量方程中间的大方块。当然雅可比行列

式就是雅可比矩阵的行列式。毋庸置疑，雅可比矩阵和行列式具有前面讲过的矩阵和行列式的

所有意义。 除此之外，还有两点特殊的地方 ：

一是向量的元素如 cl.xi 、 dyl 等是微分，它们是一些极小量，而且是极小的向量； d.xi 是在 x,

坐标轴上的微分向量， dy; 是在 Y, 坐标轴上的微分向量。
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第 5 祁 矩阵的几何总义

二是雅可比矩阵里面的元素如见＿、空:等一般不是常数，而是变量，这和前面讲的矩阵不
祝级，

同。

恰恰是这两点，并结合矩阵的坐标系变换的意义， 我们终于揭开了雅可比矩阵和行列式的
最终几何意义：

雅可比矩阵把一个超平面的仿射坐标系变换成了一个超曲面坐标系；雅可比行列式就是曲
面坐标系下单位微元和仿射坐标系下单位微元面积的比值。

不太明白，再换一种说法：

雅可比矩阵把一个空间里的一个平面坐标系（基）变换成了无数个极小平面坐标系（基）；
无数个极小平面就是曲面的切平面；雅可比行列式就是切平面上每个坐标系下极小单位元和原
坐标系下极小单位元面积的比值。

泛泛而谈让人昏昏入睡，我们找个二维的具体例子看看吧。

5. 11. 2 雅可比矩阵在二重积分中的应用例子

例 5. 7 计算二重积分ff (y I x)2dxdy, 式中D为由曲线y = x,y = 3x,.xy = 1,.xy = 5 所围得第一

象限部分的区域。

常规的解法是在默认的直角坐标系 {o,x,y,z} 中进行积分，其积分区域必须分为

D =D1 +D2 +D3 三个区域（见图 5-60)。先进行dy积分， 然后再进行 d.x 积分。

一叶，一心 ＼二 , 一尸—

1 ;x 

图 5-60 二重积分的区域划分

更简洁的解法是采用坐标变换法lylx=u, 目的是把积分区域的边界化曲为直。颠倒自变
xy=v 

量和因变量，得到坐标变换关系为{x= 心万，这个变换函数组是非线性的，无法写成矩阵和
y=妇

向量的形式， 对其进行偏微分，因此把变换写成雅可比矩阵形式为

1 /v 1 1 
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线性代数的几何意义

其雅可比行列式为

气 1 1 

½i½Ju I 2u 
那么对应的积分区域D 的映像变为 D'={(u,v) I l~u~3, l~v~5}, 而因积分变换为

ff (y I x)2d.xdy =ff (y(u, v)/ x(u, v))2 III dudv =ff u2(--Ju)dudv = —f少uduJdv= —8 
D'D' 

Q 雅可比行列式的绝对值问题

在这里我们没有取雅可比行列式的绝对值带入积分中，因为这里自然地认为积分区域是有

定向的，雅可比行列式 III=—心看起来为负值，是因为微分向量也由叉积方向和dx、 dy的叉

积方向相反。但在本科生阶段，因为没有引进外微分的概念，总认为面积元 dxdy 和 dudv是正

的，当然作为面积元比值的雅可比行列式也必须要求是正的了。所以你要考试的话老老实实地
把雅可比行列式取绝对值吧。

好了，先把例子的计算过程摆在上面，下面我们就给出它对积分区域的坐标变换的几何解
释。

首先看坐标变换前后的坐标系。图 5-61 C a) 是直角坐标系下的情形，单位边长的浅色方
块为单位面积元，深色的以也 dy为边长的小方块为面积微元dxdy, 这个面积微元可以要多小

就有多小。因为也 dy都是向量，实际上这个面积微元是向量dx和 dy 的叉积，因而是有向面

积微元。

在经过坐标替换{y/ X = U 后呢，原来的直角－直线坐标系被替换成了直线－曲线坐标系：直
xy=v 

线轴是一簇经过原点的直线 {y/ X = u I u为不同的常数｝，曲线轴是一簇双曲线

{.xy =VI V为不同的常数｝，见图 5-61 C b) 。
叶—<---,

1-1 y
-

. . 

丁一

y 

dy ' 

o c1x I 
I -----l-- (a}- 全

x 贯0 (b) 

图 5-61 坐标系变换前后单位面积元和积分微元的对比
图 5-61 (b) 中坐标线所围成的浅色单位面积元是个曲线四边形，它的面积微元 dudv 是由

过同一点的曲线的切线微分中、 dv叉积张成的，这是一个深色的小平行四边形，要多小就有多

小。因为也 dv都是向量，因而也是有向面积微元。
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第 5 卒 矩阵的儿何意义

面积微元 dudv 的意思就是当这个曲线坐标轴的单位长度在取小极限时，其曲边形的面积
就等于两个曲线的切线段所张成的平行四边形的面积。

好了，到了这里我们就知道了雅可比矩阵和行列式的几何意义：

二阶雅可比矩阵的几何意义就是把标准直角坐标系下的微分正方形 dxdy 变换成了曲线坐
标系下的微分平行四边形 dudv;

二阶雅可比行列式的几何意义就是由标准直角坐标系下的微分正方形 dxdy 所表示的面积
微元变换到了曲线坐标系下的微分平行四边形 dudv 所表示的面积微元之比率。

那么三阶雅可比的矩阵和行列式的几何意义可以类推为：

三阶雅可比矩阵的几何意义就是把标准直角坐标系下的微分立方体dxdydz 变换成了曲线
坐标系下的微分平行六面体dudvdw;

三阶雅可比行列式的几何意义就是由标准直角坐标系下的微分立方形 dxdydz所表示的体
积微元变换到了曲线坐标系下的微分平行六面体dudvdw 所表示的体积微元之比率。

到了这里雅可比矩阵和行列式的几何意义基本就清楚了。但更有意思的和微分几何有深层

联系的却是所谓的曲线坐标系。大家已经看出来了，我们这里的曲线坐标系实际上被无数个仿

射（直线）坐标系所替代或者模拟。因为随着积分区域内积分点的移动，点上的沿着曲线的切

线在变化（方向在变换），当然切线上的微分向量du. dv也在变化（方向在变换），由 du. dv构

成的仿射坐标轴 {du,dv} 也在变化，也就是微分的仿射坐标系在不停地变换。

如图 5-62, 如果把整个积分区域的点遍历完毕，将有无数个微小的仿射坐标系 {du,dv} 出

现。当然仿射坐标的微分向量所张成的积分微元（小平行四边形）的大小或方向也在变化，也

就是雅可比行列式函数IJI=一点所给出或确定的。显然，在曲线上随着u 值的变大点会向上移

动，点的切线顺时针旋转，此点的另外一根切线方向不变，因此du. dv的夹角变小，所以积分

微元的面积大小会变小，也就是 IJI 的绝对值会变小。

图 5-62 积分微元的面积在每一点上都不同

1 l 

，里面的元素是变量或函数
V 
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线性代数的几何意义

以雅可比矩阵J实际上包含有无数个具体的变换矩阵，随着点 (u,v) 的改变，此点附近的积分微元

图形也被矩阵不停地变换着。

好了 ， 为了更深入地理解矩阵相乘和各类矩阵的意义， 我们首先探究一下矩阵对空间的旋

转变换，为进一步理解更有意思的矩阵运算热热身。

5.12 矩阵对平面和空间的旋转变换

平面和空间中的旋转变换是很常见的，我们在前面的例子里也多次谈到旋转矩阵，又比如

工程中我们要模拟飞机在空中的前后、左右和上下的旋转动作等。因此，弄清旋转矩阵是很有

意思的。下面我们就详细讨论这个间题。

5. 12. 1 平面上的旋转变换

1 . 平面上点的旋转变换

如图 5-63 所示，平面上任意一点 P(x,y) 对应的向量贡； （与原点 o 相连接得到），以逆时

针方向绕原点在平面上旋转 0角，得到向量 oJ5i' 即点 P(x,y) 在平面上以逆时针方向绕原点旋

转 0 角 ， 变化到点 P '(x ',y') 。

y 

。

\ 
1只x,y)

X 

图 5-63 平面点的旋转

如果我们记这个变换为 I' , 那么有贡)I= r护 。实际上这个点的旋转变换r就是前面我们

介绍的旋转矩阵(cos 0 -sin 0 
sin 0 cos0 } 

即点（或向量）的旋转变换为

(;:) =[~ 盖~: -c~。严:] (;)

2. 平面上坐标的旋转变换

如果将坐标系 {xoy} 也以逆时针方向绕原点旋转 0 角，会得到新的坐标系 {x'oy '} , 如图

5-64 所示。旧坐标轴上的基本单位向量 i 和 j变为新坐标轴上的基本单位向量 i'和 j'' 即 i'=I'i,

j '= r j 。实际上，此时的旋转效果是最终对坐标系 {xoy} 和向量 oP 一起做了旋转 0角的操作。

.186. -- -- .. . . 



第 5 單 矩阵的几何惹义

,--

\ P(x,y) 

，，，，，，了三'
\ 

X 

图 5-64 平面坐标系的旋转

考察基本单位向量的变化，容易检验 i I关于旧坐标轴的坐标为 ( cos 0 , sin 0) , 即

i'= i cos 0 + j sin 0 
同理，有

j'= icos(0 +鸟+ jsin(0 +鸟
2 2 

=-isin0 + jcos0 

即 U言~骂凇笃或 切＝［骂＄二骂]el
式中，［驾: ~~ 骂］称为坐标系（单位向量）旋转变换矩阵，记为 T。
我们看到点的旋转矩阵和坐标系的同样旋转的旋转矩阵 T不同，容易验证，它们互为转置

矩阵。

另外，也可以验证它们互为逆矩阵。因为坐标系的坐标轴 （只是坐标轴，不包括平面上的

点或者向量）作逆时针旋转 0角就相当于平面上的点或者向量（不包括坐标轴）作顺时针旋转 0

角，如图 5-65 所示。

,, ,-.. 
yf 

y 

---O:\ X 
'(a) ol (b) x 
图 5-65 坐标系旋转等价千向量的逆旋转

坐标系的旋转的变换公式可以通过作图得到，这个图也可以看做这个变换矩阵的几何解释。

设原坐标系是{x~y}' 这个坐标系以原点 o 为固定点进行逆时针旋转 0角，得到新的直角坐标

系 {x'oy'}, P 点保持不动，则旋转的图像如图 5-66 (a) 所示。

y 

. P(x,y) 
P'(x',y') 

(a) 。

--~-- -· . 

y 

,,,. ,,,.,,,. ,,,. 飞
P(x,y) 

, ,,,.✓ ---。 P'(x'扩）

X (b) 。

图 5-66 坐标系旋转变换的图解

A x 
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线性代数的几何意义

为分析 P 点在两个坐标系中的坐标值之间的变换关系，从 P 点分别作四个坐标轴的垂线，

然后作AB 垂直于 PC线段，得到图 5-66 Cb) 所示的图形，则 P 点在{x'oy'}坐标系下的值分

别是

\x'=PB+BC 
y'=AB-AD 

把式中线段PB 等的长度分别用三角式子替换，即可得到前面的旋转变换的公式。

5. 12.2 空间的旋转变换

三维空间的情况完全类似，如图 5-67 所示，将空间中任意一点 P(x,y,z) 对应的向量护

（与原点 o 相连接得到）以逆时针方向绕某一个直线 L (过原点）旋转 0角，得到向量社气

即点 P(x,y,z) 变化到点 P'(x',y',z') 。

在开始的时候，如果将整个空间作为一个刚体绕直线f 旋转 0角，那么点 P(x,y,z) 当然变

化到点 P'(x',y ',z'), 而旧坐标系 {oxyz} 变换到新的坐标系 {oxyz'}' 旧坐标轴上的基本单位向

量 i、 j、 K变为新坐标轴上的基本单位向量 i'、 j'、 k' 。

P'(x',y',z') 
P(x,y,z) 

L 

--~-------------• 
X 

图 5-67 三维空间的旋转变换

因此，点 P' 关于新坐标系 {oxy'z'} 的位置关系恰如点 P 关于旧坐标系 {oxyz} 的位置关系，

从而有：

oP'= x'i + y'j + z'k = xi'+ yj'+ zk' 

若令x\ y'、 z '关于坐标系 {Oxyz} 的方向余弦分别是4、 bl 、 c1'a2 、 b2 、 C2 和 a3、八、 C3'

那么坐标系轴的旋转变换为

ff三;~~:多:H 硒! 卧( (r]=[王芘妥](tJ
下面看看点的坐标 x'、 y' 、 z'和 X、 Y、 Z 的变换关系。由于

乔= x'i + y'j + z'k = xi'+ yj'+ zk' 
= x(ai + bJ + c1k) + y(ai + b2j + c2k) + z(ai + b3j + c3k) 
= (a1x+ a2y+ a3z)i+ (b1 x + b2y + b3z)j + (c1x + c2y + c3z)k 

通过比对等式两边有
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x = a1x + a2y + a乒 a1 a2 a3 

口:~:!;;:!:: 或 k门~: ~: 
式中的点坐标的变换矩阵和坐标轴的变换矩阵（方向余弦矩阵） 是一对转置矩阵。实际上，

我们还有

X\l~t~,Ju: 
Z 丿 L a3 b3 C3 z' 

这个实际上就是坐标轴旋转矩阵的坐标表示式。这说明这一对转置矩阵也是一对逆矩阵。

坐标的旋转也就是正交变换，正交矩阵的定义就是逆矩阵等千转置矩阵。

Q 转置矩阵的几何意义
本节我们看到，在平面或空间的旋转变换中，空间里元素（如向量或点）的旋转矩阵和对

应的空间坐标系（坐标轴）旋转矩阵既是逆矩阵也是转置矩阵。这有助于我们理解转置矩阵在
几何上的意义，可以简单地认为：空间和空间元素之间的相对旋转运动的几何描述是转置矩阵
的几何意义。其实空间和空间元素之间的关系应是一种对偶关系，在后面的 5. 14. 2 节里也会从
对偶空间的角度讨论转置矩阵的几何意义。

5.13 矩阵的等价、相似与合同关系

5. 13: 1 矩阵等价、相似及合同的关系对比
．气

据说，整个线性代数里矩阵之间有三种最典型的关系：矩阵相似 (similar)、矩阵等价

(equivalent) 和矩阵合同(congruent)。具体的定义如下：

(1) A 和 B 等价心存在可逆矩阵 P和 Q, 使得B= PAQ; 

(2) A 和 B 相似今存在可逆矩阵 P, 使得 B =P-1AP; 

(3) A 和 B 合同O存在可逆矩阵 C, 使得B=CTAC 。

注意这三种关系的联系和差别。据定义可以知道，这三种矩阵关系都是等价关系。其中等

价关系是最弱的一个关系：两个矩阵相似，或两个矩阵合同，那这两个矩阵一定是等价的，但

是反过来不成立。相似与合同矩阵之间不能够互相推导。但是如果两个实对称矩阵是相似的，

那肯定是合同的；反之也成立。如果从整体上来看矩阵之间的三种关系，我们会想到用集合来
表示三者之间的关系（见图 5-68)。集合的表示更加清晰地展现了矩阵等价、相似、合同三者之

间的关系。

图 5-68 矩阵的等价、相似、合同的关系图

图中显示，相似的矩阵不一定合同，合同的矩阵不一定相似。但相似和合同有交集，就是
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线性代数的几何意义

有既相似又合同的矩阵。若转换矩阵p-1 =PT, 这两定义变成相同，则 A 、 B 两个矩阵既是相似

的又是合同的，但具备这种性质的矩阵P, 只有正交矩阵一类， 因为这正是正交矩阵的定义。

接着，实对称矩阵一定存在正交转换矩阵 P, 满足相似和合同的定义式，因此，如果两个

实对称矩阵是相似的， 那肯定是合同的。

关于这三个矩阵的关系的几何意义已有结论，包括我们前面刚讨论过的相似矩阵的几何意

义也一起合并在这里， 就是 ：

两个有限维向量空间之间的同一个线性映射，其在这两个向置空间上的不同基下所对应的
矩阵之间的关系就是等价关系。

一个有限维向量空间上的同一个线性变换（或称线性算子），其在不同基下所对应的矩阵之
间的关系是相似关系。

一个有限维向量空间上的同一个双线性函数或内积其在两个基下的度量矩阵是相合关系。
下面分别研究它们几何意义之间的区别和联系。

5. 13. 2 等价矩阵几何意义

等价矩阵的概念可以看成从同解（等价）线性方程组得来的。

我们知道，对一个线性方程组经过下列若干个变换： ( 1 ) 变换方程的顺序； (2) 用一个非

零的数乘以方程； (3) 用一个数乘以方程加到另一个方程上。方程组变为另一个方程组，这些

变换都不影响它的解，变换前后的方程组都是同解方程组， 也是等价方程组。

把方程组改写成矩阵的形式，上面的三种变换就是曾经讲过的初等行变换。因此我们可以

得到这样的一个结论：

一个矩阵经过初等行变换后得到的任意一个矩阵都与原矩阵等价。

以上的结论大家都没有问题，但是，我们也知道另外一个结论就是： 一个矩阵经过初等列

变换后得到的任意一个矩阵都与原矩阵等价。

这个结论不能从同解方程组得到，因为我们解线性方程组只能用初等行变换而不能用初等

列变换，如果对方程组的矩阵进行初等列变换将会把未知量搞乱（实质上是改变了坐标系），显

然就得不到所给线性方程组的解了（因为所谓的解是在同一个坐标系下的数值）。

因此，对矩阵进行初等变换（包括初等行变换和初等列变换），是等价变换 ， 是对方程组矩

阵求解变换进行更大的推广。在这种情况下，只有矩阵的秩是不变的量。

看来不能从解线性方程组得到理解了，要理解等价矩阵还是需要从线性空间的角度得到彻

底理解。前面说，等价矩阵是在两个有限维向量空间之间的同一个线性映射的表示， 是线性映

射在这两个向量空间上的不同基下所对应的矩阵。

理解起来蛮抽象的，但我们必须要理清楚， 否则没法进一步理解相似和合同的来由。好了

不要怕麻烦，下面我们就画出两个等价矩阵的图示出来，见图 5-69 。

图中给出了两个一般性的线性空间 U、 v, 一个是三维的， 一个是二维的。在从三维空间

到二维线性空间定义了一个线性映射 r , 此映射把一个立方块变换成了一个平行四边形面。

此线性映射 r在空间 U 的基 {Xi心心｝和 V的基 {Y1, Y2} 下的矩阵为 A, I' 在 U的另外一

个基 {si, s2, s3} 和 V的另外一个基｛片 ， t2} 下的矩阵为B。一个映射表示为两个矩阵只因基的不同。
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X, 个多、 1 乙
O X2 

X1 

DP Q 

｀矛 ＇ ｀

A 

U
' 

叭 Z乙二7
B 

v 

图 5-69 两个等价矩阵 A 和 B 的几何意义

另外 ， 空间 U下的基转换矩阵（或称为过渡矩阵）为 P, 它把基｛；片，X2,X3} 转换为 {si,s2, s3扣

空间 V下的基转换矩阵为Q, 它把基{Yi, Y2} 转换为忆，tz} 。

还有，把映射前后的向量定义一下：设任一个向量aEU, 向輩a 在基 {x1,X2,X3} 和

{Si, S2, s3} 下的坐标式为X和 S; 映射后的向量I'(a) EV, 向量r位）在基 {Yt,Y2} 和忆，t2} 下的坐

标式为 y和 t 。

好了，矩阵和向量们都到位了，我们开始研究它们之间的关系吧 ！

由图示和定义知道，各个空间内部的向量之间的变换关系为
x = Ps, y = Qt 

由于 A 是从基忧，X2,X3} 到基 {Yi, Y2} 下的映射矩阵，因此有
y=Ax 

把 x=Ps, y=Qt代入上式， 得到
Qt= APs 

即
t = (Q-1AP)s 

上式的意思就是从向量 s 变换到 t的矩阵是Q-IAP, 又知道前面的矩阵定义是t=Bs, 对比两

式，可说明线性映射 r的两个表示矩阵A 、 B 之间的关系为
B = Q-1AP 

因为p、 Q王都是可逆的方阵，换个写法就和前面的等价矩阵的定义式B=PAQ相同了。

别忘了 p.,, Q都是基转换矩阵，看来同一个线性映射 r的两个表示矩阵A、 B 之间的关系还是

与各个基及其变换有关的。
至此等价矩阵的几何意义披露无遗了（看不懂上面推导的请回顾 4.2.4 节内容）。

Q 在这里大家应该明白几个小问题：
(1) 为什么矩阵 A、 B 可以不是方阵？因为是不同空间之间的线性映射矩阵。
(2) 为什么矩阵 P、 Q 必须是方阵而且可逆？因为是同一空间里的基过渡矩阵。
(3) 矩阵既可以看做向量的变换也可以看做是基的变换，两者的表达式中自变向量和因变向
量的位置相反。
进一步地，我们试图理解以下常见的说法：
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根据等价矩阵的定义B=PAQ, 其中 P和 Q 都是满秩矩阵，对矩阵A 作等价变换，相当

千对矩阵A进行了行变换和列变换，因为P和 Q 之间没有关系，行变换和列变换各自独立进行，

所以可以把任何矩阵化为E 的形式即最终化为对角矩阵，或者矩阵标准形。

对A 进行行的初等运算相当于对A 左乘相应的矩阵；对A 进行列的初等运算相当于对A

右乘相应的矩阵。显然，对任意矩阵 A, 经过行 (P) 初等运算与列 (Q) 初等运算都可以变

为一个对角线上是单位方阵或零的对角阵：

B=PAQ=[!'~] 

现在看来，行变换就是矩阵 P左乘矩阵 A, 相当于改变像空间的基坐标系；列变换就是矩
阵Q 右乘矩阵 A, 相当于改变原像空间的基坐标系。两个空间同时扭动坐标轴，扭来改去，总

E 0 能找到一种改法，让线性映射A 变成E或[ k ] 。 比如把A 变成 E, 就是说两边空间的向量0 0 

坐标完全一样了。

任一矩阵都可通过一系列的初等变换化非对角线上的元素为零，从而成为对角阵。因此任

一矩阵都等价于一个对角阵，其对角线上非零元素的个数正好是原矩阵的秩。所以说秩是等价

变换的不变量。由于对等价变换的限制少，故适用的范围也广。然而除了秩不变外，矩阵的其

他性质在变换以后就很难反映出来了。

5. 13.3 相似与等价矩阵几何意义的对比

和我们讲的相似矩阵的几何解释比较起来，等价矩阵怎么看着跟相似矩阵的几何意义差不

多呢？确实意思很接近。相似矩阵是同一个向量空间里两个坐标基下的同一个线性映射。相似

变换就是特殊的等价变换。

当然也可以认为相似变换是两个空间的线性映射，我暂时同意这个观点，画一画框图看看：

把上面的等价变换的框图中的基过渡矩阵Q 改成P, 结果满足相似矩阵的定义式B=P-1AP,

成为如图 5-70 所示的结果。

x, 个多

Y2 

p p 

, 
＇哼

岛

l。

问 乙二7

u 

乙二7B 

v 

图 5-70 相似矩阵是特殊的等价矩阵

问题来了。
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第 5 猷 矩阵的几何愈义

既然两个空间的基过渡矩阵都是方阵 P, 这说明两个空间的维数是相同的 ， 而不应该是图

中所画的那样。要么都是二维，要么都是三维的空间。

好的 ， 我们引入同构的概念。

同构是线性代数中重要的概念。如果两个线性空间上的映射变换既是单射又是满射， 就称

这两个向量空间同构。两个向量空间同构， 那么就有线性映射使这两个线性空间的向量（或点）

一一对应，而且保持线性不变。这时往往将这两个向噩空间看做同一个。对千向量空间，同构

也是等价关系。

因此我们应该将两个向量空间合二为一。所以说， 相似变换是同一个向量空间的变换，是

两个基上的同—个线性变换。

顺着现在的框图画法，我们重新画一下相似矩阵的几何意义框图，见图 5-71 C a )。试着和

图 5-71 (b) 比较一下，有没有更多的启发呢？

。 竺0

乘以尸

@ 
竺＠

在另外干个华下的f.~J 恬曳性变换

(a) (b) 

图 5-71 相似矩阵的几何意义

5. 13.4 合同与等价矩阵几何意义的对比

相似矩阵描述的是在不同参照系的同一个变换 ， 动作规则是相同的。类似地，合同矩阵描

述的是在不同参照系下的同一个内积的度量矩阵。前面我们在定义内积的推广式子时知道 ：

(x,y)=xTSy, S= PTP 

其中方阵 S 就是度量矩阵， 度量矩阵是由基向量所构成的过渡方阵P与其转置的乘积得到的。
好了，既然度量矩阵S 是由基的过渡矩阵所决定的，那么每更换一次基坐标系就会有—个

新的度量矩阵比如 T 出来。这些度量矩阵 S、 T对应着同一个内积。有人会问 ， 这些度量矩阵
肯定有关系，这个关系是啥？这个问题好，太有关系了，这个关系就是合同关系： S 合同千 T。

为了看出来合同关系也是等价关系 ， 我们也沿袭等价关系框图的画法给出空间中两个合同

矩阵的示意图，见图 5-72 。
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线性代数的几何意义

图中显示，在一个基为 {Xi,X2,xJ 的三维空间里，首先有两个向量a 、 b及其内积a·b 的值。

如果这个初始的基取所谓的世界坐标系，那么向量a 、 b 的内积值就是一个通用的国际标准值。

这个值在对基坐标系合同变换时将保待数值不变。

不确定？参照图 5-72, 简单地推导—下就可以确认了：

显然，图中显示了三个基坐标系互相转换的关系，而合同矩阵作为内积度量矩阵，也是和

基联系在一起的。为了简化推导，我们这里把基向量都看成行向量。因为度量矩阵的定义是矩

阵及其转置的积，当然列向量变成行向量，度量矩阵仍然不变。

在基 {x1,X2'X3} 到基 {Yi,Y2,Y3} 的转换时，转换过渡矩阵定义为 Pi' 那么内积度量矩阵定

义为 A, 且有A= PiPiT = PiT Pi 。同时在基 {X1 ,X2 ,X3} 到另一个基 {Zi,Z2,Z3} 的转换时，转换过渡

矩阵定义为Pi' 那么内积度量矩阵定义为 B, 且有B = p2p2T = p2T p2 。

么

b 

对 4 基

a 

0 X2 

~ 

图 5-72 合同矩阵的几何意义

如果基 {Yi, Y2, Y3} 到基 {Zi, Z2, Z3} 的过渡矩阵为 P, 则有 P2 = PiPT 0 

好，至此我们把这三个基之间的互换关系都定义好了，下面推导A 和 B 之间的关系了。
把 P2 = PiPT 代入B =P2Tp' 有

B = p2T P2 = (PiPT)飞pT = PPiPiT pT = P(PiI'iT)pT = PAPT 

由上式看来，度噩方阵A 、 B确实是合同矩阵。

这里咱们就简单讨论下，到二次型的时候还要讨论合同变换。

5.14 其他各类矩阵的几何意义

一个矩阵乘以一个向量，一般将会对向量的几何图形进行旋转和伸缩变化。如果我们对矩

阵的作用进行分类，就会发现一些特殊的矩阵，比如前面讨论过的旋转矩阵，只对向量进行旋

转而没有做伸缩操作。单位矩阵是对一个向量不做任何操作的矩阵，组成矩阵的向量是标准的

单位向量；单位矩阵也可以看做一个对向量作 0 角度旋转的旋转矩阵。本节就这些具有一定代
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第 5 巅知阵的几何总义

数和几何特质的矩阵做一些几何意义上的集中讨论及总结。

5. 14. 1 逆矩阵的几何意义

方阵 A 的逆记做A-I' 也是一个矩阵。当 A 与 A-I相乘时，结果是单位矩阵，表示为公式
形式 ：

AA一l =A-1A =E 

并非所有的矩阵都有逆。一个明显的例子是，若矩阵的某一行或列上的元素都为 O, 用任

何矩阵乘以该矩阵，结果都是一个零矩阵。如果一个矩阵有逆矩阵，那么称它为可逆的或非奇

异的。如果一个矩阵没有逆矩阵，则称它为不可逆的或奇异矩阵。奇异矩阵的行列式为 O, 非

奇异矩阵的行列式不为 0, 所以检测行列式的值是判断矩阵是否可逆的有效方法。此外，对千

任意可逆矩阵A, 当且仅当 v=O 时， Av=O 。

在一个有乘法的代数系统中我们自然会考虑是否可以定义除法．，如果能够定义除法，那么

运算将会更完善，而且只有在具有除法的系统中方程 Ax=b 才有解。由千矩阵有乘法，那么

能否定义除法呢？要定义除法必须存在具有数 "1 "相同性质的元，而且每个元必须存在具有“倒

数”性质的元。这也许就是定义“逆矩阵”的原因。那么有“逆矩阵”的概念，为什么矩阵又

没有除法呢？这有如下原因：

(1) 不是每一个非零矩阵都有逆矩阵。

(2) 矩阵的乘法不适合交换律。即使一个矩阵有逆矩阵，我们仍然不能定义除法。例如 AlB, 

因为一般情况下 AB一l =t.B-IA' 是 AlB = AB一 1 还是 AIB=B-1A 呢? AB一1 和 B-1A 哪一个为

AIB 的结果呢？我们无法定义。

单纯从代数运算的角度理解矩阵的逆对于学生有一定困难。因此，下面从矩阵表示的几何

变换的角度出发，利用矩阵的几何意义引导学生直观理解矩阵逆的含义。
给出一个 n 阶矩阵，画出列向量构成的一个平行多面体，如果这个多面体能够在 n 维向量

空间中围出一个 n 维的空间，那么这个矩阵具有逆阵。

换句话讲，这个可逆的 n 方阵不会把一个 m 维图形变换后降低成 m-1 维或更低维的图形。

没有丢失原几何图形的信息，还可以逆向地变回来。如果一个矩阵把三维的立体图形变成了二

维的平面图形，肯定有信息丢失， 把原图形玩残了；如果变换成了一维的图形，就成了一条线

了，打死都恢复不了三维的原图。那么这个矩阵必然是不可逆的。

因此，当我们一听到说某个矩阵是可逆的，心里就说，哦，这是个不会把别人玩残的操作，

实在不行还可以把别人变回来。

矩阵的逆在几何上非常有用，因为它使得我们可以进行“反向”或“相反“变换一一能“撤

销”原变换的变换。就像孙猴子七十二般变化练成以后，不论变成什么都可以再变回来，这说

明猴子使用的变换矩阵是可逆矩阵。如果向量a 用矩阵 A 进行变换得到Aa, 接着用其逆阵A-1

进行变换，将会得到原向量。这很容易通过代数方法验证：

A-1(Aa) = (A一1A)a =Ea= a 

例如，把一个图形沿某一方向压缩一半后，再沿相反方向伸长一倍就恢复了原样 ； 把一个
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图形顺时针旋转 90°' 再逆时针旋转 90° 也就恢复了原样。所以，压缩矩阵甘心］的逆矩阵

是伸长矩阵[~ i]' 顺时针旋转 90 ° 矩阵［飞 6] 的逆矩阵是逆时针旋转 90 ° 矩阵[ ~ ~1], 
二者作用千一个几何图形就等千恒等变换。对千一个图形连续两次作同样的反射变换就变回原

来的图形， 因此？反射变换的逆变换是它自身。

对千一个几何图形先压缩（用矩阵P 表示）再旋转（用矩阵R表示）后，要变回原样应该
先逆向旋转 C R一I) 回来再拉长 ( P一1) , 即

(PRfl = R-Ip -I 

投影变换把一个正方形变成一条线段，这条线段再无法变回成一个正方形，所以，投影变

换没有逆变换。也就是说，有些矩阵没有逆矩阵。

,j> 求二阶方阵逆的技巧

对于一个二阶方阵A= [~---.~]'其逆阵的公式为 A-I =古甘.. -: 勹，记忆口诀：
主对调，副变号（ 主对角线元素相互调换，副对角线元素改变符号 ），
行列式除搞定了（ 最后除以原矩阵的行列式 ）。

5. 14.2 转置矩阵的几何意义

美国数学家 C. Strang (他较早写过著名教材《线性代数及其应用 》 一书，见后附参考文献）

说过， 转置矩阵就像烙馅饼一样，把它翻个个而已。我们翻烙饼的目的就是要得到饼的另一面。

类似地 ， 矩阵的一面是行， 另一面是列，如果要从列得到行照样要翻转一下。烙饼的两个面看

起来是共生的 ， 有正面就有反面；矩阵的列与行也是一样 ， 多个列排起来自然有多个行出现。

转置矩浑的实质就是矩阵的行和列的关系或者说是行向量和列向量的关系。

1 转置的一般性理解

习惯上，我们是处理矩阵的列 ， 把一列看成一个向量， 行是坐标值 ； 如果要把矩阵的行处

理成向量并保持它的意义的话就要翻转一下，这样原来的看成的列向量转置成行向量，其实际

表示的吻理意义没有改变。但要注意，要么一直保持列向量的观点要么一直保持行向量的观点

（因为行向量和列向量是属于不同的线性空问的元素）。

按照我们行乘以列的计算规矩，只能把其中一个转置后再计算 ：

心 = (a, a, a, { t J = 
b3 

两个矩阵也是一样的。本来大家都是把矩阵的列看成向量，如果也要求两个矩阵的每个列

向量内识，只能把其中一个矩阵转置后相乘， 内积的度量矩阵S= PTP 就是这样来的。

看起来转置矩阵和向量内积有着本质的渊源，这个事儿稍后再聊。另外，转置矩阵也是线
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性变换，这个是显然的，转置后也是矩阵嘛，是矩阵就是线性变换呀。那么矩阵转置前后的线

性变换有没有关系？ 当然有：

如果转置前的矩阵是把一个列向量变换成另一个列向量，则转置矩阵就是把一个行向量变

换成另一个行向量。例如：

au a12 a,3 b1· c, a1 r a21 a31 

21 a22 a,, ll伈 j = l c2 , (b1 b2 b, a1 第一个等式是矩；二三]~变~成了C歹丿量 C, 第二厂二二；把行向量 b变换成了行向
量 C 。其中，两个三阶的变换方阵就是转置关系了。

其实忽略行、列的区别，这两个运算等式的数学运算实质是等价的（你可以具体计算看看）。

因此我们可以这样认为，为了区别行和列向量，同时要保持矩阵与向量的算术计算规则，就有

了矩阵的转置变换了。

回忆一下，我们推导基过渡矩阵的时候分别把空间中的向量看成行向量和列向量后得到的

两个基过渡矩阵就是互相的转置。当时有这样的说明：

P 和 pT互为转置矩阵，这取决于你对基向量q 和 pi看做行向量还是列向量。

上面对转置的讲解感觉有点肤浅哈。 转置矩阵更多的时候是与“对偶＂的数学概念相联系

的，比如行向量和列向量是对偶的，行空间和列空间也是对偶的等。 故我们不妨先理解下点线

对偶的几何意义，以此帮助理解转置矩阵对偶性质的几何意义（其实对偶也与行、列有关）。

2. 对偶原理的几何意义

在平面几何中，我们研究图形的性质，其中最基本的一种性质就是结合性。比如说，点与

直线间有一种简单的位置关系，我们说“一点在一直线上“，可是这件事实也可以换成另外的一

种说法”一直线通过一点”。在这里“点”与“直线”两个名词互相交换了一下位置，像这样的

两个命题在几何上就称之为“自行对偶＂的命题，“点”与“直线”称为对偶元素。自行对偶命

题的几何图形可以是相同的。

还有一个对偶的命题例子：“两点在一直线上”和“两直线交于一点“，这是两种不同的位

置关系，但只要把“点”换成“直线"'"直线”换成“点”，再把关系词改动一下，就可以从前
面的一种关系得出后面的一种关系。像这样的命题，几何学中就称之为“互为对偶”命题。这
个互为对偶命题的几何图形是不相同的。

上述的对偶命题看不出来太神奇的地方。其实，在射影空间里，如果一个命题成立，那么

它的对偶命题也成立，这就是对偶原理。这个对偶原理就比较神奇了一一数学定理之间居然有
某种对称性。比如帕斯卡定理与布利安桑定理是一对对偶定理；笛沙格定理与其逆定理也是一

对对偶定理。我们具体看看帕斯卡定理与布利安桑定理的对偶性。

帕斯卡定理内接千二次曲线的六边形的三对对边的交点共线。

布利安桑定理：外切于二次曲线的六边形的相对顶点的三条对角线共点。
这两个定理的图形如图 5-73 所示，对偶元素是：内接六边形的边对偶千外切六边形的顶
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点；三个交点对偶千三个对角线；交点共同的一根直线 JKL 对偶于对角线共同的一个交点 P。

7 B 

,'J -. 
(a) (b) 

图 5-73 帕斯卡定理与布利安桑定理是一对对偶定理

帕斯卡定理与布利安桑定理虽然是一对对偶定理，但它们的发现并不是同时代的，竟然相

差了一百多年。帕斯卡定理发表于 1640 年，而它的对偶定理在 1806 年才由布利安桑利用配极

关系发现。当对偶定理发现后，数学家就可以利用对偶定理诱导出新的几何定理，如利用笛沙

格定理诱导出其对偶定理。

如何理解对偶性的现实意义呢？

让我们先来考虑一个简单的问题。当我们问路的时候，别人通常会知在第几个路口向左（右）

拐（走多少米），这是一种很常见的表达方式，事实上还有其他的表达方式。当为地平面取笛卡

儿坐标系的时候，我们可以将人和建筑物（包括目的地）都给定坐标，然后以坐标的方式来描

述，这样能达到同样的效果。当然，其理解性和使用性都不如前者。从这个问题，我们可以看

出，实质上到达目的地有两种途径， 一种是按方向和距离，另一种是按坐标。方向加距离是线

段（向量），坐标是点，点线对偶，这也在客观上证明了两者的作用一致性。

为从代数式上揭示对偶原理，几何学中引入了所谓的线和点的齐次坐标的概念。

在欧氏几何里几何图形被认为是点的轨迹，是把点作为图形的基本元素。而在射影几何里

认为平面图形也是直线（切线）的包络。点 (u,v) 可以看做线集 {y=c(x-u)+v, c任意值｝里无

穷直线的交点。比如，我们不把一个椭圆曲线考虑成一个移动着的点的轨迹，而是把它看成一

条移动着的线的轨迹，就像素描画里用铅笔作画所勾勒出的草图线条。因此，直线作为点的对

偶元素也是一种基本元素，进而有了线坐标的概念。

比如一个齐次代数式：

A 

ux + ry = 0 (5-18) 

这里有四个变量，如果把(u,v)看做平面上的线坐标，把(x,y)看做点坐标，那么此齐次式就是

一个点线结合的方程。

把(x,y) 看做点坐标容易理解；把 (u,v) 看做线坐标的理由是一个定值的坐标(u,v) 所确定的

方程是一条直线，换句话说就是一个 (u, v) 值确定一条直线。

对于这个方程，不同情况下可以理解为点的方程或直线的方程，就是说点的方程和直线的

方程具有同等的地位，或者说它们是完全对称的。 于是，由代数式推导出的关千点的几何图形
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的性质对于对偶的线的几何图形应该同样也具有；反之，关于线的几何图形的性质，对千对偶
的点的图形也应成立。

实际上，二维平面上，线坐标和点坐标之间几何图形的关系就是法向量和直线的关系。三
维平面上，线坐标和点坐标之间几何图形的关系就是法向量和平面的关系。

例如，二维平面上（见图 5-74 (a)), 设线坐标(u,v) 的一个值为 (1, 2), 那么就有无穷

多点的轨迹X + 2y = 0 (轨迹为一根直线）与之对应。向量 (1, 2) 与直线x+2y = 0 垂直，是

直线的法向量。 一个法向量确定一根直线，因此可以说法向量是此直线的线坐标。

反之，任取一个点坐标(x,y) 的一个值 (3, -2), 那么就有无穷多法向量的轨迹（也为一

根直线） 3u-2v=::O与之对应（见图 5-74 Cb))。点 (3, -2) 与原点的连线与向量直线3u-2v=0

也垂直。一个点确定一根向量直线，因此可以说此点是此直线的点坐标。

..._ x+2y==O 
、 .. 2 A (1 ,2) 

、心 、、、

、＼、
。
、

、、
、

5 X 

-2+ .... .... ....... 0. ,、 ，

(a) -j7- I I I I I I 
图 5-74 法向量 oA 与点的直线图形及点坐标 B与向量的直线图形

进一步地，法向量（线）和点如果都处理成一样的向量的形式，那么前面的齐次式就是普

通的两个向量内积的关系式，是内积为 0 的关系式，是正交的向量之间的关系。因而，具有正

交关系的向量之间具有对偶的关系。

其实，不正交的向量之间也可以是对偶的，即使上述的齐次式等于一个数值而不只是 0。

这时线坐标所对应的直线是不过原点的平行线。比如x+ 2y = 1 是与 X + 2y == 0 平行的且上移一

个单位的直线。相应地，点坐标也有类似的几何图形。

上面的讨论其实是说， 一个内积定义可以构筑一对相对偶的几何元素的集合（两个几何元

素可以用向量表示），内积为零则构筑一对对偶的向量空间。

对偶原理应用广泛，据说在布尔代数、数理逻辑和偏序集理论、范畴论中都有应用。另外，

在泛函分析中为研究一个函数空间的结构往往转而研究其对偶空间或共辄空间，在博弈论中研

究对偶策略，在线性规划中考察对偶规划，在积分变换中研究互逆变换等，都是把一对数学结

构按对偶化的方法联系起来，以便更好地解决问题。

3. 对偶空间与转置矩阵

对偶原理所揭示的对偶性与矩阵的转置有什么关系呢？

我们已知道，完全采用向量的观点，对偶的齐次代数式是两个向量内积的定义式，把线坐

标记为行向量 (u,v), 那么点坐标应该记为列向量(;)'这样才有等价的代数式： .199. 
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(5-19 ) 

因此，我们可以说，由内积运算联系起来的行向量和列向量是天然对偶的。

如果我们认为，行向量属于一个线性空间，列向量属于另一个线性空间，则可以通过一个

线性映射来把这两个空间构建成一对对偶空间。在基坐标下，线性映射可以用矩阵表示，矩阵

其实表示了多重的内积运览，因此线性映射——矩阵把两个向量空间构建成一对对偶空间。

实际上，一个内积运算式即可构建一个对偶空间，只是这个对偶不是一一对应的，一般是

一个向量对偶一个向量集合，多个内积运算式联合起来即可实现对偶向量一一对应。矩阵是多

个内积运算的联合体， 一个可逆方阵即可建立一个一一对偶的向量空间——行空间和列空间。

以上是矩阵对偶性的表述。那么矩阵转置和这种对偶性是什么呢 ？

简单地说，矩阵的转置就是对偶空间上的反向映射（或变换）。

稍仔细地说，有两个相对偶的线性空间 M和 N。 M 空间上有一个线性变换——矩阵A,

它把M空间上的一个向量 a变换成向量b; 如果 a 和 b 的对偶向量分别是矿和扩，那么对应

的转置矩阵AT就把对偶空间 N上的 b*变换成矿，即如下公式：

即

于言万语，不如小例一两枚：

iAa~b 
AT矿 =a*

平面向量空间里，有一个向量a=(:), 在一个矩阵 A = [昙］的作用下得到向量：

b=Aa =[1~]G)飞）
好了，在内积式 (x,y>(勹 =k 的关联下，向量 a 和 b 的对偶极线分别为

(x,y)(订= k, (x,y心） =k 

x+ y=k, 4x+6y=k 

( 5-20 ) 

极线就是对偶点的集合，把这两根对偶极线用点坐标分别表示为(x, k-x), (x, (k-4x)/6) 。

与把线坐标作为列向最的做法相对应：把点坐标看做行向量处理则有行向量：

a* =(x, k-x), b* =(x, (k-4x)/6) 。

好。因为列向量是与矩阵左乘，那么行向量就与矩阵右乘。行向量b* 与矩阵 A 右乘得到 ：

1 3 b'A=(x, (k-4x)/6)[2 4]=((k —x)/3, (2k+x)/3) (5-21) 

式(5-2 1)可以写成矩阵转置的形式，当然是在把矿和扩看作列向量的情况下 ：

心. =[1~]((k — :x)/6)=(心言扂） (5-22 ) 

经过计算我们将会神奇地发现， ATb* 的坐标值落在了 矿的直线x+y =k 上。

图 5-75 是当 k=-20 时的图形。向量a=(:)在矩阵 A 的作用下变换为向量a=忙），图中向

量对应的极线 x+ y=-20 也变换为4x + 6y =-20 。那么在对偶空间里，头端在极线上的向量也
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在转置矩阵 AT作用下从4x+6y=-20 上变换到直线 x+ y=-20 上（延长线上）。

AT 

极线 4x-6y=-20

... 1 10 20 30 二 '-,,, IO f 九．． 40 io I 向量 b 的对偶极

在转置矩阵 AT r 
.. .. ... l 线 4x+6y==-20

20 •• 

的变换下的图形

•• . . . 
• ̀  • . .. . 龟. . . '• . • 30 「 . • •• . . . . ., . •• , • . . • . 、 . 

40 卜 • . •, • • .. 
•, . . 1 向操 a 的对偶. 

50 ~ 
. . . . . . /极线x+y=-20. . 

••• . 
60 ~ . . . . . . . . 
70 1--

. . . 

图 5-75 k=-20 时，向噩的对偶极线在转置矩阵作用下进行的逆变换

我们换一下 k 的值，得到了如图 5-76 所示的变换图形。

b 的极线
4x+6y~80 在转

置矩阵 AT 的变
换下的图形

20 

20 

. • • • . . . . .. 

10 

. . . . . . . . . . . . 

向量 a 的极

线 x+y=80

. •• 

向量 b 的极线］ ． ．
4x+6y=80 

. I I 

20• • • • • • • .3, 参。 V 40 so 
•• •• • . . . •• •• •• . . . . . . 

图 5-76 k=BO 时，向蛋的对偶极线在转置矩阵作用下进行的逆变换

当然，对偶变换不仅仅局限为二维空间，在三维空间也存在对偶变换。在三维空间中，原

空间的一点 P(a,b,c) 通过三维对偶变换成为对偶空间中的一个平面z=ax+by+已。我们来—个

三维空间里的例子，矩阵及其转置矩阵的变换图形之间的关系将会更清晰。

1 1 2 3 有一个三维向量a=(J} 在一个矩阵A= n i i 的作用下得到向量 ：

b = A a =': ~$ Im = ((~J 

即

.201. 
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x+ y+z = k, 6x+ l5y+24z = k 

上式称之为极面，也就是点坐标的集合。把这两个对偶极面的点坐标用列向量形式表示并分别

记为

a =[ k-{-J b• =[ (k-6x!l5y)/24J 

变向量扩在 A 的转置矩阵作用下有

心. = I h~ ~ 『 ; J=l (汇贮霍24) (5-23) 
-15 y) / 24 (9 k + 18x + 9 y) / 24 

经过计算我们也会神奇地发现， ATb* 的坐标值落在了矿的平面x+y+z=k 上。换句话

说，向量 b 的对偶极面矿在转置矩阵 AT 的变换下得到一个新平面，新平面落在原向量a 的对

偶平面上，见图 5-77。图 5-77 (a) 为当 k=-100 时的图形，图 5-77 (b) 为当 k=O 时的图形。 ．

当 k=O 时，对偶的两个平面都过原点，都是线性空间。

厂~1--------------~
~ I ~ 

l 二
--·--------

100 

b 的对偶极面在

转置矩阵 AT 的

变换下的＼图形

、对偶极面
so 

。

-100 

-jO 

戴 a 的

对偶极面
-50 

。

-50 

。

50 

-100 

-50 

(a) Cb) 
图 5-77 三维空间里，向量的对偶极面在转置矩阵作用下进行的逆变换

9深入一点
在运筹学理论中，每一线性规划问题，都伴随另一线性规划问题。二者密切相关，互为对

偶，其中一个称为原问题，另一个称为对偶问题，它们是对一个研究对象从不同的角度提出的

两个极值问题。因此，在这两个线性规划模型中，约束条件的系数矩阵互为转置的关系。

当 V'xV上有非退化的双线性型 xTGy 时，一个双线性型对应一个矩阵 G, 我们也称 V' 是 V

的对偶空间。线性空间 V的每个线性变换 T, 诱导出对偶空间 V' 的一个线性变换 T*' 称为 T 的

伴随变换；如果变换用矩阵表述，或者说线性变换T 在 V的某组基下方阵表示为 A, 则伴随变

换 T*在 V' 的对偶基下方阵表示为 AT' 即 A 的转置矩阵。所以此伴随变换也称为转置变换。
张贤科的《高等代数学》中引言说， ……对偶有直观的几何意义（正交补），较容易懂。
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4. 转置矩阵性质的讨论

好了，下面我们说说转置矩阵的性质。

转置矩阵和逆矩阵的关系好像比伴随矩阵的关系更铁。大家都知道，转置矩阵的性质和逆

矩阵的性质在公式形式上几乎一致，比如(AB/ =BTAT 、 (ABf1 =B一IA气 (ATfl=(A一lf'

另外矩阵逆的逆等于原矩阵，同样矩阵转置的转置也等千原矩阵： (AT? =A 。

为什么这么像呢？你只要看看逆矩阵计算公式的变形形式就明白了 。

A* 
前面我们知道利用伴随矩阵求逆矩阵的公式A一'=-一，如果我们再定义一个余子式矩阵

JAi 
A气它是由矩阵A 的每个元素的代数余子式所构成的，余子式矩阵 A气的每个元素是用 A 的

元素 aiJ 的代数余子式替代自己而构成的矩阵。显然，我们有关系式 A* =(AE!;)f 。

把此式代到逆矩阵的公式里，就有

把£看成一个矩阵，这个公式所包含的代数意义就是一个矩阵A 的逆等千另一个矩阵的转置。
IAI 

另一个矩阵是由原来的矩阵A 计算后得到的。

嘿，这里用代数意义比用几何意义强多了。白管什么意义抓住真意就是好义。一切水落石

出了，原来矩阵的逆就是另一矩阵的转置。怪不得哥俩像是一对双胞胎呢。

正因为转置矩阵和逆矩阵有些渊源，因此也就和正交矩阵攀上了亲戚。这个问题在下面的

正交矩阵的几何意义继续探讨。

Q 转置矩阵和伴随矩阵的相似性
类似地，因为有了 A*= (AEB)T, 它们除了和逆运算相似外，转置矩阵和伴随矩阵两者之间

也有互换的关系：

(A了 =(A了

5. 14. 3 伴随矩阵的几何意义

A*A =冈E

式中， A 的伴随乘以 A 等千 A 的行列式乘以单位阵，伴随矩阵因此提出。只要见到伴随矩阵

就用这个式子处理就行。伴随矩阵 A*总是像伴侣一样伴随着矩阵A, 它就是解决A 的行列式

和 A 矩阵的关系而构造的。用它求矩阵的逆非常方便：

A一'=_£_
!Al 

大伙儿仔细看看，逆矩阵和伴随矩阵之间只是相差一个常数，两个是非常类似的概念，也

可以把伴随矩阵理解成总是“伴随＂着逆矩阵。怪不得伴随矩阵和逆矩阵的性质也很接近呢，

比如 (AB)* ==B*A面 (ABtl ==B订-I' 还有 (A*)一I ==(A一1丫等。不过矩阵逆的逆等于原矩阵，

一．

-- 
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而矩阵伴随的伴随不等于原矩阵，而是原矩阵的倍数： (A*)*= IAl"-1 A 。

下面我们使用拉普拉斯展开式及其几何意义简洁地推导一下公式A*A=IAIE 。

大伙儿知道，伴随矩阵A*里面的元素构成是代数余子式，代数余子式的几何意义我们在行

列式一章中讨论过。为便千讨论，再拿来回顾一下：

三阶行列式卫1的拉普拉斯展开式为

a1 b1 C1 

IA 曰 a,b,c I= I~: t: ~: = C1 贯 Z:I +c, (-~: 副心勹
其展开的几何意义如图 5-78 所示。

X3 

X2 

X1 

图 5-78 代数余子式是坐标平面上的有向投影

继续把等式改写如下：

类似地，也可以按第一列和第二列向量分别展开如下：

:3 : ~:I, 一心: ~'.』
a, c, a1 c1 I 
a3 乌 'a3 C3'· I生气丿I _b3 

我们把上面三个式子组合成矩阵形式为

b2 C2 - b1 c1 b1 c1 

1i1 l~I g I=~'a\ !'; 厂, ~'a~'.』
0 0 I A I a, c,I la, c, I a, c, I 

1~: Z:I -立 ~,I 立 ti

a1 b1 c1 
a2 b2 c2 I = A* A 
a3 b3 C3 

上式稍作变形，正是A*A=IA I E 。

经过上面的推导，我们就不再恐怖一些关于伴随矩阵的怪异的证明式子了，比如

IA* l=IA 尸等。另外，我们也大致知道了伴随矩阵A* 的几何构成：就是行列式IAI所表示的平

行六面体图形在A 的每个元素方向上的投影面积。

.204. - ---= -- -- ~- --=-- = - -



第 5 祒 矩阵［向儿何怠义

5. 14.4 正交矩阵的几何意义

1. 正交的概念

正交 (orthogonal ) 是几何的垂直概念的推广。作为一个形容词， 只有在一个确定的内积空

间中才有意义。若内积空间中两向量的内积为 0, 则称它们是正交的。

根据内积为 0 的定义来辨别向量是否正交虽然是笛卡儿直角坐标系的垂直概念的推广，但

与我们的现实中的垂直的感受是不一样，即使它们的数学本质是一致的。下面我们举个平面上

的例子，见图 5-79 。

在笛卡儿直角坐标系上三个向量的坐标分别是a = (2, 1), b = (1, l), c = (-2, 4) 。从图 5-79

上看到：

图 5-79 正交概念的几何意义

但是，如果我们以 a和 b 为基建立新坐标系 {y1°Y2} ' 原向量在新坐标系下的坐标分别为（读

图）
a = (1, 0), b == (0, 1) 

显然 ， 向量 a和 b 又变成了正交的，因为他们的内积 a •b = 1 x O + 0 x 1 =O , 其夹角

0 == arccos O =冗 /2 。

明明不是直角怎么就变成了直角，非正交的向量变成了正交的（同时正交的变成了非正交

的）向量呢？这个计算让我们深思。

其实这个不难理解，两个向量的内积定义本来就包含了一个向量在另一个向量上的投影，

如果投影为 O , 当然内积也为 0 (注意这个投影是与当前坐标轴平行的投影，笛卡儿系投影线构
成了正方形网格，新基下投影线构成了平行四边形网格）。在一个坐标轴上投影为 0 说明投影向
量对轴参数没有影响，或没有关联， 这正是正交的物理意义。比如，在低千光速运动的情况下

时间量正交于三维物质空间，因而可以构成四维的正交时空坐标系 。
关于正交的概念认识似乎有点混乱，认为斜坐标系不是标准正交的，包括数学家 G. Strang 

在他的名著《线性代数及其应用〉〉中也说“如果把每个基都看成标准正交基将导致错误……＂
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（全面的说法咱后面说）。

既然这样 ， 有人会说，为什么还要把一个基进行施密特正交化呢？

答： 因为我们不自觉地把高维的笛卡儿坐标系作为世界坐标系， 这个标准正交基的正交的

概念是水平地面和重力的夹角 ， 是四分之一正圆弧。当我们在这个笛卡儿基下另取一个基并标

准正交化时，实际上是对两个基进行了一个正交变换： 第一个标准正交基经过正交变换变换为

另一个标准正交基。这个正交变换主要是基的一些旋转或镜像，在这个变换过程中所有的向量

包括基向量的坐标表达式仍然是笛卡儿基下的坐标值， 内积的度量矩阵没变，都是单位方阵 E,

正交的计算和判断标准没有改变。

前面说过，认识线性变换有两个方面： 变换空间里的向量，空间基坐标系不变；或变换基

坐标系而向量不变。

当我们采用第一个看法时，空间只存在一个基坐标系，参照系没变如何变换向量也没什么

问题。当我们采用第二个看法时，空间存在两个以上的基坐标系，这个时候就会容易混乱参照

系 ， 不把后妈当妈了。原始的基坐标系绝对是标准正交基，亲妈也 ； 以后取的基常常不当坐标

系看 ， 仍然当向量看 称之为基向量，这个基向量还不是参照系， 参照系仍然是亲妈，作为

后妈的基向量要照亲妈的正交的标准端正自己的行为——称之为施密特正交化。

再娶个后妈再施密特正交化……无论向量们的老爸娶多少后妈， 正交的衡量标准仍然是第

一个妈创建的标准——内积度量矩阵总是单位阵。这样一来，原来的向量正交的换了基坐标系

仍然正交，不正交的仍然不正交。

其实，前面讲过，要保持正交的仍然正交，不正交的仍然不正交有两个方法（本质上一回

事）：一个是把基正交化，用老办法计算内积就可以了；一个是不把基正交化，改变内积的计算

——中间插一个度量矩阵。

拼命保内积计算的一致就是考虑了内积的物理意义——功／能量在里面，这是物理学上的有

力应用，没有什么问题。如果从几何学上的应用角度出发一一不保内积保外积也是非常好的应

用，保外积的应用就是保面积保体积，亦即我们讨论过的雅可比矩阵或外微分的东东了。
在前面讨论雅可比矩阵时提到过曲线坐标系，其实，只要我们首次取定了曲线作为坐标系，

这时候自然是正交曲线坐标系，即使在笛卡儿坐标系下看起来不那么垂直（我们不保正交的一

致性了）。同时在新坐标系下的坐标微分向量dx和 dy 当然正交， 它们可以直接相乘得到积分面

积微元dxdy C雅可比行列式乘以面积微元等于原坐标系下积分面积微元，这个没有变，保的

就是这个）。

好 ， 言归正传 ， 继续我们的保内积的正交变换的讨论。

2. 正交变换和正交矩阵的几何意义

正交变换是保持任意向量的长度不变或者保持度量不变的线性变换。正交变换是欧氏

空间中一类重要的变换。 设 6 是欧氏空间 V的一个变换，则下列条件是等价的 ：

(1) (j 是空间 V上的正交变换；

(2) (j 保待向量的内积不变；

(3) (j 保持向量的长度和夹角不变；
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第 5 章矩阵的几何意义

(4) 对任意向量{;,,EV, 有\ (j付） +<>句） I= 恃+ 11\~ 

(5) 保待向量的长度不变且满足条件：对任意向量{,1/E V, 有6亿+ 1/) :::= u(切 +(f句）；

(6) 保持向量的距离不变且对任意向量'EV, 有 u(-切＝勺付）。

正交变换对图形的变换主要是旋转和镜像。在二维平面空间里，镜像变换可以看成旋转兀

个角度的旋转变换。但在三维空间里，镜像不能够看成旋转变换，比如一个人的面孔无论如何

旋转，也不能与镜子里的面孔重合。左手如何旋转也不能变成右手，但镜子就可以把你的左手

变成右手。 这也是三维直角坐标系有左手系和右手系的区别原因之所在。

正交变换具有合同与相似变换共同的优点。合同变换与相似变换各有所长。前者仅适用千

对称阵，保持了矩阵的对称性、正定性、秩等性质不变；后者适用千一般方阵，保持了矩阵的

秩与特征值不变。能兼有两者优点的是正交变换。

正交变换的矩阵P满足P一J. = pT' 实际上是合同变换与相似变换的一种结合，因而具有两

者的优点。

这里A 的特征向量经正交规范化后实为原向量的线性组合，故仍为特征向量。因此，化成

对角阵后，对角线上的元正好就是A 的全部特征值。因此正交变换也保留了原矩阵的特征值不

变的的性质 。

正交变换法最大的优点是某个问题经正交变化为标准形后，其几何图形保持不变。

正交变换的主要性质是它不改变几何图形的度量。正交变换对应的矩阵就是正交矩阵，正

交矩阵是一种很重要的特殊方阵，其基本属性是QQT =E 或 Q-1:::::: 矿。简单地说，一个正交矩

阵就是一个具有标准正交列向量组的方阵。实际上，它的行向量组也是一个标准正交组，这个

结论可由 QQT =E直接推出。从几何上说，列向量相互垂直，行向量也相互垂直。

在 R' 空间上，如果说一个二阶矩阵［立 ~,]是正交矩阵，那么就有 aJ+a;=L b尸房 =L
忒＋矿 =1 和 a向 +a丸 =0等条件。 二阶正交矩阵只有如下的 2 种类型：

[ cos0 -sin0], [ cos0 -sin0] 
sine cos e - sin fJ - cos 0 

因为平面上的正交变换可以归结为只有旋转变换，平面上的旋转只有逆时针和顺时针两个

方向，因此第一个矩阵是逆时针旋转，第二个矩阵是顺时针旋转。

第一个矩阵的行列式等千 1, 是个标准的旋转矩阵；第二个矩阵又可以通过第一个矩阵和

关千 x 轴的反射变换矩阵的积来表示：

- sin 0 - cos 0 0 -1 sin 0 cos 0 
[ cos0 -sin0] =厂 O][cos0 -sin0] 

因此二阶实正交矩阵的几何意义也可以认为是绕平面上原点的旋转变换或者是旋转加以坐标轴
为对称轴的镜像反射变换。这种说法可以兼顾三维空间的旋转。

三维空间 R3 中的正交矩阵实际上也是两种类型：一个是右手坐标系下的旋转矩阵， 一个是
左手坐标系下的旋转矩阵；它们在三维空间的标准正交基一节（见 4.2.6 节）中作为基向量已讨

论过，我们这里把它们组合成矩阵：
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- sin <p 
cos <p 
。

cos 0 cos <p 
cos 0.sin <p 
—sin0 

线性代数的几何意义

sin 0 COS<p 
sin 0 sin <p 

cos0 

sin <p cos 0 cos <p 
- cos <p cos 0 sin <p 

。 - s1n 8 

其中 0~0~TI , 0~(f}~2 TI ; 或者 0~0~2 :re , O~(f)~TI 。

sin 0 cos cp 
sin 0 sincp 
cos0 

这两种矩阵所表示的几何意义就是三阶正交矩阵的几何意义。如果取 0~0~2 :re , (f)= :re /2 

（见图 4-37), 那么分别有下面简化的旋转矩阵：

1 0 0 -1 0 0 

0 cos 0 - sin 0 1 , 

0 sin 0 cos 0 

0 cos0 -sin0 

0 sin0 cos0 

第一个矩阵是以 x 坐标轴为旋转轴的旋转变换矩阵，第二个矩阵是以 x 坐标轴为旋转轴的
旋转变换后再伴随一个垂直此旋转轴的平面（即 xoy) 为镜面的反射变换矩阵。

另外，如果 n 维欧氏空间中有两个标准正交基，那么两个标准正交基的过渡矩阵就是正交

矩阵。

9 正定矩阵不是正交矩阵
因为这两个概念只有一字之差，很容易混淆或记不清，掌握这两种矩阵的判别方法是（充要

条件） ： 正交矩阵的列（行）向量是两两正交的单位向量；正定矩阵的特征值全为正（或各阶主子式

全为正）。并且正定矩阵一定是对称矩阵，这一点往往在证明题中是隐含的条件。

5. 14.5 分块矩阵的代数及几何意义

在计算阶数较大的矩阵特别是较大的稀疏矩阵的时候（这在大型的方程组才算时是常有的

事，比如在设计波音 777 或黑丝带 ]20 的机身表面线型轮廓时，所用到的空气流体动力学的方

程组，方程数和变量数达几百万个，矩阵的阶数也是百万级的，但这个矩阵内部的元素好多都

是零元素，非零的元素很稀疏），为了尽量简化计算，降低计算量，我们常常把矩阵进行分块。

对矩阵进行分块相当千把一个大矩阵看成由一些小矩阵所组成。在对这个分块矩阵进行计算（主
要是矩阵的乘法）时，就把小矩阵当成大矩阵的元素来进行处理。例如：

a I lo 0 
0 a!O O A 0 

........ ❖........ = 
1 0 jb I E B 
0 Ip b 

I [ J 
分块后，矩阵的表示果然简洁、结构清晰。但为什么可以把小矩阵当成一个元素来处理呢？

有人说这揭示了矩阵结构的深刻特性。实际上我们既可以用矩阵的眼光来看分块和元素，这些

都是矩阵；也可以把这些都看做向量，元素是向量、行和列是元素和的向量，矩阵也是行或列

的和的向量。所以我们可以从如下两个方面认识矩阵分块的意义。

1. 从向量及内积角度看分块（几何意义）

两个矩阵相乘AB, 这个乘法规则包含着一个嵌套的结构： 左矩阵A 的行向量和右矩阵B的

列向量逐个按顺序相乘运算， 而每组行向量乘以列向量的运算里面又是每个元素逐个按顺序相

乘；最后一步是相加得到内积（每个内积再逐个按序放在坐标轴上逆变成向量的过程）。

嵌套的计算顺序暗示着矩阵元素和行／列向量具有一致的特性，因此如果用向量的眼光来统

.208. ＂—-一：一＿－－．＿＿ - - - - - - -..,.- - - - -'"'一＝－＿＿＿． - - - . . -=-=~':'- ,.: -= = :. 干＝于



第 5 常矩阵的几何总义

一看矩阵，矩阵的每个元素实际上也是向量，是位于或平行千坐标轴的向量；行向量的第 i 个

元素乘以列向量的第 i 个元素，就是同一个轴上两个向量的乘积，也是内积运算。

矩阵可以分列／分行是因为一列或一行的元素（向量）可以相加构成一个新向量，称之为列

向量和行向量，它们之间的乘积当然是内积的运算。

如果左矩阵里面两行的行向量组成一块，就是两个行向量相加构成一个行向量块，向量块

也是向罣，那么行向量块就可以与右矩阵里面的列向量块进行更高一级的内积运算。

从整个矩阵上看也是左向量组合和右向量组合的内积运算，其结果一一矩阵也就是内积的

排列。既然如此，矩阵可以任意切割和组合，这就是分块的原因。

还是不能明了？看看下面的解释就释然了。

2. 从线性变换或线性方程组的角度看分块（代数意义）

为了更坚信矩阵可以分块，我们从线性变换的角度进行解读。因为矩阵乘法可以从线性代

换得到推导，分块当然也可以。

三阶的线性变换（或叫线性方程组，叫变换更贴切些）如下：

写成向量及矩阵形式为

Y, == a1x1 +a2X2 + a3x3 

Y2 ==b1X1 +b凸 +b凸

Y3 == C1X1 + C2X2 + C3X3 

Y1 al 生生 I(xt

Y2 I= I b, b2 丛 II X2 

见丿 LC1 C2 乌 J\还

把向量和矩阵分块为（先把矩阵任意分，向量再配合着分）

Y1] 「a甘生生斗

~-:-j= 厂?:... ~J心｀＼
Y3 C1~ 气乌」\X3 丿

按照拆开的格式再把上式写回方程组的形式：

｀）厂},+[生生l(x,
Y2 bl b2 女」｀丿或 J I Y1 =b凸 +b2X1 +b凸

Y3 = C1X1 + C2X2 + C凸

噢好，原来矩阵分解成块就是方程组分成了更小的方程组；原来的三维向量分解成了二维

或一维向量了。继续看两个矩阵相乘的分解：

两个三阶的线性变换（或叫线性方程组）如下：

21 =e1Y1 十生Y2 + e3y3 z 1 e1 ez e3 If Y1 

Z2 ::::: /i.Y1 十几Y2 十八Y3 Z2 f, 儿 f, Jl几
Z3 = g1Y1 + g2Y2 + g3见或者 Z3 g, g2 氐 Y3

Yi = a1x, + a2X2 + a3x3 Y1 a1 a2 a3 l(x1 

y2 =b1.x1 +b凸 +b凸 Y2 
bc1 1 bc, 2 bC3 3 lxX, 3 

Y3 = C1X1 + C2X2 + C3X3 Y3 

＝二．

:. 
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线性代数的几何意义

把它们的矩阵分别分块为如下的格式：

Z1] 「 e1 j e2 e3 Y1 

z, 1=1 .(八八 l厂；．．
, ..... ~I .... ~............. , 

气丿 Lg且 g2 氐」\Y3

Y1 a1 a2: 生 I(x1
\ 

.. ..... ·······••(..... 
Y2 I= I bl b2 i b3 II 凸

: ...... . 
兑丿 L C1 C2 团 」\X3 丿

按照拆开的格式再把上式写回方程组的形式 ：

［ 二J=[~}, + [~, ej、;:]
z, = g心+ [g, g厂］

y , = [a, a, 厂] + a凸

[;:]=[!: !:][:J+[::}, 
看起来，一个矩阵可以任意方式分块，但另外一个必须配合分块，否则下面的方程组无法

代入上面的方程组。

方程组的代入过程， 就是两个矩阵相乘的过程。左、右两个矩阵相乘就是右边的矩阵所表

示的线性方程组代入左边的矩阵所表示的线性方程组（参见 6.8. 1 节）。

由方程组代入关系得到如下的关系式，这正是矩阵分块运算的规则：

e, i7, ;:』lE,' ··麟; = l;』忆 a,]+l~ 勹r, b,l 「e,la) e, e, II b, 

i;Ti;··g;·· C1 c/ C』 正叶[g, g』:: !:], g,a产权 g厂］
一般地，我们可以任意地对矩阵进行分块，但分块时要保证矩阵分块后同一行的小矩阵内

的元素具有相同的行数；同一列的小矩阵内的元素具有相同的列数。实际上， 只要用横线和竖

线贯穿整个矩阵就可以了。如 ：

I al2 jal3 al4 边15

1 a22 l a23 a24 i a2s 
芦祒招芷织芍钰

矩阵分块后，其加法、乘法和数乘等计算与矩阵未分块的计算法则相同。下面我们逐一看
看矩阵分块方法及运算的注意事项：

加法： 两个分块矩阵A 和 B相加 ， 只有 A 和 B 的分块规则相同才能相加。在作加法时，

先把A 和 B 中的每一分块看做一个元素（一个整体）对应相加，然后再把A+B 中的块看做两

个矩阵的和。

数乘 ： 一个常数 k乘以一个分块矩阵A , 同样是常数首先乘以作为一个元素的分块，然后

才是常数与小矩阵的乘积。
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第 5 砍矩阵的几何总义

乘法 ：两个分块矩阵A 和 B 相乘，首先要求矩阵A 的分块4 中元素的列数和矩阵B 的分

块B丿k 中元素的行数相同才能进行运算。这里有个简单的记法就是， 两个矩阵的分块线构成的
“十”或“井”字图形是平面上的斜轴对称或镜像图形。

例如：

x. 如．．碍．妞.,.
AB~_j__:.;_: __ 1;.~:.t:i.;_:~.; 三lf-i::-tH::--·

a31 ;a32 [a33 a34 a3s · ·. 如迈 b43
b匀碍 hs3

显然，我们对矩阵A 的列的分块原则用在了矩阵 B 行的分获上，而对矩阵A 的行的分块原则
用在了矩阵B 列的分块上。

转置： 与矩阵的数乘法则类似，分块矩阵的转置， 先对每个小的分块作为一个整体元素对
矩阵转置，然后还要对每个小的分块再作一次转置。

5. 14.6 三角矩阵几何意义

三角矩阵是形如 ．

~h Q Q 

b b 0 

＿伍．岛．．总；
的矩阵。三角矩阵的意义可以通过把一个一般矩阵化为三角的过程给出几何解释，过程清楚了，
那么三角矩阵的意义就不言而喻了。

我们来研究三维几何空间中的三个不共面向量a、 b、 c 的表示（三个向量不共面即线性无
关）。

如图 5-80( a)所示 ， 先看向量a 。在 a 的方向上任选一个非零向量a来表示a , 即 a =a1 a 。

把 a表示成有序数组或坐标形式为a = (ai, 0, 0) , 其中 a1 :#- Q , 后边分量取0是因为a 的表示

式中不需要任何其他向量。

,',
I ”“ 

汀

" b 

n 

Ct 

', 
.... _ 

` 、一夕1
1:- --

_,.~ C2' 

/ / / / / / / 7 

.,. ... OJ 

I 

c 

刀＇

(a) (b) 

图 5-80 矩阵三角化的几何解释

再看向量 b 。设 a与 b 所确定的平面为rr, 将 b 按平行四边形法则分解成两个分向量；
~ ~=---=--~ ------ -- - ..::. - . 一二 .211. 



线性代数的几何意义

一个分向量与 0共线，记为b= b1a (不能保证 bl i=O, 因为如果a与 h 正交时bl= 0); 第二个

分向量的终点必然落在通过 b 的终点且与 a平行的直线上。 在第二个分向量所在直线上任取一

个非零向量p, 则第二个分向量可以记为 b2 = b2P' 其中 b2 -:f::-0 。于是 b = b1 + b2 = b1 a + b2 p , 
将其表示成坐标形式为b = (bi, b2 , 0) 。

再看向量c, 如图 5-80(b)所示。 C可以分解为两个向量 Cl 和 C2 o C1 在平面II 上，它可以

用 0和 p 表示为 c1 · = c1a + c2P C C1 和 C2 可能全部为零，如 c与平面II 正交时） 。 而 C2 的终点必

然落在通过C的终点且与 II 平行的平面上。在 C2 所在直线上任取非零向量 r , 则 Cz = C3J'' 其

中 c3 -:f::-0 。 至此，向量c最终可表示为 C = cla + C2 P + C3J', 坐标形式为C = (Ci, C2 , c3) , 其中 C3 不
等于零。

至此，三个向量都表示完毕，它们在基 {a,P,r} 上表示为a= (Cli,0,0), h=(q,b2,0) , c=(c;, 今s) 。
三个向量作为行向量写成矩阵形式就是下三角阶梯矩阵：

a1 0 0-

bl 忙 0

Cl C2 C3 
其中对角线元素 QI 、 b2 和 C3 全部不为零。

对角线元素 a尸纺和 C3全部不为零，这是因依次增加的向量都不能被之前的向量线性表示

而产生的一个不为零的分量。 如果把三个向量a、 b、 C 的表示式按c、 b 、 a 的顺序重新排列，按
y 、 p 、 a 的顺序表示成矩阵，其矩阵形式是上三角阶梯矩阵：

C3 C2 C1 

0 b2 b, 

Q O a1 

显然，对一个矩阵化为阶梯矩阵的过程实质就是选择一个合适的基进行坐标变换的过程。
在新基上，向量的坐标排列表现为一个阶梯形。

我们常讲的阶梯矩阵就是三角矩阵，大家常常使用矩阵阶梯化来求解最大向量无关组。

阶梯形成之处的元素仍是q 、勾~'可见呈阶梯形的非零元素反映了行向量在该位置上有

独立分量。我们可以用这些独立分量来识别线性无关的向量组。仍用先前的例子，把a 作为第

一个线性无关的向量，并用它来判定与 b 和 C的线性相关性；在 b 和 C上去除a 方向上的分最

后，得到 h2 (= h2P) 和 Cz (= c2P + C3'}')' 这两个向量非零，表明 b 和 c都独立于 a 。再选取 h2

（它代表 b), 同样地在 C2 上去除 h2 方向上的分量， 得到 C3J''C3J' 非零表明 C独立于a 和 b,

于是a 、 b 和 C线性无关。这种每次去除一个分量的方法用矩阵实施与前面的矩阵元素逐列化

零是同一过程，即：从矩阵的首行开始逐行施行第三种初等行变换，利用该行中列标最靠前的

非零数，将这一列中位于这个数之下的所有的元素全部化为零。逐列重复这个过程，直到行变

换不能进行为止，最后剩下的非零行代表的原始向量就是最大无关组。

为了保证得到阶梯形，还得适时把非零元素最靠前的行上移或把已化为零的行下移，这种

移动的实质是交换若干次行向量， 因此需要引入第一种初等行变换。 但是，如果要上移矩阵的

行向量，只能在矩阵的前一列元素化零完成之后和后一列元素化零开始之前进行，上移这个向
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第 5 帝 补阵的几何．总义

量的目的是将它选为下一个目标向量并用它去除随后的向量中的分量，保证变换后的每一行都

是它前面的行（如果存在）的线性组合。为了数值计算的方便，我们还需要用非零数去乘矩阵的

某一行，目的是把该行元素都表示为整数，或者是把该行的某个元素化为 1 这样的特别值，这

就需要引入第二种初等行变换。如果不是刻意追求阶梯形和人工计算的方便，仅用第三种初等

行变换足以解决求最大无关组的问题。

5. 14. 7 对角矩阵的几何意义

对角矩阵可以使用上面的化三角矩阵的过程进行解释，只是基的选择有些不同而已。对角

矩阵的基向量的选择特殊一些，它是选择与被对角化的向量同方向的向量作为基向量，使三角

变成了对角，矩阵变得更加简单。下面我们简单地说明一下。

和三角化的选基类似，在向量 a 的方向上任选一个非零向量 a 来表示 a (见图 5-81), 即

a =a1a 。把 a 表示成有序数组或坐标形式为 a =(tZi,0,0), 其中 al 丑 0 。

l a 

IIII

' a 

" 

月

- - -•- 一同~ :,, "I 

" I 
I 

C ...- - -~ 
C1 

图 5-81 矩阵对角化的几何解释

以后的两个向量基的选择拷贝上面的做法，分别选择和向量 b 、 C方向相同的基向量，那
么就有b=b1P 和 C = C1')' 。将其表示成坐标形式为b == (O,bi,O), c = (0,0,c1) 。写成矩阵形式就

是对角矩阵形式。

如果选取的基向量就是原向量组（假设为线性无关），那么得到的矩阵就是单位矩阵。如果

据此把任意一个矩阵直接写成单位矩阵也没有什么意思了，原矩阵和单位矩阵之间的关系就是

前面讲的等价关系并有等式成立：

B=PAQ=[ 
E 0 o'o] 

我们得到的对角矩阵或单位矩阵显然正交。化矩阵对角矩阵或标准形的实质是选取了正交
基后得到的等价矩阵。因为我们分别选取了同向的基向量，所以每个原向量在这个新坐标系下

在另外的坐标轴上的平行投影为零，看起来彼此正交。

相似矩阵对角化里有个对角矩阵的概念，在前面等价矩阵的几何意义一节中也讲过任一矩

阵都等价于一个对角矩阵。在后面的二次型中，也有个合同对角化的问题，其实都是选取基的

操作。

对角矩阵具有很优越的特性，在 3D 图形处理中用于进行扩大／缩小操作。作为线性变换的

对角矩阵，我们给出几个图形变换效果，如表 5-7 所示。
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顺序 对角矩阵

1 I LV 勹

I I 八 'l I 
2 

-1 0 
3 I I 2 

。 2, 

线性代数的几何意义

表 5-7 对角矩阵所表示的线性变换的图形

对向量圆的变换 注解

X2 ! 

对角线上的元素相等，对

对向量和图形进行均匀放大

I\ 。 I 

/i 泊l 或缩小
\ \ ,, I I 

、

习
✓ 

\ 、、 l 一少 ，，丁勹
、 ,,. 一 芒 - L . 

I 

,_ 

I I ," I -Xa \ I 

＼ 二µ ;
x, ' 

对角线上的元素不等，对

~ 
• 

向量和图形进行非均匀的缩—- I : - I 
, 

1 放 。 如 X1 轴方向的放大倍数J~... + I , 
t • . I , 

X2 1 小， X2 轴方向的放大倍数

大。 因此单位圆变换成了放

. - - -- 大或缩小的椭圆形

-2 -i, I u1 n 2X1 , 

5. 14.8 平移矩阵的几何意义

计算机图形学（如动漫、电影特技、游戏制作以及现代药物设计中模拟生物分子模型的化

学反应等）中的数学与矩阵运算联系紧密。屏幕上的图形需要移动操作，但是屏幕上的物体平

移并不直接对应于一个矩阵。因为平移变换不是线性变换。那么如何用矩阵来表示一个平移呢？

在回答这个问题之前，有人敏锐地指出 ， 平移很简单嘛， 一个向量加上一个平移量（也是
向量）不就是把向量的顶点平移了吗！比如图 5-82 所示平面上的点 p 平移到 p':p 今 p'' 用

向量表述如下 ：

p = (: :J'p'= (:J't = (切
那么，有p'= p+t' 即

臣）飞户（盘）＝（：；也）
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第 5 亲矩阵的几何意义

t 
\ 

p -、、、
p' 

X2 

Xi 

图 5-82 用向量加法可以实现点的平移

如果把一个图形平移，只需把图形各个顶点的向量都加上平移向量就可以了。

没错。但是这样做不方便，如果一个图形有成千上万个顶点，这样处理的话就不太数学了。

如果能把平移用一个矩阵乘法来表示的话，我们对一个图形先旋转再平移的操作只要把图形矩

阵乘以旋转矩阵然后再乘上位移矩阵即可；根据矩阵乘法的意义，旋转和平移也可以合并成一

个矩阵。这是一个好主意。

那么如何得到平移矩阵呢？解决这一困难的标准办法是引入所谓的齐次坐标。齐次坐标就

是把点坐标扩增一个坐标值：（芍志）今(.x;,易，1)' 二维平面 {x1oxz} 扩展成为三维空间中一个特定

的平面X3 = l 。这样一扩展，二维向量就变成了三维向量。其行向量的平移矩阵常用形式为

1 0 0 
T =l O 1 0 

心I d_x2 1 

其几何意义是把平面上的平移变成了立体上的切变，这样我们的目的就达到了：平面上对图形

进行了平移。

如图 5-83 所示中乎面上的点 p 今 p' 的平移变成了三维空间中向量 a 到 a' 的切变

a 今 a' 。而这个切变 a 今 a' 是可以用三阶矩阵来表示的。平移是切变在 {x1ox2} 平面上的投

影。或者说，二维空间上的平移可以用三维空间上的切变来投影得到。

X3 

x, 

:X2 

I I 九:2
I 
I 

p 、、S、}
p' 

X 

图 5-83 空间里向量的切变投影成点的平移

我们验证一下（列向量的平移），原 p 点坐标修改为齐次坐标为a==(Xi,X2,l)T' 那么经平
移变换后为

Ta=I g r ;~I厂(:~ft~J
同样， 三个向量的顶端a、 b、 C构成的一个三角形也被平移了（见图 5-84) :

d
x
l
平

010 lOO -- 
d
x
l
)

也

+ 
+ 
,-1 

c!C2 

2 

dxildx ++

l 2 

b1b 
d
x
i
l

也

++



ala2 
__ 

c1c21 b
1
忙
l
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1
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1
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线性代数的几何意义

三角形平移前后的图形都在平面X =1 上。
3 

x, 

dx2 

~ X1 

、

a' 、
、、

、

、
b ' 、~;--.

图 5-84 空间里三角形在 X3 = 1 平面上的平移
以此类推， 三维空间中物体的平移使用了四维的向量组成的切变矩阵；四阶矩阵正是计算

机图形学中主要的变换矩阵形式。

这个平移矩阵之所以可以实现，其实是利用了向量和点的不同处。向量切变时，向量都是

通过原零点的，在矩阵（线性变换）乘法下向量永远都不会发生平移，但向量的端点却在一个

平面上发生了平移运动。

<i} n 维平面上没有 n 阶平移矩阵吗？
n 维空间的几何图形要平移的话需要 n+l 阶的平移矩阵，换句话说， n 阶矩阵可以平移 n-1

维空间里的所有几何图形。 比如二维矩阵可平移一个点而不能平移一个线段，三维矩阵可平移
整个平面上的点、线段、整条直线及平面复杂图形而不能平移一个立方体。那么 n 维空间真的
没有 n 阶平移矩阵吗？
严格说来，有平移矩阵，它就是 n 阶单位方阵。单位方阵把所有空间内的向量都可以平移

0 个距离。可以证明，除 了 单位方阵外确实没有一般意义上的平移矩阵了。

5. 14.9 复数的矩阵表示

讨论矩阵与复数的关系将进一步加深这些基本数学概念的理解。

在中学数学中规定了一个符号虚数 i' 说是-1 的平方根，满足条件i2 =-1; 学生大多还是

不知道这个 i 为何物。引入复平面，将 i 解释为沿y 轴正方向的单位向量，这可看做其几何意义，

仍然没有解释清楚为什么 i2 =-1 。其原因在于中学课本里没有引入 1 具有旋转运动的概念。

虚数 i 就是逆时针旋转 90° 。一个复数乘以 i , 就是把这个复数所表示的向量矢逆时针旋

转 90° 。比如对 1 进行 i 连乘，序列是 1, i, i2 ,i3,i4, i5,-·· 那么就是把实数轴上的单位向量沿着单

位圆进行逆时针旋转（见图 5-85), 步进是叫2 的弧度。

ixi=-1~/--
, , , 

点

--·1J ..、、、
1 = 1, 

',"'I xi=i 
、 、

、

` ,','L ,' 
,̀  ` 、

-1: 0 
` 

i 1 实数轴

-1~-~i' 』;-· ·/ , 一:~Fl
, 
, 

li, 
, 

_ 

i 

-li 

__
________ 

5 

2 

.1.1314li 

图 5-85 虚平面上 i 连乘就是逆时针连续旋转叫2 弧度

.216. .:. 二二--=-- - - - --- - ---- --



第 5 敢 矩阵的几何蔥义

好了，虚数有了直角的旋转的意义，这就容易和旋转矩阵联系起来。而在这里，方阵 0 -1 

就是 i 的一个模型，因为它也同样表
[1 0] 

示绕原点旋转直角的变换，也就是“向左转＂。大家都知道
“向左转再向左转，等于向后转＂，也就是说 i2就是旋转 180°' 就是将所有的向量乘以-1 。将
向左转 90° 这个变换记做 i' 很自然就有 i2 =-1 。
那么如何用 1 实现旋转任意一个角度呢？

虚数 i 本身只能旋转 90°' 如果要旋转一个 a 角度，就要虚实相济一一虚数和实数在一起
就可以实现： cos a+ isina , 见图 5-86 Ca) 。

虚数轴
虚数粕

I ---•----,,-- z1(cosa+isina) 

, \ 
, , , I , , 

` ' .. 
一一一一一 一 一一一一心 cosa+1sma , 

J
· , 

I 

-1 ', 。` ̀ ̀ 
,' l 实数轴
, , 

,-

-1 \ 
` 

。 实数轴

` ̀  、 、、、 、 、` , , 、 、、、` 

l ,' 
, , 

I 

, 

/ , , 
、、

、 - - t - .-

一1

、 --- ~ - - --

~--, 

(a) J (b) 

图 5-86 虚平面上任意—个复数向量 Z1 被 cosa+ isina 旋转a 弧度

虚平面上任意一个复数 Z1 乘以单位旋转复数 cosa + isina , 就相当于把这个 zl 逆时针旋转

了一个Q 角度，见图 5-86 Cb)。显然，复数cosa + isina 对应着一个可旋转a 角度的二阶矩

阵： [ cosa -sin a] 
sina cosa 

好了，虚数 1 表示旋转 90° , 复数 cosa+ isina 表示旋转 a 度角，它们都有对应的矩阵。那
么一个一般的复数 a+ib 呢？

这个好理解，因为可以把 a+ib表示成 r(cosa + isina) 形式，因此 a+ib 可以把一个任意复

数（向量）既旋转一个a 角度又同时改变其模的长度。

我们也刚好知道一个矩阵对向量的变换既有旋转也有伸缩作用。实际上，复数 a+ib对应着

如矩阵[-i !]的形式。我们给出一个对应的表格，见表 5-8 。
表 5-8 复数和矩阵运算的对应

顺序 复数运算 矩阵的运算 备注
a+ib 

[i 了］ 定义的I 
对应

(al 十也）士 (a2 + ibz) [~ 斗[~ 斗［中气 (b., ±b,)] 
加减法

2 
=(al 士 a2)+i(b1 士 b2) 4 生 bl 士 b2 Cli 士生 的对应

(a1 + ib1)(a2 + ib2) [4 门［生 一门＝［炳－炖 （呐＋呫）］ 乘法的
3 

=(a凸 - b1b2) + i(a1b2 + a少） lli bz 生呐＋吵I lZi G-i -blb2 对应

共扼运算 ： (a+ ib) =(a -ib) 转置运算 [i 于［立］－［＄产］ 共辄对
4 

应转置

5 
分解为实数和虚数的和： 分解为对称和反对称矩阵的和： 分解的

对应
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线性代数的几何意义

a + ib - (a) + (ib) [g~b]心吁[~ 侬］
6 模的平方： la+ ibl2 =a2 +b2 矩阵的行列式： a -b = a2 +b2 

模对应

b a 行列式

倒数： 逆阵： 倒数对

[~r - 应逆阵-b l a b 
a =a' +b' _-ba] 7 

( "bf1 1 a + 1 = 2 (a - ib) 
a + b2 I a -(-b)] 

a2 +b2 了b a 
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第 6 章 线性方程组的几何慾义

第6章线性方程组的几何意义

线性方程组是线性代数的核心。因为在各个工程及管理领域中 ， 问题总是被表述为一个或

多个线性方程组。 因此，弄清线性方程组的几何意义，深刻理解其几何本质，对千我们分析解

决实践中的线性问题甚有裨益。

我们仍然从向量的角度来分析线性方程组的几何意义。比如， 将二阶线性方程组用向量作
两种不同的考察

一种是常规的，即写成［勹飞）＝仁）形式，解方程就是找矩阵［勹］的一个逆矩阵，恰

将向量仁）变为(;)。

今
口。

n n c d) 另一种就是写成x(于心）＝厂）形式，解方程就是设法将(m)表示成门叫b 的线性组

这两种看法都有明晰的几何意义，下面—一讨论。

6:1 两种线性方程组表示形式的几何意义

线性方程组就是多元一次方程组。一般形式的线性方程组如下：

a11X1 + a12X2 十 · ··+a1,,Xn = bl 
a2L凸 +a砃2 +· .. + a2n_xn =幻

amlxl + am2X2 +·.. + amllx/l = bm 

(6-1) 

这个方程组是由 m 个 n 元一次方程组成的。在解析几何的意义上，一个方程可以表示为一个直

线、 一个平面或一个超平面。每个方程的解都在其对应的直线、平面或超平面上，那么几个方

程同时满足的解就在直线的交点、平面或超平面的交线上。

为了从向量／矩阵这个更有效率的工具解决线性方程组的问题， 需要引入向量方程和矩阵方

程的两种表述方式。

向量方程：从向量的角度研究线性方程组。如果对千线性方程组引入列向量：

a,=i 立'. la2 =口 l--,a" =I立: lb=卢
a m\ a m2 

那么原线性方程组可以改写为如下的向量方程组：

a lllll 

xlal + X2a2 +· · ·+ xnan = b 

b m 

从向量组的线性相关性出发，向量方程求解的意义就是求出向量b被向量组包，Uz,…, an} 线

性表示的系数，向量方程是否有解就是向量b 能否被向量组忆，a2,…an} 所线性表示，线性表示
系数唯一就是方程组有唯一解，不唯一则表明方程组有无穷多解。
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线性代数的几何意义

用线性表示的几何意义来解释就是，向量b如果在系数矩阵的列空间里，那么表示方程组

有解。

矩阵方程：进一 步 从矩阵和向 量的角度研究线性方程组。对于向量方程

l丸研王+·· -+x.a. =包，a,,- ·-,a.)I :J=b, 分别定义矩阵 A=(a"a2,-·-,a.), 定义向量X= 又2 I' 

那么线性方程组可以改写为如下的矩阵方程：

Ax=b 
由矩阵的线性变换的意义出发，解线性方程组就是寻找哪些向量可以被—个已知的矩阵 A

变换成一个已知的向量b 。方程组有唯一解就是只有一个向量被变换为向量b, 方程组有无穷

多解就是可以有一个一根直线上（一维空间）的向量族或一个平面上（二维空间）的向量族被

变换成一个向量b 。

我们举一个二元的例子：

对于二元一次方程组{::::;. 可以用矩阵表示力厂勹勹)=(~) 设 A=[~~]'
则前式可表示为A(;)=(1) 。从变换的观点看，解二元一次方程组的问题可以看成是，已知变
换矩阵及变换的结果（向量（点）），求该结果是由哪一个向量（点）变过来的。如果变换A 可

逆，只要把结果(/)反变回去就得到(~)。因此，若矩阵A 有逆矩阵A一I ' 则此二元一次方程组

的解为(~)=A飞）。设A =[员 i]. 则 A 为向 X轴作投影变换，它把直线 X = I 上的所有点变
为(~), 因此，对千二元一次方程组[~i](~) =店），直线 X = I 上的所有点（向量）都是它的

解，即有无穷多组解。而对于 y 轴上的点（向量） （？），平面上任何一个点在投影变换A=[员 i]

下都无法变成(?)· 即二元一次方程组[~g](~) = (?)无解。这样，我们可以直观地认识线性方
程组的解的特征：有些线性方程组有唯一解，有些线性方程组有无穷多组解，有些线性方程组
无解。

6 .. 2 高斯消元法的几何解释

高斯消元法也叫矩阵消元法，是对一个线性方程组解的过程，这个过程是对方程组进行以

下的三种变换：

(1) 互换两个方程的位置；

(2)把一个的两边同乘以一个非零的常数C ; 

(3) 把一个方程加上另一个方程的 K 倍。

这些变换是可逆的和等价的，是通过消元变换把方程组化为容易求解的同解方程组。消元法的

基本思想是：反复利用上述的三个初等变换，最后把方程组转换为一个阶梯形的同解方程组。
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第 6 难 线性方程组的儿何慈义

如何用几何图形来解释消元的过程呢？下面我们就从二元方程组的消元过程来看看。
对于方程组：

｛呫 +b凸 =c,
a凸 +b凸= c2 

从解析几何的知识我们知道， a丙 +b凸= Cl (定义为 L1) a凸 +b凸 =c2 C定义为L2) 各

表示一根直线，方程组的解是这两根直线的交点，这是方程组有解的几何意义。向量 (ai,b1) C 定

义为 a) 和 (a2,bJ C 定义为p) 分别是 L, 和 L2 的法向量（法向量与其对应的直线垂直，其实

法向量也是方程组系数矩阵的行向量）。在法向量的帮助下，我们讨论消元过程的一个例子：
对方程组｛飞+ x2 = 4 (L) 

2x1 + 2x2 = 3 (L2) 1 进行消元法求解，过程详见表 6-1 。

表 6-1 从行向量角度看二元方程组消元法的图解

方程组的消元过程及行向量解释 l 几何图解顺序

l 

｛飞 +x, = 4 (L,) 
2x1 + 2x2 = 3 (Li) 

右图画出了系数矩阵的行向痲的图形，

即直线的法向瘟 a 和 P

X2 
4J/飞：－泊飞=4

3 

P =(2,2) 

-2 P.~2 XJ 

- 1 

L, 乘以 2:

t2x, + 2x2 = 8 (2L1) 
2x1 + 2x2 = 3 (L2) 

右图显示了 Ll 的法向噩 a 沿着原方向长

2 I 度扩大到 2 倍，但直线图形没有变化，为
了区别，我们用 2Ll 表示。

注意： 2a 的 X1 轴的分量 2axl 与 P 的

X1 轴的分量Pxi 方向相反，长度变得一样

3 

- 2 2 a o 
X1 

- 1 

L1: -2x1+2x2=8 

P令~X1

X2 

Ll+2L, 得到 L3:

Ox1 + 4x2 = 11 (L3) 

L3 是消去了 x, 变量后的直线，因此与

3 I x, 轴平行。

L3 的法向量？是 2a+P 的结果， 向

量相加对消了 X1 方向上的分量

L,: -x,+x2=4 
L沁X1+2x2=3~.

户气(0,4)
、、

3+ 、 L3: Ox1+4x2=l l 

- 2 

、、、、 , 

2 X1 
一,_,_ -
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11: -x1+x2=4 

4 

线性代数的几何意义

＼ 迈
小

5 

L2: 2x1+2x2=3 : 
"' : 4 

令一二立丁0,4) L;: Ox,+4x2=l I 
2a / !~ ---------- --------- --- -· 

、i
I、<" 1 

Ll -2 LI 得到 L4 :

4x1 + Ox2 = - 5 (L4) 

L4 是消去了 X2 变量后的直线，因此与

X2 轴平行。

女的法向撮 n 是 p -2a 的结果， 向

量相减对消了X2方向上的分量

nµ 

.z I 
I 
I 
I 
I -1 , 

L4: 4x1+0x2~-5 
I 
I 

-2 
I 

。
二一tf ~4(0) I ll 

~ 4 X1 

-2~ ~ 
同样，对方程组 ｛飞飞 =4 (L) 

2x1 + 2x2 = 3 (Li) 
）进行消元法求解时 ， 我们从列向量的角度考察消元过

变换过程详见表 6-2 。

顺序

表 6-2 从列向量角度看二元方程组消元法的图解

方程组的消元过程及列向量解释 1 几何图解

l 

(;]尸停＼勹等同千向量方程：
ax1 + bx2 =c 
右图画出了系数矩阵的列向量a、 b 、 C 的图

形。如何找到由向量 a 和 b 所线性表示的向量

C 的系数 XI 和 Xz 呢？

注意图中的 X1 、 X2 分别是以向量a 、 h 的

长度和方向为基本单位得到的倍数

+-
~-叶Y
. u十一

. -· 4 

3 

2 

对千方程 ax1 +bx2 =c两边， 如果同时点乘

向量 a 的正交向量 a' C构造出来），就可以消

掉 ax1 项， XI 的未知元也就消去了，即得到

a'·bx2 = a'·c, 进而有 x2 = ; 凇， 其中
a' ·b* O 

I 干 -· r-•fY

-i s. 

I I 

I 
X 

- - t 

3 

类似地，对千方程 ax1 +bx2 = c两边如果

同时点乘向量 b 的正交向量 b, c构造出来），就

可以消掉 bx2 项 ， X2 的未知元也就消去了 ， 即

有 b ' · ax1 = b '· c , 进而有x1 = 1L:..f_ , 其中
b'·a 

b' -a :1; 0 
，
仑
蠡.

，
'
，
上

-z 

• . l 

f
,'-

-

l 
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第 6 章 线性方程组的儿何憩义

为了更清晰地看到向量消元法和经典的系数高斯消元法的联系，我们给出一般的二元一次
实系数线性方程组的形式：

t1X1+b凸 ~cl
a凸 +b凸 =c2

将其写做如下等价的向量方程形式 ：

(~Jx, +(%Jx, = (~;) 

为了方便，定义 a=(~:). b =(tJ c=(~J 则向量方程简写为釭 +bx, = c 。
我们也用表 6-3 对比一下方程组解法和向量解法的差异，进而看出其几何意义。

表 6-3 方程组经典消元法和矩阵消元法的比对
顺序 11 方程组的消元过程 向舫程的消茄立程 ., 

｛扛 + b,x, = c, (I) 
(~:)x, 代）屯＝｀a凸 +b凸= C2 (2) (1) 1 

对方程组进行以下运算： a b C 
b2)< (1)-bj X (2)' 消掉易，得方程 (3) 构造 b 1 = (b2 , - bl) ( b 1 垂直千 b ) , 等式

(1)两边右点乘 b', 消掉 bx2 项，得式 (2)

(b2a1 -b1aJx1 = b凸 - b1c2 (3) 
(b,,-b,i(立） x, = (b, , -b,)亿） (2) 

如果 b2a1 -b1a2--t= 0, 得方程 (4)2 b'·a b'· c 
如果 b' ·a -:t= 0, 得式 (3)

X 二二呫 - b1 c2 (4) b'·C (3) 3 X I = b' 1 b2a1 -b1a2 · a 
同理，对方程组进行以下运算： 同理，构造a' = (a2, - a1) C a' 垂直千 a ),

4 
(l)xa2 -(2)xa1, 消掉 X2, 得方程(5)

等式 (1) 两边右点乘 a ' , 消掉 ax1 项，得式(4) :
a2c1 - a凸 (5) a '·c (4) X -

X 2= 'b 2-
a丸 — a1b2 a · 

我们可以从上面的例图可以看出 ： 消元法的本质是构造一个个正交向量逐步消去变元的过

程。三元乃至多元的线性方程组也是完全同样的情况。

6.3 线性方程组的秩及解的关系的几何意义

讨论有关线性方程组解的不同情况是线性代数中的重要内容，直线的位置关系和平面的位

置关系为线性方程组解的不同情况提供了直观背景，而线性方程组解的相关理论促使我们更深

刻领会直线的位置关系和平面的位置关系。秩的理论完整地刻画了线性方程组解的情况。

6. 3. 1 二元线性方程组的秩及解的图形

我们知道，如果 a 、 b 不全为零，一个有两个变量的线性方程 ax1 + bx2 = c 的解 (xi,xi) 在

平面R2上构成一条直线。那么不同个数的二元线性方程组的秩和解的意义可以有以下的解析几
何的解释。表 6-4 汇总了所有的类型。
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线性代数的几何意义

表 6-4 二元方程组的秩与法向噩的关系

顺序I 二元线性方程组的类型 秩的不同情况及说明 I 对应的几何图形

X2 
I '\_ 4+ 

r(A) = r(A) = l 。化简后，法

向噩有 1 个（原法向量重合或相

i.1 I I 关） ， 方程有 1 个。方程组有无穷

多解； L, 和 L2 重合，即 LI 和 L2 有

无穷多个交点，这些交点都是方

程组的解
I ·2 . 01 .'. 2~ 'x, 

｛呫＋姑 =c, 佑）
屯X1+b凸 =C2 (七） I \ 4干X2

定义 ： 系数矩阵 r(A) = r(A) = 2 。 化简后，

A =(a, b'} 增广 法向量有 2 个，方程有 2 个。方

1.21 程组有唯一解； LI 和 L2 相交，有a2 b2 

矩阵 A=(a,b,c,}
一个交点 Q, Q 点就是方程组的

解 I -2 9 2 "' X1 

a2 b2 C2 -1 

L, 的法向量取 (ai,b1),

L2 的法向量取 (a2'b2) I 
r(A) = 1, r(A) = 2 。化简后，

法向猛只有 1 个（原法向量重合
I 2 

1.31 1 或相关），方程有 2 个。因为无法

化简 （如果化简会出现矛盾等 1 1 

式），方程组没有解； LI 和 Lz 平 I -,2 .,. 0 

行，没有交点
一1

9 总结：
( 1) 一个法向量可以有无穷多的平行直线与之对应，如图

所示，图中所有的直线只有一个法向量 a = (1, 1) , 这些直线

都是平行的。如果由这些直线方程组成方程组，化简后法向

址只有—个（原法向量重合），整个方程化简后出现矛盾等式，

可以认为无法化简，此方程组无解

3+x2 

x1+x2=3 , , , 

- 2 

叶＼＼＼＼功
x,+x2=0 x,+x2=2 

- 2 

(2) 反过来，一根直线图形也有无数个法向矗（与之垂直

的向掀都是法向量），这些向瘟线性两两线性相关，分布在一

条垂直线上，如图所示。因为一个直线图形可以表示为等比
1.41 例的无穷多方程式，因而有无穷多法向撇。 但是，如果由这

些直线方程组成方程组 ， 方程组化简后只剩下一个方程，因

而只有（剩下的那个方程）一个法向量。这些方程的图形重
合为一根直线

-2 

a 3 

/ / / / / / 

一 1

X2 
2 

/ / / / / 

2 儿］

x,+x2=1 
-x1-x2=-l 

一2+ 1.Sx,+ l.Sx2= 1.5 
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第 6 巅 线性方程组的儿何意义

注意 ：为了方便说事 ，咱约定一根直线对应一个法向量；最省事的做法是取由这根直线方程式确定
的法向量为这根直线的唯一对应法向量， 如 x, +X2 = 1 可指定唯一法向量是 a = (l, 1) 

r(A) = r(A) = 1 。化简后，法 1 ~4午 X2

向量有 1 个（重合），方程有 1 个。

方程组无穷多解； L, 、 L2 和 L3 重 1 2 
2.1 ; 

1 合，即 L, 、 L2 和 L3 有无穷多个 I 1 

交点，这些交点都是方程组的解
I 才一-2 

] 2'x, 

r(A) = r(A) = 2 。化简后，

法向量仍有 2 个（其中 2 个重合为

一个），方程变为 2 个。方程组有

2.2 I I 唯一解； L2 和 L3 重合后与 LI 相

q芍 +b凸 =C1 佑）
I 交（其中的一个可能），有—个公
共交点 Q, Q 点就是方程组的解

a凸 +b凸 =C2 (L2) I I -2 / 叶 2'\_ x, 
/ 

生芍 +b心 =C3 (~) 

定义：
r(A) = 2,r(A) = 3 。化简后 ， T」汤 \f,3 L 法向量有 2 个，方程有 3 个。因lZi'1 

为整个方程无法化简或化简会出系数矩阵A= 生乌 , 
2.3 I 现矛盾等式，故方程组无解；三

生 b3 根直线没有一个公共交点。直线

q G l 1 间关系有两个交点Q 、 Q2和三

个交点 QI 、 Q2和 Q3 两种情况 I ·2 

妇 I I / -1 

LI 的法向量是 (ai,b1), 注 ： 右图中，直线有三根，法向 J飞2 L 
量也有 3 个，但其中一个向量可L2 的法向量是 (a2 ,b2), 
以被其他两个线性表示，因此在

L3 的法向噩是 (a3,b3)
化简时被消减掉一个

一/'I- , \ 

Xi 

2.4 

r(A) = 1, r(A) = 2 。化简后，
法向量有 1 个（原法向猛线性相

关或者重合），方程有 2 个。因为

方程化简会出现矛盾等式，故方

程组无解；两根直线重合并与第

三根直线平行，没有一个公共交

点

1 

_X2 

。

-1-+-
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线性代数的几何意义

2.5 

r(A) = 1,r(A) = 3 。化简后，
法向量有 1 个（原法向扯彼此线

性相关），方程有 3 个 。 因为整个

方程无法化简或化简会出现矛盾
等式，故方程组无解；三根直线
平行，没有一个公共交点

注： r(A) = I,r(A) = 3 还可以进

一步化简为 r(A) = I,r(A) = 2, 这
两种情况可以归为一类

2 

1 

X2 

-1 

2.6 
9 前面的分类很是繁杂，不过有个对应关系可以帮助我们化繁就简：

r(A)=m,r(A)=n: m 就是化简后法向量的个数， n就是化简后的方程的个数（注意 ：
出现矛盾的等式表示此方程不能化简）

6. 3. 2三元线性方程组的秩及解的图形

同二元线性方程组的情况类似，如果斗今生不全为零，一个三元线性方程呫＋吁产生注 =b

的全部解 (Xi, X2, x3) 可以构成为空间 R3 中的一个平面。方程组的解决定千平面的相交情况及其

法向量的关系。表 6-5 给出了主要方程组类型及其图解。

表 6-5 三元方程组的秩与法向量的关系

秩的不同情况及说明顺序I 三元线性方程组类型 对应的几何图形

r(A) = r(A) = 1 。化简后，法向量
只有 1 个（原法向量重合或相关） ； 方

程有 1 个 。 原平面互和 II2 重合，即

1.1 I IIi 和 rr2 有无穷多个交点，这些交点
(1i I芍＋呫＋生苍动 (I.{) 构成一个平面，方程组有无穷多解。
~I芍＋罕＋先苍动（几） 平面上的点都是方程组的解
定义：系数矩阵 A

( 
a11 a12 a,3 I 

= a21 a22 a23 丿' r(A) = r(A) = 2 。 化简后，法向
增广矩阵 A 量有 2 个，方程有 2 个。平面 11i 和 II2

1 2 I 相交成一条直线 L, 即 I1i 和 rr2 有无
· =(llir 生气 bl I, 穷多个交点，这些交点都是方程组的

＼先知 a23 h:』 解，因此方程组有无穷多解
IIi 的法向量是 QI

= (all'a12, a13)' 

II2 的法向噩是 a2 r(A) = 1,r(A) = 2 。 化简后，法

= ( a a a ) I 向量有 1 个（原两个法向盎线性相21'22'23 
关），方程有 2 个。平面兀和II2 平

1.3 I I 行，没有交点，因此方程组无解

X2 

0. 

X2 

Xi 

X3 

X i 

X3 

, 

X3 
Xi 
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第 6 革 线性方程组的几何总义

2.1 

r(A) = r(A) = 1 。化简后，法向
量只有 1 个（原法向最重合或相关），

方程有 1 个。原平面IIi 、 II2 和 IT3
重合，即三个平面有无穷多个交点，
这些交点构成一个平面，方程组有无
穷多解。平面上的点都是方程组的解。 Xi 

X3 

r(A) = r(A) = 2 。化简后，法向

量有 2 个，方程有 2 个。原平面 rr尸

呫＋心产生于动 (LD rr2 和 ll3 相交成一条直线 L, 有无
生丙＋罕＋罕动（几）穷多个交点，这些交点都是方程组的
令1平罕+~3苍动（只）解，因此方程组有无穷多解。
定义： 系数矩阵 A 相交情况有两种：

X2 

2.2 

a11 a12 a13 

-'a21 a22 a23 1' 

a31 a32 a33 

增广矩阵A

tli I an tli 3 b1 

-, a21 知知女，＇

钰生2 a33 b3 

I1i 的法向量是 QI

= (a1" a12, a13)' 

叩72 (a) X1 

rr2 的法向量是 a2

= (a21, a22, a23)' 

2.3 

II3 的法向量是 a3

= (a3i:, a32, a33) 

一种是如图 (a) 所示， III 和 II2 平

面重合并与 ll3 相交于 L 。

第二种是如图 (b) 所示，三个平面

互不重合或平行地相交千一条直线

L上。

注：图 (b) 中绘出了三个法向量，

其实，这三个法向量线性相关，第三
个法向量可被另外两个法向量线性表

示。或者 q、仵 4在一个平面上，或

者有两个向量线性相关，如图 (a) 中

的q 、 4 线性相关 I~X3 

X2J 

t (b) x, 

r(A) =r(句 =3 。化简后，法向
量有 3 个，方程有 3 个。原平面门尸

II2 和 II3 相交成空间一点 P, 这个

交点就是方程组的解，因此方程组有
唯一解。

三个法向量不相关

~L.+-

', 

'X3 
x, 

2.4 

r(A) = l,r(A) = 2 。 化简后，法
向量有 1 个 a, 方程有 2 个；方程无

解。法向量是 1, 说明三个平面有平

行或重合的关系； r(A) 为 2, 说明化
简后只有两个有效的平面，因而有两

个平面是重合的。

图中设平面 III 、 rr2 相重合。

三个原平面无公共的交点、交线或交
面，因而无解

X2 

。
Xi 

X3 
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线性代数的几何意义

r(A) = I,r(A) = 3 。化简后，法向
量有 1 个 a, 方程有 3 个：方程无解。
法向量是 1 , 说明三个平面有平行或

2.5 

重合的关系 ； r(A) 为 3, 说明化简后
只有三个有效的平面，因而三个平面
是平行的。

三个原平面无公共的交点、交线或交
面，因而无解。

特别注意： r(A) 
. 

= l,r(A) = 3 的情
形一般被化简成了 r(A)=\, r(A)=2 。

因此我们可以把三平面互相平行的情

形归入 r(A) = l,r(A) = 2 类中。

Xi 

。
x, 

2.6 

r(A) = 2,r(A) = 3 。化简后，法
向矗有 2 个，方程有 3 个；方程无解。
法向量是 2, 说明有一个法向量可以

被其他两个法向量线性表示，有两种
情况： 一是两个平面有平行或重合的
关系 ； 二是三个平面两两相交，三交

线互相平行。 r(A) 为 3 , 说明化简后
有三个有效的平面，因而不存在两平

面重合的情况。总之，相交情况有两
种 ：

一种是如图 (a) 所示，门和几平

面平行并与 ll3 相交于 L, 和 L2o

第二种是如图 Cb) 所示， 三个平面

两两相交，三交线互相平行。

注：图 (b) 中绘出了三个法向量，

其实，这三个法向掀线性相关，第三
个法向量可被另外两个法向量线性表

示。或者q 、 4 、 4在一个平面上，或

者有两个向量线性相关。如图 (a) 中

q 、 4 线性相关

X2 

)?X3 

2 伈
—

0
3l＿
＠

; 

/ 

X1 

/ 

Xi 

X3 

/ 

(b) 

/ 
/ 

a, 

"2 
/ 

/ 

Xi 

9 军(A) =1:- r(A) 时，注意何时平面是重合的，何时平面是平行的。有个要点可以帮助你区分：

飞］是系数矩阵A 的竹向量组 [ ~ ; J 是增广矩阵 A 的钉向量组。显然 [i: 是 :: 的加
2.1 I 长向量组， q 、 4 、 4分别是 III 、 rr2 和 II3 的法向量，则有

, J [a』
• a; 、 a丿 相关，当且仅当平面II, 与~平行或重合； /1, 、凡相关，当且仅当门 与~重合；

• a; 、 a 相关， 化简后，一个向量a; 或 a化为零向量 ， r(A) 将会减 1 ·, /1, ~fl; 相关， r(A) 

将会减 1 。

由此，如果化简前的原方程数是 m 个，化简后的方程数是 r(A), 那么就有m-r(A) 个平面重合，

有r(A)-r(A) 个平面平行

实际上，由立体几何的知识知道：三平面的相互关系有八种。因为两平面的相互位置关系
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第 6 心 线性方程纠的几何总义

有三种：相交、平行、重合，而对千每一种情况增加第三个平面，除了重复的一种外，共有八
种，见图 6-1 。

n1 
r(A) = r(A) = 3 
有唯一解

r(A) =2, 心） =3 
无解

fl3 D1fl2 fl3 

- "4' . . ..... 瘟_,,_.,,

秩(A)=秩(A)=2
有无穷解

ll2Th 

犀

r(A) = r(A) = 1 
有无穷解

r (A) = 1, r(A) = 2或3
无 解

图 6-1 三平面的位置关系类型总结

根据线性方程组的秩及其解的不同情况，我们可以这样总结并定义线性方程组的分类 ：

设矩阵方程Ax =b 的系数矩阵A 是秩为 r 的 mxn 矩阵，增广矩阵A=[A, b] 的秩为 re 0 

在这里，我们要记住 m 、 n 、 r 、 re 代表的含义才能迅速理解下面的说明。 m 、 n 、 r 、 r
代表的含义如下：

• m : 表示原方程组中方程的个数或者系数矩阵A 的行数，化简后 m一般会变小。
• n : 表示原方程组中变元 xi 的个数或者系数矩阵A 的列数，化简后 n一般也会变小。

• r : 表示化简后变元xi 的个数， 化简后 r可能会变小，即 r~n。

• re : 表示化简后方程的个数，化简后 re 可能会变小，即 r雨m。

那么，方程组的类型可以分为如下三类：

(1) 适定方程： r=rc=n 。 这里 r =re是说系数矩阵的秩 r等千增广矩阵的秩 re' 或者

是说化简后变元个数等千方程个数，那么方程组有解；同时又有 r =n, 说明化简后（或打假

后）变元的个数没有变。总的说来，化简后原方程的变元个数没有变化，但化简后“真正”的

方程个数就等于变元的个数，不多不少，几个变元就有几个方程，几个方程就可以解出几个变

元，正合适确定一个向量（或点）解，称为适定方程；有唯一解。适定方程的系数矩阵A 是 nxn

方阵。

(2) 欠定方程： r=rc <n 。这里系数矩阵的秩 r等千增广矩阵的秩 re' 说明方程组有解；

同时 re< n 说明化简后（或打假后）变元的个数和方程的个数都减少了，个数都比原方程的变

元个数 n 要小，”打假“后方程“真正”的个数不够， n 个变元只有小千 n 个的方程与之对应。

小千 n 个方程只能解出小千 n 个变元，不能完全确定 n 个变元。化简后方程组如要确定一个向

量解有欠缺（欠缺方程），称为欠定方程；不能确定的变元在数域内可以取无穷多 ， 因此欠定方

程组有无穷解。

(3) 超定方程： r< 飞。系数矩阵的秩 r 小于增广矩阵的秩 re' 方程组没有解。这里是说，
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线性代数的几何意义

经过化简后的方程组中变元 xi 的个数 r小于方程的个数 re (原来方程组变元 X; 的个数有 n 个，

现在变小了，只有 r个）；反过来讲，方程组的个数多千变元的个数，超过了变元的个数，因此

称为超定方程。

6.4 线性方程组有解判别定理的几何解释

线性方程组的相容性定理（或有解判别定理）给出了方程组有解的充要条件：方程组的系

数矩阵 A 的秩和增广矩阵 i 的秩相等。进一步：

• 若 r(A)=r(A)=n (n 为方程组中未知量的个数： XI ,X2'…， xn)' 则方程组有唯一解；
• 若 r(A) = r(A) < n , 则方程组有无穷多解。

这个定理其实我们在上节的几何意义中已经得到理解，下面用向量空间的概念再讨论一下。
必要性：如果方程组有解，就是说线性方程组的向量等式 X1a1 + X心+···+ xnan = b 成立，

因此说明向量 b 可由向量组 {ai,a2,… ， a,,} 线性表示（或表出），故两个向量组 {a1,a2,…，aJ 和

包， ai,…, an,b} 等价。又因为向量组 {a1 ,a2, … ，an} 是向量组 {ai,a2, …，an, b} 的子向量组，这两

个向量组张成的向量空间 Span{a1 ,a2, …，an} 和 Span{a1 ,a2, · · · ,a11 ,b} 必然相同，当然秩也相同。

而向量组 {a1 ,a2'… ， all} 和 {a1 ,a2, …，a11,b} 分别是系数矩阵 A 和增广矩阵A 的列向量， 因此矩阵

A 和 A 的列秩相等，具有相同的列空间，从而有相同的秩： r(A) = r(A) 。

充分性：反过来，如果有 r(A)=r(A), 就是说系数矩阵A和增广矩阵 i 的列向量组｛仵0-i, • •,all} 

和也，a2'… ， an,b} 张成的向量空间 Span{a1 ,a2, … ，a,,} 和 Span也，a2,…，an,b} 的维数相同。又因

为（显然） Span { aP a2, …，a,,} 是 Span{ai, a2, … ， a11,b} 的子空间，换句话说，一个向量空间和它

的子空间的维数一样，显然向量空间和子空间基相同，完全重合。因此向量 b 存在于向量空间

Span {ai,a2, …， a11,b} 中，也就是存在千向量空间 Span{a1 ,a2, …，a,J 中。故向量 b 可以由向量组

包，a2, …， all} 线性表示，即 b=xlal +x2a2 +·· · +xna,, 成立，方程组有解。

如图 6-2 所示， Span{apa2, …， all} 表示为一个超平面子空间 H(所谓超平面，是指图中所

画的平面泛指一个子空间，表示二维或三维或更高维的子空间），方程组有解表示向量 b 在超
平面子空间 H 内（见图 6-2 (a)); 如果无解，向最 b 在超平面子空间H外（见图 6-2 ( b)) 。

/ 二~~气／－
v v 

(a) (b) 

图 6-2 方程组有解和无解的几何意义

进一步的讨论：

• 如果r(A) = r(A) = n , 就是说方程组是一个由 n 个未知数的 n 个方程组成的。系数矩

阵A 的列向量 a1 ,a2'…，an 和增广矩阵i 的列向量a"a2,…， an,b 张成的向量空间 Span{tli,"2, · ·,a,J 
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第 6 滋 线性方程组的几何意义

和 Span{ai,a2,-. -,, 片，b} 都是 n 维空间（前面讲过两空间完全重合）
基。由表达式b=

。显然 {ai,a2, …，aJ 是空间的
吧 +x2a尸···+xna/1 知道 (x1 ,xz, …，x")是向量 b 的坐标（坐标是唯一的），因而

(x1'Xz'…， x,J 是唯一的，故方程组的解也是唯一的。

• 如果r(A)=五） <n, 就是说在一个 n 维的空间中，矩阵所张成的空间是低维的空间，
增广矩阵的秩等于矩阵的秩，说明向量 b 在矩阵的空间内，所以可以被变换到，就是有解，有
一个解了。那些高于矩阵秩的维数的向量都可以被矩阵变换到自身的空间中去一一降维变换一
—同样可以变成向量 b' 就是说方程组有无穷多解。

前面高斯消元法一节说过方程组的消元法体现在矩阵的操作上就是化增广矩阵为阶梯形
矩阵（即矩阵三角化）。矩阵增广的意思就是要把所有的向量和变换矩阵的列向量放在一起同时
进行基坐标系的更换，这样就可以保证所有的向量是参照同一个基的坐标值，从而保证解的等
价性。

证明线性方程组相容的充分必要条件是它的系数矩阵与增广矩阵同秩。一般教材的证明尽
管推导的每一步骤无比正确，无懈可击，但就是觉得难于理解。实际上，我们可以用前面矩阵
的列初等变换知识这样处理：

设线性方程组相容，要证明 r(A) = r(A) 。重写线性方程组的向量形式：

k, I:~', l+k』:;: l+···+k.r :_::, u t 
am! 丿 也可 ~a,,111 丿 lbm

据此化简增广矩阵，见表 6-6 。

表 6-6 增广矩阵初等变换的步骤
顺序 I 初等变换的步骤说明 线性方程组的矩阵形式

l 
原方程组的矩阵形式如右所示

广all al2 ... aln i bl 

五= I a_21 a_22 .. ·a_2"~ 幻
: : : : : 

a '-- ml a m2 ···a : b 
lll/1• m 

对方程组进行列变换：

2 
/ all 

把第一列 I a:21 I 乘以 -kl 加到最后一列；

『一

all , 年... aln 1 bl - lsa11 - k2a12 . . ·-knaln 
a21 a22 • · · · ~2n~ 九 -k1_a21 -k2~22· · ·-kn:a211 
. . .. . .: 

a ml 
L aml am2 . . . a加1\ bm -klaml -炉，112 · · ·-knamn _ 

把第二列乘以一构加到最后一列……把第 n

列乘以一丸加到最后一列

3 
因为原方程组相容，所以矩阵 A化简为右

所示的矩阵。因为是经过初等的列变换得到

的，所以 r(A) = r(A) 

A ~ 

-

- 

00 

:·0 

::…::……

t 

I 

m 

II , 

. 

12 aaa 

. 

.. 

. 

.

. 

. 

.. 

2 

22m 

a 

2 
••• 

aa 

l 

ll, 12:·n aaa L 

-

」

= 
-A 

我们对增广矩阵施行初等行变换得到行的阶梯形矩阵后，就可以判断线性方程组的秩及解

的情况了。无论如何，增广矩阵阶梯形及其解的个数之间的关系的三种情形可以形象地总结为
图 6-3 。
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线性代数的几何意义

唯一解 无穷多解 无解

图 6-3 阶梯增广矩阵是否有解的外形

6.5 线性方程组解结构的几何意义

我们在前面看到，方桯组没有解、有唯一解和有无穷多解的几何解释中，分别对应着多个

超平面是否有唯一交点、交线或交面的情形。有解时的唯一交点当然是一个具体的向量；交线、

交平面就是有无穷多的向量集合。用已知向量表示出来的交线或交平面的代数式就是方程组的

解，代数式的构成形式就是方程组的解结构。

好，下面我们抄录经典的线性方程组解系通常的描述出来，便千讨论。
设有线性方程组

a11X1 + a12X2 +· · +a1凸= bl 

a21~1 + a22_凸+ · ·+生，~xn =女
:: 

amlxl + am2X2 +·.. +am/Ix/I = bm 

如果此方程组有解，则系数矩阵的秩r<n, 其通解或全部解为

( 6-2 ) 

Z =11* +咕+c心+•• •+ell一R立. (Ci, C2, …, cn-r 为任意实数） (6-3 ) 

其中： 矿是方程组的特解向量； 点，点，…， ~11- r 是方程组中令~(i = 1,2,3, …，m) 为零而得到的齐次
线性方程组

的基础解系。

a ,1x1 + a1 2X2 十· ··+al心 = 0
a21X1 + a22.x2 +· · · + a2,!x,, = ? : : 
amlXl + am2X2 + . . + amnXn = Q 

其实式(6-3)就给出了解系的代数及几何结构，下面咱的任务是理解它。

6.5. 1 线性方程组解的代数形式

(6-4 ) 

再强调一下， 一个方程或方程组表示的几何图形其实就是这个方程或方程组的解的几何图

形。那么对于四元线性方程或方程组， 我们将会看到它们的解的图形有一个规律（假设每个方

程组没有“多余”的方程）：

1 个四元线性方程a11x1 + a12X2 + a13x产如X4 =bl' 表示四维空间里的一个三维“空间 ” 体 ；

2 个四元线性方程尸丙+ a12X2 + a13X3 + a心 =bl' 表示四维空间里的一个二维平面；
罕+ a22X2 + a23X3 + a24X4 = b2 

3 个四元线性方程{a凸 +a12x2 + a13x3 + a心 = bi
a21X1 + a22X2 + a23X3 + a 24X4 = h2 ' 表示四维空间里的一个一维直线 ；
a31X1 + a 32X2 + a33X3 + a34X4 = b3 
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第 6 章 线性方程组的几何愈义

at 1X1 + a12Xz + a13X3 + a14X4 = bi 

4 个四元线性方程 J az1X1 + a22X2 + az3X3 + az4X4 = b2 , 表示四维空间里的一个零维点。
a31X1 + a32x2 + a33X3 + a34X4 = b3 

a41X1 + a42Xz + a43X3 + a44孔 =b4

可以看出，方程组解的几何图形的维数和方程组里方程的个数有关系。解的维数加上方程

个数等于空间的维数（将会明白，方程组的个数就是系数矩阵的秩）。

这个结论也可以从上面方程组解的函数式看出来：

1 个四元线性方程气矿 +a12X产先岳+a心 =b1 改写为函数式x 三兰气＋兰且;s +兰巳X:4 十立
气 Cli1 all 气

那么这个四维空间里的三维“空间“体是以号号 X4为自变量的坐标轴所张成的空间体，号注、 X4

可以取任意值，但 X1 是因变量，不能任意取值，因而有 3 个自由度，所以是三维空间体。

如果要用向量的形式表示解，就要把 Xl 的因变量扩充为四维向量（四维空间里当然是四维

向量），把恒等式编入方程组：

-aP -a13 -a14 bi 
Xi=-一X2 +-—-X3+-一X4+-

a II a II a 11 a II 
X2 = 
X3 = 
凸＝

方程组形式改写为向量形式：
-a 12 

X2 

-a 13 

X3 

-a 14 

X4 

bl 

(6-5) 

;: 1=1 1 Jx, +l 1 J~+l l Y勹
从上式可以知道，解的三维空间体是由四个向量的线性组合而成的。兮易、 X4可以取任意

值，任意常数一般写做~'为了与坐标区别，常把式 (6~6) 改写为

(6-6) 
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间里的二维向量平面是由向量(~:~:)、 (~d 、 (t::) 的线性组合而成的。

同样地，在四维空间里讨论向量，当然要把因变向最尺；）扩充为四维向量，类似如式(6-5)

要把恒等式编入方程组，并把冯、 X4改为勾 ls' 得到

一--
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, a11x1 + a,2x2 + a13X3 + a心 =b,

4 个四元线性方程所组成的方程组) a21X1 + a22X2 + a23X3 + a24X4 = b2 通过行变换消元法改写
a31X1 + a32X2 + a33X3 + a34X4 = b3 

a41X1 + a42X2 + a43X3 + a44X4 = b4 

x1 =b\ 

为函数式 J X2 = b\ , 这个四维空间里的 0 维点就已经确定了。直接改写为向量形式就是
X3 =b\ 

X4 = b '4 

勹=lfl 
到了这里，方程组的解的代数形式就清楚了。
总结下，如果 n 阶方程组的秩为 r, 那么其解的一般结构或解系就是 n-r+l 个向量的线性组

合，即

k, I ;: I + k,I ;: l + ... + k"J~: l 』;: Ck 为实变量） (6-7) 
l 

an丿也丿 也丿\dn 

把线性方程组解的代数形式——向量的线性组合用图形绘制出来就是解结构的几何意义。
其实式 (6-7) 由两部分组成，第一部分是 n-r 个变向量的线性组合部分，第二部分是特解常向

量d, 即 (d"d2,…, d,,f o 

第一部分是齐次线性方程组的解，其解显然构成了一个线性空间（见 4.2.1 节），因此称为

齐次线性方程组的解空间。非齐次方程组的解是齐次线性方程组解空间的平移一一加上一个常

向量，因为平移后不再过原点了，所以不能称之为解空间，只好称之为解结构或解系了。
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第 6 章 线性方程组的几何愈义

6.5.2齐次线性方程组的解空间

齐次线性方程组解的几何意义就是：

n 元线性齐次方程组的秩是 r 时，它的一切解向量的集合是Rll 上的一个 n-r 维的子空间。

另外，我们也常听说，齐次线性方程组的这个 n-r 维的解空间正交千系数矩阵A 的行向量，

还听说，解空间和行空间是一对正交补。结合上节的分析，这个已不难理解了。但如果要朴素

地理解的话咱就再分析下。

以三元齐次线性方程组Ax= O 作为例子，把系数矩阵A 的元素改写成行向量后，方程组的

形式为

那么方程组的任意解向量x 都与每个行向量a\正交。进一步说， 在三维欧氏空间里氏，只要

与每个行向量都正交的向量都是解向量。

如果三个行向量a ' ; 都线性无关，那么这些行向量会张成一个三维子空间 VJ C 见图 6-4 (a)), 

VJ 和 R3 同构一一两空间重合了 ， 那么 R3 里能与 V3 正交的向量只有 0 向量，也就是解向量只有

0 向量。 0 向量张成的解空间只能称为零维空间了。因此，立体的行空间 V3 和零解空间 0 是正

交补。
补充下 ， 正交补的意思是： n 维空间里的两个子空间正交，且两个子空间原点重合起来刚

好能张成 n 维空间，互为补充，则这两个子空间互为正交补。好，继续讨论。

如果三个行向量 a';里只有两个线性无关，则这些行向量会张成一个二维子空间 V2' 这是

一个平面（见图 6-4 Cb)) , 那么R 里面与平面v2 正交的向量很多，它们张成一个直线，也就

是解向量空间是一根过原点的直线， 解空间是一维空间了。因此， 平面的行空间 v2 和直线解空

间是正交补。

解向童空

间为 0

X1 

X3 

” 

二—1 解向矗空
间为直线

X2 

X2 

(a) , (b) 

图 6-4 行向量空间与解空间之一

如果三个行向量a \ 里两两都线性相关，则这些行向量会张成一个一维子空间 Vl' 这是一

个直线（见图 6-5 ( a )), 那么 R3 里面与一直线 vi 正交的向量是啥？显然是一个平面，也就是

解向量空间是一个过原点的平面，解空间是二维空间了。因此，直线的行空间 v1 和平面的解空

间是正交补。
如果，呃，如果三个行向量a \等千0 , 系数矩阵是0 (呃，方程组不存在啊，不用讨论了

吧），与原点正交的向量就是整个三维空间了（见图 6-5 Cb ))。形式上也满足原点的行空间和
一一 一· .235. 



立体的解空间是正交补。

解向量空 I/
/ 

间为平面

线性代数的几何意义

X3 Xl 

夕

X'2 

(a)~x. (b) 

图 6-5 行向量空间与解向量空间之二

6.5.3非齐次线性方程组的解结构

解向量空间

为三维立体

| 迈

根据式 (6-7), 非齐次方程组解的几何图形是齐次方程组解空间与一个特定常向量d的和，

这实际上就是把齐次方程组解空间的几何图形沿着特定向量方向平移了一个距离，这个距离等

于常向量 d 的长度。

其实在变向量一节（见 2.8 节）中，我们已经用向量的形式表示出来了空间中一个过原点

的线、面和不过原点的线和面的图形，如图 6-6 所示。

X2 X2 

\, ~1'._ x2=ax1+b 

\\J(,, 
O'=--

X 1 :\'.1 

(a) (b) 

图 6-6 不过原点直线和过原点直线上的向量图形

图中图形是不过原点的直线 x2 = ax1 +b 和过原点的直线 x2 = ax1, 用变向量来表示这对平

行线分别就是 (xi,ax1 +b) 和 (xi,axi) 。不过原点的直线可以用过原点的直线和一个常向量的

和表示：

(xi,ax1 +b) = (斗， ax1)+(0,b)
上述的变向量表述为行向量的合并形式，大家可能看得有点陌生。 OK, 用大家常见的列向

量形式改写这对平行线，分别就是斗(~J+(~厂I] 斗 (~J 。这里，不过原点的直线是过原点的直线
和一个常向量的和的关系一目了然（见图 6-7 ) 。

! 
X2 I 

常向盎仅）

X 

图 6-7 过原点的直线上的所有向量与一个常向量相加得到平移直线
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第 6 沿 线性方程组的丿 L何总义

好。这样咱就可以用图形表示非齐次线性方程组解的几何图形了。

比如上节中三元齐次线性方程组的例子里，如果解空间是一个直线或者平面，那么同一个

系数矩阵的非齐次线性方程组的解系就是把这根直线或平面平移一个特解向量的距离（见图

6-8) 。

./ 

X3 

/ 

,// 

I 伤'

X3 

(a) /Xi (b) 

,,., 

/ 
· X2 

/' 

图 6-8 齐次和非齐次方程组解的向量图形是平行的平移图形

所以，齐次方程组和对应的非齐次方程组的解析几何图形是平行的，或者说齐次方程组的

解的几何图形和对应的非齐次方程组的解的几何图形是平行的。具体来说，齐次方程组的所谓

基础解系 c点 +c女 + · · · +c,,一，点-r 的几何图形和非齐次方程组的通解 11• +cJ1 +c忐+· . ·+c,,_,.I;,,_,. 的

几何图形是平行的，基础解系是过原点的超平面，通解是不过原点（移开原点）的平行平面。

值得注意的是，齐次解的向量图形只要加上任意一个顶点在非齐次图形上的常向量，就可

以得到所有的非齐次解向量，非齐次解向量的顶点构成了非齐次解的几何图形。

还有一个值得注意的是，虽然非齐次解向量图形与行向量空间不再正交，但是非齐次解的

几何图形仍然与行空间的几何图形保持垂直的解析性质（见图 6-8) 。

6.5.4 非齐次线性方程组的例解

例 6. 1 解下列线性方程组，并说明其通解的几何意义：
X1 - X2 - X3 = -1 

x1 + x2 + 3x3 = 3 

_ 3x1 - X2 + X3 = 1 

解对方程组的增广矩阵B 作初等变换：
l -1 -1 -17 「1-1-1 - 17 「1 0 l 1 

B= I I I 3 3厂 lO I 2 2 尸 IO I 2 2 
3 -1 I I O O O O O O O 0 

因为 r(A)=r(B)=2, 所以方程组有解。由此得同解方程组

{x, + x3 = 1 
X2 + 2x3 = 2 

把上式变量X3 列右移，并补齐恒等式x产压，得到

X1 = -x3 + 1 

X2 =-2x3 +2 

X3 = X3 

二二=一二 -- -- .237. 



线性代数的几何意义

将其改写为向量的形式：
x -1 1 (1 

:: :=xr: 厂l~
令式 (6-8) 中的自由未知量 x3 =0, 得到方程组的一个特解：

,, =I 2 

,o 
令式 (6-8) 中的常向量项为 O, 并取 X3 = 1, 便可解得与原方程组对应的齐次线性方程组

( 6-8) 

-1 
的基础解系:'=I —21 。 因此所给的方程组的通解或全部解为

1 
l20 , 

+ 

)̀ l2l 
、

C C 为任意实数 ）

如图 6-9 (a) 所示，过向量§作直线 L, 则以原点为起点、以 L 上任意一点为终点的向量

c~ 都是基础解，它们全体构成的直线 L 就是所给方程组的基础解空间。

X3 

/ 

1 2 X2 

X3 

· 1 

X2 

(a)'\~X1 1 (b) 

图 6-9 方程组的基础解和通解之一

如图 6-9 Cb) 所示，过特解向量n 的终点作平行于直线 c, 的直线 c, + 1/' 则以原点为起

点，以直线上任意点为终点的向量 c,可，都是方程组的解，它们全体构成了方程组的解系 。

当通解中的 C取遍所有实数时，可以得到解系中的任意解向量。

例 6. 2 解下列方程组，并说明其通解的几何意义：

｛红 +x2 -4x3 =4 
-x1 -0.5x2 +2x3 = -2 

解对方程组的增广矩阵B 作初等变换：

B = [_~- ;,5 -; -: ]• [~ ~-; 汇[~oi -: ~] 
因为r(A) = r(B) = 1 , 所以方程有解。由此得同解方程组

X1 +0.5x2 -2x3 = 2 
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第 6 單 线性方程组的几何您义

把上式屯、 X3 变量右移，并补齐缺省的恒等式X2 气 X2'X3 = X3' 有同解方程组：
x1 = -0.5x2 + 2x3 + 2 

X2 = X2 

X3 = X3 
将其写成向量的形式：

X1 -0.5 21 (2 

X2 1= 乌 I 1 + X3 I O I + I 0 
x, 丿\ 0 j \ I 丿 l o 

把上式中的 X2 、 X3 改写成 c, 、 c2的形式，得到方程组的通解或全部解为

-0.5 2 2 

~J+c2[叶勹
如图 6-10 Ca) 所示，过向量:1 、女作平面 IIi' 则以原点为起点、以 III 上任意点为终点的

向量 c1:1 + c2:2 均为基础解，它们全体构成的平面 IIi 即为所给方程组的基础解空间。

(Cl'C2 为任意实数）

X3 X3 

,y1 /-

2 

/xi (a) 

·- -- -

X2 X2 

(b) 

图 6-10 方程组的基础解和通解之二

如图 6-10 ( b) 所示，过特解向量n 的终点作与 I7i 平行的平面II2, 则以原点为起点，以

平面II2 上任意点为终点的向量 Ci1 +C2女+,, 都是原方程组的解向量，它们全体构成了方程组

的通解解系。当通解中的 Cl 、 c2取遍所有实数时，可以得到所有解向量。

6.6 数域上的线性方程组（或向量空间）的意义

在使用高斯消元法解方程组时，大家有没有注意一个有意思的细节：在整个解的过程中，

只进行加减乘除四则运算，没有涉及开方运算，更没有涉及解二次以至更高次方程的计算。由

此看来，我们可以得到以下的推论：

• 假设线性方程组的增广矩阵的元素全部是有理数（意思方程组的系数和常数项全部是
有理数），那么加、减、乘、除的消元计算结果只能是有理数。如果我们定义方程组的基础解系

中的任意数为有理数，则方程组的解集也是有理数，从而我们可以完全在有理数的范围内讨论

线性方程组。

• 类似地，我们也可以把对方程组的讨论限制在实数域，因为加、减、乘、除不会出现
虚数。
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线性代数的几何意义

对方程组的讨论可以限定在某个数域，数域的定义是：

一个集合K是由一些数组成的，如果这些数中的任意两个数相加、减、乘、除的结果仍然

属千 K; 换句话讲，集合里的全部数对加、减、乘、除四种运算是封闭的，则我们称 K为一个

数域。

数域的例子有： 有理数域Q 、实数域 R 、复数域C等。

还有一个数域的例子是集合{ a +bi , (a, b 是有理数）｝ ， 可以验证全体 a+bi对千加、减、

乘、除封闭。

全体的整数集合不是数域，因为对除法不封闭，两整数相除会出现分数。

有了数域的概念后，前面的讨论都可以限制在某一个数域上了。如以数域K的元素为系数

和常数项的线性方程组，就可以称之为数域K上的线性方程组。进一步，对基础解系的任意数
也可以限制在数域K 内来。

如果以数域K的元素为分量的全体 n 维向量所组成的集合，集合里的向量关千加法和数乘

（数乘的数也属千数域 K) 封闭，因此，对这个向量集合的讨论就可以限制在数域K 内进行，

故称之为数域K上的 n维向量空间。例如实数域 R 的 n 维向量空间 Rn' 复数域C上的 n 维向

量空间 C" 。

9主 ：
原来俺在学习函数或映射时 ， 不太在意声明元素属于 (E) 某个数域、定义域、值域之类，

现在看来这个域不是随便叫的，它和所讨论的具体问题的运算有关，它和线性方程组甚至向量
空间的运算有关！比如，欧几里得空间是定义在实数域上的，而酉空间就是定义在复数域上的。

6.7 超定方程组的最小二乘解的几何解释

6. 7. 1 最小二乘法的向量解的几何意义

到现在为止，一个线性方程组Ax = b 可能有解也可能无解， 如果 b 不在 A 的列空间中，

则方程组是不相容的，高斯消元法将无法使用。另外，超定方程组也是不相容的。所谓的超定

方程组是方程个数多于未知数个数的方程组，而且每个方程都不能通过行变换化为其他的方程。

在实践中由于测量误差的存在和多次测量，超定方程组是很常见的。

尽管不相容的方程组在数学严格的意义上不可解，但我们还要求必须解出来它们，即使结

果是个非精确的解。最小二乘法就是这样的一个求解方法。

对于线性方程组Ax =b无解，向量 b 不在A 的列空间H中（见图 6-11 (a)), 那我们可

以在列空间中找个替代向量来求解， 这个替代向量在误差要求的范围内可以接受。有一个寻找

替代向量的方法就是把向量 b 向列空间投影，得到一个投影向量b' 作为替代向量。可以证明或

看出，这个投影 b' 是所有列空间向量里最接近原向量 b 的，是误差最小的，因为在点 b 到空

间平面上任意一点的连线中只有到投影点是最近的，投影线正交（或垂直）于平面。比如 ， 在

空间平面上任找一个向量b" 或 b"'C见图 6-11 Cb)), 在直角三角形 L\bb' b" 或 L\bb' b''' 中 ，

投影线 bb' 作为直角边永远小于任意斜角边。也就是说，作为误差的投影线，其长度是最小的，

亦即投影向量替代原向量的误差最小。
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b 

v v 
（的 Cb
图 6-11 无解方程组的最小误差解法图示

设向量的坐标式为 b = (xbPxb2, …,xb,J, b'= (x员， x立，… ， x心），那么投影线向量是 b 和 b'
相减的差（就是误差向量）：

其长度的平方就是

] 

bb'= b - b '=(xb1 -x困， Xb2 -X立，... ,Xbn -X卢）

回= (xbl -环）2 + (Xb2 - X五）2+ … + (xbn - X心）2
长度最小等价于长度的平方最小。现在看来这个最小误差是以平方和最小的形式来评估的，

因此称为最小二乘法。

总结，方程组 Ax= b 的最小二乘解（近似解）就是方程组Ax = b' 的解。

6. 7.2 一般最小二乘解的公式推导

一般地，方程组Ax= b 的最小二乘解有一个公式，我们给出推导的解释。

我们知道，误差向量b - b' 与矩阵A 的列空间正交，也就是与 A 的每个列向量正交， 那么

向量b-b ' 与每个列向量的点积等千零； A 转置一下，列向量变成行向量，仍然有内积等于零：

AT(b - b') = 0 

把Ax= b' 代入上式，有AT(b- Ax)= O 。化简得到所谓的正规方程或法方程：

Ar Ax= Arb 

这个方程组的解就是原方程组的最小二乘解。解出这个方程组，问题就搞定了。

进一步，如果ATA可逆（注意，不可逆上述正规方程也有解），那么有解的公式为

x= (ATA)"1ATb ( 6-9 ) 

6. 7 . 3 最小二乘解的例析

下面我们看一个例子，由此了解最小二乘解的解析上的几何意义。

例 6.3 在科学或工程中的一项任务就是分析或理解一些数量变化之间的联系，其中一些数

量的点列形成的图形近似接近于直线。比如在向火星发射探测器时，我们每隔一段时间测量一

下探测器到地球的距离。在这种情况下， t 是时间 ， y 是距离，假设探测器发动机不再工作且地

球对其的引力可忽略，那么这个探测器应该是以近乎常数的速度 V在运动 ： y=:fo+ Vt 。经过 m

次测量后得到一组方程组：
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％＋饥= Y1 
％＋尸t2 = Y2 

¾+ Vtm = Ym 

这是一个超定方程组，因存在误差而无解（如果不存在误差的话，两次测量就可以搞定直线方

程了）。因有两个未知数 Yo 、 V需要确定，根据最小二乘法的图解，这是在 m 维空间里， 一个

m 维向量向一个二维子空间投影的问题。把方程组写成向量形式：

~:: r. =rt: 、
: : V : 方程::::量了 4 组时间和距离的数据 (:,;)i (:, ~~'.'(1. I) 、 (3, 2) 、 (4, 5), 则相应的
1 0 。

I I I Y。 I I 
I 3 (v) = I 2 

·'4 」 ls
对应于 Ax =b, 如使用公式计算，首先要计算ATA 及其逆：

1 0 

ATA=[古 1 l l ]J l = : 16· 
1 4 

I [ J 
L呻

于是由最小二乘解公式

(ATA)一I=责[!l 了］

(6-9) 得

门=(ATAt'ATb =点［勹一;I~ ~ ~: J ! = (-i° ~2 J 
'5 

因此最佳拟合直线为y = -0.2+ l.lt, 见图 6-12 。 其中，所测量的数据 Y; 到直线的竖直
距离的平方和最小。 _J_j 

y 

丿
—

t 

I l 
图 6-12 最小二乘法的拟合

I 

6.8 方程组和矩阵、向量组的关系

到此方程组的东东基本搞定，本节简要地总结一下方程组和矩阵、向量组的关系。
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6.8. 1 线性方程组与矩阵乘法的运算关系

我们可以从线性方程组之间的运算关系来看矩阵之间的运算关系。这种对应关系可以看做
矩阵运算的代数意义。

设给出了两组线性方程组

和

Y1 =£li凸+ lli凸 + · +£li,心，1

易＝知芍＋知乌十. +CLi!,x,, 
: : : : 

Ym =aml芍 +am2易七 ·+an111x11

ZJ =b凸 +b凸 +·-+b111Xn
z? =b21芍+ h22凸十··-+b2n~11
: ::: 

ZIii =bl/凸+ bm2X2 + .. + bnvi戈，

把这两组方程组对应加起来，就是

Y1 江＝伲＋九）X1+ (气 +b12沁+· . ·+(£Zin +b111)xll 
Y2 飞＝如 :h21忱＋（知 :h22)Xi +· · +(G-in 吵2n )x,,

Ym + zm =(aml +bm, 凡 +(am2 +bm2凡+. ·+(amn +bmJxn 

(6-10) 

(6-11) 

因此由这组方程组得到的系数矩阵就是方程组 (6- 10 ) 和方程组 C 6-11) 的系数矩阵的和：

a, I + b, I al2 + bl2 ... aln + b,11 all al2 . . . aln b, I h12 ... bin 
a21 + h21 a22 + b22 · · · 生，, + b211 = a_21 a_22· · ·G-_211 + b?, b~2· · ·b初

a ml +b ml a m2 +b .. . m2 a mn +b ,”“ Qml am2 ... a加1 」 Lbml bm2 · · ' bmn 

意思是说，矩阵的加法可以认为是来之两组等阶方程组的对应相加。

同样，对方程组 (6-10) 两边同乘以一个常数 K, 就可以得到矩阵数乘的关系式：

al I a,2 . .. aln kal I k al2 ... kaln 

k l a?' 生2 .. ·G._211 = k~21 k~22 .. ·k~2n 

a ml a ... 1112 a 11111 kaml kam2 .. . kamn 

同样，矩阵与矩阵相乘的关系就可做看作两个方程组的带入关系，即把方程组 (6-11) 带
入方程组

得到

Yi = lli121 + a1222 十· • ·+ llim2m 
~2 =a2_1Z1 + a茫2 十·· ·+a2_m2m
: :: : 

Yk = aklzl + ak2Z2 +. ·+ akn,zm 

Yi =(a,1丸 +a12约 +· ·· +a沙，,,i)x1 +· ·_+ (a11丸 +a12妇+• • • + almbl/111)xn 
必 =(a21h11 +a22h21 王 · ·· +a2m如）X1 + ·· +(a21丸 +a22妇＋· · ·+ a2mbmn)xn 

Yk =(ak1b11 +ak2旯 +···+akm如）XI +···+(akl丸 +ak2妇+ ·. ·+ ak, 少，nn)xn
也就是两个矩阵的积的关系是

气气 · .. Clim bll 伈 · ·· !Jin伤气 ．．． 气rn『~1 b歹 ···q,, q丸 +CZi九+· ·+ Climb ml· • • lZi丸 ＋先伈+· · +CZimb, 吓
=I 吐丸＋呫21 : .. . 十伤m如 ． ．．生丸＋呫）2n: …+~mb,1111 

akl ak2 . . ·a/an JL bml b,n2 .. ·b/111 J La凇 +ak2丸+·. +ak,nb,n1 .. . akl九 +ak2乌，，+·. +ak,n忆

(6-12) 

C 6-13) 

(6-14) 

--::::: 一';" - • 二二=-=-- .243. 



线性代数的几何意义

注意矩阵的乘积的左右顺序，令方程组 ( 6-12) 的系数矩阵为A, 方程组 (6- 11 ) 的系数

矩阵为B 。把方程组 ( 6- 11) 代入方程组 ( 6-1 2) 得到方程组 (6-1 3), 其系数矩阵就是AB 。

9 原来，矩阵乘法实际上就是为了解方程组而发明的算法。
6.8.2 线性方程组、矩阵、向量组的关系

从前面的章节我们看到 ， 对线性方程组的研究，包含了对向量的线性组合和矩阵方程的研

究。方程组可以写成矩阵方程和向量组合形式等不同的形式，也反映了我们研究内容的不同。

即线性方程组、向噩的线性组合和矩阵及其矩阵方程可作等价研究。这样 ， 就把线性方程组的

内容、向量的线性组合的内容和矩阵及其矩阵方程的内容统一起来了。下面举一例。

例 6.4 问向量组 a1 = (1,3, -1) , a2=(2,2, 0), a3=(1,-l,l)是否线性相关。

求解分析：要解决一个具体的向量组是否线性相关，常用的方法是定义法。即是要考察，

是否存在一组不全为 0 的数 kl 、 k2、 k3 ' 使得
l 2 

I 1 ( 0 

k, I 3 + k2 2 + k3 I -1 I = I 0 

、-IJ l 。j ll) l O 
这是一个向量的线性组合式， 会感到有点不适应，但如果改写成线性方程组的形式就习惯了：

kl+ 2k2 + 从 =0

3kl + 2k2 - k3 = 0 

-kl+ 从 = 0

即是要考察该齐次线性方程组是否有非零解。如果改写成矩阵方程的形式

-~I ~ 一：ill~:;=丿
问题就变成考察系数矩阵的秩是否小千未知量的个数。这样，从线性方程组的解和矩阵的秩都

很容易得到向量组也、吟 a3 是线性相关的。从这个分析过程可以看出 ， 我们可以把线性方程

组、线性组合、矩阵及其矩阵方程，从形式到内容都统一起来作思考。

6.8.3 秩的关系

在线性代数课程中，秩的概念很重要，下面以线性方程组为基础，总结下矩阵的秩和向量

组的秩。

对于一般的线性方程组：

a11X1 + a12易 + ·· ·+ a1nx,, = b1 

a21X1 + a22X2 + · · ·+ a2,,x,, = h2 
: 

amlxl + am2X2 + ... + amnxll = bm 

通常采用消元法求解。在消元过程中，会出现方程组中的若干个方程被消去的情况，剩下的方
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程数记为 r(r雨n), 这剩下的方程数是固定的，即不管用何种方式消元，数 r都是不变的，称此
为线性方程组的秩。

我们再看矩阵的秩：

矩阵的秩一般是用矩阵中不等于 0 的子式的最大阶数来定义的，如果令矩阵的每行对应一
个方程，那么一个矩阵就可对应一个方程组，由前面的讨论可知，矩阵的秩实际上就是它所对
应的线性方程组的秩；同时，可由矩阵的初等行变换求矩阵的秩。

矩阵的秩还可以通过其他角度来理解。可逆矩阵的秩与矩阵的阶数相同，且其行列式不为
0。 因此，对千方阵，其行列式的值是否为 0 是它的一个重要数量指标。那么，对于一般的矩阵

和行列式的值为 0 的方阵有没有一个不为 0 的数量指标呢？矩阵的秩就是此数量指标， 一个矩

阵不一定有行列式，但是它有子式，我们用不为 0 子式的最高阶数作为矩阵的一个数量指标（即
秩）是非常恰当的，它不仅与方程组的秩相容，也和向量组的秩相一致。

矩阵的行向量组的秩称为矩阵的行秩，列向量组的秩称为矩阵的列秩，而矩阵中不等于零

的子式的最高阶数可称为矩阵的行列式秩，“三秩合一“，故可统一称为矩阵的秩。另一方面，

如果把矩阵行（列）向量组生成的空间称为矩阵的行（列）空间，把矩阵行（列）向量组的最大无关组

称为矩阵的基行（基列），那么矩阵的秩就是行空间、列空间的维数，基行、基列分别是行空间、
列空间的基。

而向量组的秩定义是 ： 一个 n 维向量组，它的极大线性无关组所含有的向量个数相同，这

个数即为此向量组的秩。

一个向量组即对应一个方程组，这个方程组中通过消元所剩下的方程的最少个数（这个数是

固定的），即为方程组的秩（记为 r), 即在方程组中存在 r个方程，这 r个方程可以表示此方程组

中所有的方程，并且这 r 个方程不能再少，对应到向量组，这 r个方程所对应的部分向量组就

是该向量组的极大线性无关组。由此，方程组的秩和向量组的秩本质上是一样的，可以用求方

程组的秩的方法求向量组的秩，即把向量组看成矩阵的形式，通过初等变换求秩。

综上所述，秩、维数等，在某种意义上说都是实质相同的概念，都可看做向量组极大线性

无关组的向量个数的引申。
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第7章二次型的几何意义

二次型是变量的二次乘积项的和 ， 类似于ax2 + bxy + cy2 的多项式子， 一般包括两个变量乘

积项和一个变量平方两种形式。二次型是个函数，如上式可以写成f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 的等

式形式。

有人疑惑： 这个多项式不是线性函数啊，这二次型和线性代数有什么关系？

我们知道，一个一元 n 次多项式可以用一个向量来表示，次数不超过 n 的多项式全体可以

构成一个向量空间。那么一个二次型是一个二元二次多项式，是不是也可以用向量表示出来？

基本答对了 ！ 这个二元二次型可以用几个向量的联合——矩阵来表示 ！

如果我们把函数f(x,y) = ax2 +b.xy+cy2 的自变量换一下，把单变量 x、y 合成一个变向量x ,

即 x= (x, y), 那么再引入矩阵，原二元二次函数就可以改写成一元二次向量函数：

f(x)=(x y)I b 2 厂）

这个样子的向量函数就是传说中的二次型（其中的矩阵要写成对称矩阵）。这个对称矩阵：

就可以表示二次型 f(x,y) = ax2 + bxy+cy2 o 

嘿，改写成这个样子后，又有向量又有矩阵，果然是线性代数的内容。 一旦改写成这个样

子就可以利用矩阵的强大功能了。其实，前面讲的矩阵的各种变换还真不能直接利用，因此人

们又发明了矩阵的合同变换应用到二次型的研究上。

其实，二次型的内容就是研究线性空间里的一个几何图形如何在不同的坐标基下的不同的

矩阵表示，合同的矩阵表示的是同一个二次函数的几何图形（这可能是“合同“名称的由来 1

二次型的应用广泛，比如信号处理里面的噪声功率、物理学里面的势能和动能、力学里面

的惯性张量矩阵、微分几何中曲面的法曲率和统计学里的置信椭圆体等，这些函数都是二次的，

都可以转化为二次型对称矩阵的研究。

我们不应觉得奇怪，比如功率是电压电流的乘积二次项，动能的公式mv2 /2 中有平方项出

现。据说二次型起源于解析几何中三维坐标系下二次曲线、 二次曲面方程的研究。 然而一般的

n 元二次型的一些概念和理论，比起解析几何中二次曲线及曲面的概念和理论，已变得有点抽

象。但由于它们之间的内在联系 ， 使得我们可以将二次曲线及曲面的几何图形用于理解二次型

的几何意义。比如， 二次型的一个典型的应用就是对诸如椭圆曲面、双曲抛物面之类的二次曲

面进行清晰地分类。因此，在正式引入二次型的定义前，俺想从二次曲面图形的绘制开始讨论。
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7.1 二次曲线及曲面的图形

7. 1. 1 二次函数的哪些系数对图形是重要的

在中学的解析几何中，对于一元二次函数f(x) =ax2 在二维平面上看（把函数值看做y 轴：

y:::: 矿）我们有非常清晰的几何图形，就是过原点的抛物线： a>O开口向上，整个曲线在横坐

标之上； a<O开口向下，整个曲线在横坐标之下； a== 0, 抛物线蜕化成直线 x 轴。

那么对于函数f(x)=ax气c 图形呢？我们依然清晰地知道，这是一条在纵轴方向平移后的

图形，仍是一条抛物线或直线，偏离原点了，但图形仍然相同。

那么对于函数/(x) = ax2 +bx+c 图形呢？虽然不是那么清晰了，但我们依然知道这也是一

条偏离原点的抛物线或直线，只不过在横轴和纵轴方向上同时进行了平移，但图形仍然相同。

因为可以把它经过配方得到上面的形式：

f (x) == ax2 +bx+ c = a(x + -) + (c - -) 
2a 4a 

到这里我们有一个小小的结论，就是三个函数的几何图形是合同的，合同的意思是它们经

过平移后图形会完全重合。

既然是这样，如果是要考察几何图形的话，对于f(x) = ax2 +bx+ c 类的函数我们只要考察

f(x) = ax2 的形式就可以了。换句话说，我们只需研究这个二次函数的二次项。

对千二元二次函数，同样有类似的情况。

二元函数f(x,y) =矿＋矿的图形在三维空间中观看（即 z =ax2 +cy勹，其典型的图形是

椭圆抛物面或双曲抛物面（见图 7-1, 至于其退化图形如抛物柱面等我们不再提及），其中的双

曲抛物面俗称马鞍面，如图 7-1 Cb) 所示。

Ca) (b) 

图 7-1 椭圆抛物面或双曲抛物面

在图中，添加了一个平行于 xoy 平面的平面。平面与曲面的相交线让我们清晰地看出，椭

圆抛物面的交线是椭圆，双曲抛物面的交线是双曲线（之所以称之为抛物面，是因为曲面与 xoz 、

yoz 平行平面的交线是抛物线）。

对千添加了交叉项的二元函数f(x,y) = ax2 +b.xy +匀2 的图形，在三维空间中观看（即令

z=矿 +bxy+矿），其典型的图形同样是椭圆抛物面或双曲抛物面 ， 只是它们的图形在坐标
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系中的位置发生了旋转。从上面 (z 轴反方向）看下去，曲面因系数 b 的正负值的不同发生了

左右旋转。

比如上面的双曲抛物面图形，如果我们改变系数 b 的值，通过与平面的截线的变化看出曲

面在旋转，图 7-2(a)到(c)的图形变化是改变交叉项bxy 的系数 b 由-5-0-5 变化得到的。可以

看出，双曲抛物面向右进行了旋转，同时曲面的形状发生了一些不明显的伸缩变化（再伸缩也

是双曲抛物面）。另外可以看出，当 b=O 即 f(x,y) = ax2 +cy2 时，曲面的图形相对千 x和 y 轴

是对称的（见图 7-2(b) ), 旋转后图形明显与坐标轴不再对称了（见图 7-2(c) ) 。

(a) (b) (c) 

图 7-2 双曲抛物面随着函数项bxy 的系数 b 由-5➔O➔5 变化而旋转

我们再来看看一般的二元二次函数f(x,y) = ax2 +bxy +cy2 +dx+叮+f 的图形，函数式与

前者比较看来，式中增添了一次项和常数项。根据一元二次函数的经验，增添了一次项和常数

项的函数图形只是把原来的图形在各个坐标轴 (x,y,z) 方向上分别平移了一个距离。对千二元函

数来说同样如此。

比如双曲抛物面图形，如果我们改变函数系数 d 的值，通过与平面的截线的变化看出曲面

在沿着 x 轴的方向（图 7-3 中左右方向为 x 轴方向）上移动，图 7-3(a)到(c)的图形变化是改变

一次项dx 的系数 d 由-30-0-30 变化得到的 。 另外，也可以看出，当 d=O 时，曲面的图形相对

千y 轴是对称的（见图 7-3(b)), 平移后图形明显与坐标轴不再对称了（见图 7-3(c)) 。

,//~ , /厂

Ca) Cb) Cc) 
图 7-3 双曲抛物面随着改变系数 d 的值其图形沿着 x轴的方向左右移动

通过以上的图形可以看出，由二次函数的二次项的系数就可以完全看出图形的类型。一次

项和常数项并不能影响图形类型的本身。至此我们可以有个总结就是，如果考察几何图形，对

于f(x,y) =矿 +bxy+cy2 + dx+ey+ f类的函数，只需考察f(x,y) =矿 +bxy+cy2 的形式就可

以了。换句话说，我们只研究这个二次函数的二次项就可以了。
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9 函数图形的合同

二元二次函数的几何图形是否合同呢？包含变量交叉项的函数的图形较不包含交叉项的
函数图形发生了旋转和伸缩变化，如果只是旋转，图形是一样合同的 ； 如果图形再伸缩变化，
就不一定了，比如原来同一平面的截线是一个圆，伸缩变化后变成了一个大圆或一个小圆甚至
变成了椭圆形，这还叫合同吗？
看起来几何图形不是合同的 ：， 大圆与小圆硬说是合同还勉强些，但椭圆和圆无论如何不能

重合啊。看来合同的含义有问题啊。
这个问题可以解决，解决的方法是先假定几何图形是不变的，类同一个刚体，函数式变了

的原因是因为坐标系变了 . . . … 嘿嘿，这样就可以自圆其说了一一可以把椭圆说成是圆一一都是
同一个刚体的在不同坐标系下的像．．． …这其实正是二次型的内涵，我们后面慢慢谈起。

7. 1.2 二次函数与二次方程的关系

二次型是一个函数，给定这个函数一个值，就成为二次曲面方程了 。

当然，函数有几何图形，方程也有几何图形。 两者图形之间的关系是： 方程的几何图形是

函数几何图形与直线、平面或超平面的截线。

比如二元二次型函数：

f(x,y) = 』 x2 + y2 (7-1) 

其几何图形绘制在三维坐标系 {o,x,y,z} 中是一个椭圆抛物面。 令f(x,y) = 1 , 则截痕方程

归 + y2 = 1 在二维坐标系 {o, x,y} 中的图形是椭圆 。 这个椭圆就是椭圆抛物面与平面z= l的截
4 
线投影到到 xoy (或产0) 平面上的图形，它与在平面z= l上的椭圆完全相同 ， 即

其图形见图 7-4 。

1 
z = f(x,y) = -x2 + y2 I 2 

4 • -x + y2 = I 
4 

z=l 

截痕在xoy面上
的投影即方程
1 一Xl + y1 -:,:} 
4 

·--、-

图 7-4 方程是函数与平面的截痕的投影

: 

如果我们是二维的平面动物， 将无法看到二元二次型函数的 3D 全貌，但我们可以通过用

平行平面多次截图，并把截线投影到二维平面上来想象三维的图形。

比如函数式(7-1 ) 的几何图形四次均匀截线在 {o,x,y} 平面上的投影是同心椭圆（见图 7-5 ),

由此我们可以在二维空间近似地想象三维空间里的椭圆抛物曲面的庐山真面目 。
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线性代数的几何意义

由此可以推广为：

如果数域 F 上一个 n 元二次型是 j(Xi,X五. . , xn)' 则方程f(xi,Xz,…, x11)=d 的图形就是：

定义在尸的一个二次函数z = j(X1,X2,···,Xn)' 它在 n+l 维空间 pn+l 的图形（二次超曲面）与

平面 z=d相截交，此截交线在 pn+l 的 n 维子空间——“坐标平面" {o,x1,x2,-· ·,x,J 上的正投影

（超曲线）的图形。
y
,_ 

X 

l 
图 7-5 三维图形的平面截线在二维平面上的投影

用截线投影的方法可以绘出更高维的几何图形，比如四维图形。

如上节二元函数值的图形刚好在三维空间里观察。对千三元二次函数，它的函数值只能描

绘在第四维坐标方向的空间上。但我们是三维动物，应如何看四维的图形？

类似地，方法是，对于三元二次函数 rp = f(x,y, z), 我们在一个三维坐标空间里同时绘制

出 o为不同数值的方程图形，比如令o为负数、 零和正数时的三维图形，这些三维图形正是四

维截痕图形的三维投影，把这些投影大范围地组合起来，就可以想象三元二次函数的四维图形

了。或者干脆就叫这些投影组合为类四维几何图形。

稍具体来说，如果我们假设三元二次函数 rp = ax2 + by2 + cz2 (a 、 b > 0, c < 0), 当 (fJ < 0 时是

两个椭圆抛物面，当 (fJ = 0 时是两个圆锥面，当 (fJ > 0 时是两个双曲抛物面，则这三个部分曲面

构成了一个典型的类四维曲面图形（见图 7-6 (a)) 。

如果 (fJ 取更多的值，则我们可得到更多的图形＇进而取得三元二次函数非常丰满的类四维

图形的概念（见图 7-6 Cb)) 。

、

10 

。

- 10 

10 

(a) Cb) 
图 7-6 某种三元二次函数的类四维图形
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第 7 袍 三次型的几何意义

9 遐想
从图中我们体会到这三个典型的曲面之间存在着许多过渡曲面。这些曲面与某一平面相截

将得到各类的所谓“圆锥曲线”，与其中的圆锥相截当然得到圆锥曲线，与其他的曲面相截也得
到圆锥曲线。在这里我们扩展了圆锥曲线的几何内涵。

7. 1 . 3 圆锥曲线的向量方程

这一节咱回顾一下高中时就接触到的著名的圆锥曲线，讨论它们的向量方程和图形是如何
的。

二维平面空间中的几何图形比如圆、椭圆、抛物线及双曲线等也属于二次曲线图形，这些

曲线又称为圆锥曲线，因为它们可以看成是由平面和双圆锥面相交而得到的截线，见图 7-7 。

双圆锥面和平面相截交的方程组是

{f(x,y)~ax'+2b汀+cy'+dx+cy+ f 

f(x,y) == g 

其中， f(x,y) = g 就是那个截平面方程。由此，平面上的二次曲线的一般形式为

ax2 + 2bxy + cy 2 + dx + ey + f = 0 

那么此方程的向釐及矩阵的形式可以是

(x,y{: : 『;)+ (d,et)+(f)~(0) 

（注： xy 的系数写为 2b 是为了得到矩阵方程的一般形式。）

\\ 

\ 
2 

`v 

4 

/ 

// 

/ 

/ .. 

I 
I I 

(7-2) 

心力

(a) (b) (c) 

图 7-7 椭圆抛物线、双曲线是圆锥曲面的平面截线

根据我们中学的经验，如果把方程 (7-2) 化简为 a'x'z +c'y '2 = f' 的形式，我们就比较容易
看出来是椭圆还是双曲线等。下面我们对方程进行分类分析，看如何化简成想要的形式。
对于不包含交叉项的方程 (b= O时） ax气矿 +dx+ey+ f = O, 我们可以对它进行配方得

到 a'(x+ g)2 +c'(y+h)2 = f' 的形式，并对它进一步进行平移变换：

{:'.:;:!~(;}(:)叮
平移变换使曲线的对称中心平移到坐标原点，进而得到想要的形式 a'x'2 +c'y'2 = /' 。

对于只剩下二次项和常数项的方程形式，也就是二次曲线的对称中心与坐标原点重合时，
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线性代数的几何意义

其方程形式为

ax2 + 2bxy +矿 =I

为了判别该曲线的类型，需要作坐标旋转，消去乘积项 2bxy, 只含平方项。引入旋转线性

变换： t = x'cos0 - y'sin0 、 x cos0 -sin0 x' 
y = x'sin0 - y'cos。气J = [ sin 0 - cos 0 ](』

代入二次曲线方程，简化得到想要的方程形式a'x'2 +c'y'2 = f' 。

实际上，对于完整的方程 (7-2) 的形式，应该先进行旋转变换，消掉交叉项，然后再进行

平移变换，消掉一次项，才能顺利地得到平方项形式的方程。

以上是中学的处理方法，适用于低维的空间。随着二次函数的变量的增加，函数变得更加

复杂起来。为了方便研究二次函数，需要使用向量和矩阵工具来分析。比如，方程是高维空间
的函数如下： . 

a冈 +a冯＋…+a义+2b12X凸 +2b13X凸 +···+2bll一l,n Xn-lXn + C1X1 + C凸 +•• • +CIIXn + f =0 

一次线性部分仍然可以配方法处理，但首先二次交叉项如何处理呢，如何确定这个高维空

间里的旋转变换呢？好复杂，类似前面的写法，把它改写成向量方程就简洁多了：
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7.2 二次型及其几何意义

二次型就是不含一次项的二次函数。先来看 n 个变量的二次型的定义。

7. 2. 1 二次型的定义

含有 n 个变量 X1, X2, …, xn 的二次齐次函数：

f亿，X2 ,'..'Xn) = all忒 +a22斗 + · ··+ann斗 +2年环 +2a13呫+ . . . + 2an-l,nXn-lXn 

称为二次型。只含有平方项的二次型称为二次型的标准形：

f化，环..,xn)=£li冈＋屯劝+· . ·+annx; 

二次型实际上是n 元二次齐次多项式。为了使用矩阵作为分析二次型的工具，我们找到了

二次型和对称矩阵一一对应的关系。实际上， 二次型可以这样表示为变元向量和矩阵的乘积：

Cli l al2 . . . Clin 

f亿，X2, · ·,XJ = (芍，X2,. ·,xJI • • 知生2· · • ~n 

: 
Clin 生，! ••• a,m n 

x 

2 

斗

X
:

·
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第 7 溜 二次型的几何意义

二次型中二次项的系数构成了矩阵，这个构成如下对应关系：

气忒 +a22劝+·· ·+am, 斗 +2先平2+2先罕3 + .. ·+2a心心+ 2a23X2,:S + .. . + 2an-l芯芯__ ., 一..... —__ .. 
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确定一个二次型。其中矩阵I~11 at · · ·ay1 \ 被称为二次型 j(X1'X2 ' . .. ' x,,) 的矩阵。

al11 a2n .、毫 a,,n

改写其为矩阵形式的表达式 f(x)=xTAx是为了方便。 那么，今后对二次型的研究就归结

到对实对称矩阵的研究上来。

7.2.2 二次型的几何及物理意义

二次型的几何图形是二次曲线或曲面，多元的二次型图形是超二次曲线或曲面，这也算是

二次型的几何意义，不过是解析意义而不是向量意义，它们是向量末端集合的图形。如果在复

数域上讨论向量， 则可以说二次型的几何意义是向量的长度的平方，而且就是向量在不同坐标

系下长度的平方。我们来看：

n 维向量在标准正交基下的坐标式为X :::: (x1,X五. . ,x") , 那么它的长度的平方就是

闵＝ （因五＋二五）2=对＋戏 +···+x;
这就是二次型的规范形。

这个向量如果放在一个保持单位和坐标轴正交关系都不变的新坐标系（基的正交变换）下，

那么向量长度重新表示为

Ix 12 = (x'i)2 + (x'2)2 + · · · + (x 'J2 = x '广＋卢+ · · · +x '/

这也是二次型的规范形。
这个向量如果放在一个保持坐标轴正交关系不变但单位不同的新坐标系下，那么向量长度

重新表示为

Ix 「 =(a1x守+ (a2X守+ • • • + (a11x守 =a江＇广 +a扛 '/+ ·· ·+a红',/

这就是二次型的标准形。
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线性代数的几何意义

这个向量如果放在一个任意的 n 维新坐标系下，这个新基的度量矩阵为 s, 那么向量长度

由推广的内积定义重新表示为

I x i' =(罕豆）2 = x.r Sx'= (x'"x',, .. ·,x '.,) ::: 
a ... 22 a 211 . . .. 

a,2 ... aln If x', 

~'2 

a In a , 
211 · · ·a,in _j \ x 11 

这就是二次型的一般形式。

一句话，二次型是向量的长度的平方，这个平方值不随坐标基的变化而变化，是个不变量，

是绝对性的，而二次型函数的数学表达式却随着坐标基的变化而变化。

那么二次型有物理意义吗？是的，有对应的物理解释。

因为二次型和广义内积的联系，咱自然而然地把它的物理意义与距离以及能量联系在一起。

二次圆锥曲线首先是和距离联系在一起的。比如： 圆的轨迹是与到原点的距离为恒常数联

系在一起的，用向量函数可表示为(x,y{'o]厂）气；椭圆的轨迹是与到两个焦点的距离的和
0 1 y 

是恒常数联系在一起的，用向量函数可表示为： (x,y{ a O]厂） ;J; 双曲线的轨迹是与到两个
0 b y 

焦点的距离的差是恒常数联系在一起的，用向量函数可表示为(x,y{~-~I勹=/'抛物线的
轨迹是到一个点（焦点）的距离等千到一根直线（准线）的距离的点联系在一起的，用向量函

数可表示为 (x,y{~ ~]勹） = (d,O)勹），即 (x,y{~ ~]勹） + (-d,O)勹） = 0 。
实际上，上述的向量函数不是直接与距离的量联系在一起，而是与距离的乘积或距离的平

方联系在一起的，或者说向量函数实际上是与内积的概念直接联系的。

前面讲过，一般的二次型向量方程如下：

(x,, x,,. · · , x,,)I :11·2~;' : : : };::.~1 I :: I+ (c,,c少， c,, )I :; l+(f)=(O) (7-3) 

h1,11-1 h2,11-1· · ·an I\ xii 
X 

11 

这个方程细看起来有点意思：

(/)是一个实数值；

X1 

(cl ,C2'…,cn)I~2 I 的形式就是内积运算，是常向量和变向量的内积，结果是一个实变量；
X 

II 

al 
b 

(xi,x2,. · ·,xJI =1'2 

bl,2 · · ·bl,n-1 斗
a2···b x - r•-1 I ,2 i 的形式也是内积运算，是同一个向量与自己的内积

b b .. . l,n-l 2,n-1 a 
" 

X 
II 

（即长度的平方），确切的讲是推广的内积运算（参见第四章的内积推广部分），结果也是一个

实变量；

如果把(f) 也看做内积，那么这三部分都是内积，方程 (7-3) 就是三个内积和等千 0。
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因此二次型就具有了内积所具有的物理意义，比如向量的元素都是速度的值， 那么二次型

就有总能量的意义。让二次型等于一个实数，就是说，向量运动总是保待这个值不变一—能量

守恒 ， 这样二次型的图形就是能量守恒时向量的运动的轨迹——难怪圆锥曲线可以描述天体运

动的规律。难怪狭义相对论中的度规不变量是一个二次型（进一步的解释放在了本章的最后一
节）。

如果在复向量空间里定义内积，那么二次型的对称矩阵也就完全类同千内积的度量矩阵的

含义了。

其实二次型和内积都属于一种更广泛意义的函数 双线性函数。如用双线性来理解二次

型，我们才能安然地接受二次型也属于线性代数的研究范畴。

7. 2.3 二次型函数与双线性函数的关系

就像本章开头提到的疑问：线性代数主要研究“线性”问题，如线性变换、线性空间、线

性方程组等， 二次型却是非线性的，形如f(x,y) = ax2 + bxy + cy2, 为何能用矩阵等线性工具

研究？实际上，可以从下面几个方面来理解：

一是，二次曲线或曲面本身就具有线性的性质，比如直纹曲面，一个坐标方向是直线，一

个坐标方向是二次的，就可以描绘出直纹曲面（参见图）。

二是，用向量研究一元多项式，是用多项式的系数构成向量来等价地替代研究， 不是直接

研究多项式本身，因此化非线性为线性； 同样，用二次型的系数构建矩阵来等价地替代研究它，

同样化非线性为线性了。

三是，对二次型的研究利用了双线性函数的概念。二次型本来就是一个对称的双线性函数。

双线性函数也是线性函数啊，既然是线性函数， 当然可以用线性代数的向量及矩阵工具进行研

究了。那么什么是双线性函数？

简单点说，双线性函数就是定义了某维线性空间里的双向量（两个向量）的一个运算，运

算结果是一个数，这个数属于某个数域（如实数、复数域等）。比如，双向量的内积就是一个双

线性函数。双线性具体是嘛意思呢？我们看 n 维线性空间下的内积运算式：

< x,y >= xT y = X1Y1 + x必+ · · ·+ XnYn 

如果固定一个向量比如 x, 把向量 x 改写成常向量x = (ki,k2, … ， kn ) ' 则内积变为

< X, y >= X Ty = A仍 +'1仍+·· · + knYn 

这是—个线性函数。

相对地，如果只固定向量 y, 同样也是一个线性函数。或者说，其中一个变元固定时是另

一个变元的线性函数，两个向量互为线性，称之为双线性。

前面讲过，推广了的内积定义是：

< x, y >= x TSy 

其中 S是度量矩阵，是对称的正定方阵。

推广了的内积也是特殊的双线性函数，因为这个定义与一般的双线性函数的定义式形式是

相同的，只是双线性函数矩阵S是一般的 n 阶方阵而已。

双线性函数的一般定义如下：
-:;- .255. 
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设户是数域P 上n 维列向量构成的线性空间，向量x,y E pn, 再设A 是P上的 n 阶方阵。

f(x,y) = xTAy 

则 f(x,y) 是PN 上的一个双线性函数。

现在看二次型，二次型的矩阵表示式是XTAx, 显然二次型是双线性函数。实际上，二次

型不过是合并变量的对称双线性函数。所谓对称的就是满足f(a,/J) = f(/J,a) 的要求，因此矩

阵 A 是对称矩阵，这就与二次型的对称矩阵相一致了 。 不过这还不够，因为对称双线性函数的

表示式仍然是xTAy, 还需要把变向量合成一个 x 才称其为二次型。

下面我们画出两个简单的对称双线性函数及其对应的二次型的图形。希望能看到二次型的

线性意义出来。

一维线性空间里，最简单的对称双线性函数为f(x,y) = (x)[l]y = xy, 对应的二次型函数

为 f(x) = (x)[l]x = x2, 它们的图形见图 7-8, 可以看出，对称双线性函数是一个双曲抛物面，

俗称马鞍面。

从图 7-8 中可以看出马鞍面的双线性出来：当用垂直于 x 轴的平面去截马鞍面时得到一个

个直线（见图 7-8 Ca), 就是固定 x 变量，令 x=k时的函数 f(k,y) =ky的图像）；同样地， 当

用垂直于y轴的平面去截马鞍面时得到另外一个个直线（见图 7-8(b),就是固定y变量，令 y=k

时的函数 f(x,k) = kx的图像）。

从图上也可以看出马鞍面包含的二次型出来：当y=x时，平面y=x所截取的曲线图形就

是抛物线f(x) = x2, 这就是二次型的图形了（如图 7-8 Cc) 所示）。

10 

5 

, 。

-5 

0 星

5 

一 10

-5 

x 

10 

, 

-10 

, 
• lO._ ....-心 y

(b) Cc) 
图 7-8 马鞍面的双线性和二次曲线性

二维线性空间里，最简单的对称双线性函数为伈 x』~a勹 =x,y产凸Y, , 其二次型函数

为 (x, x2叮（勹=x12 +xi 。
二维空间里的双线性函数的图形是一个五维的几何图形，即使画出来这个图形也是一团乱

麻似的难以看出几何图形的规律。若想一窥其真容，只能用切片法来想象一下了。

前面讲的一维双线性函数的图形是马鞍面，假设我们不知道这个一维双线性函数的图形是
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第 7 章 二次型的几何慾义

什么，如果用切片法的话就是固定一个变量 X, 垂直 x 坐标轴切出一个“直线”图片；再固定

一个变量 y, 垂直切出另一个“直线”图片；然后竖直斜切，切出一个抛物线；再水平斜切，

切出一个双曲线。我们把这些切片组合就形成了一个天马行空的马鞍面出来。

好，如法炮制，切出二维线性空间里的双线性函数的图形片片：

固定一个向量x = (xi,xi) = (ki,ki), 就得到一个平面f(k,y) =k1Y1 +k2凡；另外固定一个向

量 y=(Y1 ,YJ=(ki,k2), 就得到另一个平面f(x,k)=k王 +k2x2; 然后竖直斜切，切出一个抛物

面；再水平斜切，切出一个马鞍面……

9 直纹面：
从这里我们终于明白了马鞍面为何也称为一种直纹面

一一就是可以用巨多的直线织成啊——神奇，用直线可以

丝毫不差地构成一个变化多端的曲面，如图 7-9 所示。

，一 ->

图 7-9 马鞍面也是直纹面

7.3 二次型合同对角化的几何意义

二次型对角化就是把二次型化简成标准形或规范形，或者说把二次型度量矩阵化成对角矩

阵，这就是二次型的对角化问题。

对角化二次型必须要是矩阵的合同变换，或者说度量矩阵和变换后的度量矩阵（对角阵）

必须是合同的。因为只有这样才能使二次型的函数值保待不变，才能使向量长度保持不变。其

他方法比如矩阵的相似对角化法能使矩阵对角化，但这与二次型度量矩阵的对角化不是一回事，

相似对角化法不能保证二次型的值不变。

从几何意义上讲，相似对角化法是使矩阵本身所表示的某种线性变换不变进而对角化，而

二次型对角化法是保证矩阵背后所代表二次型的值不变。它们所要求的不变量是不同的。

什么样的合同变换可以保证二次型的值不变呢？其实这是一个简单的变量替换过程：

对于一个二次型：

j(x) = XT Ax (7-4) 

有一个向量替换关系 x=Cy, 把它带入式 (7-4), 则函数值不变，得到

f(x) = xT Ax= (Cyf ACy = y rcr ACy = yr (Cr AC)y (7-5) 

式 (7-5) 最后的表达式中的度量矩阵是CTAC' 这正是一个合同变换。

确实是矩阵的“合同“变换，对矩阵A 的左、右同时变换（左乘 CT和右乘C), 行和列的

变换“合同”进行。

简单的变向量替换实际上就是基坐标系的变换：

基变了，原来向量的坐标系当然变了，即 x今 y, 这时如果仍然保持二次型值不变的话只

能把原度量矩阵变成一个新的度量矩阵A ➔CTAC 。

和广义内积的度量矩阵是一样的，选不同的基， 二次型度量矩阵就不同，二次型的表达式
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线性代数的几何意义

也就不同，但二次型的值在不同基下是不变的。因此，选何种基的问题就变成了对度量矩阵进

行何种变换的问题，二次型的化简就成了度量矩阵的对角化问题。

如果新的度量矩阵是一个对角矩阵CTAC =A' 我们就说把二次型合同对角化了。

合同变化的方法有多种，比如正交变换、配方法、行列初等变换法等。

要选择什么样的合同变换对矩阵A 进行对角化呢？这与你应用目的有关系。

常见的二次型的应用主要有两类，一类是与二次曲面相关的，一类是与多元函数的极值有

关的。比如，在低维空间里如果要看这个几何图形是个什么二次曲线或二次曲面的话，就只能

对矩阵A 进行正交变换，即通过旋转或镜像变换来保持原几何图形不变形；将这个二次型通过

正交变换化成标准形，然后通过这个标准形判断二次型代表何种曲面。主轴定理告诉我们，标

准形的参数就是二次型的矩阵的特征值。所以，根据特征值的符号或者根据惯性定理就能确定

或判断曲面的类型。

如果要判断这个函数是不是在任意变量下都是正值或是负值的情况或者求这个函数的极值，

就可以使用其他的可逆变换对矩阵A 进行各种合同变换，比如初等变换、配方法等。这些变换

在背景坐标系下看起来可能会改变图形的形状，比如把一个球变成一个椭球，但变换后的图形

该凸的还是凸、该凹的还是凹，（复）向量的长度平方该正值仍正值、该负值还负值。

7. 3. 1 二次型对角化之正交变换

我们把二次型变换成标准形时，要求的是合同变换，而一般来说没有现成的方法可以直接

求合同变换。但我们发现二次型对应的是一个实对称矩阵，而实对称矩阵是一定可以通过相似

变换为对角阵的，更重要的是在实对称情况下，这种相似变换还可以是正交的，这时候相似变

换就成了合同变换了。所以我们是用正交的相似变换代替了合同变换来求二次型的标准形的。

因此，正交变换既是相似变换同时又是合同变换。

对千一个正交矩阵Q, 因为QTQ=E' 所以有 QT =Q-1 。如果用正交矩阵进行合同变换，

那么有向量替换关系 x=Qy使

f(x) = xT Ax= YT (QT AQ)y = yT (Q-'AQ)y 

因此 ， 正交变换既是相似变换同时又是合同变换。

由千正交变换保持变换前后的向量内积不变，从而保持向量的长度与夹角不变，所以正交

变换属千刚体变换，是代表空间的一个旋转／镜像变换。利用矩阵乘积分解的方法，这种变换的

转轴、转角可以用矩阵的特征参数量化地表示出来。

和其他合同变换（又称为可逆线性替换）不保持图形的”形状＂，如可以把椭圆变成圆的特

点相比，正交变换则保持原图形的”形状”。

例如，椭球面的方程为

2 2 2 
X y Z 
—+—+ — = l 
1 4 9 
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第 7 矗 二次型的几何恋义

将其通过可逆线性替换
Y ' 一

X 

z 

l 
X 
化为X ,2 + y ,2 + z ,2 = 1 ' 即椭球面变成了球面， 不保

2 II y' 

3 丿 l z I 

持图形的”形状”。

椭球面方程也通过不可逆线性变换1:1= 1 \ l厂: I 化为 x'2+y''= I, 即椭球面变成了圆
z O z' 

柱面 ， 也不保持图形的”形状”。

而正交变换保持向量长度和角度不变， 因此几何图形不变。所以在讨论二次方程决定的图

形时，必须用正交变换；如果只考虑它所属的类型， 则可以用可逆的合同变换（当然也包括正交

变换）。

用正交变换 x = Qy把三元二次型 f(x)= xTAx化为标准形入式 ＋入2对＋九y: , 在几何上就

是把坐标轴变换到与二次曲面xrAx= 1 的主轴 （ 即对称轴）重合的位置。 其中 Q 的列向量恰好

伈出了＿、一次曲面的王轴的方向 。 因此，关于用正交变换化二次型为标准形的定理也称为主轴定

理。这同时也是主轴定理的几何意义。

下面插一下主轴定理的定义：

对千任意一个 n 元二次型：

f亿， x2 , · · ·, x11) = x T Ax 

存在正交变换 x =Qy ( Q 为 n 元正交矩阵），使得

XT Ax= YT (QT AQ)y =入对＋九对+ ... 十九y}

其中 ： 入 ， A2 ,. ..'凡是实对称矩阵 A 的 n 个特征值； Q 的 n 个列向量是对应于特征值入，入2,… ，九

的标准正交特征向最。

因此，从几何图形上寻找二次型主轴的问题， 在线性代数中就等价千让矩阵A 经过正交变

换（同时也是相似变换）使矩阵A对角化。 要对角化就要找它的主轴的大小和方向 ， 也就是找

它的特征值和特征向量。

找到了特征向量就可以用它们组成一个正交矩阵，用这个正交矩阵就可以把二次型转到对

角化，实际上就是把坐标轴转到二次型曲面的主轴方向，由此可以简化二次型。在许多工程问

题中，可以使它的某些物理意义变得清晰起来，因而得到了广泛应用 。

例 7. 1 用正交变换化简下列二次曲面方程为标准形：

忒＋喜＋寸 -2x凸 = 1

解 将左边的二次型表示为矩阵／向量形式 ：

X1 

xt +斗 + x;- 2x凸 = XTAx = I x2 
X3 

容易求出矩阵A 的特征多项式：

23 xx 
L 

01 1
0 

0
T ( 7-6 ) 

入 - 1 0 -1 
归-Al=I 。 仁 I O I = 入（汇 1)(正 2)

-1 0 入 - 1

其实到了这里得到了特征值，我们就已经知道了二次型的标准形， 如果要知道正交矩阵的
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线性代数的几何意义

话，继续：

由每个特征值炉I, 2, O, 计算出对应的特征向量，并单位化：

e, = I n e, = Tz[-f ],e, =Tz[~ 
因为它们是对应于不同的特征值的特征向量，因此彼此正交，是R3 的规范正交基，不用施密特
正交化了。令x= Qv ' 其中

。
1 1 

✓2 ✓2 
Q = [ei,e心 ] =1 1 0 0 

。
1 1 
✓2 ✓2 

将其代入式 C 7-6 ), 并化简为 Y12 + 2式 = l 。

图 7-10 (a) 是旧坐标系下的二次型图形 ， 建立以特征向量为基的新坐标系。新坐标系

{o,Yi,Y2 , Y3} 的基为化，e2 ,e3} , 原曲面在新坐标系下（见图 7-10 C b )) 容易看出来是一个椭

圆柱面。它的准线是凡Y2 平面上的椭圆，对称轴是 Y3 轴。我们看到， 二次型矩阵 A 的三个特

征向量e尸生、生的方向就是椭圆的长轴、短轴和对称轴的方向，正是由于我们取了 A 的正交规

范特征向量为新基，原方程才得以化简。由于过渡矩阵Q = [ e1 , e2 , e3 ] 的行列式为 1, 故新坐标

系仍然是右手直角坐标系。

Y3 
1 l O -I _,T X3 

------

· l 

、｀
\、

.、\

｀、

-~I 

2 

-~ . - I 

\ 
矗 -2

(a) i--; (b) 
图 7-10 新旧坐标系下的二次型方程图形

9合同变换和相似变换

用合同变换把矩阵对角化就等同于把函数化成了纯平方和形式。这样讨论起来函数的值的
正负性质、极值等结果就非常明显，几何图形也容易推测出来。

． 合同变换与相似变换各有所长，前者仅适用于对称矩阵，保持了矩阵的对称性、正定性、
秩等性质不变，后者适用于一般方阵，保持了矩阵的秩与特征值不变。
合同变换并不唯一，但对角线上正负元素的个数是唯一的。它保持了矩阵的秩、 对称性、

正定性、半正定性等。合同变换的最大特点是保持对称性不变一—这是由向量长度平方值不变
所决定的。
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第 7 單 二次型的几何总义

7. 3.2其他二次型对角化的方法

其他的二次型的合同对角化方法还有配方法、初等变换法等。

配方法是可逆的线性变量替换，属于合同变换。该方法咱中学都学过，用其对付简单的二

次型还比较适用，不妨简单地总结一下其步骤：

(1) 如果二次型 f(Xi,X2,… ， xn) 中至少有一项平方系数不为零，比如 a11X12 -:f:; 0' 那么就把所

有含有X1 的交叉项进行配方。

Yi =0i1芍诏凸+ ·+Oin~t 生 Clii ... 气
Y尸Xz 1 0 (2) 配方后，进行第一次变量替换~ : '简写为y=Dx= ·. : IX 。

Yn =x,, 
如果写成带入的形式就是x=D-1y=Cy, D显然是可逆的。

(3) 原二次型变为 f(x,,X2,…, xn) = —- y i2 + .f (y 2'y 3'• • • ' y II) 的形式。如果二次型
Qll 

f仇， Y3,…, yJ 中还有不为零的平方项系数，重复以上步骤，直到平方项系数为零。

(4) 对于平方项系数为零的只含有交叉乘积项的二次型，比如 2hx1易，就使用平方差公式：

l 

XI= Y1 + Y2 
X2 = Ji —Y2 
X3 = J3 . . . 

即

Yn =xn 

1 1 0 ... 0 
1-1 0 ... 0 

x = Ciy = I 1 ? I Y 

代入化成平方项，转换成前述的情况继续配方，直至化成标准形。

对千一个二次型，用上述的配方法，总可以使所有的交叉混合项消失，变成标准形。以上

两种情况变量替换所用的变换矩阵都是可逆矩阵，因此，总存在一系列可逆矩阵

C,, C2, ··· ,Ci, · · ·, Cs 使得

f (xi ,X2, · · ·,xii)= xT Ax= y T (q· ··Cf· ·.q C!)A(cl c2· · ·Ci· · ·cs)y = d冈 +d忑 + · ··+dny;

所以，配方法也是多次合同变换的结果。

初等变换法也是合同变换，有一个定理给出了二次型度量矩阵的初等变换法：

任给一个实对称矩阵A, 肯定存在一连串的初等矩阵 1'i ,T2, …, Tn ' 使 A 对角化：

d 

T/ .. . T/J;T AI; 兀 ..'Z: = (1'iT2.' . Z:)T A(I;T2 ... Z:) = CT AC= 

实际的操作是

d2 

d n 
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线性代数的几何意义

d1 

I'iT AI; 今 T}I;TAI;I; • T/ · · ·TlI;T AI;1、~-··I: ➔ d 2 ( 7-7 ) 

dn 

其中矩阵A 左乘T/ 是对其进行初等行变换，右乘 T,是对其进行初等列变换。出题的考官
为了圆满，常常让你给出马后炮—一变换矩阵C; 变换矩阵 C=I;兀... z:' 如何得到？因为

C=I; 兀. -~=EI;I; . . -~, 所以只要对 n 阶单位矩阵E作同样的初等列变换就可以同步求出了。

式 ( 7-7 ) 的运算过程是每一个步骤进行一次行变换就马上进行一次列变换，这样每个步骤

都是合同的。当然，在一个步骤里可以先进行多次行变换再紧接着进行同样多次列变换。

配方法、初等变换法都是合同变换，但得到的对角矩阵的对角线上的元素一般不是特征值，

这与正交变换不同。当然它们具有一致的几何意义，只是手段稍异，本质相同罢了。

7.4 惯性定理的几何及物理意义

在上面的各种对角化的不同变换中得到的标准形一般是不一样的，比如正交变换时，并没

有规定对角矩阵中对角元的顺序，所以对角矩阵是不唯一的。类似地， 其他合同对角化方法的

每个步骤也不是唯一的 ， 得到的对角矩阵也不是唯一的，得到的标准形自然也不是唯一的。

尽管＂沧海桑田”，仍有能够“永恒”之物，那就是标准形中非零系数个数、正系数个数、

负系数个数都是不变的，此即西尔维斯特(Sylvester)惯性定理 ：

设 n 阶二次型f(x) =xTAx的秩为 r, 若可逆线性变换x=Cy及x=Py 分别将二次型f化
成标准形：

f=k凇 +k凇 +···+kl对 (ki * 0, i = 1, 2, ... ,r) 

及
f = 入卢 ＋丛乓+ ... 十入 z2 (入 =t: 0,i = 1 2 .. , 

则 ki,k2, · ·,kr 与入，幻，..立中带正号的系数个数相同（同时负号系数个数也相同 l,

任何一个实二次型都可以经过一个线性变换化为标准形。惯性定理是说， 标准形的正系数

的个数与负系数的个数与标准形的坐标基选择无关， 二次型对满秩线性替换是不变量。正因为

它们是不变量，所以我们叫这个定理为惯性定理，其中正系数个数称为正惯性指数（可记为P),

负系数个数称为负惯性指数（可记为 N)。正惯性指数加上负惯性指数等千秩，即P+N=r 。

惯性定理的几何意义：

惯性定理反映到几何上 ， 就是经过可逆的合同变换把二次曲线／面方程化成标准方程。方程

的系数与所作的线性变换有关；而曲线的类型（是椭圆型、双曲线型等）是不会因为所作的线

性变换的不同而改变的。曲线的类型在几何图形上就像是图形的轮廓，这些不同的轮廓与基的

选择无关。 例如，一个马鞍面无论选择的基是什么，都是一个马鞍面，尽管马鞍面可以变大变

小，变陡峭或平坦，亦可横着、竖着、斜着、倒着等。马鞍面的这些改变取决千基向量的不同

取法。

二次型图形的对称性是显然的 ， 从标准形的代数式 f = k1yf +k2对+ ·.. + kry: 可以看出，

对千任一个坐标轴 Y;, k对的图形是关千坐标零点左右对称的，这些平方项叠加起来仍然关
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于每个坐标轴对称。这些对称性图形可以通过观察后续的二次型的图形来体会。

上面几何意义的解释是比较常见的说法，其实质是假定存在一个绝对的世界坐标系作为背

景， 它是永远都是刻度不变的标准正交坐标系 ， 所变的是二次型的几何图形。

其实更好的解释和正交变换的坐标系旋转／镜像的几何解释类似： 二次型的几何图形不变，

变的是坐标系：原来的标准正交系变成了刻度和坐标轴夹角都不同的仿射坐标系。想象二次型

所表示的几何图形是一个物理实体，各种合同变换所变换的是坐标系。因为坐标系的变化向量

之坐标和度量矩阵一起变，因而二次型的函数表达式也相应地改变了——每一个坐标系下对应

着一个函数表达式；然而仍要记住这个物理实体是不变的。这个说法看起来像二次型的物理意

义的解释。

惯性定理又叫主轴定理，因为二次型的图形在化成标准形体现出了最完美的对称性，每一

个基向量所在的直线都成为二次齐次函数图形的对称轴，我们称这些对称轴为二次型的主轴。

惯性定理或主轴定理的命名由来更像是直接来自于力学中的惯性张量矩阵二次型。惯性矩

二次型是描述刚体绕定点转动的总惯量。转动物体的转动惯量和直线运动物体的质量一样都是

描述惯性大小的标量， 因此具有不变性。惯性矩二次型经过正交变换得到了由三个主轴转动惯

量所组成的对角阵。

9 惯性定理在相对论中的应用
正如前面所讲，二次型惯性定理的更本质一些的几何意义是二次型图形本身可以看做不变

的物理实体，二次型在选择不同的基／坐标轴时并不能改变这个物理实体， 只是这个物理实体的
数学描述式 f = k冈 +k2对+ .. . +kry} 在随着不同的基而改变而巳（呵呵， 数学是不是有点唯
心）。这个数学描述式再改变也是描述的同一个物理实体啊，因此，在线性映射下，一个球体再
怎么投影也就变成个小球、大球或椭圆球面，不会变成马鞍面那样的波澜起伏的丘陵加山壑。

二次型的这个不变的＂惯性”被闵可夫斯基成功地运用于描述狭义相对论的四维时空线性
空间 （ 被称为闵可夫斯基空间）里的度规不变量，这个二次型在不同的惯性系（坐标系间保持
静止或匀速直线运动）变换下是不变量。

闵可夫斯基空间的二次型不变的来源是因为假设光速不变。假设三维空间坐标零点发出一
个光脉冲，光线向四面八方随着时间 t 的延长而扩散开来，最外面的光波阵面是一个迅速扩张
的球面，这个球面的半径等于光速和时间的积 Ct, 因此这个球面方程为

扣2 + y2 + z2 = ct 

两边平方得到
x2 + y2 +z2 = c宁

那么我们把这个关系式定义为一个二次型
f (x,y,z,t) = x2 + y2 +z2 —c2t2 = 0 

在洛仓兹变换（坐标变换）下，坐标系从 {o,x,y,z, t} 变换为{0, X', y', Z', t '} , 这个二次型 ／ 的

值仍然等于 0 , 也就是总有
f (x, y, z, t ) = x2 + y2 + z2 - c2t2 = x '2 + y '2 + z '2 - c2t '2 = f (x ', y ', z ', t ') 

7.5 二次型正定性的几何意义

二次型的定义式f(x)= xTAx看起来与内积的推广定义式< x, y >=xTSy 是类似的 ； 同时，

二次型矩阵A 和内积的度量矩阵S都是实对称矩阵， 看起来渊源颇深啊。
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泛泛地看来，二次型只是内积的特殊形式—一是一个向量与自身的内积，或者说是向量长

度的平方。实际上，因为在实线性空间里内积度量矩阵是一个正定对称方阵，任意一个正定对

称方阵S可一一对应一个内积 xrSy; 如果一个二次型方阵A·也是一个正定实阵，则根据二次

型和实对称方阵的一一对应性，我们当然可以把一个正定二次型看做一个内积了，甚至更自然

的是向量长度的平方了。

正定具体是指什么意思，通过对二次型进行分类，事情可能更清晰一些。

7.5. 1 二次型正定性的几何意义

对二次型的分类主要有五类：正定，负定，半正定，半负定，不定。它们的几何意义都是

什么呢？先看定义：

设有二次型f(x)=xrAx 。

• 若对任何 x-=t=O, 都有 f(x) > 0, 则称f(x) 为正定二次型，并称对称矩阵 A 是正定
矩阵，记为 A>O 。

• 若对任何x -=t=O, 都有 /(x) <0, 则称f(x) 为负定二次型，并称对称矩阵 A 是负定
矩阵，记为A<O 。 、

• 若对任何 x-=t=O, 都有 f(x)?=: 0, 则称f(x) 为半正定的；若 -f(x) 为半正定的，则称-

f(x) 为半负定（负半定）的；若f(x) 既不是半正定又不是半负定的，则称f(x) 为不定的。

对上述四平八稳的定义麻木了就看不到细节了，换个讲法：

在欧氏空间 R"' 实二次型f位，X2,…，xn)作为定义在Rn 的一个二次实函数 z=f亿，X2,…, xn)' 

则当 j(Xi,X2,…, xn) 为正定时就是只要取芍，X2,…, xn 为一组不全为 0 的实数，均有z> 0 (只有当

芍 =X2 =···=Xn =0 时， z=O); 也就是说，这个函数的值域是 z?=:O, 但只有在Rn 的原点取得z=O,

而在其他点上均有z>O 。这个地方好多人都忽略了。

半正定呢，就是在此二次型在整个定义域R" 上也有值域 z?=:O, 但除了原点使z=O外，尚

有其他一些点也使z=O, 此外便是z>O C负定和半负定相应地有类似的结果，只是 z~O) 。

当二次型为不定时，则函数值域既有正实数也有负实数和 0。

下面举几个正定、半正定和不定的例子及其三维图形供参考。

例 7.2 z=f(x,y)= 丿x2 + y2是一个正定二次型，它的图像如图 7-11 Ca) 所示，是一个
4 

开口向上的椭圆抛物面，整个曲面除一点（顶点）在坐标平面xoy 的原点上，其余均在 xoy 平

面的上方。
七 、

, 

1 " 
2'.. 1-

Ca) Cb) Cc) 
图 7-11 正定、半正定和不定二次型的曲面图形
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正定二次型有着明显的几何意义， 当 f(x,y) 为二维的正定二次型时，它可由可逆线性替换

（坐标变换）化为系数全为正的标准形，千是f(x,y) = c (c > 0) 的图形是以原点为中心的椭圆，

当把 c 看做任意正常数时，则是一族椭圆线， 这族椭圆随着 C (沿着抛物线）减小且趋于零而

收缩到原点（见图 7-11 Ca)); 当／为三维正定二次型时， f(x, y, z) = c (c > 0) 的图形则是一

族椭球面，这族椭球面随着C (沿着抛物面）减小且趋于零而收缩到原点。

例 7. 3 z = f(x,y) = 2x2 是半正定二次型，它的图形如图 7-11 C b ) 所示，是一个开口向

上，以 xoy 面上的抛物线 z = 2x2 为准线，以平行于 y 轴的直线为母线的抛物柱面。整个曲面有

一条母线在 xoy 面上（即 y 轴，轴上二次型等于零），其余均在 xoy 平面上方。

例 7.4 z=f(x,y)=xy是一个不定二次型，其图形如图 7-11 Cc) 所示，是一个过原点的

马鞍面。显然，马鞍面上正值、负值和零都有。

7.5.2 二次型正定性判别法的直观理解

知道了二次型的函数图形当然比较容易判定二次型的正定性， 一旦碰到超多元的二次型就

麻烦了，还是需要代数的计算手段。 我们知道了一个实二次型对应一个实对称矩阵，是否从矩

阵本身就可以知道这个二次型的正定性？

应该如此。因为合同变换不改变二次型函数的值，原来大千零的还是大千零 ， 所以合同对

角化矩阵就可以了，如果对角线上的元素是大于零的数就是正定的了（这说明标准形的系数都

是正值）。

对角化判定方法之一是特征值法，因为特征值是正交变换（也是合同变换）对角化矩阵的

对角线上的元素。特征值大千零，当然二次型也是正定的了。

还有个矩阵正定性判定的方法，比如顺序主子式法：

(1) A 是正定矩阵的充要条件是它的所有主子式都大千 0。

(2) A 是负定矩阵的充要条件是它的所有奇数阶主子式都小于 0, 并且它的所有偶数阶主

子式都大于 0。

顺序主子式法能理解就好了，我们看一个例子， 见表 7-1 。

表 7-1 各阶二次型矩阵顺序主子式的特点分析

顺 ''' 
. 行列初等变

行列式的 广 二次型标准形函` ~ 

' 换后的合同
序 二次型各阶函数式 二次型度量矩阵 衱性 数式I , 

对角阵

1 f(Xi) = a11xt 是正定的 [al) ] [ a ,1 ] a 1 > 0 f (x1) = a11X( 
I 

2 瓜，Xi)=心＋心斗＋边硒 巨I a1,] 尸·,I d,] 位从 > 0 /(-Xi, 劝翌冈呕
是正定的

, ,a22 

f(Xi, 乌志）
_ 

'̀ `. fl11边 d3 > 0 f(芍，易志）
all~~」 Ql3 a JI 

3 =~ 心＋生玉 1心2al2坐i +知劝 =C1i1式＋吟~+~劝
a 12 a 23 d2 

＋汕13并注 +2处屯屯 a13 a23 a33 d 3 
是正定的

~ 一

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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f (Xi,X2 ,0) 
户

[a11d] > 0 f(Xi,X2,0) n all al2 0 a 11 
= a,1对+ a22斗+ 2a12X凸 +O a12 a22 0 d 2 =au矿 +d另 +O

。 。 。 。
. 

恤

咱来看看：

顺序 l 中，一阶二次型是正定的等价于 lli1 > 0 。

顺序 2 中，二阶二次型矩阵A 经过行和列同时的初等变换，得到了包含 all 和 d2 的对角阵

A 。注意， A 和 A 的行列式是同符号的，因为 I AJ=I cTACl=I C J2l A I 。

显然， all 和 d2 要同时大千 0 的话，二次型就是正定；反之亦然。

all 和 d2 要同时大于 0 等价千 a11 > Q 和 a1 1 d2>0, 换句话说， A 的顺序主子式全大于 0。

随着变量逐步地增加，显然各阶主子式必须大于 0, 才是各阶二次型正定的充要条件。

我相信，通过仔细地比对上述的二次型函数式、顺序主子式，各位能顺利地理解正定的主
子式判定定理。

另外，表 7-1 给出了顺序 n 是为了和顺序 3 进行比对，应该看出，各阶顺序主子式也可认

为是变量开屯斗中批量取零得到矩阵行列式。如对千三阶二次型，令X3 =0 得到二阶主子式，

令乌=还 = 0得到一阶主子式。

俺衷心希望你能顺利地理解下面的判断。

例 7.5 判别二次型f =-3x2 -5y2 -7z2 +4xy+ 4xz的正定性。

解 J 的矩阵为

因为

-3 2 2 
A =I 2 -5 0 

2 0 -7 

all al2 —3 2 
a,, =-3<0, = 1=11>0, jAj=-57<0 a21 a22 2 -5 

故由上述顺序主子式法定理知J为负定的。

7.6 二次型的分类与二次曲面的分类

对二次型分类方式，除了前面讲到的正定性的分法，几何上也有多种说法，比如投影分类、

仿射分类或者度量分类等，无论怎么分类，最好都要把 n 元二次型化为标准形再说：

f(Xi,Xz, …, xn) = f (yi,Y2, · · ·,yJ =幻对 +k忑+···+~忒(k; -:t:O) 

化成如上的标准形，我们再看这个二次型正定性就一目了然：

• 正定<=> P=r=n, 就是所有的系数 ki大于 0, 系数个数是 n。

• 负定<=> P = 0, r = n , 就是所有的系数 ki小于 0, 系数个数是 n。

• 半正定<=> P=r<n, 就是所有的系数 ki 大于 0, 但系数个数小于 n。

• 半负定<=> P = 0, r < n , 就是所有的系数 ki小于 0, 但系数个数小于 n。

• 不定<=> O<P<r (<n), 就是系数 k1 既有大于 0 的也有小于 0 的 。
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这里 P是二次型的正惯性指数， n 是二次型阶数， r是二次型的秩。

好了， 二次型的分类确定了，由二次型的切片或截面得到的二次曲面／线也得到了分类。所

谓二次型的切片，就是使二次型等于一个实数 d, 即令j(Xi,X五 . . ,xn) = d 。这个实数 d可以是

大于 0、小于 0 或等于 0。

当然，为了让切片能在实数空间里切到实物， 正定或半正定的二次曲面就让 d大于 0 或 d

大于等于 0; 负定或半负定的二次曲面就让 d小于 0 或 d小千等于 0 ; 不定的二次曲面就让 d

取三个值： 大于、小千和等于 0。 这样一来，图形就全面了。好， 我们先以简单的二元二次型

给出对比，见表 7-2 (为了方便 ， 这里假定 ki 大于 0) 。

表 7-2 二元二次型的分类

序
kl k2 二次标准形 二次型分类

二次曲面方程／
二次曲面图形分类

号
r p 

二次型切片

1 2 2 + + k忒 +k丛 正定 k忒 +k2对 =l 圆／椭圆

k忒 -k义=I 双曲线

2 1 + k1y;-k义 不定 k忒 -k丛=O 相交 2 直线
2 

k1Y12 -k丛= -1 双曲线
、

-k忒 -k2Yi 负定 -k忒 -k2式 = - I 3 2 。 圆／椭圆

k忒
k忒=l 平行 2 直线

4 1 1 + 。 半正定
k忒=O 重合 2 直线

-k1Y12 
－幻Y12 = -1 平行 2 直线

5 1 。 。 半负定
-k忒 = O 重合 2 直线

6 。 。 。 。 。 (0, 0) 坐标零点

下面绘出图形，见表 7-3 。

序

号
I 二次标准形函数

表 7-3 二元二次曲面的图形分类

二次型图形及切片
二次曲面方程／

二次型切片（截线）名称

200 

l k忒 +k丛
正定

- 5 

k忒 +k2Yi = 1, 平面的截痕
为圆／椭圆
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2 
幻式 -k2y;

不定
-100 

-:100 

JOO 

3 
女外 —K丛

负定

1010 -5 

k忒 -k丛 =l, 平面的截痕

为双曲线。

幻对 -k2对 =O, 平面的截痕

为相交 2 直线。

k忒 -k:义= -1, 平面的截痕

为双曲线

女Y12-k过= -1, 平面的截

痕为圆／椭圆。

100 , 
k忒 =l, 平面的截痕为平行

k忒4 I 两直线。, 
半正定 k忒 =O, 平面的截痕为重合

两直线

-- -4 }} 

至_ ` }}
A

---
盒鼠
圈一

lOO 

旦！

.'-------
一10 -.S 

。

100 

100 

5 
-k忒

半负定

, 。

一 100

-k忒= -1, 平面的截痕为平

行两直线。

-k忒= O, 平面的截痕为重

合两直线。

-100 

从表 7-3 可以看出，二元二次曲面的图形大致可以分类为椭圆、双曲线和直线。

下面给出三元二次型的分类及其二次曲面的分类，见表 7-4 。
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第 7 章 二次型的几何意义

表 7-4 三元二次型及其二次曲面的分类

序
KL k2 

二次型 二次曲面方程

号
r p k3 二次标准形 二次曲面分类

分类 二次型切片方程

1 3 3 + + + 幻Yt+k丛＋幻沁 正定 幻式 +k2对 + k3沁=l 球面／椭球面

不定 k忒 +k丛 －幻式=1 单叶双曲面

2 3 2 + + lejy~+幻片 -lsYi 幻式 +k2式 -k沁=0 圆锥面

幻Yt+幻沁 -Is沁- -1 双叶双曲面

不定 K冈 -k2y; -k沁=I 双叶双曲面

3 3 1 + 幻{-幻沁 -lsy: k1Y12 -k2y; --k忒 =O 圆锥面

幻外－幻沁幻沁- -1 单叶双曲面，

4 3 。 - ~Y12 - lsYi - lsy: 负定 -kiYt-幻： 幻沁- -I 球面／椭球面

5 2 2 + + 。 k忒+ 1c. 丛
半正定 k忒 + k凇=l 椭圆柱面

k忒 +k2刃。 一条直线

不定 k忒 -k2对 =l 双曲柱面

6 2 1 + 。 k忒 - k2y; le 2 le 2_ 双相交平面1Y1 - 2Y2 -O 

K对 k2对 - 1 双曲柱面

7 2 。 。 -k忒 -k丛
半负定 -k忒 -k丛= - I 椭圆柱面

k1Y12 k出。 条直线

8 1 l + 。 幻y~
半正定 k忒 =I 一对平行面

。
K冈 。 一对重合面

9 1 。 。 。 心Y12
半负定 -k忒= -1 一对平行面

k1Y12 。 一对重合面

10 。 。 。 。 。 。 ---- CO, O, 0) 坐标零点

从表 7-4 可以看出，三元二次曲面的图形大致可以分类为椭球面、双曲面、圆锥面、柱面、

平面及直线等，我们就不再给出图形了，部分图形请参考本章开始章节中的内容。
, 
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线性代数的几何意义

附录线性代数简史和名师学习指点

1 线性代数主要内容及其发展简史
下面的线性代数的简史摘编自网络百科《线性代数》的内容，包括向量、行列式、 矩阵、

线性方程组及二次型。资料难得，并遍索网络得巨人头像，供上瞻仰。

向量
向量又称为矢瘟，最初应用于物理学。很多物理拯如力、速度、位移以及

电场强度、磁感应强度等都是向量。大约公元前 350 年前，古希腊著名学者亚

里士多德就知道了力可以表示成向拯，两个力的组合作用可用著名的平行四边
形法则来得到。

“向 蜇 ＂ 一词来自力学、解析几何中的有向线段。最先使用有向线段表示

向盘的是英国科学家牛顿 。 向藏进入数学并得到发展的阶段是 18 世纪末期 ， 挪

亚里士多德 威测量学家威塞尔首次利用坐标平面上的点来表示复数 a+b i , 并利用具有几何
意义的复数运算来定义向量的运算。把坐标平面上的点用向盘表示出来 ， 并把向

猛的几何表示用千研究几何问题与三角问题。人们逐步接受了复数，也学会了利

用复数来表示和研究平面中的向抛，向量就这样平静地进入了数学。 但复数的利

用是受限制的，因为它仅能表示平面，若有不在同一平面上的力作用千同一物体，

则需要寻找所谓三维 “复数”以及相应的运算体系 。 1 9 世纪中期，英国数学家哈
密尔顿发明了四元数（包括数榄部分和向猛部分），以代表空间的向量。他的工

作为向批代数和向麓分析的建立奠定了基础。随后，电磁理论的发现者 、 英国的
数学物理学家麦克斯韦把四元数的数佩部分和向量部分分开处理，从而创造了大
量的向量分析。

哈密尔顿

三维向盐分析的开创 ， 以及与四元数的正式分裂，是美国的吉布斯( Gibbs )

和海维塞德于 19 世纪 80 年代各自独立完成的。他们提出，一个向量不过是四

元数的向侃部分，但不独立千任何四元数。他们引进了两种类型的乘法，即数

僵积和向掀积。并把向量代数推广到变向僵的向量微积分。从此，向握的方法

被引进到分析和解析几何中来 ， 并逐步完善，成为了一套优良的数学工具。

一般日常生活中使用的向量是一种带几何性质的量 ， 除零向盘外，总可以

画出箭头表示方向 。 但是在高等数学中还有更广泛的向盘。 例如，把所有实系

一 数多项式的全体看成一个多项式空间 ， 这里的多项式都可看成一个向量。在这

种情况下，要找出起点和终点甚至画出箭头表示方向是办不到的。这种空间中的向量比几何中的向量
要广泛得多，可以是任意数学对象或物理对象。这样，就可以指导线性代数方法应用到广阔的自然科

学领域中去了。因此，向量空间的概念已成为数学中最基本的概念和线性代数的中心内容，它的理论
和方法在自然科学的各领域中得到了广泛的应用。而向址及其线性运算也为“向量空间”这一抽象的
概念提供了一个具体的模型。

从数学发展史来看，历史上很长一段时间 ， 空间的向量结构并未被数学家们所认识，直到 19 世

纪末 20 世纪初，人们才把空间的性质与向撇运算联系起来，使向量成为具有一套优良运算通性的数
学体系。

行列式
行列式出现千线性方程组的求解 ， 它最早是一种速记的表达式 ， 现在已经

是数学中一种非常有用的工具。行列式是由日本数学家关孝和以及德国的莱布

尼茨发明的。关孝和于 1683 年在其著作《解伏题之法》中第一次提出了行列式

的概念与展开算法。同时代的莱布尼茨是欧洲第一个提出行列式概念的人。他
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附录线性代数简史和名师学习指点

在 1693 年 4 月写给洛必达的一封信中使用了行列式，并给出方程组的系数行列式为零的条件。

1750 年，瑞士数学家克莱姆 (G. Cramer, 1704- 1752) 在其著作《线性代

数分析导言》中对行列式的定义和展开法则给出了较完整、明确的阐述 ， 并给出

了现在我们所称的解线性方程组的克莱姆法则。稍后，法国数学家贝祖 (E. Bezout, 

1730-1783)将确定行列式每一项符号的方法进行了系统化，利用系数行列式概念

指出了如何判断一个有 n 个未知量的 n 个齐次线性方程组有非零解的方法，就是

系数行列式等千零是这个方程组有非零解的条件。

总之，在很长一段时间内，行列式只是作为解线性方程组的一种工具使用，

克莱姆 并没有人意识到它可以独立千线性方程组之外，单独形成一 门理论加以研究。
在行列式的发展史上 ， 第一个对行列式理论做出连贯、逻辑的阐述，即把行列式理论与线性方程

组求解相分离的人，是法国数学家范德蒙 (A.T. Vandermonde, 1735 - 1796)。范德蒙自幼在父亲的

指导下学习音乐，但对数学有浓厚的兴趣，后来终千成为法兰西科学院院士。特别地，他给出了用二

阶子式和它们的余子式来展开行列式的法则。就对行列式本身这一点来说，他是这门理论的奠基人。

1772 年，拉普拉斯在一篇论文中证明了范德蒙提出的一些规则，推广了他的展开

行列式的方法。

继范德蒙之后，在行列式的理论方面 ， 又一位做出突 出贡献的就是法国大数

学家柯西 (Cauchy) 。 1815 年，柯西在一篇论文中给出了行列式的第一个系统的、

几乎是近代的处理。其中主要结果之一是行列式的乘法定理。另外，他第一个把

行列式的元素排戍方阵，采用双足标记法；引进了行列式特征方程的术语 ； 给出

了相似行列式概念 ； 改进了拉普拉斯的行列式展开定理并给出了一个证明等。

继柯西之后，在行列式理论方面最多产的人就是德国数学家雅可比(J .Jacobi ,

1804-1851) , 他引进了函数行列式，即“雅可比行列式”，指出函数行列式在多重
柯西

积分的变痲替换中的作用，给出了函数行列式的导数公式。雅可比的著名论文《论行列式的形成和性

质》标志着行列式系统理论的建成 。 行列式在数学分析、几何学、线性方程组理论、 二次型理论等多

方面的应用，促使了行列式理论在 19 世纪得到了很大发展。整个 19 世纪都有行列式的新结果 。 除了

一般行列式的大盘定理之外 ， 还有许多有关特殊行列式的其他定理都相继得到。

矩阵
矩阵是数学中的一个重要的基本概念，是代数学的一个主要研究对象，也是

数学研究和应用的一个重要工具。＂矩阵”这个词是由西尔维斯特 ( James Joseph 

Sylvester , 1814 — 1897 ) 首先使用的 ， 他是为了将数字的矩形阵列区别千行列式

而发明了这个术语。矩阵这个词来源于拉丁语，代表一排数。而实际上 ， 矩阵这个课

题在诞生之前就已经发展的很好了。从行列式的大痲工作中明显地表现出来 ， 为

了很多目的，不管行列式的值是否与问题有关，方阵本身都可以研究和使用，矩

阵的许多基本性质也是在行列式的发展中建立起来的。在逻辑上，矩阵的概念应

西尔维斯特 先于行列式的概念，然而在历史上发生的次序正好相反。
英国数学家凯莱(A . Cayley , 1821-1895)一般被公认为是矩阵论的创立者，

因为他首先把矩阵作为一个独立的数学概念提出来，并首先发表了关千这个题目

的一系列文章。凯莱在研究线性变换下的不变量相结合时，首先引进矩阵以简化

记号。 1858 年 ， 他发表了关千这一课题的第一篇论文《矩阵论的研究报告》 ， 系

统地阐述了关千矩阵的理论。文中他定义了矩阵的相等、矩阵的运算法则、矩阵

的转置以及矩阵的逆等一系列基本概念，指出了矩阵加法的可交换性与可结合性。

他用单一的字母A 来表示矩阵是对矩阵代数发展至关重要的 ， 其公式 det(AB)=det(A)det(B)

为矩阵代数和行列式间提供了一种联系。另外，凯莱还给 出 了方阵的特征方程和特征根 凯莱

（特征值）以及有关矩阵的一些基本结果。凯莱出生千一个古老而有才能的英国家庭，剑桥大学三一

学院大学毕业后留校讲授数学，三年后他转从律师职业 ， 工作卓有成效，并利用业余时间研究数学，

发表了大量的数学论文。

1855 年，埃米特(Cherie , 1822-1901)证明了别的数学家发现的一些矩阵类的特征根的特殊性

质，如现在称为埃米特矩阵的特征根性质等。后来 ， 克莱伯施(A . Clebsch, 1831-1872)、布克海姆
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(A. Buchhe im)等证明了对称矩阵的特征根性质。泰伯 (H . Taber)引入矩阵的迹的概念并给出了一些有

关的结论。
在矩阵论的发展史上 ， 弗罗伯纽斯(G.Frobenius, 1849 - 1917)的贡献是不可磨灭的。他讨论了

最小多项式问题，引进了矩阵的秩、不变因子和初等因子、正交矩阵、矩阵的相似变换、合同矩阵等
概念，以合乎逻辑的形式整理了不变因子和初等因子的理论，并讨论了正交矩阵与合同矩阵的一些重
要性质。 1854 年，约当研究了矩阵化为标准型的问题。

矩阵本身所具有的性质依赖千元素的性质。矩阵由最初作为一种工具经过两个多世纪的发展 ， 现
在已成为独立的一门数学分支——矩阵论 。 而矩阵论又可分为矩阵方程论、矩阵分解论和广义逆矩阵
论等矩阵的现代理论 。 矩阵及其理论现已广泛地应用于现代科技的各个领域 。

矩阵的发展是与线性变换密切相连的 。 到 1 9 世纪它还仅占线性变换理论形成中有限的空间。现
代向量空间的定义是由皮亚诺 C Pea no) 于 1888 年提出的 ， 皮亚诺以公理的方式定义了有限维或无
限维向量空间 。二次世界大战后随着现代数字计算机的发展，矩阵又有了新的含义，特别是在矩阵的
数值分析等方面。由于计算机的飞速发展和广泛应用 ， 许多实际问题可以通过离散化的数值计算得到
定量的解决。千是作为处理离散问题的线性代数，成为从事科学研究和工程设计的科技人员必备的数

学基础。

线性方程组
线性方程组的解法早在中国古代的数学著作《九章算术》的方程一章中已作

了比较完整的论述。 《九章算术》是综合性的历史著作，原作者不详，据研究西
汉的张苍、耿寿昌曾经做过增补，魏晋时的数学家刘徽做过详细注解。刘徽定义
了若干数学概念，全面论证了《九章绊术》的公式解法 ， 提出了许多重要的思想、
方法和命题 。 在这部书的手稿中解释了如何消去变元的方法求解带有三个未知量的三方
程系统，其中所述方法实质上相当千现代的对方程组的增广矩阵施行初等行变换从

刘徽 而消去未知量的方法，即高斯消元法 。 在西方 ， 线性方程组的研究是在 17 世纪后
期由莱布尼茨开创的 。 他曾研究含两个未知量的三个线性方程组组成的方程组。麦克劳林在 1 8 世纪
上半叶研究了具有二 、 三、四个未知量的线性方程组，得到了现在称为克莱姆法则的结果 。 克莱姆不
久也发表了这个法则 。 1 8 世纪下半叶，法国数学家贝祖对线性方程组理论进行了 一系列研究，证明了
n 个 n 元齐次线性方程组有非零解的条件是系数行列式等于零。

1 9 世纪，英国数学家史密斯 (H .Smith)和道奇森(C . L . Dodgson)继续研究线
性方程组理论，前者引进了方程组的增广矩阵和非增广矩阵的概念 ， 后者证明

了 n 个未知数 m 个方程的方程组相容的充要条件是系数矩阵和增广矩阵的秩相
同。这正是现代方程组理论中的重要结果之一。

大量的科学技术问题，最终往往归结为解线性方程组。因此在线性方程组

的数值解法得到发展的同时 ， 线性方程组解的结构等理论性工作也取得了令人

满意的进展 。 现在，线性方程组的数值解法在计算数学中占有重要地位。

道奇森

二次型
二次型也称为“二次形式”。二次型的系统研究是从 1 8 世纪开始的，它起源于

对二次曲线和二次曲面的分类问题的讨论。将二次曲线和二次曲面的方程变形，
选有主轴方向的轴作为坐标轴以简化方程的形状 ， 这个问题是在 18 世纪引进的 。
柯西在其著作中给出结论：当方程是标准形时， 二次曲面用二次项的符号来进行

谔分类 。 然而，那时并不太清楚，在化简成标准形时，为何总是得到同样数目的正

高斯 项和负项。西尔维斯特回答了这个问题，他给出了 n 个变数的二次型的惯性定理，

但没有证明 。 这个定理后被雅可比重新发现和证明。 180 1 年，高斯在《算术研究》中引进了二次型
的正定、负定、 半正定和半负定等术语 。
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2. 怎样学习线性代数
（注 ： 本文是一篇我国的代数名家丘维声教授在电大讲授线性代数课程时关于如何学好线

性代数的综合论述，超牛。特摘录如下，与诸君共赏。）

初学线性代数的同学们一定想了解，线性代数的主要内容是什么？学习线性代数有哪些用处？这门课程有

什么特点？学习时应注意些什么？本文想就这几个方面的问题谈谈自己的体会。

一、 线性代数的内容简介

同学们在中学里都学过代数（即初等代数）。 初等代数的主要内容是：研究数及其运算。 由于用字母表示

数，因此应用题可以列方程来解，解方程就成为初等代数的一个中心问题。

由于初等代数研究的是数的运算和方程，所以代数的方法其优点在于可以运算，正因为这样，人们很早就

运用代数的方法去研究几何图形的性质，即建立坐标系，用坐标表示点，用方程表示图形，这就是解析几何。

线性代数正是随着解析几何的研究而发展起来的 ．

在解析几何里我们知道： 在平面上直线的方程是一次方程，反之，任一个二元一次方程在平面上表示一条

直线。 由于这个几何直观，通常把一次方程称为线性方程。当然 ， 这里“线性”的意思是指变量的次数是一次，

并不是说，线性方程都表示直线。 事实上，在空间中，一次方程表示一个平面 。 在几何里，经常要求几个平面

的交点，这转化为代数上就是要解三元一次方程组，即三个未知量的线性方程组。数学的各个分支、物理及许

多实际问题则进一步提出要解几个未知量的线性方程组：

allxl + a12X2 + .. + a,nx,1 = b, 
a2,~1 + a2戎2 + .. + a2n_xn =妇

: :: : ` 

aslxl + as2X2 +·.. + asnxn = bs 

其中 X1,X五. . , xn 是未知量； au 表示笫 l 个方程中 x; 的系数； b.1 称为常数项 。

(1) 

线性方程组 (1) 在什么时候有解？如何求解？解的结构如何？这就是线性代数要研究的笫一个问题。 在

求解线性方程组时，行列式是一个重要的工具，所以先要研究行列式。

线性方程组完全被它的全部系数和常数项所决定，至于未知量用什么符号表示是没有什么关系的。因此，

线性方程组 (1) 可以用下面

a11 a,2·· · a111 b1 
a_21~22 .. · 生II 伈

. . .. 
as1 as2· · ·a.rn bs 

(2) 

这张表来表示。这种由一些数排列成的若干行（横的）、若干列（纵的）所组成的表称为一个矩阵。 于是研究

线性方程组就转化为研究矩阵。

除了线性方程组之外，还有大量的各种各样的问题也都提出矩阵的概念，譬如，解析几何中，平面直角坐

标系的转轴公式为

ix= x 'cos8- y'sin8 
y = x'sin0 + y'cos0 

显然，新旧坐标之间的关系完全可以通过公式 (3) 中系数排列成的矩阵

[ cos0 -sin0 
sine cos0] 

表示出来。

···-- ... --·---·-·--
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(3) 

(4) 
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矩阵是线性代数的一个主要研究对象。矩阵已经不是数，而是由一些数排列成的一张表，但是矩阵可以像

数那样进行运算。矩阵的运算有加法、数量乘法、乘法等。矩阵由于可以进行运算，因此它的用途就很广，特

别是矩阵的乘法很独特，矩阵的应用很多就是由矩阵的乘法而来的。矩阵除了可以进行运算外，还可以进行一

些交换变成较简单的矩阵，根据不同问题的需要，对矩阵进行不同的变换。矩阵的变换有初等变换、合同变换、

相似变换等。由于矩阵可以进行运算和交换，因此它成为了一个强有力的数学工具，希望同学们像熟练掌握微

积分一样熟练掌握矩阵。

在解析几何中，平面上二次曲线的一般方程是

矿+ 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = 0 (5) 

为了便于研究这条二次曲线的性质，需要坐标交换，把方程 (5) 化成标准方程。如果方程 (5) 中没有交义项

（即 xy 项），那么只需要配方，然后作移轴就可以化成标准方程了，于是关键在于如何消去交叉项，而这实质

就是要把

ax2 + 2bxy + cy2 (6) 

化成平方和

a'X ,2 + C'y ,2 (7) 

的形式。式 (6) 是 x和 y 的二次齐次多项式，简称为 x,y 的二次齐次或二次型。于是把二次曲线方程 (5)

化成标准方程的关键是要把二次型 (6) 化成平方和 (7) 的形式。 因此，二次曲线问题的提出需要研究二次型。

此外，数学的其他分支以及物理力学中也常常会碰到二次型 。 在研究二次型时，矩阵是一个有力的工具。

在解析几何中研究了向量。 我们知道向量可以进行运算，有加法、数量乘法运算等，并满足加法交换律等

八条运算规律（以下简称八条规律）。 · 

在研究线性方程组时，一个线性方程 a1x1 + a凸+···+ anx11 = b 可以用有序卢且 (a,, a2, · · · ,an, b) 表

定加法和数量乘法两种运算，这两种运算同样满足八条规律。矩阵也有加法、数量乘法，并且这两种运算也满

足八条规律。像向量、矩阵这些对象已经不是数，但是它们都有加法、数量乘法这两种运算（加法、数量乘法

称为线性运算），并且满足加法交换率等八条规律。这样的一些对象很多，譬如，多项式、连续函数等也都具

有加法、数量乘法两种运算，且满足八条规律。代数是研究运算的，线性代数就是研究具有加法、数量乘法这

两种线性运算的集合。像向量组成的集合、矩阵组成的集合，都是具有两种线性运算，且满足八条规律的集合，

这样的集合就称为线性空间。线性空间是线性代数研究的最基本的对象。解析几何里，全体向量组成的集合就

是一个线性空间。我们都知道，若取定了三个不共面的向量 el 、 e2 、 e3' 则空间中任何一个向量 a 都可

以表示成 el 、 e2, e3 的线性组合： a=平e1 +x2e产环召 。这说明通过三个不共面的向量 el 、 e2 、 e3 就能

表示出空间中的全部向量，于是称这空间是三维的，并且称这三个不共面的向量 el 、 e2, e3 是这空间的一组基。

维数和基的概念可以推广到抽象的线性空间中。

线性空间是某一类事物从量的方面的一个抽象。我们认识客观事物，固然要弄清它们单个的和总体的性

质，但更重要的是研究它们之间的各种各样的联系 。 在线性空间中，事物之间的联系就反映为线性空间的映

射。线性空间 V到自身的映射通常称为 V的一个变换。其中最简单的一种变换就是线性变换，即保持线性运

算的变换：

1 r(a + P)叮(a)江(Pl
I'(ka) = kI'(a) 

(8) 

譬如在几何空间中，关于平面 门的投影就是一个线性变换。这是因为，若向量 a 的投影是a'' 向量 P 的

投影是 P', 则易看出 a+p 的投影是a'+P' 。这表明投影是保持向量加法的。同样，容易看出血的投影是

ka', 这表明投影是保持数量乘法的。
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附录线性代数简史和名师学习指点

线性变换是线性代数的重要研究对象。线性变换与矩阵有着非常密切的联系，在线性空间中若取定一组

基，则一个线性变换可以对应到一个矩阵，这个对应是一一对应，并且这个对应是保持运算的 。 因此矩阵的

好些问题可以通过研究线性变换未得到解决，而线性变换的好些问题又可以利用矩阵的工具来解决，它们互

相渗透，密切相连。

以上所述的线性方程组、矩阵、 二次型、线性空间和线性变换就是线性代数研究的主要对象。 由于电大

“线性代数”这门课程的学时比较少，我们就不讲抽象的线性空间了，而讲具体的 n 维向量空间；也不讲线

性变换的概念了，而把线性变换的主要问题用矩阵的语言来讲。 在这里顺便指出，高等代数是包括线性代数

和多项式理论这两部分内容的，而我们仅学习线性代数这部分内容。

二、 学习线性代数的用处

由于线性代数研究的是具有加法和数量乘法这两种运算的集合，而具有这两种线性运算的对象是很多的，

因此线性代数的内容有广泛的应用 。

线性方程组是最简单的方程组，在数学的各个分支、物理以及工程技术实际问题中会大量遇到线性方程

组。 因此给了一个线性方程组 ， 它有没有解？若有解，如何求解？这都是必须明确的问题，以便于我们在数

学的各个分支以及实际工作中能正确而迅速地解决所遇到的线性方程组的问题。

矩阵是非常重要的数学工具， 许多数学问题、实际问题都可以引出矩阵，并且可以通过对矩阵进行运算

或变换得到解决。例如，在微分方程组中，要解微分方程组：

, dyl 
= 

dx 
Y, + 4 y 2 

dy 2 
= 

dx Y, + Y2 

(9) 

其中兄、 Y2 是未知函数。

dy 
—斗

式 (9) 右边的系数可以排成一个矩阵A =[; i] 。如果记比） =1; I, 则利用矩阵的乘法可以把式
(9) 写成

作未知函数的线性替换

式 (11) 也可以利用矩阵的乘法写成

灼）心 i](t:)
｛见 ＝伲 + t12气
Y2 = t21Z1 + t22气

(t:)=[t t](::) 
记T = [t11 t12] , 将式 (12) 代入式 (10), 得

t21 t22 

即

贮(:J) = AT勹）

re&(!~)= Ar (;~) 
在式 (13) 两边左乘r-1 ( T的逆矩阵），得

心(:J = r-1Ar(:J
- _, -- - --- -

.. 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

、- ,., 干- -=== =--- .275 . 



线性代数的几何意义

如果能选择矩阵 T, 使得r'AT 成为对角矩阵 [g, ~J 那么式 (14) 变成

忙）心1 门(:;)
利用矩阵的乘法，式 (15) 就成为

dz, 
=az 

dx '• 
dz2 

=az dx 2 2 

(15) 

(16) 

显然，微分方程组 (16) 是很容易求解的。这个例子说明，通过矩阵的运算和矩阵的变换，可以把一个复

杂的问题变成一个较简单的问题，所以矩阵是一个很有用的工具。

二次型理论首先的一个应用是解决了二次曲线， i别是二次曲面的分类问题。其次，系数是实数的二次型

的正定、负定、不定性被用在数学分析中解决多元函 的极大值、极小值问题。二次型理论在概率论与数理统

计以及物理力学中也有重要应用。

值得指出的是，我们学习线性代数，除了线性代数磅内容有广泛的应用以外，还在于线性代数这门学科考
虑问题、解决问题的思想方法对我们有很大的帮助。譬如，代数学总是要对所研究的对象进行分类，在每类中

取一个最简单的对象作为代表来进行研究。关于这点，举一个例子，对于两个 n 阶矩阵(n 行 n 列的矩阵）A、 B,

如果存在一个可逆矩阵T, 使得

B=T-1AT 

则 A 、 B称为相似。 按照相似这个关系，全体 n 阶矩阵就被分成好多类，每一类里的矩阵是彼此相似的。有人

会问：在每一类里能否找到一个最简单的矩阵作为代表？上面提到的微分方程组的例子中，关于选择 T, 使得

r-1AT 成为对角矩阵，就是这里所说的问题。这个问题在笫五章矩阵的标准形中将得到解决。代数学的上述

这种研究问题的方法对我们解决其他数学分支中的问题以至于实际中的一些问题都是可取的。又譬如在代数学

里，经常要在一类对象里找出具窄某一特定性质的特殊对象，举一个例子：什么样的 n 阶矩阵是可逆矩阵？在

解决这种问题时，总是先考虑如果知阵A 是可逆矩阵，那么它将具有哪些性质；然后再考虑具有这些性质的矩

阵是否一定是可逆矩阵。这种考虑问题的方法是：先缩小范围，然后在这缩小了的范围内来审查这些对象是否

都是具有某一特定性质的对象。这种考虑问题的方法也是可取的。像这种在学习一门课程的时候，除了学习这

门课程的内容外，还注意学习这门学科考虑问题的一些方法也是很有必要的。这样我们学到的就不仅是一些现

成的结论，而且有考虑问题、解决问题的一些方法。

三、线性代数的特点

代数学研究问题的基本方法是，先从某些具有公共性质的对象抽象出它们最基本的几条性质作为定义，然

后从这些定义出发进行逻辑推理，揭示出这类对象的新的性质。譬如线性空间这一概念就是这样抽象出来的，

把具有加法和数量乘法这两种运算，并且满足八条规律作为线性空间的定义，然后从线性空间的定义出发进行

逻辑推理，揭示出线性空间的许多性质，这些性质由于是只用到线性空间的定义进行逻辑推理得到的，并没有

用到线性空间里的元素的具体特性，因此这样推导出来的性质就对所有的线性空间都适用，不管是几何空间、

n 维向量空间、还是矩阵组成的空间、连续函数组成的空间，都具有这些性质。可见，这种方法的好处在于它
能使应用非常广泛。代数学的这种研究问题的方法称为公理化的方法或抽象的方法，这种公理化的方法使得线

性代数具有如下几个特点：

笫一，概念多而且抽象。譬如在笫三章线性方程组中，将遇到向量组的线性相关、线性无关，等价的向量

组，向量组的极大无关组，向量组的秩，矩阵的秩等一系列概念，而且这些概念都比较抽象．概念上的高度抽

象性是近代数学的特点之一。由此而来的则是应用上的极其广泛性，这也是近代数学的一个特点。在线性代数

中，由线性方程组抽象出 n 维向量和矩阵这两个概念，又从 n 维向量空间抽象出线性空间的概念，一次比一次
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抽象。抽象的东西不如具体的东西好学，但是抽象的东西比具体的东西应用要广，所以还是需要认真下功夫把

它学好。

笫二，逻辑性强。由于代数学的基本方法是由具体事务抽象出一般概念，再运用这些概念逻辑推理揭示出

事物新的性质，因此线性代数这门课程的逻辑性强，一环扣一环。

笫三，明显的几何背景。这在前面介绍线性代数的内容时已多次提到。这个特点使我们在学习线性代数里

的抽象的概念时，可以借助几何直观来帮助我们理解这些概念，应该充分利用这一特点。

四、 学习线性代数的方法

根据线性代数的上述特点，我们在学习线性代数时应当注意以下几方面。

笫一，要把概念弄清楚，理解确切并且记住。如果概念不清楚，模模糊糊，那就没有办法运用概念去进行

逻辑推理，做题时就不知道如何下手。因此在学勺中，应当首先复习概念、定理，弄明白了，然后再开始做作

业。 表面上看起来，似乎比一开始就做作业要慢＼厂，先复刁概念、定理、例题，然后再做作业，可以使
作业做得比较顺利，反倒省时间。更何况，我们如 没有弄清楚概念，那么只会做跟例题差不多的题，稍灵活

一些，变换一下题目，就不会做了。所以希望同学们务必先复习概念、定理、例题，然后再做作业。由于线性

代数逻辑性强，后面的内容需要用到前面的好些概念、定理，如果每次课，没有及时复习、消化，那么时间越

长，学的概念、定理越多，脑子里就会堆积着一大堆模模糊糊的东西，这样学起后面的内容就很吃力。而如果

每次课后，都能及时复习、及时消化，就会越学越顺利。那么怎样才能把概念弄清楚呢？一般来说应当从以下

几方面着手：

(1) 先要弄清楚这个概念是怎样提出来的？它的背景是什么？

(2) 这个概念的确切内容是什么？

(3) 多举一些具体的例子来帮助理解抽象的概念，特别是举一些几何上的例子，比较直观、形象。

譬如，向量组线性相关、线性无关这个概念，它是怎么提出来的呢？为什么要学习这个概念呢？这是因为

我们要研究线性方程组什么时候有解。 由于每个线性方程可用一个向量表示，于是线性方程组是否有解必然跟

表示这些方程的一组向量是怎么样的向量组有关系 。 从几何上看，两个向量 a、 b 组成的向量组有两种可能，

即 a 与 b 共线，或者 a 与 b 不共线。前一情形， a 与 b 在一条直线上，我们称向量组 a、 b 线性相关；后一情

形， a 与 b 不在一条直线上，我们称 a 与 b 组成的向量组线性无关。 为了能把线性相关、线性无关的概念推广

到 n 维向量空间中，需要对几何上的向量 a 与 b 共线在代数上如何表示加以分析．在解析几何里知道， a 与 b

共线的充分必要条件是其中一个向量是另一个向量的倍数，即 a= 入b 或者 b = µa , 其中入、µ是实数，也就

是 l ·a- 入b = O 或者 µa -1 •b = 0 。换言之，存在不全为 0 的数 kl 、 k2, 使得 k1 a+k2b = 0 。 从这几何背景，

引出向量组线性相关的定义： 对于向量组 ai, a2, .. · ,as (s~ l ), 如果存在一组不全为 0 的数 kl'k2' … ,ks, 

使得

饥+ k2a2 +· · · +ksas = 0 

则称向量组 llp a2, "· ,as (s~ l ) 线性相关。

(17) 

在理解这个定义时，要注意”不全为 O" 这几个字 。 因为对于任何向量组 a1' a2' … ，as 来说，都有

O-a1 + 0-a2 +· · ·+O·as = 0 

所以如果在线性相关的定义中不添加上“不全为 O" 的限制，那么就毫无意义了。何况从几何背景上我们知道，

a 与 b共线的充分必要条件是存在不全为 0 的数 kl 、 k2,使得 k1 a +k2b = 0 , 所以只有当向量组 a1, a2, …, as 

存在不全为 0 的数kl'k2' … ,ks, 使得式 (17) 成立时，才是线性相关。 一个向量组不线性相关就称这个向量

组线性无关。 例如，几何上两个向量 a 与 b 若不共线，就称向量组 a、 b 线性无关。既然向量组 al' ll2' … ，as

不线性相关，就称为线性无关，因此向量组线性无关的定义又可叙述如下：

对于向量组 al, ll2' … , as' 如果从
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kla l + k2a 2 + . . . +ksas = 0 

可推出 kl =k2 = ·· · =丸 = 0 ' 则称向量组 a1 'a2' …，as 线性元关。这就是说，对于向量组 a,, a 2, · · · ,a s , 

如果只有一组全为 0 的数，使得式 (17) 成立，则称向量组 a1' a2 ' …,as 线性无关。

为了更好地把握向量线性无关的定义，我们在学习中，还应该多通过一些具体的例子去深入体会。

笫二，要努力培养逻辑推理的能力，即运用概念和已知的定理、性质进行推理、判断的能力 。 为此，形式

逻辑的一些基本常识是应当熟悉的。譬如，命题有四种形式：原命题、逆命题、否命题、逆否命题。若原命题

正确，则逆否命题一定正确，但是逆命题和否命题不一定正确。

要能进行逻辑推理，就必须熟记概念和定理、性质，否则就没有武器，遇到一个题就不知道如何下手。

笫三，学习每一章、每一节时，都要明确这章、这节要研究什么问题，是如何解决的。这样做，学习中头

脑就是清醒的；如果不这样做，就会稀里糊涂，不知道现在在干什么。在学习一个定理时也要这样，要明确为

什么要有这个定理，这个定理是如何证明的，主要是抓住证明的思路，弄清是怎样去证明的。如果坚持这么做

了，就能不断学到一些方法，从而提高分析问题、解决问题的能力。

笫四，学习线性代数跟学习任何一门数学课一样，必须适当多做一些习题。光听课、光看书，自己不动手

做题，那是学不好数学的。只有通过做题，才能加深对概念、定理的理解，才能学到一些方法。 做习题时，一

定要自 己动脑子想，不要轻易翻习题解答，只有当想 了很久确实想不出来时，才翻一下习题解答，稍微看一两

眼，得到一点提示就可以不看了，自己再去想。只有自己动脑子做出来的题才是真的会了，如果是自己动脑子

不够，轻易就看习题解答，那么很快，就会忘的。做完题要注意小结，看看这样一类问题应当如何下手，于万不

要任务观点，赶紧做完作业就放到一边。应当想一想，通过做这几个题有什么收获，学到什么方法。这样日积

月累，能力就逐渐提高了。还要指出一点，做计算题时要算到底，不要因为算起来较麻烦就不愿意往下算了，

认为反正我方法会了 。 这样下去是不行的。其实算得对、算得快，这也是需要培养的一种能力，不在平时做作

业时训练，就会在今后实际工作中算题时尽出错。

线性代数概念较多，也比较抽象一点，但是只要我们下决心，并且注意学习方法，是能够学好的。
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线性代数的几何意义

后记
本书原想写得又薄又精炼，没想打印下来还挺厚的，删除谁都有点可惜，就请诸位将其权

当线性代数概念的几何意义手册参阅。再说了，如果东西写得清晰而详尽的话，读起来就感觉

不到厚度了。因此，后期的想法是不求本子薄，只求理儿明，不知道做到没有。

本书的第一稿倒是写得不太慢，从儿子出生 (07 年 9 月）开始写，一年多就弄完了。放在

后来网友们反应热烈纷纷建议出版，就联系到了母校一—西

版社。在毛红兵编辑的悉心指导下开始着手修改文稿。

常常在安静的深夜，守着一叠厚厚的处处用红笔勾画过的稿子，俺一边修改着稿子，一边

感叹着出书的不易，一边感念着编辑老师的辛劳。

排版修改太费时间了，几乎全部图片、公式至少重打了 3 遍以上，工作一忙有时一两个月

都没有动一个字。本书的娴媚来迟令俺愧对网友的热望，有时都不敢再到网上去浏览网友的热

切留言。

感谢毛红兵编辑的耐心和信任，感谢诸位网友的批评指正，感谢辛勤的合作者谢聪博士、

胡翠芳老师，感谢家人在背后默默的支持让我有闲情逸趣来写这本纯粹的＂闲书”。事项进行到

这总算给热情的读者有点交待了。

最后，一个老生常谈却必须要说的是： 作者业余的数学水平有限，缺憾谬误和笔误一定很

多（虽然已修正了很多），请诸位亲们勿怕麻烦，把这些脸上雀、肉中剌指点出来。俺无它以报，

当赠书为念。

联系邮箱： renguangqian(a), 126.com。
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没有任何东西比几何图形更容易印入脑际了，因此用这种方
式来表达事物是非常有意义的 。

——笛卡儿

算术符号是文字化的图形，而几何图形则是图像化的公式；
没有一个数学家能缺少这些图像化的公式。

——希尔伯特

如果代数与几何各自分开发展，那它的进步十分缓慢，而且
应用范围也很有限。 但若两者互相结合而共同发展，则就会相互
加强，井以快速的步伐向着完善化的方向猛进。

——拉格朗日

不会几何学就不会正确的思考，而不会正确思考的人不过是
行尸走肉 。

——柏拉图

无论是从事数学教学或研究， 我是喜欢直观的。学习一条
数学定理及其证明，只有当我能把定理的直观含义和证明的直观
思路弄明白了， 我才认为真正懂了 。

——中国当代数学家徐利治

御，
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