
 

第 1篇  不确定度与数据处理基础 

用实验方法研究物理现象，必须进行大量的观测，获得大量的数据，然后将所得数据

进行处理，找出数据之间的相互关系；另一方面，还必须对所测结果进行分析，估算结果

的可靠程度，并对所测数据给予合理的解释。为此，必须掌握有关的误差理论、不确定度

与实验数据处理的基本知识。 

1.1  测量与误差的基本概念 

物理学是一门实验科学，进行物理实验时主要是进行各种测量，不仅要定性地观察物

理变化的过程，而且还要定量地测定物理量的大小。 

1. 测量 

测量是把被测量和体现计量单位的标准量作比较的过程。通过比较，确定出被测量是

计量单位的若干倍，该倍数值和单位一起表示被测量的测量值(数据)。因此，记录数据时

测量值的大小．．和单位．．缺一不可。 

测量分为直接测量和间接测量两类。 
1) 直接测量 
用量具或仪表直接读出测量结果的，称为直接测量。直接测量常用的方法有直读法和

比较法两种。直读法是使用具有相应分度的量具或仪表直接读取被测量的测量值(如用米尺

测量长度、用电流表测量电流等)，比较法是把被测对象直接与体现计量单位的标准器进行

比较(如用电桥测电阻、电位差计测电动势、用标准信号源和示波器测频率等)。 
2) 间接测量 
由直接测量结果经过公式计算才能得出结果的，称为间接测量。对大多数被测物理量

来说，没有直接读数用的量具或仪表，只能用间接的方法进行测量，即根据被测物理量与

若干可直接测量的物理量的关系，先测出这些可直接测量的物理量的测量值，再通过相关

的物理公式进行计算而得出。例如，要测量圆柱体的体积，可先直接测出圆柱体的直径和

高的测量值，然后通过相关的公式进行计算后就可得出。其中，圆柱体的直径和高是可直

接测量的量。 
此外，根据测量条件的不同，测量又可分为等精度测量和不等精度测量。 
等精度测量是指在测量过程中，影响测量的诸多因素相同的测量，即在测量条件相同

的情况下进行的一系列测量。例如，由同一个人在同一地点、用同一台仪器和同样的测量

方法对同一被测物理量进行的连续多次测量。不等精度测量是指在测量条件部分相同或完

全不同的情况下进行的一系列测量。等精度测量的数据处理比较简单，常为大多数实验采

用，本书只讨论等精度测量．．．．．方面的问题。 
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2. 测量误差 

任何被测对象都具有各种各样的特性，反映这些特性的物理量都有其客观真实的值。

被测物理量的客观真实数值，称为被测量的真值。测量的目的就是力图得到该真值。但是，

由于测量仪器、实验条件及种种不确定因素伴随在测量过程之中，测量结果具有一定程度

的不确定性，因此，被测量的真值是不能通过测量得出的。测量结果只能给出被测量的近

真值或最佳值，并给出其不确定度。有关不确定度的概念及其估算将在 1.3 节中介绍，本

节和 1.2 节的内容只介绍有关误差的基本知识。 
测量值与被测量的真值之差，称为测量误差。 
测量误差反映的是测量值偏离被测量真值的大小和方向，因此也常称为绝对误差或真

误差。若被测量的测量值为 x ，被测量的真值为 0x ，则测量误差 
          0x xΔ = −  (1-1-1) 

与绝对误差相对应，相对误差的定义为 

        r
0

100%E
x
Δ

= ×  (1-1-2) 

3. 误差的种类 

根据误差产生的原因和性质的不同，误差可分为两类。 
1) 系统误差 
在相同条件下，多次测量同一物理量时，测量值对真值的偏离(包括大小和方向)总是

相同的，这类误差称为系统误差。 
系统误差的主要来源有： 
(1) 测量仪器本身的固有缺陷。如刻度不准、砝码未经校正等。 
(2) 测量方法或理论公式的近似性，或测量方法有缺陷。如用伏安法测电阻时，若不

考虑电表内阻的影响，就会使测量结果产生误差。 
(3) 个人习惯与偏向。如用秒表计时时，掐表的反应能力(提前或滞后的倾向)。 
(4) 测量过程中，环境条件(温度、气压等)的变化。如尺长随温度的变化。 
系统误差使测量结果具有一定的偏向，或者偏大、或者偏小、或者按一定的规律变化，

其来源又是多方面的。消减系统误差是个比较复杂的问题。要很好地分析整个实验中依据

的原理及测量的每一环节和所用仪器，才能找出产生系统误差的种种原因。系统误差的特

点是稳定性，不能用增加测量次数的方法使它减小。学生应该在实验中不断提高对系统误

差的分析和处理能力。 
消减和修正系统误差的措施如下： 
(1) 消减产生系统误差的根源。例如，采用符合实际的理论公式；保证仪器装置良好

且满足规定的使用条件等。 
(2) 找出修正值对测量结果进行修正。如用标准仪器校准一般仪器，作出校正曲线进

行修正；对理论公式进行修正，找出修正项大小；修正千分尺的零点等。 
(3) 在系统误差值不易被确切地找出时，可选择适当的测量方法设法抵消它的影响。

如替换法、交换法、对称观测法、半周期偶数观测法，等等。这些测量方法后续章节将结

合有关实验加以介绍。 
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(4) 培养实验者的良好习惯。 
2) 随机误差 
在相同条件下，多次测量同一物理量时，每次出现的误差的大小、正负没有确定的规

律，以不可预知的方式变化着，这类误差称为随机误差。 
大多数情况下，随机误差是由对测量值影响不大的、相互独立的多种变化因素造成的

综合效果。如各种实验条件在控制范围内的波动使测量仪器和测量对象产生的微小起伏变

化；重复测量中实验者每次在对准、估读、判断、辨认上产生的微小差异；其他一些未知

的偶然因素的影响等。在多次测量中，由于随机误差具有时大时小、时正时负的特点，因

此，把多次测量值取平均值，必然会抵消掉部分影响。 
在采用多次重复测量的方法取得大量数据以后，需加以分析。分析表明：虽然每一个

数据中所含随机误差是不可预知的，但大量数据中所含随机误差是服从统计学分布规律的。

随机误差的特点是随机性。如果在相同的宏观条件下，对某一物理量进行多次测量，当测

量次数足够多时，便可以发现这些测量值呈现出一定的规律性。 
在一个实验中，随机误差和系统误差一般同时存在。除此以外，还可能存在因实验者

的粗心大意而造成的错误，如读错数、记错数等。这些错误虽然不属于误差，但是实验者

必须避免的。 

1.2  随机误差的估算 

本节中，假定系统误差已经被减弱到足以被忽略的程度。 

1. 随机误差的统计学分布规律 

如前所述，随机误差是由一些不确定的因素或无法控制的随机因素引起的。这些因素

使得每一次测量中误差的大小和正负没有规律，从表面上看纯属偶然。但是，大量实践证

明：当对某个被测量物重复进行测量时，测量结果的随机误差却服从一定的统计学分布

规律。 
常见的一种是随机误差服从正态分布(高斯分布)规律，其分布曲线如图 1-2-1 所示。该

分布曲线的横坐标 Δ 为误差，纵坐标 f(Δ)为误差的概率密度分布函数。分布曲线的含义是：

在误差 附近，单位误差范围内误差出现的概率。即误差出现在 Δ～Δ＋dΔ 区间内的概率

为 f(Δ)·dΔ。 

Δ

 

图 1-2-1 

由图 1-2-1 可见，服从正态分布的随机误差具有以下特

点。 
(1) 单峰性：绝对值小的误差出现的概率比绝对值大的

误差出现的概率大。 
(2) 对称性：绝对值相同的正负误差出现的概率相同。 
(3) 有界性：绝对值很大的误差出现的概率接近于零。 
(4) 抵偿性：随机误差的算术平均值随着测量次数的增

加而减少，最后趋于零。 
由此可见，增加测量次数可以减少随机误差。在实验中
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常常采取多次测量方法的原因就在于此。但是，当测量次数有限时，随机误差是不能消除

的，测量后必须进行误差估算。为定量估算，下面进一步考查正态分布曲线。 
理论研究表明，正态分布的误差概率密度分布函数 ( )f Δ 可表示为 

      
2

221( ) e
2

f
Δ
σΔ

σ

−
=

π
 (1-2-1) 

在某一次测量中，随机误差出现在 a～b 内的概率应为 

       ( ) d
b

a
P f Δ Δ= ⋅∫  (1-2-2) 

给定的区间不同，P 也不同。给定的区间越大，误差越过此范围的可能性就越小。显

然，在-∞ ～+∞ 内，P =1，即 

       ( ) d 1f Δ Δ
+∞

−∞
⋅ =∫  (1-2-3) 

由理论可进一步证明，Δ＝ σ± 是曲线的两个拐点的横坐标值。当 Δ 0 时，

f(0)

→

→
1

2 σπ
。 

 

图 1-2-2 

由图 1-2-2 可见，σ 越小，必有 f(0)越大，分布曲线

中部上升越高，两边下降越快，表示测量的离散性小；与

此相反，σ 越大，必有 f(0)越小，分布曲线中部下降较多，

误差的分布范围就较宽，测量的离散性大。因此，σ 这

个量在研究和计算随机误差时是一个很重要的特征量。

σ 被称为标准误差。 

2. 标准误差的统计意义 

理论上，标准误差由式(1-2-4)表示 

         

2
0

1

( )
n

i
i

x x

n
σ =

−
=
∑

 (1-2-4) 

式中， 为测量次数；n ix 为第 i 次测量的测量值； 0x 为被测量的真值。 
该式成立的条件是要求测量次数 。 n →∞
某次测量的随机误差出现在-σ ～+σ 内的概率，可以证明为 

( ) d 0.683P f
σ

σ
Δ Δ

−
= ⋅ =∫  

同理可求，随机误差出现在-2σ ～+2σ 和-3σ ～3σ 内的概率分别为 
2

2
( ) d 0.955P f

σ

σ
Δ Δ

−
= ⋅ =∫  

3

3
( ) d 0.997P f

σ

σ
Δ Δ

−
= ⋅ =∫  

由此可见标准误差σ 所表示的统计意义为：对被测量 x 任作一次测量时，误差落在   
-σ ～+σ 内的可能性为 68.3%，误差落在-2σ ～+2σ 内的可能性为 95.5%，误差落在 
-3σ ～+3σ 内的可能性为 99.7%。因此，近年来标准误差σ 被广泛地用在随机误差的估算中。 

3. 随机误差的估算 

众所周知，实际测量的次数是不可能达到无穷大的，且被测量的真值也是不可能得到
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的，因此标准误差σ 的计算只有理论上的意义。物理实验中随机误差的估算方法如下所述。 
1) 被测量的算术平均值 
在相同条件下，对被测量 x 进行 次测量，测量值分别为n 1 2 nx x L， ， ，x ，则被测量 x 的

算术平均值定义为 

            
1

1 n

i
i

xx
n =

= ∑  (1-2-5) 

根据随机误差的抵偿性，随着测量次数的增大，算术平均值越接近真值。因此，测量

值的算术平均值为近真值或测量结果的最佳值。 
2) 偏差 
测量值与算术平均值之差，称为偏差。上述某一次测量的偏差可表示为 

ix x−  

3) 标准偏差 
在有限次数的测量中，可用标准偏差 s 作为标准误差σ 的估计值。标准偏差 s 的计算

公式如下： 

       

2

1
( )

( )
1

n

i
i

x x
s x

n
=

−
=

−

∑
 (1-2-6) 

标准偏差 s 有时也称为标准差，它具有与标准误差σ 相同的概率含义。式(1-2-6)称为

贝塞尔公式。 
被测量 x 的有限次测量的算术平均值 x ，也是一个随机变量。即，对 x 进行不同组的有

限次测量，各组测量结果的算术平均值是不会相同的，彼此之间有所差异。因此，有限次

测量的算术平均值也存在标准偏差。如用 ( )s x 表示算术平均值的标准偏差，可以证明， ( )s x
与 ( )s x 之间有如下关系： 

           ( )( ) s xs x
n

=  (1-2-7) 

或表示为 

       

2

1

( )
( )

( 1)

n

i
i

x x
s x

n n
=

−
=

−

∑
 (1-2-8) 

被测量 x 的有限次测量的算术平均值及其标准偏差 ( )s x 被求得以后，意味着被测量 x
的真值 0x 落在 x - ( )s x ～ x + ( )s x 内的可能性为 68.3%；落在 x -2 ( )s x ～ x +2 ( )s x 内的可能

性为 95.5%，落在 x -3 ( )s x ～ x +3 ( )s x 内的可能性为 99.7%。 

【例 1-2-1】 对某一长度 测量了 10 次，测得数据为 63.57，63.58，63.55，63.56，63.56，63.59，
63.55，63.54，63.57，63.57(单位：cm)。求其算术平均值

l
l 及标准偏差 ( ) ( )s l s l、 。 

解：算术平均值为 
10

1

1 63.564cm
10 i

i
ll

=

= =∑  

标准偏差 ( )s l 为 
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2
6

1

( )
2040 10( ) cm 0.015cm

1 9

n

i
i

l l
s l

n

−
=

−
×

= = =
−

∑
 

算术平均值 l 的标准偏差为 
( ) 0.015( ) cm 0.0048cm

10
s ls l

n
= = =  

1.3  测量的不确定度 

长期以来，在报告测量的结果时，由于不同国家和不同学科有不同的规定，影响了国

际的交流和对成果的相互利用。为加速与国际惯例接轨，我国原国家技术监督局(现为国家

质量监督检验检疫总局)于 1999 年 1 月 11 日颁布了新的计量技术规范 JJF 1059—1999《测

量的不确定度与表示》，代替了 JJF 1027—1991《测量误差及数据处理》中的误差部分，并

于 1999 年 5 月 1 日起实行。为了培养面向新世纪的高科技人才，物理实验课程中正在逐步

推行用不确定度来评价测量结果的质量，以适应国内外形势发展的需要。 

1. 测量的不确定度的基本概念 

测量的不确定度(简称为不确定度)是对被测量的真值所处量值范围的评定。它反映了

被测量的平均值附近的一个范围，而真值以一定的概率落在其中。不确定度越小，标志着

误差的可能值越小，测量值的准确程度越高；不确定度越大，标志着误差的可能值越大，

测量值的准确程度越低。 
测量结果与很多量有关，所以不确定度来源于许多因素，这些因素对测量结果形成若

干不确定度分量。因此，不确定度一般由若干分量组成。 
如果这些分量只用标准误差给出，称为标准不确定度，用符号 u(通常带有作为序号的

下角标)表示。按照评定方法的不同，标准不确定度可分为两类：一类是用统计的方法评定

的不确定度，称为 A 类标准不确定度；另一类由其他方法和其他信息的概率分布(非统计的

方法)来估计的不确定度，称为 B 类标准不确定度。 
计算 A 类标准不确定度的方法有多种，如贝塞尔法、最大偏差法、极差法等；而 B 类

标准不确定度常用估计方法，要估计适当，需要确定分布规律，需要参照标准，更需要估

计者的学识水平、实践经验等。因此，在物理实验课的教学中，将计算进行理想化和简单

化的处理，以利于教学。 

2. A 类标准不确定度的评定 

用贝塞尔法计算 A 类标准不确定度时，就是直接对多次测量的数值进行统计计算，求

其平均值的标准偏差。因此，在物理实验课的教学中，A 类标准不确定度的计算方法如下： 
对被测量 x ，在相同条件下，测量 次，以其算术平均值n x 作为被测量的最佳值。它的

A 类标准不确定度为 

         A
( )( ) ( ) s xu x s x
n

= =  (1-3-1) 
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式中的 ( )s x 可由贝塞尔公式即式(1-2-6)求出。 

在特殊情况下，对被测量 x 只测量一次时，测量结果的 A 类标准不确定度为 
            (1-3-2) A ( ) ( )u x s x=

式中， ( )s x 是在本次测量的“先前的多次测量”(实验者本人或其他实验人员完成或生产厂

家、检定单位完成)时得到的。当然，本次测量的测量条件与“先前的多次测量”时的测量

条件一致。 

3. B 类标准不确定度的评定 

B 类标准不确定度的评定中往往依据的是计量器具的检定书、标准、技术规范、手册

上提供的技术数据及国际上公布的常数与常量等。这些信息也是通过统计方法得出的，但

是，给出的信息不完全，依据这些信息进行估算，往往比较复杂。在物理实验课的教学中，

B 类标准不确定度主要体现在对测量仪器的最大允许误差的处理上。 
1) 测量仪器的最大允许误差  
生产厂家在制造某种仪器时，在其技术规范中预先设计、规定了最大允许误差(又称为

极限允许误差、误差界限、允差等)，终检时，凡是误差不超过此界限的仪器均为合格品。

因此，最大允许误差是生产厂家为一批仪器规定的技术指标(过去常用的仪器误差、示值误

差或准确度，实际上都是最大允许误差)。它不是某台仪器实际存在的误差或误差范围，也

不是使用该仪器测量某个被测量值时所得到的测量结果的不确定度。在物理实验课的教学

中，测量仪器的最大允许误差通常用 表示。 Δ仪

测量仪器的最大允许误差是一个范围，某种仪器的最大允许误差为Δ仪 ，表明凡是合格

的该种仪器，其误差必定在- ～+ 范围之内。它的给出方式有如下两种： Δ仪 Δ仪

(1) 以绝对误差形式给出； 
(2) 以引用误差形式给出，即以绝对误差与特定值之比的百分数来表示，“特定值”

指的是量程值或其他值。 
如量程为 1mA、1.0 级直流毫安表的 Δ仪 =±(1mA×1.0%)=±0.01mA。其引用误差为

0.01mA /1mA=1.0%，以“1.0”在表盘上表示。 
又如数字式电压表的最大允许误差为Δ仪 =±(级别%×读数+ ×最低位数值)。其中n代表

仪器固定项误差，相当于最小量化单位的倍数，只取 1，2，3，…例如，某台数字式电

压表的级别为0.02，读数为1.1666V，n=2，则

n

Δ仪 = ±(0.02%×1.1666+2×0.0001)V           = 

±4.3×10-4V。 

2) B 类标准不确定度的估计 
在物理实验课的教学中，B 类标准不确定度的估计方法是： 

对误差服从正态分布的仪器，B 类标准不确定度为 B 3
u

Δ
= 仪

； 

对误差服从均匀分布的仪器，B 类标准不确定度为 B 3
u

Δ
= 仪

。 

所谓均匀分布是指测量值的某一范围内，测量结果取任一可能值的概率相等，而在该

范围外的概率为零。若对某类仪器的分布规律一时难以判断，可近似按均匀分布处理。在
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物理实验课教学中，一般规定：除非另有说明，均按均匀分布处理。 

4. 合成标准不确定度 

如上所述，在测量结果的质量评定中，标准不确定度有两类分量。总的标准不确定度

是由各标准不确定度分量合成而来。由各标准不确定度分量合成而来的标准不确定度称为

合成标准不确定度。在直接测量的情况下，合成标准不确定度的计算比较简单；在间接测

量的情况下，间接被测量往往由若干量以一定的方式合成而来，合成标准不确定度的计算

则比较复杂。这是因为，不仅仅要考查“若干量”中的每个量，而且要考查“若干量”中

的每个量之间的相关性。 
在物理实验课的教学中，合成标准不确定度的估计方法简化如下： 
(1) 当被测量 是直接测量量y x 时，即 y x= 时，合成标准不确定度为 

            (1-3-3) c ( ) ( )u y u x=
( )u x 的来源有 A 类、B 类无数个标准不确定度分量，分别为 如果这些

分量是相互独立的，即不相关的，则有 
1 2( ) ( )u x u x L， ，

       ＝( )u x 2 2
1 2( ) ( )u x u x+ +L  (1-3-4) 

即合成标准不确定度等于各标准不确定度分量的平方和的根(方和根法)。 
【例 1-3-1】 用螺旋测微器(测量范围为 0～25mm、Δ仪 ＝±0.004mm)测量钢丝的直径 d，5

次测量的数据为 0.575，0.576，0.574，0.576，0.577(单位：mm)，求钢丝的直径 d 的算术

平均值 d 及合成标准不确定度 。 c ( )u d

解：钢丝的直径 d 的算术平均值为 

1

1 1 (0.575 0.576 0.574 0.576 0.577)mm 0.5756mm
5

n

i
i

d d
n =

= = × + + + + =∑  

测量的 A 类标准不确定度分量为 

2
2 2 2 2 2 6

1
A

( )
0.6) 0.4 ( 1.6) 0.4 1.4 ] 10( ) ( ) mm

( 1) 5 (5 1)

n

i
i

d d
u d s d

n n

−
=

−
− + + − + + ×

= = =
− × −

∑ [（  

       =0.1×  310 mm−

测量的 B 类标准不确定度分量为 
3

B
0.004( ) mm 2 10 mm

3 3
u d

Δ −= = = ×仪  

测量的合成标准不确定度为 
2 2 2 2 3 3

c A B( ) ( ) ( ) ( ) (0.1) (2) 10 mm 2 10 mmu d u d u d u d − −= = + = + × = ×  
(2) 被测量 J 是若干个直接测量量 x y z L， ， ， 的函数时，即 ( )J f x y z= L， ， ， 。 
若 x y z L， ， ， 彼此无关，则合成标准不确定度可按方和根法求得，即 

2 2 2 2 2 2
c ( ) ( ) ( ) ( )x y zu J c u x c u y c u z= + + +L  (1-3-5) 

式中， 称为不确定度的传播系数，且 x y zc c c L， ， ，

      x y z
J J Jc c c
x y z
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

L， ， ，  (1-3-6) 
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【例 1-3-2】 求例 1-3-1 中钢丝的横截面积 的最佳值S S 及其合成标准不确定度 。 c ( )u S

解：钢丝的横截面积 的最佳值S S 为 
2 2 2(0.5756) mm 0.065mm

4 4
S dπ π
= = × = 2  

其合成标准不确定度为 
2

2 2 2 3 3 2
c

2( ) ( ) ( ) 2.3 10 0.5756 2.3 10 mm
4 2d

Su S c u d u d d
d

− −∂ π π
= ⋅ = ⋅ = × × = × × ×

∂
 

      = 2×  3 210 mm−

【例 1-3-3】 已知圆柱体直径 d 的 d 、 ，圆柱体高 的( )u d h h 、 ，求该圆柱体体积V 的( )u h

c ( )V u V、 。 

解：圆柱体体积V 的最佳值为 
2

4
V d hπ
= ⋅ ⋅  

圆柱体体积V 的合成标准不确定度 为 c ( )u V
2 2 2 2

c ( ) ( ) ( )d hu V c u d c u h= ⋅ + ⋅  

式中， 2
4 2d

Vc d h d h
d

∂ π π
= = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅

∂
；

2

4h
Vc d
h

∂ π
= = ⋅

∂
。 

当 为乘除或方幂的函数关系时，采用相对不确定度(不确定度与被测

量的最佳值之比)可以大大简化合成标准不确定度的运算。方法是先取对数后再作方和根合

成，即 

(J f x y z= L， ， ， ）

2 2 2 2c ( ) ln ln( ) ( ) ( ) ( )
u J f fu x u y

x yJ
∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂

L+               (1-3-7) 

【例 1-3-4】 在例 1-3-3 中，如果还测得该圆柱体质量 的m m 及 ，求出该圆柱体密度( )u m
ρ 的 ρ 及 c ( )u ρ 。 

解：该圆柱体密度的最佳值为 

22

4

4

m m m
V d hd h

ρ = = =
π π ⋅⋅

 

2 2 2 2 2 2c ( ) ln ln ln( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (
u

u d u m u h
d m h

ρ ρ ρ ρ
ρ

∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂
)  

因为
4ln ln ln ln 2lnm hρ = + − −
π

d  

所以
ln 2
d d
ρ∂
= −

∂
，

ln 1
m m
ρ∂
=

∂
，

ln 1
h h
ρ∂
= −

∂
 

代入式(1-3-7)可得 

2 2c
2 2 2

( ) 4 1 1( ) ( ) ( )
u

u d u m u h
d m h

ρ
ρ

= ⋅ + ⋅ + ⋅ 2  

常用函数的合成标准不确定度的计算，见表 1-3-1。 
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表 1-3-1  常用函数的合成标准不确定度的计算 

函    数 合成标准不确定度 

J x y= ±  2 2
c ( ) ( ) ( )u J u x u y= +  

J x y= ⋅  
2 2c ( ) ( ) ( )[ ] [ ]u J u x u y

x yJ
= +  

xJ
y

=  2 2c ( ) ( ) ( )[ ] [ ]u J u x u y
x yJ

= +  

k m

n

x yJ
z
⋅

=  2 2 2 2 2c ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ]u J u x u y u zk m n
x y zJ

= + + 2  

J kx=  c ( ) ( )u J ku x=  
kJ x=  ( ) 1 ( )xu J u x

k xJ
= ⋅  

sinJ x=  c ( ) cos ( )u J x u x= ⋅  
lnJ x=  

c
( )( ) u xu J
x

=  

5. 扩展标准不确定度   

扩展标准不确定度是确定测量结果分散区间的参数。它所给出的置信空间有更高的置

信水平，它常用标准不确定度的倍数表示，即扩展标准不确定度由合成标准不确定度乘以

因子 k 得出。用 U 代表扩展标准不确定度，则有 
          (1-3-8) c ( )U k u J= ⋅

式中，k 为包含因子或覆盖因子。 
k 把合成标准不确定度 扩展了 k 倍。在物理实验课的教学中，一般取 k=2 或 k=3。

在大多数情况下，k=2 时，区间的置信概率为 95.5%；k=3 时，区间的置信概率为 99.7%。 
c ( )u J

1.4  有效数字及测量结果的表示 

实验中用仪器直接测得的数值都有一定的不确定度，因此，测出的数据只能是近似数。

由这些近似数经过计算而求出的间接测量量也是近似数。显然，几个近似数的运算并不能

使运算结果更准确些。因此，测量数据的记录、运算和测量结果的表达都有一些规则，以

便体现测量结果的近似性。 

1. 有效数字的概念 

任何一个物理量，既然其测量结果都体现近似性(都包含误差)，该物理量的数值就不应

该无限制的记录下去。例如，测量结果(1.341 256 ± 0.002)cm，其准确表达为(1.341± 0.002)cm。

这是依据不确定度 0.002cm，该数值在千分位上已存在误差，千分位之后的数字便无意义。

因此，测量结果只表达到开始有误差的那一位数，并且在这位数以后按“四舍五入”的法

则取舍。把测量结果中可靠的几位数字加上有误差的一位数字称为测量结果的有效数字；

或者说，有效数字的最后一位是不确定度。 
综上所述，有效数字是表示不确定度的一种粗略方法，而不确定度则是对有效数字中

最后一位数字不确定程度的定量描述。它们都表示含有误差的测量结果。 
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有效数字的几点说明： 
(1)“0”的位置。“0”在非零数字中间或最末一位都“有效”，不能随意添加或略去；

而表示小数点位置的“0”不是有效数字。如 0.602 00kg 和 602.00g 都是五位有效数字。而

不能写成 602g，因为它们的准确度是不同的。 
(2) 有效数字的位数与十进制单位的变换无关。这从上例不难看出。 
(3) 为避免混淆，并使记录和计算方便，当数字很大或很小，但有效数字位数较多时，

一般采用科学计数法，例如，0.000 012km 可写成 ，以米为单位时，写成

。 

51.2 10 km−×
21.2 10 m−×

有效数字的位数多少反映出相对误差的大小。有效数字的位数越多，则相对误差越小，

测量结果的准确度越高。 

2. 如何确定有效数字 

(1) 当给出(或求出)不确定度时，测量结果的有效数字由不确定度来确定。由于不确定

度本身只是一个估计值，一般情况下，不确定度的有效数字只取一位。测量值的最后一位

要与不确定度的最后一位取齐，例如，(2.03 ± 0.01)cm。一次直接测量结果的有效数字可以

由仪器最大允许误差的不确定度来确定；多次直接测量结果(算术平均值)的有效数字，由

计算得到的算术平均值的不确定度来确定；对于间接测量结果的有效数字，也是先算出结

果的不确定度，再由不确定度来确定。 
(2) 当未给出(或未求出)不确定度时，运算结果的有效数字也不能任意选取。 
对于直接测量量，在一般情况下，有效数字取决于仪器的最小分度，是否估读以及估

读的程度。 
对于间接测量量，其有效数字位数由参与运算的各直接测量量的有效数字位数及运算

方式来估计。例如，3.2+0.2231，第一个数的误差在十分位上，已远大于第二个数的误差，

因此运算结果应写为 3.4 而不能写为 3.4231。 
对于加减类型的运算，由于运算结果的不确定度总是大于或等于各分量中最大的不确

定度，所以运算结果的有效数字位数应由这个具有最大不确定度的分量来决定，即运算结

果的末位应与末位最高的数的末位取齐。例如，234.3+0.1234-1=233。 
对于乘除类型的运算，由于运算结果的相对不确定度总是大于或等于有效数字位数最

少的分量的相对不确定度，所以运算结果的有效数字位数应与有效数字位数最少的分量相

同。例如， 2

36 2.1256 52
1.21
×

= 。 

当运算结果的第一位是 1、2、3 时，可以多保留一位有效数字。例如，5.3 。 2.3 12.2× =
以上运算规则是粗略的，只是对有效数字的一种估计。只有不确定度才是决定有效数

字位数的严格依据。 

3. 测量结果的表示 

在物理实验课中，测量结果的表示方式规范如下： 
被测量的符号=测量结果的值±不确定度的值 单位 

或 
被测量的符号=测量结果的值(不确定度的值) 单位 

不确定度的有效数字位数一般取一位有效数字。相对不确定度的有效数字位数一律也
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取一位有效数字。测量数值的有效数字位数根据求出的不确定度的有效数字位数决定。即

不确定度定到了哪一位，测量数值也应定到这一位。 
如，例 1-3-1 中钢丝直径 的d d =0.5756mm、 ，测量结果表示为 3

c ( ) 2 10 mmu d −= ×

c ( ) 0.576 0.002mmd d u d= ± = ±  
或                        0.576(0.002)mmd =  

为了比较测量结果精确度的高低，常常使用相对不确定度这一概念，其定义为 

=
不确定度

相 不确定度
量的平均值

对
测

 

1.5  实验数据处理方法 

实验的数据处理，是从带有随机性的观测值中用数学方法导出规律性的过程。在不少

实验中，现象的随机性十分突出，使物理过程的规律性往往被现象的随机性所掩盖。因此，

运用适当的数据处理方法才能恰当地设计实验，才能由实验数据得出正确的结论。 
在物理实验中常用的数据处理方法有：列表法、作图法、逐差法、平均法及最小二

乘法等。在本节中只介绍这些方法的特点和一般原则，以后将在实验中根据情况选用这

些方法。 

1. 列表法 

列表法是指在记录数据时，把数据列成表，是记录数据的基本方法。数据列表后不仅

简明醒目，还有助于看出物理量之间的对应关系，有助于发现实验中的问题。而且表格设

计得当，还可使数据计算比较方便。 
列表法的要求： 
(1) 列表并不是把所有数据填入一个表内，写入表内的通常是些主要的原始数据，计

算过程中的一些中间结果也可列入表内。有些个别的或与其他量关系不大的数据，可以不

列入表内，而是写在表格的上方或下方。 
(2) 设计表格时要注意数据间的联系及计算顺序，设法做到有条理、完整而又简明。 
(3) 把单位与物理量的名称(或符号)组成一个项目，不必在每个数据后都写上一个单

位。自定义的符号要说明它代表什么。 
(4) 表中数据的写法应注意整齐统一，同一列的数值，小数点应上、下对齐。若数据

的有效数字位数较多，但在表中只有后几位有变化，则只有第一个数据需要写出全部数位，

以后的各数可只写出变化的数位。 

2. 作图法 

作图法能将物理量之间的关系用图线表示出来，既简单又直观。有了图线以后(例如，

设函数关系为 )，则可在图线范围内得到任意( )y f x= x 值对应的 值(内插法)。在一定的

条件下，也可以从图线的延伸部分得到测量数据以外的数据(外推法)。若不通过图线，要

想获得以上数据还要做很多的计算或重新观测。此外，利用图线可求某些物理量(例如，图

线为直线时，通过求截距和斜率，可求出有关物理量)。运用图解法还可由图线建立相应的

经验公式。 

y
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1) 作图规则 
(1) 作图一律用坐标纸(直角坐标纸或对数坐标纸等)。坐标纸的大小和坐标轴的比例应

根据所测数据的有效数字位数和结果的需要而定。原则是，测量数据中的可靠数字在图中

应为准确的，最后一位存疑数字在图中应是估计的。即坐标纸的最小格对应测量数据中的

最后一位可靠数字。 
(2) 选轴：以横轴代表自变量，纵轴代表因变量，并画两条粗细适当的线表示横轴和

纵轴。在轴的末端近旁注明所代表的物理量及单位，中间用逗号分开。对于每个坐标，在

相隔一定的距离上用整齐的数字来标度。横、纵轴的标度可以不同，两轴的交点也可以不

从零开始，而取比数据最小值再小些的整数开始标值，以便调整图线的大小和位置，使图

线占据图纸大部分而不偏于一角或一边。若数据特别大或特别小，可以提出乘积因子(如
等)，并标在坐标轴上最大值的右面。 510 10− 、 2

(3) 标点：根据测量数据，用削尖的铅笔在图上标出各测量数据点，并以该点为中心，

用“+”“×”“⊙”等符号中的任一种标明。符号在图上的大小，由这两个物理量的最大

绝对误差决定。同一图线上的观测点要用一种符号。如果图上有两条图线，则应用两种不

同符号加以区别，并在图纸的空白处注明符号所代表的内容。 
(4) 连线：除了画校正图线要把相邻两点用直线连接以外，一般连线时，应尽量使图

线紧贴所有的观测点而过(但应舍弃严重偏离图线的某些点)，并使观测点均匀分布于图线

的两侧。方法是：一面移动透明的直尺或曲线板，一面用眼注视着所有的观测点，当直尺

或曲线板的某一段跟观测点的趋向一致时，用削尖的铅笔连成光滑曲线。如欲将此图线延

伸到观测数据范围之外，则应依其趋势用虚线表示。 
(5) 写图名：在图纸顶部附近空白位置写出简洁而完整的图名。一般将纵轴代表的物

理量写在前面，横轴代表的物理量写在后面，中间用符号“-”连接。在图名的下方允许附

加必不可少的实验条件或图注。 
2) 求直线的斜率和截距 
物理实验中遇到的图线大多数属于普通曲线，因此这些曲线大都可用一个方程式来表

示。与图线对应的方程式一般称为经验公式。现在先讨论实验图线为直线的情况。 
设经验公式为 y a bx= + ，则该直线的斜率 b 为 

          2 1

2 1

y yb
x x
−

=
−

 (1-5-1) 

式中， 1 1( , )x y 、 2 2( , )x y 分别为图中直线上两点的坐标，这两个点不允许使用原标观测点。 
若 x 轴起点为零，则可直接从图上读出截距 (因a x =0 时， )y a= 。如 x 轴起点不为零，

则可在求出 后，再选图线上任一点(b 3 3, )x y 代入 y a bx= + 中，即可求出截距 a 为 
           (1-5-2) 3a y bx= − 3

3 3( , )x y 点也不允许使用原标观测点。应当指出，这是一种粗略地求 的方法，较准确的

方法后面再加以介绍。 
a b、

3) 曲线改直  
实验中物理量之间的关系往往不是线性的，因而若直接用测得的变量数据作图，图线往

往是曲线，这样不仅由图求值困难，而且不易判断结论是否正确。因此，往往进行适当的变

量代换，使变量之间成线性关系，图线也由曲线转化为直线，这样一来可使问题大为简化。 
例如，为验证玻义耳定律 pv c= ，由测得的 v 数据作 v- 图，如图 1-5-1 所示。如p、 p
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果定律正确，所得曲线应为双曲线，但要判断所作曲线是否为双曲线并不很容易。但是可

进行变量代换，将纵轴变量改为
1
v
，作

1
v

- 图，如图 1-5-2 所示。那么玻义耳定律正确时，

所得图线应为一直线，这样就容易判断了。 

p

 
图 1-5-1  v-p 图                          图 1-5-2  1 p

v
− 图 

表 1-5-1  p，v， 1
v
实验数据 

4/10p Pa 7.87 8.36 9.22 10.14 11.41 12.76 14.80 

v/cm3 64.00 60.00 55.00 50.00 45.00 40.00 35.00 
2 31 10 m

v
− −  1.56 1.67 1.82 2.00 2.22 2.50 2.86 

 
当物理量之间的关系不太清楚时，有时可从实验图线大致判断它们所具有的函数关系，

再进行适当的变量代换，将原图线转化为直线。 
例如，设经验公式为 ny ax= 。式中， 为未知常数。将方程两边取对数，可得 a n、

lg lg lgy n x a= +  
这样，以变量的对数代替变量作图，在坐标纸上以 lg 为纵轴，以 lgy x 为横轴，则可得

一直线。直线的斜率、截距分别为欲求的常数 和 ，从而 a 也可求出。 n lg a
更简便的办法是直接在对数坐标纸上作图，这时不必查对数就可直接在坐标纸上标点。 
综上所述，作图法可以直观地表达出物理量之间的关系，根据图线也可以找出经验公

式。但是由于图纸大小受到限制，连线也具有较大的主观任意性，因此，作图法仅仅是一

种粗略的方法。下面再介绍几种较准确的计算方法。 

3. 逐差法(环差法) 

逐差法是常用的数据处理方法之一，常常用它求一般线性方程(例如 中的待

定系数(例如 )。 
)y a bx= +

a b、

若实验中，自变量 x 作等差变化(等间距变化)，测量数据的对应关系为 
0 0

1 1

n n

y a bx
y a bx

y a bx

= +⎧
⎪ = +⎪
⎨
⎪
⎪ = +⎩

M
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一般只测两组数据，由两个方程相减求差就可求出 b ，进而求出 。但是，为了减少

误差，现在测了 组。怎样求差才能充分利用数据？下面先采用每两个相邻的方程相减求

差的方法。由每两个相邻的方程相减求差后，有 

a
n

1 1 0 1 0 1

2 2 1 2 1 2

1 1

( )
( )

( )n n n n n

y y y b x x b x
y y y b x x b x

y y y b x x b x− −

Δ = − = − = Δ⎧
⎪Δ = − = − = Δ⎪
⎨
⎪
⎪Δ = − = − = Δ⎩

M

n

 

将等式两边取平均，可得 

0

0

n

n

y yyb
x xx
−Δ

= =
−Δ

 

这是因为 

[ ]1 0 2 1 1
1

1 1 ( ) ( ) ( )n

n

i n
i

y y y y y y y y
n n −

=

Δ = Δ = − + − + + −∑ L = 0
1 ( )ny y
n

−  

同理                               0
1 ( )nx x x
n

Δ = −  

这样一来，只有首、末两组数据起作用，而中间的数据都一一抵消了。上述相减求差

的方法是不可取的，它没有充分利用数据。下面介绍一种特殊的求差方法。 
将多次测量的数据分成数目相同的前、后两组，然后将前、后两组的相应项依次相减

求差，这种方法称作逐差法(环差法)。为讨论方便，设测量数据共有 2n 组，每组 n 个方程 

前组               后组

1 1

2

n n

y a bx
y a bx

y a bx

= +⎧
⎪ = +⎪
⎨
⎪
⎪ = +⎩

M
2

1 1

2 2

2 2

n n

n n

n n

y a bx
y a bx

y a bx

+ +

+ +

= +⎧
⎪ = +⎪
⎨
⎪
⎪ = +⎩

M
 

将前、后两组的对应项依次相减求差得 
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

2 2

( )
( )

( )

n n

n n

n n n n n n

y y y b x x b x
y y y b x x b x

y y y b x x b x

+ +

+ +

Δ = − = − = Δ⎧
⎪Δ = − = − = Δ⎪
⎨
⎪
⎪Δ = − = − = Δ⎩

M

2  

等式两边取平均，得 

   1 1

1 1

1 ( )

1 ( )

n n

i n i
i i
n n

i n i
i i

y y
y nb
x

i

i

y

x x x
n

+
= =

+
= =

Δ −
Δ

= = =
Δ Δ −

∑ ∑

∑ ∑
 (1-5-3) 

为求 ，再由 a
2 2

1 1
2 2

n n

i i
i i

y na bx na b x
= =

= + = +∑ ∑
2

1

n

i
i=
∑  

得 

        
2 2

1 1

1 (
2

n n

i
i i

a y b
n = =

= − )ix∑ ∑  (1-5-4) 
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应该指出，上述求 的方法，为一次逐差法。当求一元二次方程的系数时，还应对

测量数据连续分两次计算，即采用二次逐差法，在此不再赘述，可查阅有关文献。 
a b、

总之，逐差法充分利用测量数据，具有对数据取平均的效果，比作图法精确，减少了

误差，因此在物理实验中，常被采用。但是，用逐差法处理的问题只限于多项式形式的函

数关系，而且自变量需等间距变化，这是该方法的局限性。 

4. 平均法 

平均法也是在处理方程组数目多于变量个数时，求系数的一种方法。 
设一方程内含 个系数，用平均法求此 个系数的步骤为： k k
(1) 将所测 组观测值代入方程内，得 个方程； n n
(2) 将所得 个方程分成 组，每组中所含方程数大致相等； n k
(3) 将每组方程各自相加，分别合并为一式，共得 个方程； k
(4) 解此 个方程，得 个系数值。 k k
实验表明，分组方式不同时，会有不同的结果。方程分组时，以前后顺序(按数值的大

小)分组为好。 

5. 最小二乘法 

当在实验中测得自变量 x 与因变量 的 个对应数据y n 1 1( , )x y ， 2 2( , )x y ，…，( , )i ix y ， ，L

( , )n nx y 时，要找出已知类型的函数关系 ( )y f x= ，使 (称为残差)的平方和 ( )iy f x− i

       (最小) (1-5-5) [ ]2

1
( ) min

n

i i
i

y f x
=

− =∑
这种求 ( )f x 的方法，称为最小二乘法。 

本书只讨论简单线性函数的最小二乘法，考查当独立变量只有一个时，即函数关系为

时，如何用最小二乘法求出待定系数 a 。 y a bx= + b、

设                                  [ ]2

1
( )

N

i i
i

Q y a bx
=

= − +∑

由数学分析知，欲使残差的平方和 取值最小，要满足的条件是Q 0Q
a

∂
=

∂
、 0Q

b
∂

=
∂

，且

其二阶导数大于 0。因此，对Q 求导，并令其为零，可得两个联立方程 

[ ]

[ ]
1

1

2 ( )

2 ( )

n

i i
i
n

i i i
i

Q y a bx
a
Q x y a bx
b

=

=

∂⎧
= − − + =⎪ ∂⎪

⎨
∂⎪

0

0= − − +⎪ ∂⎩

∑

∑ =
 

整理后，可写为 

2

x b a y

xx b a xy

⎧ ⋅ + =⎪
⎨

⋅ + ⋅ =⎪⎩
 

式中，
1

1 n

i
i

x x
n =

= ∑ ；
1

1 n

i
i

yy
n =

= ∑ 。 
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           2

1

1 n

i
i

2x x
n =

= ∑             
1

1 ( )
n

i i
i

xy x
n =

y= ⋅∑   

方程的解为 

           2 2

y xyxb
x x

⋅ −
=

−
 (1-5-6) 

             ya bx= −  (1-5-7) 
进一步的计算表明，上述 值，使Q 的二阶导数大于零，即满足 为最小的条件。

这样，用最小二乘法得出了方程

a b、 Q
y a bx= + 中 的值。与作图法、平均法、逐差法相比，

最小二乘法是确定待定系数的最好方法。 

a b、

注意：运用最小二乘法确定待定系数时要求每个数据的测量都是等精度的，而且，假定 ix、 
中只有 是有测量误差的。在实际处理问题时，可以把相对来说误差较小的变量作

为

iy iy

x 。 

在数理统计学中，本处讲述的方法属于一元线性回归，且只是一元线性回归处理数据

的方法之一，有关线性回归的完整知识，不再多述，可查阅有关文献。 

习    题 

1．指出下列情况属于随机误差还是系统误差： 
(1) 米尺刻度不均匀； 
(2) 游标卡尺零点不准； 
(3) 米尺因温度改变而伸缩； 
(4) 最小分度后一位的估计； 
(5) 实验者读数时的习惯偏向； 
(6) 测质量时，天平未调水平。 
2．比较下列三个量的不确定度的大小： 
(1) ；(2) ；(3) 。 1 55.0V 0.1V= ±u 2 0.55V 0.01V= ±u 3 0.0055V 0.001V= ±u

3．量程为 10V、级别为 0.5 的电压表，其读数的 B 类标准不确定度是多少？ 
4．用秒表(最大允许误差为 0.01s)测时 5 次：测得值为 10.75s、10.78s、10.76s、10.80s、

10.77s。求 t 、 、 ，并表示该测量结果。 c ( )u t ( )( 3)U t k =

5．导出下面几个函数的合成标准不确定度和相对不确定度的计算式： 

J x y= − ， /J x y= ， /m n lJ x y z= ， lny x= ， siny x= ，
1
ky x= 。 

6．根据有效数字的含义、运算规则，改正以下错误： 
(1) =12.832cm 0.2cmL ± ；(2) =12.8cm 0.22cmL ± ；(3) ； =12.832cm 0.2222cmL ±
(4) ；(5) ；(6) 18cm=180mm 2266.0=2.66 10× 0.028 0.166=0.004 648× ； 

(7) 150 2000 150000
13.60 11.6

×
=

−
。 

 ·19· 


	第1篇  不确定度与数据处理基础 
	1.1  测量与误差的基本概念 
	1. 测量 
	 2. 测量误差 
	3. 误差的种类 


	1.2  随机误差的估算 
	1. 随机误差的统计学分布规律 
	2. 标准误差的统计意义 
	3. 随机误差的估算 


	1.3  测量的不确定度 
	1. 测量的不确定度的基本概念 
	2. A类标准不确定度的评定 
	3. B类标准不确定度的评定 
	4. 合成标准不确定度 
	表1-3-1  常用函数的合成标准不确定度的计算

	5. 扩展标准不确定度   


	1.4  有效数字及测量结果的表示 
	1. 有效数字的概念 
	2. 如何确定有效数字 
	3. 测量结果的表示 


	1.5  实验数据处理方法 
	1. 列表法 
	2. 作图法 
	图1-5-1  v-p图                          图1-5-2   图 
	表1-5-1  p，v， 实验数据

	3. 逐差法(环差法) 
	4. 平均法 
	5. 最小二乘法 


	习    题 


