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从上世纪 50 年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大祜
采用了翻译过来的苏联数学教材这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才． 到了60年代，国内开始
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留
着苏联教材的影响同时 一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外
读物继续发挥着作用客观地说从解放初 一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材， 大
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益．但在很长一段时间中，尽管苏联的数
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说 是一

个很大的缺撼

事情终千出现了一个转折的契机今年初，在 由中国数学会、中国工业与应用数
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学
家提出，莫斯科大学为庆祝成立 250 周年计划推出 一批优秀教材，建议将其中的一

些数学教材组织翻译出版这一建议在会上得到广泛支持， 并得到高等教育出版社
的高度重视会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情
况的专家座谈讨论，大家一致认为：在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大
视野，开拓思路对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要《俄罗斯数
学教材选译》系列正 是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组
织出版的．
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经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材．有大学基础课程的教材，也有适合大学
高年级学生及研究生使用的教学用书有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版，
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴．这一教材系列的出版，将中俄数学教
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革，
对提高数学索养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影
响，尤疑值得庆贺，特为之序

李大潜
2005 年 10 月



编者的话

格里戈里·米哈伊洛维奇·菲赫金哥尔茨的《微积分学教程》是一部卓越的科
学与教育著作，曾多次再版，并被翻译成多种文字．《教程》包含实际材料之丰富，诸
多一般定理在几何学、代数学、力学、物理学和技术领域的各种应用之众多，在同类
教材中尚尤出其右者很多现代著名数学家都提到正是r.M. 菲赫金哥尔茨的《教
程》使他们在大学时代培养起了对数学分析的兴趣和热爱，让他们能够第一次清晰
地理解这门课程

从《教程》第一版问世至今已有 50 年，其内容却并未过时，现在仍被综合大学
以及技术和师范院校的学生像以前那样作为数学分析和高等数学的基本教材之一使
用不仅如此，尽管出现了新的一批优秀教材，但自r. M. 菲赫金哥尔茨的《教程》
问世起其读者群就一直不断扩大，现在还包括许多数理特长中学（译注：在俄罗斯，
除了类似中国的以外语、音乐为特长的中学，还有以数学与物理学为重点培养方向
的中学，其教学大纲包括更多更深的数学与物理学内容，学生则要经过特别的选拔．）
的学生和参加工程师数学进修培训课程的学员．

《教程》所独有的一些特点是其需求量大的原因《教程》所包括的主要理论内
容是在 20 世纪初最后形成的现代数学分析的经典部分（不含测度论和一般集合论）．
数学分析的这一部分在综合大学的一、二年级讲授，也（全部或大部分） 包括在所有
技术和师范院校的教学大纲中． 《教程》第一卷包括实变一元与多元微分学及其基
本应用第二卷研究黎曼积分理论与级数理论，第三卷研究多重积分、曲线积分、曲
面积分、斯蒂尔吉斯积分、傅里叶级数与傅里叶变换．

《教程》的主要特点之一是含有大量例题与应用实例，正如前文所说，通常这些
内容非常有趣，其中的一部分在其他俄文文献中是根本没有的
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另外一个重要特点是材料的叙述通俗、详细和准确尽管《教程》的篇幅巨大，
但这并不妨碍对本书的掌握． 恰恰相反，这使作者有可能把足够多的注意力放在新
定义的论证和问题的提法，基本定理的详尽而细致的证明以及能使读者更容易理
解本课程的其他方面上． 每个教师都知道，同时做到叙述的清晰性和严格性一般是
很困难的（后者的欠缺将导致数学事实的扭曲）． 格里戈里·米哈伊洛维奇·菲赫金
哥尔茨的非凡的教学才能使他在整个《教程》中给出了解决L述问题的大量实例，这
与其他一些因索一起，使《教程》成为初登讲台的教师的不可替代的范例和高等数学
教学法专家们的研究对象．

《教程》还有一个特点是极少使用集合论的任何内容（包括记号），同时保持了
叙述的全部严格性整体上，就像50年前那样，这个方法使很大一部分读者更容易
初步掌握本课程

在我们向读者推出的r. M. 菲赫金哥尔茨的新版《教程》中，改正了在前几版
中发现的一些印刷错误． 此外，新版在读者可能产生某些不便的地方增补了（为数不
多的） 一些简短的注释，例如，当作者所使用的术语或说法与现在最通用的表述有所
不同时，就会给出注释． 新版的编辑对注释的内容承担全部责任

编者对B. M. 马卡罗夫教授表示深深的谢意，他阅读了所有注释的内容并提出
了很多有价值的意见． 还要感谢国立圣彼得堡大学数学力学系数学分析教研室的所
有工作人员，他们与本文作者一起讨论了与《教程》前几版的内容和新版的设想有关
的各种问题

编辑部预先感谢所有那些希望通过自己的意见来协助进一步提高出版质量的读
者

A.A弗洛连斯基
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第十五章 曲线积分·斯蒂尔切斯积分

§1. 第一型曲线积分

543. 第一型曲线积分的定义 为了很自然地得出这一新的概念，我们来考察
一个能导出它的力学问题

设在平面上给定一连续的简单可求长曲线 G)

(K)75l(图1), 在它上面分布有质量且在曲线上所
有的点M处其线性密度p(M)为已知要求确定
整个曲线(K)的质量m.

为达此目的，在曲线端点A与B间任意地插
入一列点A1,A2,···,A九-1(为使记号对称，命A。 OR 

与A相合A九 与B相合）． 为了明确起见，我们认 图1

为这些点是自A到B记数的［参看 246], 但是，将
它们以相反的方向记数也可以

在曲线的弧AiAi+l上任取一点Mi , 算出这一点处的密度 p(Mi )-近似地认为
在这一小段弧上所有点处的密度都是这样的，并以(ji 表弧AiAi+l的长，对这一弧
的质量 mi我们将有近似表示式

mi土 p(M芯

©为确定，仅限千非闭的曲线（以下用带圆圈数字标出的是作者注解）

75) 简单曲线与可求长曲线的概念是在245~247目中引入和讨论的（以下用带括号的数字标出
的是 2003 年俄文版的编者注解．）
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而对整个所求的质量，将有近似式子

n-1 

m �  汇p( M芯·
i=O 

这一式子的误差与上面所作的近似假定是有关的 ； 如所有小段的长 (ji 趋近于零
时，这误差也将趋近于零 因此 如以 入 表长 (ji 中最大的一个， 只要取极 限就得到
准确的公式：

n- 1 

m =  lim 汇p( M芯·入一0 i=O 

现在开始一般地来研究这一类型的极 限．丢开上面的问题不谈，取一任意 ＂点函

数' f(M) = J( x, y ), 它 是在一连续的可求长平面曲线 (K)上给出的 陌 并重 复上述
手续： 分曲线 (K)为许多弧元AiAi+l 75) , 在它们上面任取点 M芯邓），计算出在这
些点处的值 f(Mi )= f( �i 邓），并作和

n-1 n-1 

汇J( M扣 ＝ 汇f( 臼） 吓
i=O i=O 

它也代表一定类型的 “积分和' .

类似的过程可以应用于闭曲线 的情形， 只要取其上任意一点为点A。(An ), 而其
余的点则根据曲线的某一方向排列 [246 ] .

当 入 = maxa-i 趋近于零时，如这一积分和有一确 定的有限极限 I, 既与 曲 线

(K) 细 分的 方 法无关，又与 小段AiAi+l 上点 Mi 的 选择无关，则 这一极限称作 函数

f(M) = J(x ,  y ) 沿 曲 线或道路 (K)上所取的 （第一型俘 曲线积分，并 以 记号

I =  J f(M)ds = J f( x, y )ds 
(K) (K) 

(1 )  

来表示 （其中 s 是曲线的弧长，ds 就象征长度元 a-i ). 极 限过程的精确说明 留给读者 ．

因此 上面所得曲线质量的式子可重写为：

m = J p(M)ds. 
(K) 

( 2 ) 

©这里假定某一直角坐标系取作基础
＠以示与下面 [546] 所讨论的第二型曲线积分不同

76) "分为许多弧元＂ 的手续， 对千由参数形式 X = <p(t) , y = '1/J(t) 给出的无论是简单闭曲线 还是
自 身相交的闭曲线 今后都将经常施行 如果分点 Ao, A1 , . .  · , An 对应千参数 t 的严格递增或严
格递减序列 to , t1 , • • • , 抎（换句话说， 按照曲线 (K) 所选取的方向编号），且分点 A。 与 A九 与曲线
(K) 的端点重合，我们就都说 点 A。 , A1 , · · · , A九 分割 （参数表示的） 曲线 (K) 为弧元 （或者说 ＂曲
线分解成简单部分,,)
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特别 注意，给道路 (K)所加的 方 向 在所介绍的定义 中 不起任何作用． 例如，若这

一曲线不 是 闭的，且以 (AB )及 (BA )作为不同方向的曲线，则

!AB) 
J(M)ds = !BA) 

f(M)ds 

类似地，我们可以引导散布在空 间曲线(K)上的积分概念 ：

!K) 
J(M)ds = f 

K) f( x , y ,  z )ds.CD 

由 千没 有什么新的原则性东西，没 有必 要在这里详谈．

544. 约化为普通定积分 假定在曲线 (K)上任意取定一方向 （两个可能方向
之一），曲线上点M的 位置可 由从一点A 量起的弧长 s = AM 来确定． 那么曲线
(K)可表为参数方程的形状：

x = x( s ), y = y( s ) ( O ::;; s ::;; S ), 

而在曲线上给出的 函数 J( x , y )便化成变量 s 的复合 函数 f( x( s ), y( s ) ). 
对应于在AB弧上所选取的分点Ai , 其弧的值如表为 Si( i = 0,1,·· · , n ), 则显

然(ji= Si+l - Si = 心Si- 以 Si 表定点M 的 s 值 （而且显然， Si::;; 岛 ::;; Si+l ), 可以看

到曲线积分的积分和
n- 1 n-1 

汇 J( M扣 ＝ 汇 f( x( 岛），y( 岛）） �Si

i=O i=O 

同时也是普通定积分的积分和 所以立刻有

h
K) 

f(M)ds = ( R ) la f( x( s ), y( s ) )ds歹 ( 3 )

且这两积分中 只要有一个存在， 另 一个就也存在．

当然 这种直接由第一型曲线积分约化为普通的积分会降低了它的理论价值，但
在方法上的价值它仍全 部保存着

我们以后将假定函数 f(M)是连续的 鸥 显然在这种情形下积分是存在的
令设一曲线 (K) 由任意的参数方程

X = <.p( t ), y = 心( t ) ( t。 ::;; t ::;; T )  

＠某一直角坐标系将取作基础． 函数 f 仅在曲线 (K) 的点处有定义
＠符号 (R) 表示， 积分这里是 了解为通常黎曼定义下的积分
＠我们是指在曲线 (K) 上 的点处连续， 也就是指 沿 着 曲 线连续 用 "c: — 矿 的说法， 这就是说 对

c > 0 能找到这样的 8 > o ,  使当 可可' < 8 时就有 1 /(M') - f(M)I < c:(M 及 M 是曲线上的点）
在这一假定下， 复合函数 f(x(s) , y(s)) 由千 x(s) 及 y(s) 是连续的缘故， 也同样是 s 的连续函数
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所给出， 其中 函数 中 及 心 与它们的导数 <.p' 及 驭 都连续 ； 此外，假定曲线上无重点．
那么曲线就是可求长的 ， 且若弧s = AM =  s( t )的增加对应 于参数 t 的增加， 则

斗 = ✓招( t )] 2 + ['lj;'( t )]2 

[248,(10 )] . 在 ( 3 )的右端的积分中换变量， 立刻得到：

I T 

(K/(M)ds = [。 阳( t )' 心( t ) )西( t )] 2 + [洲( t )]2dt. ( 4 ) 

因此 在计算 笫 一型 曲 线积分时，在积分号 下的 函数 中 ， 变量 x 及 y 应 该 用 坐标
的 参数表示式 来代替， 至 于 因 子 ds, 应 该把弧 当 作参数的 函数而 用 这函数的微分来
代替特别指出， 定积分 ( 4 )的 下 限必须小于上限 ．

在曲线以显方程

y = y( x ) ( a ::;; x ::;; b ) 

给出时 ， 公式 ( 4 )的形状是：

I 
(K) 

f(M)ds = i J( x, y( x ) )VI可产dx. ( 5 ) 

这一关系式也可有另 一形式 ． 在 函数 y( x ) 与它的导数 y'( x )连续的假定下 ， 曲
线 (K)在每一点处都有 一不平行千 y 轴的确定切线 ． 以 a 表切线与 x 轴的夹角 ， 我

们得到：

tga = y'( x ), I cos al = 
凶 + [y'( x )] 2 . 

J f(M)ds = 『 f( x, y( x ) )
dx

(K) a I cos al 

如用 S 表示整个曲线 (AB )的长， 因为显然

J ds = S, 
(K) 

所以特别地有

S = lb dx 
a l cos al

· 

(6 ) 

( 7 ) 

附注 公式 ( 7 )是经形式的变换得来的．如果我们定义曲线弧长为外切（不 是内
接 ） 折线周长的极 限， 则这一定义 一 — 在曲线以显式给出时 一 — 立即可得出公式
( 7 ). 读者不 妨自 己来证实这一点．



(545) §1. 第一型曲 线积分 . 5 .  

X 2 y 2 545. 例 1) 若(K) 是椭圆 百 十 萨 = 1 在第一象限内的部分， 计算积分 I = f(K) xyds. 
解 (a) 我们有

b y = - 尸，
a 

y' = - bx 
av'a2 - 泸 ＇

5了 = ¾✓a4
了；尸，

所以 由公式 (5),

[ = l
a 

X 艾二 卢了一：）x2
dx 

＝ 卢 「 三沪 - xdx.。
进行积分， 得：

l =  -b 
· � [a4 -(a2 - b沪) ; 『 = 竺 吐 + ab + b2

2吐(a2 - 胪） 3 。 3 a + b  . 

应该注意， 上面做的计算事实上还要有所说明才行， 因为当 x = a 时切线斜率 变 为 无 穷 大． 下
一解法就没有这一缺点

(6) 如变到椭圆的参数表示 x = a cos t, y = b sin t, 故

， ．  Xt = -a Slll t, y� = b cos t, � = ✓吐 sin2 t + b2 cos勺．

则可按公式(4) 来进行计算：

告
I = j a cos t • b sin t· ✓吐 sin2 t + b2 cos2 tdt 。
＝ 竺 ！芳 sin 2t · ✓ 吐 . 1 - cos 2t 1 + cos 2t 

2 2 + b2 . 2 dt. 。
1 这里令 cos 2t = z, 则 sin 2tdt = - -dz, 且
2 

且

I' = 乎 /_

1

1

✓a2 
; 

b2 
+ 

b2 

; 
a2 

zdz 

3 1 

= ab 2 2 [ a2 + b2 b2 - a2 ] 歹
了

.
b2 - a2 

. 3 2 + 2 z 
- 1 

ab a2 + ab + b2 
= 3 a + b  . 

2) 计算积分 l = f(K) yds, 其中(K) 是抛物线 沪 = 2px 上 自 坐标原点到点(xo, Yo) 的一段．
解 由 曲线的方程， 我们有 yy' = p, 所以

yds = 压厅言严心 = ✓妒 ＋ 归'.2心 ＝ 尸dx,

I = 『°
歹言;dx = _!__ p2 国） � - p汀

3p ［（ 。
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3) 计算积分 L = J(A/x2 + 沪） ds, 其中 (A) 是联结点 (a, a) 及 (b, b) 的直线段 (b > a) . 

提示 直线方程： y = X. 答 竺�
3 

(b3 店）．

4) 计算积分 K = 』C) ye-x ds, 其中 (C) 是曲线

x = ln(l  + t行 ， y = 2arctgt - t + 3 

在点 t = O 及 t = l 间的一段．

提示 《尹百万? = 1 ,  

K = 1
1 2arc tgt - t + 3 

dt = 亡 - I_ ln 2  + 竺1 + t2 16 2 4 . 

5) 常见曲线中一大部分 （椭圆、 双曲线 、 正弦曲线 、 双纽线等） 其弧长不能表作初等函数， 因

为它们的 ds 不能积分为有限型 然而， 对这种曲线 积分 J(K)
f(x, y)ds 往往算出来是初等函数

［例如， 参看例 1)] , 因为与 因子 f(x, y) 连在一起时， 积分号下微分式的整个构造改变了 ． 读者不

妨做一些积分 I(K) 
f(x, y)ds 的例题， 积分取在正弦曲线 y = sin x 或双曲线 xy = l 上但又可表

作初等函数者

6) 计算积分 I = f(c) xyzds, 其中 (C) 是曲 线 X = t, y = ½ 甚护， Z = 护 在点 t = 0 及
t = l 间的弧

解 ds = V疗 + y产 + z芢dt = (1 + t)dt, 

I = 丑 /
1

t� (l + t)dt = 亘
3 143 

7) 当曲线 (K) 用极坐标方程 r = r(0) (01 � 0 � 02) 给出时， 试求计算积分

I =  J f (x, y)ds 
(K) 

的一公式

答 I =  fi。�2 f (r cos 0, r sin 0)0了丁芦d0.
8) 若 (K) 是双曲螺线 r0 = l 自 0 = v'3 到 0 = 2�讨勺一段， 试计算积分

H = J ds 3 

(K) (x2 + y芍 歹

答 --;- . 
19 

9) 试求曲线 y = ln x 在有横坐标 XI 及 m 的两点间这一段的质量， 设曲线在每点处的 （线
性） 密度等千该点横坐标的平方

解 由 公式 (2) , 因为在我们的情形下 p = x2 , 故有：

v'1+x2 但 ds = dx, 所以
X 

m = f
x2 

x2ds. 
x, 

m = 『 � - xdx = � [(1 + 咕) � - (1 + 式） 门
:i: 1  



[545] §1. 第一型曲 线积分 . 7 . 

10) 试求悬链线 y = ach巴 在点 x = O 及 x = a 间一段的质量， 设曲线在每点的密度与该点
的纵坐标成反比．

提示 p = -k 
, ds = ch芒 dx = '!!.. dx, m = k. 

y a 
与连续地分布在曲线上的质量相关的其它问题， 很 自 然地也可变成上面所考察类型的曲线积

分．

11) 在第十章中 349 我们讨论过平面曲线对坐标轴的静矩的计算， 以及它的重心坐标的计算，
那时假定 ＇线性密度" p = l .  读者不难推广那里所得的公式到质量连续分布的一般情形． 如引用

曲线积分概念时， 则结果可写作下面形状：

My = t
K) 

pxds, Mx = t
K) 

pyds, 

My .f(K) pxds Mx J(K) pyds 
Xe, = — = , Ye = - = 

m J pds (K) 
m f , (K) pds 

12) 我们还说明第一型 曲线积分的一个应用 应

用到有质量的曲线对一质点引力 的问题.

大家都知道， 按牛顿定律 ， 质量 mo 的质点 M。 对质

量 m 的质点 M 的吸引 力 ， 方向是从 Mo 到 M, 大小等

千 k - 竺巴� , 其中 r 是距离 MoM, 而 k 是与测量的基本
产

单位选择有关的一系数 并且为了简单起见， 我们常认为

它等于 1.
设点 Mo 被一质点系 M1 , M2 , ·· · , M九 所吸引， 它们 5 

的质量是 m1 , m2,  · · · m九， 则将各个点对 Mo 的吸引力 几

何地相加， 就得到合力 ． 同时， 合力在坐标轴上的射影等千

各个力射影的代数和
如 以 X 及 Y 表合力在坐标轴上的射影， 且 以 0i 表向量 冗 ＝ 豆嘉［ 与 x 轴间的夹角， 则显

f
 

M ,

-

/／

/
 

p
 

I
I

 

I
l
 产M

 

I 
I 

知2
X 

图 2

然， n n 
X = 区 momi momi 

r 2 cos 0, ,  Y = 区 2 sin 0, 
r 

？， i=l i=l 
（与通常一样， 其中 r; 表向撒 门 的长） ．

现在设吸引质点的质量连续地分布在一曲 线 (K) 上． 为要找出吸引力 ， 我们分曲线为许多小

段 将每一小段的质量集中在它上面任意取定的一点 肌 处后， 我们就求出合力在坐标轴上射影

的近似值：
x � 汇 mop(�i)ai cos 0i , y �  区 mop(�i)ai sin 0i , r i i r ， 

因为这时各个小段其质量近似地等千 p(M扣i• 如令所有的 ai 趋近千零， 则取极限后就得到准确

的等式， 且这时和就被积分所代替了：

X = m。I p(M;2
cos 0  

ds , y = mo I p(M
;tn 0  

ds; 
(K) (K) 

(8) 
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y
 

s
 。 X 

这里 r 表向量 r = M忒｝ 的长， 而 0 表它与 x 轴的夹角．

13) 试求一均匀半圆周 (p = 1) 对位千其中心的一单位

质量的吸引力．

解 将坐标原点放在圆心， 通过半圆端点作横轴（图 3) .
由对称性， X = 0, 所以 只要求出射影 Y 好了 由 公

式 (8) ,

图 3

但在现在的情况下 r = R(半圆的半径） 且 ds = Rd0. 故

Y = f 宁ds

2-
R
 

＿＿
 
。d

 
。n

 
.
1

 
s

 

下

l
 
1-
R
 

＿＿
 

Y
 

14) 一单位质量的点 (mo = 1) 与一无穷的均匀直线 (p = 1) 的距离为 h, 求直线对这一点的

引力

解 将所求的引力 当 作 由 所述直线上一有限线段所生引力的极限， 假设这一线段的端点在
两头变到无穷远去． 如将直线本身取作 x 轴， 而 y 轴通过已 知点， 则得 （考虑在所给的情况下

ds = dx) 

y = -h 1
= 

dx = _ _!_ . x 00 2 

-oo (芷 + h琪 h 立了 ' -= = -h .  
同样， X = O(但由对称性这很明显） ．

15) 试求星形线 x = a cos3 t, y = a sin3 t 在第一象限内的弧对位千坐标原点的单位质撒所生

的引力， 设曲线在每一点的密度等于这一点到坐标原点的距离的立方．
竺 3a2 

口 X = Y = - .5 

§2. 第二型曲线积分

546. 第二型 曲 线积分的定义 转而讨论在实际中更为重要的 笫 二型 曲线积分

的概念， 我们直接从定义开始， 而把这一概念的应用放在 以后的一些 目 中 ［例如 ， 参

看 554] . 设给定连续 曲线 (AB) , 为 了简单我们假定它不是闭 曲线， 并设沿此曲线还

给定了某个函数 J (x, y) .CD 用点 Ai 分曲线为许多部分后，77) 在 曲 线段 AiAi+l 上取
一任意点 M芯 加 ， 并计算 出 函数在这点 的值 f (Mi) = J(ei吓） ； 再作一和

n-1 n-1 

a = 汇 f(Mi)竺 ＝ 汇 f(�i , 心Xi
i=O i=O 

如 当 µ = max A A+1 趋近于零时， 这个和有一 有 限极限 I, 既与 曲 线 细 分 的 方

法 无 关， 又与 点 Mi 的 选择无关， 则 这一 极限称 为 f (M)dx 沿 曲 线或道路 (AB) 的

©参看第 2 页脚注 心

77)参看第 2 页的脚注 76).
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（第二型） 曲线积分，用记号表为

I =  tAB) J(M)dx = tAB) f(x, y)dx 

同样，将值 f(Mi) 不 乘上 凶m 而乘上 凶从， 并作和

n-1 n- 1 

a-* = 汇 f(Mi )显 ＝ 汇 f(�i , 心从，
i=O i=O 

我们得到它的极 限， 即 f (M)dy 的 （第二型） 曲线积分：

. 9 . 

( 1 )  

I* = j
AB) 

J(M)dy = !AB) f(x, y)dy. (2) 

如沿曲线 (AB) 定义有两个函数 P(M) = P(x, y),  Q(M) = Q(x, y),  且积分

tAB) 
P(M)dx = tAB) P(x, y)dx, /AB) Q(M)dy = /AB) Q(x, y)dy 

都存在，则它们的和就称为 ( "一般形状的＇） 曲线积分 ， 并 令

/AB) Q(x, y)dx + Q(x, y)dy = /AB) 
P(x, y)dx + /AB) Q(x, y)dy 

现在我们来 比较第二型曲线积分 ( 1 ) [或 (2)] 的定义与 笫 一型曲线积分的定义
［参看 543(1)] . 除显然的类似地方外这两个定义有实质上的不同： 在第一型积分的情
形下，当形成积分和时， 函数值 f(Mi) 乘 以 曲 线段兀Ai+l的 长(ji = �Si , 在第二型积
分 的情形下，这个值 f(Mi) 乘以这一段在 x 轴 （或 y 轴） 上的射影 凶立（或 凶Yi) -

我们已经看到过 积分进行所沿道路 (AB) 的方向在第一型积分 的情形下不起
作甩 因为弧 兀瓦十 1 的 长(ji 与这一方向无关．然而第二型积分 的情形就不同了： 所
述弧段在任一轴上的射影与弧的方向大有关系，方向变为反向时，射影也变号．因此
对笫 二型积分有

同样，

tBA) f(x, y)dx = -f J(x, y)dx, 
(
AB) 

tBA) J(x, y)dy = —
tAB) f(x, y)dy, 

且右端积分的存在就能推出左端积分的存在，反过来也是如此．
用类似的方法可以引导散布 在 空 间 曲 线 (AB) 上的第二型曲线积分的概念． 即，

如在这一曲线上给出一 函数 f (M) = J(x, Y, z) ,  则与上面一样，作和

n-1 

(j = 汇 J(�i , T/心）�Xi ,
i=O 
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并当 µ = max AiAi+I 趋近千零时考察它的极限如这一极限存在， 则 它 称 为 f(M)dx
的（第二型） 曲 线积分， 并用记号表为

jAB) 
J(M)dx = jAB) 

f(x, y, z)dx. 

同样地定义有下列形状的积分：

jAB) 
f(M)dy = jAB) 

J(x·, y, z)dy, 

jAB) 
J(M)dz = jAB) 

J(x, y, z)dz. 

最后， 考察（“一般形状" ) 积分

jAB) 
Pdx + Qdy + Rdz = jAB) 

Pdx + jAB) 
Qdy + JAB) 

Rdz 

这里同样， 积分的方向改变就使积分的符号也改变．

最后注意，通常定积分的最简单性质 [302,303] 容易移到所考察的曲线积分上
来， 关千这一点这里不讨论了 ．

547. 第二型 曲 线积分的存在与计算 设已知曲线 (K) = (AB) 的参数方程为

X = i.p(t) ,  y = 心(t) , (3) 

且函数 中 及 心 连续， 又当参数 t 自 o 变到 3 时曲线以自 A 到 B 的方向描动 我们
也假定函数 f(x, y) 沿曲线 (AB) 连续．

如谈到积分 (2) 时， 我们还更假定导数 'P' (t) 存在且连续 ．

在这些假定下 曲 线积 分 (2) 存在， 且有等式

J 
(AB) 

f(x, y)dx = (R) 1
。

阳(t), 心(t) )'P' (t)dt. (4) 

因此 在计算 曲 线积 分 (1) 时， 应在积分号 下 的 函数 中 将 变量 x 及 y 用 它 们 的参数
表示式 (3) 代替， 而 因 子 心 应 当 把 变 量 x 当 作参数的 函 数而 用 这函数的微分来代
替 最后一积分中， 积分上下 限次序的 安排在这里要看 曲 线 方 向 的 选择 ．

下面我们来证明 在曲线上取由参数值 ti (i = 0, 1 , 2 , · • · , n) 所决定的点 Ai , 在
弧 冗Ai+l 上选取一点 Mi, 它的参数值是 飞（显然 Ti 在 ti 与 ti+l 之间） ． 那么积分和

当我们考虑到

n-1 

(j = 汇 J(�i , T/i)�xi , 
i=O 

竺 = 'P(t计1 ) - 叽） = 
/ti+l

'P' (t)dt 
ti 
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时，它就可改写为
n-1 

a = 汇 f (毗），心（动） ＝ 『
+i

c.p' (t)dt 
i=O 拓

的样子． 另一方面，(5) 中右端的积分©可表作和的形状：

于是，

I = 
1: 府(t) ' 心(t) ) c.p' (t) dt = 九立j伈1

阳(t) , 心(t) 财 (t) dt . 
i=O t; 

n-1 

Lf 
t叶1

a - I = [f(c.p(冗），心（冗）） - f(c.p(t) , 心 (t) )]c.p' (t)dt.
i=O t, 

. 1 1 . 

在给定一任意的 c: > 0 后，现在假定所有的 �ti 非常小，使在区间［右，ti+ 1l 上连
续 函数 J(c.p(t) , 心 (t) ) 的振动 < c. 因为连 续 函数 c.p' (t) 是有界的 屈 (t) I � L, 所以我
们就会有

la - J I < c:L l/3 - a j .  

因此，当量 入 = max i�纠 趋近千 0时，＠

lim a = I, 

这同时 既证明了曲线积分的存在， 又证明了所要求的等式．
容易看到 这一推理不加什么本质上的变动就可放到 函数 c.p(t) 仅有 分段连续的

导数情形上去
对千积分 (2) , 当导数 创 (t)连 续 （或仅仅分段连续）时，用同样的方法可得知它的

存在， 且可证明公式

J f (x, y)dy = (R) f 13 阳(t) ' 心(t)财(t)dt.
(AB) <> 

最后 如谈到一般形状的积分

J P(x, y)dx + Q(x, y)dy 
(AB) 

(5) 

而其中 P 及 Q 为连续 函数时 则对曲线 (AB) 我们就加一条件， 就是 两 函数 (3) 有
连续或至少有分段连续的导数． 在这一假定下公式

jAB) 
Pdx + Qdy = 

1:[P(c.p(t) , 心(t) )c.p' (t) + Q(c.p(t) , 心(t) )创 (t)]dt (6) 

© 因为积分号下的函数连续， 积分显然存在
＠这就相 当 千各小段弧的直径中最大者趋近千 0 或 （在非闭曲线的情况下） 最大的弦趋近千

0[245] . 
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就成立
曲线积分的定义与这里所示的化它为普通定积分的方法也可直接推 广 到曲线

(3) 自 身 相 交的情形， 只要它上面的方向与前面一样 由参数 t 单调地自 o 变到 3 而

确定．
末了我们来说 明曲线积分计算起来特别简单的若干情形． 设积分 (1) 取在一曲

线上， 这曲线是用显方程

y =  y(x) 

给出 的 且当 x 自 a 变到 b 时点自 A 位移到 B. 那么， 对曲线除连续外不 加任何假

定 就有

j
AB) 

f(x, y)dx = (R) l
b 

f (x, y(x)) dx. (7) 

同样， 如果积分 (2) 散布在一连续曲线上，这曲线仍 由显方程给出， 但是另 一种样子：

X = x(y) 

（其中 y 由 c 变到 d) , 则

J f(x, y)dy = (R) 『 f(x(y) , y)dy. (8) 
(AB) 

最后 如果积分 (1) 散布在平行于 y 轴的一 直线段上， 则它等 千 0(因为在这种
情形下， 所有的 �Xi 因此同时所有的和 6 都等 千 0). 同样， 积分 (2) 取在平行于 x
轴的一直线段上时也等千零．

如积分道路 (K) 可分成有 限段彼此相接的曲线， 沿每一曲线各 个曲线积分存在
且可以用上面所示公式之一来计算， 则很容易证明 ， 沿整个曲线 (K) 的积分存在， 且
等 千沿它各 部分积分的和．

548. 闭路的情形 · 平面的定向 转而讨论闭路(K) , 即积分道路的起点A 与终
点 B 重合 的情况，在曲线上取异千 A 的一点c, 假设按照定义， 考虑在曲线上选定
的方向 （在图 4 中已用箭头指明） ：

A
 

M 

图 4

jK) 
= 

jAMC) 
+ jCNA) 

假定右边的积分存在．
容易证明，积分的存在及数值与点A和 C 的选择

无关 此外， 对闭路 (K) , 上一目中的公式 (4) ,(5) 和 (6)
是可以应用的．

附注 其实此 处曲 线积分 （与 非闭曲 线 的情形一

样） 可以 由取极限得到， 但极限过程受到要求预先固定
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两个点A,A', 使得它们在所加入的分点中是不变动的这一限制．此 处没 有这一 限制，

当 maxAiAi+l一 0的极 限过程不能达到目的 ．

我们所考察的情况的特点是： 指定了起点及 （与它相重的） 终点， 并不能确定曲
线 (K) 描动的 方 向 ． 在每一情况下都要特别说明是取的 哪一个方向 ． 在谈到空间曲
线时也必 须同样说 明 而在平面 闭路 (K) 的情况下通常用别的方法来说 明

在所给平面的两可能转动 方 向 “反 时针向” 及 “顺时针向 ＇＇ － 中， 取一个
算作正的 ： 这样就构成了确定的平面的定向如反时针向算作正的 ， 则平面的定向称
作右手的， 在另 一种情形下， 就称作左手的_ 78)

在平面的右手定向 的情形下， 我们就令反时针向转动作为简单 闭路的正向的定
义 （图 5,a) ) . 实在说来， 这一定义仅对近似于圆周的闭路才非常清楚． 故更正确地我
们应该这样规定 当一人沿 （简单） 闭路循一方向环行时， 如 由闭路所 围的 区域靠近
观察者的部分总是在 观察者的左手边时， 这一方向就称为曲线的正 向 （图 5 ,a)) . 在平

面的左手定向 的情形下，顺 时针 向 环行 闭路就是 正的， 所以 区域总是在 观察者的右
手边 （图 5,6)) .

我们注意 ， 平面中坐标轴本 身的安排恒与平面的定向有联 系 ： 在平面的 右手定
向时， 将 x 轴按反时针向转 goo 就得到 y 轴； 而在左手定向时， 就要按顺 时针向转
（参看图 6,a) ,6)) . 在第一种情况下， 坐标系本 身也称为右手的， 而在第二种情况下 ，
称为左手的 _79)

在作这些说明后 今后我们永远这样规定好：如积分道路 (K) 是一简 单 闭 曲 线，
则当记号 J Pdx + Qdy 

(K) 

没 有 指明闭路环行的方向时， 我们 恒认为 它是沿 正向所取的积分当然 这一规定并
没有 限制我们必要 时考察沿负向取积分， 不 过我们用

- J Pdx + Qdy 
(K) 

78)在脚注 79 中叙述了给出平面定向的更正式的方法
79) 由 最后一段所说的，为了给出平面的定 向 ， 只需在此平面上选择某个坐标系 事实上 ， 如果

确定 了坐标系 xy(从观察者的角度来看， 右手系或左手系没有区别） ， 那么与其相应的转动的正方
向是 x 轴按此方向绕原点转动 goo 后与 y 轴重合 平面绕原点按正方向转动 o 角 可以由公式
x' = x cos a - y sina, y' = xcos a + y sin a 作为变换严格解析地给出 这样一来，如果在平面上选定
了某个坐标系， 那么这个平面的定向就唯一且严格地给定 了 给出在（有 向） 平面上，范围区域 (D)
的闭路 (K) 的环行正方向的正式概念有点难 作到这一点的方法之一如下 用 l(M) 表示其始点为
闭路 (K) 上点 M 与闭路 (K) 相切的射线 其方向指向闭路 (K) 的环行方向 （在闭路有参数表示
时 ， l(M) 容易解析地给出） 设 l' (M) 是 l(M) 绕 M 点按正向转动 goo 所得射线 如果对千 （简单
的或分段光滑的） 闭路 (K) 的无论什么样的非奇异点 M, 射线 l'(M) 上所有充分靠近 M 的点都
在区域 (D) 内 ， 那么所考虑的闭路 (K) 的环行方向就是正向 用这个定义可以纯解析地证明与前
面引进的概念有关的所有断言 然而在许多清况下， 过渡到纯解析的语言将导致极为复杂的证明
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a) 

＼
／
 

yb
/
 

6) a) 6) 

图 5 图 6

来表示它罢 了 ．

549. 例 1) 假如 (K) 是抛物线 y = 护 自 横坐标 X = O 的点到横坐标 x = 2 的点的一

段， 试求积分 I = f (x2 — 沪）dx 
(Kl 

解 因为积分的曲线是用显方程给出的， 故可应用公式 (7) ; 得

区
y
l

 

I = 『 (x2 - 沪）dx = -竺
15 ' 

2) 求积分 J = fcK/x仁 沪）dy, 其中 (K) 代表上题中 的曲线

解 这里应该利用公式 (8) . 注意由 曲线方程知 沪 = y 且 y 的变动范围是 0 到 4, 我们有

J = 『 (y - 沪）dy = -誓·
3) 计算取在联结点 0(0, 0) 与 A(l , 1) 的一道路 (L) 上的曲线积分

H = J 2xydx + x2dy 
(L) 

的值 如道路 (L) 是： (a) 直线 y = x, (6) 抛物线 y = x气 (B) 抛
物线 x = y气 (r) 立方抛物线 y = 沪（图 7) .

解 (a) 因为 dy = dx, 故
A
 

。 x 

p­
l

 

图 7
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 4) 对这些同样积分路线， 计算曲线积分

G = J xydx + (y - x)dy. 
(L) 
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答 (a) - , (6) 一 (B) 一 (r) -— 

3 12 ' 30 ' 20
. 

5) 求曲线积分

I =  J (x — 沪）dx + 2xydy, 
(OA) 

· 15 · 

如取连接点 0(0, 0) 及 A(l , 1) 的下列各曲线之一（参看图 7) 作为积分道路： (a) 直线段 OA(y =

x);  (6) 由 x 轴 (y = 0) 的一段 OP 及直线 x = l 的一段 PA 所组成的折线 OPA; (B) 由 y 轴
(x = 0) 的一段 OQ 及直线 y = l 的一段 QA 所组成的折线 OQA.

解 (a) 因 y = x 及 dy = dx, 故

I =  J (x + 沪）dx = � 。 6 

(6) 在这一情况下很 自 然地分积分道路为两段·

I = ! = ! + j  = li + h 
(OPA) (OP) (PA) 

沿 OP 我们有：y = O 及 dy = 0, 所以

沿 PA 有：x = l 及 dx = 0, 故

因此， 最后 I = - .
3 

Ii = /

1 

xdx = ! 。 2 

I2 = /

1 

2ydy = 1 .  。
(B) 与前类似， 得 （因为沿线段 OQ 的积分等于零）：

6) 同样求积分

I =  J = f 1 (x - l)dx = — ; 
(QA) 0 

J = J 旷 + 2xy)dx + (2xy + 沪）dy. 
(OA) 

答 在所有情形下 J = 2. 

附注 读者可能已 注意到例 3) ,6) 的结果与 4) ,5) 的结果间的差异． 在 3) 与 6) 中所考察积

分的大小似乎与连接起点及终点的道路无关． 相反， 在例 4) 与 5) 中我们遇到的积分其值与起点

及终点用什 么 样的 线连接相关． 以后 [§3] 我们要特别来讨论这一问题并说明它的重要性

7) 计算积分

I =  f 伲 + 2xy)dy, 
(C) 

2 2 X 
其中 (C) 表示循反时针向的上半椭圆 — + - = 1 .  y 

a2 b2 
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解 利用椭圆 的参数表示式： x = a cos t, y  = b sin t, 这里 t 由 0 变到 'Ir. 将 x, y 用 t 的表不

式代入并用 b cos tdt 来代 dy, 得 ［由公式 (5)]

8) 计算积分

I =  J (a2 cos2 t + 2ab cos t sin t)b cos tdt 

= a2b /7f 
cos3 tdt + 2ab2 /7f 

cos2 t sin tdt = iab2 

3 

K = f 沪dx — x2dy,
(L) 

其中 (L) 是一圆周， 半径为 1 而中心在： (a) 坐标原点或 (6) 点 (1 , 1)
解 (a) 自 参数方程 x = cos t, y = sin t 出发， 其中 t 由 0 变到 21r, 由 公式 (6) 我们有

K = — /
2

" (sin3 t + cos3 t) dt = 0. 。
(6) 同样， 用参数表示式

x - 1 = cos t, y - 1 = sin t 

时， 我们得

K = - 1加
(2 + sin t + cos t +  sin3 t + cos3 t)dt = —41r. 

9) 求积分

J = f 
xdy — ydx 

(K) A正 + 2Bxy + Cy2 (A, C 及 AC - B2 > 0) , 

其中 (K) 是圆周 泸 ＋ 沪 = r2 

提示 比照 339, 14) . 答

10) 计算积分

如果 (A) 是摆线

21r 
,/AC - B2 . 

L =  f 三 立
(A) y y — a ' 

x = a(t - sin t) ,  y = a(l - cos t) 
7r 7r 

自 点 t = - 到点 t = - 的一段．
6 

解 L = 片 [a(t
3

— sin t) - 艺] dt = a ( � + 了） - � ln 3 

1 1) 计算积分

如果 (K) 是星形线

f =  f 
x飞 －

豆
dx ,

(K) x:l" + y 3 

3 3 x = a cos t , y = a sin t 

自 点 A(a, 0) 到点 B(O, a) 的一段
工 3 4 解 I = 3a½ [ 2 sin2 t cos2 tdt = —1ra团, 0 16 
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550. 用取在折线上的积分的逼近法 在许多情形下会遇到一种曲线积分， 用取
在折线上的积分来逼近它 非常方便．这种逼近法建立在下一命题上， 这一命题对我
们今后不 止一次有用

所提到的曲线 (L) 假定是简单曲线 且是非闭的 此曲线 由方程 (3) 给出， 其中
函数 中 与 心 连同它们的导数是连续的； 这一点保证了在下面所述的等式 [547] 中曲
线积分的存在性， 同样也保证了曲线 ( L )是可求长的 [248] .

引 理 设函数 P( x , y )及 Q( x, y ) 于 某 开 区 域 ( E ) 内 连续 ， 而 (L) 是在 ( E ) 内 的
一 曲 线．如作 ( L )的 内 接折线 ( A ), 则 当 各段小弧直径的最大者趋近于零 时我们有

lim t
A) Pdx + Qdy = tL) Pdx + Qdy 

只要讨论 f(A) Pdx 及 f(L) Pdx 就够了， 对积分 f(A) Qdy 及 J
(L ) Qdy 推理完全 是一

样的 设内接千 ( L )的折线 ( A )的顶点为

A 三 心 ，A1, · · · ,Ai ,Ai+ 1 , · · · ,A九 三B,

以 Xi , pi 表 x , P 在点Ai 的值 给定任意一数 c > O 后 命各 小弧的直径非常小， 使1)

连续 函数 P 沿线段AiAi+l的振动 < c 且 2 )积分和 艺， pi�Xi 与它的极 限 f(L) Pdx
之差也小千 c.

显然，我们有

tA) Pdx = 芦 t
A

心）
Pdx, 

且另一方面 ，

芦 R竺
＝

芦 h
A;A,+1 ) Pidx, 

所以

j
A) 

Pdx = 芦 Pi竺 ＋ 芦 /
A

,
A

,+i ) [P - Pi] dx 

但右端的第一项与积分 f(L) Pdx 相差小于 c[参看 2 )] , 而第二项其绝对值不会 超过

心 iAiAi+ i [参看 1 ) ] , 也 就是更 < L · c, 其中 L 是曲 线 (L) 的长．

千是 ， 最后，

tA) Pdx - t
L) Pdx < c(l + L),  

这就证明了我们的断言

附注 如果把简单 闭路 (L) 分成两条 非 闭 的曲线， 并且对后者分别应用上述引
理 那么所证明的断 言在某种意义上可以推广 到简单 闭 曲 线 的情形， 这里的极 限过
程受到要求分点之中有两个预先固定的点这一限制 ［参看 548 目的 附注］．
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551. 用 曲线积分计算面积 我们现在来指出 ， 怎样借 （第二型的） 曲线积分来

计算平面图形的面积

y
 y�Y(x) 

s
 

I
I
I

 

p
 

R
 

首先我们来考察 （图 8) 图形 (D) = PQRS, 
它是 由平行千 y 轴的二直线段 PS 及 QR( 在特 别
情形时可缩为一点） 与两曲线 PQ 及 SR 围起来
的， 而这两曲线的每一个与平行于 y 轴的任一直
线仅交于一点． 设曲线 ( PQ )及 ( SR )的显方程为

。 ( PQ ) : y = yo( x ), ( SR ) : y = Y( x ), 
I ' 

x 且 x 在区间 [a, b]上变动 ．

图 8 将 “曲 边梯形' PQRS 的面积 D 看作两 “曲
边梯形"abRS 及 abQP 的面积的差时 ， 我们就可 以写

。
y=yo(x) , -

I 

a 

D = l

b 

Y( x )dx - l

b 

Yo( x )dx 

另一方面 由公式 (7) ,

l
PQ) 

ydx = l

b 

yo( x )dx, lsR) 
ydx = l

b 

Y( x )dx 

所 以
D = f ydx + f ydx; 

(SR) (QP) 

这里我们已经在第二个积分前面变了号，但同时却也改变了积分的方向 若在等式右
端加上等 千零的两积分 J ydx 及 J ydx 

(PS) (RQ) 

（因为它们是沿着平行于 y 轴的直线段而取的），则等式并未破坏．结果得

D = J ydx, 
(PSRQP) 

且积分路线是按积分号 下文字的次序前进的 ．

如 以 ( L )表 区域 ( D )的边界， 则按第 548 目末尾的规定 记号 J(L) ydx 表示以
正向取的积分． 在坐标轴， 如图 8 所采用的，是右手定向时 ， 这一环行方向使 区域存
左手边， 而同时方向 PSRQP 使这一区域在右手边 故

hPsRQP) 
ydx = —

jL) 
ydx, 

因此，

D = - J ydx. 
(L) 

(9) 
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现在假定，虽然图形 (D) 是由较复杂的边界围成的（甚至边界是 由若干曲线所组成），
但这一图形用平行千 y 轴 的直线恒可分成有限个如上所考察的小块（图 9). 每一小
块有一 由 公式 (9) 所表出的面积．将这些等式相加， 在左边我们就得到整个图形 (D)
的面积，而右边是散布在各部分边界上 的积分的和． 但这些积分可化为取在总边界
(L) 上 的一积分，因为沿每一辅助线段的积分等于零 因此，在这种情形下面积 (D)
仍以公式 (9) 表示．

Yf d _ _ _ _  S 了）
仁 t \ i 巳三沁

0 1  X 

』__ _ _ _-p 

图 9 图 10

对千由 平行于 x 轴的两直线段 PQ 及 SR( 图 10) 与两曲线

(PS) : x = xa (Y) , 
(c ::;; y ::;; d) 

(QR) : X = X(y) 

所围成的 图形 PQRS, 用类似的推理可得公式

R 

｀久
＼兔

Q 

X 

D = tL) 
xdy. (10) 

并且，如果互换 x, y 轴的地位，它也可直接 由 公式 (9) 推出． 这时符号必须改变，这
是因为环行的正向与坐标轴地位互换无关，仍 旧完全与前面一样．

容易明 白，对千较复杂的 图形， 即用平行于 x 轴 的直线可将它分成有限个第二
型 的 “曲边梯形＇ 者， 公式 (10) 依然成立．

所得结果事实上 已 有完全足够的普遍性了． 但是，在许多具体情况中要去检验
上面的图形是否可能分割为上述特殊类型的小块往往很麻烦． 所以我们来证明另一

个 亦是非常一般 的，但容易验证的条件，在这一条件下公式 (9) 及 (10) 可同时应用．
我们假定 区域 (D) 是 由 一任意的分段光滑的 ©曲线 (L) 围成的_so) 因为这一

区域是可求面积的 [337] , 故可作一在里面的及一在外面 的多角形区域 (A) 及 (B)使

A < D < B, B - A < c, 

© 回想一下， 我们称由 若干段光滑曲 线组成的曲线为分段光滑曲线 ［参看 337]

80)对具有分段光滑边界的区域 公式 (9) 与 (10) 的完全解析的证明十分繁琐； 下文中为了简明
略去了细节
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其中 e 是事先给定的一正数 [335] . 同时也可以假定这些 区域的边界两两无公共点．

以 8 表这些不同边界的点间的最小距离 [336 脚注］． 如内接于 (L) 作一折线 (A) 使

所有小弧的直径 < 8, 这折线就已经不会与多角形 (A) 及 (B) 的边界有公共点，所
以 由它所 围的多 角 形 ( �) 包含着 (A) 且自 身又含于 (B) 内 千是

I� - DI < c, 

故当小弧直径的最大者趋近于零时， � -+ D.
现在不 难证明， 公式 (9) 及公式 ( 10) 都可应用来计算多角形面积 �, 即

� = — f ydx = f xdy 
(A) (A) 

（因为用平行千 y 轴或 x 轴的直线很容易分割这一多角 形为这种或那种类型的梯形） ．

如变到极 限，并引用前一目中的引理 最后就得到 ： 由一个分段光滑的 曲 线所围 图 形
(D) 的 面积可任意 用 上述公式之一来表示 ．

但是，在计算面积时 通常采用另一较对称的公式

1 
D = 2 f xdy - ydx, 

(L) 

这 由公式 (9) 及 (10) 很容易得到 ［比照 339(16)] .

( 1 1 )  

附注 容易证明 曲线上有有 限个奇点时事实上并不改变上面所导出的公式的
真 实性 ． 如用这些点的邻域将它们分开，则对图形的其余部分公式是可以应用的 再
只要令这些邻域的直径趋近千零变到极 限就可以了 ．

552. 例 1) 求半轴为 a 及 b 的椭圆面积．
解 利用椭圆的参数方程： x = a cos t , y = b sin t(O :;( t  :;( 21r) . 由 公式 (11) ,

D = ½ fo
2

" a cos t · b cos tdt — b sin t • (—a sin t)dt = 孚l加
dt = 1rab. 

在计算曲线积分时我们利用 了公式 (6) , 当排列积分上下限的次序时要注意闭路正向的环行
对应千参数的增加

2) 求星形线

的面积

x = a cos3 t, y = a sin3 t (O :;( t  :;( 21r) 

3邧答 D = 切 广 sin2 t cos2 tdt = -. 2 ° 8 
3) 求由外摆线

x = a[(l + m) cos mt - m cos( l  + m)t], 

y = a[( l  + m) sin mt - m sin(l  + m)t] 
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的一拱与对应的圆弧间所围图形的面积 （图 11) .
解 应先沿着曲线 (ABC) 再沿着曲线 (CDA) 取积分 (11) . 在前一情况下我们可利用上面

写出的方程， 令 t 自 0 变到 21r. 则

xdy — ydx = a2m(l + m)(l + 2m)(l — cos t)dt, 

故 1 
2 / 

= 玉m(l + m)(l + 2m). 
(ABC) 

至于圆弧 (CDA) , 则如保持同一参数， 它就可用方程

x = a cosmt, y = a sinmt 

来表示， 这时 t 自 加 变到 o. 对应 的积分为

; lcDA) 
= �a2m 1: dt = -1ra2m. 

一、

y
 

、 一1- ---

因此， 所求面积等于
图 1 1

D = Tr忒忙(2m + 3) . 

4) 试求笛卡儿叶形线
沪 ＋ 矿 = 3axy 

一圈的面积 （图 12) .

解 为 了 要求得闭路 的参数方程， 令 y = tx.<D则 ［参照

224,5)] 
3at 3at x = 1言 ， y = 1言 ·

由 几何观察很清楚 ， 当参数 t 自 0 变到 oo 时 ， 圈子就描画出

来 了 （因为 t = � = tg0,  其中 0 由 0 变到 � ) . 我们有
X 2 

1 — 2t3 

dx = 3a dt, 
(1 + t叩

2t - t4 
dy = 3a dt 

(1 + t叩

y
 

X 

图 12

D = 竺 1
= t2dt 

= 坛
2 (1 + t宁 2

注意这里我们用了尤穷限的反常积分， 而在推演公式(6) 时我们一直认为参数变化的区间是
有限的 要证明上面做的是正确的非常容易 ， 只要先引进另一参数使其变化区间是有限的 （例如，

角 0) , 再变到参数 t = 旦 ．
X 

5) 同一问题 对曲线

(a) (x + y)4 = ax2y, (6) (x + y)2n+l = axn旷(n 为 自 然数） ．

©一般， 当代数曲线 的方程有两类齐次项且次数相差一时 这样的代换法总是很方便的



· 22 · 第十五章 曲线积分 · 斯蒂尔切斯积分 [552] 

提示 引导 t = � , t 自 0 变到 oo. 在情形 (6) 下，
X 

t2n 

xdy — ydx = a 2 

(1 + t)4n+2 dt. 

在积分时， 自 恒等式
2n 

t2n = [(l + t) — 1产 ＝ 汇 名 (-1)气1 + tt 
k=O 

出发， 可使分式分成许多简单的分式
a2 

答 (a) D = -· (6) D = -1 2n k C2n 2 

210 ' 2 I: k=D(- l) k 

4n - k + 1 · a · 
6) 求坐标轴与曲线

x2 + 旷 = x2 + y2 

所围图形的面积
X 

D = 1 41r － ＋ － 
3 gv3 ·  

7) 作为应用一般公式 (11) 于计算任何样
子的平面图形©面积的一例， 我们最后来讨论
这样一问题

设某一立体的底面是在两平行平面上的二

任意形状的图形， 而侧面是直纹面， 是由按照某
种规则连接这两图形的边缘上的点而成的直线

所组成的 （图 13) . 求证， 立体的体积 V 可用

公式
h 

V = - (Qo + 4Q1 + Q习 (12)
6 

来表示， 其中 h 表立体的高，Qo , Q2 , Q1 是它的
底面积与中间截面的面积

我们知道， 如横断面面积是 Q = Q(x) , 则
体积 V 可用公式

b 

V = J Q(x)dx 
a 

来表示 （参看 342). 另一方面， 如 Q(x) 是至多三次的多项式， 则辛普森公式：

b
 

a 

。
图 13

l

b 

Q(x)dx = !::. (Qo + 4Q1 + Q外
6 

是准确 的 （参看第二卷 327 脚注） ． 事实上， 我们将看到，Q(x) 是一个二次多项式 ．

设

y = ax +  {3, z = 位 + 8 (13) 

© 当然， 要合千上面所说过的条件， 为简单起见这些条件我们这里不再重提了 ．
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是构成范围立体的直纹面的方程． 这里可 以假定系数 a, {3, 'Y, 8 是某一参数 t 的 函数， 当 t 变化
（例如， 由 to 到 T) 时母线就描画 出 曲 面来． 现在如果用一平行于 yz 平面 、 与它相距 x 的平面去
截这一曲面， 则 在相交的地方就得一曲线 它在 yz 平面上 的射影 （并未变形！） 恰以方程 (13) 做
它的参数方程． 我们假定， 当 t 自 t。 变到 T 时所有截面处的边界都是以正向 （被对应 的母线上的
点） 描画 出来了． 因此截面面积， 例如由类似于 (10) 的公式， 可表为：

Q(x) = J ydz = 『 (ax + {3)d('Yx + 8) 
(K式

= x2 . l
o 

ad"( + x · l。 (ad8 + 陷） + JOT {3d8 

即， 确实表为 x 的二次三项式
容易证明 ， 类似于公式 (12) 的公式也可应用到计算立体对 yz 平面的静矩上去． 这静矩可用

积分

Myz = 『 xQ(x)dx

来表示 [356,1) ] , 这里积分号下的 函数是一个三次多项式．

553. 两不同型曲线积分间的联系 考察一光滑曲线 (K) 三 (AB) , 取弧 s = 冗订
为参数，我们就可表它为方程

x = x(s) ,  y = y(s) (0 � s � S) . 

函数 x(s) , y(s) 将有连续导数 x' (s) , y' (s) . 如 以 Q 表示向 着弧的增加方 向的切线与 x
轴间的夹角，则大家都知道 [249, (15)] ,

cos a = x'(s) ,  sin a = y'(s) . 

如沿曲线 (K) 已知一连续 函数 f (M) = J(x, y) , 因此我们有

J;K) 
f (M)dx = la

s 

f (x(s) , y(s) )x' (s)ds 

= la
s 

f (x(s) , y(s) ) cos ads = J f(M) cos ads, 
(K) 

而 第 二型曲线积分就化 成 第 一型曲线积分了．
同样可得

jK) 
J(M)dy = j

K) 
f(M) sin ads. 

如沿曲线 (K) 已知二连续 函数 P(M) = P(x, y) 及 Q (M) = Q(x, y) , 则

J Pdx + Qdy = J (P cos a + Q sin a)ds. 
(K) (K) 

(14) 
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我们着重指出， 在所有这些公式中角 Q 与切线的方向 有关，而这一方向 对应于
曲线 (K) 的方向 如将曲线方向改变， 则不仅左端的积分变号， 且 由于切线方向 的改
变， 角 Q 要变动 五， 故 同时右端的积分也要变号．

显然， 所导出的公式对无重点及奇点的分段光滑曲线依然成立； 这很容易证明，
只要对曲线的每一光滑段将公式写出来再逐一相加就可以 了．

作为一练习我们将面积公式 (1 1) 改变成 第 一型 曲 线积分：

D = ½ / xdy — ydx = ½ / (x sin a - y cos a)ds. 
(K) (K) 

如变成极坐标 r, 0, 则又得

D = ½ /K) 
r(sin a cos 0 - cos a sin 0)ds = ½ /K) 

r sin(a - 0)ds. 

注意 a - 0 是点的位置向量与该点处切线间 的夹角 (r, t) , 故 可给这公式一最终的形状：

D = ½ /K) 
r sin(r, t)ds. 

对沿空 间曲线的曲线积分也可作同样的讨论 ． 结果得公式

t
K) 

Pdx + Qdy + Rdz = j (Pcos a + Q cosf3 + R cos "()ds, 
(K) 

其中 cos a, cos (3, cos 'Y 是切线的方向余弦，当然假定它的方向对应于积分道路的方向
在平面曲线的情形下，与两种曲线积分相关的公式中，如写出 x 轴与积分所散

布 的曲线法线间 的夹角时 有时 比较方便 如给法线一方向使切线与法线间 的夹角
乙(t, n) 等于 ＋ 巴 贬 故

2 

则

1T 
乙(x, n) = 乙(x, t) + 乙(t, n) = a + -

2 ' 

cos a =  sin(x, n) ,  

sin a = - cos(x, n) .  

因此 例如公式 (14) 就可写成下面的形状：

J Pdx + Qdy = J [P sin(x, n) - Q cos(x, n)]ds. (15) 
( K) ( K) 

©计算角 的正负方向必须按照平面的定 向 1
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554. 物理问题 最后我们来讨论一些物理问题， 在其中 曲线积分得到了应用 ．

1) 力场中功的问题 设在 xy 平面 （或平面的一确定部分） 的任一点 M 如放一单位质量， 就
有一确定的力 F 作用千它， 这个力 的 大小 与 方 向 只 与 点 M 的位置有关； 如放在 M 的质点其质量

m 不等于 1, 则作用于它的力就等千 mft. 在这种情形下 xy 平面 （或所考察的一部分） 称作（平

面） 力场， 而作用于单位质量的力 F 称作场的引 力给出力 F 的大小与方向 相 当于给出它在坐标

轴上的射影 X, Y, 显然射影是点 M 的坐标 x, y 的函数

X = X (x, y),  Y = Y(x, y). 

如果 向量 广 与 x 轴构成的角用 cp 表示， 那么 （图 14)

X = F cos <p, Y = F sin 沪 (16) 

现在假定， 位于场中的质点 M(x, y) (有单位质量者） 运动， 且以 一确定的方向描出某一连续
曲线 (K) . 我们的问题是在这一运动中场的力所做的功 A 如何计算 ．

假如作用于点的力保持一常值 F 且保持一 固定方 向 ， 而点的位移本身 以直线进行， 则大家都
知道， 功 A 可表为位移 l 与力在位移方向上射影的乘积：

A =  Fl cos 0, 

其中 0 是力 广 与位移方向间的夹角 ．

y
 

y
 

YI : : : : : :�� -

y
 I
C)
 

。
X X X 

- 心， 庄
I I 

X1 Xr+J 

X 

图 14 图 15

在非直线运动以及非常数力的情况下， 功要借某一极限过程来确定． 同时， 为了简明， 可以采
取在实际中所熟知的 “无穷小求和法” ［参看 348] . 我们用弧 i访 的长 s 来确定曲线 (K) 上的

点 M 的位置 考虑曲线的无穷小元素 MN = ds, 并近似地认为， 力 广 与其对位移 ds 的角 0 保
持数值不变 那么相应的元功为

dA = F cos 0ds. 

现在余下来的仅仅是把这些沿曲线 (K) 的元素 ”加起来” ， 结果功 A 就表示成第 一型 曲 线积分

A =  J F cos 0ds. 
(K) 

(17) 
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引入元素 ds 的方向 （即 曲线在点 M 的切线方向） 与 x 轴之间的角 a. 显然， 0 = <p - a, 
于是

cos 0 = cos <p cos a + sin <p sin a, 

积分的元素可记为： (F cos <p cos a +  F sin 沪 sin a)ds, 或者， 根据(16) 式：

(X cos a +  Y sin a)ds. 

功的表达式 (17) 本身具有如下形式：

A =  f (X cos a +  Y sin a)ds. 
(K) 

如果现在考虑到建立了一 、 二型 曲线积分之间联系的 (14) 式， 那么力场所作的功最终表为

A =  f Xdx + Ydy. 
(K) 

(18) 

这是对功的最通用的表示， 是对于如下一系列与功有关的重要问题的研究方便的表示： 所作
的功与连接给定两点的道路的形式是否有关？ 沿一条闭路所作的功是否总是等于零？ ［关千这一

点 参看下面的 555 ~ 562 目 ．］

2) 不可压缩流体在平面中 的定常流动 这种运动的特征是： 第一， 在 某 平 面 的 同 一铅垂线上

各部分流体有相 同 的 速度， 所以， 要说明整个运动只要研究在一个平面©内的运动就够了 ； 第二，

流体各部分 的 速度 8 仅与 各部分的位置有关而 与 时 间 无 关． 因此， 在所考察的平面 （或它的一部
分） 中每一儿何点处， 就有一个在大小及方向上都确定的速度与它联系着； 换句话说， 给出了某一
'速度场" .

如以 中 表示 向 量 6 与 x 轴间的夹角， 而以 u 及 v 表这一向量在坐标轴上的射影 （速度沿坐
标轴的分量）， 则 （图 16 , a)) 

u = Cx = c cos 忱

v = Cy = c sin <p. 

y
 

y
 

叫 �

�

(K) 

01 X Cx X 0 X 

a) 6) 

图 16

©我们取这一平面为 xy 平面 ．
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现在在 xy 平面中取一任意曲线 (K) , 我们设法决定流体在单位时间 内 向 曲 线 的 确 定一侧流

过 （曲线） 的流量 Q. 设流体是不可压缩的， 便可用流体所掩盖图形的面积来测量流体的量 ． 如实

际上流体向所取的相反一侧流动， 则流体的流量就算是负 的．

考察曲线 (K) 的元素 ds = AB. 在时间 dt 内通过这一元素流体的流量等于

窃合dsdt. ( 19) 

其中 Cn 是速度 6 在元素 ds 的法线 冗 上 的射影， 法线是 向 着所取的 曲 线 那一侧 的 ． 实际上， 这一

械等于以 ds 及 C . dt 为边的平行四边形的面积， 它的高恰为乘积 Cndt(图 16,6) ) . 为 了 计算在单

位时间内流体通过元素 ds 的流量， 将(15) 式对元素 dt 相加， 得 出 ends. 再将所得式子对曲线

(K) 的所有元素相加 ， 我们就可将所求流量 Q 表作第 一 型 曲线积分的样子·

所以

Q = J ends. 
(K) 

如 x 轴与 曲线法线 间 的夹角为 (x, n) , 则法线与速度 6 间 的夹角就是

(n, c) = (x, c) - (x, n) = <p - (x, n) ; 

Cn = c cos(n, c) = c[cos <p cos(x, n) + sin <p sin(x, n)] 

= u cos(x, n) + v sin(x, n) , 

而式 (20) 就成为以下形式：

Q =  J [u cos(x, n) + v sin(x, n)]ds. 
(K) 

现在， 按照第 553 目 中公式(15) , 这一积分也可表作第 二型 曲线积分的形状：

Q = J vdx - udy, 
(K) 

(20) 

(21) 

(22) 

并且很重要地我们特别指出 ， 应该取这一 曲线的方向使对应的切线方 向 与前所取的法线方向间夹

角等于 ＋ 巴 ［因 为就是在这一假定下公式(15) 才推出 来的］．

如 (K) 是一 闭 路， 且积分 (22) 是认为沿着正向 而取的 （与通常一样， 548) , 则公式 (22) 中

的法线应取着朝 向路线 (K) 所 围区域的 内 部（为 了适合刚才所说的条件） ． 因此， 在这种情形下， 公

式 (22) 就给出在单位时间 内 流体通过边界 (K) 流向境域 内 部 的流量． 如想要得到在单位时间 内

由 边界 (K) 所 围区域流体 向 外的流量， 只要在公式 (22) 中变号就可 以 了 ．

再 如场 中 流体既没有 “泉源＇ 也没有 ＂漏洞＇ 时， 则在任一有界区域内流体的量保持不变

所 以 ， 不论取怎样 的 闭 曲 线 ， 沿它所取的 积分 (22) 必定等千零．

因此， 若 u 及 v 是不 可压缩流体在 平 面 的 定常流动 中 的 分速度， 则 当 没有泉源 与 漏 洞 时， 不

论 (K) 是怎样的 闭路，

J vdx - udy = 0. 
(K) 
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以后 [566,2)] 我们将看到， 这一借物理观察而得的结果也可以给出函数 u 及 v 的某种分析
说明

3) 气体所吸收的热 考察若干质量的气体， 例如 1 于克． 气体的状态由 三个量来说明 ： 体积
V,  压力 p 及绝对温度 T. 如将气体算作理想的 ， 则这三个量彼此由克拉彼依龙方程相联系：

pV = RT, 

其中 R 是一常量． 因此 p, V 及 T 中任一量可用其它二量来表示． 故要确定气体的状态只要知

道其中两个量就够 了 ， 例如，V 及 p. 则横坐标为 V, 纵坐标为 p 的表可用来表明气体的状态． 如
气体状态从对应千点 A 的最初状态变到 由 点 B 所决定的终止状态， 则整个变化过程可用一曲线

(K) 三 (AB) 来说明， 这曲线说明变化状态的连续性_<D
现在我们的任务是： 求出在由 曲线 (K) 所表明的这一整个过程的时间内， 已 知质械的气体

吸收了 多少热量 U(卡）． 为达此 目 的， 与通常一样， 我们考察某一 “无穷小“ 过程， 将气体从状态
(V, p, T) 变到一无限接近的状态 (V + dV, p + dp, T + dT) . 对应千这无穷小过程有曲线 (K) 的
一元素 （图 17) . 我们曾经确定过这时传给它的元素热量 dU[当推演泊松公式时， 361,3) ] . 我们来

利用那里所得的式子：

P , A 
I 

心尸笃气
\ I I 

＼ ，  
I 

\ I 
I ' : \ 

: ，斗 ＇
I ..._ _ ' 

I 
I .... _ '  
I 

- --- � 
I 

dU = 竺xdp + 生pdV.
R R 

要求出 由 曲线 (K) 所表明的气体整个变化过程中
它所传得的总热量 u, 只要将元素 dU 沿这一 曲线 ”相

加" :

B
 

U = f 竺 Vdp + 贵pdV
(K) R 

因此， 热量 U 就已表作第 二型的曲线积分．

(23) 

如果我们不用 dV 及 dp, 而用 dV 及 dT 或用 dp
及 dT 来表出热的增量 dU, 那么事情不过是变成分别

V 在 VT 平面或 pT 平面中的一曲线上取曲线积分．

4) 电流的磁效应 表明 电流磁效应的毕奥－萨伐尔
定律有 ＇微分的＇ 形式 按照这一定律， 如一导体上通

过的电流为 I, 它上面的一元素 ds 作用千与它相距 r 的一磁荷 m 上的力 ， 其大小等于

。 V V+dV 

图 17

Jm sin cpds 
产 (24) 

其中 cp(O < cp < 1r) 是连接磁极及电流元素的向量 F 与导体元素 忒 在电 流进行的 方 向间的夹角．
这一元素力的方向垂直千由 向 量 F 及 忒 所决定的平面并朝着那一边， 使从那里看来由 F 旋转一
角 cp 到 忑 是按反时针向进行的 ［比照 356,8)] .

我们提出一问题： 有一任意形状的有限闭导线 (K) 放在空间的任意位置， 要表明在它上面流
动的电流所产生的磁场 ； 换句话说， 就是要求出这一整个导线对放置千空间任意一点 M 处的磁

荷 m 的作用力 ． 然而， 当上面所谈到的各个元素力有各各不同的方向并且须将它们几何地相加
时， 要得到毕奥－萨伐尔定律的 “积分” 形式是很困难的．

©此处及今后我们指的所谓拟平稳过程， 就是我们表明改变气体的状态是尽可能地慢慢进行的，
并尽可能伴以很均匀的搅拌使气体的全部同时通过每一中间状态
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在这类情况下通常是变成向量在空间的任一直角坐标系的轴上的射影， 因为元素力的射影相
加时已经是代数的 了 ．

为了计算的简化我们利用向量代数这工具 如将表元素力 石汇大小的式子 (24) 改写为
ml 
产

rds sm <p, 

ml 
则很容易注意到它仅与向 量积 r x ds 的大小相差一 因子 —- . 又因为由 毕奥－萨伐尔定律所决定产
的 石门 的方向与这一乘积的方向相重， 故可写

--+ ml — 〉
dF = -

产
(r x ds) . 

现在我们考察任一 （右手的） 直角坐标系 Oxyz. 如以 x, y, z 表元素 ds(起点） 的坐标， 而以
e门, ( 表所考察的空间点 M 的坐标， 则 向量 下 在坐标轴上的射影为

x - �, Y — T/, z - (; 

而向最 石 就有射影
dx, dy, dz. 

-----+ ml 
在这种情形下 dF 的射影就是因子 一－ 分别与产

的乘积

(y - r,)dz — (z - ()dy, (z - ()dx - (x — �)dz, 

(x — �)dy - (y — r,)dx 

因此 对曲线 (K) 的所有元素相加， 最后就得到所求力 F 在坐标轴上的射影写作沿空间曲

线 (K) 的曲线积分的形状：

凡 = mlJ (y — r,)dz - (z — ()dy 

(K) 产

Fy = ml I (z - ()dx — (x - �)dz
, 

(K) 产

Fz = ml J (x — �)dy - (y - r,)dx 

(K) 产
．

且 曲线的方 向 由 电流流动的方向所决定． 这就给出了我们问题的解答．

§3. 曲线积分与道路无关 的条件

555. 与全微分相关问题的提出 设在某一通连 区域 (D) 内已知二连续 函数

P = P(x, y) 及 Q = Q(x, y) .  

考察第二型曲线积分
J Pdx + Qdy, (1) 

(AB) 

此 处 A 与 B 是 区域 (D) 的任意两点， 而 (AB) 是连接这两点的一个分段光滑©曲

＠ 在这一 目中我们只考察这样的积分道路， 这就已很好地保证了积分 (1) 的存在
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线 ， 全部在这一 区域内者
这一目 主要问题就是要弄清楚这一积分的大小不 与 道路 (AB )的形状有关的条

件， 即积分 由 起点 A 及终点 B 所一意决定的条件， 而这两点不论在哪里
积分 (1) 的性质 由积分号下的微分式

Pdx + Qdy (2) 

的性质而决定． 我们 回想在以前已经遇见过类似样子的式子， 就是在我们谈到两变
数的 可微函数 以及它的 （全） 微分

的时候 [179] , 而这一式子当

时与 (2) 式全 同

oF oF 
dF = -dx + -dy 扣 初

oF oF 
P = - Q = -

加 ＇ 彻

(3) 

然而， 远非每一个形状为 (2) 的式子都是 ＂恰当微分” ， 也就是 并 非对每一个这
种式子都有一 “原 函数" F( x, y )存在， 使这一式子恰是它的 （全 ） 微分 从这里就能
看出， 在积分号下的式子是恰当微分的情况下 ， 积分 (1) 就与道路无关！ 我们将这一

有特殊重要性的结论写成一定理的样子， 其证明放在下两目中：

定理 1 要使曲 线积分 (1 ) 与 积分道路的形状无 关的 必要充分条件是： 微分式

(2) 在所讨论的 区 域 中为 某一 两 个 变数的 （单值叭 函数的微分．

556. 与道路无关积分的微分法 首先设积分 (1) 与 道路无关 ．在这种情况下，积

分 由点A( xo, yo )及B( x1 邓 ） 的给出一意地确定， 与此相关， 就可 以用记号

J
B 

Pdx + Qdy 或
也 如）

Pdx + Qdy l如 ，Yo)

来表示它 ． 这里只标明了积分道路的起点与终点； 道路本身没有标出来， 但这没有 什
么关系 －一 － 积分沿随便什么道路都可 以．当然 ， 没有上面所做的与积分道路无关的
假定， 这种表示法就没有确定意义

如点A( xo , Yo )固定 而点B用 区域 ( D )中的任意点M( x, y )来代替， 则所得积
分 就是在区域 ( D )中 M的某一个点函数 ， 即它的坐标 x, y 的 函数 ：

F( x, y )  = 『
工

，y
)

Pdx + Qdy. 
（如 ，Yo)

现在我们来研究关于它对 x 及对 y 的偏导数问题．

©以后 [562] 读者可以清楚强调原函数单值的必要性 ．

(4) 
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在区域 (D) 中取一任意点 B(x1 , 如，给 X1 y 
一增量 �x 使它变到点 C(x1 + �x, Y1 ) ,  对相当
小的 �x 这一点 同 时会与 整个线段BC 都属于
(D) (图 18). 函数的对应值为

F(x心） ＝ 『
五 ）

Pdx + Qdy, A(

/; 应）

F(x, + �x, y:;,:1�:::�•,Yd Pdx + Qdy. o 
图 18

其中第一个积分我们沿连接点 A 与 B 的
任一曲线 (K) 来取 而对第二个积分其积分道
路是由这一曲线 (K) 与一直线段 BC 所组成旷 于是，函数的增最就是

F(x1 + �x, yi ) — F(x五） = f Pdx + Qdy = j P(x, y)dx; 
, (BC) (BC) 

其间因为线段 BC 垂直千 y 轴 而所含 Qdy 的积分变成零了．

X 

所 留下的积分立刻就可化成普通定积分： 为此在积分号下的函数中必须用（是
直线 BC 方程 y = YI 中的如 代替 Y, 并应取点 B 及 C 的横坐标作为对 x 积分的
下限及上限． 最后得

F(x1 + �x, Y1 ) - F(x1 , Y1) = (R) 『1+Ax

P(x, 如）dx. 
X 1  

将中值定理应用到所得的普通积分上并两端以 �x 相除，得
F(x1 + �x, Y1 ) — F(x心1)

. = P(x1 + 0�x, y1 )  (0� 0 � 1) .  

现令 �x 趋近于零． 由 函数 P(x, y) 的连续性，等式的右端 同时其左端 都趋近
于 P(x1 , yi ) .  因此，函数 F 对 x 的偏导数在点 (x1 如） 处存在且可表作等式

同样可得公式

&F(x1 , Y1 ) 
&x 

吓(x1 , Y1 )
彻

= P(x1 如）．

= Q(x1 ,  如）．

因为点 (x五） 是在区域 (D) 内任意取的，故对这一区域的一切点 有
oF(x, y) oF(x, y) 

= P(x, y) , = Q(x, y) . 
ox 勃

既然这些偏导数连续，函数 F(x, y) 就以
oF aF 

dF = —dx + —dy = Pdx + Qdy 
扣 oy

为微分，这和积分 (1) 的被积式一致 [179] . ©
© 由 此， 顺便也推出 了 函 数 F(x, y) 本身对于它的二变量的连续性
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这样一来，对于与 道路无 关的曲线积分， 我们就得以建立一个与普通定积分中
关于有变动上限积分的微分法的定理完全相类似的结果 [305,12°] .

在前目定理中所述条件的必要性也同时证明了如积分 ( 1 ) 与 道路无 关， 则 (2)
式 实 际上就是恰 当 微分； 在所作假定下积分 (4) 本身就给了我们积分号 下式子的一
个单值原 函数！

557. 用原 函数来计算曲线积分 现在反过来，假定(2) 式是某一单值函数 <I>(x,
y) 的全微分， 则

a<I> a<I> P = - Q = -枷 , ay · (5) 

已知两点：A的坐标是 环，YA, B 的 坐标是 x压 YB; 考察连接这两点的任意 一个分段
光滑的曲线 (K) . 设它的参数表示式为

X = r.p(t) ,  y = 心 (t) ,

且当参数自 a 变到 3 时，曲线从 A 描画到 B. 因此，

扒a) = XA, 心 (a) = y心 中位） ＝ 压， 心 (/3) = YB · 

现在来计算沿曲线 (K) 的曲线积分，将它化为普通的积分 ［第 547 目公式 (6)] ,
得

I = j Pdx + Qdy 
(K) 

= JfJ 
{P(r.p(t) , 心 (t) )r.p' (t) + Q(r.p(t) , 心 (t) )1j;' (t)}dt,

或者， 注意到 (5) 时，按复合 函数微分法的规则，

I =  1: {笠召 (t) + 笠创 (t) } dt = 1: 盖知(t) ' 心(t) )dt

最后

I = 知(t) , 心 (t) ) 『 ＝ 屿(/3) , 心(/3) ) - 屿(a) , 心(a))

因此 在有 了 原 函数

= <I>(xB , YB) - <I>(xA , YA) -

<I>(M) = <I>(x, y) 

时，曲线积分就可用简单的公式来计算：

j Pdx + Qdy = <I> (xB 如） 一 <I>(环，YA) = <I>(x, y) j
(x氐YB )

(AB) (x A ,YA ) (6) 
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或更简单地，

J;
AB) 

Pdx + Qdy = <I>(B ) - <I>(A ) = <I>(M)1 : . (6* ) 

这一公式与积分学中的基本公式 [308] 即用原 函数表普通定积分的公式完全相类似 ．

不过 我们再强调一次，这一公式只能用于当积分号下的式子是恰当微分的时 候 ．

这一公式同时证明了在所考察的 情 形 下 积 分 (1) 与所取的 曲 线AB 无 关，© 因
而在第 555 目的定理中所述条件的 充分性也就建立起来了 ． 于是，这一定理现在就
完全被证明了 ．

558. 恰 当 微分的判别与在矩形区域的情况下原 函数的求法 现在自然要发生
一问题 就是用怎样的判别法可以辨别一个给出的微分式 (2) 是否为恰当微分． 这
一问题的答案就可以最后弄清楚曲线积分与道路无关的条件．

为了要得到一个在检验时 既简单 又方便的判别法， 我们今后补充假定在所讨论
aP aQ 

的 区 域 (D) 中 两偏导数 —－ 及 －－ 存在且连续 ．
彻 加

在这一假定下所求判别法立刻就能得到 ．如果(2) 式是某一 函数 <I>( x, y )的微分，
故等式 (5) 就成立：

则

a<I> a<I> P = - Q = -枷 , oy ' 

oP 沪<I> aQ 沪<I>＝ ＝  
彻 8动y ' 扣 oyox ·

aP aQ 
假定了偏导数 —－ 及 —－ 连续就保证这两个混合导数相等 [190], 因此，

彻 加

aP oQ 
彻 加 ·

于是，这一简明的关系式就是 (2) 式是恰当微分的 必要条件

( A ) 

在研究到条件 (A) 的 充分性时，开始我们 限制在区域 (D) 是一矩形 的情形； 为

明确起见，设它是一有 限的 闭矩形 [a, b; c, d]. 在条件 ( A )适合的假定下，我们来直接
给出原 函数的构成法．

这问题就是要在矩形 [a, b; c, d]上确定一个 函数 <I>( x, y ), 要它满足下列二方程：

o<I> o<I> 
P( x, y ), Q( x, y ). ＝ ＝  

ox 彻
( 5* ) 

实 际上， 由 函数 P 及 Q 的连续性就已经能从这里推出 ( 2 )式是所述函数的全微分
了 [179] .

O 因为 ， 由 于函数 中 的 单值性， 只要给了两点 A 及 B, 它的值 cl>(A) 及 cl>(B) 就完全确定了
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在 [a, b] 中任取两值 Xo 及 x, 当 y 固定于 [c, d] 中的任意一值时将 (5*) 中第一
个方程对于 x 从 x。 积分到 x; 我们得到

<I>(x, y) = 『 P(x, y)dx + <I>(xo , y) . 
XQ 

现在如在 (5*) 的第二个方程中令 X = X。 而将它对于 y 在 [c, d] 中任意两值 Yo 及 y
间积分，则得

<I>(xo, y) = 『 Q(xo, y)dy + <I>(xo , Yo) .  
Yo 

因此 所求函数 <I>(巧，y) 必 须 有

<I>(x, y )  = i� P(x, y)dx + i: Q(xo , y)dy + C (7) 

的样子，其中 C = <I>(xo , Yo) = 常数．
现在剩下来就是要验证由 公式 (7) 确定的函数（不论 C 是怎样的常数） 实际上

的确满足两方程(5*). 对于第一个来说这是很明显的，因为 (7) 中右端的第一项对 x
的导数等于 P(x, y) [305] , 而后两项与 x 无关． 现在将等式 (7) 对 y 微分并将莱布尼
茨规律 [507] 应用到右端第一个积分：

o<I> x aP 
动 = i

。 而dx + Q(xo, y) . 

oQ aP 
由 (A) , 这里可用 一－ 来代替 — - ; 则积分就变成差 Q(x, y) - Q(xo , y) , 而导数 一

a<I> 
枷 oy oy 

就恰等于 Q(x, y) , 这就是所要证明的
注意如果开始时我们对 y 积分，那对所求的原 函数就会得到这样的一个式子：

<I>(x, y) = Ix 
P(x, Yo)dx + 『 Q(x, y)dy + C 

xo Yo 

与前一式子仅在形式上不 同

(8) 

能懂得这一点是有益的： 在区域的某一点上固定了原 函数的值，我们借此就在
原 函数的一般表示式中选定了常数，且已经得到 了完全确定的单值原 函数．

559. 推广到任意区域的情形 81) 现在我们考察一任意的（当然是连通的） 区域
(D) ,  它是 由 一个或几个分段光滑的曲线所围 成，并且可以有限或伸展到无穷远． 以
后我们假定这一 区域是开的． 在这种情况下它的每一点是内点 [163] 且它与某一个，
例如 矩形 的邻域都属于区域 因为 前 目 推理可应用到这种邻域上来，故 当 条件 (A)

81)在本 目 及以后的一些 目 中 ， （与 ＂任意＇， 区域及 自 身相交曲线有关的） 一般情形的断言的证明
不很详细 读者在必要时可 以独立进行更详细的论证， 或者仅限于考虑课文中所引 出 的那些区域
和闭路而不会发生问题（实际上遇到的极为大量的即是这种情形）．
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在 区 域 ( D ) 的 每一点的 邻域 中适合时 ( 2 ) 式就有原 函数存在，并且有相差为 常数的
无穷个原 函数．然而，要统一所有这些原 函数使在整个 区域 ( D )上得一单值的原 函
数并不是永远可能！ 此 处，问题与 区域本 身的特性有关．

为了在一般情形下要保证这一单值原 函数的存在，必 须给 区域 ( D )一种特殊限
制 这可 以这样来表明：不论在 ( D ) 中取一 怎样的 简 单 闭 路， 用 这一 线路所 围 起来的

内域必须 整个属 于 区 域( D ). 换旬话说，区域必 须不包含有 ＂洞＇，甚至 须不包含有点
洞 有这种性质的连通 区域称作单连通的．

单连通区域 非单连通区域

图 19

如果我们谈的是有 限 区域（即不 伸展到无穷远的），则单连通性的概念 还可更简
单地表为 ： 区 域必须是由唯一的 一 个 闭 路 围 成的．在图 19 中举出了一些单连通与非
单连通区域的例子，其中 a ), r ), 且） 是有 限的，而 6 ), B ), e )是伸展到无穷远的．

设所考察的 区域 ( D ) 是单连通 的 ； 开始我们假定它是有 限的，所 以它单纯地是
由一个分段光滑曲线 (K) 所 围成的 我们将自包含在 ( D )内 而拆成许 多 矩形的 区
域出发逐步对 区域 ( D )进行建立原 函数．

给定一任意小数 c > O 后，我们可 以用一个边长 < E 的正方形包围线路 (K)的

每一点使在它的范 围内线路可用两种类型之一的显方程来表示 ［参照 223] ; 而仅在
拐角的地方有两个这样的 曲线在这里接头．

由博雷尔引理 [175] , 仅用有 限个这样的正方形就可 以覆盖整个线路 (K). 这一

正方形的有 限锁链围成了某一 闭 区域 ( D ), 全 部在 ( D )内，且很明显地是可拆成许
多矩形的 它是连通的皇 因此与 ( D )一样也是单连通的 ； 区域 ( D )离开边界的距离
? E 的一切点根本都属于这一 区域．

我们下面将指出如何对 区域 ( D )作原 函数．为了要得到确定的原 函数，我们在
属于 巾） 的任一点M。 固定它的值 注意，定 义 于 两 相 重 叠的 区 域上的 两 原 函数在
它们的公共部分上只 能 差 一 个常数（因为它们差的偏导数为零，[183] ). 因此，如果这

©如两点 Mo 及 M1 属 于 (D), 则它们可以用一完全在 (D) 内的折线 (L) 相连接 [153] 这一折
线一般说来可能已超出 (D) 的范围而落入上文中所述的某些正方形内去了 但包含在某一正方形
内的折线部分恒可用它的周 围上的对应部分来代替 ． 用这种方法就得到连接 Mo 及 玑 的一折线
(£), 完全在 巾） 内
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两原 函数 只要在某一点处相重，它们便在整个所述的公共部分上恒等． 由此可见， 当
e 趋近于零时， 我们真正能够逐步把原 函数的定义延伸到整个 区域 (D) 上而保持其
单值性 ．

为了要做出 区域 (D) 上的原 函数， 我们设想这一 区域分成许多矩形， 彼此沿着
垂直边互相挨靠在一起 （图 20, a)) .  在图 20, 6) 中我们画出了两个这种相邻的矩形
小 及 少． 在其每一个上面我们将作原 函数， 设为 如 及 如． 沿矩形 小 及 少 的公
共线段 a(3, 它们只可能相差一常数， 因为我们只要在图中打了斜线的矩形上作一任
意原 函数， 由前一目这一定是存在的， 如果我们回想一下 上面这两个原 函数的每一

个与这一原 函数沿 a(3 真正 只各相差一常数项， 那么这就很明显了．将原函数 <I>1 或
如 之一改变一适 当常数， 因此就可使它们沿线段 a(3 相 重

自点M。 所在的矩形出发来作一原
函数， 且迫使原 函数在这一点有 预先固
定的值． 再在与它相邻的一些矩形上作
原 函数使通过它们的公共边界时不破坏
连续性， 如此继续下去

现在我们想要说 明 ： 区域 (D)单连
通性的条件也同时使 (D) 单连通的条
件究竟要它做什么． 在图 20,a) 中的一
串 矩形 当对边界 (K) 较 复杂时也可能分
叉， 如图 21 ,a) 所示； 不过这并没 有阻住

原 函数沿彼此分开的叉支连续延伸 ． 但若区域有一 “洞” （参看图 21 , 6)) 而二分支又

重新合在一起时， 则在合起来的第一个矩形上选取一原 函数使通过 两接头 处 a(3 及
18 时同时 保持连续性就不 一定可能了！

区域 (D) 伸展到 无穷远 的情形可同样 处 理 只要从一些有 限的部分 区域出发，
将原 函数逐步延伸到整个区域 (D) 上去．

y
 

。 X 

a) 6) 

图 20

y
 

。

y
 

。X X 

a) 6) 

图 21
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560. 最终结果 整个在前面两目中所述的可总结为下 一命题：

定理 2 在整个 区 域 (D) 上，(2) 式要是 两 个 变量的 某单值 函 数的微分就必然适
合条件 (A) , 而在 (D) 是单连通 区 域的假定下， 这也是充分的 ．

所以条件 (A) 常称作 (2) 式的 ”可积条件＇．
现在如再回想一下定理 1 , 就立刻可得下一结论 ：

定理 3 在 区 域 (D) 中 积分道路的起点 A 与 终点 B 不 论怎样取定之后， 如果

曲线积分 ( 1 ) 与 积分道路的形状无关就必然适合条件 (A) , 而在 (D) 是单连通 区 域
的假定下， 这也是充 分的 ．

因此 最后我们找到了条件 (A) 是曲线积分与道路无关的一个方便而又容易检
验的判别法 ． 用这一判别法，例如， 就很容易将第 549 目 问题 3) ,4) ,5) ,6) 中所提出的

积分进行分类， 并可预见在附注中所指出的它们的特性 ．

以后我们要遇到这些所得结果的重要应用．在第 562 目中我们将 回到非单连通

区域的特殊情形 ．

561. 沿闭路的积分 到现在为止我们考察了积分 (1)

j Pdx + Qdy 
(AB) 

并研究了其中与积分道路无关的一类重要情况． 现在我们来考察积分

j Pdx + Qdy, 
(L) 

(L) 是在区域 (D) 范 围内的任一 闭 路； 并提出在什
么 条件 下 这一积分恒为 零的问题． 可以看出， 这一

问题完全相当于上面所解决的问题： 若对已给微分

式 (2) , 积分 (1 ) 与道路无关 则积分 (9) 永远等于
零，反过来也是如此

我们先假定积分 (1 ) 与道路无关．如 (L) 是 区
域 (D) 中的任一闭路 （图 22) , 则在它上面任取两
点 A 及 B 将它分为两段 (AMB) 及 (ANB) . 因为 0 

沿这两曲线的积分必 须相等

于是，

I = I , (lO) 
(AMB) (ANB) 

A二
B

(D) 

图 22

(9) 

X 

/ = / +J = / — J = o. ( 11 )  
(L) (AMB) (BNA) (AMB) (ANB) 
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现在反过来， 设已知沿闭数的积分 ( 9 ) 永远等千零． 取定两点A及B, 用两道

路 (AMB )及 (ANB )将它们连接起来，它们组成一闭路

( L ) = (AMBNA ). 

当曲线 (AMB )与 (ANB ) 除去点A 与B之外没 有公共点， 则事情 比较容 易，

此时 闭路 ( L )不自 身相交， 即是简单 闭路． 如果道路 (AMB )及 (ANB ) 彼此相交，
那么闭曲线 ( L )已不是简单 曲线．

然而 如下面引理所示， 整个的讨论可 限于沿简 单（即不自身相交） 闭路上的积分．

引 理 如积分 ( 9 )取在 沿 不 论怎样的 简 单 （ 即 不 自 身相 交） 闭路上永等 于零， 则
它 即使取在任何 自 身相 交的 闭路上也将为 零．

由第 550 目中所建立的引 理82)
只要证明对任一自 身相交的闭折线这一断言成

立就够了．设 ( L )是这样的一折线，有一确定的方向 从它上面的某一点M。 出发 并
顺 着折线描画这一折线到第一个自 身相交 处 －－ 点M1 . 丢掉所得的 闭折线 ( L 1 )
后 延长路径 M。玑 到 新的自身相交 处， 这又可分出一闭折线 ( L让 一直这样下去
经过有 限步后折线 ( L ) 就折成有 限个不 自 身相交的闭折线

( L1 ), ( 压），. . .

沿它们上面的积分已知为零． 这就是说，沿折线 ( L )它也等千零，这就是所要求证的
因此 我们就证明了下面有用的

定理 4 要 曲 线积分 (1)与 道路无关， 必要且充分的条件是积分 ( 9 )沿任何闭路

都等于零 ． 如果只 限 于 简 单 （ 即 不 自 身 相 交） 闭路的情形 条件依旧 是充分的 ．

现在可以看出，要判断积分 ( 9 ) 沿闭路是否为零可以用定理 3 中所述积分与道
路无关的同一判别法：

定理 5 要积分 ( 9 ) 不论取在 区 域 ( D ) 范 围 内 的任何 闭 路上恒为 零就必须适合

条件 ( A ), 而 在单连通区 域 ( D ) 时 它 也是充分的． 当 我们仅限制 于 简 单 （ 即 不 自 身 相
交） 的 闭 路时， 这一条件依然是必要的 ．

以后 [6 01] , 我们具备了更深入的工具 （重积分， 格林公式） 时，我们还要 回到这
一目中所讨论的一些问题 并可用更经济的方法重新得到若千这里所建立的结果．

562. 非单连通区域或有奇点的情形 在本 节中所发展的 并 与 利用可积 条件

( A ) 有关的全部理论建立在下面两假定上 ： 1) 所考察的 区域 ( D ) 是单连通的， 即
82)更确切地说 根据所说引理在自 身相交闭路情况的推广 （此推广引理的正确性可以与 550 目

相仿加以证明）．
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aP oQ 没有 ＂洞' ,2) 函数 P 及 Q 与其导数 —－ 及 —－ 都在区域 (D) 中连续． 如果这些条
彻 ,;,x 

件被破坏了，则一般说来上面所叙述的断言就不能 成立． 分析这所表明的特性就是
本 目 的 目 的．

我们注意，破坏连续性条件 2) 的 “奇＂ 点，如果将它们从区域中撇开，则也可解
释为一种点的 ＂洞＇ ． 因此 问题就化为对区域 (D) 的讨论，在它里 面连续性的 一切要
求与 条件 (A) 都适合，然而有一个或几个点的或非点的 啡扩 并且，为 了 明确起见，
在以后的叙述中我们想只 限制在点 ＇涸＂ 即奇点的情形． 一般情形可完全同样地处
理

开始我们假定，区域 (D) 含有一 个奇点M(而没有其它的 ＂洞＇ ）． 在这一 区域中
取一简单闭路 (L) , 并考察积分 (9)

J Pdx + Qdy. 
(L) 

如这一闭路没有包围着奇点 则与以前一样积分等千零． 而如点 M 在闭路 (L) 的 内
面，则积分可能就不是零了．

但是，非常值得注意的， 沿 各种可能 围 绕点 M 的 所述
类 型 的 闭 路而取正向 [548] 其积分彼此 皆相等

要证明这 我们考察两条围绕点 M 的分段光滑的曲线
也） 及 (L2) . 可以认为它们互不相交，因为在相反的情形下，
我们可以引 一包 围 (L1 ) 及（压） 的第三条闭路 (L3) 而又与
它们都不相交者，交分别考察闭路偶 (L1 ) , (L3) 及 （压），(L社

曲线 (L 1 ) 与 (L2) 在一起形成了夹在它们之间的环形
区域 (�) 的边界 （图 23). 用两条截线 (A1心） 及 (B1庄） 将
这一区域分成两个已经是单连通了的部分 （凶） 及 (�") . 则
我们就可写： I + I + I + I = 0 

(A1 M心 (B上） (B2M心） (A凶 ）

I + I + I + I = 0  
(B1 凡 A 1 ) (A, 心 ） (A2 岛 氏 ） (B2 趴 ）

将这些积分相加时，在截线上所取的相反方向积分互相对消，得

于是， 最后

I + I = 0, 
(A1M迅 N凶 ） (A2N迅 M2 心 ）

I = / 或 I = I , 
(A1M郘 N凶 ） (A2N函M心） (L1)  (压 ）

图 23
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且后面这两积分都是沿正向取的 我们的断言得以证明
以 6 表示所有类似积分的公共值． 它称作对应于点 M 的循环常数.CD
我们现在来证明 ， 若 (L) 是区域 (D) 中的任一甚至是自身相交的但不通过奇点

M 的闭路， 则
jL

) 
Pdx + Qdy = nr,, (12) 

其中 n 是一整数 （正的， 负的或零）． 对多角形的闭路这是很明显的， 因为它可拆成
有限个不自身相交的闭多角形线路， 沿它们的每一个， 积分都等于零或 士CY. 在一般
情形时我们又利用在第 550 目 中建立的引理， 并自内接于曲线的折线出发， 采取极
限过程． 因为形如 nr, 的式子 （当 (Y -1- 0及 n 为整数时） 只能趋近于同一形状的有限
极限 （只要数 n 一直不变） ， 故公式 (12) 对任何闭路 (L) 都是正确的．

现在我们来考察沿一曲线的积分， 这一曲线是连接区域 (D) 中的两点 A(xo , Yo) 
及 B(x1 , Y1 ) 而成的但不通过奇点．如 (AB)。 是一条这样的曲线 而 (AB) 是任何另
外一条， 则 (AB) 及 (BA)。 在一起就组成一闭路． 故 由 (12) ,

jAB) 
Pdx + Qdy + 

jBA)
o 

Pdx + Qdy = 加，

于是，

y
 

jAB) Pdx + Qdy = 
jAB)

o 
Pdx + Qdy + 加

这里， 积分就真正与 积 分道路有 关 了 ，
但也只是加上循环常数的一整数倍 在曲
线 (AB)o 上面加上若干个围绕点 M 的圈
子 （图 24) , 可 以使倍数 n 为任一事先选定
的整数值

换句话说 在这种情形下， 当 A 及 B
已知时记号

- - - - - - 、
夕 - - 、 ｀， 

。 X 

图 24 J Pdx + Qdy = /
(
xi 小 ） Pdx + Qdy 

(AB) (xo ,Yo) 

就不是 （如 a -/- 0) 单值的了， 它有一形如 na 的项没有确定， 其中 n = O, 士 1 , 士2, . . ·. 
若点 B 用一动点 N(x, y) 来代替 ， 则积分

(x,y
) 

F(x, y) = j Pdx + Qdy 
(xo ,Yo

) 

与 以前一样是式子Pdx + Qdy的 原 函数， 连 续 （当然除掉点 M) 而 多 值．

©对应于真正的 非点 的 — 一沛I" , 其循环常数可完全同样地定义
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理解这里所讨论的情况与以前所研究的 [556,558,559] 本质上的不同是很重要
的 原 函数的表示式中本来含有一任意常数，如果把这也算进来的话， 那么在以前我
们也可说原 函数的 “多值性” ． 然而 要得到在整个所讨论的区域中的一单值函数， 只
要固定这一常数就够 了 ； 在那里， 在多值原 函数的各 “分支＂ 间并没有什么强制在一

起的联系 而这里的 “分支＂ ， 相差 一循环常数的倍数， 就不能孤立地看待， 因为当绕
奇点转动时， 它们就连续地彼此转变了．＠

为了说明此处整个所述的， 我们举一例题

p y = - Q = 
x2 + y2 ' x2 + y2· 

这些函数与它们的导数除坐标原点 0(0, 0) 外在整个平面上连续， 因此原点是唯一的
奇点．立刻可以验证 可积条件到处 （理解为除原点外） 适合：

8P 8Q y2 - x2 
＝ ＝  

oy ox (x2 + 妒）2 . 

很容易计算出， 沿以原点为中心的任何圆上的正向积分

j xdy - ydx 
(L) 芷 + y2

等于 2n. 这就是对应于原点的循环常数
很容易猜到微分式

xdy - ydx 
沪 + y2

的原 函数是幅角 0, 如以 x = r cos 0, y = r sin 0 代入马上就可以看出来． 因此， 原 函
数的一般形式是 0 + C(C = 常数）． 然而 在平面中任一异于原点的已知点处 我们
不论以幅角 0 的任何值出发，如迫令这点围绕原点不论沿哪一方向转 n 转， 则 0 角，
因为是连续 变动的， 当点回 到出发位置时，增加 了循环常数的一倍数 土2nn. 所以，如
果此时我们在整个平面中或 包含原 点在 内 面 的 平 面 的 一部 分中 （当然， 原点本身除
外） 来考察原 函数， 则就必须认为它是多值的， 并认为这是它的不可分割的特性： 它
的相差 加 整数倍的分支在某种意义下是不可分的

读者不难推广上述研 讨到当有若干个奇点或 啼iJ" 时 的情形 例如 设有 K 个奇
点

M1, M2 ,··· , Mk. 

如 A 及 B 是区域中两 （不同千奇点的） 点 以 (AB)。 表连接这两点 （且不通过奇点）
的任一确 定的曲线， 则沿任何类似的曲线 (AB) 的积分其一般公式为

j
AB) 

Pdx + Qdy = j
AB)o 

Pdx + Qdy + n仅1 + n幻 +···+ n砬k ·

©我们在复变数多值函数 的情形 ［例如 比照 458] 已经处理过这类现象． 不难看出 ， 这也好， 那也
好， 都与平 面 的性质有关
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这里 cri (i = 1 , 2, · · · , k) 是对应于点 肌 的循环常数，亦即积分

f Pdx + Qdy 
(L

i ) 

的值， 其中 (Li) 是一包含奇点 Mi 在其内而不包含其它奇点的一简单闭路，且以正
向而取的 系数 n1 , 应， · • · , nk 彼此无关．可取任何整数值

563. 高斯积分 在某些数学物理问题中必须要考察一个第一型曲线积分称作高斯积分者：

g =  f 竺卫ds,
(L) 

y
 

(L) 

r
 

(r) 

A传，TJ)

0 1 X 

图 25

这里以 r 表连接曲 线 (L) 外一点 A(�, rt) 与 曲 线 上动点
M(x, y) 的向量的长 （图 25) :

r = � 铲 + (y - r,)气

(r, n) 表这向量与 曲线在点 M 处的法线间的夹角．

因为点 A 不动， 故积分号下的式子
cos(r, n)

是点 M

的坐标 x, y 的函数． 我们现在要将高斯积分表成第二型 曲线

积分． 如 (x, n) 与 (x, r) 是 x 轴的正向 与法线及位径向扯

的方向间的夹角， 则显然，

(r, n) = (x, n) - (x, r) , 

所以

cos(r, n) = cos(x , n) cos(x, r )  + sin(x, n) sin(x, r )  
x - � Y - TJ  = —- cos(x, n) + -— sin(x, n) . r r 

将这代入高斯积分中 ， 就将它化为

g = f 尸 sin(x, n) + 宁 cos(x, n)] ds 
(L) 产

如果利用第 553 目 公式 (15) , 则就得到积分 g 的所求第二型曲线积分表示式：

g = 土f 二 － 工兰
(L) 产 dx 

产
dy. 

其中正负号对应于法线方向的选取法．
X — C 

函数 P = 邑二？ 及 Q = - 一一－ 与它们的导数除点 A(此处 r = 0) 外在整个 xy 平面中 皆产 产
连续 在异于 A 的一切点处， 可积条件都满足． 事实上．

岛 （气） ＝ 产 - 2�『 r,)2

= (x — �)2

�
(y _ r,)2

' 

立 （－二勺 ＝ －产 - 2 (x - �)2 

= (x — �)2 _ (y _ r,)2 

8x 产 产 产
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所以这两导数相等

若曲线 (L) 是闭的， 但不包围点 A(亦不通过它） ， 则必 g = O. 若闭曲线 (L) 包围点 A, 则高

斯积分可能异千零， 但如我们在前一 目 中 已经看到的， 对一切这样的曲 线它的值必须是相同的． 为
了要计算这一值， 我们取中心在点 A 半径为 R 的圆周作为曲线 (L) . 则

r = R 且 cos(r, n) = 1 

（如认为法线及位径向 最有相同的方向）， 所以

g = 贞f ds = 上 · 2顽 = 27!".
(L) 

R 

因此 对每一将点 A 包围 在 内 面的闭曲线 (L), 如与在圆的情况下我们所做的一样， 将法线

朝 向 外面， 则有

g = f cos(r, n) ds = 21!" . 
(L)  

如事先将高斯积分的儿何意义弄明 白 ， 则 预先就可
看到所得的结果 它的儿何意义是： g是从点 A 所能看到

曲 线 (L) 的 角 的度量（如果是环行曲线时， 取 自 A 出发

的位径向量所描画出来的有符号的角）．

为了要揭露这一点， 我们开始先假定曲 线 (L) 与每
一 自 A 出发的射线相交千不多千一点 （图 26). 又设曲

线的法线 n 朝 向 与点 A 相反的一面， 故 A
 

(n) 

九．

O < (r, n) < 一．
2 。 X 

在曲线 (L) 上取一元索 ds 并来确定从点 A 看这
一元索的角度． 如 M 是这元索上的点 （例如， 起点）， 绕
A 以 AM 为半径作一圆并将元索 ds 射影到这一圆上．

设圆周上元索 ds 的射影为一元索 如． 因为它们间的夹角 （认为这两元索差不多是直线的） 等千

角 (r, n) , 则

图 26

如 = cos(r, n)ds. 

另一方面， 显然

如 = rdcp, 

其中 中 是对应千圆弧 加 的中心角， 即从点 A 所看到元索 ds 的角． 千是对这一 可 以 看见的元素

角 有表示式

dcp = 
cos(r, n) 

r 
ds. 

最后， 将所有元索角相加， 我们得到对整个曲线 (L) 可 以看见的角恰恰可表作积分 g.

如 曲 线与 自 点 A 出发的射线相交不止一点， 但可将它分为若干部分， 使每一部分与这些射线

只相交千一点， 那么 只要将对应于这些部分的高斯积分相加起来就可以 了 ．
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y
 

在曲线 (L) 上取定一确定的方向， 而我们将法线朝着一方

向， 例如， 使切线的正向与它的夹角为 ＋ 芒 ． 则某些部分曲线的

法线是向着与点 A 相反的一面， 高斯积分就给出一正的可见到

的角 ， 而在另外一些部分法线向着与 A 点的同一面， 得出的可
见到的角是负的． 一般说来， 在这种情形下高斯积分给出可 见

到角的代数和并且就是这一和称作对整个曲线 (L) 的可 见到

的角， 因此我们 了解可见到的角为视线从曲线的起点转到终点

x 的全部度量 ．

如 曲线是闭的且围绕着点 A, 则立刻就很清楚， 曲线的可
见角为 27!". 如闭曲线不包围点 A, 则可见角由 千符号不同彼此

相消结果加起来等于零． 在简单的情形下， 如 图 27 所示， 曲线

(L) 可拆成两部分：(L1) 及 (L叶， 从 A 看来张同一角； 但对曲线 (L1) 这一角是正的， 而对 (L习

是负的．

I , - - -－ － - -
A o- 一

。
图 27

这整个与上面所述的完全相符合．

附注 从高斯积分的几何解释可 以观察到， 当闭曲线 (L) 通过 A 点且在此点有切线 时 ， 积

分的值为 7!", 如 A 点是一 角 点且在此点单侧切线间的交角为 a, 则 a 亦就是高斯积分的值． 如要
用分析法建立所述结果就应该先从 (L) 分割掉点 A 的某一邻域， 再紧缩这一邻域而变到极限

564. 三维的情形 整个上面的研究也可重 复到 空间 的情形．

设有三 函数 P(x, y, z) , Q(x, y, z) ,  R(x, y, z) 定义于并连续 于某一空间的 区域 (V) ,
我们来讨论沿在这区域中的任一曲线 (AB) 而取的曲线积分：

f Pdx + Qdy + Rdz. 
(AB) 

(13) 

第 556 及 557 目中的推理立刻可不加改变地搬到这里来． 因此，这里就有类似于第
555 目中定理 1 的一定理成立：积分 (13) 与 积分道路无关的 问 题可化为微分式

Pdx + Qdy + Rdz 

是否为 恰 当 微分的 问 题，亦即是否有一 ( "原,, ) 函数 <I> (x, y, z) 存在， 其全微分

a<I> a<I> a<I> —-dx + —- dy + —- dz 
彻 ay az 

(14) 

与表示式 (14) 相 同

顺便注意到 如这样的 函数存在，则积分 ( 13) 就可表作它的两有 限值的差

/4
AB) 

Pdx + Qdy + Rdz = <I> (B) - <I> (A) = <I>(M) 1 : ( 15) 

［比较 557(6*)] .
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与前面一样，以下就产生了恰当微分判别的问题 设在 区域 (V) 中有连续导数

aP aP aQ aQ aR aR 
彻

, az , 扣 ＇ 彻 ＇ 扣 , ay · 

千是，如果 (14) 式是某一 函数 <I>(x, y, z) 的微分，故等式

成立，则

a<I> a<I> a<I> P = - Q = - R = -
扣 ' 8y ' az

8P 沪<I> 8P 沪<I> aQ 沪<I> aQ 沪中＝ 
扣8y '

＝ 
axaz ' 

＝ 
8y8z ' 彻 az az 

8R 沪中 8R 沪中＝ ＝ 
ax azax ' 彻 扣ay

由假设 所有这些导数都连续，于是 [191]等式

8P aQ aQ 8R 8R 8P 
= = = ay ax ' az ay ' ax az 

＝ 
8y8x ' ax 

(16) 

(B) 

皆成立． 因此，不论 (V) 是怎样的 区域 要使 (14) 式是恰 当 微分 因 此积分 (13) 与 道
路无关， 条件 (B) 是必要的．

转到这一条件充分性的问题上来，我们这里限制在区域 (V) 是长方体

(V) = [a, b; c, d; e, f] 

的情形．这里我们重复第 558 目的讨论
为了要决定条件 (16) 中的 函数 <I>(x, y, z ) ,  我们将第一个式子对于 x 从 x。 积分

到 x(a � xo , x � b) , 而将 y 及 z 任意地固定在对应的 区间中，我们得

<I>(x, y, z) = 『 P(x, y, z)dx + <I>(xo , y, z) .  
XQ 

在 (16) 的第二个方程中令 X = X。 并对 y 从 Yo 积分到 y(c � Yo , Y � d) , 得

<I>(xo , y, z) = JY 
Q(xo , Y, z)dy + <I>(xo , Yo , z) . 

Yo 

最后，在 (16) 的第三个方程中令 x = xo , Y  = Yo , 而对 z 从 z。 积分到 z(e � zo , z � f) :

<I>(xo , Yo , z) = j
z 

R(xo , Yo , z) dz + <I>(xo , Yo , zo ) -
初

显然 常数值 <I>(xo , Yo , zo) 是依然可任意的，如表作 C, 则最后得所求函数的如下表

示
式

4,(x, y, z) � L P(x, y, z )dx + f Q(xo , y, z) dy +  1。: R(xo , Yo , z)dz + C. (17) 



· 46 ·  第十五章 曲 线积分 · 斯蒂尔切斯积分 [565] 

在必 要时 如应用莱布 尼茨规则，现在很容易验证这一函数确实满足 ( 16) 的所有条件．
这种原 函数的直接构成法使我们相信，至少对长方体的 区域 (V),一一要使 ( 14)

式是恰当 微分， 也就是说， 要使积分 (13) 与 道路无关， 条件 (B) 是充分的 ．
要将这里推广 到一般情形是可以的， 只要区域 (V) 满足某一条件 （与平面 区域

单连通性的条件相类似）． 但因为这时要进行所有的推理是很 困难的， 我们暂时 丢开
它．以后 [641) , 在熟悉了曲面积分与斯托克斯公式后，我们再回到这些问题来

565. 例 1) 沿任何闭路所取的曲线积分

f 伲 + y行(xdx + ydy) 
(!) 

是否为零？
答 为零， 因为积分号下的式子显然是函数 - (x2 + y2产 的全微分．4 
2) 不参照条件 (A) , 说明积分 f xdy - ydx 

(AB) 

与积分道路有关或否
答 有关 （一般说来） ． 因为沿一不 自 身相交的闭路， 这类积分代表由这一闭路所范围的区域

面积的两倍 [551] , 并且因此异千 o.
3) 对下列各微分式判定原函数的存在性并求出来：
(a) (4沪y3 - 3y2 + 5)dx + (3沪沪 - 6xy - 4)dy, 
(6) (lOxy - 8y)dx + (5沪 - 8x + 3)dy, 
(B) (4沪旷 - 2沪）dx + (3沪妒 — 2xy)dy,
(r) [(x + y + 1)产 - eY]dx + [护 — (x + y + l)eY]dy. 
解 借可积分条件之助可知， 在 (a) ,(6) , (r) 三情形下是恰当微分， 而在情形 (B) 时不是的
(a) 由 公式 (8), 令 xo = Yo =  0, 有

知， y) = l
x 

5dx + l
y 

(3x4沪 - 6xy - 4)dy + C 

= 5x + x4沪 — 3xy2 - 4y + C. 

用公式 (7) 亦可同样得出 ：
X 

知， y) = l (4打 - 3y2 + 5)dx + l
Y 

(-4)dy + C 

＝ 沪沪 - 3xy2 + 5x - 4y + C. 

(6) 取 xo = yo =  0 后可很方便由 公式 (8) 计算 出来， 因为第一个积分成为零了：
y 

沪） = f (5沪 - Bx + 3)dy + C = (5沪 - 8x + 3)y + C.。
(r) 由 上述任一公式得：

<t>(x, y) = (x + y) (ex - eY) + C. 
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8P 8Q 
4) 求证条件 一－ ＝ － 相当千恒等式

8y 扣

Ix y 

xo 
P(x, y)dx + i。 Q(xo, y)dy = 10 P(x, yo)dx + 1。 Q(x, y)dy

（假设函数 P Q
8P 8Q - 及 —-, 8y 彻

皆连续）．
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5) 有时原函数的求法 （如果可积条件满足） 可与在 558 中所做的有所不同 用例 3) (a) 来说

明这点

由条件
8<I> 
8x 
- = 4护y3 - 3沪 + 5,

对 x 积分， 求得 <I> 的表示式 泸y3 - 3xy2 十 5也 但可相差＿ 吁只分常数，， · 这常数与我们对 x 所

积分的 x 无关 ， 但可与 “参数" y 有关； 故我们可将它取为 r.p(y) 形状． 因此，

当将 ＠ 代入条件

时， 得到

于是 cp = -4y + C. 最后

<I> = x4y
3 — 3xy2 + 5x + r.p . 

8<1'.> 
彻

= 3沪沪 - 6xy - 4 

dr.p — = -4, 
dy 

<I> = 沪沪 - 3xy2 + 5x - 4y + C. 

6) 如 不 注意到 可积条件不合适而将同一方法应用到例 3) (e) 上去， 则在决定 中 时得条件

怎 = 2xy. 

这显然是矛 盾 的 ， 因为右端的式子包含有 x, 而同时 中 又与 x 无关！

7) 一般地来弄清楚在实践上述方法时， 可积条件究竟起怎样的作用， 是很有趣的．

将等式
{)<[> 

ax P(x, y) 

对 x 积分， 与在特殊例子中一样 ， 得

在决定 cp(y) 时第二个等式

给出条件

<I>(x, y) = f x 
P(x, y)dx + cp(y) . 

XQ 

8<1'.> 
8y 

Q(x, y) 

房 = Q(x, y) - 嘉 Ix
P(x, y)dx = Q(x, y) 一 『 贮

XQ X

。 ( 18) 
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y
 

y
 

Yo 

D M - - - 1 - - - - 9  
I 

I 
一 一 一 令 - - - -4

A C I I 

(D) 

。 x。 x X 

图 28

若右端式子实际上与 x 无关 （即 当 y = 常数时不
因 x 改变而改变）， 则单纯地对 y 求积分就得到 中 的式

子 而如 (18) 式中包含 x, 则对 中 所得的条件就是矛盾
的 ， 因为 中 必须与 x 无关． 因此 成功与否根本决定千
(18) 式是否与 x 有关， 而这非常简单地可从 (18) 式对 x

的偏导数是否为零来判定 ． 但这一导数等千 一＿ ＿ ＿
8Q 8P 
彻 8y "

因此条件 (A) 满足， 也只要它满足就能保证成功！
8) 函数 F(x, y) 应满足怎样的条件才能使式子

F(x, y) (xdx + ydy) 

是一恰当微分？
答 x

8F 8F 一 = y-
8y 彻

．

9) 利用原函数的曲线积分表示式 [556(4)] , 并一次取折线 ACM 而另 一次取 ADM(图 28)
作为积分道路来推出第 558 目中原函数的公式 (7) 与 (8) .

10) 为了给出第 556 目中求原函数的一般公式 (4) 的另一应用例题， 我们 由 这一公式重新来

解问题 3) (a) . 取连接坐标原点及平面中一任意点 (x, y) 的直线段为积分道路 （我们用另法来表

示它的坐标是为了使不与积分道路上动点的坐标 x, y 相混淆） ．

在积分
(x' ,y'

) 

F(x', y') = f (4沪沪 - 3沪 + 5)dx + (3沪沪 - 6xy - 4)dy 
(0 ,0) 

中应以 立 代替 y(因为 y = i.:. 芒 恰为积分道路的方程）， 且这就将问题变成计算对 x 的 自 0 到
x' 

x 的普通定积分 ． 结果得
X 1 3 6 12 2 

F(x' , y') = i (亏 － 亏- + 5 — 号） dx 

, 4 13 12 = x  y - 3x'y + 5x' - 4y', 

除记号外， 这与上面求得的式子全同
1 1) 确定一区域使表示式

Pdx + Qdy = ✓ 石言了 - xdx + J石言y2 + xdy<D 

在其中是一全微分， 并对这一区域求出其原函数．

解 我们有 （当 y i= 0 时） ：

8P 1 y 
＝ 土 ｀压气?f + x＝ 

8y 2汃勹 - x Jx勹 2Jx勹
＇

8Q ＝ 

彻 对石言了 + x Jx勹
1 ( X  + 1) = 三，

©与通常一样， 符号 v 代表算术根 ．
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且在第一式中正负号应取得与 y 的符号相一致． 因此， 可积条件仅在 y > O 时才能适合．

因为这样的关系， 我们限制在上半平面中， 在还原原函数时我们利用与 10) 中相同的方法， 但

将直线段方程取作参数形式：

则

12) 令

x = xt, y = y't  (O ,,; t ,,; l) .  

F(x, y) = f位
1 ,y

') Pdx + Qdy 
(0,0) 

= /
1 

(x'三 + y'✓汇了 + x') 匈t。
＝ 扣叭芦言丐 - x' + y叭罕言亏 气）

l xdy - ydx Pdx + Qdy = (A, C, AC — 炉 > 0) . 
2 A沪 + 2Bxy + CyZ

验证适合条件 (A) 并求对应于奇点 (0,0) 的循环常数．
提示 沿椭圆

Ax2 + 2Bxy + C沪 = 1

来计算 曲线积分最为简便， 因为， 这样，

f Pdx + Qdy = _! f xdy — ydx 
(E) 2 (E) 

就简单地成为 [551, (10)] 这椭圆的面积， 这面积为我们大家所熟知 [339,6)] . 比较 549,9) .

(E)  

13) 如可积条件满足， 则有时即使有奇点时 ， 曲 线积分仍可与 道路无 关， 而原函数为单值的！
例如， 对以坐标原点为奇点的式子

xdx + ydy 
企 + y2 , 

例如 函数 In(x2 + 沪） 就是一原函数， 它与它的导数在整个平面中 （除原点外） 单值且连续 读者
立刻 自 己 可以想到， 这是 由 千对应千原点的循环常数等千零的缘故．

14) 将微分式

z (古 — x2 : z2 ) dx + � dy + (沪 : z2
一 切 dz

积分

解 ”可积条件“ 很容易验证：

8P 8Q z 8Q 8R l 8R 8P l z2 - x2 

茄 ＝ 茄 ＝ 言平＇ 页 ＝ 而 ＝ 平 ＇ 茄 ＝ 页 ＝ 可 勹沪 ＋ 砫）2 . 

将公式 (17) 中的 x 及 z 的地位对调后按所得公式来进行计算， 并令 zo = 0, 而 XQ 及 Yo > 0. 

则三个积分中 只剩下一个了， 立刻就得到

如，y, z) = f
z

( 二－ － 上） dz + C = arctg� 一 二 + c
企 + z2 xy x xy 
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566. 物理问题的应用 根据所述理论我们再回 到若干 以前讨论过的力学及物理学领域内

的问题

1) 力场的功 在第 554 目 中我们已经看到， 当质量为 1 的质点 自 位置 A 位移到位置 B 时，

力场的功可表作曲 线积分 ［参看 554(18)] :

A =  J Xdx + Ydy, 
(AB) 

(19) 

其中 X = X(x, y)Y = Y(x, y) 是力场强度在坐标轴上的射影， 而 (AB) 表质点的轨道

很 自 然地要阐 明 在什么样的条件下， 力场中 的功仅与点 的开始位置与终止位置有关而与轨道

的形状无关 显然这一 问题相 当千曲线积分 (19) 与积分道路无关的问题． 故所求条件为等式

ax aY 
8y 彻 ＇

这时当然假设 由 场所范围的 区域是单连通的且无奇点．

(20) 

这同一条件也可表为这种形式： 当 质点 由 一 个位置位移到 另 一位置时， 场 中 力 的 功 当 且仅 当 元

素功

Xdx + Ydy 

为 某一单值函数 U(x, y) 的 全微分时就与 位移轨道的形状无关 ． 这一函 数通常称为 力 函 数 或位势

函数； 在这函数存在的情况下， 场本身名 叫位势场

当点 自 位置 A(xo, yo) 位移到位置 B(x1 , y1) 时， 位势场的功就等千 ［参考 557(6)) 力 函数对

应的增量：

U(x1 , y1) — U(xo, yo) = U(B) - U(A) . 

作为一例题， 我们来考察牛顿 引 力 场如在坐标原点 0 处放一质量 µ, 而在点 A 处放一质扯

1 , 则后面这一点就被 0 以一力 F 向 中心吸引 ， 其大小等千

F =  .!!:_ 
产 ＇

其中 r = J歹了了 为原点到点 A 的距离 因为这一力与坐标轴间夹角 的余弦为 － 竺 及 _ '#. , 故r r 
力 F 在坐标轴上的射影可表作：

µx µy X = - - Y = - -
r 3 '  r 3 • 

直接可 以看清楚， 牛顿场是位势场， 因为式子

µx —-dx µy 
r 3 r 3 dy 

是函数
u = I:!. 

(21) 

的微分， 而 U 在这里就起位势函数的作用； 它称为 （点 0 的场的）牛顿位势．尽管有一奇点 （坐标

原点） 存在， 这一 函 数是单值的： (21) 式沿一闭路的积分即使包围原点时也为零 （此处 ＂ 循环常

数” 等于零！）．
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当点 自 位置 A 位移到位置 B 时， 场的力做一功

A = ..!!_ 一 £ ,
TB TA 
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其 中 TA 及 TB 是中心到点 A 及 B 的距离 当将点 B 移到无穷远时 ， 功就成为 — 止 ； 如点从无

穷远处位移到位置 A 时 ， 它就恰恰等于牛顿位势的大小 ..!!:... . [比照第 549 目 ，13) .]
TA 

与径 向量 F 构成 ＋ 竺 角的力场
2 

k 
F = kr 或 F = - (k = 常数）

是非位势场的例子．
整个这里所述的可很容易地移到空 间 力场的情形去．

TA 

2) 平面中流体的定常流动 如以 u, v 表向量速度沿坐标轴的分量， 则 ， 在第 554 目 2) 中我

们已看到， 在单位时间 内通过闭路 (K) 流到里 面去的流量等于

Q = f vdx — udy 
, (K) 

［参看 554, (22) ] . 在不 可压缩流体的情况下， 当没有泉源或漏洞时， 这一积分恒等于零． 由 此推得，

向扯速度的分量 u, v 必须适合条件
8u 8v 
彻 8y

= 0. 

因此积分号下的式子 vdx - udy 就有一原函数 <p(M) = <p(x , y) ,  在流体力学中称为流函数

如取连接点 A 及 B 的任一 曲线 (AB) , 则如 已经知道的 (554(18) ] , 在单位时间内通过它流
向一确 定的 一侧流量可用积分

Q = f vdx - udy 

(
AB) 

来表示， 且 曲 线 (AB) 的方 向必须是这样， 使朝 向所提到的这一侧的法线与正的切线方向 交于一

角 ＋ 巴 ． 现在我们看到， 这一量恰恰就等于流函数在曲线两端的值的差 <p(B) — <p(A) !
2 

3) 气体所吸收的热 现在我们重新来考虑 (554,3)] 一问题， 就是一 已 知质量 （例如，1 千克）

的理想气体当改变它的状态时它所得到的热量． 如果气体状态变化过程的本身用 Vp 平面中的曲
线 (K) 来说明 ， 则 ， 如在第 554 目 3) 中 已见的， 这一热量可表作曲 线积分 ［参看该处 (23)] :

（我们保持原来的记号）．

U = f 生pdV + 空 Vdp
R R 

(K) 

如果与通常一样， 认为气体热容量 cv 及 Cp (分别当体积固定及当压力 固定时） 不变， 则可积

条件这里显然不成立 ． 实际上， 因为 Cp =/= Cy ,  

嘉 （沪） ＝ 于 奇 （千） ＝ 贷
由 此推得， 热 量 U 不 是 气体状态 的 函数， 而与如何得到这一状态的过程有关． 甚至在一循环

过程中气体回到它最初状态时， 气体可能得到 （或失去） 若干热量．
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如在元素热量的式子
Cp Cy 

dU = -pdV + - Vdp R R 
1 pV 

中乘上 － 其中 T = —－ 是气体的绝对温度 ． 则得一式子
T ' R  

很清楚这是一全微分． 其原函数为

曲线积分

dU dV dp — = cp - + cv 一 ，T V p 

S = Cp ln V + cv ln p. 

!(V,p) 也
<Vo ,Po) T 

[567] 

已经不再与连接定点 (Vo, po) 与动点 (V, p) 的积分道路有关， 且仅与上面所示的函数 S 只差一常

数 由这一积分决定某一物理量 （所谓 “嫡＂ ） ，它已经是气体状态的函数且在热量计算中起重要的

作用

§4. 有界变差 函数

567. 有界变差函数的定义 本节所谈的是某一离这一章主题较远的东西． 我们
向读者介绍一类重要函数（在标题中已说明） ， 这是若尔当 (C. Jordan) 首先引 导到
科学中来的 这一类函数将在我们下一节中所讨论的定积分概念的推广 中起主导作
用并且 在许多其它数学分析问题中有界变差的函数类也有重要的意义．

设 函数 f(x) 定义千某一有限区间 [a, b] 中， 其中 a < b. 用任意的方法借分点

xo = a < x1 < 叩 < ··· < 立 < Xi+l <· · · < 吓 = b

之助将这一 区间分为许多部分（这与我们在建立定积分概念时， 当形成积分和或黎
曼和时所做的相似）． 从对应千各个部分区间的函数增量的绝对值， 作和

n-1 

V = 区 \ f (Xi+1) - /(xi ) \ . 
i=O 

(1) 

现在整个的问题是： 用各种不同方法细分区间 [a, b] 为许多部分时， 这些数的集合是
否有上界．

若和 (1) 在其集合中 有上界， 就说函 数 f(x) 在 区 间 [a, b] 中 为 有界变差（或有界
变动）． 这时， 这一和 的 上确界就称为 函数在这区 间上的全变差（或全变动）， 并用记号

V f(x) = sup{v} 
a 
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来表示 这一概念也可应用到非有 界变差函数 的情形， 不过这时 全变 差将等 于+oo.

由上确界定义本身， 在这两种情况下， 适当地选取区间 [a, b] 的细分后，可使和 v
任意接近千全变差 v� f(x) . 换句话说， 可以选取一细分的序列使全变差为对应的和
v 的序列的极限

有时会遇到在一无 穷 区间内 函数 f( x )变差的有 界性问题， 例如在 区间 [a, +oo] 
内如果 f( x )在这区 间 的任何有限部分 [a,A] 上为有界变差 函数， 且全变差 v1 f( x ) 
在其集合中是有界的， 我们就说函数 f( x )在区 间 [a, +oo] 中 为 有界变差的． 在所有
情况下，我们令

y /(x) = �; 飞 ｛立叶 ( 2 ) 

注意，在这些定义中 函数 f(x)连续性的问题并没 有起任何作用

任何有界单调 函数可作为有 限或无穷区间 [a, b]上有界变差函数的例子． 如 区
间 [a, b]为有 限的 ， 则它立刻可 由下面推出 ：

n- 1  n-1 
v = 区 l/( xi+1 )- ! ( 动 ＝ 区 [/( xH1 )— !( 立） l = 1 /( b )— f( a )I , 

i=O i=O 

故亦 v订( x )= l f( b ) - f( a )I . 对 区间 [a, +oo] , 显然有

+oo 
V f( x ) = sup{ l/(A )— /( a )I } = 1/( +oo )  - f( a )I , 
a 

A>a 

与通常一样 ， 我们将 !( +oo )理解为极 限 limA----++oo f (A ). 
现在举一个连续 函数但不是有界变差函数的例子．令

九．

f(x) = x cos - (又寸 x =/= 0) , f (O) = 0, 2x 

我们来考察， 例如， 区间 [O, 1) . 如取点

0 <  1 1 1 1 - < < " · < - < - < 1  
2n 2n - 1 3 2 

为这一区间的分点， 则容易证明，

1 1 V = Vn > 1 + - + · · · + - = Hn 
2 n 

而 ［参看 365,1) ]
1 

V f(x) = sup{v} = +oo. 
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568. 有界变差函数类 我们 已经提到过， 单调 函数是有界变差的． 可 以用下面
的方法推广这一 函数类：

10 如在 区 间 [a, b] 中给 出 的 函数 f(x) 是这样的 ： 可使 区 间 分为 有限个部分

加 ， ak+1l (k = O, l , · · · , m - l; ao = a, am = b) , 

而在每一部分上 f (x) 是单调 的 ，© 则 它在 [a, b] 上为 有界变 差 的 ．
用任意方法将区间 [a, b] 分为许多部分， 作和 v. 因 为加入每一新的分点只可能

使 v 增加癹 故若将所有上面所谈到的点 ak 一起加到分点中去， 我们就得一和 汇 ?:: v. 
如在和 0 中集出 与 区间 [ak , ak+i] 有关的项， 则在上面用一符号 (k) 表它们的和时
我们将有

产 = \f(ak+l )  - f(ak) \ ,  

所以 m-1 
v = L \f(ak+i) - f(a曰 ＼ ．

k=O 

因为任意的和 v 不会超过这一数， 故它就是函数的全变差．
20 如函数 f(x) 在 区 间 [a, b] 中 满足条件

If(元） - f (x) I � L厄 － 叫，

其 中 L = 常数， 而 元 及 x 是区 间 的 两任意点，© 则 它 是有界变差 的 ， 且

(3) 

b 

V / (x) � L(b - a) . 
a 

这可 由 下面不等式推得：
n-1 n-1 

V = 芷 l/(xi+1) - f(xi ) I � L  L (x叶 1 - Xi) = L(b — a) . 
i=O i=O 

特别
30 如 函数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上有有界的 导数： \f ' (x) \ � L(其 中 L = 常数）， 则

它在这 区 间 上是一有界变差的 函数．

事实上， 由 中值定理 这时

\!(元） - f(x) \ = l!' (e) (元 - x) \ � L(元 - x) (x � e 乏 元） ，

＠这种 函数我们称它在 区间 [a, b] 上分段单调．
＠如在 Xi 及 Xi+I 间插入一点 x' , 则项 1/(xi+l) - /(平）l 就代之以和

1/(xi+I) — !(叫） I + 1/(x') - /(xi) I � If(立+1) - /(xi ) I  
©这一条件通常称为利普希茨 (R.Lipschitz) 条件 ．
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故利普希茨条件 (3 )适合．
由这一注意可以推断，例如，函数

f(x) = x2 sin !!. (x =/= 0) , f(O) = 0 
X 

在任何有限区间上变差的有界性，因为它的导数

f(x) = 2x sin 巴 - 7r COS 匹 (x =/= 0), f(O) = 0 
X X 

· 55 ·  

是有界的 很有趣的， 我们注意，在包含点 0 的每一区间中，这函数 “无限地振动”，亦即无数次地
从增加变成减少，无数次地从减少变成增加 ．

有界变差函数的一般类可 由下面的命题给出：
心 如 f(x ) 在一有限 （或 甚至在一无 穷） 区 间 [a, b] 上可表作一有 变动上限的

积分的 形 状时：
f(x ) = c + 『 汃t )dt, (4 )  

其 中 'P(t )假定在这一区 间 上是绝对可积的，则 f (x )在这区 间上是有界变差的．这时

b y f(x ) :s;; 1
b

伈(t )ldt. 

设 [a, b] 是一有 限 区间， 则

V = t I f (Xi+i ) - f亿） I = 笘 l l�
i+l

<p(t )dt l  

主厂 l'P(t )ldt = 『 仰(t )ldt,
i=O x, a 

由 此就推得我们的断言 ．

如果我们所谈的是无穷区间 [a, +oo], 则 只要注意

A y f(x )� 1
A

仰(t )\dt � 1
+=

\<p(t )\dt 

就够了 ．

附注 可以证明，在有 限的 区间或无限区间 的情形，实 际上准确的等式

y f(x ) = 1 仰(t )ldt 

成立 ． 若函数 <p(t )在 区间 [a, b] 上可积但不是绝对可积的， 则 f(x )的全变差根本就
是无穷的 ． 我们不想讨论这了，但仅用一些例题来说 明后面讲的这一点
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九．

设 J(x) = 沪 sin — (x =/= 0) , f(O) = 0, 所以x2 

7r 2-rr 7r 
J' (x) = <p(x) = 2x sin - - — cos — 

x2 x x2 (x =/= 0) , J' (O) = t.p(O) = O. 

因此， 例如对 Q � X � 2,

J(x) = 『 <p(t)dt,

(569] 

但在第 482 目 中我们已证， 这一积分不是绝对收敛的． 利用与在那里相同的思想 ， 将区间 [0,2] 用

点

0, 7n, f;J; 卢， ｀三 言 jI, 1 迈 2

分开； 对千其对应的和 v 显然有：

v > 了 If (三） — t (五) > 芦 ¼ = Hk

由 此推得

V J(x) = +oo. 。
与此相类似， 容易证 明 函数

如） ＝ 「 主dt

在区间 [O, +oo] 中 不是有界 变 差 的 ［比照 476] .

千是

569. 有界变差 函数的性质 这里一切函数所讨论的区间 [a, b] 假定为有限的．

10 任一有界变差 函数是有界的 ．

事实上， 当 a < x飞 b 时我们有

v' = \f(x') - f(a) \ + \f(b) - !(约 I � Y f(x) , 

If (约 \ � lf(x') - f(a) I + lf(a) \ � 1/(a) I + V / (x) . 
a 

20 两有界变差 函数 f(x) 及 g(x) 的 和 、 差及积 同 样是有界变差 函数．

设 s(x) = f(x) 士 g(x) , 则

1s(xi+i )  - s(xi ) I � l/(xi+1 )  - !(立） I +  lg(x计1) — g(立） I ,  

对附标 』 相加

芷 l s (xi十1 ) - s(立） I �  汇 l / (xi+1 ) - f(xi ) I  + 芷 lg(xi十1 ) - g(立） 1

b b 

叭V f(x) + V g(x), 
a a 
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由此推得
b b b 

V s(x) � V  f(x) + V g(x) 
a a a 

今令 p(x) = f(x)g(x) , 并设对 a :s;; x :s;; b, 

IJ(x) I :s:; K, lg(x) I :s;; L, (K, L = 常数）

（参看 1o) . 显然

lp(xi+1 )  - p(xi) I  = lf(xi+ 1 ) [g(xH1)  - g(xi) ]  + g(xi ) [f(xi+1 ) - f(xi )) I  

:s;; K · lg(xi+1 )  - g(xi) I + L · lf (xH1 ) - f(xi) I , 

由此已很容易得到
b b b 

V p(x) 凶 V g(x) + L y f (x)
a a 

30 若 f(x) 及 g(x) 为 有界 变 差 函数且 jg(x) I ;;?: a > 0, 则 商
f(x) 
g(x) 

也为有界变

差 函数
1 

由性质 20 , 只要求证函数 h(x) = - 为有界变差函数就够了．我们有
g(x) 

lg(x叶1 ) - g(立） I i 
lh(xiH ) - h(xi) I  = < - lg(xi+1 )  - g(xi ) I , jg(xi) I · jg(xH1 ) I ' a2 

所以
1 

V h(x) � 尹 V g(x) 
a a 

40 设函数 J(x) 定 义 于 区 间 [a, b] 上且 a < c < b. 若 函 数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上
为有界变差， 则 它在 区 间 [a, b] 及 (c, b] 上也为 有界变差， 反过来也是如此．这时 ，

b C b 

V J(x) = V f(x) + V f(x) (5) 
a a c

 

设 f(x) 在 [a, b] 中有有界变差．我们将 区间 [a, c] 及 [c, b] 分别分成许多部分：

Yo = a < Y1 < · · · < 如 = c, zo = c < z1 < · · · < Zn = b; (6) 

这样整个 区间 [a , b] 亦分成许多部分．对 区间 [a, c) 及 [c, d] 分别作 和

叨 ＝ 区 lf (Yk+1 ) - f 也 ） I , 迈 ＝ 芷 IJ(zi+d - f(z;) I ;  
k 
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对于区间 [a, b] 的对应和将为 V = V1 + V2 . 千 是

b 

v1 + v2 � V J(x ), 
a 

因此，每一和 内心 都是有界的 ， 即 函数 f(x )在 区间 [a, c] 及 [c, b] 上是有界变差的
选择许多细分 (6 )使和 V1 及 V2 趋近于对应的全变差，到极限时得

C b b 

V f(x ) + V f(x )� V f(x ). (7 ) 
a c

 
a 

现设 f(x )在每一区间 [a, c] 及 [c, b] 中都是有界变差的．将 区间 [a, b]任意地分
成许多部分． 如点 c 不在诸分点之列 则我们将它 补充进去，我们已 知 陌 这样得 出
的和 v 只可能增大．仍用以前的记号，将有

C b 

v �  叨 + v2 � V f(x ) + V f(x ). 
a C 

由此立刻可以推得 f(x )在区间 [a, b] 上的有界变差性及不等式

b C b 

V f(x )� V f(x ) + V f(x) (8 ) 
a a C 

最后， 由 (7 )及 (8 )推出 (5 ).
从已证的一些定理 特别可推得：

50 如在 区 间 [a, b] 中 函数 f(x ) 有有界变差， 则 对 a � x � b, 全变差

X 

g(x ) = V t(t ) 
a 

为 x 的单调增加，（且为 有界） 函数．

事实 上，若 a � x' < x" � b, 则

x" x' x" 

V J(t ) = V J(t ) + V J(t ), 
a a x' 

故
X 

II 

如" )- g(x' ) = V J(t )� o  
x' 

(9 ) 

（因为 由全变差定义本身它不会是负数）．

＠参看第 54 页上脚注 ＠



[570] §4. 有界变差 函数 · 59 ·  

现在很清楚了， 在无穷区间 [b, 十oo] 中全变差的定义可不用 (2) 而写成下面的形
式

十oo A 

V f(x) = lim A----++oo V 1cx) . 
a a 

用这一说明， 这一目中的定理很容易推广到无穷 区间 的情形

(2*) 

570. 有界变差函数的判定法 设 函数 f(x) 定义千一有 限的或无穷的 区间 [a, b] 

上．

60 要使函数 f(x) 在区 间 [a, b] 上为 有界变差的， 必要与 充分条件是： 对 于 它 ，
在这一区 间 上有这样的 一有界单调 增加 函数 F(x) 存在， 使在区 间 [a, b] 的任何部分
[x' , x"] (x' < x") 上， 函数 J 的增量绝对值不超过函数 F 的对应的增量：

I J (x")  - f(x' ) I  :s:; F(x" ) - F矿）.CD 

（有这种性质的 函数 F (x) 自然地称为 函数 f(x) 的 强 函 数 ．）

必要性 可从下面推得： 对有界变差的 函数 f(x) , 例如， 函数

X 

g(x) = V J(t) 
a 

可作为 强 函数 ， 由 50 它 是有 界单调增加的 由 函数全变差定义本 身， 就能推出不
等式

X “ 

lf (x") - f(x' ) I � g(x") - g(x') = V /(t) . 
x' 

充分性 对有 限 区间 的情形， 从不等式

n-1 n-1 

v = 芷 If (工+1 ) - f亿） I � 汇 [F(xi+1) - F(立）] = F(b) - F(a) 
i=O i=O 

立刻可以看出 ， 而对无穷区间 的情形， 可 由极限过程得 出

判定法的下一另 外形式非常重要

70 要 函 数 f(x) 在区 间 [a, b] 上有有界变 差 ， 必要与 充分条件是它 在这一 区 间
中能表作 两 个有界单调增加 函数的差 ：

f (x) = g (x) - h(x) . (10) 

＠但亦可用不带绝对值记号的不等式．

f(x") - f(x' ) � F(x") — F(x') 
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必要性 由 60 , 对有界变差函数 f(x) 应有一有界单调增加的强函数 F(x) 存在．
令

g(x) = F(x) , h(x) = F(x) - f(x) , 

所 以 (10) 式适合 还要证明的是函数 h(x) 的单调性； 但当 x' < x" 时， 由 强 函数的
定义，

h(x") — h(x') = [F(x") — F(x')] - [f (x") - f (x') ] � 0. 

充分性 可从下面看出来： 当有等式 (10) 时， 函数

F(x) = g(x) + h(x) 

就是强函数， 因为

If (x") — f(x' ) \ � [g(x") - g (x')] + [h(x") - h(x')] = F(x") — F(x') .  

留给读者两习题：
1) 根据所述判定法， 重新证明 前 目 中断言 10 ,.__,40 ;

2) 对在第 568 目 中所考察的有界变差函数类， 直接证明单调强函数的存在，并
将它表作两单调 函数差的可能性．

关于定理 70 我们将作一补充说明． 因为函数 g 及 h 都是有界的， 故在它们上
面各加上同一常数恒可使它们都变成正的． 同样，在函数 g 及 h 上加上任何一个严
格增加的有界函数（例如，arctgx) , 我们便得到一个形如 (10) 的拆开来的式子，其中
两个函数都已经是严格增加的．

由 70 中所建立的，有界变差函数在某种意义上化为单调 函数的可能性， 读者不
要幻想到有界变差函数的性质很 “简单＇＇ ： 试看，在第 568 目 曾考察过的无 限振动 函
数

扣） ＝ 沪 sin � (x -/= 0) , f (0) = 0 
X 

也可表作两单调 函数的差的形状！
然而 就是因为 (10) 式的关系，单调 函数的某些性质也搬到有界变差函数上来

了． 例如，如果回忆到对任何的 x = 功，单调有界函数 f(x) 的右侧的及左侧的单侧
极限都存在，

f(彻 — 0) = 
X
丿哭。 f(x) , f(xo + 0) = x』堕_ 0 f (x) ,  ( 11 )  

[71 , 1° ] ,  则，应用这一性质到每个函数 g 及 h, 亦可得出结论：
30 在 区 间 [a, b] 上有界变差 的 函数 f(x) 在 这一 区 间 的任何点 X = X。 处有有

限单侧极限 (11) 存在_CD

＠ 当然 如果 x。 是区间的端点之一， 则只能谈到这两个极限中的一个
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571. 连续的有界变差 函数 go 设在 区 间 [a, b] 中 给 出 一有界变 差 函数 f(x) .
如 f(x) 在某一点 x = x。 连续 ， 则 在 同 一点， 函数

g(x) = V J(t) 

也连续
假定 xo < b, 求证 g(x) 在点xo 处 右连续 为达此 目的， 取一正数 c > O 后 甩点

将区间 [xo, b] 分为许多部分使

xo < xi < · · · < Xn = b 

n-1 b 

v = I: lf(xi+i )  - f(xi ) I  > V f(t) - c. 
i=O XQ 

依据函数 f(x) 的连续性 ， 这里可以假定m 已经非常靠近 Xo , 使不等式

lf(xi )  - f(xo ) I  < c 

适合 （在必 要时 ， 可以再插入一分点， 这样， 和 v 只会增加）． 因此， 由 (12) 应得

( 12) 

b n-1 n-1  

V f(t) < c + I: lf(xi+1 )  - f(xi ) I  < 2c + I: lf(xi+1 )  - f(xi ) I � 2c + 立 f(t) , 
x0 i=O i=l x1 

因而，
兀 lV J(t) < 2c, 
Xo 

或最后，
g(x1 )  - g(xo) < 2c. 

于是更加有
0 � g(xo + 0) - g(xo) < 2c, 

因为 e 是任意的， 因此
g(xo + 0) = g(xo) -

同样可证明 （当 XO > a 时）

g(xo - 0) = g(xo) ,  

亦即 g(x) 在点XO 处 左连续
从证得的定理得出这样一推论：
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100 连续的有界变差 函数可表作 两 连 续增加 函数差的形状．

事实上，如 回到命题 70 的证明 （特别， 关于必 要性一方面）， 并取函数 （且 由 go ,
是一连续的 函数）

g( x ) = V J( t ) 
a 

作为单调强函数时 ， 就能得到所求的分拆开的式子．
最后我们指出 ， 对连续 函数，在全变差的定义

b 

V f( x ) = sup炒｝
a 

中 ， 不论全变差是有 限的或无穷的 ， "sup" 都可用一极 限来代替

110 设函数 f( x )连续 于一有限 区 间 [a, b]上． 将这一区 间 用 点

分成许 多 部 分并作和

后 ， 就有

其 中入 = max( xi+l - xi ).CD 

Xo = a <  xi < · · · < Xn = b 

n-1 

v = 区 l f( x叶 1 )- f( xi )I 
i=O 

b 

lim V = V J( x ), 
入一0 a 

(13 ) 

已经说过，在添加一新的分点时和 v 不会减少 © 另 一方面， 如这一新分点落在
Xk 及 Xk+i 间的 区间内时，则 由这一点所产生的和 v 的增加不 会超过 函数 f( x )在 区
间 [xk , Xk+i]上振动的 两倍．

注意到这一点以后， 我们取任何一数

b 

A <  V f( x ) 
a 

并求得一和 v* 使
矿 >A. 

设这一和对应于下一分法：

对 = a < 叶 < · · · < 式i = b. 

＠这里， 极限过程与对黎曼和或达布和 [259, 30] 时的极限为 同一类型
©参看第 54 页脚注 ＠．

(14 ) 
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现选取一非常小的 r5 > 0, 使 只要 Ix" - x' I < 8 时，

l f (x") - f(x') I  < 
沪 -A

4m 

· 63 ·  

（ 由 函数 f 的一致连续性这是办得到的）．我们来证明，对任何的分法其 入 < 6 者，有

V > A. ( 15) 

事实上，有了这样一分法 (I) , 我们就在 (I) 上添加这些点x口 后得一新分法 (II) .
如对应于分法 (II) 的和为 Vo , 则

vo � x* . ( 16) 

另 一方面，分 法 (II) 是 由 (I) 经 过 （至多） m 次添加一个点而得来 的 因为每次
沪 -A

添加所引起和 v 的增加小千 ，故2m 

从这里以及 ( 16) 与 ( 14) , 得

沪 -A
Vo - V  < 

2 

v* - A A +  v* 
v > v0 - � > A. 

2 2 

这样，当 入 < 6 时 ( 15) 式适合； 但既然恒有

v � V  f(x) ,  

故 的确 ( 13) 式成立，这就是要求证的．

572. 可求长曲线 有 界变差 函数的概念 在曲线的可求长问题上有应用，所称
概念 就是在联 系到这一问题时 首先被若尔当介绍 的我们想来叙述这一问题作为本

节的结束
设一曲线 (K) 以参数方程

X = r.p(t) , y = 心(t)

给出，其中 函数 r.p(t) 及 心(t) 仅假定为连续 的 同时 设曲线没有重点
取曲线上对应于参数值

to < ti < 伈 < · · · < 抎 = T

的点为曲线内接折线的顶点，对折线的周长我们有表示式
n-1 

p = 区 西(ti+l ) - 毗）]2 + [心(ti+1) - 毗）]2 . 
i=O 

( 17) 

( 18 )  
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如我们所知 (247) , 所考察的曲线其弧长 s 可定 义为所有内接折线 周长 p 的集合 的
上确界． 如果它是有 限的， 曲线就称为可求长的 可求长的充分条件我们在第一卷中
己说明过 [248) . 现在我们要建立最一般的 －— 必 要及充分 － 一一 条件．

若尔 当定理 曲 线 (17) 可求长的 必要充分条件为 函数 r.p(t) 及 心 (t) 在区 间 [to , T]
上皆为有界 变 差 ．

必要性 如曲线可求长且长为 s , 则对 区间 [to , T] 的任何细分 (18) 有

n-1 

p = 
I: 西(ti+i ) - r.p(t冲 ＋ ［心(ti+l ) - 毗）)2 � s,
i=O 

于是， 由明显的不等式

得出

仰(ti+1 ) - 叽） I � ✓扣(ti+l ) - c.p(t冲 ＋ ［心(ti+l ) 一 心 (ti ))2

n - 1  

I: lc.p(ti+1 ) - c.p(ti ) I � s, 
i=O 

所以 函数 r.p(t) 的确是有界变差的 同样的结论可加到 函数 心(t) 上．
充分性 现设函数 r.p(t) 及 心 (t) 都是有 界变差的 由明显的不等式

n - 1  

p =
I: 心(ti+l ) - 毗）]2 + [心 (ti十1 ) 一 心(ti)]2

i=O 

今: lr.p(ti+d 一 r.p(切 ＋ 九立 屈(tiH ) 一 心 (ti) I 
i=O i=O 

可以推断 ： 所有数 p 上面有界， 例如以数

T T 

V r.p(t) + V的）
to t。

为上界， 于是 由 上所证就能推得曲线 (K)的可求长性
我们还加两个重要的说明于后．
由 刚才所述的 ， 很清楚， 曲线 (17) 的全长满足不等式

T T 

s :::;;  V r.p (t) + V心(t) .
to t。

考察一对应于区间 [to , t) 中参数变化的 变动弧 s = s (t) ,  应用上面不等式到 区间 [t, t+  
D..t] 上去， 其中 凶， 譬如说> 0, 则

t十L::.t t+L::.t 

o < �s < V ip(t) + V 心(t) .
t t 
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因为对无限小的 �t, 右端的两个变动量［ 由 571,9°] 与 �s 一起同样也是无限小，故
我们得到结论 ： 对可求长的连续 曲 线，动弧 s( t) 是参数的连续 函数．

因为这一 函数自 0单调增加到整个曲线的长 s, 故不论 n 为怎样的自然数 我s s 
们 可以设想这一曲线分为 n 部分，每分长 －［柯西定理，82] . 如平面被 一边长 － 的

n n 
正方形网覆盖起来，则上述每一小段至多 只能与 四个这种正方形相交 因此，所有与sz 
曲线相交的正方形面积的和在任何情形下不会超过 4n · 一 可使它任意小： 曲 线有面
积零．

祒 ＇

由此得一有趣的推论： 由 一 可 求长 曲 线 （或若干个这种 曲 线） 所 围 的 区 域显然是
可求面积的，亦即有一面积 [337] .

§5. 斯蒂尔切斯积分

573. 斯蒂尔切斯积分的定义 斯 蒂尔切斯 ( Th.J .Stieltjes) 积分是通常的黎曼
定积分 [295]的直接推广． 它用下法来定义

设在区间 [a, b]上已 给两个有 界 函数 f( x) 及 y( x) . 甩点

xo = a <  x 1  < 叩 < · · ·< Xn-1 < Xn = b (1) 

将区间 [a, b] 分成许多部分，命 入 = max D..xi. 在每一部分 [x已，Xi+il( i = 0, 1, · · · ,  n -1) 

上取一点＆，计算出 函数 f( x) 的值 f( �i) , 并将它乘上 函数 g( x) 对应于区间 [x卢，Xi+il
的增量：

D..g( xi) = g( xi+1 )  - g( xi) -

最后，作 所有这些乘积的和：

n-l 

a = 区 f( �i)�g( xi) -
i=O 

( 2) 

这一和称为斯 蒂尔切斯积分和
如 当 入 趋近于零时斯蒂 尔 切斯和 6 有一确 定的有限极限，且这一极限既与 区 间

[a, b] 分成许 多 部分的 方 法无 关，又与 在部分 区 间 中点 G 的选择无关，则 这一极限称
作 函数 f( x) 对函数 g( x) 的斯 蒂 尔 切斯积分，83) 并表作记号

J
b 

f( x)dg( x) = lim a =  lim 豆 屡）.6.g( xi) -CD ( 3) 
入-,Q 入一0

i=O 

© 为明确起见我们假定 a < b. 不难同样地讨论 a > b 的情形， 由 等式 I: = - f
b
a ' 它立刻可化为

前者

83) 等式 (3) 定义的积分可更完整地称为黎曼淇斤蒂尔切斯积分； 在现代积分理论中是研究其推广，
称为勒贝 格－斯蒂尔切斯积分．
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有时候， 为了要特别强涸积分是在斯蒂尔切斯意 义下考察的， 就采用记号

(S) 『 f(x)dg(x) 或 Sbf(x)dg(x) .

[574] 

这里的极限其意义与在通常的定积分情况下相 同 更精确地说 数 I 称作斯 蒂
尔切斯积分， 如对任何数 € > 0 ,  有一数 8 > 0 存在，使得只要 区间 [a, b] 分成许多部

分其 入 < 8 时，不论点 �i 在对应的 区间中如何选取，不等式

la - II < E: 

总能满足
当积分 (3) 存在时 也这样说函数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上对函数 g(x) 可积分 ．

读者可以看见， 上面所给定义与通常黎曼积分定义间唯一的 （但为实质上的） 区
别是： f忆） 不 是用独立变数的增量 D..xi 来乘， 而是用第二个 函数的增量 D..g(xi) 来
乘 因此 当取独立变数 x 本身作 为 函数 g (x) 时 ：

g(x) = x, 

可见黎曼积分是斯 蒂尔切斯积分的一特殊情形

574. 斯蒂尔切斯积分存在的一般条件 在函数 g(x) 单调增加的 限制下，我们

来建立斯 蒂尔切斯积分存在的一般条件．
于是，当 a < b 时，与早前的 D,,.立 > 0 一样，现在所有的 D..g(xi) > 0. 只要将 D,,.立

换作 D..g(xi) , 就可以逐字逐旬地重复整个第 296 及 297 目的论证．
首先 与达布和同样，在这里最好引入下列和数

n- 1 九— 1

s = I: miD..g(xi) ,  S = I: MiD..g(xi ) ,  
i=O i=O 

其中 mi 及 玑 分别表函数 f(x) 在第 门 个 区间 [Xi , X吁 i ] 上的下确 界及上确 界 ． 我们
将称这些和为达布－斯 蒂尔切斯下和及上和 ．

首先很清楚的 （对同一分法），

s � a � S, 

且 s 及 S 为斯蒂尔切斯和 6 的确界．
与最简单的情形 [296] 一样 达布翡f蒂尔切斯和本身有下列二性质：
第一性质 如在 已有的 分点 中 加上新的点， 则 达布－斯 蒂 尔 切斯 下 和 只 会增加，

上和 只会减少 ．

第二性质 每一达布－斯蒂 尔切斯下和不会超过每一上和， 即使是对应 于 区 间 另
一分法的上和
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如引进达布－斯蒂尔切斯下积分及上积分：

I* = sup{s} 及 I* = inf{S}, 

则
s � I* � I* � S. 

最后， 借达布—斯 蒂尔切斯和之助 ， 对所考察的情形很容易给斯 蒂尔切斯积分的
存在建立一基本判定法：

定理 斯蒂 尔 切斯积分存在的 必要充分条件为 ：

lim (S - s = 0 入一0 ） 

n-1 

巳 艺 心g(xi) = 0, 
i=O 

(4) 

与通常一样， Wi 为 函数 f(x) 在第 t 个 区间 [xi , X叶 i]上的振动 Mi - mi. 
所有的证明， 我们已说过 ， 与在第 296, 297 目中所引用的对应证明全类似， 我

们把它们 留给读者．

在下一目中 ， 我们将应用这一判定法来求出若干类有斯 蒂尔切斯积分的重要 函

数偶f(x) 及 g(x).

575.  斯蒂尔切斯积分存在的若干种情况

I. 若函数 f(x) 连续 而 函数 g(x) 的 变差是有界的 ， 则 斯蒂 尔 切斯积分

J
b 

f(x)dg(x) (5) 

存在
开始我们假定 g(x) 单涸增加， 我们就应用前目中的判定法．对任一己给的 s > 0, 

由 函数 f(x) 的一致连续性 ， 可找得 8 > 0 使 f (x) 在任一长小于 6 的 区间上振动小

g(b) - g(a) 
于

€ 
. 现设 区间 [a, b] 任意地分成许多部分 ， 其 入 = max .6.xi < 8. 则所有

的 Wi <
€ 

g(b) - g(a) 
， 且

芦wi.6.g(xi ) < 
g(b) � g(a)

. � [g(xi+1)  - g(xi) ]  = s ,  

由此 可 知条件 (4) 适合， 因 而积分也存在
在一般情形下 ， 如 函数 g(x) 为有 界变差的 ， 则它可表为两有界增加函数差的形

状： g(x) = 91 (x) - gz (x) [570,7° ] .  与此相应 ， 对应于函数 g(x) 的斯 蒂尔切斯积分就
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变成：
n-1 

a =  L f(�i).6.g(xi) 
i=O 
n-1 n-1 

= I: 靡）知 (xi) - 区 f(�i)知(xi) = a1 - az. 
i=O i=O 

因为 由已经证明的论断可知每一和 m 及 “ 当 入 一 0时 趋近于有 限的极 限，故
对和 6 也是如此 这就是要求证的

如加强对 函数 g(x) 的要求，同时 就可减轻加到 函数 f(x) 上的条件：
II. 如函数 f(x) 在黎曼意 义下在 区 间 [a, b] 上可积而 g(x) 满 足利 普希 茨条件：

\g(元） - g(x) \ � L(元 - x)  (L = 常数， a 釭 ＜ 元 � b) ,

则 积分 (5) 存在

(6) 

为了又有可能应用前面讲的判定法 开始时 我们假设 函数 g(x) 不 仅满足条件
(6) , 且单调增加

由 (6) , 显然凶(xi ) � L凶Xi , 故
n-1 n-1 

I: wiD..g(xi) � L I: wiD..Xi , 
i=O i=O 

但 由 函数 f(x) 的可积性 （在黎曼意义下 ） ， 后面的和当 入 一 0时本身也趋近于 0, 因
而第一个和也趋近于零， 这就证明了积分 (5) 的存在．

在一般情形 g(x) 仅满足利普希茨条件 (6) 时 ， 将它表作差

g(x) = Lx - [Lx - g(x)] = 91 (x) - 92(x) . 

函数 gi (x) = Lx 显然满足利普希茨条件且同时 单调增加．同样， 函数 g2(x) = Lx -
g(x) 也 是 如此， 因为 由 (6) , 当 a � x � 元 � b 时 ，

g认元） - g2 (x) = L(元 - x) - [g(元） - g(x)] ;;,, 0 

且

lg认元） - g2(x) I � L(元 - x) + lg(元） - g(x) I � 2£(元 - x) . 

在这种情况下 ， 推理与上面一样．
III. 如 函数 f(x) 在黎曼意义下可积， 而 函数 g(x) 可表作有变动上限的积分的形

状：

g(x) = c + 『 cp(t)dt,
a 

(7) 

其 中 <p(t) 在 区 间 [a, b] 上绝对可积， 则 积分 (5) 存在．
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设 r.p(t) ;;., 0, 故 g(x) 单调增加．如 r.p(t) 在正 常意义下可积分 因 而有 界： \r.p(t) 飞
L, 则对 a � x < 元 釭 我们有

归） - g(x) I = 11元
r.p(t)dt l � L(元 - x) . 

因此 在这种情形下， g(x) 满足利普希茨条件， 由 II, 积分存在
现在假定 r.p(t) 在广义的意义下可 积 我们只讨论一个奇点的情形， 例如 b. 首

先，对任意取定的 c > 0, 选一 ,,, > 0 使

『 cp(t)dt < C 
b—n 面 ＇

其中 Q 是 函数 f(x) 在所考察的 区间中 总的振动．
将 区间 [a, b] 任意地分成许多部分并作和

n- 1 

区 ＝ 汇 Wi�9(Xi) .
i=O 

(8) 

将它拆成两个和 E = E' + E", 第一个和对应于完全包含在区间 [a, b - 车］ 中的一些

区间， 第二个和对应于其余的 区间 只要 炉= max D..xi < � ' 后面的一些 区间就一定
在区间 [b - r,, b] 中 ； 故 由 (8) ,

b 
沪 < 0 J r.p(t)dt < � -

b—n 2 

另 一方面 因为在 区间 [a, b - �] 中 函数 r.p (t) 在常义下可积， 故由已经证明的，当 入

相当小时和 E' 就小于 � - 因此得 (4) , 这就是所要证明 的
在一般情形，当函数 r.p(t) 在 区间 [a, b] 上绝对可积时， 我们就考察函数

幻 (t) = lr.p(t) I + r.p(t) lr.p(t) I - r.p(t) ， 心 (t) = 2 
显然，它们在上述区间 上为非负的且可积 的 因为

r.p(t) = r.p1 (t) 一 心 (t) '

故与上面一样，问题归结到已讨论 的情形

2 

附注 设 函数 g(x) 在 区间 [a, b] 上连续， 且除可能有 限个点外，有导数 g'(x) , 又

这一导数© 自 a 到 b(在常义或广义的意义下） 可积 ； 则如大家所熟知 [470, 附注］，形

如 (7) 的公式

g(x) = g(a) + 『 g'(t)dt
a 

成立 ． 如 g' (x)绝对可积， 则 III 中所述可 完全应用到 函数 g(x) 上去

©如在导数不存在的点处， 其值任意地选取．
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576. 斯蒂尔切斯积分的性质 由 斯蒂尔切斯积分的定义立刻可推得它的下列
各性质：

1 ° J
b 

dg(x) = g(b) - g(a) ; 

2° i 队 (x) 士 t, (x)]dg(x) � 『 !, (x)dg(x) 士 『 f,(x)dg(x)

J' 0 

3° f(x)d[gi (x) 士 gz (x)] = l f(x)dgi (x) 士 『 f(x)dgz (x) ; 

i lb 
40 时(x)d[lg(x)] = kl · f(x)dg(x) (k,  l = 常数） ．

同时在 2
0

,3
0

,矿 的情形下， 从右端积分的存在可推得左端积分的存在 ．

再 我们还有

lb C 

5°

a 
f(x)dg(x) = l f (x)dg(x) + 1 f(x)dg(x) , 

于其中 ， 我们假定 a < c < b, 且三积分皆存在．
要证明这一公式 只要注意在作积分 J: fdg 的斯蒂尔切斯和时将点 c 放入区间

[a, b] 的分点之中就可 以 了 ．

与这一公式有关 我们提出 一些注意， 首先 由 积 分 I: fdg 的 存在就得 出 积分

I: fdg 及 J: fdg 的 存在．
对千 由斯蒂尔切斯和得出斯蒂尔切斯积分的特殊极限手续来说， 布尔查诺－柯西

收敛原理成立． 因此 给出 一 c > 0, 由 积分 I: fdg 的存在可求得一 8 > 0 使任何二
斯蒂尔切斯和 6 及 6 当其对应的 入 及 入 < r5 时它们相差小于 c. 如 同 时命分点 中
包含 c 点 而在区间 [c, b] 内 的分点在此两种情况下都取相 同 的点， 则差 6 — 6 就化
成已经变到 区间 [a, c] 上的两斯蒂尔切斯和的差 a1 - 贞 ， 因 为其它各项彼此相消掉
了 ． 应用同一收敛原理到 区 间 [a, c] 并计算它上面的斯蒂尔切斯和时， 我们得出积分
I: fdg 存在的结论． 同样可建立积分 I: fdg 的存在．

特别值得注意的是前所未有的事实 即一般说来， 不能从积分 I;勹dg 及 J: fdg 
都存在推 出 积分 I: fdg 存在

为了要相信这一点 只要考察一个例子 设在区间 [-1 , 1] 上用下列等式给出二函数 f(x) 及
g(x) : 

0 当 - 1 ,( X ,( 0, 
f(x) = 

1 当 Q < X < 1;  
易见， 积分

0 当 - 1 ,( X < 0, 
g(x) = 

1 当 0 :( x ,( l .

/_

0

1 
f(x)dg(x) , /

1 

f(x)dg(x) 

皆存在且等千 o, 因为对应千它们的斯蒂尔切斯和 皆等千 O; 对千第一个来说这是由 千 f(x) 永远
= 0, 对千第二个来说， 因 为 �g(xi) 永远 = 0 而函数 g(x) 是常数．
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这时积分

f

1 

f(x)dg(x) 
- 1  

不存在 将区间 (- 1 , 1] 分为许多部分使点 0 不是分点， 作和
n-1 

a = 区 f(�i)�g(立） ．
i=O 

如点 0 在区间 [Xk 心k+l] 中 ， 因此 吓 < Q < Xk+l ,  则在和 6 中只剩下一个第 K 项， 其余的皆为
零， 这是因 为对 i # k, �g(立） = g(xi+1 ) - g(勾 = 0. 这样

O' =  f(�k ) [g(Xk+t) — g(xk)] = f(�k) ,  

由 �k ,;;; Q 或 �k > Q 因而 a = O 或 (J' = 1 , 故 6 没有极限
上面所述的特殊情况是因为函数 f(x) 及 g(x) 在 x = O 处不连续之故 ［参看 584,3) 及 4)] .

577. 分部积分法 对斯蒂尔切斯积分，公式

l
b 

f(x)dg(x) = f(x)g(x{ - j
b 

g(x)df(x) (9) 
a 

成立， 于此假定，这两积分之一存在； 另一积分的存在从这里可推出来．这一公式叫
做分部积分法公式． 我们来证明它

设积分 I: gdf 存在．将 区间 [a, b] 分为许多部分 ［立 ， xi+i] (i = 0, 1 , · · · , n - 1) 后，

在这些部分中任意取点�i , 故

a = xo ::;;;  �o :::;;  x1 :::;; · · · :::;;  立- 1 :,;;; �i- 1  :,;;; Xi :,;;; �i 

:,;;; Xi+l :,;;; · · · :,;;; 五-1 :::;; � 九一 1 :::;; Xn = b. 

积分 I! fdg 的斯蒂尔切斯和

n-1 
a = 区 靡） [g(xH1)  - g(立）］

i=O 

可表作 如下形式：
n n-1  

a = 区 f(妇 ）g(立） － 区 f(�i)g(立）
i=l i=O 

n-1 
= -{g(a)f(�o) + 区 g(立） [f (�i ) — f(妇 ）l - g(b)f (� 正 1 ) } ,

i=l 

如在右端加减一式子

f(x)g(x) I! = f(b)g(b) - f(a)g(a) , 
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则 6 可重写为

a = J(x)g(xf — {g(a) [f(�o) - f(a)] 
a 

n-1 
＋ 区 g(立） [f (�i) - f (妇 ）］ 十 g(b) [f(b) - f(妇）］｝ ．

i=l 

在大括弧中 的式子是积分 I: gdf(其存在为假定了 的！） 的斯蒂尔切斯和 它对应
于区间 [a, b] 用 分点

a �  �o � 6 � · · · � �i- 1 �  �i � · · · � �n- 1 � b 

时的分法， 并在区间 [�i- 1 , �i] (i = 1 , 2 , · · · , n - 1) 中取 立 为选定的点 而对区间 [a, �o]
及 氐- 1 , b] 分别取 a 及 b. 与通常一样， 如命 入 = max(xi+l — 立） ， 则现在所有部分
区间 的长不超过 2入． 当 入 一 0 时， 在大括弧中 的和趋近千 I: gdf ,  因此， 6 的极限也
存在， 即积分 J: fdg 存在且这一积分为公式 (9) 所确定

作为我们推理中 的一推论， 我们特别注意一奇怪的事实如 函数 g(x) 在 区 间 [a, b]
内 对 函数 f(x) 可积， 则 函 数 f(x) 对 函 数 g(x) 也可积．

在 575 所考察的斯蒂尔切斯积分存在的情形 中 ， 将 函 数 f 及 g 的地位交换后，
由 这一注意点可增加许多新的情形到上面去

578. 化斯蒂尔切斯积分为 黎曼积分 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上连续， 而 g(x) 在这一区
间上单调增加， 且在严格的意义下单调增加＠ 则勒贝 格 (H.Lebesgue) 证明了， 斯蒂尔切斯积分
(S) f. 勹 (x)dg(x) 用代换法 V = g(x) 立刻化为黎曼积分．

在 图 29 中作出 了 函数 V = g(x) 的 图形 ． 对
千那些地方 x = x', g(x) 在该处断掉时 （ 因 为我
们完全没有假定 g(x) 非连续不可） ， 我们用连接点
(x', g(x' - 0)) 及 (x' , g(x + O)) 的一垂直直线段来
补充这一 图形 ． 这样就做成 了一连续 曲线， 在它上
面对千在 vo = g(a) 及 V = g(b) 间 的每一值v 就
决定一个在 a 及 b 间 的一确定值． 这一函数 x =

g一 l (v) 显然连续且在广义的意义下单调增加； 它可
视作函数 V = g(x) 的某种反函数．

如只限制千函数 V = g(x) 当 x 自 a 变到 b 时
b X 所取的 v 的值， 则 X = g-1 (v) 就是在通常意义下

的反函数， 亦即将 v 变成使 g(x) = V 的值 X. 但
当 v 值取于 函数 g(x) 跳跃处的区间

y 
V >- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

V。
。 a 

图 29

[g(x' - 0) , g(x' + O)] 

＠我们假定这， 完全是为了使叙述简单些
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内时， 只有一 个值 v = v' =  g(x') 有对应的值 x = x' , 而在这一区间中的其它 v 值显然没有任何
x 的值与它对应． 但我们同意将它们也变到同一值 x = x' , 几何上这就可以用在函数 y = g(x) 的
图形上补充许多垂直线段来表示．

现在我们来求证

(S) [
b 

f(x)dg(x) = (R) I
v 

f(g-1 (v) )dv, ( 10) 
VQ 

其中后面的积分是在通常意义下取的 ； 它的存在是有了保证的， 因函数 g-l (v) 连续， 因而复合函
数 f (g- l (v)) 也是连续的 ．

为达此 目 的， 将区间 [a, b] 用分点

a =  xo < x1 < ·  · · < 立 < Xi+l < ·  · · <  Xn = b 

分成许多部分并作斯蒂尔切斯和
n- 1 

a = 区 妇） [g(x; 十1 ) - g(立）］＠
i=O 

如令 Vi = g(立） (i = 0, 1 ,··· , n) ,  则我们将有

因为 Xi = g-l 伈）， 故

这一式子是积分

的一黎曼和

VO < VI <· · · <  V; < V叶1 <· ·· < Vn = V. 

n- 1 
a = 汇 f(尸 (v; ) )�v; (�v; = v叶1 - v;) .  

i=O 

I
v 

f(g- 1
(v) )dv 

VQ 

但从这里还不可立刻作出结论： 当变到极限时等式 (10) 成立． 因为即使 �Xi 一 0(入 一 0) 还
可能 �Vi 不趋近于零， 例如， 当 Xi 及 x叶1 无 限接近时如果值 x = x' 总夹在中间而函数 g(x) 在
这里跳跃了一下， 这时就是如此的 故我们要换一方法来推理

我们有

且

f f(g-' (v))

:

v

,

� 笘f卜
' f(g

一
' (v))dv

a = L /
v
, 十1 f (x, )dv, 

i=O 内

所以

• - 1� f(g- ' (v))dv � 芦1:叶' [f (x, )  - f (g ' (v))]dv 

© 为简单起见 ， 在区间 [xi心+ 1l 中就选取点 x,
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现在假定 �Xi 如此小， 使 函 数 f(x) 在整个 区 间 [Xi, Xi+I] 上 的振动小千事先任意指定的一数

E > 0. 因 为 当 V, ,;;;; V ,;;;; Vi+l 时显然

故同时也

这时

这就证明 了

由 此可得 (10).

X; ,;;;;  g-1 (v) ,;;;; Xi+I ,  

If(立） - J(g 一 1 (v)) I < E. 

la  - I
v 

J(g-1 (v))dvl < E(V - vo) .  
VQ 

V 
Jim a =  J f(g-1 (v))dv, 
入-o

Vo 

不管所得的结果在原则上如何重要， 但它在实际上并不能算作计算斯蒂尔切斯积分的方便T
具 我们将在下一 目 中指 出 在若干极简单的情况下如何来进行计算

579. 斯蒂尔切斯积分的计算 我们来求证下面的定理：

10 如函数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上在黎曼意义下 可积， 而 g(x) 可表作积分

g(x) = c + 『 叩）dt, 

其 中 函数 <p(t) 在 [a, b] 上绝对可积， 则

(S) lb 
f(x)dg(x) = (R) lb 

f(心(x)dx. ( 1 1) 

右端的积分存在 [298,482] . 在所作假定下斯蒂尔切斯积分的存在已经证明过
了 [575,III] .

剩下来的 只要确立等式 (11 ) .
不 失一般性我们可假定函数 汃x) 是正的 ［参照第 69 页］ ．
与通常一样，作斯蒂尔切斯和

n-1 n-1 
平+1

a = 汇 f(�i) [g(xH1) - g(立）］ ＝ 艺 I f(研(x)dx
i=O i=O X; 

因为在另一方面可以写

故有
t 

f(心(x)dx � 切：

叶

' f(心(x)dx

a - lb 
f(心(x)dx = � 立J生1

[f (�i) - f(x)]声）dx. 
i=O 平
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显然 对 Xi � x � Xi+1 , lf (li )  - f(x) I � wi ,  其中 Wi 表函数 f(x) 在 区间 ［立平+il 上
的振动． 由 此推出上面所写的差的这样一估计：

b 

l a — l f(x)声）dx j � 臣 1�;+1 r.p(x)dx = 昼Ag(立）

但我们已经知道 [575,III] , 当 入 一 0 时最后一和趋近千 0, 因此，

b 

巳 a = l f(x)r.p(x)dx, 

这就证明了公式 (11 ).
特别 由 所证定理推得 ［如注意到第 575 目 末的附注］ 在实际中直接应用起来很

方便的一推论：
20 对函数 f(x) 同 以 前的假定，设函数 g(x) 在整个 区 间 [a, b] 上连续， 且可能

除有限个点外，在这区 间 上有导数 g' (x) , 而 g' (x) 在 [a, b] 上绝对可积Q 则

b b 

(S) l f(x)dg(x) = (R) l f(x)g' (x)dx. ( 12) 

特别有趣的是，如将符号 dg(x)表面上当作微分，而用式子 g'(x)dx 代替它时， 公
式 (12) 中右端的积分形 式上可从左端的积分得来．

我们 回到函数 g(x) 不连续的情形（以后将看到这在实践中特别重要）， 首先考
虑由等式

所定义的 ”标准＂ 不连续函数

p(x) = { 0 当X :,;; 0, 
1 当x > O

它在点 x = O 的右边有一第一种不连续 －� 跳跃， 且跳跃的值 p(+O) - p(O) 等
于 1; 在点 x = O 的左边及其余的点处， 函数 p(x) 连续 函数 p(x - c) 在点 x = c 的
右边也有一同样的不连续； 反过来， p(c - x) 在点 x = c 的左边有一类似的不连续，且
跳跃的值等千 - 1.

假定函数 f(x) 在点 X = C 处连续 我们来计算 (S)f.订(x)dp(x - c) , 其中 a :,;;
C < b(当 c = b 时这一积分等于零）．

作斯蒂尔切斯和
n-1 

a = 区 f(�i)�p(xi - c) . 
i=O 

设点 c, 例如， 落在第 K 个区间中， 即 玑 ::;; c < x启l • 则 �p(吐 - c) = 1 , 而当 i =I= k 
时显然 凶p(Xi - c) = 0. 因此，整个和 6 化成一项; a = f (�k ) - 现令 入 一 0. 由 连续性，

©参看第 575 目 附注的脚注
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f (怂） 一 f(c) . 因此

(S) lb 
f(x)dp(x - c) = lim a =  f(c) 

入-+O
( 13) 

存在 （ 当 a � c < b 时）．
同样可证明 （当 a < c � b 时）

(S) 『 f(x)dp(c - x) = -f(c) ( 14) 

（ 当 c = a 时这一积分为零） ．
现在我们进而证明一定理， 在某种意义下较 牙 更广泛， 也就是， 放弃对函数 g(x)

连续 的要求：
30 设 函 数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上连 续 ， 而 g(x) , 可能除有限个点外， 在这一 区 间

上有导数 g'(x) , 且 g'(x) 在 [a, b] 上绝对可积 ． 同 时设 函 数 g(x) 在有限个点

Co = a < C1 < · · · < Ck < · · · < 仰 = b

处有笫 一种不连续 则 斯蒂 尔 切斯积分存在且可表作公式

(S) lb 
f(x)dg(x) = (R) lb 

f(x)g'(x)dx + f (a) [g(a + 0) - g(a)] 

m- 1 

＋ 区 f(ck) [g(ck + 0) - g(ck - O)] 
k=l 

+f(b) [g(b) - g(b — O)] . (15) 

积分外面的和的出 现在这里显示 了 函数 g(x) 有 （在点 a 及 b 处是单侧 的们 跳
跃的特征

为了记起来简单些， 对函数 g(x) 在左边及在右边的跳跃我们引 用下列记号：

叶 = g(ck + O) — g(ck) (k = O, l , · · · , m — 1 ) ,  
气 = g(ck )  - g(ck — 0) (k = l , 2, · · · , m) ;  

显然， 对 1 � k � m — 1 , 叶 + a ;  = g(ck + 0 )  - g(ck - 0).  
作一辅助 函数：

m-1 

g心） ＝ 区 心(x - c日 － 立元p(ck — x) ,
k=O k=l 

好像在它里面吸收了 函数 g(x) 的所有不连续点； 我们现在就要证明 ， 差 g2 (x)
g(x) - g心） 就已 经是连续的 了 ．

＠在这两点 中 的任何一点处如没有跳跃， 则实际上对应的被加项就是零
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对异于所有 Ck 的值 x, 函数 92位） 连续不会有 疑问， 因为对这些值， 函数 g(x)
及 g1 (x) 皆连续．现在求证 g血） 在点 Ck (k < m) 的 右 边连续 . g心） 中所有各 项除
叶p(x - ck) 外在 X = Ck 的右边都连续， 故只要研究式子 g(x) - a切(x - ck) 的性质
当 X = Ck 时它的值是 g(ck) , 而当 X - Ck + 0 时它的极限也 是 如此：

x坰吧。 [g(x) 一 心(x - ck )] = g(伐 + 0) - at = g(ck ) -

同样可 验证 函数 g2(x) 在点Ck (k > 0) 的 左 边连续
其次， 如取一点x(异千所有的 Ck ) , 函数 g(x) 在该 处有导数者， 则 g1 (x) 在这一

点附近保持一常数值 ， 因此在该 处 函数 g2 (x) 也有导数， 且

吟 (x) = g' (x) . 

对连续 函数 92 位） ， 由前面的定理， 斯蒂尔切斯积分存在：

(S) / f(x)dg点） = (R) l
b

氏）的 (x)dx = (R) l
b 

f (x)g'(x)dx 

同样也很容易计算积分 ［参看 (13) , ( 14)]

(S) 『 J (x)dg1 (x)

m - 1  

= � at · (S) l
b 

f(x)dp(x - ck ) -t气 (S) l
b 

f(x)dp(ck - x) 

m-1 m 

＝ 区 叶 f也） ＋ 区 气 f归）
k=O k=l 

= f(a) [g(a + 0) - g(a)] + };  f (ck ) [g(ck + 0) - g(ck - 0)] + f(b) [g(b) - g(b - 0)] .  

将这两等式两边相 加， 我们便得到等式 (15) ; f (x) 对 函数 g(x) = g1 (x) + g2(x) 
的斯蒂尔切斯积分的存在性也 附带建立了 [576, 3° ] .  

580. 例 1) 用公式 (11) 计算积分：

厂(a) (S) 1 沪d ln(l + x) , (6) (S) 
0 

xd sin x, (B) (S) /_
1 

xdarctgx 

解 (a) (S) Ji。2 沪d ln(l + x) = (R) 厂 二dx = ( !x2 - x + ln(l + x)) j 2 = ln 3, 等等
7r 

o l + x  2 o 
答 (6) - - 1; (B) 0. 
2) 用公式 (15) 计算积分： 。
(a) (S) J', xdg(x) , 其中 q(x) � { l 

- 1 

当 x = - 1,
当 - 1 < X < 2,  
当 2 ,( X  ,( 3: 
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(S) / xdg(x) = (—1)· 1 + 2· (-2) = -5. 
一1

1 3 3 
(6) 当 x = - 时跳跃为 1, 当 x = - 时跳跃为 立（函数 g 当 x = - 时的值对结果没有影2 2 2 

响）； 在其余的点处 g'(x) = 0. 故有

(S) /
2 

x2dg(x) = 1 2
. 1 + �

2 

( 2) = 17 

。 (2) C) · 一 一 了

3) 用公式 (15) 计算积分：

(a) 『� xdg(x) , (6) 『
2

沪dg(x) , (B) 『: (x3 + I)dg(x) 

其中

g(x) � { 丿3 t J:;2: 。:

I
, 

解 函数 g(x) 当 X = -1 及 x = O 时有等千 1 的跳跃 ． 导数

归） � { :,

当 - 2 :::;; x < - 1,

当 - 1 < X < 0, 
当 0 < X ,;;;;  2. 

所以

/_
2 

xdg(x) = 1一 :

1

xdx + 2  /
2 

x2dx + (-1) · 1  + 0 · 1  = 2� 。 6 

同样， f尸dg(x) � 11 ½ 及 i: 伲 + l)dg(x) � 15点
4) 假定沿着 x 轴上的线段 [a, b] 分布着有质量， 在个别的点处集中着， 一般则连续地分布着

将它们不加 区 别 ， 对 x > a 以 <l>(x) 表分布在区间 [a, x] 上的所有质量的和； 此外， 并令 <l>(a) = 0. 
显然心(x) 是一单调增加函数． 我们的问题是求出这些质量对坐标原点的静矩．

将区间 [a, b] 甩点

a = Xo < X1 <· · · <  x, < X计1 <· · · <  Xn = b 
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分成许多部分． 当 i > 0 时在线段 (Xi平+1l 上显然包含有质量 叭立+1 ) - i[>亿） = �<l>亿）． 同

样在线段 [a, x1 ] 上含有质量 趴x1) - <l>(xo) = �<[>位o) . 在一切情形下， 把质量认为是集中在例

如区间的右端， 我们便得所求静矩的近似式
n - 1  

M 土 区 午1 凶（立） ．
i=O 

当所有 �Xi 趋近于 0 时， 变到极限就得到准确的结果：
b 

M = (S) / 函(x) . (16) 

与在第二卷对通常定积分所说明的一样 [348] , 这里也可以首先确立对应千轴上自 x 到 x+dx

的 “元素＂ 静矩 dM = x吵(x), 然后将这些元素 ”相加" .

同样， 关千这些同样的质量对原点的惯矩I 我们有公式
b 

I =  (S) / 孕(x) .
a 

( 17) 

特 别 着重指 出 ， 斯蒂 尔 切斯积分给 出 了 可能， 用 一 个积 分公式就将连续 分布 的 质量与 集 中 的质量
两种不 同 情况联结在一起．

设连续分布的质量其线性密度为 p(x) , 此外设在点 X = Cl , C2 , "· , Ck 处放置有集中的质量
m1 , m2 , · · · , mk , 则 除这些点外， 函数 i[>位） 有导数

<l>'(x) = p(x) . 

在每一点 x = Cj(j = I, 2, · · · , k) 处函数有一跳跃， 等于集中在这一点处的质量 m3 ,

现在如将积分 (16) 按公式 (15) 展开， 则得

M = (S) l

b 

xd知） = (R) l

b 

xp(x)dx + 文 产
j= l 

将右端仔细观察后， 容易知道第一项是连续分布质量的静矩， 而第 二项是集中质量的静矩． 对积分

(17) 也可得同 样的结果．

5) 为了更好地说明前一练习题的涵义， 要求：
(a) 对下面的质量分布情形组成表示式 i[>位） 并作它的图形： 在点 x = I, 2, 3 处质量大小为

1, 在区间 [1,3] 上连续分布的质量密度为 2;

(5) 同样， 对这样的分布： 当 X = 2, 4 时质量大小为 2, 在区间 [0,5] 上连续分布的质量密度
为 2x;

(B) 如 叹x) 等千问题 3) 中的函数 g(x) , 说明质量的分布情形．
答 (a) 在区间 [1,3] 上我们有

知） � { �
— 1  

对 X = 1 ,  
对 1 < X < 2, 
对 2 ,;;;; X < 3, 

对 x = 3.
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(5) 在区间 [0,5] 上我们有

知） － ｛ 沪： ： ： : ; ; : � : 
(B) 在点 X = - 1 及 0 处质量大小为 1 , 在区间 [-2, - 1] 上连续分布的质量密度为 1, 在区间

[0,2] 上密度变为 2x.
6) 考察另一问题 斯蒂尔切斯积分在它里面所起的作用与习题 4) 中 的相同假定在安置在两

支座＠上的一梁上 （图 30) , 除连续分布 的负荷外还有集 中力作用着 沿梁的轴取 x 轴 而 y 轴垂

直地朝下 （见图）． 将作 用 的 力 不加 区 别 ， 对 x > O 以 F(x) 表所有作用于梁的线段 [O, x] 上的力，

包括支座的反作用在内； 再令 F(O) = 0. 力 F(x) 称作梁在断面 x 处的剪力． 这时向下的力将算

作正的 ， 而向上的力 算作负的 ．

叶－ － － － 一 '!-- 一 一 一 一 一 一气－ － － － 一 一大 －飞
_) 

Y t  

图 30

我们 的任务是要确定梁在任意断面 x = e 处 的弯矩M
蠡
． 所谓弯矩就是梁的右 （或左） 部上所

有 的作用力对断面的矩的和 这时， 如说到 的是梁的右部， 而这一矩使这一部分以 时针向转动， 则

矩就算是正的（对左部来说 以相反规则 ） ．

因 为在梁的右部元素 (x, x + dx] 上作用的力为 F(x + dx) - F(x) = dF(x) , 它构成一元素矩

dM = (x 飞）dF(x) , 

故
”相加“ 得

M = M (e) = (S) I (x — e)dF(x) . 

同样， 自 梁的左部出 发 ， 可得 （在计算矩时要改变正向）

M(e) = (S) I (e - x)dF(x) . ( 18) 

很容易直接看到， 这两个表示弯矩的式子实际上是相等的 ． 这就相 当千条件

/
1 

xdF(x) 飞F(l) = 0, 

这是由 平衡条件即作用 千梁上的一切力 的和等千零及这些力 （对原点） 的矩的和等千零：

F(l) = 0, ! xdF(x) = 0 

©我们做这一假定仅仅是 为 了 简单起 见
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而得来的结果

如 以 q(x) 表连续分布的荷载的强度， 则除掉有集中力作用的点外， 有

dF(x) 
dx 

q(x) .  

设集中力 F山 = 1, 2, . . · , k) 作用于点 X = Xj , 则 ， 显然剪力在这些点处有跳跃， 分别等于 Fi .

再， 将公式 (15) 应用到， 例如积分 (18) 时 ， 得

M(e) = 『亿 — x)q(x)dx + 区 （三）FJ
立产：C

右端的两项容易认识为连续荷载及集中力分别所产生的矩：斯蒂 尔 切斯积分将 它 们 统一 为 一 个积
分形式

我们还证明一事实 在材料力学理论中有用处的． 在公式 (18) 中进行分部积分， 得

『M(e) = 
0 

(e - x)dF(x) = (e — x) F(x{ - 1€ 
F(x)d(e - x) = 1€ 

F(x)dx 

由 此就很清楚， 除开有集中力作用的点外， 等式

dM 
必

= F(e) 

成立

7) 例 设一长 l = 3 的梁带有 （图 31) 强度为 - x 的

“三角形＂ 荷载， 此外， 设有一等于 3 的集中力加在点 x = l
处， 又支座的反作用都等于 -3 ( 由 杠杆定律它们平衡） ． 试
决定剪力 F(x) 及弯矩 M(e) .

答

0, 当 x = O,

一1 X 2 - 3 ， 当 0 < X < 1, 3 F(x) = { 1 2 当 1 � X < 3, 3 x ' 

当 x = 3;0, 

- - - -+-

3 X 

-3 
_
_

 
y

 
图 31

M(() � { 扣 - 3(, 当 0 ,;; ( ,;; 1 ,  

坛 - 3, 当 1 < e � 3. 
9 

8) 公式 (15) 对计算通常积分 （在黎曼意义下） 也有用处． 我们用下面的一般例题来说明这．
设 r.p(x) 在区间 [a, b] 上为 “分段多项式” 的函数， 这就是说区间可用点

a = 如 < ei < • ·· < ek = b 

分为有限个部分使在每一部分上函数 r.p(x) 可表作不高 于 n 次的多项式． 在点 a 及 b 处将函

数 r.p(x) 及其所有导数的值用零来代替后， 以 5(i\j = 0 1 , , , k; i = 0, 1 ,  · · · , n) 表第 t 阶导数
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凶 (x) 在第 j 个点 X = ej 处跳跃的大小．

又设 J(x) 为任何连续函数， 令

畴） = / f(x)dx, 一般，凡(x) = I丘 (x)dx (s > 1). 

则下一公式成立：

l

b 

f(x)r.p(x)dx = — 立 叽）殴 ＋ 立 硕）8尸 － ＋ （— l) k+ l 立 Fk+I (ej)的k)
a j=O j=O j=O 

事实上，我们逐次地得

(R) { f(xMx)dx � (S) { �(x)dF, (x) � �(x)凡 (xi: — (S) [ A (x)d�(x) 

上下代入式等千零， 而积分

l

b 

Fi (x)心(x) = 芦 硕）的0) + 『 和主'(x)dx
a 

同样

i

b

和主'(x)dx = - � 玑）的1 ) - i

b

压 (x)矿(x)dx

等等

[581] 

9) 最后， 借公式 (11) 之助我们来建立一个有用的对通常积分的分部积分的一般公式．若 u(x)
及 v(x) 在区间 [a, b] 上都绝对可积， 而 U(x) 及 V(x) 由 积分公式

U(x) = U(a) + / u(t)dt, 

V(x) = V(a) + / v(t)dt 

所确定， 则公式

l

b 

a 
U(x)v(x)dx = U(x)V(x) 

a
—i V(x)u(x)dx ( 19) 

成立．为了证明起见， 由公式 (11) , 将左端的积分用斯蒂尔切斯积分来代替并分部积分起来 [577] :

i

b 

U(x)v(x)dx = l

b 

U(x)dV(x) = U(x)V(x) 
b 

-

b 

V(x)dU(x) . I 
要想得到 (19) 只要再一次应用公式 (11) 到后一积分上去 ．

这里函数 u(x) , v(x) 所起的作用好像是函数 U(x), V(x) 的导数，但事实上它们并不是导数 ．

当 函数 u(x) 及 v(x)连续时， 我们便回到了通常的分部积分公式，因为这时确乎

U'(x) = u(x) , V' (x) = v(x). 

581. 斯蒂尔切斯积分的几何说明 考察积分

(S) l

b 

f(t)dg(t) , 
a 

(20) 
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假设函数 f(t) 连续且为正的， 而 g(t) 只要单调增加 y 
（在严格的意义下）；函数 g(t) 可有 （跳跃） 不连续．

参数方程

X = g(t) , y = f(t) (21) 

代表某一 曲线 (K) , 一般说来， 是不连续的 （图 32) . 如
对某一 t = to , 函数 g(t) 有一跳跃， 即 g(to - 0) < 

g(to + 0) 时， 则 X = g(t) 的这些极限值有同一个 y =

J(t) 的极限值 f(to) 与它们相对应 将曲线 (K) 用一

此水平线段添补起来， 它们是连接对应于函数 g(t) 的

一切跳跃的点偶

(g(to - 0) , f(to ) ) 及 (g(to + 0), f(to ) )  

· 83 ·  

图 32

而成的 ． 这样就形成了一连 续 的 曲线 (L) . 我们求证， 积分 (20) 代表这一 曲 线下 面 图形的面积， 更

正确地说 代表由 曲线 (L) , x 轴及对应于横坐标 g(a) 与 g(b) 的两头的纵坐标所围的面积．

为达此 目 的将区间 [a, b] 用点

a = to < ti < · · · < ti < ti+ 1 <· · · < tn = b 

分为许多部分， 与此相应， x 轴上的区间 [g(a) , g (b)] 由 点

g(a) < g(ti) <· · · <  g(ti) < g(ti+1) <· · · <  g(b) 

分成许多部分
设函数 J(t) 在第 t 个区间 [ti, ti+1 l 上的最小值及最大值为 mi 及 M; , 作斯蒂尔切斯－达布

下和及上和

s = � mi.6.g(ti ) ,  S = I: M; .6.g(ti) 

现在容易看到， 它们代表内面一些矩形及外面一些矩形所成图形的面积， 所考察的曲线图形夹在

这些矩形之间

因为当所有的 .6.ti 趋近于零时 ， 这两和趋于公共极限 (20) , 由 此推得 [336] , 我们的图形是可

求面积的， 且确实积分 (20) 就是它的面积

582. 中值定理， 估计值 1 0 设在区间 [a, b] 上 函数 f (x) 有界：

m � f (x) � M, 

而 g(x) 单调增加． 如 f (x) 对 g (x) 的斯蒂尔切斯积分存在， 则下一公式成立：

I = (S) / f (x)dg (x) = µ[g(b) - g (a)] , 其中 m � µ � M. (22) 

这就是斯 蒂尔切斯积分的 中值定理．
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为了证明起见我们从一个斯 蒂尔切斯和 6 的明显的不等式出发：

m[g (b) - g(a)] � a � M[g(b) - g(a)] . 

变到极限，得

m[g(b) - g(a)] � I � M[g(b) - g(a)] 

或©

将这一 比表作 µ, 便得 (22) .

I 
m �  

g(b) - g (a) 
� M. 

[582] 

(23) 

如 函数 f(x) 在 区间 [a, b] 上连续，则用普通的方法就能证明 µ 是这一 区间上某
一点处的 函数值， 公式 (22) 就作下形

(S) j
b 

f(x)dg(x) = f(�) [g(b) - g(a)] ,  其中 a � � � b. (24) 

20 在实践中斯 蒂尔切斯积分最重要 的情况是 函数 f(x) 连续， 函数 g(x) 有 界
变差．在这种情况下，斯 蒂尔切斯积分的下一估计成立：

I /  a 
f (x)dg(x) I � MV, (25) 

其中
b 

M = max lf (x) I ,  a,;;x,;;b 

实际上，对斯 蒂尔切斯和 6 有

V = V g(x) . 

团 = I 区 f忆）Ag(立） 1 �  区 I f (幻 I IAg(xi) I
i i 

� M 区 lg(生1) - g(功） l � MV, 

故要得到所需不等式只要变到极限就行．

3
0 特别 由此亦推得出和 6 与斯蒂尔切斯积分 I 本身近似程度的估计 （对函

数 J 及 g 在前面的假定下）． 将 6 及 I 表作以下形式

飞 f(�i )b.g(立） ＝ 笘I气1
f (�i)dg(x) , 

Xi 

X叶 1

I =  L j J(x)dg (x) , 
Xi 

©我们假定 g(b) > g(a) , 因为 g(b) = g(a) [即 g(x)= 常数］ 不消讨论， 这时公式 (22) 两端都是零
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并将这两等式两端相减 ， 得

a - I = 区 ／
庄1

[f(�i ) - f(x)]dg(x) . 
i Xi 

如与通常一样， 以 Wi 表函数 f(x) 在区间 [xi , Xi+1l 上的振动， 故

\f(�i ) - f (x) \ � Wi , 对 Xi � X � 乓1 '

则分别应用估计值 (25) 到每一积分 J:,i+l 时我们将有

l l� 叶 1 [f(�i ) - f(x)]dg (x) I � Wi xy, g (x) 

· 85 ·  

如 区间 [a, b] 被分成非常小 的部分使所有的 w卢卫， 其中 c > O 是事先任意取定
的数， 则我们 断言，

b 

lo- - II :( c  V g(x) . (26) 
a 

在下 目 中我们将利用这些估计值．

583. 斯蒂尔切斯积分记号下面的极限过程 1 。 设 函 数 儿 (x) (n = 1 ,  2, 3, • • • ) 
在 区 间 [a, b] 上连续 且 当 n 一 oo 时 一 致趋近于极限函数

f(x) = 业总 儿 (x)

［显然， 也是连续 的， 436] , 而 g(x) 是一有界变 差 函数 则
b b 

lim / 儿 (x)dg(x) = j f(x)dg(x) n-+oo , a a 

证明 对 已 给 的 c > O 可求得一 N, 使当 n > N 时对所有 的 x 将有

则， 由 (25) , 对 n > N,

比 (x) - f(x) \ < E. 

l i
b

儿 (x)dg (x) — l
b

f(x)dg(x) j  = j l
b

比 (x) - f(x)]dg(x) j � E  Y g(x) 

由 千 e 的任意性， 定理得证
沪 现设函 数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上连 续 ， 而 所 有的 函 数 9n (x) (n = 1, 2, 3, · · · ) 在

这 区 间 上有界 变 差 ． 如这些 函 数的 全 变 差全体是有界的 ：
b 

V 胚(x) � V (n = 1, 2, 3, • • • ) ,  
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且 当 n 一 oo 时 9n (x) 趋近于 一 极 限 函 数

g(x) = 』喂0
9n (x) , 

二l f(x)dgn (x) = l f (x)dg(x) 

[583) 

证明 首先我们证明极限 函数 g(x) 本身亦有界变差．将 区间 [a, b] 任意地用点

a = xo < x1 < · · · < 立 < Xi+ 1 < · · · < Xm = b 

分为许多部分，我们将有 （对任何的 n )

区 伽 (xH1) - 9n 亿） 1 � v枷(x) � V.
i a 

当 n 一 oo 时变到极 限，得

千是

作斯 蒂尔切斯和

I: lg(xi+1)  - g(立） I � v, 
i 

V g(x) � V. 

a = � 阳） b.g(xi) ,  吓 = � 厄 ）D.gn 也）

如假定这时 区间 [a, b] 分得很细，已使函数 f(x) 在每一部分中的振动小千事先任意
取定的数 c > 0, 则 由估计值 (26) , 对所有的 n,

I / I an - f(x)dgn (x) � c:V, a - f(x)dg(x) � c:V. (27) I l I 
另 一方面 如 固定上述条件下所取的一分法， 则 当 n 一 oo 时 显然 吓 ---t a, 故可

求得一 N 使对 n > N 就有
阮 - al < c:. (28) 

则 由 (27) 及 (28) , 对同样的 n 值，我们将有

b b b b 

I i f dgn - i f dg I � I  i f dgn - an I + \吓 － 叫 + I a - i fdg I < (2V + l)c:, 

千是， 由于 e 的任意性， 即得所需结论
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584. 例题及补充 1) 设函数 g(x) 在 严 格的 意 义 下 单调增加， 对在公式 (24) 中 所指 出 的
数 �' 可以证明 一 更精确 的 断 言 ： a < � < b. 

以 m 及 M 表函数 f(x) 在区间 [a, b] 上的最小及最大值， 并认为 m < M心 容易求得这一

区间的一部分 [a, /3] , 使在这一部分上， 数 m' > m 及 M' < M 为 f(x) 的界， 故 ［比较 (23)]

m[g(/3) — g(a)] < m' [g(/3) - g(a)] � (S) / 
/3 

� M' [g(/3) - g(a)] < M[g(/3) — g(a)] . 

对区间 [a, a] 及 [/3, b] 写出形如 (23) 的不等式后并将它们与上面的不等式相加， 得的不是
(23) 而是一更精确的不等式：

m[g(b) — g(a)] < I <  M[g(b) - g(a) ] ,  

故数
µ =  

g(b) — g(a) 

严格地在 m 及 M 之间； 因而 e 也严格地处于 a 及 b之 间 ， 其中 µ = f亿）， 等等

2) 利用第 579 目 的公式 (11) , 斯蒂尔切斯积分的分部积分公式及中值定理 [577,582,1° ] , 非
常容易重新建立通常积分的 笫 二 中 值定理 [306] .

设在区间 [a, b] 上 f(x) (在黎曼意义下） 可积， 而 g(x) 单调增加＠ 作一函数

F(x) = Ix 
f(x)dx (a � x � b); 

大家都知道， 它是连续的 [305, 11° ] .

现在我们逐步有

l
b 

f(x)g(x)dx = l
b 

g(x)dF(x) = g(x)F(x) 

b

— l
b 

F(x)dg(x) 
a a 

= g(b)F(b) - F亿） [g(b) - g(a)] = g(a)F(e) + g(b) [F(b) - F亿）］

= g(a) l
e 

f(x)dx + g(b) l
b 

f(x)dx (a � e � b), 
e 

这就是所要求证的．
如 g(x)在严格的 意 义 下单调增加， 则 由 1) 中所述的说明， 对 e 可更精确地说： a <  e < b. 

3) 求证： 如 两 函 数 f 及 g 之一在点 x = c 处连 续 ， 同 时 另 一 函 数在这一点 的 附近有界， 则 积
分 (S) J: 及 (S) .广 的 存在就能推 出 (S) J: 的存在［参看 576,5°] .

为达此 目 的， 我们注意， 如在形成斯蒂尔切斯和 6 时我们将点 c 包括在分点之列， 则和 6 可
拆成对部分区间 [a, c] 及 [c, b] 的两个 同样的和； 当 入 = max ,6.x; -+ 0 时它将趋近于积分的和

.r: fdg + I: f dg. 现设点 c 不在分点之列 将点 c 添加进去， 我们 自 6 就得出一新的和 a, 我们

已经知道， 当 入 一 0 时它有上述极限． 因此 只要证明差 (J' - /7 与 入 同时趋近千 0.

© 当 m = M 时函数 f(x) 成为常数， 这时值就可 以任意地选取
钓(x) 单调减少的情形很容易变成这种情况．
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设点 c 落在区间 [xk , Xk+1l 上； 则 和 6 与和 6 的 区别仅仅在于： 6 的一项

f(ek) [g(x从 1) - g (吓）］

变成了两项：

f(e' ) [g(c) - g(xk)] + J((' ) [g(xk+1) - g(c)] , 

(584] 

其中 《 及 C 是在条件 Xk � e � C 及 c � 《1 � Xk+l 下任意取的． 为简化起见令 e = t' = c, 
后式就化为

J(c) [g (xk+1) — g(砫）］，

所 以

17 - O" = [J(ek) — f(c)] [g(xk+1) - g(xk)] . (29) 

当 入 一 0 时， 右端第一因子为无穷小， 同 时第二个因子有界， 因此， (j - a- 一 0, 这就是所要

证的．

4) 若 函数 f(x) 及 g(x) 在 同 一 点 X = C 处 (a � c � b) 都不连续， 则 斯蒂 尔切斯积分

l

b 

f(x)dg(x) (30) 

根本不存在

为了证明 起见， 分成两种情况． 开始设 a < c < b, 且极限 g(c - 0) 及 g(c + 0) 不相等 则 当

作斯蒂尔切斯和时我们就不将 c 点取作分点 ， 譬如设 咋 < c < x从l • 一次取 {k =/= C ,  另 一次取 c
作为 ＆ ， 我们作出 两个和 6 及 a-, 其差可化为 (29) 式． 使分点接近时， 有

g(Xk+l) — g(xk) -+ g(c + 0) - g(c — 0) =/= 0. 

此外， 点 ＆ 可这样取， 使差 f({k) — f(c) 的绝对值大于某一 固定正数． 则差 (j - a- 就不趋近于 0,

故积分不可能存在．

如 g(c - O) = g(c + O) , 但它们的公共值异于 g(c) [ "可去不连续"] ,CD 则相反地我们就将 c 取

在分点之列 ， 设 C = Xk.  如 f(x) 在点 X = C 处例如有一右边的不连续， 则 与刚才一样， 作两个和

6 及 a-, 仅 由 {k 的选取而不同 ： 对 6 点 ＆ 任意取在 砍 = c 及 Xk+l之间 ， 而对 6 点 c 就取作

＆ ． 与前面一样， 我们有 (29) 式且推演可 同样地得出来 _84)

习题 3) 及 4) 更阐明 了在第 576 目 末所说的重要事实．

5) 设在 区间 [a, b] 上 f(x) 连续而 g(x) 为有界变差

根据估计式 (25), 求证在 函数 g (x) 连 续 的 Xo 处， 斯蒂 尔切斯积分

I(x) = / f(t)dg(t) 

对其 变动上限 x 连续

©这里也包括这种情况， 即 ： 或者 c = a 且 g(a + 0) 异于 g(a) , 或者 c = b 且 g(b - 0) 异于 g (b)

84) 在第二类间断点的情形， 所进行的论证在本质上仍然成立
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如注意到在点 Xo 处变差 V: g(x) 亦必连续 [571 ,9°) , 则结论立刻可从下一不等式推出 ：

II(xo + -6.x) - l(xo) I  = i:
o +Ll.x 

fdg � a巠竺b
f(x)·

xo

'!.
"'

g(x) . 

6) 如 尸 是在区间 [a, b] 上的连续函数类， 而 g 是在这一区间上有界变差的函数类， 则如大家

所知道的， 一类中的每一个函数对另 一类的每一个函数是可积分的． 求证， 要保持所述性质， 这一

类也好， 那一类也好， 都 不 能推广 ．

对于类 尸 来说， 由 4) , 这几乎是明显的 事实上， 如函数 J(x) 有一不连续点 Xo, 则它， 例如，

对有同一不连续点的有界变差函数 p(x - xo) ,  根本就不能积分 [573].
现设 g(x) 在区间 [a, b] 上有一无 穷全变差， 在这一假定下我们将做一连续函数 f(x) 使积分

(30) 不存在
如将区间 [a, b] 平分， 则至少在一个一半中函数 g(x) 的全变差亦为无穷， 将这一半又平分， 如

此继续下去． 用这样的方法确定出某一点 c, g(x) 在它的每一邻域中没有有界的变差． 为简单起见
设 C = b. 

在这样的情况下容易作出一单调增加的且趋近于 b 的数列 X = C正

使级数

ao = a < a1 <· · · <  an < an +l <· · · < b, a九 一 b,

I: ig (ai+ l) — g(ai) I 
i=O 

发散对千这一级数又可求得一趋近于0 的数列 Ji > O(i = 0, 1, 2, · · · ) 使级数

产 几g(a;+1) — g(ai) I 
•=O 

也发散［比照 475,4) 及 7)] . 现在我们来定义函数 f(x) 令

f(a; ) = f;sign[g(a计1) - g(a;) ]CD (i = 0, 1, 2, · · · ) ,  

f(b) = 0,  

而在区间 (a; , a;+ 1 ) 内认为 J(x)是线性的 ：

J(a;+ 1 ) — J(a,) 
f(x) = J(a;) + (x — a;)  (i = 0, 1 , 2,··· ) .  

a;+ 1 - a; 

显然 f(x) 是连续的． 同时， 由 千级数 (31) 发散的缘故． 当 n -+ oo 时

n-l n- 1 
17n = I: f(ai ) [g(ai+ 1 ) — g(ai)] = 区 Ji lg(ai+ 1 ) — g(ai ) I -+ +oo, 

i=O i=O 

©我们提醒一下， sign z 为 +1,0 或 - 1 视 z > 0, = 0 或 < 0 而定． 在所有的情况下

z sign z = lz卜

(31) 
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所以 J 对 g 的积分的确不存在 ．

所证得的断语也可这样说： 如一 已知函数 f 对 g 中任何 g 斯 蒂 尔 切斯积分存在， 则 J 必须

属 于 :F; 同 样， 如 尸 中任何的 J 对一 已知函数 g 这一积分存在， 则 g 必须 属 于 Q.

7) 在斯 蒂尔切斯积分记号下作极限手续的第一定理中 [583, 1° ] , 我们曾 经要求函数序 列

｛儿(x)}一致趋近于极限函数 J(x) . 但亦可以用更一般的条件来代替这一要求； 这条件就是： 这些
函数是一致有界的：

比 (x) I � M (M = 常数， a � x ,( b, n = 1 ,  2 ,  3, • · · ) . 

［此处还必须亦只须事先假定极限函数 J(x) 连续．］

证明时只要考察 g(x) 在严格的意义下增加 的情况就够了 ［参看第 570 目中的附注］ 但对这
种情况， 可利用在 578 目中所引进的变换 ［参看 (10) ] :

l

b 

(S) fn (x)dg(x) = (R) fn (g-1 (v) )dv, 

(S) j" f(x)dg(x) � (R) f f(g-' (v))dv 

而在处理黎曼积分时 ， 只要应用阿尔采拉定理 [526] .
8) 最后， 我们指出斯蒂尔切斯积分的另 一解说， 与区间的可加函数概念 ［参照 348] 有关．

设对已知区间 [a, b] 的每一部分 [a, /3] 定义一数 G([a, /3] ) ,  且若区间 [a, /3] 由 点 勹 分为两部

分 [a, 计 及 b, /3] , 则

G([a, /3] )  = G([a ,  计） + G(['"'!, /3] ) .  

则 G([a, /3] )是 变 动 区 间 [a, /3] 的 可加 函数 ． 设除此以外， 在区间 [a, b] 上又给出一点函数f(x) . 与

通常一样， 现在将区间 [a, b] 用点

a = Xo < X1 < · · · <  X九 一 1 < Xn = b 

分成部分 [x; , X;+1J (i = 0, 1, · • · , n — 1) 在每一部分中任意选择一点 ei , 最后作和

九- 1

(j 
= 汇 J(ei)G( [立 ， X;+1 ] ) .

t=O 

(32) 

这一和当 入 = max(xi+ 1  - x; ) -+ 0 时的极限就是一斯蒂尔切斯积分， 很 自 然地 一 — 按作出它的

过程 表作：

如令

l

b 

J(x)G(dx) . 

g(x) = G([a, x]) 对 x > a, g (a) = 0, 

定义一第二点函数 g(x) , 则 由 于函数 G 的可加性， 在所有情形下

G([a, (3] )  = g((J) - g(a) , 

(33) 

(34) 
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故和 (32) 就成为通常的斯蒂尔切斯和
n-1 

CT = 区 f(�i) [g (xH1) — g(xi)] , 
i=O 

而极限 (33) 就成为通常的斯蒂尔切斯积分

(S)『 f(x)dg(x) .

反过来， 如后面这积分存在， 则用等式 (34) 定义一区间函数后 （且容易验证， 它是可加的） ， 可

化通常的斯蒂尔切斯积分成为积分 (33).

585. 化第二型曲线积分为斯蒂尔切斯积分 读者在掌握了斯 蒂尔切斯积分后，
现在 回来考察第二型曲线积分 [546]是很有用 处的 ：

jAB) f( x, y )dx [或 jAB) f( x, y )dy] . (35) 

设想曲线 (AB )以参数方程

X = cp( t ), y = 心( t )

给出 ， 且当 t 自 a 单调地变到 /3 时 曲线以自 A 到 B 的方向描画 为明确起见设
a <  (3. 则对于为了要形成积分和而取在曲线上的点A巾 = 0, 1 , • • • , n ), 就有增加的

参数 t 的值
to = a < t1 < ·  · · < 右 < ti+ 1 < ·  · · <  tn = /3 

与它们相对应 ， 而对于在弧 忒五i+ l 上所选取的点Mi , 就有值 t = 冗， ti ,,,; 巧 <
ti+1( i = O , l ,··· , n - 1 )相对应 积分和本身， 例如对第一个积分来说 ， 可写作

a = 区 f( cp( 动，心（动） 今（从）

的样子 立刻明 白 ， 这是一个斯 蒂尔切斯 和 故第二型曲线积分 由 定义本身就与特殊
的斯蒂尔切斯积分恒等 ：

j f( x, y )dx = (S) 1: f( cp( t ), 心( t ) )dcp( t ).
(
AB) 

同样，

jAl3) f( x, y )dy = (S) 1: f( cp( t ), 心( t ) )dcp( t ).

由此就很容易得出曲线积分 (35) 存在的一个非常普遍的条件： 只 要假定函数
f( x, y )连续， 而 函数 cp( t )[或 心( t ), 看情形］ 为 有界变差 [575,I] 就够 了 _85)

85) 函数 cp(t) 和 中(t) 的连续性是不言而喻的， 因为只考虑连续曲线
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特别 如 曲 线 (AB) 可求长 [572] , 而 函 数 P(x, y) 及 Q(x, y) 连续，则 积分

jAB) Pdx + Qdy = i/3 
P(cp(t) 心(t))dcp(t) + i/3 

Q(cp(t) 心(t) )d心(t)

存在

[585] 

现在，如果考虑到在 579 中说过的斯蒂尔切斯积分计算法（尤其，参看 20 ) , 则
可重新得到第 547 目 中的公式 (5) , (5*) 或 (6) , 且可在 比 以 前更普遍的假定下得到．

其次，现在也容易来推广第 551 目中的最终结果： 由 一连 续 可求 长 曲 线所范 围 的
面积可用 该 目 中 的任一公式 (8), (9) 或 (10) 表示 ． 这时在推理中没有什么要变更，因
为第 550 目 的引 理立刻可推广到可求长曲线的情形； 亦可参看 572 的最后说明

最后 曲线积分与道路无关的整个理论 [§3] 亦可直接推广到沿任何可求长道路
所取的积分的情形



第十六章 二重积分

§1 .  二重积分的定义及简单性质

586. 柱形长条体积的问题 与曲边梯形面积问题引 导到单重定积分概念 [294]
一样，同样， 柱形长条体积的问题就引 导到一新的概念 一一二重（定） 积分

考察一立体 V, 上面为曲面
z

 z = f (x, y) (1)  

所限制 ， 侧面为一柱面所限制其母线平行于 z 轴， 最后
下面为 xy 平面上的一平面图形 (P) 所限制 （图 33) ; 要
去求立体 V 的体积．＠

为了要解决这一问题 我们采用通常在积分学中所
用 的方法， 将所求蜇分为元素部分， 近似地计算每一部
分， 相加并接着取极限 为达此 目 的，将区域 (P) 用一曲 ° 
线网分成许多部分 (Pi ), (P切，·· · ,  (Pn ) ,  并考察许多柱形
细条， 它们的底面是这些部分 区域， 总起来就形成所给的

X 

图 33

立体．
为了要算出 一个一个细条的体积， 在每一 图形 (Pi) 上任取一点 （＆邓）．如将每

一细条近似地当作一真正的柱形， 其高等于图中一长一短的虚线 f(�i邓），则个别的
细条体积近似地等于

f(�i , T/i)·Pi ,  

©如假定函数 f(x , y) 连续而平面区域 (P) 可求面积， 则在这情况下体积存在本身容易从在第
341 及 337 目中所叙述的道理中推出来．
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其中 P, 表图形 (Pi ) 的面积 在这样 的情况下整个立体体积的近似式为

n 

v �  区 f (�i , rJi)Pi . 
i= l 

要增加这一等式的准确性就要减小平面小块 (Pi ) 的幅度， 同时增加它们的个数
当所有的 区域 (Pi) 的最大 直径趋近于零而变到极 限时 ， 这一等式就变成准确的了，
故

n 

V = lim 区 f (�i , rJi)Pi ,  
i=l 

(2) 

所提出的问题就此解决了 ．

这种形状的极 限就是函数f(x, y)对区域 (P)的二重积分； 它表作记号

, f(x, y)dP, 
(P) 

故体积的公式 (2) 作 下形

V =  J jP/ (x, y)dP.© (2* ) 

因此， 二重积分是定积分概念 在两个变量函数上的直接推广 ． 在决定各 种不同

的几何及物理扯时它同样起很重要的作用 ．

587. 化二重积分为逐次积分 在进行几何地解释二重积分为柱形长条体积 时，
我们这里也指出 如何用化为逐次积分的方法来计算它 ．

第二卷中我们已经讨论过用横断面来计算立体 ( V )的体积的问题 [342) . 我们
回想一下与这里有关的公式 ． 设立体范 围在平面 X = a 及 x = b 之间 （图 34) , 又立
体被 垂直于 x 轴且对应于横坐标 x(a ,,,; x ,,,; b )的平面所截的断面面积为 Q(x). 则

立体体积在假定它存在时可用公式

b 
V = j Q (x)dx 

a 
(3) 

来表示

现在应用这一公式到柱形长条体积的计算， 这种长条在前一目中已谈到过． 我们
以一简单情形开始， 即长条的底面是一矩形 [a, b; c, d] (图 35) .

长条被平面 x = xa(a :::;  x。 :::; b )所截的断面是一曲 边梯形 a/3孙 ． 为了要求出
它的面积 ， 将这一图形射影到 yz 平面上， 我们得到一与它全同的梯形 a1/J1 ,心 （ 因
为射影没 有发生变形）．于是，

Q(xo) = 面积 a/3,J = 面积 a1/J1,1 奸

©不难给这一公式的推演 以一完全严格的形式， 参看第 590 目中的附注．
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X 

图 34 图 35

不过 yz 平面上的曲线 勹心 的方程显然是

z = f (xo , y) (c ,,,; y ,,,; d). 

利用所熟知的表曲边梯形面积为定积分的式子， 我们将有

Q(xo) = 『 f(xo , y)dy. 

因为我们的推理可用千任何断面，故一般对 a ,,,; x ,,,;  b, 

Q(x) = 『 f(x, y)dy.© 

将这一值 Q(x) 代入公式 (3) , 得

b 
V = j dx jd 

f(x, y)dy. 
a C 

但对体积 V 我们有式子 (2* ) , 因此，

， 
b d 

(P) 
f(x, y)dP = 1 dx 1 f(x, y)dy (4) 

二重积分变成逐次积分了．
在更一般的情况下， 当 xy 平面上的 区域 (P)

是 由两曲线

y = Yo (x) , y = Y (x) (a ,,,; x ,,,; b) 

y
 

y=Y(x) 

。
及两纵坐标 x = a 与 X = b(图 36) 所 围的曲 边梯
形时也可得同样的结果．与讨论过 的情况 比较起来

© 这是 工 的 函数， 对于 工 也是连 续 的 [506] , 这也是我们在推演公式 (3) 时已经假定 了 的

图 36
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其差别在于： 以前对任何固定的 x = xa, Y 的变化发生在同一区间 [c , d] 上， 而现仵
这一区间

本身也与 x。 有关， 故

最后得

伽 (xo ) , Y(xo)] 

Q(xo) = J
Y(xo ) 

f(xo , y)dy. 
Yo (xo ) 

b Y(x) 
V = Jfc

P) 
f(x, y)dP = .l dx la

(x) 
f(x, y)dy.© (5) 

在读者对二重积分概念及其计算在几何解释下熟悉以后， 我们现在就要转而用
纯分析的观点更一般地讨论这问题

588. 二重积分的定义 然 而 我们这里也不能完全避免几何， 或至少 不能避免
几何的语言 [16 0~16 3] . 我们将谈到所讨论的两上变量函数定义所在的 ＂二维区域'
(P) , 将谈到 “用曲线” 分它为部分 “ 区域＇，将取这些 “区域＇ 的 “面积 ＂ 等 等 事实
上这是算术的二维空间中的 ＂区域＇ 及 “曲 线＇ ， 数对就是它们的 “点”． 但通常所有
这些 “形象”，为方便起见总是用与它们相对应的真正的几何形象来替代，而彼此间
不 加任何区别．特 别 将算术二维空间中的 ＂ 区域面积 ＂ 永远了解为对应的几何区域
面积 _86)

我们 回想一下， 要任一曲线所范围的 区域可求面积， 必 要且充分地需这一 曲 线
有面积 0[337] . 光滑曲线或 由有 限多个光滑段所组成的曲线 （所谓分段光滑的 曲 线）
形成这种曲线的很宽广的一类．＠我们 以后将假定， 区 域 (P) 的 边界 以 及我们 用 来将
区域分割 的 曲 线 皆有面积 0(例如， 属于上述的类中） ； 这就保证了我们所需用的一切
面积的存在

现在我们 回到实际上已在第 586 目中引进过的二重积分概念， 并更广泛地给它

一个一般的定义

设在 区域 (P) 中定义 一 函数 f(x, y ).® 将 区域 (P) 用一曲线 网分成有限个 区
域 ( Pi ), (P2 ) ,  · · · ,  (P九）， 它们的面积为 P1 , P2 , · · · , P, 九．虽然最简单不 过是假想这些
部分 区域为连通的， 但为了简化将来的叙述起见，对它们还是不撇开有不连通的可能

©这里， 里面的积分是 工 的一连续函数 ［参看 509] .
©不破坏所述性质， 甚至可允许有有限个奇点存在
＠这里我们并没有做关于连续性的任何假定

86)我们注意， 从严格的分析的角度， 所有涉及二维算术空间中的区域与曲线的 ＂儿何上明显的＇

事实 ， 一般说来， 需要纯粹分析的 、 不依靠直观的验证 今后有时把这种验证交给读者 对于在实
际中所遇到的具体的区域与曲线 这总是容易的； 而 （在个别情形） 对一般形状的区域和曲线 可能
较为复杂
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好些_8 7
)

在第 t 个元素区域 ( Pi) 范 围内任取一点 （＆ 邓）， 将在这一点处的 函数值
J( ,i邓） 乘上对应区域的面积 Pi, 并将所有类似的乘积相加． 所得的和

(j = 汇 f( �i, rJi)Pi 
i=l 

将称为 函数 f( x, y) 在 区域 (P) 上的积分和

以 入 表部分 区域 ( Pi) 中的最大直径.CD如 当 入 -+ 0 时积分和 er 有一确 定的有限
极限

I = lim er, 
入.-o

既与 区 域 ( P) 分为 部 分 ( Pi) 的分法无关， 又与 在每一部 分 范 围 内 点 ( �i, 'f/i) 的选法

也无关， 则 这一极限©就称为 函数 f( x, y) 在 区 域 (P) 上的二重积分并表作记号

I =  j f f(x ,  y)dP. 
. (P) 

有积分的 函数称为可积的

589. 二重积分存在的条件 可积 函数必 须是有界的 事实上，在相反 的情形下，

对任何己给的将 区域 (P) 分割的方法，依靠点 （＆邓） 的选择可使积分和任意 大

所以以后讨论到已 知 函数 f( x, y) 可积条件时 我们将事先假定它是有界的：

m ,,,;  f( x, y) ,,,; M. 

与一个变数 函数时 一样，这里引进所谓达布上和与下和

n n 

s = 区 miPi, S = 区MiPi
i=l i=l 

较为方便，其中 mi及 Mi分别表示函数 f( x, y) 的值在区域 ( Pi) 上的下确 界与上确
界．

当给出分割 区域 (P) 的一方法时，不论点 （＆ 邓） 如何选取，不等式

s ,,,;  a ,,,;  S 

©我们 回想一下， 一点集中两任意点距离的上确界称作点集合的直径 在闭的平面区域 由 连续
曲线所范围时最大的 弦就是直径 ． 参看 174.

©读者很容易 自 已确定这一新 ，＇极限＇ 的正确意义

87)在二重积分定义中， 重要的是 区域 (P1 ) , (P纷 ， ， (Pn ) 的边界的面积为零 ， 区域 (P; ) 彼此不
相交，它们连同其边界取并就给出原来的区域及边界 （例如，把区域 (P) 分割成 (P1 ) , (P让 ，(Pn ) 
的 曲线网＂ 的存在仅仅是使定义更为直观） ．
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将适合．但适当地选择这些点可使值 f (�i, 加 任意地接近千 mi(Mi ), 而与此同时可
使和 a 任意地接近于 s(S ), 因此，达布上和及 下 和分别对应于区域的同一分法的积
分和的 下 确 界及上确界．

与线性情形时 一样，对达布和可确立下列性质
第一性质 当 在旧 的 分割 线外如添加一 些新线将部 分 (Pi )进一 步 分割 时，达布

下和不会减 少， 上和 不 会增大．

第二性质 每一 达布下和不超过每一上和，即使对 区 域 (P) 的不 同 分法也是如
此 ．

证明可与以前 [296]同样地来进行； 只是在以前谈的是分点，这里必 须谈分割 线
不 过有一点我们愿意读者注意一下．在线性情况时 每一新分点很清楚地将一个

旧 区 间分为两个，又两个 区间的公共部分依然是一区间 在平 面情况 时情形就复杂
了，因为两曲线可彼此相交于很多点（甚至相交千一无穷叔集） ． 故连通部分 区域可能
被 新的曲线拆成 不连通的部分，同样两连通区域的公共部分也可以是不 连通区域．这
就是为 什 么 我们一开始就不撇开讨论将基本 区 域分为 不连通部分的 原 因 ！

其次 将达布下积分及上积分的概念 确 立起来：

I* = sup{s}, I* = inf{S}, 

且有
s ,,,;  I* ,,,; I* ,,,; S. 

最后，将对线性情况的证明 [297] 逐字逐句搬过来这里就得：

定理 二重积分存在的 必要充分条件为

lim (S — s )  = 0, 
入一+O

或 用 另 一记法

lim 区 WiPi= 0, 
入-+O i=l 

其 中 Wi为 函数 f(x, y) 在部分 区 域 (Pi )上的振动 Mi- mi. 

590. 可积函数类 借上面所确 立的可积判定法容易证明
I. 任一连 续 于 区 域 (P) 上的 函数 f(x, y )是可积的 ．

(6 ) 

事实上，如 函数 J 连续于 （闭） 区域 (P) 上，则 由一致连续性，对每一 E: > 0 -
定有一 J > O 相对应，使在区域 (P )的任一直径小千 6 的部分上函数的振动小千 E:.
现设区域 (P )分成许多部分 (Pi ), 它们的直径都小于 J. 则所有的振动 w卢立，而

区 WiPi< E: L pi = E:P, 

于是得知条件 (6 )适合． 这样， 函数的可积性就证明了 ．



[590) §1. 二重积分的定义及简单性质 · 99 ·  

附注 现在就很容易使柱形长条体积的公式 (2*) 的推演变得非常严密．这完全
可与推演曲边梯形面积公式时 [338] 一样来做 一 引用在里面的与外面的立体，其
体积可表作达布和者．

为了将可积 函数类作若干推广， 我们需要下一引理．

引 理 设在 区 域 (P) 上 已 给一面积为 0 的 某一曲线 (L) . 则 对每一 E: > 0, 有一

o > O 相对应， 使得只要区 域 (P) 被分为 直径小于 6 的许 多 部分时， 那些与 (L) 有公
共点的部分其 面 积和就小 于 E:.

由曲线 (L) 的假定，可将曲线 (L) 夹在一面积小千 e 的多角形域 (Q) 内 ． 我们
可以做得使曲线 (L) 与所讲的 区域边界 (K) 没有公共点． 则两曲线上动点间的距离
有一最小值 8 > o.CD 

现在将 区域 (P) 任意地分成许多部分使它们的直径 < 8. 其中与曲线 (L) 相遇
的那些部分必 完全在区域 (Q) 内， 因此它们 的总面积小于 E:.

II. 如有界函数 f (x, y) 至 多 在有限个面积为 0 的 曲 线上有不连续，则 它是可积的．

己给任意 一数 E: > 0. 由假定可将 函
数 f(x, y) 的所有 “不连续 线＇ 包括在总 面 Y

积 < E: 的多角形域 (Q) 内 在图 37 中这一

区域用斜线打了出来 它的边界是有 限个折
线 (L) , 显然其本身面积为 0.

在从 (P) 中减去区域 (Q) 内部后所得

的闭 区域中， 函数 f(x, y) 到 处连续， 也就意
味着一致连续 因 此 对给出的 E: > 0 可求 。
得一数 81 > 0, 使在这一 区域的每一直径小
千 81 的部分上， 函数 f(x, y) 的振动 < E:. 

X 

图 37

现 由引理 也可求得一数 82 > 0 使每当区域 (P) 用任意的曲线分为直径小千 心
的部分时 ， 那些与折线 的总体 (L) — 一 被 减去的多角 形域 (Q) 的边界 — － 相 遇的
部分面积和必然 < E:. 

设 8 是两数 肛 处 中的较小的一个 将 区域 ( P) 分为直径小于 6 的部分 (Pi) ,
凇）， ·· · , (Pn) ,  并考察对应的和

区 WiPi ,
i 

将它分为两个和

区 wi, pi, 十 汇 Wi,, pi" ,
i' i" 

©参看第二卷， 336 目 脚注 CD
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假定记号 i' 对应 于整个在被减去的 区域 (Q) 的 外 面的 区域 (Pi' ), 而记号 i" 对应千
所有其它的．我们分别来估计每一和

因为所有的 （片） 都在从 (P) 中减去 (Q) 后所得的 区域内，且它们的 直径 < c5 :(;
61 ' 故所有 叩 < E:, 所以

区Wi' pi, < E: L pi, < E:P. 

另 一方面 如以 Q 表 函数 f(x , y ) 在整个 区域 (P) 上的振动， 则我们有 （因为
Wi ,,,; f2) 

汇wi,,pi,, ,,,; n L Pi" • 
i" 

这里 口凡 是两类 (Pi )的面积 和1)一类整个在被除掉的 区域 (Q) 内， 2 )另一类与
这一区域的边界 (L )相遇．第一类区域的总面积小于 E:, 因为 Q < c; 既然 区域被分
为直径小于 J � J 2 的部分， 故对第二类区域的总面积也可如此说． 因此 �pi,, < 2c, 
所以

汇 Wi11P;11 < 2汪．

最后，当 入 ＜ 矿 时 就有：

区 wiPi < (P + 20 )c. 
i 

因为这一不等式右端与 e 同时可任意小， 故条件 (6) 适合， 等等．

591. 下积分及上积分作为极限 在二维情形下， 同样有达布定理 对任何在 (P) 中 的 有
界函数 f(x, y) 极限等式

成立 ［比照 301] .

I. = lim s , I *  = lim S 
入-o 入一0

我们预备来证明这里的结果 （例如 ， 对上和） ， 因为在推理上它与线性情形有一点实质上的

差异
与那时一样， 对已给的 c: > 0, 开始时将区域 (P) 用一曲线网分成许多部分使对于对应的和

S 有
S' < I* + � -

2 
刚才所提到的曲线网 －－忙 这些曲线总起来表作 (L) 面积为 0. 因此， 由 前一 目 的引理， 可求

得一个 6 > 0, 使当区域 (P) 无论怎样分为直径 < 6 的部分 (Pi) 时， 那些至少与曲线 (L) 之一
相遇的部分其面积和将 ＜ 玄2 ' 其中 Q 是函数 f 在区域 (P) 上的全振动．

以 S 表对应于任 意 的 这种分法的和． 如果我们将整个曲线网 (L) 全部加到所出现的分割 曲

线上来， 就得出一和 S"; 将 S 与 S" 来 比较一下． 由 达布和的第一个性质 (589] , S" � S' , 故更

不用说
S" < I* 十 一 ．

2 
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和 S 及 S" 的差别只在那些对应于被曲线 (L) 所切开的部分 (A) 的项． 因为这些部分的面积和

峦 ＇ 故容易看到，

最后，

这就完成了证明

S - S" < fl ·  一 －c c ＝ ． 
20 2 

r ,:::;  s < r + c:, 

现在积分存在的判别就化为等式
I. = I* . 

用这 ， 与线性情形一样， 要函数可积， 对任何的 c > 0, 即使对于一对达布和不等式

S - s  < c:  

满足就够了 ．

592. 可积 函数与二重积分的性质 10 如 用 任意 的 方 式 改 变在 (P) 中 可积 函
数 f(x, y) 沿 任何面积为 0 的 曲 线上的值 （只要受一 限制 ， 就是改 变后 的 函数依然有

界）， 则 又得一 同 样在 (P) 中 可积的 函数， 且它 的积分等于 f(x, y) 的积分．
为 了证明起见， 必须对改变后 的与原来的 函数作积分和， 它们 只可能在与 曲线

(L) 相遇的区域 (Pi ) 上 面那些项不 同 ． 但 由 第 590 目 引 理， 这些区域的总面积当
入 一 0 时趋近于零， 于是就容易作结论： 两积分和趋于同一极限

因此，二重积分的存在及大 小 与 积分号 下 的 函数沿 有限个面积为 0 的 曲 线上所
取的值无 关

沪 若将 函数 f(x, y) 所在 的 区 域 (P) 用 曲 线 (L) ( 面积为 0) 分成二 区 域 (P')
及 (P") , 则 由 函数 f(x, y) 在整个 区 域 (P) 上的 可积性就能推得它在部分区域 (P')
及 (P") 上的 可积性， 反过来， 由 函数在 两 区 域 (P') 及 (P") 上的 可积性推得在 区 域
(P) 上的 可积性． 同 时

几P)
f (x, y)dP = j l

P') 
f(x, y)dP + j l

P
"

) 
f(x, y)dP 

将区域 (P') 及 (P") 任意地分成许多部分， 这样 (P) 亦分成了许多部分：

(P订 ， (P:刃， . . . , (P吵

如以记号 i' 表包含在 (P') 内 的部分，仪 表包含在 (P") 内 的部分， 则

�wiPi = �wi' Pi, 十 �Wi" pi" ·

设函数 f(x, y) 在 (P) 上可积， 故当 入 一 0 时左端的和趋近于零； 因而右端的每一和
更趋近于零， 故函数同样在 (P') 及 (P") 上 可积．
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反过来， 如有后面这一情况 ， 故当 入 一 0 时 右端的两个和趋近于零， 则左端的和
同样也趋近于零． 不 过 必 须注意， 这个和不 是对区域 ( P) 的任意分法得来的 ， 我们
原来是从 区域 ( P') 及 ( P") 分开来分割而出发的

要想将 区域 ( P) 的任意分法变成这种特殊形状的分法， 只要在分割线中加L曲
线 ( L) . 与它们相对应的和仅仅在和那些与曲线 ( L) 相遇的元素区域相对应的项L
不 同 但 由第 590 目中引理 它们的总面积当 入 一 0 时 趋近千零 而两和相差一尤
穷小． 因此 条件 ( 6) 完全适合 ， 函数 f( x, y) 就在 ( P) 上可积．

最后， 当 入 一 0 时从等式

切( ei邓） Pi = 切( ei', 'T/i' ) Pi, 十 江f( ei" , 'T/i" ) Pi" 

经极限过程就得 到所要证的公式

同样， 从极 限过程考察积分和也可得下面三性质

30 如将在 ( P) 上的 可积 函数 f( x, y) 乘上一 常数 k , 则 所得 函 数也 同 样可租
且 II 时( x, y)dP - k II f( x, y)dP 

(P) (P) 

40 如在 区 域 ( P) 中 函数 f( x, y) 及 g( x, y) 可积， 则 函数 f( x, y) 士 g( x, y) 也可
积， 且

几） [f ( x, y) 士 g( x, y)]dP = ff f( x, y)dP 士 ff g( x, y)dP 
(P) (P) 

驴 如对在 ( P) 中 可积的 函数 f( x, y) 及 g( x, y) 不 等式 f( x, y) :::; g( x, y) 成立，

JJ;
P) 

f( x , y)dP :::; ff g( x, y)dP. 
(P) 

再则，
60 当 函数 f( x, y) 可积 时函数 IJ( x, y) I 也可积， 且有不 等式

几P)
f( x, y)dP :::; / l

P) 
lf( x, y) ldP 

函数 Ii i 的可积从一简单的说 明 就推得出来 ： 这一 函数在任何区域 P， 上的振动
达 不会超过函数 f 的对应 振动 心 事实上 ， 这样就有

�wiPi :::; 江WiPi,

而第二个和趋近千零就隐含着第一个和趋近千零．

从不等式

I胃（＆ 邓） Pi l ::::;  �,1体， 加 IPi

用极 限过程就能得到所求证的不等式
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70 如在 ( P) 上的 可积函数 f( x , y ) 满足不等式

m ::;:; f( x , y) ,,;:; M, 

则

mP ,,;:; ff f( x , y)dP ,,;:; MP. 
(P) 

这可以从显明的不等式

mP ,,;:; 江f( �i吓） Pi ::;; MP 

经极限过程得来．

如用 P 来 除不等式 ( 7 )的各 端

ff(P) f( x, y)dP 
m ,,;:; � ,,;:; M, 

并以 µ 表
示

中间的 比值 则得不等式 ( 7 )的另 一写法

ff f( x , y)dP = µP ( m ::;:; µ ,,;:;  M) , 
(P) 

这表明了所谓中值定理

· 103 · 

( 7 ) 

( 8) 

特别， 现在假定函数 f( x , y) 在 ( P )上连续 ， 并取在 区域 ( P) 上的最小及最大值

－ － 由魏尔斯特拉斯定理 [173], 它们存在！ 作为 m 及 M. 则 由大家熟知的柯
西定理 [171], 连续 函数 f( x , y) 如取值 m 及 M也必通过每一中间值 因此，在任何

情况下，在区域 ( P )上可找得一点 （豆 汀） 使 µ = !(瓦 汀）， 而公式 ( 8 )有以下形式：

f j f( x ,  y)dP = f(立） · P.
. (P) 

这是特别常用的 中 值定理的形式_88)

( 9 ) 

同样推广 的 中值定理也很容易 [304 ,10°] 搬到这里所讨论 的情况上来 ， 我们将
这留给读者

593. 积分当作区域的可加 函数， 对区域的微分法 考察一 （闭的） 平面 区域 ( P )
及含在它里面的部分 （闭） 区域 ( p ). 我们将假定所有 区域都是可求面积的（有时 候它
们还要受其它 限制）．如果对 区 域 ( P )的每一部分 (p) , 有某一定数

<I> =  <I>((p)) 
88)所述中 值定理的证明显然用 到 了 区域 (P) 是闭 的及连通性； 我们要注意， 没有这两个假设 中

值定理不成立， 虽然对积分此前所述性质， 这两个假设不是本质的
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与 它 相 对应 ， 这样就对所述的 那些 ( p ) 定 义 了 “ 区 域 ( p )的一个函数＇＇．这种 区域函
数的例子有 ： 区域的面积 ， 连续分布在它上面的质量， 这质量的静矩， 连续分布的荷

载或一般地作用在它上面的力 ， 等 等
若 尔 当 将 区 域 (p )任意地分为 互 不 相 叠的部 分89

)

( p ) = ( p' ) + ( p" ) 

时恒有

叭( p ) )= <I>(( p' ) )  + <I>(( p" ) ), 

则 区 域函数 们 (p) ) 称作可加的 ． 上面所举的一切 函数都具有这种可加性质 可加的
区域函数有其特殊重要性， 因为在研究自然现象时 常常会遇见它们 ．

设在一可求面积 区域 ( P )上 已给一可积 函数 f(M)= f( x, y ); 因此它在区域 ( P )

的任一可求面积部分 ( p )上也为可积的 ， 故积分

<I>((p ) ) = / t
P) f ( x, y )dP ( 10 )  

也为 区域 ( p )的 函数 由 592,2°, 显然它是一 可加函数
现在我们来讨论 ”函数 <I>((p ) )对区域的微分法” ． 设 M是 区域 ( P )的一定点(p )

是任一 包含这一点的部分 区域． 如比

<I>(( p ) )  
p 

( p 是 区 域 (p ) 的 面 积） 当 区 域 ( p ) 的 直 径 无 限减 小 时趋近于一确 定有限极限 f
J(M), 则 这一极限称作在点 M处 <I>(( p ) )对区域的导数 例如， 若 <I>((p ) )是连续分布

在平面图形 ( p )上的质量， 则 f(M)不 是 别的 ， 就是在点 M处分布质桩的密度； 如
奴(p ) )表示作用在图形 ( p )上面的力 ， 则 f(M)表在点M处的压强， 等 等

我们特 别感兴趣的情况是 区域函数可表作形如 (10 )的积分时 其中 f( x, y ) 是
区域 ( P )上的连续 函数 ． 我们来证明：积分在点 M处对 区 域的导数就是积分号 下的
函数在这一点处的值， 即

f (M) = f ( x, y ). 

事实上， 取在导数定义中所谈到的一个 区域 (p )后， 由中值定理 ［参看 ( 9)] 有

<I>(( p ) )  = f ( 万， y ). P, 

其中 （瓦 y )为 区域 ( p )的某一点 ． 如 区域 (p )的直径趋近于零， 则点( x,y )就尤限接
近于 ( x, y ), 由连续性，

<I>(( p ) )  — = !(万， y )一 f( x, y ), 
p 

89) 如果各个部分区域没有公共点 就称它们为不相叠的（或不相交的） ．
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这就是所要证明的．

因此，在变动区域上的二重积分 (10 )在特殊意义下是积分号 下点函数的 “原 函
数” ； 它成为一 区域函数，对千它来说这一点函数就是对区域的导 函数 自然就发生
这样一问题 由导 函数究竟能够唯一地决定 ”原 函数” 到 怎样的程度呢？

在这一方面可以证明这样一命题： 两 可加的 区 域函数 <I>1( (p ) )及 中认( p ) ) 若在原

来的 区 域 ( P )的所有点处对 区 域的 导数相 同 ，则 必恒等 ．

如变为考虑差 <I>(( p ) ) = 趴(( p ) )- <I>认( p ) ), 事情就成为求证： 可加的 区 域 函 数
叭(p ) )在 区域 ( P )的所有点处其导数等 于零时它 本 身 也恒等 于零 ．

由导数定义本身，不论 1:: > 0 是怎样的一个数，可用一邻域围绕区域 ( P )的每一

点 M, 使对任一包含 M的 而含在邻域里面的任一部分 ( p ), 有

I 
<I>(( p ) ) < C _90) 

p 

将博雷尔引理 [175] 应用到这些邻域上，就能够将 区域 ( P )分为有 限个互不相重叠
的区域

( P ) = ( p1 ) + ( p 2 ) + ·  · · + ( p吐

使对它们的每一个 皆有 ( i = 1 , 2 , ·· · , k ) 

如( Pi ) ) < c 或 冲(( Pi ) )I < PiS­
Pi 

由 函数 <I>(( p ) )假定的 可加性，我们有

由此联系到前 一不等式，得

叭( P ) )= 汇 <I>(( Pi ) )·

刚( P ) )I � L 刚( Pi ) )I < Pc. 

但此 处 e 是任意的，这就是说 <I>(( P ) )= 0. 因为可以取任何部分 区域 ( p )以代替 区
域 ( P ), 这也就证明了我们的断言

对照全部上面所述的，我们得到一最后的断言：在变动 区 域上的二重积分 (10 )是
积分记号 下点函数©的唯一可加 “原 函数"

©与上面一样， 这一函数假定为连续的

90) 由导数的定义仅可直接推出， 对位于点 M 的某个邻域内， 并且包含点 M 本身的各个 (p) , 上
述不等式成立 然而任意不包含 M 的区域 (p) 可以表为两个包含 M 的区域之差 所求不等式容
易从函数 <I>((p)) 的可加性推出
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所 以， 不必计算就可明 白， 例如，已 知在点 M 处分布的质桩其密度为 p(M) = 
p(x, y) 时，分布在图形 (P) 上的整个质量可表作积分

m = ff p(x, y)dP; 
(P) 

如 q(M) = q(x, y) 是在点 M 处的压强，则整个作用在图形 (P) 上的力为

F =  ff q(x, y)dP, 
(P) 

等 等

附注 前面我们曾经谈过 区 间 的 可加 函数[348;584,8 )]. 因为这种函数总是某点
函数的两个值的差，故对 “线性 的＇ 情形没 有必 要像上面对 “平面 的＇ 情形叙述的那
样来发展理论．然 而在定积分对变动上限微分法的定理中 [305,12° ] , 读者容易 观察
到与刚才所证明的二重积分对区域的微分法定理的相似 处，而第 348 目中的推理可
解释为积分是作为已知点 函数的 “原 函数＂ 的唯一可 加 区间 函数的证明

§2. 二重积分的计算

594. 在矩形区域的情况下化二重积分为 逐次积分 关于这一问题的几何的解

释，在一些特殊的假定下我们在第 587 目中已经作过了．
现在我们用分析的工具且在最普遍的形式下来考察它 ； 我们从最简单 的情形开

始， 即当积分 区域是一矩形 (P) = [a, b; c, d] 时

定理 如对定义于矩形 (P) = [a, b; c, d] 上的一函数 f(x, y) 二重积分

ff J(x, y)dP 
(P) 

存在， 且对每一个 [a, b] 上的 常数值 x, 单积分

也存在， 则 逐次积分

同 样存在， 且等式

成立.CD

I (x) = fd 
J(x, y)dy (a � x � b) 

C 

lb 
dx『 f(x, y)dy

几P)
f(x, y)dP = l

b 
dx 1d 

f (x, y)dy 

©读者容易观察到这一断言是关于二重极限及逐次极限的熟知定理 [168] 的一种变形．

(1 )  

(2) 

(3) 

(4) 
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证明 在确定矩形 ( P )的 区间 [a, b] 及 [c, d] 内插入分点

xo = a <  x1 < · · · < 立 < Xi+l < ·  · · < Xn = b, 

Yo = c < Y1 < ·  · · <  Yk < Y归1 < · · · < Ym = d. 

将它们分为许多部分． 因 而矩形 (P) 就分成许多部分矩形 （图 38)

(Pi,k )  = [xi , Xi+ l i  Yk , Y妇1] (i = 0, 1 , · · · , n - 1 ;  k = 0, 1 , · • • , m - 1) . 

以 mi,k 及 Mi,k 分别表示函数 f (x, y) 在

矩形 (Pi ,k) 上的下确 界及上确 界， 故对这一矩
形的所有点( x, y), 

mi,k � f (x , y) � Mi,k · 

将 x 在 区间 [xi , Xi+1 l 上任意 固定 X = �i , 

对 y 自 Yk 积分到 Yk+ l , 我们将有 [304,8° ]

加，k �Yk � !
Yk+ l

f (�i, y)dy � Mi,k�Y伈
Yk 

d >-- - - -

Yk+I,_ _ _ _  _ 

Yk � - - - -

c,- - - - -

(P) I 

伈/
/

/V

,(/

/

/

/,
/, 
） 

I 

I 
I 

I I I I 。 a ＋
 

I
 

x
 

I
 

I
I
I

S
 

I
 

x
 

b X 

其中 �Yk = Yk+l - Yk ; 对 y 的积分是存在的， 图 38

因为假定了在整个的 区间 [c, d] 上的积分 (2)
存在 ． 将对 k 的自 0 到 m - 1 的类似不等式相加， 得

m-1 d m-1 

芦 矶k �Yk :::; J (�i ) = 1 f (�i , y)dy ::::; � 从心Yk

如在这不等式各 端遍乘以 �Xi = Xi+ l - Xi 并对附标 t 自 0 到 n - 1 相加， 则得

n-1 m-1 n-1 n-1 m-1 

汇 �Xi L mi,k �Yk :::; 汇 I(�i ) �Xi ::::; L �Xi 汇 Mi,k �Yk
i=O k=O t=O i=O k=O 

在中间我们得到了函数 I(x) 的积分和 至于两头的项， 它们不 是别的 ， 正 是对于二重

积分 (1 ) 的达布和 s 及 s. 事实上 ， 因为 �Xi�Yk 是矩形 (Pi,k) 的面积 Pi,k, 故我们

有 例如

n - 1  m-1 n-1 m - 1  

汇 �Xi L mi,k知 ＝ 汇 汇 加 ，k �Xi知 ＝ 汇 加 ，团，k = S 
i=O k=O i=O k=O i,k 

因此， 最后
n-1 

s ::::; L I(�i ) �xi :::; S. 
i=O 
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如现在所有的 �Xi 及 �Yk 同时趋近于零， 则 由 千二重积分 (1) 的存在， 和 s 及 S 都
趋近于它为极限 在这种情形下，也有

n-- 1 

飞 质）竺 = ff f(x, y)dP, 
(P) 

亦即二重积分 (1) 同时也是函数 I(x) 的积分：

几
P)

f(x, y)dP = lb 
I(x)dx = lb 

dx ld 
f (x, y)dy 

这就是所要求证的
将 x 及 y 的地位交换， 与 (4) 同时， 也可证明公式

几
P)

f(x, y)dP = 『 dy f
b 

f(x, y)dx, 
a 

这 时假定了当 y = 常数时积分

j
b 

f(x, y)dx 
a 

存在

附注 如与二重积分 (1) 一起， 两单积分都存在：

j
d 

J(x, y)dy (x = 常数） 及 J (x, y)dx (y = 常数），lb 

则 两公式 (4) ,(4*) 同时成立， 于是

b l dx 1d 
f (x, y)dy = 尸lb

f(x, y)dx 

这一结果我们以前 [528] 已经得出过， 那时没有利用二重积分存在的假定．

(4*) 

(5) 

应用公式 (4) 或 (4* ) 要受二重积分及单积分之一存在的限制．如函数 f(x, y) 连
续 （在实际中通常所遇到 的情形）， 则所有上述积分都保证存在 ； 例如对二重积分来
说 能 由 590, I 得出． 在这种情况下， 在实 际计算二重积分时任一上述公式都可利甩
因为计算单积分是一特别简单的问题．

在证明公式 (4) 时最自然的是用平行于坐标轴的直线分矩形 (P) 为有面积
�Xi�Yk 的矩形元素 要想就二重积分记号本身能说明是用平行千坐标轴的直线将
区域细分而进行积分的， 常常就不用 ff(P) f(x, y)dP 而写

几
P)

f (x, y)dxdy [或 几
P)

f (x, y)dydx] 
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此外， 注意到将取在矩形 (P) = [a, b; c, d] 上的二重积分化为逐次积分时， 二重
积分本身也常常用一类似于逐次积分的记号来表示：

l

b 『 f(x, y)dydx 或 1

d 

l
b 

f(x, y)dxdy. 

在这种表示法里 “外面的积分” 与 “外面的微分＂ 彼此对应， 故为 了要得到任一逐次
积分， 只要添置括弧就行了 ：

l

b 

{ l

d 

!(尤， y)dy} dx 或 『 { l

b

f(x, y)dx} dy 

595. 例 1) 计算展布在矩形 (P) = [3, 4; 1 ,  2] 上的积分

几） (x
d

:
d

:)2 = 1

2

1
4 

dxdy 
(x + y)2 · 

解 由公式 (4* ) 可以写

几） (x
d

:
d

:)2 = 1

2 

dy 1
4 

dx 
(x + yp · 

先求出 里面的积分：

l 
4 

dx 1 1 
(x + y)2 = 了言

一
言了 ＇

于是，

几） (x
d

:
d

:)2 = 1

2

曰勹五] dy = In 芸
2) 计算积分

(a)Ii = 厂 f25 (5沪y - 2旷）dxdy, 

(B)h = fc。 f。1 1 ydxdy 
(1 + x2 + 妒）3/2 ' 

(a)Ii = Ji3 dy f25(5x2y - 2矿）dx = fi3 (195y — 6沪）dy = 660 

(6)h = fi。� x2dx . fc。1 皇,2 = 言
(B) 用公式 (4) 将 Ia 表作下形更为简单：

(6)h = fc。 f。1 1 x2dxdy 
1 + y2 ' 

解

Ia = 1
1 

dx 1
1 

(1 + x;; 妒）3/2 ' 

因为立刻就能得到
/1 ydy = 1 _ 1 

。 (1 + x2 + 妒）3/2 y'x2+1 v"x2+2 ' 

所以
2 + 迈= In 1 +  v'3 Is = /

1 

(
1 - 1 ) dx = ln x + 尽丁

, O y'x2+1 � X 十 二 L O
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如采用另一逐次积分， 则求积时就比较麻烦些：

1 
Ia = I ydy /

1 
dx 

0 0 (1 + x2 + 妒）3/2 ' 

/
1 dx = 二 X

x=l 
= 

1 

。 (1 + 丑 ＋ 沪）3/2 1 + y2 沪 ＋ 沪 + y2 
x=O (1 + 妒）fi+yi' 

1 1 

Ia = f ydy 
= ! In y12了 - 1

o (1 + 沪） 卢 2 y2+歹 + 1 l o 

= -' ln 1 (戎 - 1)(迈 + 1) 
2 (戎 + 1 ) (迈 - 1)

°

很容易将这一答案变到前面的形状．

3) 求一立体的体积 V, 这立体下面被 xy 平面所限制 ， 侧面被平面 x = 0, x = a, y = 0, y = b 

所限制 ， 而上面被椭圆抛物面
沪
面

＋
 

沪

玩
＝
 

z
 

所限制

解 首先由公式 (2* )
V =  ff (酰 ＋ 羞） dP 

[0,a ;O,b] 

我们用公式(4*) 来计算这一积分：

V = l

b 

dy l

a 

(呈 ＋ 曷） dx = l

b 

(盖 ＋ 昙） dy = 孕 （亏 ＋ 勹
4) 同样对由 xy 平面 、 曲面 x2 + z2 = R2(z > 0) 及平面 y = O 与 y = H 所围的立体求

体积

解 如取 xy 平面上的矩形 [-R, R; O, H] 为立体的底， 则

V = 「JR
范二dxdy = 2H 『 顶二dx = 立

0 -R 0 2 

（当然， 更简单的是将这立体当作以 XZ 平面上的半圆为底的柱形．）

5) 同样对由平面 z = 0, x = a, x = b, y = c, y = d(b > a > 0, d > c > 0) 与双曲抛物面
xy 

Z = — (m > 0) 所围的立体求体积答 V =  
(d2 一 句(b2 - a2 ) 

m 4m 
6) 求证

/

1 

/

1 

(xy)"'Ydxdy = /

1

沪dy.
0 0 

二重积分中积分号下的函数， 如当 xy = 0 时给它以值 1 , 则它在整个正方形 (0, 1; 0, 1] 上

连续

我们有

1

1 

1

1 

(xy)"'Ydxdy = 1

1 

dy 1
1 

(xy)"'Ydx 
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在里面的积分中作替换 xy = t (当 y = 常数 > 0),  再行分部积分， 因而对二重积分得出表示式

［ 平 l
y

l dt = ln y· l
y 

t叶－［沪 ln ydy

前一双重代入式为零， 因为 J。y 廿dt 当 y 一 0 时是一阶无穷小0至千后面一积分， 则 由 恒

等式

(y叮 ＝ 沪 ln y + y气

它就化为积分 J。1 沪dy.

7) 求证 （对任何的 Z = 常数）

l
号

［
否

cos(2z sin ,p sin 0)心d0 = { l
号

cos(z sin 入）d入了

为达此 目 的， 将每一积分展开为 z 的幕级数 对千单积分这已经在 (440,13)] 中做过：

1 i
峦(z sin 入）心 = % { 1 + 芦-l) k

22:;;!)2 } 

二重积分中积分号下函数展开成级数
00 也

cos(2z sin ,p sin 0) = 1 + L ( ) i 
(2z) 2i 2, -1 -一 sin ,p sin 

2i! 
0, 

i=l 

它对正方形 [o, o 冗
.

7r - · -
2 2 

＇ ，  ］ 中一切值 中 及 0一致收敛． 在这一正方形内将它逐项积分， 得＠

! -J I告
cos(2z sin ,p sin 0)心d0

0 0 

= f +言-1)詈 l
号

l
告

sin2飞 sin2' 0d,pd0

但 ［参看 312(8)]

9
 

d
 
。1

 
2

 n 
i

 
s

 
3

2
 

it

l

-

2

1·
 

n

)

 

i

!

 

s

1
'．

 
、
I4

i?
 
2

 

工2

一
l
初
(

（
 

。d
.

 

互2

卫
2

－

－

 

＝
 

l
 9 
＝
 

0

d

 

d

中

中

．
1

d

2

 

O

n

 

.
1
 

.
？

S
 

2
 n

工2

.Sl
l

 

9
 

it
 
2

0

 

n

d

 

i

O
 

s
 

L̂
 

2
 n

 

互2l
.SI

 

互2

工
歹

l
l

 
＝
 

故经简单变换后，

1号 1号
cos(2z sin ,p sin 0)心d0 = f { 1 + t

(- l�言，
/

2i) !
}

＠本来， lim .!_ JY ttdt = limtt = 1 . 
y一o y t一0

＠不再加 以说明， 读者可将一致收敛级数的概念以及将它逐项积分的定理推广到级数项含有两
个变数的情形
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现在容易验证 ［参看 390,3)] , 的确，

1 + 文 仁 1) ;产 . (2i) ! oo 2k 

i=l 
2叩)4 = { 1 + 笘 (-l) k

22�（炉） 2 } 

因此， 所提出的二重积分的值可用附标为零的贝塞尔函数来表示：91) 

！号 ！ 兮
cos(2z sin ,p sin 0)心d0 = 亡 凶 (z)]2 .

0 0 4 

8) 求证对任何 k(O < k < 1) 
互
2l

 

互
2l

 
心d0 = 巴 J

告 d入 7r
1 - 炉 sin2 ,p sin2 0 2 。 ✓1 - 炉 sin2 入 2

= - K(k). 

提示 将两积分按 k 的幕展开， 右端积分的这一展开式我们 已经遇见过 [440,11) ] .

9) 求证： 如函数 J(x) 在区间 [a, b] 上可积， 而函数 g(y) 在区间 [c, d] 上可积分， 则 两变数的

函数 f(x)g(y) 在矩形 (P) = [a, b; c, d] 上可积 ．

提示 问题可变成函数 f(x) 及 g(y) 当 作 两 变数的 函数时＠分别在 (P) 上的可积分性． 为此，

利用在第 591 目 末所述的可积简易判定法非常方便
注意， 此处

几） f (x)g(y)dxdy =尸{J
b 

f(x)g(y)dx 

� [ g(y) (t 
f(x)dx } !. � [  f(x)dx· [ g(y)dy 

故二重积分这里就成为 两 个单积分的 乘积 ．

反过来， 有时候将两个单积分的乘积表成二重积分的形状也是有用处的 下面我们举出应用
这一思想的若干例题．

10) 求证不等式

l

b 

f(x)dx · l

b 点 � (b - a)气

其中 f(x) 是一正连续函数．
不失一般性， 可以假定 a < b. 因为积分与积分变量记法无关， 可将任一积分中用文字 y 代替

文字 x, 则不等式左端就可改写成：

I = 几停dxdy = 几仇dxdy

其中 (P) = [a, b; a, b] .  千是

I = ½ 凡 凇 信] dxdy = J 
IP) 

f2

?Jlx;1c:�
y) 

dxdy 

＠如推广第 299 目 ， II 的定理到两变数的函数上去

91)参看 440,12) .
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由 明显的不等式 2AB � A2 + B2 , 积分号下的函数 � 1, 故 ［参看 592,7°
]

I � (b - a)气

这就是所要求证的．

· 113 · 

11) 布尼亚科夫斯基不等式 我们以前已经遇到过这一不等式 [321]. 作为一习题我们将给
出 当函数 f(x) 及 g(x) 在 [a , b] 上在正常的意义下可积时它的一新的推演．

考察积分

B = J J [J(x)g(y) - J(y)g(x)]2dxdy, 
(P) 

其中 (P) 是正方形 [a, b; a, b] 解开括号，我们有 ［参看 9)]
b 

l
b b 

a l l l l B = J 广 (x)dx 妒 (y)dy - 2 J(x)g(x)dx · J(y)g(y)dy + 广 (y)dy . 护 (x)dx,

或 最后， 再利用积分与 自 变数记法的无关性：

忙 l

b b 

B = 2  a 广 (x)dx · a 护(x)dx - [l J(x)g(x)dx] } 

因为在积分 B 中积分号下的式子是非负的， 故亦 B � O, 由 此就得出所要求的不等式

[l J(x)g(x)dx] � l
b

广 (x)dx · l
b

护 (x)dx

附注 从这里，特别，前一习题的不等式也可推出 （将 J 换作 汀，g 换作 71) .
12) 切 比雪夫不等式 用同样的推理可证明不等式

l
b 

p(x)J(x)dx • l
b 

p(x)g(x)dx � l
b 

p(x)dx • l
b 

p(x)J(x)g(x)dx 

这是属千II . JI切 比雪夫的． 这里 p(x) 是正的可积函数， 而 J(x) 及 g(x) 是单调增加函数
设 a < b. 考察差

『.6. = p(x)J(x)g(x)dx · l p(x)dx - l
b 

p(x)J(x)dx · J
b 

p(x)g(x)dx. 

在两个项的第二因子中将文字 x 换作 Y, 表这一差为

现在交换 x 及 y 的地位：

.6. = l
b 

l
b 

p(x)p(y)J(x) [g(x) - g(y)]dxdy 
a a 

.6. = l
b 

l
b 

p(x)p(y)J(y) [g(y) - g(x)]dxdy 
a a 

最后，如取两式的和之半，得
b b 

.6. = 2 l l p(x)p(y)[J(x) - J(y) ] [g(x) - g(y)]dxdy. 
a a 
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因为函数 J 及 g 都单调增加， 故两方括号有同 号， 即积分号下的式子永远非负 ， 因而亦 .6. � 0, 

这就证明 了所需不等式

容易看到， 在函数 J 及 g 都减少时它也保持有效 ． 当一个减少另 一个增加时， 不等式就掉头．

13) 设函数 J(x, y) 在矩形 (P) = [a, b; c, d] 上连续 ． 以 (x, y) 表这一矩形上的任意点， 考察

由 二重积分所表的函数： X y 
F(x, y) = J J J(u, v)dvdu. 

a C 

如将它表作逐次积分的样子：

F(x, y) = J du JY 
J(u, v)dv. 

则先对 x 然后对 y 微分， 依次得＠

竺 ＝ 『 J(x, v)dv, 立 = J(x, y) OX 
C 

OXOY 

我们得到与单积分对变动上限微分定理的一类似定理． 同样亦可建立

沪F
J(x, y) . 

8y8x 

14) 设 J(x, y) 在矩形 (P) = [a, b; c, d] 上可积分 ． 如对这一函数 （这一次我们不假定非要连

续不可） 存在一 ”原” 函数 <I>(x, y) , 就是说

护 <I>(x, y) 
8x8y 

= f (x , y) ,  

J J f(x, y)dxdy = <I>(b, d) - <I>(b, c) - <I>(a, d) + <I>(a, c) .  
(P) 

这与用原函数表通常定积分的公式相类似
我们着手来证明 ． 将矩形 [a, b; c, d] , 如在第 594 目中一样， 分为部分矩形

[xi , X;+1 ; Yk , Yk+d (i = 0, 1 ,  · · · , n - l; k  = 0, 1 , · · · , m - 1) .  

两次应用有限增量的公式到式子

上去心将它表作

<I>(x;+1 , Yk+i )  - <I>(x;+1 , Yk) - <I>(x; , Yk+1 ) + <I>(x; , Yk) 

忙认知 ， 加）.6.xi.6.Yk = f (如 ， 加）.6.xi.6.Yk 

的样子， 其中 Xi � �让 � Xi+l , Yk ':( T/ik � Y炉1 - 对 t 及 K 相加 ， 得

汇 J(如 ， 如）.6.xi.6.Yk = <I>(b, d) - <I>(b, c) - <I>(a, d) + <I>(a, c) .  
,,k 

＠应该注意到对外面的积分来说积分号下的函数 尸 f(u, v)dv 是 u 的连续函数 (506]

＠比较在第 190 目 中 当证明两微分法颠倒的定理B守式子 W 的变换
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最后， 变到极限

可 以看见 ， 推理的结构与证明积分学中 的基本公式用原函数表简单定积分 (310] 时完全一样．

最后我们举两个有启 发性的例题 表明第 594 目中定理的条件相互无 关．
15) 如 x 是一有理数， 则将它表作正分母的既约分数后 ， 表分母为 qx . 在正方形 (P) = 

[O, 1 ; 0, 1] 上定义一函数 J(x, y) ,  令 ：

1 1 
J(x, y) = — + — ， 如 x 及 y 都是有理的，

qx qy 

J(x, y) = 0 , 在其它情形

函数在正方形中有理坐标的一切点处不连续， 而在其余的点处连续．
因为 ， 不论 c > O 是怎样一个数， 只有在有限个点处可能 f > €, 故在第 589 目中所建立的

可积条件适合© 而二重积分 ff J(x, y)dP 
(P) 

存在 但等于 0.

对无理的值 y 函数 J(x, y) 对所有的 x 为 0 , 所以

/

1 

J(x, y)dx = 0. 

1 1 而如 y 为有理时， 则对无理的值 x, J(x, y) = 0 ,  对有理的 x 有： J(x, y) = — 十 一 ． 这个 x 的函
qx qy 

数在 x 的任何区间上有振动 ＞ — , 因此， 它 对 x 的 积分不存在． 这就是说， 不可能来谈逐次积分
qy 

同样可证明积分

g

dy

 

切

d
 
、．
丿y

 
,

x,
 

（
 
f

 

位`f
 
1

 l
 

1
 l

 x
 

dy

d

 

1
 l

 

1
 l

 
也不存在．

16) 现今在正方形中所有点其坐标 x, y 为有理且 qx = qy 时 J(x, y) = 1, 在其它的点处

J(x, y) = 0. 

因为在正方形的任何部 分 内 ， 函数 J 的振动等于 1, 故二重积分

, J(x, y)dP 
(P) 

这一次不存在
同时对固定的 y, 函数 J(x, y) 或恒等千 0(如 y 为无理） 或仅对有限个值 x 可能异千 0(如 y

为有理） ． 在这两种情况下，

/

1 

J(x, y)dx = 0, 

＠这一点不对， 事实上 J 可 以在无穷多个点上 > c. 但下面的二重积分还是存在的， 这是因为， f
的不连续点只有 ＂可数多个＂ ， 所以其面积为 O; 由 590 目 II, 便得所要结果 － － 译者．



· 116 · 第十六章 二重积分 [596] 

就是说 逐次积分

存在 同样， 积分

0
 

0
 

＝

＝

 

y
 
d
 
）

 

dx
 

、`，＇y

y

 

5
 

（
 

5
 
（

 
f

f

 

1
 l

 

1
 l

 
y

x

 

d

d

 

ll
ll

 
也存在 ［比较 528] .

596. 在曲边区域的情况下化二重积分为逐次积分 考察一 区域 (P) ' 其上下

由两连续曲线

d ,...  _ _ _  _ 

。 a
 

y - Yo (x) , y = Y (x) (a ::;; x ::;; b) 

所 限制 两侧 由两纵坐标 x = a 及 x = b 所限
制 （图 39) . 则类似于第 594 目中的定理，下一
定理也成立：

定理 如 对 定 义 于 区 域 (P) 上的 函 数

J (x, y) ,  二重积分

, f (x, y)dP 
(P) 

存在， 又对 [a, b] 中每一 固 定值 x 单积分
b X 

图 39

I(x) = J
Y(x) 

J(x, y)dy 
Yo(x) 

也存在， 则 逐次积分

J
b 

dx J
Y(x) 

f (x, y)dy 
a Yo(x) 

也 同 样存在， 且等式

几） f (x, y)dP = 尸 J
Y(x)

f (x, y)dy 
a Yo(x) 

(6) 

成 立．

证明建立在将这种情况化为在第 594 目中所讨论过 的情况． 令 c = mina::;;x,:;;b 

Yo (x) , d = maxa伞幼 Y(x) ( 参看图 39) , 将 区域 (P) 包在矩形

(R) = [a, b; c, d] 

内，并用下法在这一矩形上定义一 函数 f* (x, y) :

f* (x, y) = { J (x, y) ,  如点 (x, y)属 于 区域 (P) ,
0, 在矩形 (R)的其它点 处．
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我们来证明 这一 函数满足第 594 目定理的条件

首先 它在区域 (P) 上可积 ， 因为它在这里与假设的可积 函数 J(x, y) 相 重合 ； 显

然 ff f* (x, y)dP = ff J(x, y)dP. 
, (P) (P) 

另 一方面 ， 在 (P) 的外面 f* (x, y) = 0,  因此在矩形 (R) 的余下部分 (Q) = 

(R) - (P) 它就可积© 且 ff f* (x, y)dQ = 0. 
(Q) 

则 由 592,2° , 函数 f* 在整个矩形 (R) 上可积且

, f* (x, y)dR = ff f(x, y) dP. 
(R) (P) 

对 [a, b] 上的 固定值 x, 积分

I

d 

J* (x, y)dy = 
I

Yo

(
x) 

J*dy + 
I

Y(x) 
f*dy + I

d 

J*dy 
Yo (x) Y(x) 

(7) 

存在， 因 右端三积分都存在．事实上， 因为在 y 变化的 区间 [c, Yo (x)) 及 (Y(x), d] 内
函 数 f* (x, y) = 0, 故第一个及第三个积分存在且等 千零． 第二个积分与 函数 f(x, y) 
的积分相同：

£:��

) 
f* (x, y)dy =

£:��

) 

f(x, y)dy 

因为对千在 伽 (x) , Y(x)] 上的 Y, f* (x, y) = f(x, y). 最后

J

d 

f* (x, y)dy = J

Y

(
x) 

f(x, y)dy. (8) 
Yo

(
x) 

由所提到的定理 对 函数 f* 逐次积分也存在， 且等千二重积分 ［参看 594(4)] :

II 

b d 

(R) 
f* (x, y)dR = 1 dx l 厂 (x, y)dy

注意 (7) 及 (8) , 可以看见， 这一公式相当于公式 (6).
如 区域 ( P )是另 一类型的曲边梯形， 由曲线

x = xo(y) , x  = X (y) (c � y � d) 

及直线 y = c, y = d 所围成 则代替 (6) 我们得一公式

几） f(x,  y)dP = l
d 

dy I
X (y) 

f(x,  y)dx,  
xo (Y) 

这时假定了与二重积分同时 ， 当 y = 常数时对 x 的单积分存在．

©它在这一 区域边界上的值不发生作用， 参看 592,1° .

(6*) 
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附注 如 区域 (P) 的边界与纵轴的平行线也好， 与横轴的平等线也好， 都只交于
两个点 （例如 ， 如 图 40 中所画 出 的情形）， 则 当所述条件适合时 所提到 的两个公式
都可应用． 将它们相 比较， 得等式

l
b 

dx fu:��
) 

f(x, y)dy = 尸 1:��
)

f(x, y)dx (9) 

它有特殊的重要性 ． 这与第 594 目 中公式 (5) 相类似

如 函数 f(x, y) 在区域 (P) 中连续， 则二重积分及单积分都存在， 视区域 (P) 的
类型， 可在计算二重积分时利用公式 (6) 或 (6*) .

在边界较复杂时通常将区域 (P) 分成有限个上面讨论过的类型的部分 ［例如， 图
41 中 的图形 (P) 被直线 x = a 割成三部分： (Pi) ,  (P2) ,  (氏） ］ ． 然后 由 592,2° , 所求积
分可表作分别展布在这些部分上 的积分的和； 它们的每一个都可按照刚才所述的来
计算

y
 

。 。 X 

图 40 图 41

一般情形， 因 为我们要将问题变到第 594 目 的定理 也是把所考察的图形分成
矩形元素， 作为论断的基础． 与此相关， 这里关千二重积分的记法常常就用记号

, f(x, y)dxdy; 
(P) 

乘积 dxdy 象征元素矩形的面积．
由 此也可了解记号

1

b 1: 厂：
沈

)

)
fdydx 或 1

d

1:::

) 

f dxdy 

597. 例 1) 计算二重积分

I = ff 归声声P,
(P) 

其中 (P) 是半径为 R 中心在坐标原点的圆 （图 42).
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解 区域 (P) 的边界方程为 泸 ＋ 沪 = R气 于是 y = 土vR2 - 正 显然， y = +vR2 - x2 

是上半圆周的方程， 而 y = -vR2 - 沪 是下半圆周的方程． 因此， 对在区间 [-R, R] 上的一常数
x, 变数 y 自 -vR2 - 正 变到 +vR2 - 沪 ． 由 公式 (6)(考虑积分号下的函数对 y 是偶 函数） ．

I =  JR 
dx J十二勹友二dy = 2 『 顶二dx �了 沪dy

- R -二 -R
l 

算出 里面的积分：

厂勹2dy = � (R2 - X瑁
冉算 出 （又考虑偶函数性质）

2 R 4 R 
I =  3 仁 = 3 .l (R2 

- x宁dx = 巨
完全同样地可按公式 (6*) 进行计算．

-R 

y

l
 

R x  

。 X 

图 42 图 43

2) 计算

K =  II 曰 + y)dxdy, 
(A) 

如 区域 (A) 由 二抛物线 : y = 沪 及 沪 = X 所围成．

解 为了得到这区域的大概样子， 作一草图也是有用的 联立解抛物线方程， 求出它们的交点

(0,0) 及 ( 1, 1) ( 图 43) .
如果外层的积分对 y 进行， 则 y 变化的区间显为 [O, 1] 在这范围内取一 y 的任意值后 ， 由 图

可 见 ， x 自 X = 沪 变到 X = ✓歹． 由 公式 (6* ) ,

K = 
1

1 

dy lv'Y 
(x2 + y)dx . 

计算出里面的积分：

厂 (x2 + y)dx � 已 + yx 
x=

汀 ＝ 胪 － 扣 - y
3 

沪 x=沪
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再算出外面的：

K = /

1 

(±y! - _! 沪 - y3) dy = 33 

。 3 3 订5

3) 计算积分

J = / / xydxdy, 
(D) 

其中(D) 是由坐标轴及抛物线 vx + 迈i = 1 所围的区域 （图 44).
解 我们有：

(1 - 石）2

J = 1 xdx 1 ydy = 2 1 x(l - 石)4dx = 命
X 4) 计算积分 l = ff 飞dxdy, 其中 (C) 是由直线 X = 2, y  = X 及双曲线 xy = 1 所闱的

区域.
(C) y 

解 将这些线画在图上 （图 45). 很容易得出方程的公共解来： 直线 x = 2 交直线 y = x r
点 (2,2) , 交双曲线 xy = 1 千点 (2, 一 ， 而直线 y = x 及双曲线 （在所讨论区域所在的第一象限
范 围 内） 交十点 (1 ,1 ) .

2) 

y

l
 

I
l
I

 

I

/

 

／
 ／

 

y

2

l

ll
2
 

。 I X 。 2 X 

图 44 图 45

如用公式 (6) 来计算积分 I, 则外面的对 x 的积分就必须在区间 (1, 2] 上进行． 当 固定 X T
这一区间上时， y 的变化范围为 y = - 及 y = x. 这样，

X 

I =  
1

2 

dx Ix 三dy
1 y 

『 ;dy = - 亡
y=x

= x
3 - x, 

点 y y 
y=令

所以

I =  J (x
3 - x)dx = - . 

9 
4 

在以前各例中按公式 (6) 或 (6*) 计算时同样简单， 在现在这一情况下事情就不同了 ： 按公式

(6* ) 来计算就要麻烦些 然而我们依然来做做看， 因为要作为一教训来弄清楚所以如此的原因何
在．
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平行千 x 轴的直线交区域的边界千两点， 故公式 (6* ) 可 以应用． 但在左边限制我们 区域的
曲线 � 它相当千一般理论中的曲线 x = xo (y)� 这里由 两部分构成： 一直线段及一双曲线

段 它们是用不同的方程来表示的． 换句话说 所提到的函数 xo(y) 在区间 [- , 2 的不同部分内
由不同的公式给出来． 即

2 ] 

叩） � { ::

，
 

2
 

1
 

<]

＜[
 

y
 

y
 

<]

＜[
 

1-
2
1
 

nH
nu}

 

女

女

区域右面被直线 x = 2 所限制． 故较方便地是将对 y 的积分拆开并表 I 为下形：

I =  /2

1 

dy /4

2

�dx + J
2 

dy i
2

�dx 

因为 启：dx = � -
� 

y 

/
2 

;dx = 主 ＿ 也

y y 3y2 3 , 

I =
/

1

( � - 卢） dy + 1

2 

(� - 飞） dy = 启 + � = �
在类似的情况下必须考虑到， 在二重积分的两种可能计算方法中 自 然是取比较简单的．
5) 计算积分：
(a) Ii = JJ

(Q
i ) cos(x + y)dxdy, 

(6) I2 = Iii心） (2x + y)dxdy, 

(B) h = JJ (x + 6y)dxdy,  
(Q3) 

其中 (Q1 ) 是由 直线
x = O, y = x, y = 'Tr 

所围的三角形，(Q2) 是由 坐标轴及直线 x + y = 3 所围的三角形， 而 (Q3) 是由 直线

y = x, y = 5x, x = l 

所围的三角形
提示 在 (a) ,(6) 的情形下 ， 用公式 (6) ,(6* ) 中哪一个没有什么 区别；在 (B) 的情形下用公式

(6) 较方便些（为什么？ 作图！）
27 

答 (a)Ii = —2; (6)h = - · (B)h = 25-.  
2 ' 3 

6) 计算积分

I =  II 石二2dxdy,

展布在由 直线 y = 0, X = 1, y = X 所形成的三角形上．

解 由 公式 (6),J = Ii。� dx fi。� ✓石�萨dy; 里面的积分等千

X y y=x 邓 7rl 应了dy = 炉心二+ 2x2 arcsin 式。 ＝ （了 + 3) 沪

最后 I = ! ( � 勹
3 2 3 
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用公式 (6* ) 也可 以来计算， 但在这一情况下我们就会陷入较 困 难 的 求积 法中去了． 在选择计
算方法时也应注意到类似的情形

有时， 在 曲边区域的情况下积分极限的排列上会遇到些困难的， 关千这一点， 下列例题很什用：

7) 在下列各逐次积分中交换积分次序 ［由公式 (9)] :

4 

(a) / dx /
12x 

f(x, y)dy, 
0 3x2 

1 

(B) / dx /
3x 

J(x, y)dy, 
0 2x 

认为 f(x, y) 是连续函数．

(a) 解 积分区域由联立不等式

1 2+沪-6y- 沪

(6) / dy J f(x, y)dx, 
-7 2- 沪-6y- 沪

(r) / 
/ 

1 ✓ 了
dy f(x, y)dx, 

0 扣2

0 ,:;; x ,:;; 4, 3x2 ,:;; y ,:;; 12x 

所确定 千是首先可 以看清楚， y 的极端值为 0 及 48. 将后一不等式对 x 解出来， 当 固定 y 时求

得 x 自 —y 变到 PQ)
12 3

. 

y 
50 

40 

30 

20 

1 0  

。

从图 46 来观察这一结果还更简便些， 在 图中 画 出 了 由 直线

y = 12x 及抛物线 y = 3沪 所围的区域， 它们在横坐标为 0 及 4
的点处相交， 注意沿 x 轴取着与沿 y 轴不同的刻度

答

尸 I古:: fdx

(6) 提示 积分区域是 由圆周

(x - 2)2 + (y + 3)2 = 42 

所围起来的．

答
2 3 4 X 

图 46

(B) 解 积分区域由 联立不等式

/

6 

dx i
-3十二二 fdy.

-2 -3-y'12+4x 一 丑

0 ( x  ( 1, 2x ( y  ,:;; 3x 

所确定， 千是算出 y 的极端值 ： 0 及 3.
解出后一不等式， 可 以看见 也 ( x ( 也 ． 但对 y > 2, 极端 也 已越出区间 [0,1] , X 的变化一

3 2 2 
直受这区间限制的 ． 因此， 当 O ( y ( 2 时变量 x 自 也 变到 也

3 2 
， 而当 2 ( y ( 3 时， 自 也 变到 1.

3 
如观察到积分区域是由 直线 y = 3x, y = 2x 及 x = l 所围成的三角形 （作图！） ， 则特别简单

地从几何上可得出这一结果．

©这两数都不越出区间 [0,4] 的范围1
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答 我们得到两 个逐次积分的和：

1

2 

dy /2:
Y fdx + 1

3 

dy /2: fdx (比较 4) 及 5) ( B ) ) .

(r) 答 我们得到三 个逐次积分的和：

l 古
d.r,厂 fdY + /2

_;, 

dx [ f dy + I
迈

戎 dx 厂互
fdy

8) 将下面的式子写成一个逐次积分的样子：
1 

(a) / dy J
Y 

f(x, y)dx + /

3 

dy /
1 

f(x, y)dx 。 令沪 1 沪
7 3 

(6) 
/ 

/ 

9 10-y 

3 
dy

�
f(x, y)dx + 1 dy /4 f(x, y)dx 

答 (a) Ji。� dx 广-./x f dy; (6) fi3 dx 且o
-x

fdy , X X 

（建议在所有情形下都作图）
9) 求证： 积分学中常用的表明 由 x 轴 、 纵坐标 x = a, x  = b 及曲线 y = f(x) (其中 f � 0)

所围的曲边梯形面积的公式

P = J f(x)dx 
a 

是显明等式

P =  f lP) dxdy 

的一推论．

提示 利用公式 (6) .

10) 求证公式

lb 
dx lx 

f(x, y)dy = lb 
dy lb 

f(x, y)dx (10) 3
 

I
I
I
I

 

，
 
－

／
 /

 

三
/
 

＿
 

y

a

 

其中 f(x, y) 是在 由 直线 y = a, x = b, y = x 所 围成的三角形

(�) 上连续的任意函数．

提示 参看图 47; 利用公式 (9) , 亦即令区域 (�) 上的二重 。
积分所化成的两个逐次积分相等．

所证明的公式通常与狄利克雷的名字联在一起；它有各种不
同的应用， 特别是在沃尔泰拉(G.Volterra) 的所谓积分方程理论中有许多应用．

1 1) 借公式 (10) 容易证明

「 『心 (t1 - t)九 一

勹(t)dt = 上 (x — t)九一 1 f (t)dt. n - 1  i 
逐次应用这一公式得出结果：

a b X 

图 47

i
x 

dtn- 1 i
tn-

t dtn-2· · ·
.
[

1 

J(t)dt = 
(n

�
l)!  

i
x 

(x - t)勹(t)dt

n 
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这在以前 [511 , 12)] 用别的方法已证明过．

12) 假定 p � l 及 q � 1心 计算积分

由 公式 (5) 我们有

I = J J xp-l yq- 1dxdy. 

x:)O,y:?,O 
x+y� l 

1 --x 1 
I = l xp-1 dx l yq- l dy = 

q l 产 (1 - x?dx = iB(p, q + 1) 

最后 FF 产y'- ',hdy ~ r�u:>:�\) 
X?D,Y?D 
x+y� l 

这一公式是属千狄利克雷的， 式中 r(p) 是 r 函数．

13) 假定 p ;;,, 1, q � 1, r � 1癹 计算更一般的积分

开始， 与上面一样，

J = II xp- 1 厂 ( 1 - x - yr-1dxdy. 

X?0,y?0 
x+y� l 

1 1 -x 
J =  I xp-1 dx I 厂 (1 - X — Yt-1dy. 

0 0 

再用替换 y = ( l - x)t 将里面的积分变换， 结果得：

J = i 产 ( 1 - x)q+r-Idx fo
l

尸 (1 - tr- 1dt 

= B(p, q + r)B(q, r) = 
r(p)r(q订(r)
r(p + q + r) · 

14) 计算较前面更广的积分：

K = II 
X?0,Y?0 
x+y,;; 1 

xp~lyq- l ( l  - X - yr~ 1dxdy 
(ax +  f]y + 1)PH十T

（其中 a, � � 0, 1 > 0, 此外， p � 1, q � 1, r � 1) .CD

变成逐次积分， 得

K = 
/

1 
xp-ldx 

1 -x yq-1 ( 1  - X - Yt-1 
dy, 

0 
1 回 ＋ 匆 + ,)vH+r

(597] 

©这里我们作这种限制 只是为了避免积分号下的函数变成无穷， 以后 [617, 14)] 限制要放松
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再经替换 y = (1 - x)t 后，改 变积分次序：

K = J
l 

tq- 1 ( 1 - w- l dt /
1

产 ( 1 - x)q+r-l 
dx 。 。 [ax + (3t(l - x) + 冲Jv+q+r

为 了 计算里面的积分， 利用一 已经知道的结果 [534,2)] . 则

K = r(p)r(q + r) . 1 
/

1 
tq- 1 (1 - w-1 

r(p + q + r) 伈 ＋ 叩 。 ((3t + 'Y)q+r 

冉运用同一结果， 最后：

r(p)r(q + r) . 1 r(q)吓） 1

dt, 

K =  
r(p + q + r) (a 十 'Y)v r(q + r) (f3 + "!)吓

= r(p)r(q)吓） . 1 
r(p + q + r) (a + 'Y)P(/3 + "/)q-yr

. 

· 125 · 

15) 设 函 数 f(x, y) , g(x,  y) 在有界闭 区域 (D) 上连续， 且 函数 g 的最小及最大值设为 m 及
M; 设 叩） 表一 函数， 对 m 釭 ( M 连续．

以 心(u) 表积分

J J f(x, y)dxdy 
rn�g�u 

展布在区域 (D) 的适合所示不等式的那一部分心
则卡塔兰 (E. Catalan) 公式成立：

ff f(x, y)<p(g(x, y))dxdy = 『 叩）d心(u) ,
rn 

m釭�M

其中右端的积分是在斯蒂尔切斯意义下取的．
因 为连续函数永远可 以表作两正的连续函数的差， 故在证明这一公式时我们可以简单地认为

函数 J 是正的
将 区 间 [m, M] 任意地分为许多部分：

m = uo < 如 ＜ ． ． ． ＜ 拓 < u,+1 < · · · < 匹 = M,

与此相应， 我们就将所提出 的积分 （将它表作 I) 拆开：

n- 1 

I = 笘 JJ f · <p(g)dxdy 

也 �g�田+1
n- 1 

心 <p(g(�; , r-,; ) )  J J f(x, y)dxdy. 
i=O 也�g�u;十1

©我们假定， 方程 g(x, y) = u 表一闭 曲 线92) 故正文 中所提到的部分区域是 由 两个这样的曲线
所限制 着 的

92)这里也隐含着所给定的 曲线面积为零的假设
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我们这里利用 了 推广的中值定理； (C , 元 ） 是能使 Ui ,,;; g ,s;; Ui+l 成立的区域93)中某一点， 故令
g(�; , 飞） ＝ 记 ， 我们将有 Ui ,,;; u: ,,;; Ui+l • 这样． 最后，

n - 1  

l = 区 叩匡） ［心（阳1) - 劝（如）］ ．

i=O 

右端的和我们知道是斯蒂尔切斯和． 当 max 6u; --> 0 时取极限， 得所需结果：
入1

I =  (S) I 叩）d心(u) .
m 

如对函数 心(u) , 有连续 （或至少绝对可积） 的导函数 砑(u) , 则斯蒂尔切斯积分就可用普通的

来代替

I = 『 叩）虾' (u)du.
m 

16) 作为一例题， 按照卡塔兰的方法， 我们从狄利克雷的基本公式 ［参看 12)] 可以推出一 个属
于刘维尔 (J.Liou ville) 的较一般的公式

特别， 取

f(x, Y) = X匹 i yq-1 , g (x, y) = x + y, 

并选取三角形 x ;;;, 0, y ;;;, O, x + y ,;;;; 1 作为区域 (D) . 则按狄利克雷公式， 当 0 < u ,;;;; 1 ,  

如） = II 产yq- 1dxdy = up+q I I xp- lyq-l dxdy 
x;;,o,y;;,o x;;,o,y;;,o 
x+y,;;;u x十Y's 1 

＝ r(p)r(q) u v+q 

r(p + q + 1) ' 

利用卡塔兰变换后 ， 我们将有

, Xp-ly飞(x + y)dxdy = r(p)国） 1 
<p(u)duPH 

r(p + q + 1) 1 
畛 O,y;;, O
叶y,;;;1

厮）r(q) ＝ 市 ／ 叩）up+q-1 du, 。
这就是刘维尔公式

17) 求 由 下列各曲 面所围立体的体积：

(a) 平面 X = 0, y = 0, Z = 0, 圆柱 x2 + 沪 ＝ 矿 及双曲抛物面 z = xy(在第一个卦限内），

(6) 平面 X = 0, y = 0, Z = 0, X + 2y = 1 及曲 面 z = x2 + y + 1 ;  

(B) 平面 y = l , z  = 0, 抛物柱 y = 沪 及抛物面 z = x2 + y气

(r) 平面 y = O, z = 
b x2 夕

0, y  = -x 及椭圆柱 - + - = l.a a2 c2 

答 (a) V = f R 
xdx f 尸 lydy = -R气0 0 

(6) V = fc。令 dy fc。�-2y
(x2 + y + l)dx = -· 1 

3 ' 

93)所提到的区域从而假定是连通的．
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(B) V = f 1 dx 止 伲 ＋ 沪）dy = 88 
105 ' 

(r) V = fi。� dx .fc。扣 2 湟二ildy = 空
a 3 

18) 同样， 对由下列各面所围 的立体：
2 2 

(a) 椭圆柱 � + i = l 及平面 z = O 与 z = 入x + µy + h(h > 0) ;  
(6) 柱面 az = y气 x2 + 沪 ＝ 产 及平面 z = O; 
(B) 被平面 z = p, z = q(O < p < q) ,  x = r, x = s(O < r < s) 在曲面 xyz = a3 上所割下的

部分 ， 这一部分在 xy 平面上的射影 以 及射影时的柱面
卷《答 (a) V = J�0 d叮 （泣 + µy + h)dy = 1rabh = Ph 一 卷 《

（如 P 是椭圆 的面积， 这一结果在几何上很明显）；

(6) V = � fc。� dy fi。二 沪dx = -4 1rr 
a J。� y2 �dy = — ·

启 a3
4a , 

(B) V = f dx J —dy = a3 In <J. In � 
号 xy p r 

19) 求旋转抛物面 沪 + z2 = 4ax 被圆柱 沪 ＋ 沪 = 2ax 所割下立体的体积 V.

解 我们有：
2a 二

V = 4 ! dx J �dy 
0 0 

在熟知的公式

J 歹二dy = 芒 arcsin 1j_ + 1j_ yb勹2 b 2 

中令 b2 = 4ax, 计算 出原函数 I J4石了， 并借它求出里面的积分：

厂二 二dy = 2ax arcsin 汇1 + i 歹

用分部积分法又得：

2a 『 x arcsin �dx = i 『 三三dx

2 . X X 2a 玉
＝ 巴 (2a arcsm — -

2 2a 2 - y4a二） I = — 
0 2 . 

最后

� 1
2a 

xyf4二五dx = 勾 ，。 3 

V = 4  (于 ＋ 扣） = a3 (加 ＋ 誓）
20) 求球 沪 ＋ 沪 + z2 = 炉 被圆柱 x2 + y2 = Rx 所割

下立体的体积 （图 48) .<D

解 我们有：

V = 4 /J 雇dxdy
(P) 

©这一立体有时候用 17 世纪意大利数学家的名字称为维维亚尼 (Viviani) 立体， 他首先研究它

图 48
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其中(P) 是 xy 平面第一象限 内 由 曲 线 x = O 及 x2 + y2 = Rx 所围的半圆， 或者

V = 4尸厂二 三dy

但

厂
二

向二dy

R2 _ 沪 ．= 
2 arcsm 

vR2 - x2 2 
y 1j_ 五亡了了 y=� 

y=O 

R2 - 卢 ．
= 

2 
arcsm � + �  哉(R - x) 石．

分部积分， 得：

½ 1
R

(R2 一 沪） arcsin r::x dx = 寄 － 春 l
R 3R2

� ½ ��
x! 

dx 

例如， 用替换 X = Rt2 容易求出后 一积分的值：

詈 2R飞 （罚 － ；） ＝ （裴 － 点） 厅，
所以

R 
2 / (R2 - 沪） arcsin x dx = ｀ 行 — 器） R

3 

其次， 不难求出，
R 卢 J (R - x) 石dx = _3_厅 ，15 

所以， 最后，

V = 4 (飞 — �) 旷 ＝ 扣国 － 扣3 _Q)

2 8 
附注 因为半球的体积是 -7r炉， 故在拿掉维维亚尼立体后所余部分的体积等于 - R3 . 有趣3 9 

的是， 它可不带任何无理性用 R 表示出来 ．

21) 计算积分

其中 (A) 是 由 摆线的一拱

Ii = ff ydxdy, 
(A) 

h = J J xdxdy, 
(A) 

x = a(t - sin t),  y = a(l - cos t) (0 ( t  ( 21r) 

与 x 轴所围起来的区域．

© 以后我们将指出计算这一体积的一个大为 简 便的 方 法[611,6)] .
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解 这一问题的特点在千区域的边界是用参数方程给出的 然而摆线上点的纵坐标 y 还是横
坐标 x 的单值连续函数： y = y(x) , 所以， 变到逐次积分时， 由 一般公式我们有

Ii = _fo
加R

dx 1
y (x) 

ydy = � 1
加R

沪(x)dx

为 了 避免未知函数 y(x) 而 回 到 已 知函数， 我们作替换 x = a(t - sin t) . 则 y(x) 应该用

a(l - cos t) 代替， 因而得到

Ii = � 「 式1 - cos t)2da(t — sin t) = 牙 fo
2

" (1 - cos t)3dt = 产

同样，

22) 计算积分

2 3 h = 31r a . 

K = J f xydxdy, 
. (B) 

其中 区域 (B) 是 由 坐标轴及星形线的一部分

所围起来的

答 K
80 

R4 . 

3 • 7r 
x = a cos t, y = a sm3 t (0 ( t  ( 2) 

598. 力学应用 所有的儿何及力学扯， 与某一图形 (P) 上平 面地连续分布的质量有关而且
在 区 域 中 为 可加的 函数时， 原则上可表作取在这一图形上的二重积分 ． 在第 593 目中我们已经详细
讨论到这一问题 ． 特别， 我们 已看见过， 分布质量的大小本身可 由 已知的分布密度 p(M) = p(x, y) 

表为：

m = II pdP. (11) 
(P) 

这里我们想简略地说明 一下通常如何得到这种类型的公式． 这里思想的条理与在定积分的应

用 ［参看 348] 时相同

在图形 (P) 中取出一元素部分 (dP) , 作一使计算简化的假定， 例如， 整个这元素的质量集中
在一个点， 或质量分布的密度在这元素的范围 内 是常数， 这就可使对所求量 Q 的元素 dQ 给 以一

形如

dQ = q(M)dP 

的近似值， 正确到一高于 dP 的阶的无穷小， 则 Q 的准确值就可表作公式

Q = I I q(M)dP. 
(P) 

可 以用两种方法建立这一公式 （如在 348 中那样！）．
首先， 将元素 dQ 的近似式加起来， 可得出积分和形式的量 Q 的近似值， 而变到极限时就可

得到已经是和的极限形式亦即积分形式的准确值 Q 了 ．
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另 一方面， 由 元素 dQ 的表示式本身就可作出结论： q(M) 是量 Q(在点 M 处） 的 “对区域的
导数” ， 于是， 由 第 593 目中所述 又可推得同一结果

容易观察到， 例如， 对坐标轴的元素静矩及元素惯矩为

千是对这些矩本身立刻得到

dMx = ypdP, dMy = xpdP, 

dlx = y2 pdP, dly = x2 pdP; 

Mx = Jf(P) ypdP, My = Jf(P) xpdP, 

Ix = Jf(P) 沪pdP, Iy = ff(P) x2pdP. } 

现在用普通的方法可得到图形亟心的坐标 ：

ff xpdP 
� = (P) 

m ' 
JI ypdP 

r-, =  (P) 
m 

在均匀 图形的情况下 ： p = 常数， 这些公式就可简化

� =  
ff xdP JJ ydP (P) (P) 

p , rJ = p 
在各个简单的情况下， 用二重积分也可概括一些对立体的亦即对柱形长条的类似问题 ．

(12) 

(13) 

(14) 

设 已知这样一长条， 由 曲 面 z = z(x, y) , 它在 xy 平面上的射影 (P) 及母线与 z 轴平行的射

影柱面所围起来的 例如， 如要确定均 匀 条子 （为简单起见假定立体的密度等千 1) 的静矩 Mxy ,

则我们就设想这一条子是由许多以 dP 为底 以 z 为高的细条构成的 细条对于 xy 平面的静矩等
千它的质量或在所给情况下，也就是 体积 zdP, 乘上 自 这一平面到它的重心的距离， 亦即乘

上 -z. 这样， 元素静矩为
2 

1 
dMxy = -z2dP, 

2 
于是， 对所有的细条子相加， 得

同样， 可建立公式

Mxy = ½ // 
z2dP. 

( P) 

Mzx = J J yzdP, Myz = J J xzdP. 
(P) (P) 

由此容易得出长条重心的坐标 C可, ( 的表示式：

� 
Myz Jf(P) xzdP 

＝ ＝  
V V ， 等等

同样可推演出长条对 z 轴的惯矩 L 及对坐标面的惯矩 fyz , I正

(15) 

(15a) 

Iz = /I
P)

伲 ＋ 沪） zdP, Izx = I IP)
沪zdP, fyz = J I

P)
产zdP, ( 16) 

并且很清楚，fz = fzx + fyz • 
如质量分布的空间密度 p 不是常数， 但仅与 x, y 有关 （即 沿 细条总是常数） ， 则与前面一样 可

用二重积分来处理． 但是， 在一般情形下， 当 p 也与 z 有关时， 二重积分就不够， 而必须要用到三
重积分 ［参看 649] 了．
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599. 例 1) 设图形 (P) 是由 曲线 y = f(x) , x 轴的一段及两纵坐标 x = a 与 x = b 所围
成的一 曲边梯形， 又设沿这一图形所分布质拭的密度为 1. 试求静矩 Mx 及 My .

将公式(12) 变成逐次积分， 我们将有：

Mx = J IP) 
ydP = l

b 

dx 1
f (x) 

ydy = ½ l
b

广 (x)dx

My = f!P) 
xdP = l

b 

xdx 1
f(x) 

dy = l
b

订(x)dx

或更简单地，
1 

Mx = 2 1 沪dx, My = 1 xydx, 

我们 回到了 以 前就得到过的 (351] 静矩的表示式．
建议读者重复对惯矩Ix 及 儿 的这些计算．
2) 柱形长条(V) 以平面图形 (P) 为底 ， 而上面被一任意平面 (K) 所限制． 求证： 立体体积 V

等于底面积 P 与通过底的重心到平面 (K) 为止和底面相垂直的垂线的乘积．

如坐标轴放着与通常一样 （图 49) , 平面(K) 的方程为

z = ax + by 十 c,

则 由 第 586 目 公式 (2* ) ,

V = ff (ax + by + c)dP 
(P) 

= a f IP) 
xdP + b f IP) 

ydP + c f IP) 
dP 

= (a� +  b'f/ + c)P = Pk. 

3) 求证： 如在图形 (P) 的平面中取两相距 h 的平行轴 x

及 x', 且第一个轴通过图形的重心， 则图形对这两轴的惯矩 以
关系式

。 X 

图 49

Ix, = Ix + h2 m 

相联， 其中 m 为图形的质量
取 x 为横轴， 我们有

// 
Ix, = (y - h) pdP = Ix - 2hMx + h m. 

(P) 

因 为 由 假设 Mx = D, 故得所需的等式．
4) 一质点的极惯矩就是点的质量与它到极的距离平方的乘积 容易 明 白 什么是一平面图形的

极惯矩

将极放在坐标原点 0, 求证极惯矩

Io = Ix + Iy , 
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5) 设在 xy 平面中 已 给一任意图形 (P). 试求这一图形对一与 x 轴夹角为 0 的任意轴 Ou

的惯矩一般表示式 （图 50).
如取轴 Ou 及垂直于它的轴 Ov 为新的坐标轴， 则如大家所知， 新坐标 u, v 与旧坐标 x, y 以

关系式
u = x cos 0 + y sin 0, v = -xsin0 + y cos 0 

相联系 ． 故

lu = ff v2pdP 
(P) 

= COS2 。 几） y2 pdP - 2 sin 0 cos 。 几） xypdP.+ sin2 0 f /P
) 

x2pdP 

y
 

cos2 0 及 sin切 的系数， 可 以 看出来， 是对坐标轴的
惯矩 Ix 及 ly , 但除此以外还遇见了一量

Kxy = J J xypdP, 
(P) 

称为离心矩 ［参看下面第 7 题］或惯性积． 因此，

lu = Ix cos2 0 - 2Kxy sin 0 cos 0 + ly sin2 0 . ( 17) 

图 50

为了清楚说明 当 轴 Ou 转动时图形的惯矩变化情形，
我们这样来做． 在轴 Ou 上截取一线段

1 ON = -
汇

（参看图 50) 并考察这样所得点 N 的几何轨迹， 如 以 x, y 表点 N 的坐标， 则

x = 0N cos 0 = cos 0 
汇

＇ y = 0N sin0 = sin0 
． 

汇

以 儿 除关系式 (17) , 得到所述的几何轨迹的方程：

Ix沪 - 2Kxyxy + ly沪 = 1. (18) 

推广布尼亚科夫斯基不等式到二重积分的情形， 容易看见， 判别式

lxly - K;y > 0, 

故曲线 (18) 是椭 圆 ． 它称为惯性椭圆

如 Kxy = 0, 方程 (18) 就有形式

lx x2 + ly沪 = 1. 

这就证明 了， 在这一情况下坐标轴就是惯性椭圆的轴 （主惯性轴） ．

6) 关于离心矩 Kxy , 求证：
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(a) 如两轴之一 ， 例如 y 轴， 是图形 (P) 的对称轴及其上面分布质量的对称轴 心 则 Kxy = O; 
(6) 如坐标原点是图形的重心， 又过点 01 (a, b) 引平行于原来的轴的直线轴 01x1 及 01 初 （图

51) ,  则

Kx1 y1 = Kxy + ab· P. 

如 Kxy = 0, 这公式就具有特别简单的样子， 即 ：

Kx, y, = ab · P. (19) 

7) 设连续分布有质址的平面图形 (P)(图 52) 以角速度 w 绕 y 轴旋转． 试确定这时所发生的
离心力 F 的总大小及其对 z 轴的矩 M.@

Y I Yi y 
a 

b 
XI 

X (1) 

z
 

图 51 图 52

对元素 pdP 离心力等于
dF = w2xpdP 

（当 x > O 时朝向 一边， 当 x < O 时朝向另 一边） ， 而它对 z 轴的矩

dM = w2xypdP. 

由此， 相加：

F = w2 J J xpdP = 忒My ,
(P) 

M = w2 ff xypdP = w2K劝
(P) 

因此， 当 w = l 时， 最 Kxy 是离心力矩； 于是名 叫 “离心矩" .

要离心力在旋转轴上的作用等于零， 必要且充分地需等式

My = 0, Kxy = 0 

适合．
第一式就是说我们 图形的重心必在 y 轴上， 而第二式是说这一轴是主惯性轴． 因此， 离心力

仅当旋转轴是图形的中心主惯性轴之一时就对旋转轴不发生任何作用．

©故 p(-x, y) = p(x, y) 
©对其它轴的矩显然等于 0
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8) 考察一由平面图形 (P) (图 53) 绕一与它不相交的 y 轴旋转而得的立体． 求它的体积及它

的重心 c· .
量一 - - - 、

，， ，， 、
I I I I 

I I 
I C* ， I I 

/ 
r,* 

＼ ， ，， 、

）。 X 

z 

图 53

解 我们先取一 由 图形的元素 dP 所描画出的元素环， 它的体积可取为等于高为 21rx 底 为
dP 的柱形的体积， 故

dV = 21rx· dP, 

V = 271' J J xdP = 271'玑 = 27l'� · P, 
(P) 

其中 My 是我们 图形对 y 轴的静矩， 而 g 是 自 这一轴到图形重心 C 的距离 因此， 我们又得到r
古尔丹定理 [351] , 但这一次是对由任意边界所围成的图形．

刚才所谈到的元素环对于 XZ 平面的静矩显然等于

dM = ydV = 21rxydP, 

故
M = 21r J J xydP = 21rKxy 

(P) 

因此， 重心 c· 的坐标 y = 'T/* 等于

'T/. = 
M K劝
V M

. 

9) 应用这一公式到图形 (P) 是一直角三角形 （图 54) 的情形

如图中的记法，
bh 

I 
bh(3a + b) 

· 
凡 ＝ 了 (a + 3叶 = 6 

（因为三角形重心的位置大家都知道）． 注意到三角形斜边的方程：

h 
y = b (a + b - x) . 

我们求得 K
bh 2 (4a + b) h 4a + b 

xy = 
24 · 千是， 由 (20) , 'T/* = - · 一—-

4 3a + b· 
h 

可以看见， 这一坐标与三角形本身重心的坐标 'T/ = - 不 同
3 

(20) 
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10) 求证： 如被旋转的图形有一平行于旋转轴的对称轴 （图 55) , 则必

'T/ = 'TJ, 

y
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图 54 图 55

亦即， 立体的重心与平面图形的重心有同一高度．
提示 如考虑到 K叫y' = o, 这可 由 (20) 及(19) 得出来 ［参看 6)(a)].
11) 求证：在 同 样的假定下，将所考察的图形旋转后所得立体对旋转轴的惯矩可用公式 l =

2式(eP + 3片 ） 表示出来
12) 应用公式(15) 及(15a) 到下一特殊情形： 设长条的底是一矩形 [O, a; O, b] , 长条的一面为

椭圆抛物面 2
-

q
 

y
2

 

＋
 

沪一
初

＝
 

z
 

所限制

答 � =
3a2q + 2b2p a 2a2q + 3b2p b 9a4q2 + l0a2b2pq + 9b宁 1· 一 ， 'f/ = . 一 ( = . — 
正q + b2p 4 a2q + b2p 4 ' 吐q + b2p 60pq ' 

13) 求截头圆柱的重心 [343,8) ; 图 56] .
解 用图中的记法， 截面方程为 z = ky, 其中 k = tg a, 这里半径为 a 的半圆周 沪 ＋ 沪 = a2 

所围的半圆起 (P) 的作用． 我们有：

Mzx = II yzdP = k I I a � a 

沪dxdy = 辈 I (a2 - 沪） � dx = 巴 ka4

(P) -a O 0 8 

Mxy = � f  I z
2dP = 色 II yzdP = 工 归， Myz = 0. 

. (P) 2 p 16 

因为体积

，
 
3
 a

 
k

 
2-
3
 

＝
 

v
 

3 3 
� = 0, 'TJ = -1ra, 16 

( = -1rka. 32 
14) 同样， 对于椭球体

1
 

<、己
2c

＋
 2

 
坠
b

2
 ＋

 

沪一2a
含在第一卦限内的部分 （图 57) .
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z
 

X X 

图 56 图 57

解 区域 (P) 是 由 坐标轴及椭圆

b y =  - ✓i了二百
a 

(0 ,::;; X ,::;; a) 所围起来的， 椭球表面方程的显式为

z = cF-言
由 公式 (15) ,

归 ＝ 沪 1a
dx 1b三

(1 — � - ,) dy 

= � J
a

(a2 _ 沪） � dx = 点abc2

。

图 58

同样
71' 2 71' 

Myz = — a be, Mzx = —  2 ab c. 
16 16 

同时体积
71' 

V = -abc, 
6 

� = ¾a, 'TJ = ¾b, ( = ¾c 

15) 试求一高为 h 半径为 a 的圆柱对通过其轴的任一平面的惯

矩 （图 58) .
解 选取坐标轴如图所示， 由 公式 (16) 的第二个我们有

a � 
fxz = I I沪zdP = h I dx I 沪dy

-a - � 

＝ 产 l
a

(a2 - X埽dx = �ha4 

。
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16) 试求椭球体
沪 沪 z2

忑 十 萨 十 声 = 1

的惯矩 lz .

解 可 以 限千讨论椭球体的一个卦限 （图 57) , 再将结果乘 8. 这时区域 (P) 是椭圆

1
 

＿＿
 

沪
萨＋

 
沪
一2a

的一象限

我们有

丛 � s/L, 矿,dP � 宁 ［沪dy [R 产 (1 - f,) - x'dx 

b 

= 21rac I y2 (1 y 2 4 3 - —) dy = —1rab c. 。 胪 15

同样，
I 4 

yz = -1ra3bc. 
15 

最后，
4 

lz = fzx + fyz = -1rabc(a2 + b2) . 15 

§3. 格林公式

6 00. 格林公式的推演 在本目中我们建立联系二重积分与曲线积分的一非常

重要的公式．

考察一 区域 (D) 由闭路 (L) 所 围的一

“曲边梯形＇ （图 59) , (L) 是曲线 Y y=Y(x) 

(PQ) : y = Yo (x) , 
(a � x � b) 

(RS) : y = Y(x) 

及二平行 于 y 轴的线段 PS 与 QR 组成．

假定在区域 ( D )中已给一 函数 P( x, y) ,  且
&P 

与其导函数 而 同时连续 。
现在 由第 596 目公式 (6) 来计算二重积分

' 竺 dxdy,
(D) ay 

s
 

R
 

a b X 

图 59

' 空dxdy = 尸 I
Y(x)

竺dy
(D) {)y a Yo (x) {)y 
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里面的积分这里借原 函数 P( x, y )之助很容易算出来， 即 ：

!

Y (x)

竺dy = P( x, y )  
y=Y (x) 

= P( x, Y( x ) )  - P( x, Yo( x ) ). 
Yo (x) &y 

y=yo(x) 

因此
J仁 望dxdy = l

b 
P( x, Y( x ) )dx - l

b 
P( x, yo( x ) )dx 

这两个积分的每一个现在可以用 曲 线积分来代替．事实上， 回想第 547 目的公式 ( 7) ,
可以看见，

'

s
 

d
 

x
 

d
 

叭}

叨x,
 

（
 

x,
 

p
 

（
 

p
 RJ

QJ

 

is
IP
 

＝

＝

 

x
 

d
 

x
 

d
 

）

）

 

）

）

 

x

x

 

,
I,

（
 

Y

Yo

 

5

x,
 

（
 

,
1、p

p

 

l
lb

 

b
 

于是

几D) 骂dxdy = hsR) 
P( x, y )dx - jPQ) 

P( x, y )dx 

= hsR) 
P( x, y )dx + j P( x, y )dx. 

(QP) 

如果要考察沿区域 (D) 的整个边界 (L) 的积分， 在所得等式的 右端还要添加
积分 j P( x, y )dx 及 j P( x, y )dx, 

(PS) (RQ) 

显然，它们是等 于零的， 因为线 段 ( PS )及 ( RQ )垂直于 x 轴 ［参看 547]. 我们得到

几 詈dxdy = 
;;PS) 

Pdx + ;;SR) 
Pdx + ;; 四）

Pdx + ;;QP) 
Pdx 

这一等式的 右端是沿着 范 围 区域 (D) 的整个闭路 (L) 所取的积分，不过是负向
罢了．按照我们所做的关千沿一闭路曲线积分记法的规定 [548], 我们可以将所得公
式最后重写为 ：

几D) 骂dxdy = - jL
) 

P( x, y )dx. ( 1 ) 

虽然这一公式是在坐标轴右手定向的假定下导得的， 但容易看出，它在左手定
向时保持不 变 （只是闭路环行的方向掉换了）．

导得的公式对于 比所讨论的 区域更 复杂时也是正确的 ： 只要假定区域 (D) 可用
平行千 y 轴的直线分为有限个所述形状的曲边梯形就够了．我们将不再证明这一点
了， 因为如要做起来与在第 551 目中 当推广用曲线积分表示面积的公式时 完全一样
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&Q 同样，假定函数 Q 及其偏导函数 一－ 在区域 (D) 中连续时，也可建立公式ax 

几
D) 詈dxdy = j Q(x, y)dy. 

(L) 

这时首先取如图 60中所画出的那样曲边梯形作为
区域 (D). 它 由曲线

及

(2) 

R
 

(PS) : x = xo(Y) 
(QR) : x = X(y) 

(c � y � d) 

与两平行于 x 轴的线段 (PQ) 及 (RS) 围成的 再 C - - - - -
p 

与L面一样，将公式推广到可用平行于 x 轴的直
「

线分为有限个这种形状的曲边梯形的区域上．
最后， 如区域 (D) 同时满足两种情况的条件，

即既可分为 有限个第 一类型 的梯形，又可（另外）分
力有限个第 二类型的梯形则对这 区域，公式 (1) 及 (2) 都成立，当然，还是假定函数

&P &Q 
P, Q 及其导函数 — — 都连续．从公式 (2) 减去 (1) , 得

彻 ' &x

(L) 
j Pdx + Qdy = j j (詈 — 望） dxdy 

(D) 

(D)
� 飞

Q
 。 X 

图 60

(3) 

这就是著名的格林(G.Green)公式.CD
第 551 目中用曲线积分表示面积的公式很容易从这里作为一特殊情形得出来．

例如，令 p = -y, Q = 0并利用显然的等式 ffcv) dxdy = D 后 便得到第 551 目 公
式 (8).

与在第 551 目中一样，这里使公式 (3) 得以正确的那些条件也可以取得一种更
便于检查的形式 亦即， 可 以证明对于任何 由一个或几个分段光滑的 线路所 围 成的
区域 (D) 格林公式成立 _94

)

设 (£) 是我们 区域的总边界． 重复第 551 目中的推理，在 (£) 内内接一折线
(A) , 并考察由 它所围 成的多角形区域 (�). 为简单起见，假定函数 P 及 Q 在区域
(D) 的外面， 例如在某一包含 (D) 在其内的矩形 (R) 内有意义，连续，且有连续的导

&P &Q 函数 — -.® 可 以认为 (�) 也包含在 (R) 内． 因为多角形区域显然既可分为这
彻

, &x 
种类型的又可分为那种类型的许多梯形，故在它上面格林公式可以应用：

f P(x, y)dx + Q(x, y)dy = ff (詈 － 望） dxdy. (4) 
(A) (�) 

O有时它也称为高斯或黎曼公式
©实际上，对公式的 正确性来说这一假定并非必要的

94) 这个论断的纯粹分析的证明比下面引述的要更为繁琐 参看 551 目 的脚注 80)
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现在只要假定当闭路 ( £ )被折线 ( A )的顶点所分成的弧段的最大 直径趋近千零
而变到极 限 等式 ( 4 )的左端 由第 550 目的引理此时 趋近千等式 ( 3 )的左端

另 一方面 如同在第 551 目中我们 巳看见过的 可选取折线 ( A )使它夹在多角
形域 (A )的 外 面及多 角 形域 (B )的 内 面，这两多角形域分别在 ( D )的里面及外面
且它们的面积可相差得任意小：

B-A < E. 
&Q &P 

可以认为 (A )及 (B )包含在上面所提到的矩形 ( R )内 为简便起见 令 —- - - = !
彻 &y

时，我们有

几D) fdxdy - f j
6.) fdxdy = f jD)- (A) Jdxdy — j j

.6.)- (A) 
fdxdy 

� JjD)一 (A) l f ldxdy 十 几
6.)一 (A) lf ldxdy 

勹 2 // lf ldxdy < 2Mc, 
(B)-(A) 

其中 M是 Ii i 在 ( R )上的最大值 由此可见，等式 ( 4 )的右端在刚才所提到的极 限
过程中趋近于公式 ( 3 )的右端． 因此，这一公式的正确性就建立起来 了．

6 01 .  应用格林公式到 曲线积分的研究 考察一单连通 [559]开区域 ( G ) 并假
&P &Q 

定在它里面给出 函数 P 及 Q , 与它们的 导 函数 一－ 及 —－ 同时 皆连续．我们重新提
彻 &x

出 [56 1] 一问题
要使沿任何不 自 身 相 交且完全在 ( G ) 内 的 闭 路 ( £ )上所取的 曲 线积分

J Pdx + Qdy 
(L) ( 5 ) 

恒为 零， 函数 P 及 Q 应 满足怎样的条件？

因为我们假定基本的 区域 ( G ) 是 单连通的，故被 闭路 ( £ )在外面所围的 区域
( D )本 身同样也属 于 ( G ), 所以可以将格林公式应用到它上面去；© 因此曲线积分 ( 5 )
可代以二重积分

几D) (詈 － 望） dxdy 

为了要使类似的积分永远等 于零，显然假定

就够了．

&P &Q 
&y &x 

©我们提请读者注意， 区域 (G) 的单连通性这里是怎样被利用 了

(6 ) 

(A )  
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条件 ( A ) 的必要性非常简单地就可证明 只要在假定积分 (6) 等于零后应用对

区域的微分法 [593] : 积分号下 的函数， 既是积分 (6) 的 ＂导函数” ， 本身也必恒等于

零

因此 考虑到第 561 目 的 引 理时， 我们 已得出 下面定理的一新证明 ： 为 了 要使取

在任何 闭 路上 的 形 如 (5) 的 积分恒等 于零 ， 只 要基本 区 域 (G) 单连通， 条件 ( A ) 是

必要且充分的 [561, 定理 5] . 由 第 561 目 中定理 4,对 区 域在 同 样的假定 下 ， 要使沿

连接点 A 及 B 的 曲 线 (AB) 上的 曲 线积 分

f Pdx + Qdy 
(AB) 

与 积分道路的 形 状无 关 ， 条件 ( A ) 也是必要且充分的 [560, 定理 3] .

用格林公式可 以避免一切与恰当微分的积分法有关的讨论直接来建立这一结果．

此处， 再一次又 阐 明 了基本 区域单连通假定 的作用

现在反过来， 从这里借第 556 目 中讨论之助 ， 条件 ( A ) 对于式子 Pdx + Qdy 可

积的充分性（其必要性立刻 可 明 白 ！ ） 又可重新建立起来 （第 560 目 定理 2)

602. 例题及补充 1) 对于在半径为 1 中心为坐标原点的圆内的函数

验证格林公式．

y (a) P = - Q =  
正 ＋ 妒 ' x2 + y2 ; 

(6) p = y Q =  
卢 ＋ 妒 ＇ 芷 + y2 

8Q 8P 
提示 在两种情形下皆 —- - —- = 0, 故二重积分为零． 沿圆周彻 8y

x = cos t, y = sin t (O � t � 27r) 

所取的曲线积分仅在情况 (6) 下等于零 ， 而在情况 (a) 下等千 27r.
这是 由 千： 格林公式是在所考察的函数及其导函数连续的假定下推出的， 而这里 － 在两

种情况下 这一条件在坐标原点处被破坏 了 ． 在情况 (a) 下格林公式事实上不能应用；很有

趣的， 在情况 (6) 下， 尽管是如刚才所述的情况， 而它完全是止确的 ［比照 565,13)] .
2) 将格林公式变成

的形状， 或

(a) 
/ ID) (笠 ＋ 震） dxdy = f 

L
) Pdy — Qdx 

(6) 
/ ID) (笠 ＋ 贯） dxdy = f 

L
) 
[P cos(x, v) + Q sin(x, v)]ds 

的形状 （其中 u 表示朝 外的法线方向）．
提示 将 P 换作 - Q, 而将 Q 换作 P; 利用第 553 目 中将第二型 曲线积分变成第一型 曲线

积分的公式 (14) . 注意法线 的 方 向 ！
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3) 利用格林公式 求证公式：

如令

(a) / ID) 
Audxdy = IL)

�ds, 

(6) / / vAudxdy = - J ;:D) 
(贵贵 ＋ 岛岛） dxdy +  J 譬ds

(D) (L) 

(B) J ;:D) 
(vAu - uAv)dxdy = IL) 

(主 －屯） ds, 

沪f a2 J aJ aJ aJ 凶 ＝ 声 十
乔

＇ 沉 ＝ 玩 cos(x, v) +
玩

sin(x, v) 

[602] 

au au 
提示 如要 2) (6) 中令 P = v —- Q = 炉— ， 则可得 (6); (a) 是 (6) 当 v = l 时的特殊 情形，彻 , ay 

在 (6) 中交换 u, v 的地位并将结果从 (6) 内减去， 便得 (B) .

4) 一 函数 u, 当它与它的导函数皆连续且在所考察的区域 (G) 上满足方程 Au = O, 称为在

这一区域上的调和函数．
au au 沪u 沪u

在 函 数 u 千区域 (D) 上有连续导数 一 一 －－ —- 的假定下， 求证下面的断言：要函数加 ' ay ' a泸 , ay2 

u 是调 和 函数， 必要且充分地需不论 (L) 是 怎样的 简 单 闭路， 条件

! 竺ds = 0 
(L) 

av 

恒能适合
提示 利用公式 3) (a) .
5) 如 函数 u 在 闭 区域 (D) 上是调和的， 则它在区域内面的值可 由 在闭路 (L) 上 的 值唯一

确定

换句话说 如在区域 (D) 上 的 两 个调和函数 U1 , U2 在区域的边界 (L) 上有相同 的值， 则它们

在整个区域上恒等

考察差 U = U1 - U2 , 我们便将问题变为证明：在 区 域 (D) 上 的 调 和 函数 ， 如在 区 域边界 (L)
上 为 零， 则 在整个 区 域上恒等于零

在公式 3) (6) 中令 v = u. 考虑到加在 u 上 的条件， 得

凡 ［信）
2 

+ (如 2

] dxdy = 0 

千是推得， 在整个区域 (D) 上，
au au 
彻 ay

= 0, 

就是说， u 变成一常数了 ， 而既在 (L) 上为 0, 故到处都等千 0, 这就是所要证明 的 ．

6) 设 u 是区域 (G) 上的一调和函数， 位o , yo) 是这一区域的任一 内点， 又 (KR) 是半径为 R,
中心在点 (xo, Yo) 处 的一 圆周.®则有下一重要公式：

1 
u(xo , Yo) = 芦 J u(x, y)ds, 

(K沁

©半径 (R) 假定如此地小， 使圆周 (KR) 整个在区域 (G) 中

(7) 
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故调和函数在 中 心 处的值等 于 它 在 圆 周 上 的 “平 均 ” 值．我们来证明这一点．

令 v = ln r, 其中 r = ✓(x - xo)2 + (y - yo)2 ; 不难验证，v 是从平面中挖掉点 (xo , yo) 后所
得区域中的调和函数． 在这一点处函数变成无穷．

用一半径为 p(p < R) 的圆周 kp 围住点 (xo , Yo) ,  应用公式 3)(B) 到夹在圆周 (K动 及 (kp)
间的区域 (D) 上 ； 边界 (L) 是 由 (KR) 及 (kp ) 在一起组成的． 因为在这一区域中函数 u,v 都是
涸和的， 故左端等于零 右端的积分

！ 二
(L) av 

消失了， 因为， 例如， 在圆周 (K的 上 v = ln R = 常数， 而 ［由 千 4)]

另 一方面， 我们有

故最后得：

f 譬ds = 0. 
, (KR) 

彻 d ln r 1 
言 了 I = 万 在 (K的 上，

r=R 
8v d ln r  1 ＝ ＝ － －  
8v dr r=p p 

在 (kp) 上，

i f知）
uds = 贞 ［

压）
uds 

对适当小的 p, 函数 u 在圆周 （构） 上可与在中心处的值 u(xo , yo) 相差到任意地小， 故 当
p ---t  0 时左端有极限 2-rr · u(xo , Yo) ,  变到极限， 即得所要的等式．

7) 由 6) 中所证明的结果， 可推得一有趣的推论： 如 函数 u(x, y) 在 由 闭 路 (L) 所 围 的 闭 区域
(D) 上连续且在这 区域的 内 部是调和函数， 则 ， 除掉它 是常数的情形 外 ， 函数在 区域的 内 面 不 能达

到其最大 （最 小） 值．

事实上， 假如所讲到的函数 u(x, y) 不是常数， 而在 内 点 (xo , Yo) 处达到了譬如说其最大值，
则容易得到一与公式 (7) 相违的矛盾．

现在， 在假定函数 u 在闭区域 (D) 上连续但仅在区域 内 面调和后 ， 我们可 以强化 5) 中的结

果 这里只要证明 ， 如函数 u 在边界上为零则便恒等千零． 而这可 由 下面的观察中得出来： 如不是

这样的话， 它就会在区域的 内 面达到它的最大或最小值， 与上面所作的注意点相矛盾．

§4. 二重积分中 的变量变换

603. 平面区域的变换 假定我们 已知二平面， 一个关联于直角 坐标轴 x, y, 另

一个关联千同样的坐标轴 �' 'f/. 在这两平面中考察两 闭 区域： 区域 (D) 在 xy 平面上，

区域 (�) 在 �'f/ 平面上． 这两区域的每一个都可是无界的 ， 特别 ， 可 以包括整个平面

我们将假定 区域 的边界 （如 区域不包括整个平面） 为一简单的分段光滑的曲线， 对区

域 (D) 用记号 (S) 来表示它， 对区域 (�) 用记号 (�) ( 图 61) .
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y
 

。

n
 

。 g。 g
 

图 61

设在区域 ( � )上给出一组函数 ：

X = x( �, rJ ), 
y = y( �,  ri ), } 

它使得 区域 ( � )的每一点 （已 'f/ )变换到 区域 ( D )的一确定点( x, y ), 且 ( D )中没 有
一个点( x, y )被漏掉了， 故每一个这样 的点至少与 ( � )中的一点 （炉， 'f/ )相对应 如对
于不同的点( �, ri )对应着不同的点( x, y )( 我们今后将假定如此）， 故每一点( x, y )仅
由 一点( C ri )变来， 则 公式 ( 1 ) 可唯一地对 c 及 n 解 出 来变数 �, 'f/ 反过来又是 x, y
在区域 ( D )上的单值 函数：

(1 )  

� = �( x, y ),
} ( la ) 

'f/ = ry( x, y ). 

因此， 在区域 ( D ) 与 ( � )间建立了一个相互唯一的或 一 对一 的对应 ． 我们亦这
样说 公式 ( 1 )实现了 区 域 ( � )到 区 域 ( D )的 一 变换而公式 ( 2 )给出 区 域 ( D )到 区
域 ( � )的 一逆变换

如所谈的两区域充满了对应的平面 则我们便得到一平 面 到 另 一 平 面的 变换 ． 最
后， 如这两平面重合， 即 如将点( x, y )及 （炉， 'f/ )当作同一平面的点， 则出现了 一 个平
面 自 身 上的 变换 ．

再则， 我们将假定函数 ( 1 )及 ( 2 )不 仅连续且有连续的 （一 阶） 偏导数 ． 则，如大
家所知 [203,( 4 )] ,

D( x, y )  . D( 炉， 'f/ )
D( C ri ) D( x, y ) 

= 1 ,  

故 两 个雅可比式 皆 不 等 于零， 并且， 由连续性， 符号保持不变 ．

由 雅可 比式
竺
彻
oy＿
彻

ox＿
氓
oy＿
氓

＝ 
叭～
叭尸

5
亿

D
D
 

( 2 ) 
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在区域 ( � )上异于 0的事实，得 知 区域 ( � )的 内 点 ( �o , rio )必 因公式 ( 1 ) 而有 区
域 ( D )的 内 点( xo , Yo ) 与之对应， 因为 由 隐函数存在定理 [208] , 用这些公式，在点
( xo,  Yo )的整个邻域内变数 § 及 n 确定为 x 及 y 的单值 函数． 同样，对于区域 ( D )
的 内 点也永远对应有 区 域 ( � )的内点 由此可见，闭路 ( S )的点对应 于 闭 路 （艺） 的
点，反过来也是如此 ．

一般，如在 区域 ( � )中取一简单的分段光滑的曲线 ( A ), 则用变换 ( 1 )能把它变
成区域 ( D )中的类似的曲线 ( L ). 事实上，设曲线 ( A )的方程为：

� = �( t ), T/ = TJ( t ) ( a ,(; t ,(; fJ 或 a ? t ?  {] ), ( 3 ) 

且 （在曲线的一光滑段内 ） 可以认为 函数 �( t ), ry( t )有连续的不同时为零的导 函
数 将这些 函数代入变换公式 ( 1 )中，我们得到对应曲线 ( L )的参数方程：

x = x( �( t ), ry( t ) )  = x( t ), y = y( �( t ), ry( t ) )  = y( t ). ( 4 ) 

容易看见，这些 函数同样也有连续的导 函数 ：

ax ax f}y / Oy / 
x'( t ) = -� ( t ) + -ry ( t ), y'( t ) = -� ( t ) + -ry ( t ); ( 5 ) 

氓 彻 氓 彻

此外它们不会同时为零，故在曲线 ( L )上没 有奇点 事实上，在相反的情形下， 由于
D( x, y )  行列式 不等 于零，由( 5 )就能得知同时 e = o 及 ri' = 0, 这是不可能的
D( �, ry ) 

如点 （炉，'f/ )在 �'f/ 平面上例如以正向 画出一 闭 路( A ), 则对应点( x , y )在 xy 平面
上也画出某一 闭路 ( L ), 但它的 方 向既可为 正也可为 负 ． 我们以后将看到 [606,1°] , 这

一问题与雅可 比式 ( 2 )的符号有关．

给出 区域 ( � )中变数 § 及 n 的一对值就唯一地确定在 xy 平面上 区域 ( D )中的
某一点（反过来也是如此） 我们因而称数 �, 'f/ 为 区 域 ( D )的点的 坐标 实质上，方程
( 1仰给我们 平 面 图 形 ( D ) 的 一参数表示 法，是我们以往所谈曲面参数表示法 [228]
的特殊情形

与那里一样，由 区域 ( D ) 的点构成的曲线，其一个坐标保持常数值者，称为坐标
曲 线 例如 在 ( 1 )中令 ri = 'f/0 , 我们便得到坐标线的一参数表示：

x = x( �, rio ), Y = y( �, 'f/o ) 

（这里 c 做参数）． 在方程 ( 2 )的第二式中令 'f/ = 'f/O 时，可得同一线的 隐方程：

ry( x, y )  = 'f/o • 

坐标线一般说来是 曲 线，与此相关的，说 明点在 xy 平面上位置的数 �, 'f/ 在这种
情况下 （在曲 面情形时也是如此） 称为点的曲线坐标

©如在它上面再加一方程 z = O
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对坐标 n 给它各种 （可能的） 不 同的常数值， 我们得到 xy 平面上的一完整的曲

线族 固定坐标 打 的值， 我们得到坐标线的另一族． 当在所考察的区域间为一对一的

对应时， 同一族 内 的不 同 的线彼此不相交， 且通过区域 (D) 的任何一点 在每一族中

经过有一条线

在 xy 平面上的整个坐标线 网是 切 平面上的直线 网 � = 常数及 ri = 常数的图

像 （图 61) .

604. 例 1) 曲线坐标的最简单也是最重要的例是极坐标r, 0. 它们有很清楚的几何斛释 ，

即位径向量与极幅角， 但也可形式地用熟知的关系式

x = r cos 0, 

y = r sin 0 } (r ), O) 

引进来
如将 r 及 0 的值放在两互相垂直的轴上， 例如， r 当作横轴， 0 当作纵轴 （在坐标轴为右手定

向时） ， 则对于半平面 r � O 上的每一点由所述公式有 xy 平面上一 个确定点相对应 ．

读者可能已想到在这一情形下的坐标线 ： 直线 r = 常数与半径为 r 中心在原点的圆相对应 ，

直线 0 = 常数与 自 原点 出 发和 x 轴交千一角 0 的射线相对应 （图 62) .

y 

X 

y
 

Qu
 

a r 

图 62 图 63

但是， 在所给的情形下变换公式不能唯一地解出来： 角 0 的大小改变 2际(k 为整数） 时不影
响 x, y 的值 要想得到 xy 平面中的一切点， 只要将值限千

r � 0, 0 � 0  < 21r 

就可以 了 ． 每一异千原点的点 (x, y) 与一个值 r > O 及在所示范围 内 的一个值 0 相对应 ． 然 由 于
坐标原点的关系， 对应的唯一性不可避免地要破坏： 点 x = y = O 与 r0 平面上的整个 0 轴相对
应 （或者， 如愿意的话， 与它的 自 0 = 0 到 0 = 加 的一线段相对应） ．

在 沌 平面上考察一闭矩形 [O, R; 0, 27r] 或 oat切（图 63) ; 易见， 在 xy 平面上它与围绕原点
0 半径为 R = OA 的闭的圆相对应 ． 但这一圆的全部边界仅对应于所述矩形的一边 n/3; 边 。。
及 阳（两个同时！） 与圆的同一半径 OA 相对应； 最后 ， 整个边 m 仅与点 0 相对应 ． 这时显然存
前 目中所述的条件没有保持住！

然而， 如将边 m 移动一小量 p = oo' ,  而边 飞3 移动 € = /3/3' , 则新的矩形 o'a/3勺＇ 将与 xy

平面上的一图形 O'AB'C' 相对应， 这一图形是从圆内挖掉一半径为 p 的小圆及一中心角为 e 的
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扇形而得来的； 这样就能保持所有的要求． 当点在 r0 平面上沿线段 o矿， B勺', "(1 o', o'a 移动时，
在 xy 平面上的对应点依次就描画 出优弧 AB'(半径为 R) , 线段 B'C' , 优弧 C'O' (半径为 p) 及

线段 O'A. 顺便注意， 在 r0 平面上正向的环行与 xy 平面上也是正向的环行相对应．

在所给的情形下，雅 可 比式等千

扂::1 = I 二。: �: 二。� =
r

它永远保持 （除原点外） 正号．
2) 试讨论 由 公式

e r, 
x =

巴 + r,2 ' y =
铲 ＋ 忙

(e, T/ 不同时为零） 所定义的平面 自 身上的变换 ．

如将 x 轴及 a 轴， y 轴及 n 轴放在一起， 则这一变换有一明显的几何解释． 因为

2 2 1 X y X + y  = - = -
铲 ＋ 忙 ' � 1) '

则很清楚 ， 对应点总在 自 原点出发的同一射线上， 且 自 原点到它们的距离的乘积为一．

这一变换称为反演法 ． 它是一对一的可逆的：

(x, y 不能同时为零）．

� = X 
1) =  y 

沪 ＋ 妒 ＇ 沪 + y2

坐标线是通过原点的圆周 ：

1 
x2 + 沪 - -x = 0, 

g。
(�。 =J 0) 

1 
沪 + l - -y = O, 

T/O 
(TJo =J 0) 

其中心分别在 x 轴及 y 轴上 （图 64) . 当 如 = 0 时得 y 轴 (x = 0) , 当 1/0 = 0 时得 x 轴 (y = 0) . 

例如， 在 切 平面上的正方形 甘 ， 1; � ' 1) 与在图 64 中打了斜线的区域相对应 闭路环行的
方向此时不一致

因为

故雅可比式

扣 8y 术 - e ax 8y 2切
丽 ＝ － 玩 ＝ 炉 + ry2) 2 ' 玩 ＝ 丽 ＝ － （铲 + ry2) 2 ' 

D(x, y) 1 ＝ － 
D(e, ry) (拧 ＋ 忙）2 < o. 

3) 如从变换公式

x = e
2 一 忙 y = 2切

出发， 则对任何的 e, 1) 从这里可一意地得到 x, y. 将这些公式对 e, 1) 解出来， 求得

e = 土 尸勹言 1) = 土产气言
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y
 

X 

图 64

1 
其中 g 及 n 的符号以条件 切 = -y 相关联． 因此， 除原点外， 每一点 (x, y) 与对称千原点的两点

2 
(�, rJ) 相对应 为了要恢复单值性， 例如， 可以限制千 切 平面的上半部分 （包括 g 轴的正的部分 ，

但不包括它的负的部分） ．

这里坐标线是共焦点 （焦点在原点） 且共轴的抛物线：

沪 = 4点 (e5 - x) 及 沪 = 4啼(x + 说）

(e。 =J 0) (7/o =J 0) 

（图 65) . 值 如 = 0 与 x 轴的负的部分相对应， 而值 1/0 = 0 与它的正的部分相对应．雅可比式， 除

原点外，

D(x, y) 2e -2ry 
D(e, ry) 

= 4矿 ＋ 忙） > 0. 
2ry 2e 

4) 有时候先给出 坐标线的 网 再 由 它确立曲线坐标系要来得方便些 ．

例如， 考察两抛物线族（图 66) :

沪 = 2px 及 沪 = 2qy, 

每一族分别（如除掉坐标原点） 填满了 整个 xy 平面

很 自 然地 引进 e = 2p 及 1) = 2q 作为曲线坐标． 由 等式 沪 = ex 及 沪 = 1/Y, 我们有

y 2 X 2 
x = 芦， y = 汇 及 e = — , 1) = — (x, y =/= 0) . 

X y 
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y y
 

X 
X 

图 65 图 66

这里雅 可 比式等于

2l3
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5) 我们现在将从共焦点及共轴的圆锥 曲线族

X 
2 

y 
2 

豆 十 二 = 1 (6) 

出发 （当 入 > c 时是椭圆， 当 0 < 入 < c 时是双曲

线； 图 67) .

通过平面上不在坐标轴上的每一点 (x, y) , 有

这一族中的一个椭圆及一个双曲线． 事实上， 自 (6)
所得的方程

（灶） 2
_ 灶(x

2 + 沪 + c2) + C空 = 0

的左端当 入 = 0 时符号为 ＋， 当 入 = c 时符号为

－ ， 又当很 大的 入 时符号又为 ＋． 因此， 这方程有
两正根： 一个 入 > c, 另一个 µ < c心 这就证明 了

我们的断言．
如将前一方程视作对 灶 的二次方程， 则 由 根的熟知的性质我们有

y
 

X 

图 67

入2 + 忙 ＝ 泸 ＋ 沪 + c气 入甲 = c2泸，

©为了不混淆这两个根， 对于大的一个我们保持记号 入， 而小的一个表作 µ
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而由此很容易用 入 及 µ 表示 x 及 y:

入 ✓伬 - c2 ) (c2 - 仗） ．X = 土上， y = 士
C C 

限制在第一象限时，这里我们仅需保持正号． 可将数 入，µ 视作这一象限中点的 曲线坐标， 它
们称为椭圆坐标 在这一情形下，开始的圆锥曲线恰巧就是坐标线．

特别指出，入 自 c 变到 +oo, 而 µ 自 0 变到 c. 对千极端的值我们得到：
当 入 = C 时， x 轴上 自 x = O 到 x = c 的线段，
当 µ = c 时，x 轴上 自 x = c 到 X = +oo 的线段，
当 µ = 0 时，y 轴上正的部分
最后，容易计算出雅可比式：

D(x, y) 忙 － 灶
D(入，µ) J(入2 _ c芍 (c2 - 仗）

< o. 

605.  曲线坐标中面积的表示法 假定在 xy 平面上已给某一 由分段光滑的且尤
奇点的闭路 (S) 所围的区域 (D) . 设公式 (1) 确立一个在这一区域与 切 平面 上 由 类
似的闭路 (�) 所围成的区域 (�) 间的一对一的对应．

我们保留第 603 目 中对于这一 区域变换的全部假定，此外，还假定在 区域 (�)
内，(1) 中两函数有一个的二阶混合导函数，例如

沪y 沪y
氓彻

及
彻氓 ＇

存在且连续（由 连续性，它们有相等的值190).©
在这些假定下，我们的任务是要将所考察的在 xy 平面上的区域面积 D 表作 切

平面上展布在区域 (�) 上的二重积分的样子．
我们将从下一公式出发，即用沿着区域 (D) 的边界 (S) 而取的曲线积分表示面

积 D 的公式
D = f xdy 

(S) 
(7) 

［参看 551(9)]出发
以后变换的计划是这样的： 首先利用闭路的参数方程将曲线积分 (7) 变成普通

的定积分． 其次，将后者又变成一曲线积分，但这一次是取在区域 (�) 的边界L T
最后，利用格林公式 将所得曲线积分用在区域 (�) 上的二重积分来代替

为了要实行这一计划 我们必须要闭路 (S) 的参数方程 因为以后我们要转换
到闭路 (�), 故我们宁可在现在就从这一闭路的参数方程出发． 设 (3) 给出 了曲线
(�) 的参数表示，则显然 (4) 就将给出曲线 (S) 的参数表示，因为 ［由 我们的假定 可

©这里我们注意， 这些补充假定对最后结果的真实性来说是不 必要的 ， 这里引进来仅是为 了 简
化证明
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得知，6 03] 它在 xy 平面上对应于闭路 ( � ). t 的变化范围 a 及 /3 我们可以如此选择，
使 当 自 a 变到 /3 时，曲线 ( S )以正向描画出来了； 这是永远做得到 的

因此 按照 547 目公式 ( 5 ),

D = /13 
x( t )y'( t )dt ,  

或者，如注意 ( 4 )及 ( 5 ),

D = 1: x( (( t ), r,( t ) )  [沪'( t )+ 告I( t )] dt ( 8 ) 

将这一积分与沿闭路 ( � )正向而取的曲线积分

j
1::) 

x( ( , r, ) (贤吱 ＋ 沪） ( 9 ) 

相 比较 ． 如要想将后一积分按通常规则化为普通的定积分， 则此 处必 须以曲线 ( � )
参数方程中的 函数 (( t )及 r,( t )来代替 c 及 'T/ , 我们就 回到积分 ( 8 ).

不过，必 须还要注意到一点． 当 t 自 o 变到 /3 时 闭路 ( S )以正向描画 我们
就是这样选取 了 这个 范 围 但闭路 （＄） 此时 既可能以正向描画，也可能以负向描画
因此 积分 ( 8 )及 ( 9 )实 际上可能相差一符号．在任一情形下，

D = 士 ！ 卫 d( + x<}]!_dr, , 
( 1::) 氓 彻

(10 ) 

并且 （再一次强调），如 闭 路 ( S )的正向 环行与 闭 路 ( � )的正向环行相对应 则 取正号，

在相反的情形 下就取 负 号．

最后所剩的，就是要变换所得曲线积分为二重积分，为此就要利用格林公式

其中我们令

因为

I P( ( ,  r, )必 + Q( ( ,  r, )dr, = II 
8Q 8P 

(1::) (A) 卢 － 而) d(dr, , 

P( ( ,  r, )  = X — 
灰 ＇ Q( ( , 'T/ )  = X — . 彻

彻

8Q 8x 8y 沪y- = — — + x 灰 氓 彻 彻氓
＇

8P 8x 8y 护y— = - - + x 
彻 彻 氓 灰彻

＇

而 y 的二阶混合导数彼此相等，故

8Q 8P D( x , y ) — = 
氓 彻 D( ( , r, )' 
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我们就得到公式

D = 士 凡 凭胪(dry

在第 6 03 目中我们已看见，在所作假定下雅可 比式

J( (,TJ ) = D( x, y )  
D( (, TJ ) 

在 区域 ( � )中保持一定符号． 故积分也有同一符号．但积分前面还有一双重符号 士，
因为结果须真正得一正数， 故显然积分前面的符号 与 雅可比式的符号一致． 如将这
一符号放到积分号下的 函数上， 则在那里显然就得到雅可 比式的 绝对值， 故面积的
最后表示式为

D = 
JfcA) I靡：�J I 必dry =

JfcA) 
IJ( (, TJ )ld(dry 

这就是我们所想建立的公式．
积分号下的表示式

店剖戊dry = I J( �, TJ )ld�d'f/ 

( 1 1 ) 

通常称为 曲线坐标下的面积元素我们看见过 例如 在变到极坐标情形时 雅可 比式
等 于 r; 因此在极坐标下面积元素为 rdrd0.

6 06 .  补充说明 1 0 如将公式 (10 )中我们选取正 负号的规则与这一符号必 须
与雅可 比式符号 一致的事实相 比较 则得一有趣的推论：如雅可比式保持正号， 则 闭
路 (S) 及 ( � ) 的 正 向 环行随变换公式而彼此对应； 而如雅 可比式为 负 的，则 一个闭
路上的正向与 另 一个闭路上的 负 向相 对应 ．

显然 这对于在 区域 ( D )及 ( � )中的任何一对相互对应的简单闭路 ( L )及 ( A )
也是如此． 所得结果容易用第 6 04 目中所举的例子来验明．

沪 将中值定理 [592(9)] 应 用到公式 ( 1 1) , 得关系式

D = IJ( (, 利 - �,

其中 （尽 订） 是 区域 ( � )中的某一点，而 A 是这一 区域的面积．
将这一公式来与拉格朗 日 公式

f( {J ) - f( a ) = J'( ( )( {J - a )  ( a <  ( < {J ) 

(12 )  

相 比较． 如 X = f( ( ) 是单调 函数， 则它使 区间 a � ( � {J 一对一地与 区间 f( a ) 冬
x � f值） （或 f( {J )� X � f( a ), 如 f( x )是减少 函数） 相关联 ． 以 6 及 d 表这两区间
的 长，则拉格朗 日 公式就引 导到与等式 ( 12 )相类似的等式

d = IJ'( ( )I · 8. (13 ) 
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如在公式 (13) 中将 区间 ( 8) "收缩＇ 成点 (, 则结果得关系式

IJ'( () I = lim - , d 
8 

· 153 · 

所以导数的绝对值好像是直线 § 当将它变换为直线 x 时 （在所给点处 ） 的延伸 系数

同样 由公式 (12) 将 区域 ( �) "收缩＇ 成点 ( (, TJ) ,  得

D 
IJ( ( , TJ) I = lim — ©  � , 

所以雅可 比式的绝对值所起的作用是将 切 平面变为 xy 平面时 （在所给点处） 的延
展 系 数．

这一说 明指出了导数与雅可 比式间的深刻的类似 处 （参看第六章）．
30 公式 (11) 指出，当面积 A 尤限减少时，其对应面积 D 也尤限减少． 由此就

很容易证明 在第 6 03 目中所研究的 区域变换具有下一重要性质：它将 区 域 ( �) 中
一 面积为 零的 曲 线 ( A) 变换为 区 域 ( D) 中 某一面积也为零的 曲 线 ( L). 逆变换具有
类似的性质

40 公式 (11) 是在 区域 ( D) 及 ( �) 一对一对应的假定以及 函数 (1) ,( 2) 与它们
的偏导 函数连续的假定下导得的．然而在实 际上往往会遇到这些假定在个别的一些

点或沿个别的一些曲线上不 成立的情况．
如这些点及曲线在两平面上可包含在任意小面积的 区域 ( d) 及 ( 8) 中， 则将它

们丢开后，公式就成为可应用的了：

D - d = II I J( (, TJ) ld(dry. 
(�) 一(8)

设雅可 比式在区域 ( �) 中有界：

JJ( (, TJ) I �M, 

则 (11*) 中的积分与 ( 11) 中的积分相差一擢

ff IJ幻） 成dry � M8.
(8) 

当 d 及 8 ----. 0时将 (11*) 变到极 限，又得公式 ( 1 1 ) .

(11 *) 

为了清楚解说起见，我们 回 到第 6 04 目中的例1) 及图 63 中所画的图形．对矩
形 ( �) = [O , R; 0, 21r] 及半径为 R 中心在原点的圆 ( D), 这时具有形状

D = ff rdrd0 
. (�) 

的公式 ( 11) 不能直接应用．但如除掉打了斜线的部分 （其面积与 p 及 e 同时趋近于
零），则这一公式就可应用到所得 区域上； 再只要变到极限就行．

O其实我们是在点 ((, 77) 处将积分 ( 11) 对区域微分 [593]



· 154 · 第十六章 二重积分 [607] 

607. 几何推演 公式 ( 1 1 ) 是被我们用虽然是简单的但却是不明显的推理导得
的． 我们认为用另 一方法来导出这一公式是很有用的，虽然这一方法 比较不简单也
不 十分严格， 但从几何方面看来是十分明显的

重新考察 由公式 (1)给出的 切 平面到 xy 平面的变换．在 切 平面中取出 一个
无穷小矩形 II1II2Il3Il4 , 其边为 必 及 dry , 平行于 c 及 n 轴 （图 68 ,a ) ). 这一矩形仵
xy 平面中的图像是 曲 四边形 Pi乌乌几（图 68 ,6 ) ), 我们来确定它的面积．

n
 

y
 兀 兀

吁 - -�·厂］。
仁 仁

。 X X 

a) 6) 

图 68

矩形的顶点有坐标

II认( , TJ ), II认( + d( , TJ ), Il3 亿 + d( , 'f/  + dry ), Il4 亿，'f/ + dry ); 

在这种情况下曲 四边形的对应顶点有这样的坐标 ：

片( x( ( , TJ ), y( ( ,  TJ ) ), 

乌( x( ( + d( , TJ ), y( 妇 灰，'f/ ) )'

乌( x( ( + d( , TJ + 吻），y( ( + 灰，'f/ + dry ) ), 

几( x( ( , ry + dry ), y( ( ,  ry + dry ) ). 

如 限制在 d( , dry 的一阶的项 则近似地可以取点 ：

片( X , y ), P2 (X + 詈灰，y + 炉） ，

: �: :�:, 言：；麝必＋ 焉叫 ，

其中 X = x( 炉，ry ), y = y( 炉，ry )' 且所有导数总是算作在点 ( ( , ry ) 处的 因为线段 PiP2
及 P3几 在两轴上的射影两两相等， 故这些线段平行且相等，所以（准确 到高 阶的无
穷小） 四边形 P1乌乌凡 是平行四边形．
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它的面积等于三角形 Pi乌压 面积的两倍． 由解析几何大家都知道， 顶点位于点
因 如，（功，如，( x3 , y3 ) 处的三 角形其面积的两倍等于行列式

I
叩 - Xl X3 - X2 

Y2 - Yl Y3 - Y2 

的绝对值．将这一公式应用到我们的问题上来，得所求面积 （又是准确到高 阶的无穷
小） 等于行列式

的绝对值
这样，

ax ax 
—d( 一 -dry
氓 彻 D( x , y )  

d(dry 
彻 彻

=
D( 炉，'f/ )一-d( —-dry

灰 彻

面积 AP:心P4 � I
D( x, y )  
D( ( ,  TJ ) I 必dri.

将 切 平面 上的图形 ( � )用平行于坐标轴的直线分为许多无穷小矩形 （将在边
界处的 “不 规则＂ 元素块忽略掉），同时 我们将 xy 平面上的图形 ( D )分为前所考察
形状的 曲 四边形 将所得的它 们面积的表示式相加 又可得公式 (11 ).

因此 所 引用的推理着重 指出了重要的几何思想公式 (11)的 实质是： 要确 定图
形 ( D )的 面积， 不将 它 分为 许 多 矩形， 而 用 坐标线 网 将 它分为 许 多 曲 边的元素块．

在一些简单情形下， 这一思想差不多不用计算就可寻求得曲线坐标下 “面积元
素” 的表示式

例如，在变到极坐标情形时 就可这样来推理．在 动 平面中边为 dr, d0 的元素矩
形存 xy 平面上就与一图形相对应，这一图形是 由半径为 r , r + dr 的两 圆弧及 由原
点 出 发与 x 轴交于角 0, 0 + d0 的二射线所 围成的 （图 69 ). 将这一图形近似地当作
边为 dr 及 rd0 的矩形，立刻可得所求面积元素的表示式 rdrd0.

608. 例 1) 计算 由下列曲线所围成各图形的面积：
(a) (x2 + y宁 = 2a2 (x2 一 沪） （双纽线） ，
(6) (x2 + y宁 = 2ax气
(a) (x2 + y叩 = a2 伲 ＋ 旷）．
解 在所有情形下二项式 泸 ＋ 沪 的出现促使我们想到变成极坐标， 令

并且公式

来计算所求面积．

x = r cos 0, y = r sin 0 

D = f J rdrd0 
• (ti.) 

( 14) 
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y
 

y
 

x
 

/
 

/
 

/
 

X 
/
 

/
 

图 69 图 70

(a) 双纽线的形状为我们所熟知 （图 70) . 曲线对坐标轴对称 （这从曲线方程中也容易观察得

到， 因为当将 x 改作 -x 或 y 改作 —y 时它的样子不变） ． 所以 只 要确定图形的包含在第一象限

内 部分 (D) 的面积再将它四倍就行了．

双纽线的极坐标方程为
r2 = 2a2 cos 20, 

九．

且 （如限制在第一象限） 由 千 cos 20 必须是正的缘故， 0 只能从 0 变到 － ． 因此， re 平面上对应
4 

于 (D) 的区域 (A) 是由 曲线
r = av2 cos20 

（双纽线的像） 、 r 轴的一段 （对应千 x 轴的一段） 及 0 轴 自 0 = 0 到 0 = � 的一段 （仅仅在原点
一点 一－ 这里一对一对应破坏了们 所 围成的

我们有

D = ! ¾ d0 I尸丽

rdr = a2 J 千 cos 20d0 = �  
2 ' 

所以整个所求面积为 2a2.

(6) 最好事先对于曲线的形状有一大致的认识． 曲线对 x 轴是对称的 （将 y 换作 -y 时方程
不变）， 位于 y 轴的右边(x 不可能是负的）； 当 x = O 及 X = 2a 时它与 x 轴相交． 此外， 曲线是
有界的： 由 方程本身显然

x4 � 2ax3 , 

所以
X � 2a, 

又因为 沪 � 2ax3 , 故亦 IY I � 2a. 曲 线的草图画在图 71 中 ．

曲 线的极坐标方程为： r = 2a cos3 e ,  其 中 0 自 － 巴 变到 巴 ． 由对称性， 可以写出
2 2 

D = 2  f否 dB !
2a cos3 。

rdr = 4a2 f号 cos6 0d0 = �1r忒
0 0 0 8 

＠关于这一结论， 参看第 606 目 中的说明 40
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(a) 曲线对两轴 皆对称 ． 虽然原点 x = y = O 形式上 “属于“ 这曲线 因为它满足方程， 但这
一点是一孤立点； 事实上， 当 x � y > O 时 由 曲线方程易得

(2沪）3 � 2a2x4 , 于是X � - ,
a 
2 

所以在原点附近没有曲线的点 ．＠ 对原点我们不予考虑 易见， 曲线是有界的： 当 x � y 时， 显然，
泸 ,;;;: 2ax4 , x2 � 2a2 , 等等 ． 曲线的大致形状画在图 72 中 ．

， 正干）3王（沪＋沪）

y
 

(x2+y2)2=2ax3 

。
X 

图 71 图 72

曲线的极坐标方程为： 产 = a2 (cos4 0 + sin4 0) .  注意对称性， 我们有

D = 4  I号
d0 「三二

rdr = 2a2 J
告

(cos4 0 + si忙 0)d0
0 0 0 

= 4a2 / � sin4 0d0 = � 矿 ．。 4 

2) 求证： 直接从公式(14) 可引导得在极坐标下计算扇形面积的熟知公式 [338) :

，
 
。d

 
2

 r 

B
 I

L
 

1
-
2

 

＿＿
 

D
 

其中 r 看作曲线极坐标方程中所给的 0 的函数．

1) 中所有问题都可直接由 这一公式来解决 ．

3) 求由下列曲线所围图形的面积：

(a) （
沪 y2

)
2 

xy （
沪 y2

)
2 

2 2 
百 十 萨 ＝ 百 ＇ (6) 百 十 萨 = X  + Y ' 

(a) （ 已 亡了 ＝ 亡 （
沪 y2

)
2 X切

a2 十 沪 c2 ' (r) 百 十 萨 ＝ 言·

阴这里 ， 当然， 用第 236 目 的判定法也可以证明
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X y 解 当 曲线方程中有二项式 一 ＋ 一 时 ， 建议引用 “广义的“ 极坐标， 与笛卡儿坐标以公式吐 b2

x = ar cos 0 , y = br sin 0 

相关联．＠ 这一变换的儿何意义是将平面向 两坐标方向压缩， 然后再经极坐标变换．

变换的雅可比式等于 abr.

(a) 曲线有界， 对原点对称 （因为当 同 时用 -x 代 x 和 -y 代 y, 方程样子不变） ； 两对称圈 －

个在第一象限内 ， 另 一个在第三象限内 (xy � O) ; 原点是它与坐标轴相交的唯一点．

在 沌 平面中我们曲线的像的方程为

2 ab r = - sin 0 cos 0.@ 
c2 

考虑到对称性， 我们有

D = 2  I告
d0I汇

二
abrdr = 立 j否

sin 0 cos 0d0 = 立。 。 c2 。 2c2

(6) 曲线有界， 对坐标轴对称； 原点是它的仅有的孤立点． 我们有

。d
 
、
丿。2

 n 
i

 
s

 
2

 b 
＋
 

o
 

2
 s 
。c

 
2

 位`

工2l
 

b
 

a
 

2
 

＝
 

r
 

d
 

r
 

。2
 
n

 
i

 s D
]2

 
(a) 曲线有界， 对坐标轴对称； 原点是它与 y 轴唯一的交点， 但它与 x 轴还交于点 x = 士 一a

· 

a 7r C 
对千在 y 轴右面的一圈， 我们有 r = - cos 0, 一 一 � 0 � -

九．

C 2 2 ' 所 以

D = 4ab J舌 d0厂os 0

rdr = 气 J 号 cos2 0d0 = 包 空
2 c2 · 

(r) 曲线有界， 对 y 轴对称， 在 x 轴的上面． 原点是与坐标轴唯一的交点 所 以 曲线是由第一
及第二象限中的两个圈组成的．

在新坐标下曲线方程为：
a2b r = - cos2 0 sin 0. 
c3 

答 D
7r 砍b3

= — . 
32 c6 

4) 求下列曲线圈的面积：

(a) (x + y) 4 = ax为， (6) (x + y)3 = axy, (a) (x + y)
5 = ax2沪

解 如 只 考察曲线含在第一象限 内的部分 （故 X � 0, y � 0) ,  则它们都是有界的， 这可以 与
1) (6) 类似地证明 曲线均通过原点 与坐标轴无其它交点． 由 此可见， 这些部分就是问题中所谈
到的圈

＠ 当应用这些坐标时， 我们遇到了与极坐标情形时一样的情形， 对应的一对一性不成立 ． 参 看
606,4° . 

©容易观察到， 曲线是一个好像压扁 了的双纽线．
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在 以 前各例中 ， 将曲线在笛卡儿坐标下的复杂方程转化为曲线坐标下的简单方程， 实质上是
由 于利用 了恒等式 cos2 0 + sin2 0 = 1 .  二项式 x + y 同样也暗示了要利用这一恒等式的思想： 令
（仪对 x � O 及 y � O!)

X = r cos2 0, y = r sin2 0. 

变换的雅可比式为：

J = 
cos2 。
sin2 0 

—2r sin 0 cos 0 
= 2r sin 0 cos 0.CD 

2r sin0 cos 0 

(a) 在新坐标下圈的方程为
4 2 r = a cos 0 sin 0. 

因此

D = 2 1
� sin 0 cos 0d0 1

a cos4 0 sin2 。

rdr = a2
1

� cos9 0 sin5 0d0 = 盖
a2 

(6)D . (a) d = 
60 1260 . 

5) 现在说明选取曲线坐标系的另 一方法 ， 这在确定 曲 四边形 面积时常常是有用的． 如组成这
一四边形对边的两对曲线， 每一对皆属千充满存平面中 （且依赖于一个参数） 的一 曲 线族， 则 自 然

地这 两族就取为坐标线的网 它们的参数通常也在所给情况下给出很方便的曲线坐标系．
举一例来说明这一方法． 设要去求出由 抛物线

2 2 y = px, y = qx, 

沪 = ay, x2 = by 

所闱成图形的面积， 其中 O < p < q 及 0 < a <  b(图 73) .

这里很方便的是考察两抛物线族：

沪 = ex (p � e � q) 及 x2 = T/Y (a � T/ � b) , 

甸一族都填满了 我们的图形 ， 且 由 它们就组成了坐标线

的网 这就相 当 于， 把它们的参数 § 及 T/ 取作曲线坐标

这全部由第 604 目 ， 4) 我们已经都知道； 由 所写出的方

程我们有 X = V夺 及 y = V巨�' 所 以雅可比式

1 J =  - - . 3 

由此立得

1 
D = - (q - p)(b - a). 3 

6) 用同样的方法确定 由 下列各曲线所围成四边形的

面积：

(a) 双曲线 xy = p, xy = q 及直线 y = ax, y = bx; 

＠这里 ， 606,4° 中所述又获得 了应用

。 X 

图 73
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于是

及

(6) 双曲线 xy = p, xy = q 及抛物线 沪 = ax, 沪 = bx; 
(a) 抛物线 沪 = py, x2 = qy 及直线 y = ax, y = bx; 
(r) 直线 X + y = P, X + y = q 及 y = ax, y = bx.
在所有情形下都假定 O < p < q 及 0 < a <  b.95) 

(a) 解 坐标线网为：

最后，

xy = � (p �  � � q) , y = 吓 (a � "I � b) .

x =  fl, y = 高
T/ 

J = 点 －｀ 二
口 ｀ 初

D = � 尸 l

b

些
= � (q - p) In �  

p a T/ 

(6)提示 令 xy = e, y2 = TJX(p � e � q, a � TJ � b) ;  雅可比式 J = 一 ．
1 

1 b
初

答 D = - (q - p) In - .
3 

1 
a 

(a) 答 D = - (q2 - 沪）(b3 - a勺．
6 

l (b - a) (q2 - 沪）
(r)答 D = -2 (1 + a) (l  + . 、 ·

7) 求星形线 x i + 员 = a¾ 的面积．

解 星形线的参数方程为：

x = a cos3 t, y = a sin3 t (O � t � 21r) .  

如这里以 r 换 a(O ,;;; r ,;;;  a), 则得一相似星形线族充满了我们的图形：

3 , 3 x = r cos t, y = r s1n t. 

(608] 

当 t 固定时， 显然， 这些方程给出 自 原点出发的一些射线段． 利用这些公式当作变换公式， 显然
这里实质上是用的与前二题同样的思想． 雅可比式

最后，

8) 考察由 公式

95) 假设 x 与 y 也是正的

2 2 J = 3r sin t cos t. 

D = 6a2 J sin2 t cos2 tdt = � 玉 ．。 8 

u + v  
x = -— , y = 忘 (u ) O,v ) O)

2 
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确定的变换 显然 恒有 X � y � 0, 故点 (x, y) 总在 x 轴的正向与第一象限的平分线 y = x 间所
夹的角域内 ． 反过来， 在这角内的每一点 (x, y) 一般与两对非负值 u, v 相对应， 它们为二次方程

z2 - 2xz + 沪 = 0

的根． 如永远限制在 u ;?! v, 即点 (u, v) 也取在 UV 平面上同样角域内 ， 则 可得到对应的一对一性；
因此

u = x + �, v = x - 尸
容易计算出变换的雅可比式：

J = � (� —` 
这里坐标线有奇怪的特性． 当 U = 常数时得：

沪 = u(2x - u) = 2u (x - � )  , 

同样当 v = 常数时有

沪 = v(2x - v) = 2v (x - � ) -

因此， 在两种情况下我们得同一 （！） 抛物线族

沪 = 2p (x - �) , 

y
 

其轴与 x 轴相重合， 而准线与 y 轴相重合． 每一这样

的抛物线与直线 y = x 在点 (p, p) 处相切
这种似是而非的说法可简单解答如下： 当 u = p

且 v 自 0 变到 p 时， 这一抛物线 自 它的顶点到所述切 图 74

点 的 一部分描画出来 了 ， 而当 v = p 且 u 自 p 变到 +oo 时， 抛物线延伸到无穷远的其余部分描

圃出来了 （图 74) .
如在 xy 平面上取一由 x 轴及二抛物线

沪 = 2p 仔 - �) ' 沪 = 2q (X - !) (Q < p < q) 

。 X 

所闱成的图形 (D1 ) , 则在 UV 平面上它将与矩形 （心） = fp, q; O ,p] 相对应， 且直线段 u = p 及

v = p 将与第一个抛物线上在切点处相接的两弧相对应． 同样（在 xy 平面上）， 由 三个抛物线， 即

除所述两个外还有一抛物线
沪 = 2r (x - 勹 (r > q),  

2 
所围成的图形 (D2) 将与 UV 平面上的矩形 (�2) = [q, r; p, q] 相对应， 又直线段 u = q 及 v = q
与同一抛物线的两弧相对应．

用所述变换， 例如 ， 现在就很容易来求图形 (D2) 的面积． 我们有

三［丁 （产 凸 dudv

飞[(y'q - vfp) (石 - #) - (沂 － 孜） (✓<i3 - #)] 

叶 陑 － 而 （汇 ytq) (沂 - vfp) (看 ＋ 孜 ＋ 妇
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同样可以试求 D1 , 但在这一情形下我们就遇到了广 义的二重积分， 这时积分号下的函数沿 u
轴的一线段变成 oo. 以后将要谈到这种类似的积分 ［参看 617,8)] .

9) 要变换 (1) 能使彼此互变的二图形 (�) 及 (D) 的面积永远相等， 显然， 条件

D(x, y) 页 1 = 1

是必要且充分的．
我们的任务是：寻求能保持面积不 变 的 平 面 变换的 一般形状 ．

此时我们可 以在前面的条件中去掉绝对值符号而将它写成

I驾心 l = 1 (15) 

的形状， 因为在必要时将 e 及 n 的地位交换一下， 总可把结果化为这种样子．
此外， 为简单起见我们将假定 在雅可比式中出现的四个偏导数之一 ， 例如 ， 塑 在整个月飞

彻
＇

察的区域中异于零 ． 则可将方程 (1) 的第二个对 n 解出来 ， 并将所得式子代入 (1) 的第一个方程
中后， 可将所考察的变换表如下形：

TJ = J(e, y) , 
x = x(e, J(e, y)) = g(e, y) . } 

我们将从事于求出函数 J 及 g 的特征 ． 即 ， 我们将证明， 条件 (15) 相 当 于

af ag 
ay 氓

．

首先， 由 隐函数的微分法则 ， 得

ay 叮
= 1 , 

ay ay 叮—— — + --
arJ ay ae arJ ae 

= 0. 

再， 将 g 当作复合函数， 微分， 得
ag ax ax a f 
贡 ＝ 页 十 玩 贡 ．

由 此并从 (18) 的第二个等式消去 一 ：叮
氓

ay ag ax ay ax ay D(x, y) = - = 
彻 氓 氓 彻 彻 氓 D(e, TJ)

. 

最后， 两端减去 (18) 的第一等式， 得恒等式

这就证明 了我们的断言．

但 卢 － 切 = D(x, y) _ 
彻 氓 ay nee, TJ) 

1 , 

(lu) 

(17) 

(18) 

由 第 560 目 的定理 2, 现在可 以看见， 函数 f 及 g 能使 变换 (16) 保持面积不 变 者其一般形

状可 由 公式
au(e,  y) au(e, y) J(e, y) = , g(e, y) = 

氓 ay
给出来， 其中 U 是任意函数．
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6 09. 二重积分中的变量变换 考察一二重积分

几D)
f( x, y )dxdy, ( 19 ) 

其中 ( D ) 是 由 一个分段光滑的 闭路 ( S )所 围成的， 而 函数 f( x, y )在这一 区域上连
续或至多沿有限个分段光滑的 曲线上不连续 （这时 要保持有界）．

现在假定 区域 ( D )用公式 ( 1 ):

X = x( �, TJ ), y = y( �,  TJ ) 

与 �TJ 平面上某一 区域 ( � )相关联， 保持在第 6 05 目中我们推演用曲线坐标表示图
形 ( D )的面积的公式 ( 1 1 )时所有的条件. CD 我们的目的是： 在积分 ( 19 )中更换变
址， 使它表作展布 在 区域 ( � )上的积分的形状．

为此我们就用某一个分段光滑的 曲线 网将 区域 ( � ) 分为许多部分 ( �i )( i = 
1 ,  2, • · • , n ), 则 区域 ( D ) 被对应的 （ 也 是分段光滑的） 曲线分为许多部分 ( Di )(图
75, a ), 6 ) ). 在每一部分 ( Di )中任取一点( xi, Yi ), 最后， 作关于积分 ( 19 )的积分和

a = 区 f( xi , Yi )D, , 
i=l 

它 当 区域 ( Di )的最大直径趋近于零时以这一积分为其极 限

y
 

n
 

。 X 。
a) 6) g

 
图 75

将第 6 06 目中的公式 ( 12 )应用到每一部分 ( Di )上， 我们将有

Di= IJ( (; ,  飞 ） I · �i ( i  = 1 , 2 , .. . , n ), 

其中 (a , 飞） 是 区域 ( �i )的某一定点 在和 6 中将每一 队 用这式子来代替，得

a = 区 f( xi , Yi )I J( a ' 飞） 心．

沪y 沪y
© 因此 我们同样假定二阶混合偏导数 —— 及 ——－ 存在且连续． 参看第 605 目 的脚注

8�8'1J O'IJO� 
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点（＄囥） 须由中值定理得来， 不能任意选取， 而点 (xi邓） 却是在区域 (Di ) 中
完全任意地取出来的 利用这一任意性， 我们可令

Xi = x((i , 飞 ） ， Yi = y((7 , 飞 ） ，

亦即， 取区域 (Di ) 中与区域 (�i) 中的点 (a , 飞） 相对应者作为点（平， 如．因此和 (j

有下形
a = 区 f(x((;冗） ， v(a, 飞) ） IJ团 ， 飞 ） 心；

在这一形状之下它显然是积分

ff f(x((, TJ) ,  y(( , TJ) ) I J((, ry) jd(dry (20) 
(A) 

的积分和 这一积分的存在可由 下面推得： 积分号下的函数或者是连续的， 或者（同
时保持有界性） 仅沿有限个分段光滑的曲线不连续， 这些曲线是函数 f(x, y) 的不连
续处所成的曲线在 切 平面上的图像 ．

如现在命所有区域 (�i ) 的直径趋近千零， 则 由 函数 (1) 的连续性， 所有区域
(Di ) 的直径也同样将趋近千零． 因此， 和 6 必须既趋近千积分 (19) 又趋近于积分
(20) ,  因为它 同 时是这两积分的积分和．因此

, f(x, y)dxdy = ff f(x((, ry) ,  y((, ry) ) IJ((, ry) jd(dry. (21 )  
( D) (A) 

这一公式就解决了所提出的问题一一二重积分中变量变换的问题． 公式 (11 ) 显
然是它当 f(x, y) 三 1 时的特殊情形

这样，为 了 要实行二重积分 (19) 中 变量 的 变换， 不 仅应 当 在 函数 f 中将 x 及 y
换为 它们 的表示式 (1) , 而 且应 该将 面积元素 dxdy 换作它在 曲 线 坐标 下 的表示式 ．

用与第 606 且 心 中所引 用的同样的讨论， 这里也容易证明， 在许多情况下 ， 当
加在变换 (1) 上的条件在一些个别的点或沿一些个别的曲线被破坏时， 公式 (21 ) 依

然成立

610. 与单积分的相似处， 在定向 区域上的积分 二重积分中变量变换的公式
非常类似千通常定积分中变量变换的公式：

lb 
f(x)dx = /!3 

f(x(() )改）必
a °'  

(22) 

但在公式 (22) 中没有绝对值符号， 这多少破坏了类似性． 这一差异将简单地加
以解释． 通常定积分是沿定 向 区 间 而取的 [302] : 与 Q 可以小千或大于 9 一样，a 也
可小千或大千 b. 而到现在为止我们所考察的二重积分仅仅是取在非 定 向 区 域L 的

不过 在二重积分的情形下， 我们也可转而讨论定向 区域 定向 区域的产生是由
千给它的边界以一确定的环行方向一一正的或负的 [548] ; 同时对在区域内的所有简
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单闭曲线附加了这样的方向 ． 如果取的是正的环行方向，则就说区域被正的 定 向了，
在相反情形下，就说它被 负 的 定 向 了．

如区域正的定 向，很自然的，对定 向 区域 (D) 同意取它的带正号的通常面积作
为它的面积； 在相反 的情形下如区域负的定向，就取带负号的． 当区域 (D) 分为许多
部分（从） 时， 如前所述 这些部分就按照整个区域的定向来定向； 对应地它们的面
积也冠以符号

现在，对定 向 区域 (D) 可按第 588 目 的样子建立二重积分

J J f(x, y)dxdy 
(D) 

的概念； 并且如区域有正的定向时， 这一积分就与以 前所确定的相一致，在负定向的
情况下就与它相差一符号．

这一二重积分的新观点首先可使第 605 目 中在曲线坐标下表示面积的公式 (11 )
对雅可比式不用绝对值符号改写如下：

D = ff 
D(x, y) 

( ti.) D((, ry) d(dry = ff J((, TJ)必dry,
(ti.) 

只要区域 (D) 及 (�) 的 定向是按规定而做的 这直接可 由 606,1° 的说明推得
在 同 样的规定下第 606 目 中公式 (12) 也可不用绝对值符号写出来：

D = J(尽 订） - �. 

而在这种形式下它就是拉格朗 日 公式的一自然推广．
最后，一般公式 (21)对按规定定 向 的 区 域(D) 及 (�) 现在可重写为下形：

ff f(x, y)dxdy = ff f(x((, ry) , y((, ry) )J((, ry)吵砌
(D) (ti.) 

因此，要使单积分与二重积分的类似处变得完全，只要将它们加 以一致的规定！
不过， 在以后的叙述中我们恒 回到普通的观点， 只考察展布在非定向 区域上的

二重积分

611.  例 因为在二重积分中变量的变换常常是以 简化积分区域为 目 的，所以 在第 608 目
中关于这所作的全部说明这里又得到了应用． 与此同时，简化积分号下的式子也是变换的一 自 然
目 的．

1) 如 区域是一 圆 （中心在原点） 或一扇形，则变成极坐标较为便利． 作为例子，重新来解第
597 目 的问题：1) ; 17) (a) ; 18) (6) .  

对第二题我们有

V = ff xydxdy = 『 1R
r3 cos 0 sin 0drd0 

(D) 

= fo
2

" sin 0 cos 0d0 •  1R
产dr = 罕
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如同时积分号下式子含和 x2 + 沪 时， 则更有理由 希望应用极坐标来化简．
2) 求一球 （半径为 R) 被一直圆柱 （半径 r < R) 所割下部分的体积， 圆柱的轴通过球心

解 取球心为坐标原点 圆柱轴为 z 轴， 我们将有
21r r 

V = 2  ff 声二dxdy = 2 f f 声了 pdpd0
0 0 

丑 ＋沪 ,;;; r2

＝ 节 [R3 - (R2 - 产计］

3) 求旋转抛物面 az = 泸 ＋ 沪 与平面 z = a 所围立体的体积．

竺 V
冗·a

口 = 2 
4) 求半径为 R 中心角为 2a 的扇形的重心位置．
解 取中心角的平分线为极轴 （也 即 x 轴） 后， 我们将有

My = 「 f
R

产 cos 0drd0 = � 矿 sin a 
-QI 0 3 

如将这一式子除以扇形面积 P = R2a, 则求得重心的横坐标 § 为：

2 e =  R Slll a 一 ． ．
3 a 

因为由对称性， 重心在平分线上， 故它的位置确定 了 ．
5) 求一圆（半径为 R) 的质量， 在每一点处它的密度等于 自圆的边界到这点的距离．
答 m = 巴 炉 ．

3 
我们还举一些利用极坐标较便利的例子．
6) 求 “维维亚尼立体" (597,20))的体积．
解 我们 已 经有过

V = 4 f I 雇二二dxdy,
(P) 

其中 (P) 是 xy 平面中第一象限内 以球半径 R 为直径所作的半圆（图 48) . 在积分号下的函数中
出现有式子 沪 ＋ 沪 就暗示引用极坐标．

(P) 的边界即半圆周其极坐标方程为 r =
冗．

R cos 0, 0 自 0 变到 － ． 因此，
2 

V = 4 !  否 dB !
R

eos /} 声二 rdr = i R3 J告 (1 - sin3 0)d0 
3 

4 
R 3 7r 2 = 3 (2 - 3) · 

可以看见， 这里的计算确乎特别简化了 .<D
7) 试求双纽线

伲 + Y宁 = 2a2 (x2 - 沪）

一瓣的 (a) 重心的位置与 (6) 极惯矩

©下面的可能性并没有除掉 简 化积分号 下 的 式子会使积分的 区 域 变 复杂， 以致最后考虑起来
变到极坐标并不便利
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解 (a) 曲线的极坐标方程为：

产 = 2a2 cos 20 (—� :s:  e :,;  勹 ·
因此我们有

My = !
¾

J
心

气2 cos 0drd0 = 乌
于

立

＿ 工 o 3 
3 f

千
cos 0 . cos 2 20d0 

4 

4迈 3
¾

= - 2 3 

3 
a f (1 - 2 sin 0) 歹 cos 0d0. 

, 0 

再令 迈sin 0 = sin w: 
4 3 兮

My = 3a f cos4 wdw = �a3 . 4 

因为一瓣的面积 P = a2 [339, 12)] , 故 e = 竺 ， 因而就确定了重心的位置．4 
(6) 我们有

于 a迈冗歹芴 4 
lo = I I 产drd0 = 皿 ．

-¾ 。 4 

8) 求心脏线 r = a(l  + cos 0) (所围面积） 对千极的极惯矩
35 

答 Io = —7r矿 ．
16  

9) 确定 ＇＇维维亚尼立体” 重心 的位置 ［参看 6)] .
解 由对称性可 见， 重心在 x 轴上， 算 出 它 的静矩：

Myz = 4 / / xzdxdy = 4 订萨二言2dxdy

兮
(P) 

I 
jP) 

R cos 0 

= 4 1 cos 0d0 1 涅二 ． 产dr.

里面的积分

厂OS 。
雇二 叠 = i (2产 - R2 ) 雇二 ＋ 巴 r r=R cos 0 

8 arcsm -。
＝ 罕 [=s 0(2 =' 0 - l) sffi 0 +  i - .; 1 ,�" 

所以

R4 告
Myz = 了 / [(2 cos4 0 — cos2 0) sin 0 + ( � - 0 cos 0 d0 。 2 )  ] 

＝ 罕 [—� cos5 0 + � cos3 0 + (i - 0) sin 0 - cos 0] 厂 ＝ 巨
于是， 最后，

e Myz 12 ＝ ＝  
V 5(31r - 4) R. 

10) 求 由 椭圆柱面

，
 
1

 
＝
 

2
飞
y
b
 

＋
 

f-
2a
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平面 z = O 及下列曲 面之一所围立体的体积：

(a) 平面 Z = 入x + µy + h (h > 0), 
2z X 2 2 

(6) 椭圆抛物面 — = — ＋ 邑
C p2 q2 (c > 0). 

(B) 双曲抛物面 cz = xy(c > 0) . 

解 问题可变成计算展布在 xy 平面中 椭 圆 上的积分， 与此相关， 令

x = ar cos 0, y = br sin 0 

变到广义极坐标较为合适； 此时变换的雅可比式 J = abr. 

例如， 对情形 (6) 我们将得

V =  i !/D) 侵 + �) dxdy = 2abc l令 ［ （气竺 + b2了） r3drd0 

= iabc 信 ＋ 们
同样对其它情形可求得

a2b2 
(a) V = 1rabh, (B) V = 一一 ．＠

2c 

11) 试求椭球体

1
 

<、三
2c

＋
 2

 

y-
b
 

2
 

＋
 

泸一
2a

的体积
提示 引用广 义极坐标

4 
答 -1rabc.

3 
12) 计算积分

I = ff xydxdy, 
(D) 

它展布在曲线

｀ 雇）二 亨
第一象限内的圈上 ［参看 608,3) (r)] .

提示 同 11) .

答
1 a10b6 

840 c12 
13) 计算积分：

(a) Ji =  Jj
A

) 歹言dxdy, (6) h = J j
A) 

x九旷dxdy

(n 为 自 然数） ， 其中 (A) 是由坐标轴及抛物线 '1/X + ,/Ji = l 所范围的区域．

©在情形 (B) 下， 立体由四个对称部分组成 其中两个位于 xy 平面的上面， 两个在下面
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解 曲线的参数方程为： x = cos4 t, y = sin4 t (0 勺 ,:; i ) ·  很 自 然的， 考察一 （对原点）
位似 的抛物线族 x = p cos4 t, y = p sin4 t(O ,:; p ,:;  1) .  引 进 p 及 t 作为新变数， 我们将有
J = 4p cos3 t sin3 t, 所 以

Ii = ! � /
1

妙 4p cos3 t sin3 tdpdt = 主

0 0 15 ' 
卫
2 I 

l2 = 4  J J p2n+ 1 cos4n+3 t sin4n+3 tdpdt 
0 0 

2 否＝ 二 1 cos4n+3 t sin4n+3 tdt = n ! 1 · [
(
�: 飞＇：『

最后一表示式可变作下形

(2n + 1) ! 
(n + 1) (2n + 2) (2n + 3) • • • (4n + 3) · 

特别， 当 n = l 时由此可得第 597 目 问题 3) 的解答．
14) 计算积分

K = I 
tB) (� + �f dxdy, 

其中 (B) 是 由 坐标轴及抛物线

汽 + /t = l

所范围的区域．
冗．

提示 令 x = ap cos4 t , y = bp sin4 t (o ,s; p ,s; 1 , 0  ,s; t ,s; -2 )  
2 答 K = — ab.21 

15) 求积分
L =  ff

沪 siri xy dxdy, 
(D) y 

其中 (D) 是 由 四个抛物线 沪 = ay, x2 = by, y2 = px, 沪 = qx(O < a < b, 0 < p < q) 所范围的
区域 ．

解 引 用在 604,4) 中所述的变量变换 ［参看 608,5)] , 变换积分成

L = 『 f

q

ri sin 切必吻
a P 

的样子． 现在经简易 的计算就能给出 ：

L =  sin pb - sin pa sin qb - sin qa 
p q 

同样可以猜到在下列情形下合适的 曲线坐标系：
16) 求积分

I = ff xydxdy. 
(A) 

如 (A) 是由下列曲线所围的四边形：
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(a) y = ax3 , y = bx气 沪 = px, 矿 = qx; 

(6) 沪 = ax气 沪 = bx2 , y  = ax, y  = (3x. 

提示 引进新坐标 e, T/, 令

(a) y = 矿 ， 沪 = TJX; 

(6) y3 = e沪， y = TJX, 

答 (a) I = 点 (a书 - b- 趴 (q� - p趴，

(6) I = 一 (b4 - a勹 (a-10 - 13-10) .  40 

[611] 

17) 设 (D) 是由 不等式 X ?: 0, y ?: 0, X + y ,:; 1 所确定的三角形． 假定 p ?: l , q ?: 1 ,  试直接
证明刘维尔公式 [597,16)](!)

几
D)

'P(x + y)xp-l yq- 1dxdy = B(p, q )  1
1

'P(u)up+q- ldu, 

其中 'P(u) 是区间 [0, 1] 上的连续函数
证 令

x = u(l  - v) ,  y = uv 

或
y 

U = x + y, V = x + y  
用这些公式就建立起 xy 平面上的三角形 (D) 与 UV 平面上的正方形 (�) = [O, 1; 0, 1] 间 的一个
一对一的对应． ［点 X = 0, y = 0 是一仅有的例外， 它对应于 v 轴的一段．］ 此处

或

J = D(x, y) = u. D(u, v) 

变换变量， 得出二重积分等于

/
1 

/
1

妇(u)up+q- l 尸 (1 - vt-1 dudv 
0 0 

/
1 

vq-1 (1 - v?-1dv •  ,p(u)up+q-l du. ［ 
因为第一因子恰恰就是 B 函数 B(q ,p) = B(p, q) , 故所需结果就被证明 了 ．

18) 用 同样 的变量变换可证明一更一般的公式：

I I <p(x + y) (ax �;:
y
:-�)P+q

dxdy = B(p, q) 1
1 

, ,p(u)�P��-I du 

x;;,o,y;;,o 
工十y,;;; 1 

（其中 p, q ;:;,, l ; a, (3 ;:;,, O, "f > O; ,p(u) 连续） ． 这里应利用已知的结果： 534,2) 

© 以前它是由 狄利克雷公式导得的， 它是这里的特殊情形 （当 cp 三 1 时） ．
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19) 如应用替换

§5. 反常二重积分

1 — x — y a =  , (3 = 1 - y, 1 — y 
且若 X � 0, y � 0, X + y ,:;: 1, 则 公式

/
1 

/
1 

J(a(]) (l — a)p-1  (3叮1 - (3)q- 1 dad(3 = B(p, q) 1
1 

f(v) ( l — v?+q- 1 dv 
· 0  0 

就化成刘维尔公式 雅可比式 J = _ _ CD 1 
1 - y  

20) 用变械变换求证恒等式 （对任何的 z = 常数） U 

l号
［

兮
cos(2z sin cp sin 0)心d0 = { 1

兮
cos(z sin 入）d入 了

［参看 595,7] .
证 在二重积分中按公式

cp = 

变换变橄可将它导致下形

u + v  u - v  
0 =  

2 ' 2 

图 76

1 2 / / [cos(z cos u) cos(z cos v) + sin(z cos u) sin(z cos v)]dudv, 
(A) 

· 171 · 

兀 u

其中 (�) 是一斜放着的正方形， 如 图 76 所示． 但第二项积分等于零 （替换 u = 7r — u') ,  而展布

在正方形 (�) 上的第一项积分直接可变成取在正方形 [o, 互 0, 巴］ 上类似的积分的两倍． 由此就2 2 
容易得出所需结果

§5. 反常二重积分

6 12. 展布在无界区域上的积分 二重积分概念可 推广到 无界区域即延伸到无
穷的 区域的情形， 或推广到 无界函数的情形， 这与第十三章中对单积分所做的一样．

首先我们来讨论无界区域 (P归 的情形． 这种 区域的例子有整个平面 、 在某一 圆
或其它有界平面图形外 面的部分 、 任何一角域等等．对千这种区域的边界， 假定其每
一有界部分有面积 0(例如， 由一些分段光滑曲线所组成）．设在 区域 (P) 中已给某一

函数 J(x, y ), 假定它在正 常意义下在区域 (P) 的每一有界可求面积 部分上可积 ．
引用一辅助曲线 (K' ) (面积亦为 0) , 自 区域 (P) 割下它的一有界连通部分 (P' ) ,

由假设在它上面积分

几，
）
f(x, y)dxdy (1 )  

存在 现在将曲线 (K' )及其上所有的点移到无穷远去， 使自原点到这曲线上的点的
最小距离 R 增大到无穷 则被它所割下的变动区域 (P') 就逐渐笼罩住区域 (P) 的
所有点 (P) 的每一点对适 当大的 R 将属千 (P' ) .

©并且 点 X = O, y = l 这里需加限制．
© 我们恒假定这一区域为连通的．
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如积分 ( 1) 当 R 一 oo 时存在一确 定的有限极限， 则 称 它为 在无界区 域 ( P) 上

函数 J( x, y) 的 （反常） 积分 ， 并表作

ff f( x ,  y)dxdy = lim ff f( x, y)dxdy. 
(P) R-+oo (P' )  

在 函数 J( x, y) 为 正时， 只要当考察任一变远到无穷的 固定曲线序列

(K1 ) ,  (K2 ) ,  · · ·, (Kn) ,··· 

及被它们所割下的 区域序列

（片），（乌），． ．．， （凡），． ． ． ，

假定有 限的界

I = sup { f f J( x, y)dxdy} 
n (Pn ) 

存在， 就已能推出积分 ( 2) 的存在．

( 2) 

事实上， 不论被曲线 (K') 自 ( P) 所分出的部分 ( P') 如何， 当 n 相当大时这一

区域将整个含在 （凡） 内 ， 所 以

, f( x, y)dxdy � ff f( x, y)dxdy, 
(P') (Pn) 

因此更加

j j J( x, y)dxdy :s;; I. 
(P') 

另 一方面 对已给 E: > 0 可求得一 no, 使

, f ( x, y)dxdy > I — E:. 

(P吨 ）

对相当大的 R,<D 区域 ( P') 又可包括 ( Pno ) , 因此更有

, J( x, y)dxdy > I - r::. 
(P') 

等式 ( 3) 及 ( 4) 合起来就证明了数 I 适合二重积分的定义 ．

(3) 

( 4) 

由这一观察容易证明与第 474 目中定理相似的积分 比较定理 其次， 如保留对
函数 f( x, y) 以 前的假定，则 由展布在无界区 域 ( P) 上 IJ( x, y) I 的积分的存在就可以
推得函数 f( x, y) 的 同 样积分存在．

©我们一直是将原点到曲线 (K') 的点的最小距离记作 R
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为了要证明这， 我们来考察两非负 函数：

儿( x, y) = \f( x, y )\ + J( x, y )  
2 

显然，

J_( x, y )= If ( x, Y )\ - J( x, y ). 
2 

儿( x, y )  = { 
f ( x, y ), 如 f( x, y )� 0, 。 在相反情形下，

J_( x, y ) = { 
-f( x, y ), 如 f( x, y )� 0,。 在相反情形下．

由 函数 IJ( x, y )I 的可 积性推得出函数

儿( x, y )� IJ( x, Y )I 及 f-( x, y )� IJ( x, y )\ ,

因而函数

J( x, y )  = 儿( x, y )- f-( x, y ) 

积分的存在

· 173 · 

反过来的事实很值得注意： 由展布在无界 区 域 (P) 上函数 J( x, y )积分的存在能
推得 \f( x, y )\ 的积分也存在这一命题就与简单反常积分的理论不相像了： 我们知道
[475] , 在那里可以有非绝对收敛的积分 ．

我们将在下一 目中来给出证明

6 13. 反常二重积分的绝对收敛性定理 每一收敛积分

J J J( x, y )dxdy 
(P) 

(5) 

必然也绝对收敛， 即与它同时积分

, \f( x ,  y )\dxdy 
(P) 

(6) 

也收敛
设不 是如此 取一 区域序列 {(Pn ) } , 使越往后 时它们逐渐能笼罩整个 区域 (P) ,

而我们将有
lim J J \J( x, y )\ dxdy = +oo. n-,oo (P九 ）

不 失一般性我们可以设 对每一值 n, 不等式

JJ; 
丘i)

\J( x, y )\dxdy > 3 j;; 凡） \J( x, y )\dxdy + 2n 
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适合， 这是办得到的， 只要（在必要时） 割裂序列 {(P九）｝ ， 即从它里面去掉一个部分
序列再重新将它记数就可以了．

但

所 以

以（即） 表区域 (Pn+l ) 及 (Pn ) 的差， 显然我们有

, I J(x, y) ldxdy > 2 ff l f (x, y) ldxdy + 2n. 
(Pn ) (Pn ) 

IJ (x, Y) I = f+ (x, y) + f- (x, y), 

JJ; 
匹）

IJ(x, y) ldxdy = ff f+ (x, y)dxdy + ff J_ (x, y)dxdy 
（匹） (Pn ) 

设右端两积分中例如第一个是大的一个， 则

， 儿 (x, y)dxdy > ff l f (x, Y) ldxdy + n. 
(Pn ) (Pn ) 

将左端的二重积分代 以与它相当近似的达布下和， 不等式依然成立：

归t)
卤 ＞ ！［

几）
/f(x, y) /dxdy + n.CD 

在这一和中可只 留 下与 m�) > 0相对应的项； 以（加） 表对应元素 (p炉） 的 集合， 我
们更可得

, J(x, y)dxdy = II 儿 (x, y)dxdy > I I /f (x, y) /dxdy + n 
(Pn ) (凡） (Pn ) 

以（凡） 表 由 (Pn) 及（加） 组成的区域 因为

I I f (x, y)dxdy � -
(Pn ) 

, /J(x, y) /dxdy, 
(Pn ) 

故将这一不等式与前一不等式两端相加时便得

, J(x, y)dxdy > n. 
（凡）

区域（加） 同时（凡） 可以稍为变一下使从后者可得出一连通区域 (P�) , 且其面
积与（凡） 相差如此地小使不等式

I I f (x, y)dxdy > n 
(P;.) 

(!)这里 (p炉 ） 是区域 如） 分割成的元素部分， 而 m炉 是函数 儿 (x, y) 的对应下确界
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还保持成立． 这很容易做到，只要将区域的孤立部分用一些狭的 “走廊” 其总面积任
意小者连接起来就行了96) _

由此已 经清楚，积分 (5) 不可能存在， 与假设相违； 这一矛盾就证明了定理．
注意，所引推理的最后部分涉及了一维及二维情形间的主要区别 由 一些分离

的区间组成的不连通线性区域就不能用一任意小的变形变成连通的（即变成一整个
的 区间）．

所证定理以及前 目中的一些注意点 将任意函数的反常积分的存在与计算问题
化为正（非负） 函数的同一问题 以下我们将主要地从事于后一问题

614. 化二重积分为逐次积分 开始我们假定函数 J(x, y) 为非负的 如这 函数
给出在一任何形状的无界区域中， 则补充地令它在这一 区域的外面等于零时， 恒可化
为无界矩形 区域的情形 譬如说 设我们谈到在一个方向无穷的矩形 [a, b; c, 十oo] (a,

b, c 是有限数且 b > a). 我们将假定在每一有限矩形 [a, b; c, d] (对任何的 d > c) 上，
二重积分及对 y 的单积分在正常 的 意 义 下 皆存在， 所以 [594] 公式

, Jdxdy = l
b 

dx 1d 
fdy (7) 

[a,b;c,dJ 

成立．
要想建立对无穷矩形即 d = +oo 的情形的类似公式 假定逐次积分

I =  1 dx 100 
f dy 

存在 因为对任何的 d > c 我们有

ff fdxdy � I, 
[a,b;c ,dJ 

则按 612 中所述 由 此就得出 二重积分

ff fdxdy = 岳� ff Jdxdy 
[a,b;c,+oo] [a,b;c,d) 

存在，它显然不会超过 I. 剩下来只要证明事实上二重积分等于 I.

(8) 

如积分 fc00 fdy 是 x 在正常意义下可积分的函数，因此被某一常数 L 所限制住，
则更有

j
d 

f(x, y)dy � L. 
C 

在这种情形下 由第 526 目定理 2,

96) 细节留给读者

b 

I = 心� 1 dx 1d 
fdy 
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将这与 (7) 及 (8) 相 比较 便得所需结果
如积分 I 作为反常的存在时， 它依然成立．例如， 设 b 是 x 的函数 fc

00
fdy 的唯

一奇点 则由已证的， 对 O < Tf < b — a,

ff fdxdy = l
b-

ry dx 1
+oo 

fdy, 
[a,b-ry;c, 十oo]

等式的两端当 n 一0时趋近千 I. 注意到

I � ff fdxdy � ff fdxdy 
[a,b;c,+oo] [a,b-ry;c,+oo] 

时， 又可作出矩形 [a, b; c, +oo] 上二重积分及逐次积分的等的结论

(9) 

我们注意， 如无穷逐次积分有无穷大值， 则由 前面两关系式可看出， 二重积分的
值也是如此

这样， 与 (7) 相似我们有

ff fdxdy = l
b 

dx 1
+

= fdy, 
[a,b;c,+oo] 

( 10) 

且由右端逐次积分的存在就推得二重积分的存在． 甚至在右端的积分等千 +oo 的情
形下等式仍成立

最后 我们考察在两个互相垂直方向延伸到无穷的矩形 [a, +oo; c, +oo]. 这里我
们也将假定在每一有限矩形 [a, b; c, d] (对任何的 b > a 及任何的 d > c) 上二重积分
及对 y 的单积分在正常 的 意 义 下 皆存在．

对所考察的情况同样可建立公式

J J f dxdy = l
+oo 

dx 1
+

= f dy, 
(a, 十oo;c,十oo]

( 1 1 ) 

其中假定右端的逐次积分存在． 与上面我们自 (9) 得到 (10) 时相像， 当 b --. +oo 变
到极限时这可 由 ( 10) 很容易得来． 这里也是如此， 如逐次积分的值等于 +oo, 则二
重积分也是这样

现在对函数 f(x, y) 变号的情形谈几句， 为 明确起见我们限于讨论公式 (10). 在
有限矩形 [a, b; c叫（对 d > c) 中我们保留 前面的假定， 但与函数本身的逐次积分

l dx 1
+

= f (x, y)dy 

存在的同时这一次我们又设它的绝对值的逐次积分

I dx『00
lf (x, y) ldy 
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存在

因此对第 612 目末所提到的 函数 儿 (x, y) 及 f- (x, y) 同样的逐次积分也将存
在 分别应用已证的公式 (10) 到这两非 负 函数上并将结果相减， 我们就能证明这一
公式对已知 函数 f(x, y) 的正 确性

615. 无界函数的积分 设 函数 J (x, y) 已给在有界区域 (P) 上，但它本身在个

别的点 坏，M 2,· ·· 的邻域中为无界的； 在区域 (P) 的任何不包含这些点的部分中
假定函数在正 常的意义下可积 ．

现在用曲线 (k儿 (k刃，. . . 将 奇点Af1 , M2 , · · · 围起来后把它们割离下来．如从 区

域 (P) 拿掉 由这些曲线所 围的这些奇点的邻域 则得一 区域 (P') , 由假设 对于它积

分
几

， ）
f(x, y)dxdy (I' )  

存在 将曲线 (k门，(k2 ) , · · · 在所述各点处 ＂收缩＂ 使这些闭路 (k) 的点到对应点 M
的 最大距离 以 p 表之 趋近千零.CD我们可以看到此时所考察的各 邻域的
面积 （小千 7r忧） 亦将趋近于零．

无界函数 J(x, y) 对 区 域 (P) 的 （反常） 积分定义为 当 p 一 0 时积分 ( 1 * ) 的极限：

ff f(x, y)dxdy = lim ff f(x, y)dxdy, 
(P) P一0 (P') 

(2* ) 

奇点也可能形成某些奇线，我们将永远假定其面积为 0. 在这种情况下 就必须将
这些线用向它们 ＂收缩＇ 的邻域围起来，这时原则上没有什么新的东西

然而，这里所被说的极 限过程其确 切特征还需要加以若干说 明 设奇线 (l) 被 一
边界为 (k) 的邻域所 围． 如在 (k) 上取一点A, 则自 (l) 上各 不同点B 到这一点的距
离中有 一 最小者PA 存在； 另 一方面，如变动 (k) 上 A 的位置，则所有 的 PA 中必定
有一最大者 p . 这一数在某种意义上就说明了闭路 (k) 离曲线 (L) 远近的程度，而极
限过程是以条件 p -+ 0为准绳的 （当有若干个曲线存在时，p 应了解为同样数中的最
大者） 这里同样可以证明，与 p 同时，所考察的邻域的面积也趋近千零．

最后 反 常积分定义很容易推广到无界 区域及在其中定义的 函数在有 限距离 处

可有一些奇点的情形

附注 如在建立反 常积分时， 除奇点 （或奇线 ） 外，我们又分离出若干事实上不
是奇异 的点 （或线 ） 来，则积分中出现的极 限， 无论它的存在或大小都不会有任何影
响 实 际上，例如，设在奇点外另加上一非奇点A, 并且 超过反常积分确 切意义的需
要，我们还分离出这一点A的一邻域 但在A近傍函数是有 界的，对所述邻域上的
积分与其面积同时趋近于 0.

＠不用此而假设所有被闭路 (k) 所包区域的直径趋近于零， 也可以得到同样结果．
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在第 612~614 目中所叙述的都可移到上所列举的反常积分的一切情形．
首先 下一著名定理此处也成立： 反常二重积分如果收敛， 则 必 然也绝 对收敛

证明可如第 613 目中一样作出来．
至于谈到化二重积分为逐次积分的问题， 则这里同样只要讨论（有限） 矩形 [a, b;

c, d} 是区域 (P) 的情形就够了． 可以证明对非负 函数 J(x, y) , 在逐次积分存在的假
定下（二重积分的存在由此己能推出）， 公式 (7) 成立．

然而， 这时应该还要确定一下 函数奇点©的假定的分布 开始设它们在一水平直
线上（例如， y = d) , 或更一般地， 在一可用形如

y = y(x) (a � x � b) 

的显方程表出的曲线上． 对于这种情形其证明与第 614 目中当 d = +oo 时的相像
千是我们转到另一情形： 奇点在某一垂直直线上（例如， X = b) , 与上面当 b = +oo 时
相像地进行推理 如所讨论的函数变号， 则必须还要假定 订(x, Y) I 的逐次积分存在

推广到几个曲线或直线的情形或推广到无穷矩形而奇点在有限距离 内 的情形都
很明显

616. 反常积分中 的变量变换 设在 xy 及 切 平面中分别有二有界区域 (D) 及
(�), 它们以变换公式

｝
 
叽
巾

亿
亿

x
y

 

＝
＝

 

x
y

 

( 12) 

或其逆变换
� = �(x, y)

} ( 12*) 
T/ = ry(x, y) 

相联系， 并保有在第 603 目中所详细 限制的全部条件
又设在区域 (D) 中给出一函数 f(x, y) , 除去有限个个别的点甚或线＠ 它在那里

变成无穷外， 到处连续．
我们求证， 在这些条件下， 等式

II J(x, y)dxdy = II J(x(�, TJ) , y(�, TJ) ) I J(�, TJ) ld�dry (13) 
(D) (Ll.) 

成立， 只要这两积分之一存在； 另一个的存在就能推得出 来．
事实上， 如将第一个积分在区域 (D) 中的奇点及奇线用它们的邻域分开来， 则

第二个积分的奇点及奇线就被在区域 (�) 中的对应 的邻域分开来了．设这样得到 xy
平面上的一区域 (D') 及 切 平面上的一区域（凶）．因此由第 609 目 公式 (21 ) ,

几，）
f (x, y)dxdy = 几，）

f(x(� ,  TJ) ,  y(�, ry) ) IJ(�, TJ) 成吻 (14) 

＠在任一无奇点的部分矩形中， 形如 (7) 的公式假定正确
©在本 目 中所谈到的一切曲线都假定为分段光滑的．
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由 于区域 (D) 及 (�) 间对应关系的连续性， 并且为两方面连续的© 容易看见， 当
“收缩"xy 平面上的邻域到被它们所围的点或线时， 对在 �T/ 平面上的邻域同样的过
程也将发生，反过来也是如此 由 此可见， 将前面的关系式变到极限时， 由 一个积分
的存在我们事实上就能断定另一个的存在，且同时也能断定等式 (13) 成立．

甚至还可设在区域 (�) 的一些个别的点处或沿它里面的一些个别的线（与前面
所讨论的在这一 区域上的奇线不相交） 上雅可比式 J(�, T/) 成为无穷， 因此同时第二
个积分的积分号下 函数也成为无穷． 虽然在 xy 平面上的对应点及线对第一个积分
来说不是奇异的， 但将它们分离出来，按前 目 的附注， 并不产生什么 困难， 所以在新
的假设下上面的结论依然有效．

还要注意，在所考察的情况下常常会遇到在一些个别点处或沿一些个别的线上
关系式的连续性或对应的一对一性被破坏了． 在这种情形下第 606 目 华 的讨论可
以应用 ［参照第 609 目 之末］．

最后 我们转到至少 区域 (D), (�) 之一为无界的情形
如这两区域都延伸到无穷且它们的位千有限距离的点以关系式 (12) 或 (12*) 相

关联，则用（对应的） 曲线分离出这两区域的有界部分 (D') 及（凶） 后， 当上面所述
条件保留时我们将有等式 (14). 因为所提到的这些曲线显然只在同时才可能移到无
穷远处，故要得到 (13) , 只需在 (14) 中变到极限， 且又由积分之一的存在得出另一个
的存在

现设， 例如 区域 (D) 延伸到无穷而 区域 (�) 不延伸到无穷， 且区域 (D) 的点
与区域 (�) 的所有点，除一个别的点（或曲线） 对应千区域 (D) 的边界的无穷远部
分者外，相互对应 用曲线将区域 (D) 的有界部分分离 出 来后， 我们用在区域 (�) 中
的对应曲线就拣出了上述的点（或曲线），同时就得区域 (D') 及（凶）， 对它们 前述推
理己可应用了，再这样下去

注意，变最的变换与变成逐次积分同时是确立反常二重积分存在性的非常方便
的工具 关千这一点 读者在下一 目中可见到许多例题

617. 例 1) 确立下面积分存在的条件 (m > 0) : 

(a) // (x2
d
;�)m ' (6) // (沪

d
;;,沪）m ' (B) / / (1 -::cl_! 沪）m

丑 ＋沪 ( 1 丑 +y2 ;;, 1 丑＋沪,:; 1 

解 在极坐标下这些积分化为下形：
2-rr 1 

(a) J d0 rdr 
1 dr 00 

o 
l � = 27r l �, (6) 27r 1 三

显然，存在条件是：
(a) m < 1, (6) m > 1 , (B) m < 1. 

＠我们指函数 (12) 及 (12* ) 的连续性

(B) 21r 
/

1 

rdr 。 (1 - 产）m '  
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2) 对下面各积分解同样的问题 (a, (3, m > 0): 

(a) / / (x"'d勹仁 (5) ff (x"'
d
:� 干 ＇ 住） ff ,_ dxdy 

n 

x;;,o,y;;,o 
妞＋泸,:; 1 

x;;,o,y;;,o 
妞 十yf3;;, 1

x;;, o,y;;,o 
x"+y/3,:; 1 

提示 采用替换
y
 主 立 2 2 

X = 户 COS "' 0, y = r 百 sin 方 0.

图 77

1 1 1 1 答 (a) - + - > m; (6) —- + - < m; (a) m < 1 
a (3 -a -(3 

当在问题 1) ,2) 中变量的变化被限制在射线 0 = 仇 及 0 = 01 
间的扇 形 内时 ， 可得同样的答案．

3) 如变量 x, y 变化的区域 (D1 ) 是 由 x 轴的线段 AO, 抛物
线 y = 护 的弧 OB 及圆周 沪 ＋ 旷 = 1 的弧 BA 所围成的曲线

三角形 AOB(图 77) 时， 则 与 前面 一样 以 原 点 为 奇点的积分

J J dxdy 

(D1
) 吐 + y2

一样也存在 （虽然对圆并不存在！） ． 事实上， 当变到极坐标时， 积分就变成©

尸/s�n0
7 = 『 In艺d0

忑

由此就推得所述的．

4) 同样， 取三角形 AOC(同一图） 作为区域 (D2) 后 ， 可以证明 以 点 A 及 C 为 奇 点 的 积分

ff dxdy 

(D切
1 - 沪 - y2

亦存在

因为在极坐标下， 直线 AC 的方程为 r = ' 故上述积分就可化为下形：cos 0 + sin 0  

1
t 

dB厂妇 卢 = - 1
牙

ln
1 ::i�20

d0 = -� 1
t 

ln 
1 ::i: cp 

dcp 

它显然存在

5) 在对照 1 ) 中所考察的积分后， 可得下一收敛判定法：

如 (D) 是 (a) 包含原点的一有界区域 或 (6) 不包含原点而延伸到无穷远的区域 则 函 数
J(x, y) 在 (D) 上的积分存在， 只要 J(x, y) 在 (D) 中可表作下形：

f(x, y) = cp(x, y) 
(x2 + 妒） ,n ' 

© 以 6 表射线 OB 与极轴的交角 ．
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其中 中 是有界的， 且在分别的情况下， (a) m < 1 或 (6) r :  
m > 1 .  

很 容 易 将 这 一 个判定法变到原点换作任何 一 点

(xo, yo) 的情形
6) 验证展布在下列图形上的函数

f(x, y) = 妒 — 泸
（企 + y平

c
 

E
 

/
 

／
 

G/
 ／

 ／
 

_ _ _  .f_ 

的二重积分存在与否： (a) 三角形 OBC(图 78), (6) 正 。
方形 OABC, (B) 无穷的长带 YCBE, (r) 无穷三角形
EEG, ( 丑 ） 无穷正方形 EBF.

答 在情形 (a) , (r) 下积分不存在（在情形 (6), ( 丑 ）

下更是如此！） ； 在情形 (B) 下积分存在， 它等千 － ．
九．

7) 设函数 f(x) 及 g(y)绝对可积 第一个在区间 [a, b] 上， 而第二个在区间 [c, d] 上 （每

一区间都可为有限的或无穷的） ． 求证： 二重积分

A
 

- - - -x 
图 78

几b ; c ,d)
f(x)g(y)dxdy = l

b

阳)dx· l
d 

g(y)dy 

也存在 ［参照 595,9) ] .

问题很容易化为非负函数的情形， 我们就限千这一假定．

例如， 如两区间都是有限的且 b 及 d 分别为唯一的奇点， 则 如我们所已知道的， 常义二重积

分 (8 及 € > 0) 

ff 阳）g(y)dxdy = f
b-/5 

f(x)dx· f
d

-e g(y)dy 
[a,b-15;c,d-e) 

存在； 再只要令 8 一 0, € 一 0 时变到极限．

除二积分

［ 订(x) ldx, f 
d 

j g(y) jdy 

之一等千零的情况外， 对函数 f 及 g 的所述条件也对二重积分的存在是必要的条件．

8) 求由抛物线 沪 = 2p (x — E ) 及 沪 = 2q 仔 — 9-) 与
2 2 

x 轴间所围的图形 (Di ) 的面积 ［参
看 608,8)] .

解 引用在该处用过的曲线坐标， 我们就有：

三［丁 （产 �) dudv

叶 ｛［言 l
q

y'udu - 1
P

石dv 卢｝ ＝ 扣 - p)而

面积的计算导数反常积分 （奇线是 u 轴的一段） ． 因为变最的变换也可放到反常积分的情形

上去 ， 所采用计算的合理性毋庸置疑
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9) 计算积分(0 < C < a) 

应用变换

1 C 

R =  J J 产 － 丑 -(c2 - 正）y2 歹二dxdy.
0 0 

V UV x =  
J三 ＇ y = 

妒2(1 + u2) — v2 

其中 (u, v) 变动于无穷矩形 [O, +oo; 0, c] 中 ； 雅可 比式等于 — V -- • 

我们有：

R =「f00 v�dudv = f 00 上－
0 0 1 + u2 。 1 + u2 J

c 

vJa, 二dv。
＝ 巴 团 -(a2 - c2 ) � ) .  

6 
这里将显示出常义积分化成更易计算的反常积分的便利．

10) 二重积分

存在， 因为逐次积分

p = J°" j°" 
e王 -y2

dxdy
0 0 

00 00 00 00 

P = 1 dx 1 e-x2 -y2 
dy = 1 e-"'2 

dx 1 e-Y2 
dy = {1 e-"'2 

dx} 

存在．

[617] 

如将它变为极坐标， 则就易 于计算； 此时 xy 平面上的第一象限就变成 r0 平面上的由直线
0 = 0, r = O 及 0 = 巴 所围的长带． 因此，

2 

所以

兮
P = J f 00 

e-r2 
rdrd0 = 巴

0 0 2 /°" 
e-r2 

rdr = 巴 ．。 4 

j°"
产心 ＝ 立。 2 

这一简洁的计算方法是属于泊松的．
11) 如在这同一积分 P 中按公式

入µx = — 
C 

, 
✓（炉 - c芍(c2 - 胪）

y = ' 沪 ＋ 沪 = ,\2 + 忙 - c气
C 

D(x, y) µ2 一 灶
D(入， µ) y(,\2 - C芍(c2 - 胪）

变为椭 圆 坐标(604,5)) , 则得

00 C e一 （江µ2 -c2 l(灶 － 忙）
P = 1

1 陑三 dµ心 = i

J°" e-灶 ,\2d入 • C e一心 oo e一入2
d入 C e _/J,2

忙dµ

c 立�
1

贯了
-

1 汇� -
1 汇 ＝ 子 c2
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如取 c = l 并作替换 入 = ✓了了I, µ = vv 则得一奇特的关系式：

1

00 

e产三［ 五气 - 1

00 点 1

1

e-v {,  三dv = 1r 

12) 借广义极坐标

x = ar cos 0, y = br sin 0 (0 ,;:;  r ,;;: 1, 0 ,;:; 0 ,;;:  21r) 

之助易于求出 二重积分的值

J =  ff dxdy = 巴ab.
畛o, 畛0 V1勹 2

兮＋拧,;;; 1 

· 183 · 

如变到刚才所谈过的椭圆坐标 （取 c2 = a2 - b2 , 故所给椭圆对应千 入 = a),  则对此积分得

因此，

J = ab Jc fa 入2 一 位

o c ✓(a2 - ,\2)(a2 - 胪）（戏 - c芍(c2 - 忙）
d入dµ.

1
c

1

a

✓ (a2 - 灶）(a2 ���)�;2 - C芍(c2 - 卢）
心dµ = i 

在这里令 a = 1, c = k < 1, k' = 0二萨， 最后， 入 ＝ ✓1 - k'2 sin句， µ = k sin cp(O ,::;: 
忱 'I/; ,::;: �) , 我们将这一积分化为下一积分：2 

这义可表作下形

『J 号 (1 — 亡 sin2 心） + (1 — 炉 sin2 cp) — 1 心如 ＝ 巴．。 。 ✓(1 - 炉 sin2 cp)(l - k'2 sin2 心） 2 

.l f �-1否
三如 ＋ ［

吾 心

x / 奇 汇言言心 _ J f dcp J号 如 ＝ 巴
° ✓ 1 - 胪 sin2 <p

·
o · 八 - 1,.1 2 ";,., 2 .,, 2 

读者此处看到了为我们 已经所遇见过的勒让德关系式 ［参看 511,12) 及 534,10)] .
13) 试引 导在第一种与第二种欧拉积分间属千雅可 比的熟知关系式来．
因为 （当 a > O 及 b > 0) 

故显然，

在这里令

r(a) = /
00 

e-yya-l dy, r(b) = 1
= 

e七 xb- 1 dx,

00 00 

r(a)r(b) = 1 1 尸飞b- lya- l dxdy.

x = u(l - v) , y = uv. 
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故 xy 平面上的第一象限与 UV 平面上由直线 v = 0, u = 0, v = l 所围的长带相对应 变换的雅
可比式等千 u. 所以

r(a订(b) = /
1 

/
°"

尸ua+b- 1 . va-l (l _ v)护 1dudv
0 0 

= /
°"

尸ua+b-l du· 1
1

尸 (1 - v)护 1dv = f(a + b)B(a, b) , 

这就是所要证明的 ．

14) 以前我们导出过许多公式， 现在这些公式的应用范围可加 以推广． 例如， 对狄利克雷公式

J J xp- lyq-l dxdy = f(p)f(q) 
f(p + q + l) 

x�O,y�O 
工十y ,;;; 1

[597,12)]及更一般的刘维尔公式

ff 卢 + y)xp-1 q-1 r(p)r(q) 1 
y dxdy = r (p + q) f 哥）up+q-1 du 。

x�O,y�O 
x+y ,;;; 1  

[611 ,17)]都可如此， 它们对任何 p 及 q > O 都成立． 证明依然一样 ．

还可以更进一步： 到现在为止在刘维尔公式中我们假定函数 cp(u) 当 u 自 0 变至 1 时是连续

的， 现在可允许它在这一区间中 千一个或几个点处变为尤穷， 只要右端的积分绝对收敛 （否则左端

的积分根本不收敛） ．

最后， 在刘维尔公式中可将二重积分展布到由不等式

X � 0, y � 0, X + y � 1 

所定义的无 穷区域上去， 只需将右端的积分 自 1 取到 +oo(仍假定它绝对收敛） ．

在整个证明 中不需有任何实质上的改变

15) 如在狄利克雷及刘维尔公式中将 p 及 q 换作 : 及 ! , 再实行替换 X = (!f , y = 员) /3, 

则这些公式就得更一般的形状：

r 臼） r (们I I e- 1 q-1 a叩n 必d'f/ = ——-

� .  畛0
a(J r 亿 + 9-- + 1)

'

仔） " +r n l ,;;; 1  
a (3 

ff 'P ( ( ! 丫 ＋ （厅） e-l T/q- 1 必dri = 立
r 仔） r (!) 

-
a(J 

f cp(u)u� + ! -1 du, 
r p_ + 9-- 。

( a (3) e,r,�O 
仔） "+(打）气 1
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ff 'P ( ( !  丫 ＋ （了） e-l"'q-ld的 ＝ —
霆

r 飞） r 订） OO 

J 叩） u� 节 � 1du.0

r f 十 旦 1 叩 （ ）e,,,,;;,o 
( ¾ ) "+ (节 )

/3
习

a /3 

作为例题 试确定下列积分的存在条件并计算之 (m > 0) : 

(a) ff 位;: -;�;)�
dxd

y
x ,y�O 

x"' +y/3 ,;;; 1  

(6) ff 
x,y�O 

x"+y/3 � 1  

(B) J J ( l �
P

:����\m dxdy 
x,y�O 

心' +y/3 ,;;; 1

B p_ 旦

答 C•I C, µ) (在条件 2 卫 > m 下 ；

3 臼 ＋ 汾 - m)
a (3 ) 

B p_ 旦

(6) , C, µ) (在条件 ' + '

,) L ; � < m 下） ；

i 
r 飞） r 订） r(l - m) 

(
B

)
石 r ( p_ 

+ 工 1 - m)
(在条件 m < 1 下）

a (3 

咄-lyq-1

（炉 + yf3)m dxdy, 

［参照 问题 1)] .

其中

16) 第 597 目 ，15) 中所推演的卡塔兰公式：

ff f(x , y)吻(x, y)]dxdy = f

M 

cp(u)d心(u) ,
n,;;;g(x ,y) ,;;; M  m 

心 (u) = J J f(x, y)dxdy. 
m幼(x,y),;;;u

在引 入反常积分时可推广到 M = +oo 的情形， 只需在此处 了解 厂
°° 为 lim J豆

m M--++oo m 

17) 求积分

L = J J ln sin(x - y)dxdy 
(A) 

的值， 其中 (A) 是 由 直线 y = O, x = 1r, y = x 所围成的三角形 （图 79,a) ) .
令

u + t  
x = 

2 , y = 二
2 ' 

©所有的常数 a, b, a, /3, p, q 此处都假定为正的
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y
兀

。
兀 X 

兀

兀

6) 
2兀 u

a) 

图 79

将区域 (A) 变换为 ut 平面上 由直线 u = t, u + t = 21r, t = 0 所围的三角形(�)(图 79, 6) ) .  因
1 

为变换的雅可比式等千 － ， 故2 

L = ½ I I ln sin tdtdu = I I ln sin tdtdu, 
(�) (E) 

其中 (E) 表 由 直线 u = t, u = 1r, t = O 所围的三角形 （见图）， 再又可写：

1 ,,. ,,. 
7r 

,,. 
7r2 

L = 2 fo fo 1nsin tdtdu = 2 1  In sin tdt = - 了 ln 2

18) 计算 （对任意的 自 然数 m 及 n) 积分

I = ff 丘 (x)凡 (y) dxdy, 
沪+

Y
乓 1 ✓1 - 吐 - y2

其中 几 表第 n 个勒让德多项式

解 我们回忆到， 奇 （偶） 附标的勒让德多项式只含 x 的奇 （偶） 次项． 由 此立刻可见， 只要附
标 m 或 n 中至少有一个是奇数时就有 l = O.

设它们两个都是偶数： m = 2µ, n = 2v. 考虑积分

ff 凡 (x)y2
p dxdy = 1

1

1

肛 (x)dx f� y2P 
dy 

沪 － 丑 - y2 飞厅了 沪 _ x2 _ y2 

沪 ＋沪 ,;;; 1 

由熟知的公式

号
= 2a2P f sin2P 0d0 = 1ra2P (2p - l) ! !  

。 (2p) ! !  厂星--;Jidy = 2 fo
a 

所以我们的积分就化成

7r (
2p - 1 ) ! !  

/
1 

(2p) ! !  P2,., (x) · ( 1  - x叩dx;

因此 当 p < I/ 时它等千 0(由 勒让德多项式的基本性质；320,(8)] . 千是， 当 n = 2v # m = 2µ 时 ，
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上述积分 I = 0. 还剩下当 n = m = 2µ 的情形． 在这一情形下，

I = ff 凡(x)Aµ(Y)
✓ 1 - 吐 — y2

dxdy = ff 氐(x)y2µ,
2 ✓ 1 - 吐 — y

dxdy 

丑+y2,;;; 1 卢＋沪0

(2µ - 1) ! !  1 

= 7r (2µ) ! ! ! 一1 捍(x)(l - x研dx

(2µ - 1) ! !  1 

= (-lt1r 
(2µ) ! ! ! 一 1

肛(x)产dx

=(—1)µ
7r 
(2µ - 1) ! !  

/
1

凡(x)Aµ(x)dx = (- lt21r (2µ - l) ! !  _!_ 
(2µ) ! ! - 1 (2µ) 月 4µ + 1 

[320(10)] . 这样， 最后，

I ~ { ��! 性 2, (
n(�)'.,J" 卢

除 n = m = 2µ 的情形外，

如 n = m = 2µ.

读者试验证所作运算的正确性

19) 试计算积分 （刘维尔）

R(入） = /°" /°" 
e- (x十Y+峙） x½ 一1yi -1dxdy （入 > 0) . 

0 0 

利用莱布尼茨规则求得它对参数 入 的导数：

dR ＝ － 
d入 3入2 /

oo

f
oo

e- (x十Y+峙） x令一ly曰 -1 竺 _<D
0 0 xy 

入3 dx 
此处只换一个变数 x, 令 （当 y = 常数时）z = —- , 所以 一· = - ­dz 

xy X Z ； 我们得

赞 ＝ —3/°" /°" 
e - (y+z十岭） y令 -l z1 -1dydz = -3R. 

0 0 

积分这一简单微分方程， 得 R = Ce-3入 ． 如令 入 = 0 就可决定常数 C:

因此， 最后，

20) 试计算积分

R(O) = C = 唱） 卫） ＝ 二 ＝ 竺
sin - 洈

3 

21r -3入R = — e v'3 

A =  /°" /°" 
e-x-y COS 2k洹dxdy

。 。 污

· 187 · 

©建议读者验证积分 R 的存在及允许应用莱布尼茨规则 ． 后者可如在单积分情形时用同样的观
察而处理
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y
 

（其中 k = 常数）．
因 为积分号下的函数其绝对值不超过 函数

X 

图 80

e 一 工 一

y

污
＇

当然它在第一象限内 的积分是有的 ［参看 7)] , 故积分 A 的存在得
以保证

以 (D) 表第一象限中 x � y 的部分 （在图 80 中打了斜线） ，

显然， 我们有

A = 2  ff e一 工 一Y cos 2k污dxdy
(D) 污

现在按公式
U = x + y, V = 2污

进行变量变换， 点 (u, v) 在 UV 平面上描画出与 (D) 相对应的区域 (�), 故 u � v. 同 时

D(u, v) x - y 2尸 D(x, y) ＝ ＝  
D(x, y) 再 v 及 D(u, v) 2yu2 — v2 · 

在代入后得

A = 2 I I�/ 言气udv = 2 1
00 

e-udu 1
u

�dv 

为 了计算里面的积分， 我们令

v = u sin 0, dv = u cos 0d0 = 0了二百d0,

而它就化为积分

/ � cos(ku sin 0)d0 = 豆 (ku)。 2 

(440,12)] . 利用熟知的结果 [524,3)] , 最后得：
00 

A = 1r f 尸 Jo (ku)du = 7r 
0 

v'k2+1" 

21) 试计算积分
00 00 

B = 1 1  e-avx½ 气。匡 cos Y'f/dxdy, 

其中 a, � 及 n 是常数且 a > 0. 
显然，

B = i 1:
00 「:

00

· · • dxdy 

令

x = r cos 0, y = r sin 0, 

变到极坐标； 同时为了简化计算起见， 又令

e = p cos cp, r, = p sin cp. 
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代入并略加改变后得

B � H f dB r ,-"" =[cp=(• — al l · rdr 

+ I d0 I 尸 cos[rp cos(0 + cp) ] • rdr . ｝ 
令 0 干 <p = 入 并利用周期性， 我们将这两个逐次积分化为同样的一个：

B = i 厂 心 1
°"

e-ar cos(rp cos 入） rdr = 1
兮

心 1
=

尸 cos(rp cos 入） rdr 

容易计算出 （例如 ， 分部积分）

/
°"

尸 cos br · rdr = a2 - b2 

。 伲 + b宁

此时，

(a > 0) . 

B = f
号 a2 - p2 cos2 入 心 ＝ 巴 ， a 

。 (a2 + p2 cos2 平 2 , (a2 + p嚷
冗. a = - · 2 (b2 + 巴 ＋ 沪） ! '  

在更一般形状下也可证明 （用同一方法） ： 如积分

/
°" 

/
°"

心二元 cos xe cos y'f}dxdy 
0 0 

存在， 则它恒仅与 《百了子
．

相关， 即有 f(✓百了ry2) 的形状．

22) 设 (D) 是 由 不等式 0 ,( x ,( a 及 y ,( X 所指的三角形

OAB(图 81) , 而 J(x) 是任意一 自 0 到 a 的连续 函数， 将二重积分

I I f(y)dxdy 
(D) ✓伈 — x)(x - y) 

用两种方法化为逐次积分以证公式

！。 二- Ix
孚 = 1r /

"' 

。 二 。 二 f(y)dy. 

y
 B

 

A 
a X 

图 81

(15) 

［实质上， 这是狄利克雷公式 597,10) 的一特殊应用 ， 不过这一次应用到反常积分上罢 了 ； 这里的

奇线是： x = a 及 y = x]. 
我们利用公式 (15) 来解一个属千阿贝 尔 的有趣问题．

设 cp(x) 是一 己给函数， 在区间 [O, a] 上它及其导 函数皆连续， 且 叭0) = 0. 要来确 定在同一

区间上的连续函数 f(x) , 使对所有的 x, 下一条件适合：

妇 = Ix 
f(y)dy 

。 ..;x=y· (16) 

［这种类型的方程其未知 函数在积分号下面者， 称作积分方程． 阿贝 尔方程是积分方程原始例题之

一， 现在积分方程已 出 现有广泛发展了 的理论．］
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在等式 (16) 两端同乘上 ， 将它对 x 自 0 积分到任一 a(O < a ,;:;  a) ; 由 ( 15) 我们得
尸

［ 产竺 = 7r l

a 

f(y)dy 

如利用我们所已知的结果 511 ,14) , 在左端及右端对 a 取导数， 则就得到所求函数的表示式：

知） = _! f
a

痄） 心
T 。 二

剩下还要验证： 所得函数满足提出的条件． 它对 a 的连续性容易借在 511 ,14) 中 所述变换来

证明． 如将这一函数代入方程 ( 16) , 则依靠公式 (15) , 得

辽 卢／ 芦dt = 厂' (t)dt = 卢） 炉 (0) = O] , 

这就是所要证的．
最后我们还讨论两三个能说明某些原则性东西的例题．

23) 首先我们证明 ： 对千 （甚至非负函数的） 反常积分， 第 594 目 中 自 二重积分的存在可推得

逐次积分存在的定理一般不成立
设在正方形 [0, 1 ;0, 1] 中函数 f(x, y) 定义如下：

f(x, y) � { 沪 ：二勹�'.:.及 : ; :," 卢;._,)
0, 在其它各点

当 y = 常数时， 只有有限个x 的值能使 f j O. 这就是说

/

1 

f(x, y)dx = 0 及 J dy J f (x, y)dx = 0. 

2m - 1  现在， 若 x = 常数且不是 的形状， 则 f = O 且 f。� f(x, y)dy = 0. 而若 X = 常数2n 
2m - 1  

2n ＝ ， 则 J。勹(x, y)dy = fi。六 fdy = 1 由 此可见 逐次积分 J。� dx fi。� f(x, y)dy 不存在
［对函数 f(x, y) + f(y, x) , 显然， 两个逐次积分没有一个存在！］
至千二重积分， 则我们首先注意，奇点填满 了 x 轴上的线段 [0, 1 ] . 对任何的 E > 0 在矩形

[O, l; c, 1] 上函数 f 只在有限个直线段即对 卢 � E 的 X =
2
勹九�

1
上异千 0. 故

当 c一 0 变到极限时， 就可见到

24) 不难确证， 二重积分

J J f(x, y)dxdy = O; 
[O, l ;e,1) 

J J f(x, y)dxdy = 0. 
[0, 1 ;0,1] 

(a) /
""

/
""

尸 sin xdxdy, (6) /00 /00 
sin(x2 + 沪）dxdy 

0 0 0 0 
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都不存在（在第 612 目 所给出定义的意义下） ．

在情形 (a) 下很清楚， 积分号下函数绝对值的积分不存在， 因为否则逐次积分

/
00 

I sin xldx /
00 

e-xydy = 
00 二dx

O 
1 

X 

将有有限值 但事实上不是如此 [477] . 于是， 由 613, 就得出断言

· 191 · 

在情形 (6) 下， 如 以 (K动 表中心在原点半径为 R 的圆的四分之一， 则变到极坐标时将有

ff R 

(KR) 
sin(x2 + 妒）dxdy = 1 d0 1 sinr2 • rdr = � (1 - cos R2) 

当 R 增大到无穷时这一式子没有确定的极限， 也就解决了问题．
很奇怪的我们注意， 在所讨论的两例中的每一个， 其两种逐次积分均存在 （甚且彼此相等） ：

1
= 

dy 1
=

尸 sin xdx = 1
= 

sinxdx 1
= 

e-xydy = i [522, 2° ] ,  

00 00 
1

00 

dy 1
00 

sin(x2 + 沪）dx = 1 dx 1 sin(x2 + 沪）dy = :I [522, 5°] 

因此 对于变号的函数， 逐次积分之一的存在还不足保证二重积分的存在 （我们 回忆一下， 在

614 中我们补充要求了函数绝对值逐次积分的存在！）
25) 因为无穷矩形 [O, +oo; 0, +oo] 不能当 作任意无穷伸展的区域 （如在第 612 目中定义所

要求者） 来概插 而 只 能 当 作形如 [O, A; O, B] 的特殊矩形 区 域的极限， 故在上所考察的两情形下
仍可证得： 积分

J J · ··dxdy 
[O,A ;O,B] 

当 A, B --+ +oo 时有一确定的有限极限存在．

这立刻可以从积分

J J sin(x2 + 沪）dxdy 
[O,A ;O ,B] 

= 1
A 

sin x2dx · 1
B 

cos y2dy + 1
A 

cos x2dx - 1
B 

sin y2dy 

九．

看出来， 它在所述极限过程下趋近于极限 - [522,5° ] .
4 

现在我们来考察积分

几A ;o ,B]
e-xy sin xdx = 1

A 宁dx - 1
A e-B

:sin x 
dx 

右端的第一个积分 （当 A -> +oo 时） 趋近于 � ' 而第二个 （当 A, B _. +oo 时） 有极限 0, 因为

其绝对值不超过积分

这样， 最后取极限时得 巴 ，＠2 

!
A 

e-Bxdx = 1 - e- AB 

。 B 

＠这一极限与两逐次积分的值相一致， 在两情形下都如此， 当然不是偶然的 ［参照 168] .
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与极限过程特殊化相关的类似极限好像反常积分的 “主值" [484]一样． 在任意伸展到无穷的
区域的情况下也可考察它们， 如在区域的外面令函数等于零． 有些数学家认为将这些极限就放在

反常二重积分概念的定义本身中很为合适 （这与在我们的叙述中所采用的定义本质上相异） ． 在这
种观点下，24) 中所考察的两个积分就是收敛的且非绝对收敛．

附注 类似的情况发生在二重级数中 ． 因为我们在那里总是从无穷长 方矩阵出发， 所以不断

用加边的有限长方矩阵来概括它是很 自 然的． 这已被我们安置在二重级数和的定义中 [394] . 因此
之故， 二重级数既能绝对收敛， 也能非绝对收敛． 然而， 也另有一种观点存在， 按照这种观点， 从一

个无穷矩阵中可以用任何形式的一些曲线分离出有限块来， 只要这些曲线能够所有的点到无穷远
去就行了 [612] . 如站在这种观点上的话， 则二重级数也可与反常二重积分 一样能仅仅绝对收敛．



第十七章 曲面面积 · 曲面积分

§1. 双侧曲面

618. 曲 面的侧 让我们首先来建立在以后讨论中 占重要地位 的 曲 面 的侧这一
概念

在许多情形中， 这个概念是通过直觉就可以 了解的． 如果曲面是 由形如 z = 

f(x, y) 的显方程给出， 那就可以说到这曲面的上侧或下侧.Q) 如果曲面范围着一个
立体， 那也容易想象到它 的两侧 一 朝向立体的 内 侧， 与朝向立体的周 围空 间 的
外侧．

从这直觉的概念出发， 我们现在要对曲面的侧这个概念给以确切的定义．
考虑一个光滑的曲面 (S) , 它是封闭的或者是 由 分段光滑的边界所围成的， 并且

它上面没有奇点； 因此， 在这曲面的各点上都有确定的切面 它的位置随着切点位置
的改变而连续地改变

在曲面上取一定点 M。，并在这点引 一法线 这法线有两个可能的方向 （它们可
用方向余弦的符号来区别）， 我们认定其中一方 向 沿曲面画一个起自 M。 而又 回到
岛 的闭路， 并假定它不越过曲面的边界． 令点 M 沿着这闭路环行， 并在其各个接
续的位置上给予法线一个方向 ； 这些方向就是由 我们在起点 M。 处所选定的那个法
线方向连续地转变来的 这时下面两种情形必有一种发生： 令点 M 环行一周再回到
M。 时， 法线的方向或与出发时所定者相同 ， 或与出发时所定者相反

如果对千某一点 M。 及某一通过 M。 的 闭路 M。AMo , 后一种情形发生， 则对
千其它任一点 玑 也容易作出一个起自 从 而又 回 到 坏 的 闭路， 使回到 玑 时

＠ 我们常采用这类说法 这时是指 z 轴本身垂直向上．
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法线的方向与起初所定者相反 例如， 假若我们理解 M1 Mi。 为曲面上连接 M1 与
M。 两点但不越过曲面的边界的任一曲 线 而 M。玑 为与其方向相反的同一曲 线 则

M沮oAM。趴 就是这样的一个闭路．

B
A
 

在这情况下曲面 叫做单侧的 所谓的默
比乌斯带（图 82) 就是这类曲面的一个典型
的例子． 如果我们把一长方形纸条 ABCD
先扭一次，再粘起来，使A点与 C 点相合，B
点与 D 点相合， 我们就可得 到它的 一个模
型 假若用一种颜色来涂这个扭成的环带，
那就可 以不 越过它的边界而用这种颜色涂

遍环带的全部 像这一类的曲面不在我们今后讨论之列
现在我们假定不论 M。 是怎样的点 不论通过 M。 而不 越过曲面边界的线是怎

样的 闭路， 沿此线进行一周再回 到起点M。 时 法线的方向与起初所定者相 同 在这
些条件下的曲面 叫做双侧的

设 S 是一个双侧曲 面 在 S 上任取一点 Mo , 并给这点的法线 一个确定的方向
取这曲面的其它任一点 M1 , 我们用任一个在曲面上但不越过曲面边界的道路 (K)
来连接 M。 与 M1 , 并 令点 M 沿这道路从 M。 进行到 M1 . 如 果这时 法线的方向连
续地改变， 则点 M到达 肌 的位置时 就带着一个完全确定的法线方向，不 依赖于道
路 (K) 的选择．实际上， 假若说 M 沿着两个不同的道路 (Ki ) 与 (K2) 从 M。 进行

到 趴 时， 我们会到 M1 点得到两个不同的法线方向， 则 闭 路M。 (K1 ) M1 (K2 1 )M。 就
会使得 回 到 M。 时所带的法线方向不同于起初的法线方向．这和双侧曲面的定义相
矛盾

由此可见， 在双侧曲面上， 选定了一个点上的法线方向便唯一地决定全部点上
的法线方向的选择． 曲 面上全部点的 集合连 同 那按指定的规则 对这全部点上的 法线
所给予的 方 向， 叫 做曲面的一个定侧97

)
.

C
D
 

言 二
A C 

图 82

619. 例 1) 最简单而又最重要的双侧 曲面的例子是用显方程 z = J(x, y) 表达的曲面， 这
里假定函数 z 在某一平面区域 (D) 内连续， 并且在这区域内有连续的偏导数

8z 8z 
p = — -ax 与 q = —- .

8y 
97)特别是， 从所引人的定义与前面对此所作的说明 可 以 作出对今后来说重要的结论 首先 ， 曲

面的侧完全由 此曲 面上在每一点的法线方向 （两个可能的方向中的一个） 所确定． 第二， 前面所
提到的选择不是随意的， 所考察的曲 面上相应于点 M 的法线方向应当连续地依赖于点 M 的位
置 ［这一要求只有表为方向余弦的说法才是方便的： 在点 M 选择的法线方向与坐标轴夹角的余
弦 — 一COS 入， cos µ, cos v一— 应是 M 的连续数值函数． 这后一连续性条件的表述在今后常常会用
到 应指出， 正是由 于连续性条件， 在定侧时， 仅在曲 面的一点上确定法线方向 才是可 以的 一一 曲
面在其余点的方向 已经成为确定的了］

最后 第三， 由单侧 曲面与双侧曲 面的定义得出， 事实上单侧 曲 面不可能有侧， 同时易 见双侧 曲
面总是有且仅有两侧， 前面所说也证实名词 “双侧曲 面＇ 本身是有道理的
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在这种情况下曲面的法线方向余弦具有表达式：

-p -q 
COS 入 = , cos µ = cos v = 

土 ✓1 + 沪 + q2 土✓1 + 沪 + q2 土✓1 + 沪 + q2 ·

在根式前选取一确定的符号后 ， 就在 曲 面的全部点上都建立 了确定的法线方向 因为根据假设，

方向余弦是点的坐标的连续函数， 故它所定的法线方向 也连续地依赖于点的位置． 由 此显然可见
在cos 入， cos µ, cos v的公式 中根式前符号 的 选择， 正是在 以 前所说的 曲 面的侧这个概念的意义之

下 ，确 定 了 曲 面 的 一侧 ．

如果我们在根式前选取正号， 则在曲面的全部点上

cos v = ✓ 1 + 炉 + q2

是正的， 就是说所选一侧的对应法线和 z 轴作成的角是锐角 ． 因此， 由 这选定的符号所确定的曲
面的一侧是上侧 ． 反之， 在法线方向余弦的表达式中 选取负号就显示出曲面的下侧 （全部法线都
和 z 轴交成钝角）．

2) 我们现在考虑， 更一般地， 任意一个由参数方程
x = x(u, v) ,  y = y(u, v) , z = z(u, v) (1) 

给出的非封闭 的 光滑 曲 面 (S) 并且参数 u, v 在 UV 平面上某一有界区域 (�) 内变化 ． 光滑性要
求(1) 中 各 函数及其偏导数都在 (�) 内 连续 ， 并且 曲 面没有奇点 此外 （特别着重地指出） ， 我们

假定重点 不 出 现， 所以 曲 面的每一点只能从参数 u, v 的一对值得到
如果像寻常一样用 A, B, C 表示矩阵

( :� :� :� ) 
中三个行列式98) , 再假设恒有 A2 + B2 + C2 > 0, 则 曲面的法线方向余弦可用熟知的公式来表达：

COO 入 一 土三:::二二互古二尹 ｝ (2) 

并且在这情况下根式前选定一种符号便决 定 曲 面 的 一侧 ， 所以 曲 面是双侧 的 ． 实际上， 如果符

号己选定， 则对于曲面的每一点 （因为只有 u, v 的一对值对应于它！） 公式 (2) 和一 个确定的法线

方向相对应 当点移动时， 法线方向连续地改变99) .

没有无重点的假定时， 那就不能无条件地肯定说这 曲 面是双侧 的 因为和曲面的重点 M。 对
应至少有参数的两 对不同的值 uo, v。 与 U1 , V1 , 而对于这两对值即使把根式前的符号取得一样， 公

式 (2) 仍可能对 M。 处的法线定出两相反的方向 如果真是这样， 则这曲面一定是单侧 的 ． 实际

98) 我们记得

A = I �t :t , ,  B = :t :t , ,  C = I :t �t I 
99) 在公式 (2) 的每一个根式前都取正号所确定的曲 面 (S) 的侧称为用所考察的参数表示产生的

侧； 今后我们有时用记号 (S+ ) 来表示， 而与该侧相反的一侧用记号 (S- ) 表示．
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上， 我们连接点 mo (uo , vo) 与点 m1 (u1 , v1 ) 成为 UV 平面上一个曲线 mom1 ; 于是沿这曲线我们
得到曲面 (S) 上一个起 自 M。 而再回到 Mo 的 闭 曲线 ： 若一个点带着一个法线方向从 M。 出发，
则沿这曲线环行一周而回到 Mo 时， 它所带的法线方向 已 与 出发时所定者相反！

3) 若一光滑曲 面 (S) 是封闭 的， 围着某一个立体， 则它具有两侧 －－ 内 侧与外侧一一 是很

明显的 设这曲面是由 (1) 中各参数方程表达 这时， 虽然关于曲 面上的点与区域 (�) 上的点成

一一对应的假设不完全能实现， 但是公式 (2) 中符号 的 选择却全然 确 定 曲 面 的一侧 ． 事实上像刚才

上面说过 的那种情形在这里是根本不可能的 ．

620. 曲 面和 空 间的定向 设 (S) 是 由 简单闭路 (L) 所范围的一个非封闭的光

滑双侧 曲 面；选取这 曲 面 的 一 个 定侧 ． 我们现在按下面 的规则对闭路 (L) 记上一确

定的环行方向作为正 向 ： 这一个方 向 由 观察者看来必须是依反 时针方 向进行的； 这

时假想观察者依这方 向 沿着这界线进行，且与 选定 的 一侧 对应 的 曲 面的法线同 向地

站着 ． “反时针方向＂ 的含义， 确切地说 就是观察者必须在他左 边看见与他紧接的曲

面的部分 ． 对 千 曲 面上每一个围着一部分曲 面的简单闭 曲线来说， 它的正 向 由 这 同

一个规则 同 时建立起来0 与正向相反的环行方 向 叫 做负 向 ， 总之， 这就是 曲 面的定

向概念的 内容． 如果从曲 面的另一侧 出 发， 则法线要改其方向 为相反的方向 ， 观察者

的位置也要变更； 因此按照我们 的规则必须重新布置闭路 (L) 的正负 向 以及 曲 面上

其它各闭路的正负 向 ： 曲 面改变其定 向 由 此可见， 如果始终保待这个确立 了 的规则 ，

则 选定 了 曲 面 的 一侧就确 定 了 曲 面 的 定 向 ； 反之， 选定 了 曲 面 边界的 正 向 ， 就唯一地

确 定 了 曲 面 的 一侧 ．

在封 闭 的光滑曲 面 (S) 范 围着某一个立体的情况下， 这里所能谈到 的是对于这

个立体来说曲面的外侧 或 内 侧 ． 要对千任一个简单的闭 曲线用上述的规则来确立它

的正向， 这时不能做到 其原因 是双重的 首先是这种 曲 线 （例如在环面上的任一经

线或纬线） 简直可以 “不分割＇ 曲 面 ， 那时曲 面从双方紧接着 曲线 我们 的规则不能

给出什么 ． 然而即使闭路
”

分割
“

曲 面成两区域 它也同样地 ”范围着“ 这两区域 并

且我们 的规则要看选取的是哪一个区域来定这闭路的两方向 中哪一个作为正 向 以

“分割＇ 曲 面的那种闭路为限， 我们开头把一个 区域和边界一 同指 出 ， 然后正 向 就完

全而唯一地建立起来@. 100) 于是 曲 面 的 两 定 向之一就全靠 所选取的 一侧 决 定 ．

＠ 当在闭路上确定正向 时，必须只考虑这个部分 ．

©如果考虑平面上由 同样的方向所确定的开的或闭 的 曲线 ，则在第一种情形下可 以说出 曲线上
的任意两点哪个在前与哪个在后 ，而在第二种情形下只有指 出 了 那两个点及由 它们所限制 的弧线
以后，才能够那样地说可以看出这里所说的与正文所说的相类似之处

100) 这样一来，例如， 确定 了球面的定侧 以后 我们可 以 谈论沿此球面的上半球面的边界环行方向
的正负； 同样可以谈论沿下半球面边界环行的 正负方向 然而不能谈沿球面赤道本身环行的正负
方向

总体上可以说 给曲面定向是选择 （相应于所考虑的曲面的侧） 沿着每个位于曲面上， 由 简单分
段光滑闭路所范围 的 区域的边界环行的正方向 上述进行选择的规则可以 比此前课文中所说的表
述得更为正式一些 事实上， 更为正式的表述在下一 目 中． 同样可参看下页上的脚注 101)
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如果对于每一个这样的曲面，把那个和曲面的外侧对应的定向规定作 正的定 向，
而把和它相反的 当作负的定向， 则 空 间 本身 由此而 产 生 了 某种确定的定向 这完全类
似千平面上任一简单闭曲线的正向 （可 以说是正的 定 向 ） 的选取， 可以表征平 面的定

向 [548].

现在定义的那个空间定向，归根到底是以
反时 针方向的旋转作为它的基础 的 叫做右
手定向． 若所持的出发点是 顺 时针 方 向的旋
转， 则得到 空 间的左手定向 为 了避免混乱起
见，我们今后在空 间 定 向起作 用 的 那些 问 题上
总是预定右手的 空 间 定 向

必 须指出，空间坐标轴的安排要 由所规定 尸

的空间定向去决定． 在右手定向下， 坐标轴要
安排得这样， 当我们从正的 z 轴望它们时， 由
正的 x 轴到正的 y 轴的旋转是按反时针 方 向
进行的 （当字母 xyz 循环轮换时这也保持有效 ） （图 83, a ) ); 在左手定向下，所说的旋
转就顺 时针方 向进行 （图 83, 6 ) ). 在第一种情形下坐标系 Oxyz 叫做右手的， 而在第
二种情形下 叫做左手的 遵照上面所定的条件， 我们今后在所指的各情况下采用右
手坐标系

z
 

y
 

z
 

X 

y
 a) 6) 

图 83

621 . 法线方向余弦公式中符号的选择 我们现在要对前面说过的概念， 即曲面
的一个侧的选择和其一个定 向的建立两者之间的关系，给出一个在以后极重要的应

用
我们再考虑简单的非 闭的光滑曲面 ( S) , 并选取它的 一 个定侧 （跟着也选好了定

向 ！）．设 ( A )是 UV 平面上的 区域 ( A) 的边界， 而 ( L) 是我们的曲面上和它对应的边
界 我们假定 （这总容易实现），边界 ( L )的 正 向 对应 于边界 ( A )的 正 向．千是对千两

个彼此对应的在 区域 ( A) 内的 闭路 （入） 和在曲面 ( S) 上的闭路 ( l ), 也有同样的情

形：（入） 的 正向 引 出 ( l )的正向 ．＠

在这些条件 下 为 了 显 示所选的 曲 面 一侧， 必 须 选取法 线 方 向余弦公式 ( 2 ) 中根

式前的正号 101) .

＠因为一闭路的方向可以 由 它的任一部分的方向来判断， 所以对于和 (A) 有一公共部分的闭路
扒） 来说 所下的断言是显明的， 然后容易变到一般场合

101)从楷体字所述的假定推出 ， 范围曲面 (S) 上某一区域的边界 (L) 的环行方向，可按下述规则
确定 首先确定曲面 (S) , 或至少是 (S) 上的一部分区域连同范围这个区域的边界 (L) 的参数表示
x = x(u, v),  y = y(u, v) ,  z = z(u, v) . 其次 ， 求出在UV 平面上与曲线 (L) 及其所范围的区域相应的 、
互相单值确定的曲线 (A) 与 区域 (Ll) 现在假定，UV 平面补上与坐标轴 u 与 v 的配置相应的定向
［参看 548] 我们可以按下述方式确定与曲面 (S) 所选的侧相应的边界 (L) 的环行方向 如果所选
曲面 (S) 的侧是 (S+ ) 侧， 那么对 (L) 的正向是这样的环行方向 它与边界 (A) 的正的环行方向相
对应， 反之 在 (S_ ) 侧的清形对 (L) 的正环行方向对应于边界 (A) 的负的环行方向
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要证明这个断语只要查明，至 少有一点处由这些带正号的公式所确定的方向和
所要求的法线方向相一致．取曲面上任意一个内点M。； 在 区域 ( .6 )内有和它对应 的
点 m。( uo, vo ), 

设在这点 处 ， 譬如说 行列式
z 

。
X 

勹/ C = I 式 y�
x� Y:1 

u 

不为零 千是在 UV 平面上找得到点 m。 的
一个这样小的邻域 （其边界为 （入））， 使得在
曲面 ( S )上和它对应 的点 M。 的邻域 （其
边界为 ( l ) ) 是一一对应地射影到 xy 平面
上． 用 ( k ) 表这射影在 xy 平面上的 闭路
（图 84 ).

如果在所考虑的点处以及在它的邻域内 C > 0, 则对应 千闭路 （入） 的正向有 闭
路 ( k )的正向 （即在所选择的坐标轴的排列下其 方 向是反时针方 向） ［参看 6 06 , 1°]. 
从图形中显然可见， 要曲面上和 ( k )对应的 闭 路 ( l )的方向也是反时针方 向 ， 就必
须从上面朝它看， 因此在这情况下点M。 处的法线应该是 向 上的， 即应该与 z 轴交
成锐角． 如果在公式 ( 2 )中取正号， 则 由公式 ( 2 ) 就正有这情形， 因为当 C > 0时
cos v  > 0. 反之C < O 时 法线应该与 z 轴交成钝角 ， 这在上述选取的符号 下一样地

成立， 因为 C < O 时 cos v < 0. 

若光滑的曲面 ( S )是闭的而且范围着 某一个立体 ［参看 6 19,3°] , 则对千它来说
就有类似的情形发生假设我们 已认定 了 曲 面的 一 个定侧， 并且假设对应 于 区 域 ( �)

内 任一 闭 路 （入。） 的 正 向有曲 面 ( S )上 由 它 定 义的 闭 路 ( lo )的 正 向， 只要 ( lo )所 范围
的那个在曲面 ( S )上的 区域是与 UV 平面上 由 闭路 （品） 所范 围的 区域相对应．在这
种情况下，上面对千开曲面所证明的命题这时也 是正确的

y
 

图 84

622. 分片光滑曲面的情形 在 620 目中所发展的概念 ，也为曲面的侧的概念
推广到分片光滑的曲面 的情形提供了一个便利的方法．第 6 18 目中所叙述的一些见
解不能直接地应用到这里， 因为沿着 那些连接各 片光滑曲面的 ＂棱＂ 没有确定的切
面 而且通过这些棱时谈不到法线方向的连续变化

设给定的分片光滑的曲面 ( S )是 由各 光滑的曲面 （岛） ， ( S2 ), · · · 所组成，它们是
沿着棱 （即它们边界的公共部分） 一个接着一个的 首先假设这些 面 片 中 各 片 分开
来都是双侧的．可 是，要能够把整个曲面 ( S )看作 是双侧的，这个假设自然是不 充分
的 ； 不难看出 默比乌斯曲面是 由 两片光滑的双侧曲面作成的

在每片曲面 ( Si )( i = 1, 2, . .  · )的边界 (Ki )上选取其两方向中之一作为正向； 我
们已知道， 这可以确定曲面 ( Si )的 一侧． 若这选择法能够进行到这样， 使得相接的
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两 边界的公共部 分© 总是在 两 边具 两 个相反的 方 向 （图 85 ), 则 只有这时曲面 ( S ) 是
双侧 的 曲面 ( S )的一侧定义为 由所述方法选出来的它的各 部分的侧的总和 ．

如果就在一个地方把一个边界的方向改为相反的方向， 则为了遵守我们的条件
必须对所有的边界都这样做 千是所选的各 片曲面 ( Si )的侧都要用与它们相反的侧
来替代 这些相反的侧的总和就组成曲面的第二侧．

为 了要掌握所作的一些规定， 向读者建议：1)用一立方体的面 （图 86 )作为例子，
选择其六个面的边界的应有方向来实现这些规定，2 )假若企图对一 己分解成为两个
或多个双侧曲面的默比乌斯带也这样做， 试了解当中会有那些 困难发生，最后，3 )指
出 上面所给的关千曲面侧的定义与曲面被分解为怎样的光滑面 片无关 ．

/2 、 多
图 85

§2.  曲面面积

图 86

623. 施瓦茨的例子 曲面面积的概念 与曲线长的概念有相似的地方．我们已定
义 （开 口） 弧长为内接 千这弧的折线的周界当其各 个边长趋千零时的极 限 ． 在曲面
（譬如说也是开的） 的情况下，很自然地会去考虑内接 千它的多面形， 并且定义 曲 面
面积为 这 多 面 形 的 面积 当其各 个面的直径趋向千零时的极限 ．

可是在19 世纪未这个定义的缺陷已被揭露出来 ． 那就是施瓦茨 ( H. A. Schwarz ) 
证明了上述极限甚至对 千简单的直 圆柱面都可以不存在！ 我们来给出这一具启发性
的例子 ．

设给出一个半径为 R 与高为 H 的圆柱面 ． 用下面的方法画内接千这柱面的多
面形 ． 将 柱面的高分为 m 等分， 过每一分点作 垂直 千这柱面的轴的平面，于是在这
曲面上得到 m + l 个圆周 （包括柱面两底上的 圆周在内） ． 将 每一 圆周分为 n 等分，使
上一 圆 周 的分点位 于 其 下一 圆 周 的弧的 中点上头 ．

＠这个部分也可以 由一些单独的面片组成
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B
 

c
 

图 87

由 所有这些弧的弦以及连接每一弦的端点到其上一圆
周 上和下一圆 周 上的分点 （它们恰巧分别地安置在对应弧
的中点上头和下头） 的线段作成三角形（图 87). 这些三角
形的总数是 2mn 个， 并且都是全等形． 它们 总合起来就构
成我们所需要的一个多面形（乌m,n) ; 图 88 就代表它的一个
模型

我们现在来计算每个三角形的面积 a. 取弦做底， 其长
等于

九
恤

2R sin - . 
n 

求三角形的高 AB(参看图形）， 要我们注意 AB =
v'AC2 + BC2 , 其中

AC = OC - OA = R (1 - c气） ，

因此，这一三角形的面积等千

H 
BC = - . m 

a =  R sin ; J胪 (1 - cos ;丫 ＋ （产）／
而多面形的全面积等千

九
｀

江m ,n = 2mna = 2R · n sin -
n 

｀乙二；丫 + H2

图 88 当 m 与 n 无限增加时， 所有三角形的直径趋
向 千零，但面积 江，n 没有极限 实际上， 若令 m 与

n 这样地增加， 使得比值 — 趋向千一个确定的极限 q:n2 

lim 巴 ＝
n2 q, 

则因我们原 有
九

｀

Iim n • sin- = 1r, n 
而另一方面根据所作的假设又有

lim m (1 - cos 巴） = lim m • 2 sin2 工 = lim 亡 巴 ＝ 言，n 2n 2 n2 2 

所以
1r4R2 

lim 区 = 21rR✓ —q2 + H2 . 4 m ,n 
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我们看到 这个极限实质上依赖于 q 的大小， 即依赖于 m 与 n 同时 增加的方式．当
q = O 时 而且只有在这时 所说的极限等于 21rRH(这是在几何学教程中所已求出的
面积的大小）， 但它甚至可以和 q 同时为无穷大 ． 因此， 当 m 与 n 两数各 自独立地变
到无穷大时 面积 :Em ,n 确实没 有确定的极 限 由 此可见， 如果站在上述定义的观点
上， 则柱面是没有面积的

重要的是要 了解， 在内接于曲线的折线情况与内接于曲面的多面形情况间有些
什么区别 为 了简便起见， 我们把所说的曲线与曲面都算作 光 滑的 ． 在曲线上， 只要
所作折线的各 个弦足够小， 则 每个弦的方向与其对应弧上任一点处的切线方向要相
差多小就多小 ． 所以这种无穷小的 弦可以越来越加 准确地当作其对应的弧的元素 ．

相反 ， 要多小就可多小的那种顶点落在曲面上的多角 形的面 ， 可以完全地按自 己在
空间的位置不与曲面的切面接近； 在这种情形下它显然不能替代曲面的元素 ． 这种情
形很好地说明了刚才所考虑的例子： 柱面的切面全 是 直立的 ， 而内接于柱面的各 个
三角 形的面当 q 很大时 几乎都变成水平的， 而构成一些微小的皱纹 ．

624. 曲面面积的定义 整个以上所述， 引使我们想到预先要求于所给曲面的 内
接多面形的 ， 不 仅是它的各 个面的直径要趋向于零， 而且这些 面 在空 间 的 位置要无
限地接近于 曲 面的各个切面的位置 ．

可 是这种想法要 完全实现很不简单 ， 我们只好放弃它 ［参看第 627 目］．我们要
以另一种但也完全出乎自然的想法做基础， 来给出曲面面积概念的定义

我们将考虑一个 由分段光滑的 闭路 ( L )所范围的开的光滑曲面 ( S) . 设这曲面
被一个分段光滑的曲线 网分成许多部分

( 8 1 ), ( 82), · · · , ( Sn ), 

并在每一部分 ( Si) 内任意地选取一点M巾 = 1, 2, • • • , n ). 把元素 ( Si) 垂直地射影
到曲面在点 玑 处的切面上， 我们得到在射影内的平面图形 ( Ti ), 其面积为 卫

这些面积 工( i = l, 2, · · · , n) 的和在各个元素 ( Si) 的 直径趋于零 时的极限 S 叫
做曲 面 ( S )的 面积 ．

若用 入 表示上述的各 个直径中最大者 ， 则可写

8 = 1咄 L Ti

读者尤论用 "c-6 说法” 或用 “序列的说法” 不 难看新订出对这一极限步骤的精确说
明．

具有面积的曲面叫 做可求积的曲面

625. 附注 为了使所说的定义得到确 切的意 义， 我们要建立下面的辅助断语：
曲 面 ( S ) 上每个直径足够小 的 部 分 ( S') 是一一对应地射影到这部分的任一 点

M' 处的切面上 ．
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因此 如果前一 目 所指的曲面的一切元素 (Si) 的直径都足够小， 则 它们在其对
应切面上的射影（九） 都是完全确定的平面图形．这些图形都是 由 分段光滑的曲线所
围成的，而且显然是可求面积的： 和数 立工 具有意义．

我们来证明这断语． 设曲面 (S) 是由参数方程

x = x(u, v ) ,  y = y(u, v) , z = z(u, v) (1 )  

给出，其中 (u, v) 在 UV 平面上一个由分段光滑的边界 (A) 所围的区域 (�) 内变化
同时假定在 (S) 的点与 (�) 的点之间有一一对应关系，并且 (S) 的边界 (L) 上的点
对应于边界 (A) 上的点．

为 了 消除与边界上的点联系着的一些困难， 宜在事先把 (1) 中各函数扩充到某
一更大的区域 心） 上，但保存其可微性 [261] , 从而就得到作为曲面 (S) 的延展的一
个曲面（句

曲面 (S) 的每一点 M。 可用曲面 (S) 的这样的一块面 (s) 来覆盖 ［如果所说的
点是在 (S) 的边界上，则 (s) 算是属于（岛 的］，使得这一块面是由 [228] 目 中 二个
显方程之一来表达并且射影到对应的坐标面上某一 圆 内 ． 除此以外，可以假定在 (s)
的 两 个点 处 的 法线无论何时也不会互相垂直（这不难用缩小区域直径的办法来达到）．
于是我们肯定说，面块 (s)一一 对应地射影到 它 的任一点 处的切面上 ．

要证明这一断言， 我们用反证法 ． 假设这个断言不
成立，于是在 (s) 上就有这样的三个点 A11 , M2 , M3 , 使
得弦 M1 M2 平行千曲面在点 坏 处的法线（图 89). 设
这时曲面 (s) 本身，譬如说 是 由形如

z
 

z = J(x, y) 

一 的显方程表达 这里点 (x, y) 在 xy 平面的圆 (k) 内变
y 动． 通过弦 M1 岛 作平行于 z 轴的平画 它沿着某一

弧 订了五 与曲面 (s) 相交©我们知道 [112,114] , 存这
弧上必有一点 M4, 在这点的切线平行于这个弦 但是 ，

这时在 M4 处的法线一定是垂直于这个弦的，也就是
垂直于在点 M3 处的法线的，这与我们的假设相矛盾

于是我们的断言得到 了证明．
由 此出发我们现在进行证明起初所作的断语．对于曲面 (S) 的每一点 M。 我们

用它的一个更小的 ＂邻域' (s') 来替代上面所提到的它的 ＂邻域' (s) , 使得它们 的边界
没有公共点． 在 UV 平面上有点 m。 及它的邻域 (6') 对应于点 M。 及面块 (s') ; 不要
把 (s') 与 (6') 的边界列入 (s') 与 (6') 之内，就是说它们都算作开的 区域 ． 把博雷尔

。
X 

图 89

© 弦 M1 M2 在 xy 平面上的射影线段 M{ M仁 全部属千圆 (k), 这点情况在这里发生了作用
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的引理 [175] 应用到覆盖着全 部 区域 ( �) 的开域的集合 {( 6') } 上，我们可选出其中
有 限 多 个开域来覆盖 ( �); 回 到曲面 ( S) 上，也就不 难得到有限多 个面块

( s� ) ' ( 吟），. . . '( s比），

用来覆盖全部曲面 ( S) . 与此同时，我们还要考虑起初所提到的较大的对应区域：

（釭），（的），· · · , ( sm) -

对每个 i 言我们取出 由曲面的部分 ( S) - ( si) 上所有点到 （斗） 上所有点的距离的下
确界，并用 n 表这些下确界中最小的一个 设我们的曲面部分 ( S') 的直径小于 'T/· 如
果它的某一点落在某一个确定的 （斗） 内，则全 部 ( S') 整个地包含在对应的 ( Si) 内 ；
因此 ( S') 和 ( si ) 同时 具有所要求的特性

626 . 曲面面积的存在及其计算 我们要证明在前面所给的一些假设下曲面 ( 1)
是可求面积的，并且我们要建立一个计算它的面积的方便公式．

设 ( S') 是 ( S) 的任一部分，具有在前一目开头所述的特性者，而M'( x' , y' , z') 是
它的任一点． 把坐标原点移到这点上，我们就转到新坐标系 §术 的上面来： 就是说
取曲面在点 M 处的切面作为 切 平面，而对应的法线作为 （ 轴 （图 90). 坐标变换
的公式为：

{ � = i: —= :: 厂::: 十: i: =— :,; :
。

。言： :: = :; :。二::
( =  ( x  - x') cos >.' + ( y  - y') cos µ' + ( z - z') cos v' ,  

其中 0:1 ' 少，. . . , v' 依照下表

X y z 

� 0:1 趴 "/1 

'T/ 0:2 戊｝ "/2 

( 入＇ µ I I/ 
I 

n
 

表示新 旧 坐标轴间的夹角

因为 ( S' ) 是一一对应地射影 到 切 平面的某一区 图 90

域 ( T') 内，而另一方面，( S') 的点与 区域 ( �) 的某一部

分
（凶） 的点又是一一对应地联系着的，所以在 ( T') 的

点与 心） 的点之间也具有同样的对应关系．这可以用变换公式中前二式来实现，只

要把 x , y ,z 理解为函数 ( 1) . 应用曲线坐标的面积表示式 [6 05] , 我们有

T' = ff I
D(� ,  TJ) 

I dudv 
心） D( u, v) 

( 2) 
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但是雅可 比式

D((, TJ) x� cos 0:1 + y伈 cos 趴 + z伈 COS "fl X� COS 0:1 + y� COS 趴 ＋ 斗 COS "fl
D(u, v) x� cos a:2 + y� cos (32 + z� cos 'Y2 式 cos 0:2 + y� cos /32 + z� cos "(2 

是与两矩阵

(
x� y� z�

) (
COS 0:1 cos 趴 COS "(1

)x� 妳 z� ' cos 0:2 cos /32 cos 'Y2 

的乘积相对应的行列式，并且由代数学中熟知 的定理知， 它等于每两个对应的二阶
行列式的乘积之和

出
出

OS

OS

 

c
c

 

/
zuu

I
Zvv
 

/yu
,yv

 
Xu Yu COS 0:1 

＋
笃 y� I ·

COS 0:2

在这里我们利用了行列式

COS "/1 式 X� . COS "/1 COS 0:1 
＋ 

COS "/2 斗 x� cos 飞 COS 0:2

cos /Ji 
I = A cos >.' + B cos µ' + C cos 汃

cos /32 

cos 0:1 
cos 0:2 
cos >.' 

COS /31 COS 'Yl 
cos /32 cos 'Y2 (= 1 )  
cos µ' cos v' 

中各个元 的代数余子式恰好等于各个元自身这一性质 例如， 这可 由 (cos 气

COS 出，cos 'Yi ) , (cos 0:2 , cos /32 , cos 'Y2 ) ,  (cos >.' , cos µ' , cos v' ) 中 的任一个是其它二个的
向量乘积 ［参看 664(2)] 而得来

另一方面，如果用 A', B仅7 表示行列式 A, B, C 在点 M' 的值， 则

A' 
cos >.' =  

土vA'2 + B'2 + c,2 ' 

C' 
cos v' =  

土 vA'2 + B'2 + C'2 

B' 
cos µ' =  

土vA'2 + B'2 + c,2 
, 

（在一切情况下取同一种符号），因此

I
D(( , 'T/) 

I = IAA' + BB' + CC' I 

D(u, v) y'A'2 + B'2 + c12 
. 

右端是一个在 区域 (�) X (� 悯内的含 四 个自变掀 u, v, u' , v' 的 连续 函数， 当
u' = u, v' = v 时它变为

✓炉 + B气 C气

©我们是用它来表示点 (u, v, u', v') 的 四维区域， 其中 (u, v) 与 (u' , v') 则各 自 属 千二维区域 (�)
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并且它与这式相差一个最 a = a(u, v, u' , v'). 依据上述 函数的一致连续性， 只要点
(u, v) 与 (u了） 的距离足够小时，这个掀 o 就可变得任意地小，而与点 (u' , v') 的位
置无关

于是 由 (2) 得到

T' = II JA2 + B气 C2dudv + E:
1

�,, 

（凶 ）

其中 召 与 凶 的直径同时为无穷小量，也可以说 与 S' 的直径同时为无穷小量 把
这结果应用到曲面 (S) 被割成的各部分 (Si ) (i = 1 , 2 ,·· · , n) 上去，我们得到一列 同
样形式的等式

其中

Ti = J J ✓ A2 + B2 + C2dudv + E: 心；
(L'.l.i) 

在这里 心） 是区域 (�) 中与 (Si) 对应的部分． 相加 得

¥ 九
=

JjL\) 丘言言产dudv + E, 

c = 区 e心

显然与 入 同时为无穷小量 因此，当 入 一 0时 区 兀 的极限确实存在：

S =  ff 心 ＋ 胪 + C2dudv, 
(b.) 

按定义这就是 曲 面面积
如果把矩阵

“自乘＇ 起来而作出行列式

( :t �t :t ) 
咚 ＋ 幻 ＋ 沿 x�忒 + y�此 + z�斗
x� 笃 + y认 + z因 式 ＋ 点 ＋ 沿

则 由代数学中熟知的定理它正好等于 A2 + B2 + c2 , 通常令

x'; + y'; + 沿 = E, x� 忒 + y认 + z已 = F, 给 ＋ 点 ＋ 孕 = G,

这就是所谓曲面的高斯系数，在微分几何学中起重要的作用 ． 用这种记号，得到

A2 + B2 + C2 = EG - F气

(3) 
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千是公式 (3) 也可写为：

S = ff 平亡声dudv.
(b.) 

(3* ) 

表示式
✓炉 + B2 + C2dudv 三 ✓EG - F2dudv (4) 

叫做在 曲 线坐标下的面积元素
直到现在止我们都是讨论开的 光滑曲面情形． 如果曲面不是这种情况，但可分

成有限多个开的光滑面块， 则各块曲面的面积和就叫做这曲面的面积 ． 同时不难证
明， 这样定义的面积实际上不依赖千如何将给定的曲面分成所需要形状的面块 ． 如
果整个给定的曲面是由 参数方程表示， 则它的面积在上述一般情形下仍然是由 公式
(3) 或 (3*) 来表示

最后说到最简单的特殊情形， 就是曲面 (S) 是 由 显方程

z = f(x, y) 

给出，其中 (x, y) 在 xy 平面上的 区域 (D) 内变动． 变最 x 与 y 具有参数 u 与 v 的
功用像平常一样， 令

我们按照矩阵

8z az 
p = - -

Bx ' q = 
彻

＇

( �  � : ) 
作出行列式 A = -p, B = -q, C = I ;  因此在所考虑的情况下

S = ff yT=勹dxdy
(D) 

回忆对于法线与 z 轴作成的锐角 u 有

COS // = 
,,/1 + 沪 + q2 '

面积的公式也可写为 ：

S =  II 三．
(D) COS I/ 

最后 如果不特别要求 u 为锐角， 则

S = II 竺(D) I cos纠

［参看第 544 目 中 由 显方程 y = f(x) 给出的曲线的弧长公式 (7) . l 

(5) 

(5a) 

(56) 
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627. 用 内 接多面形的接近法 虽然我们放弃 了 以 曲 面的内接多面形作基础的曲 面面积概
念的定义， 但现在我们又 回到这上面来， 并且要证明至少可以如何作一个内接多面形， 它的面积确
乎趋 向 千所给曲面的面积．

我们主要研究一个当区域 (t.) 本身是一个矩形， 而它的边是与坐标轴平行的情形

选取曲面 (S) 的确定一侧， 因 而就规定了它的边界的正环行方向． 这个方向可以算作对应千

矩形 (t.) 的边界的正方向 我们知道 [621] , 在这些条件下 曲 面的法线方向余弦是由 公式

A B C cos 入 = cos µ = cos v = 
..;A2 + B2 + c2 ' ..jA2 + 胪 + c2 ' ..;A2 + 胪 + c2

给出 ， 其中根式取正值．

用和矩形 (t.) 的边平行的线把它分成许多小矩形， 再用对角线把每个小矩形分成两个直角三
角形 （图 91,a)) 千是我们实行上区域 (t.) 的一 三 角 剖 分法． 设元素三角形之一为 t.mom1m趴

它的顶点为

mo (如， vo ) , m1 (uo + h, vo ) ,  西（如 ， Vo + k) ,  

其 中 h 与 K 为同号的数． 在曲面 (S) 上和它们对应的三个点

Mo (xo , Yo , zo ) ,  M1 (x1 , Y心）， 初 (x2 , Y2 , 迈）

确定空间内某一三角形 L':.MoM1 初（图 91,6) ) . 所有这样的三角形组成一个内接于 (S) 的多面形

(r;) j 它就是我们要研究的对象． 若使每一个这样的三角形的边界的方向恰好按方向 MoM1 岛Mo

对应千 6mom1m2 的边界的正 向 ， 则依照 622 目 中所规定的一些条款， 多面形 (r;) 的一侧就这

样地被确定 了 ．

如果把 L':.MoM凇 射影到 xy 平面上， 则得到顶点为
v

 No(xo, Yo) ,  N1 (x1 ,  如 ， 沁 (x2 , Y习

的 L',.N,。凡 N2 . 这一三角形的面积， 我们从解析几何学中知道， 其大

小以及符号 （考虑到它的定向！） 都由行列式

1 x1 - Xo Y1 - Yo 
妇

= 2 叩 - Xo y2 - Y。 I
z

 

言
a) 

u 

来表示． 按有限增扯的公式，

xi - Xo = x(uo + h, Vo) - x(如， 如） ＝ 式(uo + 0h, vo)· h 

＝ ［忒 (uo, vo ) + 釭] · h,

其中 釭 与 h 一起为任意小的最不 依赖 于点 （如 ， Vo) 的 位置 _ <D 同 。
样有 6) 

X 

Y1 - Yo = (砒 ＋ 迈） • h, . 图 91

X2 - Xo = (忒 ＋ 郅） · k, Y2 - Yo = (砒 ＋ 釭） . k, 

©我们在这里利用到导数 式 的一致连续性 类似的讨论后面也用到．
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其中各个导数都是在 u = uo , v = v。 时计算的， 而各个附有标记的字母 e 在这里 （和以后） 都是
表示与 h 和 K 一起同为任意小的量，不依赖 于点 (uo , vo) 的位置． 千是这一个量 O"xy 可写为

妇 = .!. hk l 吐 + €1 叭 + c2

2 Xv + c3 叭 + c4

= - hk(C + 环） = (C + 玩 ） . o, 
2 

其中 6 是 心m叩1m2 的面积． 同样， 对于其它两坐标平面上的射影我们又得到：

吓 = (A + 郅） . '5, 妇 = (B + 幻） . '5 

现在 心M凶 M2 本身的面积 6 可按照公式

来计算， 于是又得到表示式

不难看出， 比值

<7 = ✓咕 ＋ 吐 ＋ 吐

u = { ✓庄 ＋ 胪 + c2 + 叶· o.

立， 生 ， 生
(, (, (, 

(6) 

(6a) 

(7) 

表示 l'::,.M,凶M2 平面法线上对应 于 平 面 定向的方向余弦． 由 (6) , (6a) 与 (7) 看来， 当 h 与 K 一 0
时这三个比值趋向于所给曲 面的法线方向余弦， 并且对于 多 面形 (I;) 的 所有的 面都 是一样． 同样
可见， 在所述的极限过程中 多 面 形 (I;) 所有的 面 的 直径一致趋向 于零．

最后， 把属千形式 (7) 的一些等式加起来， 不难看出多面形 (I;) 的面积

I; = 区 ✓心 + B气 C2 - o + 区 邸 . o, 

当 h 与 k - O 时恰趋向千曲面的面积 (3) .

这一结果 自 然可推广到当区域 (�) 是 由 多个矩形组成时的情形． 要对千任意一个区域也施行
三角剖分法， 那就需要很精密的 （虽然也是很基本的） 理论；这我们不去讨论了 ．

628. 面积定义的特殊情况 再设所给的光滑曲 面没有重点． 它具有由公式 (3) 或 (3*) 所

表示的面积 s. 我们假定 (s) 是在曲 面 (S) 上划出来的某一个由 分段光滑的曲线 (l) 所范围的部

分；与它相应， 有区域 (Ll) 内一个也 由分段光滑的曲线 （入） 所范围的部分 (o). 分出 (s) 后所剩下
的曲面部分 (S') 的面积， 以及 (s) 本身的面积， 显然分别等千

S' =  
llLI.

)一(6) 二dudv, s = f lLI.
)
石芦声dudv

如果现在图形 (s) 在曲面上集 结 于一 点或一 线， 则 同样的情形也发生千平面图形 (o) , 于是它

的面积 6 趋于零 与此同时 s 也趋于零， 所以

lim S' = S. (8) 
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我们现在假想这同一个曲面是 由 另 一种表示式

x = x* (u* , v*) ,  y = 旷 (u* ' 矿）， z = z* (u* , v* ) 

给出的， 在它上面个别的点处或沿着个别的线有 “奇点” 出现 （特别是， 在这函数表示式下出现的
导数变为无穷大） ． 把这个点或线用它的邻域划分出来， 所余下部分 (S') 的面积像平常一样表为：

S' = II 五声声du* dv* ,
(LI.* ) - ( 沪 ）

这里星号表示相应千第二表示式的各扯． 但我们 已经知道 ［见 (8) ] , 当 (s) 集结千上述的一点或一

线时， S' 应趋于 S; 因此， 要得到 S 我们可在上面的公式中令区域 o* 集结千一点或一线而取其

极限， 千是又得到寻常形式的公式

S = II 乒声声du*dv* , 
. ( LI. . )  

只是这积分可能成为反常 的 ．

甚至在这样一种情形 ， 即 当 曲 面 (S) 一般地是光滑的， 但在个别的点处或沿着个别的线具有

不 可除去的（即不依赖千它的表示方法的） 奇点， 我们还是利用积分 (3*) 来表示它的面积， 尽管这

积分是反常的但只要它存在就行． 显然， 这时我们实际上定义面积 S 为面积 S' 的极限， 即我们把
在上面已证明 了的等式 (8) 在这里当作我们起初的定义的简单扩张．

629. 例 1) 求下列各个被割下的曲 面部分的面积；

(a) 双曲抛物面 z = xy 被柱面 x2 + 沪 = R2 (x, y > 0) 所割；
y 2 2 

(6) 椭圆抛物面 z y 
= - + — 被柱面 — + - = c2 

2a 2b a2 胪 所割；
(B) 双曲抛物面 xy = az 被柱面 (x2 + 沪）2 = 2a2xy 所割；
(r) 球面 x2 + y2 + z2 = 炉 被柱面 x2 + 沪 ＝ 沪 (p < R) 所割
解 (a) 我们有 p = y, q = x, 因此按公式 (5),

S =  II 
x,y>O 

丑＋沪,;; R2

凶 ＋ 沪 ＋ 沪dxdy.

换为极坐标， 我们求得
互
2 R 

8 =  J d0 J r yl二r = i [( l + R瑁 - 1] 
0 0 

(6)提示

(B)提示

利用广义极坐标 答 S 
2 

= 371"心 [( 1 + C嚷 - 1] 
换为极坐标 ． 用极坐标表示的柱面的准线方程为 产 = a2 sin 20. 我们得到

2 2 号
S = 3a 1 [CI + sin 20) � - 1] d0 

利用变换 0 =
九.

7r 

4 - + 入 （－ － 九．

4 < 入 ::;; -
2 10 7r 

4 ) 
S = 产 （了 - 2) 答
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(r)答 S =11rR(R - J陌＝歹）．
2) 求球面 x2 + 沪 + z2 = 忙 被柱面 x2 + 沪 = Rx 所割下的部分的面积 ( "维维亚尼立体”的

上下底的面积， 参看 597,20) , 图 48).

于是

解 对千上底来说， 我们有

Z = ✓胪 _ x2 _ y2 , P = 千
q = 干 ， ＝ －

S = 2RJJ 二立＿
(D) 

并且由圆周 x2 + y2 = Rx 所范围的圆就是这积分的区域．

换为极坐标， 我们得到 ［参看 611,6)]

S = 2R 1: d0 1
R cos 。 三 = 4R 1 兮 d0厂os 9 二

九．

实行积分， 最后求得 S = 4R2 (2 - 1) . 
因为半球的面积等于 27r厅 ， 所以半球被 “维维亚尼立体” 割去后所剩下的那部分的面积等于

4R2 , 因而可用半径 R 表示而不涉及任何无理数； 参看 597,20) 中与这相关的关千 ＇＇维维亚尼立

体＇ 的体积公式的附注．
穴. 7r 7r 

附注 当然， 在区间 － 一 � 0 � - 上的积分不能用在区间 0 � 0 � - 上的积分的二倍去替
2 2 2 

九. 7r 
代． 可是， 一开始计算 由 － － 到 － 的积分时， 就必须记住里面的积分表示式

2 2 

!
R cos 9 

rdr 

✓胪 － 产

r=R cos 9 

＝ ［飞压二] = R - R� 

r=O 
九. 7r 

对千 0 � 0 � - 应写成这一个形式： R(l - sin 0) , 而对于 － 一 � 0 � 0 应写成另一个形式
2 2 

R(l + sin 0) [因为根式总为正的， 而在第一种情况下正弦具有正号， 但在第二种情况下正弦具有负

号］． 如果不注意这点 ， 就会得到错误的结果．

3) 求 (a) 锥面 沪 + z2 = 沪 落在柱 面 x2 + 沪 ＝ 炉 内 的部分的面积； (6) 锥面 z2 = 

2xy(x, y � 0) 包含在平面 X = a 与 y = b 之间的部分的面积； (B) 前一题中的锥面落在球面
x2 + 沪 + z2 = 忒 内的部分的面积．

提示 (a) S = 8迈J于 二 xdx
o 2 dy fy 勹

= 21rR2. 

(6) S = 迈J。b江 （产， dx = ±(a + b)尽
y 3 

(B) 两曲面的交线落在平面 x + y = 土a 内 ． 千是，

8 = 2迈 ff ( l + 汽） dxdy 

x,y>O 

X十y,;; a

心［ 石dx厂 房 = 8迈 ［ 二dx = 7r迈a2
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4) 证明任意一个在旋转锥面
泸 ＋ 沪 z2

- - = 0  c? 
的一腔上 （譬如说 上面一部分的一腔） 的图形的面积 S 与它在平面 xy 上的射影的面积成比例 ．

提示 从显方程 z = 趴几了了沪 着手并利用公式 (5) .

5) 给定曲 面 z = arcsin(sh xsh y) ; 求它包在平面 x = a 与 x = b(O < a <  b) 中间的部分的

面积
解 我们有

ch xsh y sh xch y ch xch y 
p = ✓1 - sh2 xsh2 y ' 

q = 贞 - sh2 xsh2 y 
， ✓1 + 炉 + q2 = 灼 - sh2 xsh2 y

. 

积分的区域 由条件
a ,;;; x ,;;; b, !sh xsh yj ,;;; 1 

来确定， 作变换 sh x = �' sh y = r1 ; 千是新变量的变化区间是

由此可见，

1 1 
sh a ,;;;  � ,;;;  sh b, 一 一 ,;;; 'f/ ,;;; -. 

� � 

shb 
S =  J 叶 � d'f/ = 7r J shb 竺 = 1rln业

sha - ¼  二 sha � sha .

6) 求柱面 x2 + y2 = Rx 包在球面 x2 + 沪 + z2 = 炉 内的部分 ["维维亚尼立体” 的侧面］
的面积．

解 曲 面的前面一部分的方程为 y = vRx - x2 . 自 变量 (x, z) 的变域是由 z 轴与抛物线

z = vR2 - Rx 所围成的区域 因为

所以

［参照 347,4) .)

ay - R - x  
2 ay 

＝ 彻 vRx - x2 ' oz
0, 

S = R「!尸 dzdx
。 飞寄项； 尸

= 2R邓『 生 = 4R2

。 J

7) 求一锥面的侧面积， 它的高等千 c ,它的底是一个半轴为 a 与 b(a > b) 的椭圆， 并且高通
过底的中心

解 若把坐标原点取在锥的顶点， 并作 xy 平面平行于它的底 （图 92) , 则锥面的方程为

z = c�, 
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图 92

而所求的面积

S = ff 
(E) 

ax 2 f]y 2 

勹） ＋ （了）
X 2 y 2 dxdy 

(-;;; ) + (b) 
其 中 (E) 表椭圆盘

，
 
1

 
＜＼ 

沪
萨＋

 

2

飞
x
a
 X 并且

y1a2 + c2 

a = 
a ' 

改用广义极坐标， 我们得到

/3 = V沪 + c2

b 

S = 2ab J号 ✓心 cos2 0 + 沪 sin2 0d0. 。
这一结果不难化为第二型全椭圆积分：

S = 2a歹言E(k), 其中 k = 气尸
亡

百a b2 + c2 · 

8) 求曲线 y = f(x) (a ,;;; x ,;;; b, f(x) � 0) 绕 x 轴旋转所成的旋转面的面积．
解 不难看出旋转面的方程是

沪 + z2 = [f(x)] 气

而它的上半部的方程是
z = ✓ [f(x)]2 - y2 . 

由此， 得

q = 
-y 

✓[f(x)] 2 - y2 ' 

✓1 + 沪 + q2 = f(x) 贞
+ [J' (x)]2 

✓[f(x)]2 - y2
. 

p = f(x)J' (x) 
✓ [f(x)]2 - y2 

于是所求的面积由 积分

S = 2 ff J(x) 三

(D) ✓[f(x)j2 - Y2 
dxdy 

来表示 ， 其中 (D) 是 由 xy 平面上的线 x = a, x = b, y = f(x) 和 y = -f(x) 所围成的区域．
化为逐次积分， 我们求得

S = 2 l
b 

f(正言酰dx J
f(x) dy 

a -f(x) ✓[f(x)]2 - Y2 . 

因为里面的积分等于 1r, 故又得到我们熟知的公式 [344,(22)] :
b 

S = 21r J f(x) 汇声芹dx
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读者大概已发觉， 在问题 2)~8) 中我们全部时间用在计算第 628 目 中 已讲过的特殊情形下
的面积

9) 利用球面的球坐标参数表示式

x = R sin i.p cos 0, y = R sin i.p sin 0, z = R cos <p (0 ¾ 'P ¾ 1r, O ¾ 0 ¾ 21r) 

来解问题 2).

按导数的矩阵

(
R cos i.p cos 0 R cos i.psin0 - R sin <p 

-R sin i.p sin 0 R sin i.p cos 。 。 )
容易求到球面的高斯系数：

因此

E = R2
, F = 0 ,  G = R

2 sin2
'P, 

✓Ee - F2 = R2 sin i.p. 

我们只考虑落在第一卦限内的所要研究的 曲面的四分之一 ． 对于 “维维亚尼 曲线” （即球面与
柱面的交线） 上的点 （在第一卦限范围 内） 有 i.p + 0 = -. 

冗．

2 
实际上， 把 x 与 y 用 中 与 0 表示的式子代入柱面方程 x2 + 妒 = Rx, 我们得到 sin 'P = cos 0. 

但因在所考虑的点上显然有 0 ,;;; 0 < 
冗. 7r 冗．

与 0 ¾ 'P ¾ - ' 于是推得 i.p + 0 = -. 
2 2 2 

根据上述 把参数 中 与 0 的变化范围确定出来， 我们按公式 (3. ) 得到

否 号 一()
S = 4R2

1 d0 1 sin 吵 = 4R2 吁 - 1) 

由此可见， 我们得到了业已知道的结果而这时却避免了积分号下函数的不连续性．

10) 考虑所谓的一般螺旋 曲 面 [229,5)] , 它是由 曲 线

x = i.p(u) , z = 心(u) , 忡(u) ;;:, OJ 

（落在 xy 平面内） 绕着 z 轴转并顺着 z 轴作螺旋运动时所画成的． 它的方程 （如果用 v 表示它的
转动角度） 是

x = i.p(u) cos v, y = i.p(u) sin v, z = 叭(u) + cv.

按导数的矩阵

（
召(u) COS V 召(u) sin v 创(u)

－叩） sin v 叩） COS V C
) 

作成曲面的高斯系数：

因此， 表示式

E = [i.p'(u)]
2 

+ [创(u)]
2

, F = c砑(u), G = 如(u)]
2

+ c2.

尸 ＝ 汃［如）] 2 + c吁｛招(u)J2 + [钏(u)j2 } - C叩(u)]2

只依赖千 u, 一般说来， 简化了计算
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11) 利用这些结果来确定下述部分的面积：

a) 寻常的螺旋曲面

x = u cos v, y = u sin v ,  z = cv 

被柱面 沪 ＋ 沪 ＝ 让 与平面 z = O 及 z = 21rc( 因此 0 :,;; V :,;;  21r) 割下的部分；

6) 螺旋曲 面

x = tgu cos v, y = tgu sin v, z = 
2

:�:�
u 

+ In 产三三 + v

上与参数在矩形

中变化相对应的部分．

(a)解 在这种情况下

因此

冗．

Q ¾ U  :,;: - Q ¾ V  :,;: 27r 4 ' 

✓EG - F丘 J了芦，

21r a 

S =  J J 歹言dudv
0 0 

8 
6)答 s = -7r. 

3 

c2 a +  v'正 + c2

= 27r [巴 歹言 + - In
2 2 C ] • 

[629] 

12) 如果在曲线作螺旋运动的问题上令 c = 0, 就是说没有前进的运动， 则得到旋转曲面：

千是

x = i.p(u) cos v , y = i.p(u) sin v, z = 心(u)

(a ::;; u ::;; f], o ::;; v ::;; 21r) .  

二 ＝ 叩）✓帜(u)尸 ＋ ［劝' (u)]气

而这曲面的面积就可用下列公式表示：

S = 21r J 如）西(u))2 + [劝'(u)]如．

这公式推广 了 问题 8) 的结果， 但 已 无需引 用反常积分 ［参照 344(21)) .

13) 从一般的公式 (3*) 出发， 证明第 346 目 中推出 的关于柱面的部分的面积公式 (25) 是正

确 的 ．

14) 有时候适宜用极坐标或球坐标 r, 0 , 'P 来给出 曲 面， 它们与寻常的直角坐标的联系就是熟

知 的公式：

x = r sin 'P cos 0, y = r sin 'P sin 0, z = r cos 'P (r ?: 0, 0 ,;;;: 'P ,;;; 1r, 0 ,;;; 0 ,;;; 21r) .  

这时， 假定向径 r 是用角度 0 与 中 的 函数给出：

r = r (i.p, 0) 
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（曲 面的极坐标方程） ， 求曲 面在这种情形下的面积表示式 ．

解 只要取 中 与 0 当作参数就可以利用一般表示式 (3* ) . 上面所写的公式恰好给出曲面的
参数表示， 只要认为 r 已 由 曲 面的极坐标方程中 中 与 0 所表示的式子所替代．

按照导数的矩阵

( (� ,; 四 + r = �) = •

（衍一 cos 0 - r sin 0) sin 'P 
80 

（竺 SI四 + r cos 'P) sin 0 竺 cos 'P - r sin 'P 
仇0 8i.p 

(� sin 0 + r = •) sin e 窑 '™' )
容易求出

2 

E = (岛） ＋产 F = 归嘉 G = (嘉）
2

+ 产 sin飞

因此， 最后有

EG _ p2 = [ (r2 + (岛）
2

) si心 ＋ （筒）
2

] 产

S =  Jj飞（产 ＋ （嘉）
2

) sin王 （腐）
2

·rdi.pd0 

其 中 (�) 是变元 'P, 0 的变化区域．
在球坐标下的面积元素是这样的：

15) 计算曲 面

的面积

dS = , 厂（勹） sin子 （嘉）
2

·rdi.pd0 

伲 ＋ 沪 + z宁 = 2a2 xy 

解 这里正适宜运用公式 (9) , 曲 面的极坐标方程是：

于是

再由公式 (9) 得到

r = a sin i.p聂而动．

（产 ＋ （嘉）
2

) sin子 信） 2 = 二

S � 4a2 『 I 号 sin2 吵d0 = ! 1r2a2. 
0 0 2 

16) 考虑半径为 R 的球面
x2 + y2 + z2 = 2Rz, 

(9) 

它与 xy 平面相切千坐标原点． 试求它包在顶点为原点的锥面 z2 = Ax2 + B沪 内的部分的面积

（图 93) .
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解 从球面的极坐标方程 r = 2R cos i.p 出发， 这里也可以
利用公式(9), 我们有

S = ff 矿 sin i.pcos吵d0,
(Li.) 

其中对 中 与 0 积分的区域 (�) 是由 曲线

(A cos2 0 + B sin2 0) sin2
'P = cos2

'P 

y
 

x
 

图 93

所围成的 ． 如果归结为求曲 面落在第一卦限内的那个部分的面
冗．

积， 则对于 0 与 － 之间的任一个 0, 角度 中 由 0 变到角度
2 

<po = 'P。(0), 而

tg2
<po = 1 

A cos2 0 + B sin2 0· 

显然，

否 知
S = 16R2 / d0 f sin i.p cos i.p心

0 0 

但
/

'Po 

sin r.p cos 吵 = ! sin2 
<po = ! 1 

。 2 2 1 + A cos2 0 + B sin钮 ＇

于是最终得

S = 8R2 J
i d0 = 耘R2

。 (A + I) cos2 0 + (B + I) sin 2 0 ,j (A + I )  (B + I) . 

有趣得很， 这个面积与以 DC 及 EC 为半轴的椭圆 （见图） 的面积相同
17) 证明曲 面

(x2 + 沪 + z宁 ＝ 忒沪 ＋ 沪沪 + ,罕

的面积与椭球面

的面积相 同， 如取

X 2 y 2 z 2 
百 十 萨 十 歹 = 1

(31 ,a a(] a = - ， b = - c =  -
a (3 ' r 

证明 在球坐标下这曲 面的方程是：

产 ＝ 忒 sin2
'P cos2 0 + 沪 sin2

'P sin2 0 + 12 cos飞，

于是按公式(9) 它的面积等于
卫；

S1 = 8  /
2 I否 ✓但 cos2 0 + f3钰in2 0) sin2

'P + 泸 cos2 i.p sin 吵d0.
0 0 

另 一方面， 如果从椭球面的寻常的参数表示式

x = a sin i.p cos 0, y = b sin i.p sin 0, z = c cos i.p 

(0 ,;;; 'P ,;;; 1r, 0 ,;;;  0 ,;;; 加）
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出发， 则 导数矩阵的行列式等于

A = cb sin 2 i.pcos0, B = ac sin 2 i.psin0, C = ab sin 'P cos 忱

而按公式 (3) 椭球面的面积得表为：

2 2 
8 = 8 / J ✓ (c2沪 cos2 0 + c沪 sin2 0) sin2 'P + a叩 cos2 'P sin 'P心d0.

0 0 

我们看出，S1 与 S 的表示式实际上是全同的， 只要令

cb = 武 ca = (32 , ab = 12 

(3, a = — 
a ' b ,a 

f3 ' 
a(] C = — 

这就是所要证明 的
18) 我们现在来确定三轴椭球面

X 2 y 2 z 2 
百 十 页 ＋ 声 = 1 (a >  b > c > 0) 

的面积

把曲面在第一卦限 内的方程写成显式

z = cm, 

我们有
X y 

p = -c 启 护

厂言 q = -c勹飞 ＇

因此

1 + 沪 + q2 = 
1 - ( 1 - � ) � - ( 1 — ') ' 

1 - � - , 

为简便起见， 我们令
2 

1 C 2 - — = a  a2 

于是所求的面积， 由 公式 (5), 可 由 积分

2 
1 C 2 - = (3 , 

8 = 8  ff 
z ,y:;,o 

2 2 

�+扣,;; 1 

2 2 
1 

X - a2 _ _  
a2 沪 坠

2 2 dxdy 
1 

X y 
成 b2
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来表示． 利用变换 巴 = �, 包 = 'TJ, 上面的积分可变为下面的形状：a b 

S = 8ab I I ✓I �a_
2
:: 二：尸戊d'f/

e,ri;,,o 
e2 +ri2 ,;; i 

在这里需要利用卡塔兰的二重积分变换公式［参考 597,15) 与 617,16)]. 我们注意， 曲线

✓1 - 壳2 - /3宁
1 t-2 ~、2 = u = 常数 (u � 1) 

不是别的， 恰是椭圆 e 术+ = 1 , 2 2 u - 1 u - 1 
u2 - 正 正 - (32 

因此它的面积的四分之一是

�.T/凶✓'-� 飞， ,,2 红

千是按卡塔兰公式，

必物 ＝ －1r u2 - 1 
4 ✓ 伲 － 句 （沪 － 沪）

00 

S = 21rab J ud 
忒 - 1

1 v(u2 - 正） (u2 - 沪）
．

我们来变换这个椭圆积分．

首先用分部积分法： ©

J
+oo 

ud
忒 - 1

I ✓ 伲 － 庄）(u2 - 沪）

= { 
u(u2 - 1) _ 

/
矿 - l)du 

+oo 

了 三 } I 

再实行变换
a acos i.p 

u = - du = - d忱
sin 'P

' sin2
'P 

并令 中 由 µ = arcsin a 变到 0. 因 此， 一方面有

u(忒 - 1) a - sm 'P 

西2 _ a2 )伲 － 沪）
= 

a sin i.p cos i.pJl - k钰i�歹
(3 

如果令 k = - (k < l) . 另 一方面又有
A 

©注意在这里无论是积分外面的项的双重代入也好， 由 1 到 +oo 的单积分也好， 单独起来就都
没有意义． 当 u = +oo 时出现不定型 oo - oo! 
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（忙 - I)du = (工- - 1) 心
《伲 - a2 )(忙 － 沪） sin2 

r.p ,j夕 － 沪 sin2
r.p 

= ( � 二言 - 1 - /32

) 心
sin2 

r.p ,ja2 _ 沪 sin2
r.p 

= (a 三 - � - 1 
sin2

r.p a -Ji-=二） 如，
可见在双重代入记号下的积分成为下形

寸 了芦丐 一 二
sin2

'P

心
a I vi=三

把第一项分部积分， 逐次地将这式化为：
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-actgi.p • 汇了言 _ k2a I cos2 <p 1 - 沪 dip 
了如

－
丁 ／ 汇

= —actg<p 汇言言 _ .!_
J

l - k吩 sin2 飞
a ✓1 - k钰in2

'P

= -actg< p 了三 － 二 j 心

a ✓l - k乓in2
'P

然后把在积分以外的两项合并起来， 有：

忒 - sin2
'P 

- a I 三心．

帜 ＋ 沪 cos2 i.p - 1) sin i.p CD - actgi.p· ✓l - k乓in2
'P = 

asini.p cos 'P贞 - k2 sin2
'P acos叭fl - 炉 sin勺

．

按 中 由 µ = arcsin a 到 0 作双重代入， 得到这式的这样的一结果： ✓( T - a2)(1 - 沪） ． 再对积

分作双重代入的计算， 最后得到由 勒让德首先给出的公式

这里

8 = 27rab {二尸十 二F(µ, k) + aE(µ, k) } 
A 

27rb 
= 27rc2 + c2 F(µ, k) + (a2 - c2) E(µ, k) } ,  

ya2 - c2 ｛ 

. v'a2 - c2 
u = arcs1n 

a 
k =  -a 尸

b 尸·
1 9) 高斯对于曲 面曾 引进过在一所给点处的全曲率概念， 它与平面曲线的曲率概念完全类似

[250] . 

设给定一曲 面及其上一点， 取这曲面上 围着这一点的任一部分 (S) , 并考虑在 (S) 的各个点

处所有法线的集合 画一个 以原点为中心的单位球面， 并 由 原点出发作平行千上述所有法线的射

线 它们割下球面的某一部分 (I::) . 它的面积 2 是所画的一切射线填满了的立体角的度量； 这和r: 
第 250 目定义中所说的角 w 相 当 ． 比值 － 当 (S) 收缩为所给的 点 时的 极限叫做这曲 面在这点处s 
的全曲率． 我们提出计算这曲率的问题 ．

©这样， 我们最后就避免了上述的它在 <p = 0 时的不定性 ．



· 220 · 第十七章 曲面面积· 曲面积分

假定曲面由方程
z = f(x, y) 

给出， 并且函数 f 具有连续的一阶及二阶导数

此外， 设行列式

盯 af a2f a2J a叮
p = 元 ， q = 玩 ' r = 玩2 ' s = 玩为 , t = 茹 ＇

D(p, q) 
D(x, y) 

= rt - s 2 

不为零 （在所考虑的点处及其附近）．

按公式 (56) 有

S = J J dxdy r: = dx dy 

[629] 

( 10) 

(D) I cos 纠
，

几，） 二
其中 (D) 与 (D') 分别为 (S) 与 (I::) 在 xy 平面上的射影， 并且对于这两曲 面上的对应 点(x, y, z) 
与 (x' , y' , z') 角度 u 是相同的．

｀用变数 x , y 来变换第二个积分． 因为显然有

所以

， x = cos 入 ＝ -p 
✓1 + 沪 + q矿

y' = cos µ = -q (z' = cos v = 1 

了二 ＇ 了产2) ,
D(x' , y') 1 

D(p, q) (1 +炉 + q2)2 . 

只要注意 (10) 式， 最后就得到

D(x' , y') rt - s2 

D(x , y) ( 1 + 沪 + q芍2 .

在这种情形下， 按照变量变换公式 得

r: = / / Jrt - s2
1 竺．

(D) ( 1  + 沪 + q叩 J cos 汃

把 S 与 2 都对千区域 (D) 来微分 [593] , 现在不难得到

. I:: Jrt - s叮hm - =  
(S)-+M 8 ( l  + 炉 + q芍2 ·

这就是所要求的全曲 率的表示式．
20) 公式 (56) 可 以很简单地得到， 只要从曲 面面积的另一定义出发 （这里是对曲 面 (S) 由 显

方程表示的情形而言） ．
分割 曲 面 (S) 成多个部分 (S;)(i = 1, 2, · . · ,  n) ; 按照这分法它在 xy 平面上的射影 (D) 被

分割成许多部分 (D; ) . 在 (S;) 的某一点 (M;) 处作曲 面的切面并把面积 (S;) 平行于 z 轴地射影
到这切面上． 用 兀 表这所得的平面图形的面积， 显然有

D; = T; · I  cos v; j ,  
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其中 V; 是曲面在点 M; 处的法线与 z 轴作成的角 ． 只要把 曲 面 的 面积 S 理解为这些平 面 圆 形 的
面积之和的极限， 则立得结果

S = lim L T; = lim 区 __!:_丛 = _: 竺坐
, I / ID) I cos vi ' I cos Vi 

因为所写出来的和显然是对最后这一积分的积分和

我们要着重指出， 从这个改变 了的曲面面积的定义， 虽然很简单地在这里导出了 最终的公式，

但有着本质上的缺点： 它在形式上是与坐标三面形的选择有关（射影要平行于 z 轴！） ， 而且只能应

用到个别形式的曲面上．
21) 设 由 光滑曲面 (S) 的参数表示式

x = x(u, v) ,  y = y(u, v) ,  z = z(u, v) , ( (u, v) E (�)) 

借公式©

u = U(u* , v* ) , v = V(矿 ， 矿） ， （（矿 ， v*) E (心））

之助， 我们得到它的另一个表示式

X = x* (矿 ， v* ) , y = y飞矿 ， v* ) , z = z* (矿 ， v* ) ,

就这表示式而言， 它同样地没有奇异性． 不难直接证明 ， 关于曲面面积 S 的公式 (3) 这时变为类

似的公式

S =  ff ✓庄 + B•2 + C•2du*dv* 
(L\.*) 

（对千新的表示式我们用星号记在所有各个量上） ．

实际上， 令

l = D(u, v) 
D(记 ， 沪） ＇

我们 由所熟悉的函数行列式性质得

A* = AI, B* = BI, c• = CI. 

由此便看出， 在 (�*) 内 I 异于零； 因 为不这样， 则在新的表示式下 曲面就会有奇异性． 按照变量
变换公式， 立即得到

几），三dudv = 几．）五 II ldu*dv*

= ff J A•2 + B•2 + C•2du*dv* , 
(L\. • ) 

这就是所需要证明的．

© 函数 U 与 V 连 同它们的偏导数都假定是连续的．
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§3. 第一型 曲面积分

6 30. 第一型曲面积分的定义 第一型的曲面积分是二重积分同样自然的推广 ，

正像第一型曲线积分对于简单定积分一样．
这一推广 是这样建立的 设 (S) 是某一个 由分段光滑的边界所 围成的光滑的

（或分片光滑的 ） 双侧曲面， 函数 f (M) = f (x, Y, z) 定义千 ( S) 的点上 用任意画的
一些分段光滑的曲线把曲面分成 (81 ), (S刃， . . · ,  (Sn) 诸部分． 在各 个部分 (Si ) (i = 

1, 2, • · • , n) 上各任取一点 M亿，y心），计算函数在这点的值

f (Mi) = f(xi, 从 ， 石） ，

并用对应的曲面部分的面积 ＆ 来乘它． 作出所有这样的乘积的和：
n n 

a = 区 f(M岛 ＝ 区 f(xi, Y心）Si 
i=l i=l 

像对以前讨论过的许多和一样，我们称这个和为积分和．
若 尔 当 各个部分( Si ) 的 直径趋于零时， 积分和有一个确 定的有限极 限 而 不依赖

于 曲 面 ( S) 的 分法及点 Mi 的选择， 则 这极限叫做函数J(M) = J(x, y, z) 沿 曲 面 (S)

的 （第一型 © ) 曲面积分， 并用记号

I = f lcs/(M)dS = ff f(x, y, z)dS 
(S) 

(1) 

来表示， 其中 dS 表示面积 Si 的元素．

6 31. 化 为 寻 常的二重积分 我 们 只 讨论没有重点的不 封闭的 光滑曲面 (S)
[6 19, 2°] .  

设 f(x, y, z) 是任何一个定义千曲面 (S) 上的点函数并有界：

则等式

If (x, Y, z) I � L, 

ff J(x, y, z)dS 

~ Jl
) 

f( x(u, v), y( u, v), z(u, v)) 卒三2dudv,
(fl) 

在这两个积分中有一个存在 （也就引起另一个存在） 的假定下 是成立的 ．

(2) 

(3 ) 

因此， 要化 第 一 型 曲 面积分为 寻常的二重积分， 只 需 用 坐标 x, y, z 的参数表示
式 来代替它们， 而 用 面积元素 dS 在 曲 线 坐标下的表示式 来代替dS.

＠不同于以后 [634] 将要讨论的第二型曲面积分．
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我们来给出所说的这个断语的证明
像曾经指 出 过的情形一样， 与用分段光滑的一些曲线来分割曲面 (S) 的方法相

对应， 有区域 (A) 的同样分法 ， 反转过来也是如此．
用对应的方法分割曲面 (S) 成 (S让 (82 , )·· · ,  (Sn) 诸部分， 而分区域 (A) 成

心 ） ， (A刃，··· , (An) 诸部分， 并在每个部分 (Si) 上与每个部分 (Ai) 上分别地取彼
此对应的点 (xi , Yi, Zi) 与 (ui , vi ) ,  使得

Xi = x(ui , vi) ,  Yi = y(ui, 切） ， Zi = z(ui , vi ) -

作关千积分 (1) 的积分和：
n 

a = 区 f(xi , y心）Si. 
i=l 

按照第 626 目 中一般的公式 (3* ) , 有

应用中值定理 得

Si = ff 菹卢丐dudv.
(fl, ) 

Si = [二l �二�; ·A,, 

其中 ('Ui ' 仇） 是区域 (Ai) 的某一个点．
利用 Si 的这个表示式并记住 (4) 式， 我们可以写和 6 为：

a = 言 f(x(ui , 切） ， y(ui , 初） ， z(ui , 初） ） ［陑了 �::::!; . A, . 

在这个形状下它相像千 (3) 中第二个积分的积分和：
n 

a* = 区 f(x(u心）， y(u心）， z(u心）） ［二l �:�; . Ai.  
i=l 

(4) 

在和 6 与 a* 之间的区别是这样的， 在后一个和中复合函数 !(·. . ) 与根式 J亡 都恰
好是在同一个（任意取的） 点 (ui , Vi) 处计算的， 而在第一个和中复合函数 !(·. . ) 是
在点 (ui , Vi) 处计算的， 但表示式 《亡 则是在点（迟 仇） 处计算的（点 iii, 仇） 要由中
值定理来规定而不是任意 的）．

考虑这两个和的差：

a - a* =
� f(· · ·) { [范言飞： － ［平言王： } Ai 

设 e > O 为任意小的一个数 由 函数 vEG - 尸 的（一致） 连续性， 我们知道当所有
的区域 (Ai) 的直径足够小时 ， 有

I r五声声l �二�: - [五汇声l �二�: I < €
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把条件 ( 2 )估计进去，不难得到

la - a勹 < ELA,

因此
lim(a - a*) = 0. 

由此可见，从这两个和中一个和的极 限存在可推到 另一个和的极限存在并与它
相等． 这就证明了我们的断语

特别( 3 )式右端的 二重积分， 也就是说左端的曲面积分， 在函数 f( x , y , z ) 沿曲
面 ( S )的连续性的假定下是存在的

如果曲面 ( S )是 由显方程
z = z( x, y )  

给出， 则公式 ( 3 )具有如下形式

几）
J( x , y ,  z )dS = JtD/( x , y, z( x , y ) )工了声xdy , ( 5 ) 

其中 ( D ) 表曲面 ( S )在 xy 平面上的射影．

因 为 Jl + p丘 q2 = —一— （其中的 v 像寻常一样是曲面的法线与 z 轴之间的
i cos v\ 

角） ， 所以公式 ( 5 ) 又可写为：

ff f( x , y , z )dS = ff f( x , y , z( x , y ) )竺色 ( 5* ) 
(S) (D) I cos vi 

直到这里我们都假定了在它 上面展布积分的曲面 ( S ) 是光滑的 而且是开的 ． 我
们的结果容易推广到分片 光滑的曲 面情形， 无论这曲面是开的或是闭的 ．

632. 第一型曲 面积分在力学上的应用
lo 当质点以一定的密度分布在一曲面的各点处时，我们可以利用所说的积分来确定这块物

质的曲面的质量 、 矩 、 重心的坐标以及其它类似的量．
因为和以前讨论过的质量在平面形上分布的情形 比较起来， 这里并没有什么新的东西， 所以

我们只在习题中去讲这些问题
20 单层的引力 在研究分布于曲面上的质量的引力时，自 然要考虑到第一型曲面积分．

设沿着一曲面 (S) 连续地分布有质量，它在曲面的每一点 M(x, y, z) 处都有给定的密度
p(M) = p(x, y ,  z) .CD 再设在点 A(炉，环） 处 （在曲面之外） 有一单位质量 如果以牛顿引力定
律（万有引力定律） 为根据，试确定点 A 被曲面 (S) 吸引的力 了 的大小与方向．

假若点 A 仅被一个质点 M(x, y, z) 所吸引， 集中在M 上的质量是 m, 则引力的大小等于

F =  m @ 
飞 ，r 

©在这情形下说的是单层 （与我们不考虑的双层不同）
＠像寻常一样， 为了书写简便计， 我们用一来代替 “引力常数" , 即在牛顿公式 （与单位的选择有

关系） 中的比例乘数
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其 中 r 表距离 AM, 即
r = ✓ (x — ()2 + (y - 沪 + (z - (2) . 

因为这力是朝着由 A 到 M 的方 向 ， 所以它的方向余弦是

二， 二 二 (
r r ' r 

千是引力 了 在坐标轴上的射影可表为：
X — ( y — T/ z — ( 凡 = m了了 ， 凡 = m 一— , Fz = m了了 ·r3 

· 225 · 

(6) 

(7) 

在吸引的质点为一 系 时 ， 这些表示式各应以类似的一些表示式的和来代替； 最后， 当质量是连
续地沿着曲 面分布时， 积分就代替和而出现

应用寻常的讲述方法， 可以把具有质量 pdS 的曲面元素 dS 看作集中在它的一个点 M(x, y, z)

上这一个点对 A 所发生的引力在坐标轴上具有射影 ［参照 (7) ] :

x - e y - TJ  z - ( dF工 = p——-dS, dF11 = p— dS, dFz = p—— dS, 产 产 r3

其中 r 是 由 公式 (6) 表示的距离 AM. 现在只要把这些表示式 “加“ 起来， 便得到单层的 引 力 了

在坐标轴上的射影公式：

凡 = ff p宁dS, F'I = II p卢 dS, Fz = z — ( 

• (S) (S) r3 ff P—dS. 
(S) 

r3 

于是力 了 的大小方向都已完全确定．

(8) 

假若被引点 A 本身也在曲 面 (S) 上， 则引力在坐标轴上的射影仍然 由积分 (8) 来表示， 不过
这时积分是反常 的 ， 因为在点 A 的近邻各积分号下的函数不再是有界的．

30 单层的位势 在一个吸引点 M(x, y, z) 的情况下， 我们 已知道引力在坐标轴上的射影具

有表示式 (7) . 不难看出， 这三个射影是函数

W((, T/, () 

对于 (, T/, ( 的偏导数， 这一函数叫做点 M 的场对千点 A 的牛顿位势［参照 566,1)] .
如果场由质点系形成， 则位势是 由这种形式的分式的和来表示， 并且位势对于 (, TJ, ( 的导数

仍然给出引力在坐标轴上的射影．
于是我们很 自 然地得到， 以密度 p 分布在曲面 (S) 上而作用千点 A 的单层位势的表示式：

W((心） = ff 卢．
(S) 

问题只发生在， 对于这位势来说， 基本性质
aw aw aw 

凡 ， — = Fy , 一 = Fz
彻 次

(9) 

(10) 

是否能够保持不变 其中 F工 ， Fy , 凡 是单层的引力 了 在坐标轴上的射影并且是由 公式 (8) 确定
的

如果点 A 不在曲面上， 就是说连续性毫无破坏 则不难证明， 在积分 (9) 对于 (, T/, 或 Q施行

微分时， 莱布尼茨的法则是可用的 （这只需要重演一遍我们 已熟悉的推理）． 用这种方法， 在所考

虑的质最分布的情况下关系式 (10) 可得到证实．



·226 · 第十七章 曲面面积 · 曲 面积分

633. 例 1) 计算曲面积分：

(a) Ji = JJ;
S)

g飞飞dS

(6) h = II dS 

(S) 伲 ＋ 妒 ＋ 少） § 心飞言 '
其中 (S) 表示椭球面：

x2 沪 z2

石 ＋ 萨 十 歹 = 1 (a > b > c > 0). 

解 (a) 如果采用这椭球面的表示式：

x = a sin <p cos 0 , y = b sin <p sin 0 , z = c cos <p (0 :( <p ,( 7l", 0 :( 0 ,( 加)，

则 [629,17)] 曲面元素可表为下面的形状

dS = abc✓ sin 2 <pcos20 sin 2 侔in20 竺
a2 ＋ 沪 ＋ 

c2 

另一方面， 积分号 下的函数为

sin 仰加d0.

心飞言 = ✓sin2 

:�
os2 0 

+ 
sin飞:

in勺 ＋ 宁

由对称性 ， 我们的计算可化到第一卦限 内 ， 因此

1
1 = Babe「!告 ( sin2

1.pcos20 + 
sin勹:in20 十 宁） sin <p心d0

0 0 a2 

(6) 同样，

飞1rabc (卢 ＋ 卢 ＋ 卢）

h = Babe f号
！

否 sin 1.p心d0
0 0 (a2 sin2 

1.pcos20 + b2 sin2 <psin20 + c2 cos2
1.p) � · 

要计算里面的对于 中 的积分， 我们令 COS <p = z, 得

/

1 dz - - - - - -
0 { (a2 cos2 0 + b2 sin2 0) - (a2 cos2 0 + b2 sin2 0 — c2归｝ 歹3 

1 z = X 
a2 cos2 0 + b2 sin2 0 ✓(a2 cos2 0 + b2 sin2 0) - (a2 cos2 0 + 沪 sin2 0 - c2)z2 

1 1 = -
c a2 cos2 0 + b2 sin2 0 ' 

最后得到

2) 计算积分

h = Bab f丹 d0 = 41!". 。 a2 cos2 0 + b2 sin2 0 

L = I I (y2 z2 + z空 + x宁）dS, 
(S) 

[633] 

z=l 

z=O 
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其中 (S) 是锥面 z2 = 炉(x2 + 旷） 被柱面 x2 + y2 - 2ax = 0 截下的上部一块曲面

· 227 · 

解 把曲 面的方程写成 z = 从几了了萨， 我们得到 dS = v11了k2dxdy, 并 由 公式 (5) 得到

L = 汇平ff 阳 (x2 + Y宁 + x宁]dxdy,
(D) 

其中 (D) 是 xy 平面上的圆周 x2 + y2 - 2ax = 0 所围的圆域 ． 化为极坐标， 我们求得

L = 点 (80k2 + 7)7ra6 y1言i
3) 试推演 （泊松的）公式：

I
rr f 2rr 

J(m sin <pcos0 + n sin <p sin 0 + p cos <p) sin <pd0dc.p 
0 0 

= 21r / f(uvr, 言三）du, 
- 1 

（其中 m2 + n2 + p2 > 0 并且 f(t) 于 [t [ :( ✓忙 ＋ 忙 ＋ 炉 时为连续函数） ．

解 用 P 表左端的积分， 不难把它表为曲面积分的形状

P =  ff f(mx + ny + pz)dS, 
(S) 

其中 (S) 表半径为 1 而中心为原点的球面

换为新坐标系 uvw, 取平面 mx + ny + pz = 0 当作 vw 平
面 ， 并令 u 轴垂直于它 （图 94); 于是

mx + ny + pz U = ✓叩 + n2 + p2 · 

在 uvw 坐标下这同一积分可写为 ：

P =  ff f(u石言二严s.
(S) 

如果把球面 (S) 的参数表示式取作下面的形状

U = U, V = 二cos w, w = 二sinw

(-1 :( u ,( 1; 0 :( w ,( 加），

则 dS = dudw, 而最后得到

二

图 94

坏 1

P =  1 i /(uvm½ 言罕）dudw = 27!" /_
1

1 
f(uvm½ 言罕）du 

令 u = cos 入(0 :( 入 :( 7r) , 则泊松公式常可写成下形

I
rr f 2rr 

J (m sin <p cos 0 + n sin <p sin 0 + p cos <p) sin <pd0d<p 
2 0 

= 27!" / f(三cos 入） sin入d入．。
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4) 设一质量是沿曲面 (S) 分布的， 具有密度 p = p(x, y, z). 试用展布在 (S) 上的曲 面积分

来表示： (a) 质量的总值 m; (6) 它对于坐标平面的静矩 Myz , M立 ， M叩 与惯矩 lyz , 压， I.,y ; (B) 

质量重心的坐标 e , T/, ,. 

5) 试求球面的质量， 如果在它上面各点处的密度等于 (a) 这点到铅垂直径的距离， (6) 这距
离的平方

(a)解 取球心 当作坐标原点 并把铅垂线定为 z 轴 ． 令

x = R sin <p cos 0, y = R sin <p sin 0, z = R cos <p, 

其中 R 是球的半径， 我们变到球坐标 中 与 0. 于是

因此

dS = R2 sin <p心d0, p = 勹 = R sin <p, 

271" 71" 

m = ff pdS = R3 sin2
囥崎 ＝ 玉 ．

(S) 
1 1 

8 
(6)答 m = -7l'R1. 

3 
6) 当质量分布的情形分别地和前题中的 (a) 与 (6) 一样时， 试求球面的上半部重心的位置
(a)解 如果像刚才一样选取坐标轴， 则 由对称性立刻知道 e = T/ = o. 
计算静矩：

M工y = J J zpdS = R4 『[舌
sin2 <pCOS四嘈 ＝ 坛．

(S) 3 

1 
我们已知 ［见问题 5)] 质量的全部大小 m = -产炉 ． 千是

2 

( 
M叩 4= — = —R. 

m 37!' 

(6)答 在 同样安排坐标轴时， ( = T/ = 0, ( = - R. 
3 
8 

7) 试求 (a)均 匀 的 (p = 常数） 锥面

Z = 兔 石言2 (x2 + Y2 :( R2) 

重心的位置，(6) 它对千坐标平面的惯矩．

于是

解 (a) 显然， ( = T/ = 0,  其次， 有

dS = µdxdy = !:_dxdy (l = 石言句，R2 R 

Mxy = 备ff 石言2dxdy = 望 f
R 

r2dr = �1rhlRp 
丑＋沪� R2 O 3 

2 
因为 m = 1rlRp, 所以 ( = -h. 

(6) 
3 

压 = ff 记dS = 三片
(S) R3 1R

注 ＝ 字p
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同样
1rlR3 

fyz = fz工 ＝ —一
4 p. 

8) 已 给一个半径为 R, 高为 h 的直圆柱面 设它的侧面是均匀 的 (p = 1 ) .  试求 (a) 底的中
心感受到 的 曲 面侧面的引力，(6) 这 曲 面对于底的 中心的位势 ．

解 (a) 如果取底的中心 当作坐标原点， 柱面的轴当作 z 轴， 则显然有 几 = Fy = 0. 将柱面
用参数表示为

x = Reos 0, y = Rsin 0, z = z 

时有 dS = Rdzd0, 于是

Fz = 「 !
h zRdzd0

立 = 21l"R (_!_ - 1 
o o (R2 + 沪） 2 R 顶言）

(6) 我们有

W = 厂 !
h Rdzd0 h + 邓言歹

。 。 尸 = 21rR ln R 

9) 就问题 7) 中 的锥面求出 (a) 这 曲 面对千锥底的 中心的位势及 (6) 对于它的顶点的位势，
又 (B) 锥底的 中心感受的引力及 (r) 它的顶点感受的引力 ．

解 (a) 令
l = 尸，

得

W = .!_ I I dxdy 
R P

卢 ＋归 R2 石言言(z - h) 2 

= 2叩 ［ 三芬 ＋ 胪R2

＝ 竺p !
R 户r — Rh2

dr 十 三 R 

l 。 ✓l平 - 2Rh2r + h如 l P 1 妇 _::_ 2Rh2卢 西2

加p r=R 

l 
＝ － 沪2 - 2Rh芬 ＋ 胪R2 1

r=O 

十字 ln(l2
尸 Rh气 沙 (l2产 — 2Rh2r + h如）f

=R 

r=O 

加Rp= ——- (R h) + 加Rh2p R l  + R  - In -
l l2 h l — h . 

dr 

(6) 
W = 赁 II dxdy = 21l"Rp. 

尹归 R2 ✓吐 ＋ 妒 + z2

(B) 按对称性，凡 = Fy = 0. 其次，

Fz = 赁ff z - h
立 dxdy

丑+Y乓 R2 沪 ＋ 妒 + (z - h)叮 2
R 

= 2nhlRp f (r - R)rdr 
o [l罕 — 2Rh芬 ＋ 胪R牡

．
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这一积分可化为三积分的和

1 J
R dr 

+ 
R(h2 - R2 ) 『 z2r - Rh2 

3 dr 
1,2 0 (l罕 - 2Rh芬 + R叩 ） 令 l4 o (l罕 - 2Rh叶 + R叩） 歹

－三『 dr
l4 o (l宁 - 2Rh2r + R叩） §

1 R l + R h2 - R2 2 
= l3 ln h 1言 十 Rhl4 (R - h) — Fi(R + h) 

整理所有的结果， 最后我们得到：

Fz = 加hRp R l + R 21r p R + h In - - （ ）  
l2 h l - h l 

(r) 这时反常积分是发散的：

凡 ＝ 詈 ff 竺 = +oo 
丑 ＋沪,;;;R2 x2 + y2 

10) 设分布在一锥面上的质量在各点的密度等千这点到顶点的距离， 试求 (a) 这曲面对于顶

点的位势，(6) 顶点受到的曲 面侧面的引力 ．

答 (a) W = 顽l = S; (6) 凡 = F11 = O, Fz = 气竺
11) 求均匀的(p = 1) 球层上的点的引力 ．

解 设球心位于坐标原点， 被引点 （质最为 1) 位于正的 z 轴上离球心距离为 a 处． 这个引

力在 x 与 y 轴上的射影 凡 与 凡 显然等于零， 其次， 我们有

Fz = J J 尸dS
(S) 

r3 

(r 是球面上任一点 M 与点 A 的距离） ． 如果换为球坐标：

x = R sin <p cos 0, y = R sin <p sin 0, z = R cos <p, 

dS = R2 sin <p心d0, r = ✓胪 + a2 - 2Ra cos <p, 

而

Fz = 27!" R2 p Irr (R eos <p - a) sin 吵
o (R2 + a2 — 2Ra cos <p) ! · 

用变换 R气 a2 - 2Ra cos <p = t2 将这表示式改为

Fz = 工厂 ( R2 - a2 

-
a2 

IR-a l t2 1) dt 

＝ － 王p (2R - R2 - a2 
- IR - al)  

a2 IR - a l 

( 1 1) 

我们现在要讨论两种情形

(1) 设 a < R, 则 IR - a l = R - a, 而括号 内的值为零， 千是

Fz = 0. 
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因此，凡在一均 匀 球层里 面 的 点 ， 都 不 感 受球层表面的任何 引 力 ．

(2) 若 a > R, 则 IR - al = - (R - a) , 于是

Fz = - 耘R切
a2 . 

· 231 · 

因此在均 匀 球层 外 面 的 点 感 受到 的球层表面 的 引 力 ， 与 集 中球层的 全部质量 m = 47rR2p = 
Sp于球心 时 它 感 受到 的 引 力 一样．

特别来讨论 a = R 的情形 ． 在这情形下点 A 在球面上， 而积分 (11) 成为反常的， 经过很明
显 的简化手续后， 它作下面的形状：

Fz = 二 !1r sin 击

迈 。 ,jl - cos rp 
= -27rp. 

当 a 从比 R 小的值或比 R 大的值趋近于 R 时，凡 分别地有极限值 0 与 -47rp. 由 此可见，

当被引点通过球面时， 引力的连续性遭到破坏， 并且它对于球面上的点的值是上述两个极限值的
算术平均数

12) 求均匀球层对于任意一点的位势 ．

解 在前面的记法下， 我们有

若 a > R, 则

W(a) = J J 声 = 2王!1r sin cpdcp 
(S) r 。 ✓胪 + a2 - 2Ra cos cp  

27rR R+a 
27rR = —p J dt = 了p(R + a - /R - a/) .

IR-a l 

W(a) = 47rRp, 

所 以 ，在均 匀 球层里 面 ， 它 的位势是 一 常数 ．

反之， 当 a > R 时 ， 则

W(a) 
耘R2p

a ' 
也就是说如果把球层的 全部质量集 中 于球心 ， 球层在其外部 空 间 的 位 势不起变化 ．

在 a = R 的情形下， 表达位势的反常积分具有值

W(R) = 471" Rp. 

由 此可见， 当被引点通过球的表面时位势保持其连续性．

§4. 第二型 曲面积分

6 34. 第二型曲面积分的定义 这一新积分的形成是按照第二型曲线积分的样
子建立的

在那里我们从 有 向 （定向 ） 曲线出发， 并 把它分成一些元素后， 再把这种各有 方
向的元索射影到坐标轴上来．射影也是有方向的， 而我们则取其长带正号 或负号，依
其方向是否与转的方向相同而定．
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用类似的方法我们现在来考虑光滑的或分片 光滑的双侧曲面 (S) , 并且取定其
两侧中某一侧 ； 如 己所 知 [620] , 这等于说 选取 曲 面的一个确 定的 定向

为明确起见 我们首先假定这曲面 由 显方程

z = z (x, y) 

给出 ， 并且点 (x, y) 是在 xy 平面上 由分段光滑的闭路所范 围的 区域 (D) 内变动 千
是在曲面的上侧与下侧贬之间可 以加 以选择．在第一种情况下曲面上的 闭曲线 ， 如果
从上面 去看， 要记 以反时针的方向， 而在第二种情况下则记 以相反的方向

如果把曲面分割为许多元素并把这种各有定向的每个元索射影到 xy 平面上来 ，
则被射影的图形边界的环行方向决定着它的射影 闭路的环行方向 若曲面 (S) 的上
侧是固定的， 则这一方向和反时 针方向的转动相一致 ， 也就是与 xy 平面本身的定向
一致； 在这种情况下我们对射影的面积要取正号．在下侧的情形转动是相反的， 而我
们对射影的面积要取负号 ［参考 6 10] .

现在设在所给曲面 (S) 的点上定义有 某一 函数 J(M) = f(x, y, z) .  用分段 光滑
的曲线 网把这曲面分成许多元索

(S1 ) ,  (S2 ) ,  · · · , (Sn ) 

后 在每个元索 (Si ) 内选取一点机 (xi , y心 ）． 再算出 函数的值 f (Mi) = f(xi , y心）
并用元素 (Si ) 在 xy 平面上的射影的面积 趴 去乘它趴 所带的符号 是按照上面所
说的规则来给的 最后作出和 （也是一种积分和）

n n 

a = 汇 f (Mi)从 ＝ 汇 f也 ， y心）Di 
i= l i=l 

( 1 )  

如 果 当 各个小块 (Si ) 的直径趋于零时这个和有一个确 定的有限极限， 则 这极限
叫 做

f (M)dxdy = f(x, y, z)dxdy 

展布在曲 面 (S) 这个选定的侧上的 （第二型）曲面积分， 并用记号

I = ff f(M)dxdy = ff f(x, y, z )dxdy 
(S) (S) 

(2) 

来表示 （在这里 dxdy 象征曲面元素在 xy 平 面上的射影的面积）．

但是在这记号 中恰恰没 有包含着一种记号说明曲面是取的 哪一侧， 因此每次必
须把这一说明特别提出来． 从定义本身可见 当所考虑的曲面的一侧换为和它相反
的一侧时 ， 积分要改变符号

©参看第 618 目 中的脚注
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如果曲面 ( S )不具备所说的特别形状， 则曲面积

分
的定义也可以照样完全建立起来， 只是各 个射影的

面积 队 无需全部带同样的符号，譬如说，如果曲面元
素中有些在上面而其余的在下 面 （图 95 ), 那就要带不
同的符号

如果元素在曲面的具有平行于 z 轴的母线的柱
面部分上，则它的射影集结于一线，面积成为零，而用
不着去谈它的符号

可是这里会遇到这样 的情形，就是一个元素部分
地落在上面， 部分地落在下面， 或者是一个元素不是
按一一对应的方式射影到 xy 平面上．

因为在实际上这类 ”不规则的＂ 元素不起什么作
甩 所以我们在积分和中可以不把与这些元素的对应项加进去． 以后我们要证实这
样做法，无论是在曲面积分的计算中 或是在它的应用中都不会引起任何紊乱

若替代 xy 平面把曲面的各 元素射影到 yz 或 zx 平面上， 则我们得到另外两个
第二型曲面积分：

X 

y
 

图 95

ff f( x, y, z )dydz 或 ff f( x, y, z )dzdx. 
(S) (S) 

在应用中 常常遇到这几个形状的积分联结在一起 ：

( 2* ) 

ff Pdydz + Qdzdx + Rdxdy, 
(S) 

其中 P, Q, R 是 ( x, y, z )的 函数，定义于曲面 ( S ) 的点 处． 我们再一次着重 指出，在
各种情况 下 曲 面 ( S )都假定是双侧的并且积分是展布在它 的 确 定的一侧上 _ 102)

635. 最简单的特殊情形 1。 再回到积分 ( 2 )当曲面 ( S )是 由 显方程

z = z( x, y )  (( x, y )属于( D ) )

oz 8z 
给出 的情形， 并 且 函数 z 与它的偏导数 p = - 及 q = - 都是连续的ox 8y 

如果积分 ( 2 )是沿曲面的上侧取的， 则在积分和 ( 1 )中所有 趴 都是正的 在这
和中用 z 的值 z( xi, Yi )来代替 Zi, 我们就把它化为下面的形状

n 

a = 汇 f( xi, Yi, z( xi, Yi ) )Di, 
i=l 

102) 在分析教程中可能有另外的方法引入第二型 曲 面积分， 这样， 为了定义第二型积分可以应用
将其归结为第一型积分或通常的二重积分的公式； 特别 ， 第二型积分可借助 636 目 的公式 (9) 或
(10) 来定义
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不难看出这就是寻常的二重积分

ff f(x, y, z(x, y))dxdy 
(D) 

的积分和 取极限，我们就确立了等式

ff f (x, y, z)dxdy = ff f (x, y, z(x, y))dxdy, 
(S) (D) 

(3) 

并且这两个积分中一个存在就能推出另一个的存在 特别，如果函数 J 是连续的，则
这两个积分一定存在

若积分展布在曲面 (S) 的下侧，则显然有

几
）
f(x, y, z)dxdy = -f j

n/(x, y, z(x, y))dxdy. (3* ) 

附注 在各种情况下公式 (3) 可 以保持不变 只要认为右端二重积分所展布的
区域 (D) 有其应有 的 定 向 ［参看 610].

我们现在要证明（在所考虑的情况下），第二型曲面积分可化为第一型曲面积分
在选定曲面上侧的假设下，就是说所有的 Di > 0, 我们来重新考虑和 (1). 按照第
626 目 中公式 (5a) ,

Si = ff 
dxdy

, 
(D;) COS // 

其 中 u 是曲面的法线与 z 轴之间夹的锐角． 应用中值定理 我们得到

D, 
Si = 或 Di = Si cos 冗 ；cos 1/-

这里的 巧 代表在元素 (Si) 的某个 （但不是任意选择的） 点处的曲面法线与 z 轴所
成的角 把 趴 的这个值代入 6 中 ， 我们得到

n 

a = 区 f(xi, Yi , zi ) cos v; Si . 
i=l 

与这个和相应自然地有一个和
n 

万 ＝ 汇 f(xi , Yi , zi) cos 咚，
i=l 

其中 1/i 是与任意选好了的点 (xi , Yi心） 相对应的； 最后这个和显然是第一型曲面积
分

的积分和

ff f(x, y, z) cos vdS 
(S) 
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由 函数
COS // = 

贞 ＋ 沪 + q2

的连续性，如果把曲面 (S) 分成足够小的一些元素， 则这余弦在各 个元素范围内的
振动都会小于任意 一个 预先给定的数 c > 0. 假定函数 J 是有界的： II I � M, 我们
估计这两个和 6 与 万 的差：

n 

/a - 万, � 汇 If( xi, Yi心） 1 1  cos v; - cos v岛 < MSc;
i=l 

所以 a - 万 一 0. 很明显，这两个和的极 限同时存在并且相 等 于是我们得到等式

几）f( x, y, z)dxdy = f fs/( x, y, z) cos vdS. (4) 

并且从这两积分中一个的存在就得出另 一个的存在． 我们又看到， 特别在函数 J 连

续性的假定下这两个积分都存在．
把曲面的上侧换为下侧，我们同样要改变等式 (4) 左端的符号．如果与此同时把

1/ 理解为方向朝 下的法线 与 z 轴所成的角，则余弦照样改变符号， 而右端的积分也跟
着它改变符号，所以等式仍然可以保持不 变

20 如果 (S) 是柱面的一部分，其棱平行于 z 轴 则各 元素的射影都成为零，所
以在这种情况下 ： ff f( x, y, z)dxdy = 0. ( 5 ) 

(S) 

显然，在这里公式 (4) 也成立． 因 为 COS II =  0, 所以这公式的右端也 为零．

636. 一般情形 我们再回到简单 、非闭的光滑曲面的一般情形． 在积分和

矿 = L
1
f( xi, Y心） Di 

i=l 

中，像我们规定过 的情形一样，没有把曲面上那些 “不 规则＇ 元素 （它们或者是部分
地在上面而又部分地在下面的元素， 或者是不 按一一对应的方式射影到 xy 平面上
的元素） 的对应项加进去． 在和的记号上的撇号表明着这种情况．

把 u 总认为是按照 曲 面选定的一侧 而 定向的法线与 z 轴所成的角，我们恒有连

符号在内都正确的等式：

趴 = Si cos v; 

囥 具有以前所说的同样意义）． 因此，

a' = I:'f(xi, Yi, zi) cos v; Si. 
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把这个和与和
万' = L

1

f(xi , Y心） cos 咚

伲 对应于所选取的点） 相 比较． 像以前一样，不难证实

lim(a' 一 万') = 0. 

如果再把那个与抛弃了的 “不 规则的＂ 元素相对应的 和

泸 ＝ 立
I
/(Xi , Y心） cos 咚

合 并到 万， 中 ， 则完全得到了关于第一型曲面积分

, f(x, y , z) cos vdS 
(S) 

的积分和 百

[636) 

(6) 

可 以证明 （我们宁可在下面 637 中来做） 当所有元素 (Si) 的 直径趋向千零时，

万” 一 0. (7) 

千是根据 (6) , 我们在 (4) 中两个积分有一个存在的假定下 （ 因而推出另 一个的存在）
重新得到等式 (4) .

从曲面 (S) 的参数表示式出发，可 以把 (4) 中 右端的积分化为展布在参数的变
化 区域 ( A) 上的寻常二重积分，而根据已证明的，也就同时可 以把右端积分化为这
二重积分 就是说 因为

所 以有

C 
COS // = 士

vA2 + B2 + c2 ' dB = ✓炉 + B2 + C2dudv, 

J J f(x, y, z)dxdy = 土JJ f(x(u, v) ,  y(u, v) ,  z (u, v) )Cdudv. (8) 
(S) (�) 

正 负 符号对应于曲面 (S) 的两个侧； 特 别，如果 UV 平面的定向对应于曲面 (S) 上所
选一侧的定向，则应取正号 [621] . 而且在这里， 两个积分 中一个的存在能导出另 一
个的存在 _ 103)

用类似的 处理方法，可 以得出与曲面在另外两个坐标平面上的射影相关的另外
两个第二型曲面积分．把这些结果全部结合起来，可 以写成

几）Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = J I
s) 

(P cos 入 + Q cos µ + R cos v)dS. (9) 

103) 换句话说 如果所考虑的曲 面 (S) 的侧是在参数公式中确定而产生的一侧 ， 即 (S+) 侧 ， 则存
公式 (8) 中选正号 ［参看 620 目中的脚注 99)] 在所考虑的曲面 (S) 的侧是 (S- ) 侧时， 则公式 (8)

中积分前取负号
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这是化第二型曲 面积分为第一 型 曲 面积分的一般公式． 在这里 P, Q, R 是定义千曲

面 (S) 的点处 的有界函数， 而 cos 入， cos µ, cos I/ 是按照 曲 面 的 选定的 一侧 而 定 向 的 法

线方向余弦

最后 ， 我们导 出 化第二型曲 面积分为寻常二重积分的一般公式

几s)
Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = 土!J

�)
(PA + QB + RC)dudv. ( 10) 

在右端所指 的是， 函数 P, Q, R 中 的 x, y, z 是 由 其用 u, v 表示 的式子来代替的 关于

符号可 以重用前面的说明

所得的各个结果都可推广到更一般的情况—一分片 光滑的 闭 的 或 开 的 曲 面 的 情

况（因为这样 的 曲 面是 由 一些一个接着一个的开的光滑 曲 面所组成的）．

637. 证明 的细节 现在 回 过头来证明关系式 (7). 我们可以断定 ， 对于任一预先给定的

€ > 0 ' 找得到这样的一个 T/ > 0, 只要各个元素的直径小于 n 时， 在 “不规则的“ 各个元素的各
处都有不等式

I cos 汃 < e:. (11) 

假设这个断语不成立；于是就有这样的一个 e:o > 0 及这样的由 “不规则的” 而直径渐缩为零

的一些元素 (Sk) 组成的序列存在， 使得在每个 (Sk) 的某一点处都有

I cos vi ;;;;, c:o - (12) 

如果用 (8k ) 表区域 (�) 中对应于 (Sk) 的元素， 则元素 (8k) 的直径也趋于零 由 布尔查诺 － 魏尔

斯特拉斯定理 [172] , 从序列 ｛（怂）｝ 中可取出这样一个部分序列， 它的元素集结于区域 (�) 的某

一点 (uo , vo) ;  但是， 不失一般性不妨假定这就是序列 ｛（如 ｝ 本身

对千与参数 u, v 的值 U = Uo , V = V。 相对应的角 I/ = Vo , 必定有

COS l/o = 0. 

因为， 如果不然 则对于参数的这一对值我们就该有

C = 
x� y� I =/= 0, 
忒 叭

(13) 

千是在点 (uo , vo ) 的一个邻域内 ，u, v 便可考虑作 x, y 的单值函数， 并且当 u, v 用 x, y 表示的式

子代入函数 z = z(u, v) 中时， 曲 面便 由 显方程

z = f(x, y) 

来表示(!). 除此以外， 若把这近邻取得足够小， 则在其内 COS ll 保持一定的符号， 因 为 当 k 足够大

时 (Ok) 势必落到这个邻域之内， 所以它也就不能够对应于 “不规则的＂ 元素 (Sk) -

©如果点 (uo , vo ) 在区域 (�) 的边界上， 则对于上面所述这点的一个邻域和区域 (�) 的公共部
分这话仍是正确的 参考第一卷中的附录 [262]



· 238 · 第十七章 曲面面积 · 曲 面积分 [638] 

由 此可见等式 (13) 成立． 这样， 当 (8k) 足够地接近于点 (uo, vo) 时， 对于这些区域我们就到
处有

I cos 纠 < e:o , 

这和假设 (12) 相反 这一矛盾的产生， 就证实了我们对于不等式 (11) 所下的断语．

现在设曲 面 (S) 被分成的各个元素的直径都小于 n 于是对于 “不规则的“ 元素 （假若有的

话） 不等式 (11) 成立， 并且与它们对应的和 护 的绝对值小于 MSe:, M 表 Ii i 的一个上界． 由此

可见 (7) 式成立

6 38. 用 曲面积分表立体体积 立体体积可用展布 在范围着这立体的曲面L的
积分来表示， 好像平面图形的面积可用沿着这图形的边界的积分来表示一样 [551]
考虑一立体 (V) , 它是由分片光滑的曲面

z
 岱）

FZ(XJJ) 

勹
(S3) 

: (S, ) 
- ! 
Q I 

I I y 

苞
X (K) 

岱 ） z = zo (x,  y) , (zo < Z) 
（岛 ） z = Z(x, y) 

及母线平行于 z 轴的柱面 (S3) 所 围成的 （图 96) . 在 xy
平面上， 范围一个平面 区域 (D) 的分段光滑的闭路 (K)
是这柱面的准线． 在特殊情形下， 等式 zo(x, y) = Z(x, y) 
可 以在曲线 (K) 上成立； 那时曲面 (S3) 缩成一线．

这立体的体积 V 显然等于两积分的差

V = f i
D) 

Z(x, y)dxdy - ff z0 (x, y)dxdy. 
(D) 

引入曲面积分， 这等式可写为 ［参看 (3) 与 (3* )] :

V = ff zdxdy + ff zdxdy, 
(S2 ) (S1 ) 

并且这两积分是沿曲面 (S2 ) 的上侧及沿曲面 (Si ) 的 下
侧来取的 把展布在柱面 (S3) 的 外侧上的积分

ff zdxdy 
(S3) 

加到右端． 由 (5) 式知这积分等千零， 所 以这积分的加入并不破坏原来的等式．这样 ，

最终有
V = f l

s) 
zdxdy, (14) 

它是展布 在范围着这立体的曲面 (S) = (S1 ) + ( 岛） ＋ （岛） 的外侧上的
公式 (14) 只是由我们就那种有确定定向的柱形长条建立起来的 但是， 显然 ， 对

千宽广得多的一类立体 ， 能够利用母线平行 千 z 轴的一些柱面把它分成所研究过的
形状的部分， 这个公式仍是正确的 实际上， 实行这个分法， 我们可 以应用公式 ( 14)

图 96
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到各 个部分，然后把各 个结果加在一起 ． 因为展布在各 个辅助 柱面上的积分等 千零，
所以我们重新得到公式 ( 14 ).

我们现在要指出 ， 对于最常见的极广的一类立体，就是说，对 于 由任意 一 个分片
光滑的 曲 面所范 围 的 立体，这公式成立 ．

设 ( V ) 是这样的一个立体 首先用有 限多个长方体 ©将这立体的表面 ( S )上所
有的 ＂棱＇ 包进去， 并且不仅要它们的总体积任意小，还要它们包在曲面 ( S )的部分
的面积也任意小，而同时展布在这部分上的积分 订 zdxdy 也如此．

现在我们在曲面上任取一个不在 ＂棱“ 上的点M。( uo , vo ). 因 为这点不 是奇点，
所以在这点处A,B, C 三行列式中至少有一个不 为零 若 C -/- 0, 则我们知道，在点
岛 的一个邻域内曲面 ( S )的对应 部分可用形如

z =  f( x, y ) 

的显方程来表示 ． 当A -/- 0 或B -/- 0 时，我们就得 到另外两种形状的显方程：

x = g( y, z ), y = h( z ,  x ). 

因此，点M。 可以被这样的一个长方体所包含，它从
立体 ( V ) 上割下的部分是 由五个平面和这样 二片曲
面 （图 97 )之一所 围的 ＂棱条" .

把博雷尔引理 [175] 应用到我们的曲面L癹我们
从这种长方体的无穷 集合中 可选 出有 限多个长方体
来 ． 结果除掉那些包着 了 ＂棱＇ 的各 个长方区域以外，
立体 ( V )的其余部分 （忧 ） 被分成有 限多个 ＂棱条” 及
简单的长方体 假若对于所有这些元素立体能够证明
公式 ( 14 )的正 确性，则用加法立即证实这公式对于它

二

图 97

们的和的正 确性，然后取极 限 （与缩小各 个 ＂棱＇ 的邻域相联系） 也就知道这公式对
于原来的立体 ( V )是正确的 ．

但是对于第一种形状的柱形长条， 因 而对于长方体，这公式是在前面已证明了
的 现在我们要讲到例如 ( V ) 的第二种形状的 ＂棱条＇＇，它是 由平面 x = xo, Y  = 

Yo, Y = 如，Z = zo, Z = Z1 以及曲面 ( s ) : x = g( y , x )所范围的 ．
仿照在第 551 目中 为了扩大平面图形面积公式的应用范围我们曾经用过的方

法，这时替代内接于曲线的折线我们来 画内接千曲面 ( s )的多面形 ( a ). 我们知道
[627] ,  利用适当的三 角 剖 分法来分我们的立体在 yz 平面上的射影所构成的矩形

( d ) = [yo, Y1 ; zo,  z1 ] , 

© 在这里和下面我们指的是各面分别平行于三个坐标平面的平行六面体．
＠ 不难知道它是一个 闭 集合
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可以做得使曲面(a)的各面上的法线方向随意地接近于曲面(s)在其对应部分各点
处的法线用多面形(a)代替了曲面(s), 我们能够对千这改变了的立体（们写出
公式

V = J hs) 
zdxdy, (15) 

其中（岛是用来表示范围着多面体（们的整个表面实际上，这个多面体容易分成
许多像我们的公式对它们已取得证明的那种形状的立体．要得到公式(14)现在只要
在(15)中取极限（当多面形的各棱无限地缩小而其各面上的法线方向与所给曲面上
的法线方向无限地接近时）．

为了证明所说的两公式的右端的近似，我们将它们的差表如下形

f ;;s) 
zdxdy - f ;;c;

) 
zdxdy + a, 

其中a表示沿立体(V)与(V)的那些侧面（即用以使这两曲面分开者）上的积分

显然a--+O. 把这两积分化为第一型的积分，它们的差首先可写成

几） z cos vds - I le;) z cos vda, 

其次，再转到第二型的积分

几s)三 dydz- f le;) 
z三 dydz

在这里cos入，cosv, cos;:, cos v是这两曲面的外法线的方向余弦．注意在(s)上

cos入＝
炉＋吩+g产

是连续函数，不趋向于零，因此是以正数为其下界的；当曲面(s)与位）的法线足够
接近时，对于多面形(a)的 cos3: 来说这也是一样正确的

最后，引用多面形(a)的方程X = g(y, z), 可以把最后两积分的差用展布在矩形
(d)上的寻常二重积分写成下形：

几） ｛［三] X=g(y ,z) - [三］三(y ,z)}
dydz 

考虑到了不仅曲面(s)与(a)的对应点相接近，而且这两曲面在对应点处的法线也
相接近，于是就显然可见，所写出的积分在上述极限过程中趋向千零．这就完成了我
们的证明

与公式(14)同时，立体的体积也可用公式

V = f lcstdydz或V= f ts) 
ydzdx (14*) 
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来表示 ，这 可由 简单改换轴 的 地位而得到．把 三个结果合在 一起， 可以得到更对称 的
公式

V = 3f fcst
dydz + ydzdx + zdxdy. (16) 

在 所有情况 下，积分都 是沿 着 包围 这个立体的曲面(S)的 外侧而取的
再引入外法线的 方向余弦cos入 ，cosµ , cosv, 最后的表示式 可写成第一型曲面

积分：

V = 3/ j (xcos入+ycosµ+ zcosv)dS. 
(S) 

(17) 

639. 斯托克斯公式 再设(S)是由分段光滑的 闭路(L)所范围的一个 简单的

光滑的 双侧曲面曲面上的点借公式

x = x(u,v), y = y(u, v), z = z(u, v) 

与平面区域(.6.)的点成 一一对应，(.6.)是由 UV 平面上分段光滑的 闭路(A)所范围
的此外 ，总有A2 + B2 + C2 > 0. 

选取 曲面的 确定一侧 ，并 与此相应选取它的 定向[620]. 为明 确起见 ，我们把 闭路
(L)算作按正环行方向对应于 闭路(A)的 正环行方向于是像我们在621目中规定
的一样，公式

A B 
cos入= cosµ= 

+✓A2 +B2 +c2 ' +✓ 炉+B2 +c2 ' 

C 
COS V = . _ _ (18) 

正好显示出 曲面(S)被选取的 一侧．
注意这 些事项以后，我们将推演一重要公式，它联系 着曲面积分与曲线积分，且

为我们 所熟知 的 格林公式[600] 的推广 ．
设在 某一个 包含曲面(S)本身在 内的空间区域 内，给出一个 函数

P = P(x, y, z), 

它和它的 偏导数在这 区域 内都 是连续的于是有公式

f Pdx = ff 竺 dzdx- 竺 dxdy
(L) (S) OZ oy 

并且闭路(L)的 环行方向对应于右端积分所展布曲面(S)的那 一侧．
首先改变沿曲线(L)的曲线积分，用沿曲线(A)的积分来 代替：

jL) 
Pdx = jA) 

P·(贵 du+ 詈 dv)

(19)  

(20) 
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关于 这等式只要引进 曲线 (A) 的参数表示式并通过它引进 曲线 (L) 的参数表示
式便可以将这两个积分化 为同 一个 对参数的寻常积分于是证明了等式 (20) 成 立

现在我们应 用格林公式于 (20) 中的右端积分，得

；； A) p
. (譬 du+ 譬 dv) = !

J;
�) {矗 (p詈）－矗 (p瓮） } dudv 

因 为最后 一个 积分号下的式子可以展开成 下形

( o P  ox o P oy o P  oz) ox 护x
页玩十而玩十页玩 玩+ P 茄

( o P扣 o P oy o P  oz) ox 
P

护x
一页沉十而玩十页玩 玩

一
玩玩

o P ( oz ox oz ox ) o P  
(

ox oy ox oy ) ＝瓦玩玩一玩玩一而 玩玩
一玩玩＇

所以我们得到二重 积分

!J;�) {千－岊} dudv 

按照公式 (10) 我们容易把它改 为曲面积分

' 竺 dzdx - 竺 dxdy ;
(S) OZ oy 

最后 这 一积分是沿所选的曲面一 侧而取的，因 为公式 (18) 正好 表示的是这一侧．这
样就 完成了等式 (19) 的证明©

这个公式是就光滑的 曲面建立起来的；但它也容易 推广到分片光滑 曲面的情形
只要就每片光滑的面单独地把它写出来，然后把所得的各等式加在一起

用循环轮换字母x,y,z的方法 ，再得到两个类似的等式

；； L) 
Q dy = f J;s)詈 dxdy- 詈 dydz,

；； L) I/
dz�f ls)詈 dydz- 詈 dzdz,

} (lY') 

其中Q 与R 为x,y,z的两个新函数，满足 P 所适合的同 样的各条件．
合并 (19) 与(19*) 三个等式我们得到所要求的结果，即 最普遍的公式

jL) 
Pdx + Q dy + R dz= f js) (笠－望） dxdy 

＋（竺竺） dydz + (竺＿堕） dzdx 
oy oz oz ox 

(21) 

8P 沪X 8知
©应当指出，在推演中导数 和ax auav avau 的存在性与连续性我们都利用到了 ， 但在最后

的结果中它们并未出现实际上没有这些假设这个公式也能成立
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这个等式叫做斯托克斯(G.G.Stokes)公式．我们再一次着重指出，曲面的这一侧

和它的边界的方向彼此是由620目中所建立的规则来决定的．

若取xy平面上的平面区域 (D) 作为曲面 (S) 这一块面，则因z=O而得到公式

lL) 
Pdx + Qdy = fls) 

(詈－罣） dxdy, 

这是读者所知道的格林公式；因此，后者为斯托克斯公式的特例 ． ＠

最后我们指出，在斯托克斯公式中第二型曲面积分可以用第一型曲面积分来代

替于是这公式取下面的形式

/
L) 

Pdx + Qdy + Rdz = j hs) 
{ (詈－詈） cos 入

＋（詈－詈） cosµ+ (笠－望） cos v} dS 

并且cos入，cosµ, cos l/ 表示洽与所选的曲面一侧相对应的法线方向余弦

640. 例 1)计算积分

I= ff伲＋沪）dxdy, 
(S) 

它展布在圆x 2+y 2=炉的下侧 ．

(21 *) 

提示 因为积分所展布的曲面与它在xy平面上的射影重合，所以注意到侧时，我们就有

答 I= -巴厅．
2 

2) 计算积分

I= -ff (x 2 + y 2 )dxdy 
(D) 

J= ff沪沪zdxdy,
(S) 

它是沿着球面x 2+沪+z 2=炉的下半部的上侧而取的．

提示 半球在xy平面上的射影是由圆周x 2+ y
2 = R2 所范围的圆域(D). 下半部球面的

方程是z=-✓ R2 -x 2 -y 2, 所以

答J=
27r --—R7 . 
105 

3) 计算积分

J= -! f x 2y 2 友二了dxdy
(D) 

K =ff x 2dydz+y 2dzdx+z 2dxdy, 
(S) 

它展布在球面(x - a) 2 + (y - b) 2 + (z - c) 2 =炉的外侧．

©为了便利记忆斯托克斯公式我们指出，右端积分中第一项与格林公式中的是一样的而其余
二项可由 x,y,z与P,Q,R的循环轮换得到
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解 我们来讨论积分

氐=J J z2 dxdy 
(S) 

的计算．因为球面的显方程为

z - c=土✓R2- (x-a )2 - (y-b )2

（其中正号对应于上半球，而负号对应于下半球），所以该把被积函数沪表为下形

z2 = ( z -c )2 + c2 + 2 c ( z -c). 

前两项的和沿上半球面的上侧与下半球面的下侧来积分时给出不同符号的结果，它们彼此相消

最后一项由上半球面转到下半球面时本身改变符号，因而沿这两半球积分时得出相等的两结果，所

以

Ka= 4c ff
 

8 ✓胪- (x -a )2 - (y- b )2 dxdy = -1rcR3 . 
3 

位-a)2+(y-b)2,;;R2
同样可得到另二积分：

K1 = J J x2 dyd z , K2 = J J 沪d z dx.
(S) (S) 

8 
答 K=-1r炉 ( a +b +c ).

3 
4) 求积分

(a)Ii = f ls/xdy, ( 6 )h = / ls/dxdy, ( B)l3 = J l
s/

2 dxd y 

它们展布在椭球面
沪妒 z2

歹十萨＋歹 =1

的外侧
答 ( a )Ii = O; (6 ) I2 = -1rabc; (B )压=0.

3 
5) 计算积分

(a ) L1 = / lst
3 dyd z , (6) L2 = J ls/z d z dx, 

它们是沿着这同一个椭球面的上半部的上侧而取的

解 (a)

X= 土a{i了三
L1 =4a3 ff (1 沪 z 立

2 2 

(D1) 
－萨 一

百) dyd z , 

沪 z2
其中 (D1) 是椭圆一 +-=1 在第一象限内的部分．换为广义极坐标，不难求得胪c2

2 L1 = -1ra3bc. 
5 
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从曲面的参数表示式

x = a sin <p cos 0, y = b sin <p sin 0, z = c cos <p (0 ,s:; <p ,s; ?:. ·0 ,s:; 0 ,s; 2叶 (22)
2' 

出发，同样容易地可以得到这个结果．
因为 A=bcsin2 

<pcos0, 故按照公式 (10),

互

£1 = a3bc 1
2 sin5 

<pd<p f加 cos4 0d0 = 3_7r成be。 5 

（曲面的上侧对应于所指公式中 的正号．）
(6) 在这里也利用参数表示式我们看出 B= ac sin 2 

<psin0. 所以

6)求积分

压=abc2 li sin3 
<pcos<p d<p fo

2
" 

sin2 0d0 =�abc2 

ff 衄＋竺十三
(S) 

X y Z' 

它是沿着上面所指 的椭球面的外侧而取的

提示 这积分是反常 的，因为积分号下 的式子变为无穷大（在椭球面与坐标平面的截口上）．
利用参数表示式我们得到常义 的二重积分．

竺 ab be ca 
口

41r (了了了）
7)若把关于体积 V 的表示式(16)按照公式 (10) 改为常义 的二重积分，则得

V=士 ½fl�
)
(Ax+ By+ Cz)dudv. 

视 A,B,C 的值为行列式很容易地把这结果表成下面的形成

X y Z 

V=叶ff 吐砒z�dudv.
(�) I Xv y� 忒

(23) 

这时符号规定是正 的，只要 A,B,C 具有外法线 的方向余弦 的符号；在相反的清形下符号规

定是负的

8) 从参数表示式 (22)(0�<p�1r; 0�0�21r) 出发，用这个公式来计算椭球面

x2 沪z 2

忑十萨十百 = 1

的体积 V. 

提示 这时 的行列式等于 abcsin <p .

答 V
4 

= -1rabc. 

9)若范围着一个立体 的曲面是由极坐标方程

r = r(<p, 0) 
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给出，则像在 (629,14)] 中一样，可以变到曲面的参数表示式，并且 <p, 0 起着参数的作用．再从这
表示式出发就可由公式 (23) 导出体积的一个简洁表示式

这时(�) 是参数忱0的变域．
10)计算由曲面

所范围立体的体积
解 从曲面的极坐标方程

出发，我们利用公式 (24) 会 得到：

V =½/ / r3 sin <p心d0,
(6) 

伲+l+z宁=2a2xy 

r = a sin心芦

V = 扛／ 否
sin4

<pd<p J
否

sin½ 0cos½0d0.
0 0 

(24) 

按照 [312, 1)] 中 的公式 ( 8 )计算第一个积分，按照 [534, 4)(B)] 中 的公式计算第二个积分，最后

我们求得

V= 窄飞忒r2 (4). 
11) 设闭路 (L) 为圆周 x2+沪 =a气 z = 0, 而曲面 (S) 为半球面 x2+沪 +z2 = a2(z > 0) 

同时在曲面上我们取其上侧， 并给闭路以反时针方向（如果是从上面来看它） ． 试就函数 P=
x宁，Q = 1,R = z 来验证斯托克斯公式 (21).

积分 f 沪沪dx + dy+ zdz 
(L) 

显然可简化为只具第一项的积分

！ 沪沪dx= -a6 f加 sin4 0cos20d0 = -巴吠 ．

(L) 0 8 

其次，我们有

计算积分

8Q 8P - =-OX {)y 3x2沪， 8R 8Q 
{)y {)z =0, 

8P 8R 
oz ox = 0. 

-3!! 卢沪dxdy = -3! f 沪沪dxdy =— 立，
(S) 沪＋沪,:;a2 8 

我们 得到同样的结果．

12) 试就函数
P=y, Q=z, 

来验证斯托克斯公式，如果 (L) 是圆周

2 x = acos t, y=a迈sint cost, 

R = x 

z = asin2t (0,;;;; t,;;;; 1r), 
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而(S)是由它所范围的圆
（这一 个圆是平面x+z=a 被球面x2 + y2 + z2 =忒截下的部分，它的半径等于卫＿．）

迈
曲线积分

tL) ydx + zdy + xd z = a2 1" (-迈sin 2t + 2 cos 3 tsint)dt = -½ 迈玉，

曲面积分

- ff dxdy + dydz + dzdx 
(S) 

等千上述的圆在各坐标平面上射影的面积的和，但取相反的符号，即

13)假定

7r吐 1- 2-cos 45° = - -迈7r忒．
2 2 

P = y2 + z2 , Q = z2 + x2 , R = x2 + y气

并把球面 x2 + y2
十 z2 = 2Rx(R > r,z > 0)被柱面x2 +妒 =2rx割下的曲面当作(S), 试验

证斯托克斯公式
采用曲线的参数表示式

x=r(l+cost), y=rsint, z=✓为 (R-r)0二 (0�t� 加），＠

则对于曲线积分，我们得到一个很复杂的用常义积分写出的表示式：

厂｛尸 sin 2t + 2r(R—r)(l +cost) ](-rsint) -。
+[2r(R -r)(l +cost)+占 1 + cost)2 ]rcost 

＋尸(1 + cost)2 + r2 sin 2 t]• �� 三产 sint)} dt. 

可是大括号内的第一项及第三项各与dt相乘都具有f( cost)dcost的形式，它们的积分由余弦的
周期性应等于零，实行剩下的计算，我们得到 21rR产

至于曲面积分

2 / / (y-z)dydz + (z -x)dzdx + (x -y)dxdy, 
(S) 

它是展布在上述的曲面的上侧的，我们首先把它改为另一形式：

因为

2 / / [ (y -z) cos入十(z-x) cosµ+ (x - y) cos v]dS. 
(S) 

x-R y cos入＝ —一一， cosµ= - cosv = -R R' R' 

©如果令x-r = r cost, y = r sin t, 面l参数 t的几何意义很清楚；把这二表示式代入球面的方程
中 ， 我们可求得z与t的关系
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所以，把这三式代入后经过简化即把所要求的积分化为下面的积分：

寸! (z -y)dS. 
(S) 

(641] 

依据这曲面对于xz平面的对称性，积分ff
(
s)ydS为零．再把剩下的积分化为第二型的积分，

得到

寸ls)z
dS = 2 / /�dxdy = 2R f hs) 

dxdy = 21r R产
(S) 

14)验证斯托克斯公式

lL) (z
2 -沪）dx + (x 2 -y 2)dy + (y 2 -z 2 )dz = 2 f ls) xdxdy + ydydz + zdzdx 

其中取螺旋曲面

x=ucosv, y=usinv, z=cv (a�u�b;O�v�2动

作为(S), 它是由两个螺旋线及两个直线段作成的闭路(L)所范围的．
答 如果把曲面积分展布在所述曲面的上侧，而依对应的方向取曲线积分，则两积分都等千

1rc (b2 -吐）．

641. 斯托克斯公式在研究空间曲线积分上的应用 设在开 区域(T) 内所给出
的 函数 P,Q,R和它们的导数

都 是连续的

8 P  8 P oQ BQ o R B R  
彻 ＇ 扣 ＇ 扣 ＇ 扣＇ 彻, oy 

利用斯托克斯公式，对于沿着任一 个在(T)内而不穿过其自身的闭路(L)而取

的积分

!Lt
dx + Q dy + R dz , (25) 

我们不难建立使得它为零的必要而且充分的条件 ．

可是，为了要能够利用斯托克斯公式必须预先对于我们所讨论的三维区域(T)
给以自然的限制 ． 就是 说，必须要求， 不管(L)是区域(T)内什么样的简单闭路，总可
以 “画出 “一 个以(L)本身为边界而且也全部包含在(T)内的曲面(S). 这个性质类
似于平面区域单连通性的性质；在具备这性质的情形 下， 空间区域(T)也叫做("曲
面,,CD)单 连通区域譬如 说，由 两同心球面所范围的立体是 在 这意义下的单 连通区
域而 环面体则不是 ．

设(T)就是一 （曲面）单 连通区域． 在边界(L) 上，如前所 说，画一 曲面(S), 我
们按斯托克斯公式用曲面积分

几S) (笠－罣） dxdy + (詈－詈） dydz + (詈－笠） dz dx 

＠与后面(652]将要说的空间区域的另一种单连通性不同
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来代替 曲线积分 (25). 要 使这积分 为 零， 其充分条件是

竺 ＝ 竺 竺 ＝ 竺 竺 ＝ 竺
扣 fJy' fJy fJz' fJz ax 

(B) 

这些条件同时也是必要的， 这我们不难予以证实（像 第601目中 一样），只要考虑轮
流落 在各坐标平面的平行面上的平面图形 (S).

读者可以看出，我们在这里利用了 斯托克斯公式，完全像 在601目中一 样，为 了
类似的目的利用了 格林公式

容易证明，这些条件 (B)是使得积分

f Pdx + Qdy + Rdz 
(AB) 

(26) 

与连接区域 (T)内任意两点A与B 的曲线 (AB)的形状无关的必要充分条件； 由
假设，当然这 区域是（ 曲面） 单 连通区域

必要性 如果假定 积分 (26) 与路径无关， 那么（如561目 一样） 由此推出沿简
单闭路(L), 积分 (25)变为 零， 而这意味着条件 (B)成立 ．

充分性 由 (B) 推出沿简单闭路(L), 积分 (25) 为 零 ． 如果 曲线(AIB)与 (AIIB)
除A和B 之外没有公共点，那么（如561目 一样） 容易得出等式

tAIB) 
= 

tAIIB) 
(27) 

如果不是这样，所取的曲线相交， 那么这里的问题比平面情形更简单： 在连通的空间
区域 (T)总可以取 这样的第三条 曲线(AIIIB), 使得它 与 前述两条 曲线不相交，于是

jAIB) 
= jAIIIB)' jAIIB) 

= 
jAIIIB) 

由此得出(27) 式
从这讨论当中可以联系到 这样一个问题，即微分式

Pdx + Qdy + Rdz (28) 

是否为某一个三变量的单值函数的全微分 ． 为 了要它是一个全微分，条件 (B)的必
要性可以直接验证，参看第564目 ． 可是 在那里条件 (B)的充分性 只是就基本 区域
(T)是长方体的情形来建立的， 现在不难 推到 （ 曲面） 单 连通区域的一般情况． 于是
原函数立可写成曲线积分的形式

(x,y,z) 
F(x, y, z) = f Pdx + Qdy + Rdz, 

(xo,Yo,zo) 

它�当条件 (B)成立时——与路径无关因此对于所述类型的区域(T)条件(B)
是使表示式 (28)为一全微分的必要且充分的条件 ．



第十八章 三重积分及多重积分

§1.  三重积分及其计算

642. 立体质量计算的问题 设有 充 满质量的某 一立 体 ( V), 并 已 知 在它的每点
M(x,y,z) 处 这种质量的密度分布为

p = p( M) = p(x, y, z). 

要求 确定立体的全部质量 m.
为了 解答这一问题 将立 体 ( V)分成许多小块：

( Vi ), ( 忱） ， · · · , ( Vn ), 

并 在每一小块的范围 内 取 一点

M心， 爪 幻·
近似 地认为 在小块( ¼ )的范围 内 密度是常数且恰等于所选取的点处的密度 p( 尽 ，

1Ji心），则这 一小块的质量 mi 可 近似 地 表 作：

mi = p( �i , 1Ji , (i )V'i , 

而整个立体的质量将为

m = 汇 p( �i , 1J心）V; . 
i=l 

如所有 小块的直径趋近于 零，则变成极限时 这一近似等式就 成为准 确的了， 故

m = lim 区 p( �i , rt心）¼ ,
i=l 

(1) 
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而问题得以解决
我们 由 此看到 解决这 问题也引导到 要考察一特殊和的极限， 这种和是我们在

全书中屡屡遇见的各种积分和的类型
这种类似类型的极限在力学及物理学中必会常常考虑到，它们称为三重积分．用

一种为它们而取的记法，以上结果可写作：

m = Jf jv/( x , y, z)dV. (2 ) 

本章主 要讨论三重积分的理论及其 重 要应用．因为对二重积分所建立的一系列
命题与它们的证明都可同时移到三重积分 的情形上来， 故我们通常将这些命题表述
出来就算 了，而请读者再复述一下以前的证明

643. 三重积分及其存在的条件 在建立新的积分构造 一— 三重积分 一一 的
一般定义时， 如同平面 图形 面积概念是二重积分定义的基础一样，立体体积概念起
着主要的作用．

在第一卷中我们已 熟识了体积概念且不止一次遇见过它 对于一 己给立体 其
体积存在的条件在于 范 围 它 的 曲 面 有体积 0[341] . 我们将只考察这种曲面，所以在
一切所论的情形下体积的存在就由 此得以保证． 特例 如我们所知分片 光滑的曲面
就属于所述曲面类中．

现设在某一空间区域 (V) 104) 中已给一函数 f( x, Y ,  z). 用一曲面网将这一区域分
成有限个部分（忆 ），（忱） ， ． ．．，（忱） 分别有体积 片，忱，． ． ，忱 在第 t 个元素 (¼ )的
范围内任取一 点 ((i邓心），将这一点处的函数值 f((i , T/i 心） 乘上体积 K 并作积分

和 n
a = 区 f忆， n心）¼.

i=l 

当 所有 区 域 (¾ )的 最大直径趋于零时，这一和的 极限 I 就称为 函数 f( x, y, z)在
区 域 ( V) 中 的 三重积分，用记号表为

I =  Jftv/( x, y, z)dV = ff! f( x, y, z)dxdydz. 
(V) 

这样的有限极限仅对有界函数存在； 对于这种函数，除积分和 6 外，还可引进达
布和： n 

其中

S = 区 m出， S = 区 Mi¾ ,
i= l i=l 

如 = inf{!} ,  Mi = sup{! ). 
(V;) (V;) 

104)在不作特别的预先声明时， 都假定区域 (V) 是有界的且是闭 的 ， 而且也是连通的 ．
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用普通的方法可证明积分存在的必要充分条件为

lim(S - s) = 0 

lim 区 Wi Vi = 0, 
i= l  

其中 wi = Mi - mi 是函数 J 在 区域 (½) 上的振动 （注意， 当积分存在时， 两个和
s, S 均以它为极限）

由 此立刻得出 ， 任一连续 函数 J 为 可积的．
可以将这些条件略为放宽些 ， 即： 任一有界 函数， 它 的 所有不连续 点在有限个体

积为 0 的 曲 面上时， 是可积的．
这一断语的证明 ［参照 590] 建立于下一引 理上：
如一 区 域 (V) , 含有体积为 0 的 曲 面 (S) , 被分为许 多 元素 区 域， 则 那些 与 曲 面

(S) 相遇的部分其体积和与 所有部分 区域的直径同 时趋近于零. 105
) 

644. 可积函数与三重积分的性质 只需将这些性质逐条写出来就够了 ［它们可
与在 592 中所述的相像地证明）．

10 三重积分的存在及大小 与 函数在有限个体积为 0 的 曲 面上所取的值无关 ．

20 如 (V) = (V') + (V") 106l , 则

川
V)

fdV = I IJv'
)

fdV + II fv
") fdV 

且 由 左 端积分的存在就能推 出 右端 两积分的存在， 反过来也是如此．
30 如 k = 常数， 则

川
v/fdV = kif fc

v
/dV 

且 由 右端积分的存在就得 出 左 端积分的存在．
40 如在 区域 (V) 中 函数 J 及 g 皆 可积， 则 函数 J 士 g 也可积分， 且

川
V

) (f 士 g)dV = Jf j
v) 

fdV 士 ，fc
v

) gdV 

驴 如在 区域 (V) 中 可积 函数 f 及 g 适合不 等 式 f � g, 则

川 fdV � fff gdV 
(V) (V) 

105)换句话说 与这些直径中最大者同时趋近于零
106)我们记得 ， 记号 (V) = (V') + (V") 意味着 ， 区域 (V') 与 (V") 没有公共内点 ， 它们连同各 自

的边界合并在一起给出 区域 (V) .
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50 在函数 J 可积 时， 函数 I l l 也可积 ， 且有不 等 式

川 fd V � JI! lf ld V 
(V) (V) 

70 如在( V) 中 可积 函数 f 满足不等式

m � f � M, 

mV 冬ff! fd V 冬 MV.
(V) 

换句话说 中值 定理成立：

川 fd V = µV ( m �  卢 M)
(V) 

在函数 J 连续 时 这一公式 可写成

川 fd V = f侦， fi, z)V 
(V) 

的形状， 其中 （元， Y , z) 是区域( V) 的 某一点_ 107) 

·253 · 

( 3) 

又 ， 很容易将第5 93 目的 内容推广到 三维的情形：和那里 一样 ， 可建 立 （三维
的）区域函数的概念， 特别，可加 函数的概念． 对变动区域(v) 的积分就 是这种 函数的
一 重要 例子 （参看 20) :

<I>( (v)) = j j j fdv. 
(v) 

与以前相似 可引进 函数 <I>( ( v) ) 在一 已知点 M
处对区 域的 导数 概念， 那就是当 包含点 M的
区域(v) 缩到这点时我们 这样称 呼极限

lim <I>( (v)) 
(v)---->M V 

80 如积分 号 下函数连续 ， 则积分 ( 4) 在

点 M(x,y,z) 处对区 域的 导数 恰等 于积分 号

下函数在这一点 处的值， 即 J( M) = J(x, y, z) .  
因 此 ， 在所述假定 下积分 ( 4) 在 某种意义

下是 函数 J的 “原 函数” ， 且与平面情形相似
可证 明 是唯一的 可加原 函数

107) 参看 643 目 中的脚注 104).

( 4) 

X 

图 98
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645. 展布在平行六面体上的三重积分的计算 我们以 下一情形开始来 叙述 二
重积分 计算的问题， 即当在其中 函数 f (x, y, z) 有 定 义的立 体是一长方体 (T) = [a, b; c, 

d; e , 月（图 98) , 它 在 yz平面上 射影千矩形 (R) = [c, d; e, f] . 

定理 如对函数 f(x, y, z) 三重积分

川 J(x, y, z)dT
(T) 

存在， 且若对 [a, b] 中 每一 固 定的x, 二重积分

存在， 则 逐次积分

也存在且适合等式

l(x) = ff f(x, y, z)dR 
(R) 

1
b 

dxf tR/(x, y, z) dR 

ff f f(x, Y, z) dT = 1
b 

dx f tR/(x, y, z)dR 
(T) 

证明与在第 594 目中所 作者相 似 甩戍

xo = a < Xi < · · · < Xi < · · · < Xn = b, 

Yo = c < Yi < · · · < Yi < · · · < 阳 = d,

Zo = e < Z1 < · · · < Zk < · · · < Zz = f 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

将区间 [a, b] , [c, d ] 及 [e, f] 各分 成许多部分，这 样就 将长方体 (T)分 成许多元素长方
体

(Ti,j,k ) = [xi , XH1 i  Yj , Y1+1 i 社， Zk+i)

(i = 0, 1 , · · · , n - l; j  = 0,  1 , · · · , m - 1 ;  k = 0, 1 , · · · , l - 1) ,  

且同 时矩形 (R) 也分 成许多元素矩形

(Rj, k )  = [yj , Yj+l 立k, Zk+1l

（其中 j 及 K 取与刚才所取 相同的值）．

令

如，j,k = inf {!}, Mi,j,k = sup (T;,j,k )  (T; ,j,k) 
{!} , 
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由 644 ,7° , 对 ( xi ,Xi+1 l 中 一切的值 x我们有

如，J,k�Yj �Zk � jj J(x, Y ,  z)dydz � Mi,j,k�Yj �Zk-
(R3 ,k) 

在这一 区间中 固定一任意值X = fi , 将对所有的值 ］ 及 K 的类似不 等式相加，我们
得不 等式

骂三 ，j,心j�江 l(fi )= J J 购， y , z)dydz 
j k (R) 

< 区 区 矶，j,心j �Zk .

最后， 将这些不 等式逐端乘上 �Xi , 这次并对记号 九 相加：

区 区 区 矶，j,k�Xi�Yj�Zk 分 区 I亿）�Xi
i j k 

分立区 区 Mi,j,k�X心Yj�Zk ,
i J k 

两端是积分(5)的达布和， 当所有的差 � x…':!:.. y小 �Zk 趋近于零时，趋近于这积分为
极限 这就意味着， 在中 间的积分 和也趋近于同一极限 这就同时 既证明了积分(7 )
的存在，又证明了等式(8 ).

如再假定对 [a , b] 的任何值 x 及 [c , d] 的任何值 Y , 单积分

J
f 

f( x ,  y ,  z)dz 
e 

(9 ) 

存在，则等式(8 )中的二重积分 可用逐次积分来 替代 [594] , 而最后得：

川
(T) 

f (x, Y ,  z)dT = j dx j dy j J(x ,  y, z)dz. (1 0 )  

因此 三重积分的计算就化为逐一计算三个 单积分 ． 当然， 公 式 (1 0 ) 中 变数
x, y , z的地位可以任意颠倒．

读者不妨 自 己论证： 由 三重积分(5 )及单积分(9 )的存在 可推得公式 ：

川T/(x, Y ,  z)dT = f !
Q/ xdy i J(x,  y, z)dz, (1 1 )  

其中(Q )= [a , b; c , d] .  这里变量的次序也可以颠倒．
特别 对连续函数 f(x, y , z) 的情形， 显然所有的公式(8 ),(1 1 ),(1 0 )及将变量颠

倒得出的与它们相似的公式 皆成立 ．

646. 在任何 区域上的三重积分的计算 与第 596 目 中 一样，展布在任何形状
立体(V)上的积分其一般情形可很容易 变到 刚才考察 的情形． 即若函数 J(x, y , z)
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z
 

X 

定义于 区域 (V )中，则 只 要引进一函数 f * ( x , y, z ) 
以代替它， 这一函数定义于一容纳 ( V)的长方体
(T )中，令

f * ( x , y , z ) = { 
J( x , y, z ), 在 ( V)中，
0 , 在 ( V)外．

用这种方法就可得到全部以后所引导的公式
我们来讨论一些最有趣味的情形

设立体 ( V) 限制在 平面 X = X。 及 x = X 间， 且用每一个 对应千一 固定值
x( x。 �X � X )的与它平行的平面截千某一有面积的 图形 ； 以 (Px )表它在 yz 平面
上的射影（图 99 ). 则

图 99

川
(V) 

f( x , y, z )dV = 1
0 

dx j I
几）

f( x , y ,  z )dydz , (8 * )  

当然是在 三重积分及二重积分 皆存在的假定之下得出的． 这与公式 (8 )相似
再设立体 ( V)是一 ＂柱形长条” ， 其上下分别为曲面

z = z。 ( x , y) 及 z = Z( x , y)

所围住， 这两曲面在 xy平面上射影于某一被面积为 0 的曲线 (K )所范围的一图形
(D ); 立体 ( V)的侧面被一柱面所围住， 这柱面的母线平行千 z 轴并以曲线 (K )为
准线（图 96 ). 则与公式 (11 )相似，有

川v/( x , y , z )dV =
ff dxdy f

Z(x

,
y) J( x , y , z )dz ; 

(D) zo(x ,
y) 

( 1 1  * )  

此时假定了三重积分及右端 —— 里面的 一－ 单积分存在 ．
如 区域 (D )是 由两曲线（图 100 )

Y = Yo ( x) 及 y= Y( x) ( x。 �X � X )

以及两直线X = xo , x  = X 所围成的曲边梯形 ， 则立体 ( V)适合于上所考察的两种
样子 在公式 (8 * ) 内或在公式 (11 * ) 内将二重积分换作逐次积分 ， 得

川v/( x , Y ,  z )dV = 1� dx i:��

) 

dy 1:��:
) 

f( x, y, z )dz ( 1 0 * ) 

这一公式 推广了公式 (10 ).
与在前节中 讨论过的最简单情形一样， 函数 J( x, y, z )的连续就保证了所有公式

(8 * ), ( 11  * ), (10 * )及 由 它们将变量 x, y, z 颠倒所得的与它们相类似公式 皆可应用．
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647. 反常三重积分 常积分 区域延伸到 无穷远或积分号下的 函数在一 些 奇点 、
线或面附近不 为 有 界时 ，从常 义积分出发，借 一个 附加的极限过程之助 可得到反常三
重积分． 多维情况与线性情况相 比较的特征 已经 在研究反常二重 积分时 讲过了 ， 而
现在不要 再 添加 什么，

反常三 重 积分同样必须是绝对收敛的 ． 这一情况就 将这 种积分的存在及计算的
全部问题化 为 正的（非负的） 积分号下 函数的情形．

在这 一假定 下，与二 重 积 分情形时 一样 ，也可 确立各 种样子的三 重 积分与逐次
积分间的联系． 我们不 预 备讨论这 一点了．

648. 例 1) 计算 积分

l
= !!! ( 1+勹产:: z)3 

它展布在由平面x = O, y = O , z = 0 及x + y + z = l所闱成的四面体 (V) 上 （图 101).

2
 

y
 

x
 

X 

图 100 图 101

解 立体在x y平面上 的射影为由直线X = 0, y = 0 及x + y = l所组成的三角形，显然，x
变化 的界限是数 0 与 1 , 而 当x 固定千这两个 界之间时，变量 y 自 0 变到 1 —x . 如x , y 都 固定，
则和、可沿垂线自平面z = O 移到平面X + y + z = l; 因此z 的变动 范围为 0 及 l -x - y. 

由公式 ( 10*) , 我们有

I = 
1

1 

dx 
1

1

-
x 
d y 

1

1

-
x -y 

( I +  X !
z

y + z)3 

从里面开始， 逐一计算出各 积分：

1

1
-x -y 

(l +x !
z

y + z)3 = ½ [ ( 1+ :+ y)2 — ¼] 
1 厂 [ 1 1 1 1 3 — X 
2 。-

(l +x + y)2 — 4] d y = 2 (二 － 丁） ，
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最后，

I』\土 － 宁）dx 分 (1n勹）
2 ) 计算积分

K = I I I zdxd ydz , 
(V) 

2 2 2 X 
其中( V ) 是椭球体 一 ＋ 邑 十

z 
a2 沪 c2 � 1 的上面一半．

2 2 X 
立体在x y平面上的射 影是椭圆盘 － ＋坠a2 b2 ---.. < 1.  故 x 的变动范围是数 -a 及 +a, 而

b b 
当x 固定时，变量 y 自 - - ,ja2 - 沪 变到 +-,ja2 - 沪． 立体在下面为x y平面所 限住，而上面a a 
为椭球面所 限住， 故当x 及 y 都 固定时z 的变动范围是

解

。 及 C厂言
由同一公式(10* ) ,

l = f
a 
dx I节气y「三zdz

-a - 扒厄亡歹 。
2 a C 丛厄亡百

＝ 了 la dx l: 
了

2 (1 - � - ,) d y  

= c2 f
a 

dx I令 了
了

(1 — 亡 ＿ 亡） 矿 ＝ 严 a — 
-a 0 a2 胪 3a3 la (a2 x 诅dx

4bc2 a 
＝ 歹I (a2 —沪） ! dx = iabc2 。

也可用另 一法来进行计算 即，由公式( 8* ) , 但在它里面将变数x 及z 的地位交换，我们将有

l=尸FT凡）zdxd y = 1c 
zdz J t凡）dxd y 

其中( Rz ) 是椭球体被平面 Z =z 所交的截面在x y平面上的射 影（射 影时不发生变形） 但二重

积分 I I dxd y 
(R,) 

不是别的，恰为这一射 影的面积 Rz. 因为射 影的边界在x y平面上有方程

X 2 
y 

2 

a2 (1 - � )  

+ 
b2 (1 - � )  

= l , 

亦即是一有半轴

ag, bg 
©由于积分号下函数为偶函数
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的 椭圆， 所以， 如我们 已 经知道的，

Rz = 1rab (1 - 臼 ·
因此

I= 1rab厂 （三）dz=字
计算是简化得多 了 ， 不过只是因为利用了为我们所熟知的椭圆面积的大小．
3) 计算积分

L= !ff (己 工 二
(T) a2 b2 c2 ) dxdydz , 

2 2 2 
其中( T ) 是整个椭球体 王 十 邑 十 三 � l.

a2 胪 c2
解 应用在前题解答中所 述的第二方法，得

L=
l: 臣FL

氏）

dydz + 1: 'dy J f Qu /zdx + 1: 产fl
氐 ）

dxdy 

于是，

L=� !  尸 (1 - f )dx+ 千 /_
b
/

2
(1 - �) dy 

1rab c z 2 

＋言 lez
2 

(1 - 百）dz=� · 1rabc 

4 ) 计算积分

I= f J J zdxdydz, 
(A) 

h2 
其中立体( A ) 是由锥面z 2=- 2+沪） 及平面z=h 所围成 的 （图 102) .

R2 (x 
解 ( a ) 锥体在xy平面上 的射影( Q ) 为圆盘 沪+y 2 � R2 . 由公式( 11* )  

h 

I = f J dxdy f zdz =½/ / [沪 － 巳 伲 ＋ 沪） dxdy, 
(Q) 卢� (Q) R2 ] 

或变到极坐标 时，

l=盖 1
2
,rd 01

R

( R勹）rd r = 竿
( 6 ) 用另 一解法， 可写

h 

I= f zdz f f dxdy, 
0 (D) 

其 中 (D) 是锥体被一平面所交的截面在xy平面上 的射影， 这一平
Rz 

面平行于xy平面且在它上面高z 处． 这一射影是一半径为 一－ 的h 

圆 所以表明它面积的二重积分等千
动2

2 

胪
z . 千是

l= !

h 王z 3dz = 三
胪 4。

y
 

X 

图 102
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5) 计算积分
K = J J J xdxdydz, 

(V) 

其中 (V) 是由平面 x = 0, y = 0, z = 0, y = h 及 x + z = a 所 围成的三角柱 ．

提示 利用公式 (8* ) , (Px ) 是边为 h 及 a - x 的矩形．
忒h答 K = —一 ．

6) 求积分

J = ff f z2dxdydz 
(T) 

的值， 其 中 (T) 是两个球

沪 + y2 + z2 ,;;; R2 及 x2 + 沪 + z2 ,;;; 2Rz 

y
 

的公共部分 （图 103) .
R 

解 它们表面的交线位于平面 z = - 上， 立体 (T) 被平行于
2 

xy 平面的面所交的截面为 圆 ． 在这里变成逐次积分 — 一 － 自 二重
积分变到单积分， 得

J = 1r  I枉
汽2Rz - z2 )dz + 1r J

R 
z2 (R2 — z2)dz = 盖凇

0 ½ R 

7) 计算积分

图 103 S = J J J (x + y + z)2dxdydz, 
(V) 

其中 (V) 是抛物体 x2 + y2 :::;; 2az 及球 x2 + 沪 + z2 :::;; 3a2 的公共部分 ．

解 首先， 将积分号下的式子展开， 可以看到， 2xy, 2xz, 2yz 诸项的积分由对称性都消失了©
因此

S =  ff! 伲 + y2 + z2 )dxdydz. 
(V) 

由 公式 (8* ) (将 x 及 z 的位置交换）

S =  l
a 

dz 
ff 

沪 ＋沪� 2az

+ 1av'3 
dz 

伲 + y2 + z2 )dxdy 

ff 
丑 ＋沪�3a2 -z2

(x2 + y2 + z2 )dxdy 

变成极坐标时这些二重积分便容易计算出来：

21r I气2 + z2) rdr = 加(a2 z2 + az勺，。
21r I二

(r2 + z2 )rdr = !1r(9a4 — Z行 ．。 2 

©这 （在引用逐次积分后） 可只用单积分及二重积分的性质来论证
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千是，

S = 21r fa 
( a罕 + az 3 )dz + 扣1av'3

( 9a4 —z 4 )dz = 罕 (18嘉－ 序）。
8) 计算积分

f = J J J (x 2 + 沪 +z 2 )dxdydz, 
(T) 

其中( T) 是锥体 沪 +z 2 � 沪 及球x 2 + y 2 + z 2 � R2 的公共部分(x � 0) .
1rR5 

答 1 = ——( 2— 迈）．
5 

z 2 2 
9) 设已知一锥面 ( -) = ( 巴 y 2 

C J + (,;) ;  它与平面z = c相交

千一椭圆， 这椭圆在xy平面 上的射影其方程为 亿）
2 + (�) 2 

= 1. 

考察在第一卦限内的一立体( V) ' 它是由上述锥面 、平面 Z = C 以及
二坐标 面x = O 与y = O 所围成的（图 104).

试计算展布在这一立体上的积分

A =  !ff 卫dxdydz .
(V) y'z 

( a) 先对z 积分， 再对 Y, 最后对x , 我们得变化的界限如下：

对x : O 及 a; 对y : 0 及 b✓厂了
对z : cf{f)勹� 及 c

y
 

X 

图 104

a b二 c

A = J xdx J ydy J 生
Q Q C汃三 5

因此

1� 而 专
= 2石 [1 — �]

b二
2石 / 1 ［ － 三勹尸]ydy 

竿a仁 沪） — 扣石 [1 — ( � ) i] 
A = —a 

36 
2b2

石．

( 6) 如以相反的次序积分， 计算略为简单一些． 我们的立体 在yz平面上射影千由直线y =
b 

O,z = c 及y = -z 所围成的三角形．所以变化的界限将为：

b 
对z : O 及 c, 对y : 0 及 -z,

对x : O 及 a/ff厂二｀
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而所求积分可重写为：

A = 尸 J ydy J 考z aJ传）2 _(片）2
xdx. 。 J 。

这时，

『直而 忒吵 ＝ 了 伲）
2 

- (厅］ ，

汀
z
伲）

2
— (tf] ydy = 巨卢

1 a2b2 c 7 

A = s 言 ！ 江 dz = -1 
36 

心
2

y1c_

10) 试求积分

(a) /1 = / f /v/m dxdydz, (6) 12 = J f /v)
尸dxdydz,

其中立体 (V) 与前题同 (m 是 自 然数）．
提示 将积分安置成与 9)(6) 中相同的次序． 在第二个情形下， 积分

l护
[ (号）

2 
- y2]

宁
dy

可化成熟知的积分 J i cosm+2 0d0[300, 1)] . 。
答 (a) Ii = -7r abcm+l 

4 m + 3 · 

芒
2

·
·
1·
1· 

·
1·

·
1· 

、`,／
)
、
丿、 ｀丿

1
2

1
2

 

-
+
－
+
 

m
m

m
m

 

(
（

(
（

 

be
3

be
3

 

+
 +
 +
 +
 

ama
m

矿
m

,

<

、

＝ 
儿）

 
6
 
（

 

（当 m 为偶数时），

（当 m 为奇数时）．

11) 计算积分

H =  

x,y,z;;,o 
丑＋沪+z2,,;n2

xyzdxdydz 
✓o沪

＋
沪妒

＋
产z2 (a > /3 > 1 > 0) 

解 我们有

H =  /
R

xdx J尸 ydyJ二� zdz
o o o ✓a罕 ＋ 沪妒 + ,甲

＇

尸
二歹

· · · dz = � [灼如 + (a2 - 'Y沪
＋

（沪 — 1芍妒 — 三] ,
o r 

言f尸 1 [· . . ]ydy = [(]主 + (a2 - 沪）x叶。 3沪 ((32 - , 芍
1 Q3 

3 

3,2 ((32 - , 芍
[,2 R2 + (忒 _ ,2)x2] � + 3(3芍2 x , 
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最后， 经一些初等 （虽然是冗长的） 变换后，

H = R5 /3, + 1a + a/3 
百 (/3 气）(, + a) (a + /3) " 

12)求 证：计算 (a) 由曲面z = z (x ,y ) 所 限制的柱形长条下体积的常用公式

V = J J z dxdy 
(P) 

及 (6) 已知断面立体体积的常用公式

V = J Q(x)dx 

都是基本公式
V = ff !v)

dV = ff !v)
dxdy dz 

的 推论．

提示 应用公式 ( 1 1* ) 及 (8*) 到后一积分_©

649. 力学应用 自 然 ， 在空间某一立体 (V) 的范围内，凡一切与质撞分布有关的几何量及
物理扯在原则上这里都可表作取在立体 (V) 上的三重积分． 此处同样最简单是利用 “无穷小元素
相加＂ 的原理 ［参照 348~356 及 598) .

以 p 表质扯分布在立体 (V) 的任意一点的密度， 它是点的坐标 的函数，我们将永远假定这一

函数连续． 将质量 的元素 dm = pdV = pdxdy dz 相加， 对全部质量的大小我们将有

m 
= J J lv) 

pdV = J J lv) 
pdxdy dz ( 12) 

［参照 642].
从元素静矩

dMyz = xdm = xpdV, dM江 =y dm = y pdV, dMxy = z dm = z pd V  

出发，求得静矩本身：

Myz = J If xpdV, M红 = J J lv) 
y pdV, Mxy = J J lv) 

z pdV, ( 13) 
, (V) 

而由此就得出重心的坐标 ：

( =  IIJ
、
;v) xpdV

m ' 
Jf fcvJy pdV 

'TJ = 
m ' ( = Jffcv)z pdV 

m 

在均 匀 物体时，p = 常数， 更简地得：

( =  ff fcv) xdV J J fcviYdV J J fcvl z dV 

V , 'TJ = 
V , ( = V 

(14) 

©关于其它计算三重积分的例题可从第 676 目中拿过来，那里考察的是 n 重积分 ， 只要取 n = 3. 
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对千坐标 轴的惯矩公式

Ix = ff lv)
( 沪 +z 2 )pd V, fy = ff lv) 区 ＋沪）pd V 

lz = ff f伲＋沪）pd V  
(V) 

或对坐标 面的惯矩公式

(650] 

( 15) 

fzy = ff lvt
2pd V, lxz = ff lv)

y 2pd V, fxy = ff lv/pd V  ( 16) 

也都 自 明．
最后，设充满千立体( V ) 的质量按牛顿定律吸引一 （质量为 1 的） 点 A( (, 'TJ, ( )  . 来 自 质量元

素d m = pd V 的吸引力在坐标 轴上的射影为©

其中

x— ( y- ry z-
d Fx = -pd V, d Fy = -pd V,  d Fz = -— ( 

r3 r3 产

r = ✓ (x - 沪 +(y - 吓 +(z - ( ) 2 

pd V. 

是点 A 到元素 （或到我们认为它的质量所集中 的点处） 的距离 为要得总吸引力 了 在坐标 轴上
的射影，相加得：

凡 = Ill 宁pd V, Fy = J几：pd V, Fz = I 1/
V)
干pd V.

(V) 

同样亦可确定我们的立体在这一点上 的位势：

W = III 皿
(V) r 

( 17) 

( 18) 

如点 A 在立体以外，则所有这些积分是常义的 根据与在单积分时我们所利用过的相似的理

由 (507], 此时可以将积分 W 对任一变量 e汀, ( 在积分记号下微分． 结果我们得到

aw aw aw 
- = Fx, —— = Fy, 一一 = Fz . ( 19) 
氓 彻 次

而当点 A 本身属千立体( V ) 时，在这点处 r = 0, 而在( 17 ) 及( 18 ) 中积分号下函数在它附

近不再有界． 以后 (663] 将证明： 这些积分，作为反常积分， 都收敛， 且对千它们基本关系式( 19)

仍适合

650. 例 1 ) 在 598 中对均匀柱形长条 （当 p = l 时） 的静矩我们有过公式

Myz = J /P) 
zxdxdy, Mzx = J /P) 

zydxdy ,  Mxy = ½/ /P
) 
z 2dxdy 

试由前 目 的一般公式( 13) 推出它们来．

©见第 224 页脚注＠．
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例如 ， 我们有

但

Mxy = !!! zd V = !! dxdy J
z位y)

zd z 

(V) (P) 0 

J
z(x,y) 

zdz = 
!

Z2
1
z=z(x,y)

, 。 2 z=O 

这就导致所需结果．

在 598 中不是计算最后一积分， 而是引用 了力学领域内 （关千元素细长条静矩） 的想法．
2) 同样，假定立体(V) 的平 行 千某一平面的断面面积 已知为 自 这一平面到断面的距离 x 的函

数： P(x ) 在 356,1) 中 已导得静矩的公式

M = J x P(x )dx . 

它也可作为一般公式的推论而得出．
即， 由公式 (8* ),

M = If !vt
d V  = l

b 

xdx I I鸟）
dyd z 

但里面的积分恰恰表示事先已知的断面面积．

附注 这些例子引起我们注意到这样一件事实： 与质量的空 间分布有关的某些物理星，在一

些简单假定下， 确乎可表作二重积分甚至单积分． 这种积分多重性降低的错觉，如读者所见，是这

样发生的： 当表示一三重积分为单积分的二重积分之形或二重积分的单积分之形时， 里面的积分，

在简单情况下 已 经由几何或力学观察可知道而不必计算

3) 利用第 648 目 问题 2) ,4) , 10) 以决定那里所考察的立体重心的位置．

4)求 由抛物面x 2 + y 2 = 2az 及球面x 2 + y 2 + z 2 = 3吐 所围成的立体 的重心．

解 最简便是按 2) 中所提到的公式计算对xy平面的静矩 ， 只需将x 换作z . 断面面积 R(z )
在z 自 0 到 a 间等千 1r • 2az , 在z 自 a 到 a\/3 间等千 1r(3a2 -z 2 ) .  因此

Mxy = 21ra l
a 

z 2dz + 7r 1
av'3 

(3a2 —z 2)dz = 产
九·a 5 

因为立体 的体积 已知： V = -一(6vf3 - 5) [343, 6)), 故 ( = 一 (6vf3 + 5)a. 由对称性的观察：
3 83 

e = 'TJ  = o, 
5) 求球

沪＋ 沪 +z 2 ,;:;; 2az 

的质量并确定重心的位置， 如球中各点 的密度与坐标原点到这些点 的距离成反 比：

p = 
k 

✓ x 2 + 妒 +z 2
· 

解 由第 649 目公式 (12), 质量

m = k J
I J 

dxdydz 

． 产＋沪+z乓 2az ✓丑 ＋ 沪 +z 2
.
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与( 8*) 相仿将三重积分变换， 可将它表作二重积分的单积分之形：

m = k 
!

2a 

dz f J dx dy 

0 (Rz ) ✓x 2 + 妒 + z2 ' 

其中 (Rz ) 是半径为 ,./2az — 丑 的圆． 如变到极坐标 ， 不难将里

面的积分计算出来；它等于厂J尸 r dr d0

。 。 二
= 2刓罕 - z ) .  

于是
4 -1rka 2 m =  
3 

同样亦可 算出静矩

悍 = k J J J z dx dy dz 
= 杻1rka3 ,

丑＋沪+z乓2az ✓x 2 + 沪 + z2 15 

X 

图 105

4 
因此 ( = -a, 重心的其余二坐标显然为 0.5 

6) 同一问题，但在质械另一分布的规则下：

p = 
k 

x 2 + 妒 + z2 ' 

可导得结果：
m = 21rka, Mxy = 1rka气

a-
2
 

＝
 

户
J .}

在以下各题中质量分布的密度 p 假定为常数．

7)求 圆柱全部质量对圆柱底面中心的吸引力（图 105) .
记号如图， 我们有 ［参看 649,(17)]

Fz = 
!!! 

P: 产 = J J dx dy Jh 
pzdz 

(V) 丑+y2位 。 伲 ＋ 沪 ＋ 砫） §

九＋卢 R/ ( p了
—

，
占

+h2
) dx dy = 21rp( R + h — 涅言），

吸引力 的其余二分力等千 0, 所以吸引力朝着向上的铅垂线．

8)求 锥体对它的顶点 的吸引力（图 106) .

答 F = Fz
加hp( l  - h) . 

9)求 任意一点 A(质量为 1) 所受一球的吸引力（ 图 107 ) .

解 以 R 表球 的半径，而以 a 表距离 OA. 坐标轴这样放着，使z 轴的正向通过贞 A. 则

Fz = 
!!! 

p(z — a) 
dx dy dz 

(V) 伲 ＋ 沪 +(z — a)丑
= p f

R 
(z — a)dz ff 历 +y 2::� - a ) 叮 §

丑+y2 ,;:R2 -z2
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z
 

y
 

x
 

图 106 图 107

用变换到极坐标 的方法很容易 算出里面 的积分，它等于

21r (_!__— — 1 
L Z — a l 咡二二歹） ．

因此

凡 � ,切厂 ［三 项三三ld , 

m (冒d , � 1: sign( , - a)d , � { ——: :,, : : : :  
借变换 t = v'R2 — 2az + a气之助 （或用分部积分法— —译者注） 第二个积分也容易算出来：

R
 

2
 

5
 

Ra-
成

4-
3

2
-
3

-

,

V
 

＝
 

z dz
』

R

R
 

[
 

如 a � R,

如 a � R.

最终得
，

Y
 

＿＿
 

FZ
 

，
 

1-2a 

，
 

p
 

3

P

 

R

a

 

T

T
 

4
-
3

4
-
3
 

-
－

 

如 a ): R, 

如 a � R.

同时， 显然 F兀 = Fy = O. 这样， 在所有情形下吸引 力朝向球心 ．

此处， 位 于球外 的 一 点 ( a ): R) 因 球体而得到 的 吸 引 力 就好像是将球体的 全部质量 m =
4 一 订炉p 集 中在 它 的 中 心 处时该点所感受的 一样． 另 一方面，对于在球 里 面 的一点 (a < R ) 说来，

吸引力与 R 无关 （而其大小恰如 R = a 时的情形一样）， 故 很清楚， 外 面 的球层在 里 面 的 点上不
发生任何作用 ．

10)求 圆柱在它底面中心上的位势．
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提示 这里较简便是从对x 及y 积分开始，并引用极坐标 来计算二重积分：

h h 

W = I pdz I I d xdy = 2叩 （ 五言三 -z )dz 
o 丑+Y乓 R2 卢丁� l 

h + y1R2 + h2 
= p叶产 - In + P动( ,/R2+h2— h ) .R 

11 ) 求 锥体 在( a ) 它的顶点及( 6 ) 它底面的中心上的位势．

提示一 一同

答( a ) W = 动( l - h ) p; 
顽沪 R( l + R )  1rR2h 

( 6 ) W =  -pln + 
l3 h( l - h )  l2 p( R - h ) . 

12 ) 求 球 在任意一点 A 上的位势．

解 如问题 9) 的记法，我们有

R 

W = p 
JR 

dz ff ✓x2 + 妒 +(z - a ) 2
丑+y2

,;: R2 -z2

d xdy 

R 

= 27rp I 压二二2 - lz - aidz 
-R 

分
开

a � R 的情形， 千是我们有

『 岳二二气 上 [( R + a ) 3 - IR— a尸］
-R 3a 

m
m

 

>/

<j
 

位`

伈

a
 

R
 

2
 
2

 

+

R
 

1-
a

2
 

．

十

炉

忒

2-
3
2-
3
 

,

V

`

 
及

1: /z - a /dz = { ::: 炉
( a � R ) ,  
( a ::;;;  R ) . 

因此，

w � { i::�:! 尸） p ( a ,;; R) 

首先我们看到在球外一点上 的 位势，与将球的全部质量集 中在 它 的 中 心 处 时一样．

而由所得的第二个公式导致这样一推论： 如考察一内半径为 凡 外半径为 凡 的一空 心球，则
它在位千空隙处的一点( a < 凡） 上的位势可表作差

( a ;:: R ) ,  

W = W2 — 叭 ＝ （加R� - �王） p - (加Ri - 扣2
) p = 加( R� 飞）p, 

而不与 a 相关空心球体在其 空 隙 的 范 围 内 的 位势保持一 常数值．

13) 如图 108 的记号，求环面体的惯矩： L 及 Ix [参看 649,( 15 ) ].
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z 

y
 

图 108

提示 我们有

队

从

d

d

 

x

x

 

d

d

 

、
丿
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2
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y
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+

＋

 

2

2
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22

22
 

R
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<
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2

2

 

y
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+

＋

 

2

2

 

工

工

<
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21
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几
几

z

z

 

d

d

 

a

a

 

l
l

 

p
 

2
 

p
 

2
 

＝

＝

 

IZ

IX

 
其中 R1= d - ,/t产亡了歹，R2 = d + ,/t产亡了歹． 变到极坐标可 算出这两个二重积分．

产 忙；
答 lz = -汒d(4d2 + 3a2 )p, Ix 

= -吐d(4d2 + 5a2 )p. 
2 4 

14 ) 设立体 (V ) 绕 z 轴以角 速度 w 旋转， 则对离旋转轴距离为 r= J歹了了5 的元素

dm = pdV, 其线速度 v = rw , 因此， 其动能

1 1 
dT = -dm · v2 = -w2r2pdV. 

2 2 

由此容易得到整个旋转体动能 T 的表示式：

T = 扫JJ hv/
2 pdV = 扫JJ hv)

(x2 + 沪）pdV. 

我们知道后一积分是立体对旋转轴的惯矩 L 的表示式
(649, (15)] . 这样，最后我们有

1 T =  -I心汽2 

15) 现在我们提出这样一问题： 计算所讨论的立体 (V ) 对

任意一轴 u 的惯矩 （图 109), 而这一轴与坐标轴 的夹角分别
为 a, /3, 'Y· 

对 自 轴到立体上任意一点 M(x ,y, z ) 的距离 MD=t5, rx 
我们有 沪 = r2 - d2 , 其中，如由解析儿何所知，

z
 

图 109
r2 = x2 + y2 + z2 , d = x cos a + y cos /3 + zcos,.® 

©后一关系式是记载这件事实： 点 M 在离原点距离为 d 且垂直于轴的平面上
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因为 cos2 a +  cos2 /3 + cos2 1 = 1 , 千是得

沪 ＝沪(cos2 /3 + cos2 1) + 沪 (cos2 1 + cos2 a) +  z2
(cos2 a +  cos2 /3) 

-2 yz cos f3 cos 1 - 2zxcos 1 cos a - 2xy cos a cos f3. 

现在很明显了，

其中

fu
= JI! t52pdV=fx COS2 a + fy COS2 (J + fz COS2 1 

(V) 

-2Kyz cos (J cos 1 - 2Kzx cos 1 cos a - 2Kxy cos a cos (J, 

Kyz = J J !v) 
yzpdV, K江 = J J !v

) 
zxpdV, Kxy = J J !

v) 
xypdV 

后面各积分名 叫惯性积或离心矩［比照 599,5)] .

(650] 

如果很清楚地描示立体对通过原点各不同轴的惯矩的分配情况，则如我们对平面 图形所作者
相似，应该在每一轴 u 上截取线段

设

ON = -一·
汇

cos a 
X = ON cos a = -— 

汇 ＇

Y = 三 Z = 竺
汇 ＇ 汇

是这一线段端点 N 的坐标． 则 自求得的 儿 的式子易得点 N 儿何轨迹的方程

Ix炉 + lyY2 + lzZ2 - 2KyzYZ - 2Kzx ZX - 2KxyXY = l. 

因为 ON 不变成无穷，故 这一二次曲面必定是一椭球面；它称作惯性椭球面 ． 在研究刚体运

动时，惯性椭球面的各轴起着重 要的作用，称作主惯性轴； 如点 0 是立体重心， 则对应的惯性轴称

为 中心主惯性轴

哪一个坐标轴是否为主惯性轴，与这些离心矩有关． 例如，要 x 轴是主惯性轴，必要且充分须

适合条件
Kxy = 0, K红 = 0.

特别，如质量对 yz平面对称地分布时，它们就能适合．

16) 最后，我们来考察在刚体绕一轴旋转时所发生的离心力 的问题 ．

设立体 (V) 绕z 轴以角速度 w 旋转，则在立体 的元素 dm = pdv 上将有一大小等于

dF = w2rdm = w2rpdV 

的元素离心力作用着，其中 r 是旋转轴到元素的距离 它在坐标轴上的射影将为

dFx = w2 xpdV, dFy = 芷 ypdV, dFz = 0, 
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所以合成离心力 F 的射影可表作积分

凡=w2 / / / x pd V  = w2 Myz ,  Fy = w2汇， 凡=0,
(V) 

其中 Myz , Mzx 是立体 的静矩． 如以 .;, TJ, ' 表立体的重心坐标 则这些公式可重写为 ：

凡 = w气m, Fy = w2
rym, Fz = o. 

由此可 见，所述合成 离 心 力 完全准确 地好像是 立体的全部质量集 中 在 它 的 重心 时一样．

上面所谈的元素离心力对各坐标 轴有下列的矩：

d Mx = zd Fy =忒y zpd V, d My = zd Fx = w2 zx pd V, d Mz = O. 

因此， 对这些轴的合成矩将为：

Mx = w2 ff JV) 
y zpd V  = w2 Kyz, My = w飞， Mz=0. 

· 271 · 

要使离心力相互平衡且对转动物不发生任何作用 （而由千它， 对它所 借以固定的轴承也没有
作用） ， 必要且充分的条件为

Myz = 0, Mzx = O; Kyz = 0, Kzx = 0. 

前面两条件是说， 立体的重心必须在 z 轴上 ； 就设这里是原点 0. 而后两条件指出，z 轴必须是主
惯性轴之一 ． 因此， 离 心 力 仅在下 面条件下对轴承才 没有压力 ，即旋转轴 须 与 旋转体的 中 心 主惯性
轴之一相重合．

§2. 高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式

651 .  高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式 在二重 积分 理论中我们已熟识 了联系平
面区域上 二 重 积分 及沿区域边界的曲线积分的 格林公式． 在 三 重 积分 理论中与它 相
类似的是联系空间区域上 三 重 积分与区域边界上 曲面积分的高 斯 －奥 斯 特洛 格拉得
斯基 公式．

考察一个由分 片光滑的曲面

(S1 )z  = zo (x, y) 
(zo � Z) 

(S刃z = Z(x , y) 

及母线平行千 z 轴 的柱面 (83) 所围成的立体 (V) (图 96) . 这柱面的准线是 在 xy 平
面上 范围 区域 (D) 立体 (V) 在这平面上的射影 — —的分段光滑的 闭 曲线 (K).

设在区域 (V) 中 定 义有 某一 函数 R (x, y, z), 在整个 区域 (V) 包括边界在内 它与
8R 其导 函数 一－都 连续 ．则公式oz 

瓜望dxdyd z = j ls) 
Rdxdy (1) 
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成立， 而 (S) 是范围立体的曲 面 且右端积分是取 在它的 外侧上的．
事实上 ，由 第646 目公式 (11 * ) , 

川 竺 dxdyd z = ff dxdy f Z
(x,y)

竺 d z
(V) OZ (D) zo(x,y

) OZ 

= j 
jD

) 
R(x, Y, Z(x, y))dxdy - j 

jD) 
R(x, y, zo(x, y))dxdy. 

如考察曲面积分 ， 则由 第635 目公式 ( 3) 及( 3* ),

瓜望 dxdyd z= ff R(x,y, z)dxdy+ ff R(x,y, z )dxd y 
(S式 (S1)

且右端第一个积分是取 在曲面 (82) 的上 侧， 而第二个取 在曲面 (81 ) 的下 侧． 如在这
一等式的右端添加 一个取 在曲面 （岛） 外侧的积分

ff R(x, y, z)dxdy, 
(S3 )  

则等式 仍旧成立，因 为这 个 积分 等 千 零 [635 ,( 5)] . 将所有 这 三 个 积分合并 在一 起 ， 我
们就 得 到公式 (1) , 它是高 斯 —奥 斯 特洛 格拉得 斯基公式的一特殊情形．

在所引用的推 理中， 读者 可能已观察到与在第638 目 中导出立体 (V) 体 积 的公
式时所用的推 理的相 似处： 当R(x,y, z) = z 时后 者 可 从 (1)得来 ．

与在那里 一样 ， 容易明 白 ，公式 ( 1) 对更广泛的一类立体 ， 凡其能分成许多所讨
论过的样子的部分 者也 正确． 同 样也 可证 明 ， 公式 (1) 对由 一些任意的分 片光滑 曲
面所围成的立体 一般也成立

证 明 可像 在第638 目 中当扩张 体 积 公式的应 用范围时 一样 地进行． 我们在它 上
面只加 以一点 说明 ． 如所考察的立体 (V) 是一 ＇＇棱柱形长条 ” ， 例如 在右面由 曲 面

x = g(y, z)所限住时 ， 则 在第638 目 中所述 推 理只有 在 下 一假定 下才能搬到现在的
o R  

情形上来 ： 函数R 及 —－ 也 在所述 曲面右面的 某一区域 内有 意义且连续 （因 为 内 接oz 
多面形也 可能略为越出所考察立 体 的范围） ．＠

与公式 (1) 相 似 下面公式也成立：

瓜皇 dxdyd z = j j ts) 
Pdyd z, 

川 竺 dxdyd z= ff Q d z dx, 
(V) f)y (S) 

如 函数 P 及Q 在区域( V) 中与它们的导 函数 望： 及 竺;都 连续 的话．ax ay 
©事实上对公式 的 正确性来讲这一假定并非必要的

、
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｀
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将所有 三公式 (1), (2) , (3) 相加 ， 我们就 得到一般的高斯－奥斯特洛格拉得斯基公
式：

瓜 （詈 詈 詈） dxdydz 

=ff Pdydz + Q dzdx + R dxdy. 
(S) 

(4) 

它 将 闭 曲面外 侧的一般形式的第二型曲面积分用这一曲面所围的立 体 上的三 重 积分
表示出来 了 ．

如来 讨论第一型曲面积分， 则得出高 斯 －奥 斯 特洛 格拉得 斯基 公式的另 一个常用
且易千记忆的形式 ：

川 （詈 ＋ 詈 ＋ 譬） dxdydz 

�ff 厂; oos 入 + Q cos µ + R cos v)dS, 
(S) 

(5) 

其 中 入 ， µ, I/是 曲面(S) 向 外法线与坐标 轴间的夹角．

附注 格林 、 斯托克 斯 以及高 斯 —奥 斯 特洛 格拉得 斯基 公式 可用一个思想统一 起
来 它们将展布在某一几何图像 上的积分用取 在这一图像边缘上的积分来 表示 ． 并
且 格林公式是属 千二维空间情形的，斯托克 斯 公式也是属千二维的不 过是 ＂弯 曲 ”

空间的，而 高 斯 习奥 斯 特洛 格拉得 斯基 公式是属千三 维空间的 ．

我们 可以将积分 计算的基本公式

！勹'(x)dx= f( b) - f( a) 

看 作这些公式 对 一维空间的某种类似 物_ 108) 

65 2. 高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式应用千曲面积分的研究 设在 三 维空间的
某一开区域(T) 中 已 给 连续 函数 P,Q , R . 取 在这 一区域 内 且围 着某一立 体的任一 闭

曲面(S) , 我们来考察 曲面积分

ff Pdydz + Q dzdx + R dxdy 

- 1r
(P cos 入 + Q cosµ + R cos v)dS. 

(S) 

要积分 ( 6) 恒等 于零 ， 函数 P,Q , R 应 满足怎样的条件呢？

(6) 

108) 在 叫 做微分形 式理论的这一数学分析的一 支中， 建立了重要的一般的斯托克斯定理，此前所
述的几个公式都是它的特殊情况 读者可在现代的数学分析教科书找到微分形式理论的详细论述
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这一问题与沿一 闭路的 曲线积分等于 零的问题相似 [601;641] , 后 者借 格林 或斯
托克斯公式 已容易 地被 解决 了 ． 这里我们 就 使用高斯－奥斯特洛 格拉得 斯基 公式 ， 当
然假定 在这一公式中写出的 函数 P,Q , R 的导 函数存在且连续 ．

然 而， 为 了 可以有 理由 按高斯－奥斯特洛 格拉得 斯基公式变换积 分 (6), 在现在
的情形 下还必须直接在基本 区域 (T) 上加 以某种限制 ． 亦即 ，必须要 求·只 要 从外面
围 着一立体 ( V)的一简单闭曲面 (S) 属 于区域 (T), 则 这一立体也必整个 含在所述
区域内 ． 具有 这种性质的区域称 为( "空间" )单连通的 ［比 照641] . 这一型单 连 通性 的
实质就 在千没有 “洞＇，即便是点洞也要没有 ； 对 千不 伸展到 无穷的立 体 来 说， 可以简

单 地 这 样要求： 要一 个唯一的 闭 曲面作它的边界 ［ 比 照65 9] . 所以， 例如，与在641
中 关于 “ 曲面的＇ 单 连通性所谈的不同 ， 此处 环面体是一单 连通 体 ， 而 空 心球 却不是
的．

由 高斯－奥斯特洛 格拉得 斯基公式立 刻将导得所求条件 ：
8 P  8Q 8R — + - + - = 0 
扣 f)y oz 国

它的充分性是显然的，而必要性用三 重积分 对 区域的微分 法 [644,8°] 也容易证明
与曲线积分情形相像，沿闭 曲面积分等 千零的问题，相 当千沿 “张“ 在一 已 知 闭

路上的非 闭 曲面的积分与曲面形状无关的问题． 我们 不讨论这 一点 了 ．
最后 注意， 如 函数 P,Q , R 及它们 的导 函数的连 续性 在区域(T)的一个 或几个

点被 破坏 了，则 在等式 ( B )适合时积分 ( 6) 仍 可 异千零． 但 此时 不难证明， 对 千所有
围 住一 确定 奇点的 闭 曲面(S), 积分 ( 6)有 相同的值 ［参 照562].

所有 这些情况将用高斯积分的例子来 说明， 下 一目我们 就 要来 谈它 ．

653. 高斯积分 积分

G = I I cos;;, n) dS 
(S) 

就是这样称呼 的，其中 r 是连接定点 A(e, rJ, () 与曲 面上动点 M(x , y, z) 的位径向量 的长：

r = v(x - 沪 + ( y- 沪+ ( z - ()气

而这一位径向量与曲面在 点 M 处 的法线间夹角表作 ( r, n) . 同时，曲 面 (S) 假定是双侧 的， 且法
线n 对应于它所确定 的一侧．

如法线的方向余弦是 cos 入， cos µ, cos v, 则

cos (r, n) = cos (x ,  r) cos 入+ cos ( y, r) cos µ +  cos (z, r) cos v 

因此， 高斯积分可重写为：

x - e y - rJ z - ( = —-— cos 入 十 一一- cos µ + —一一 cos 1/. 

G = 儿 （主 cos 狂 9 cos µ + 于 cos v) dS 

=ff 罕dyd z + 9d zdx + 亏�dxd y
(S) 
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这里

所以

§2. 高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式

P=三i , Q=气'!1 , R = 亏，

8P 1 3( x - e)2 8Q 1 3(y - rJ)2 BR 1 3( x - ()2 
元 ＝ 声 一

产 ' 8y r3 卢 ' oz r3 卢
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容易验证条件( B ) 在整个空间除点 A( t rJ, () 外皆适合，在这点处函数 P, Q, R 有一不连续．因此，

沿一闭曲面而取的高斯积分，如曲面不围住 A 点，必等于零． 对所有包含这 一点在其内 的曲面，积

分保持同一值 如取例如绕点 A 以半径 R 作出的球作为曲面( S), 就很容易求得它． 此时，球上
点的位径向量保持一定长度，而它的方向与球 的向外法线相一致，所以 cos( r, n) = 1. 我们 有

G= ff d S  S 

(S) 
萨 ＝ 萨 = 4尔

对所有围着 A 点 的曲面 高斯积分的值就是如此

如从高斯积分的几何意义出发，即 当作 自 点 A 来看 曲 面( S) 时 的 立体 角 ＠ 的度量，所有这些

结果也容易直接建立起来 ．

为了证明这
开

始时我们假定 曲面( S) 与 自 点 A 出发的每一射 线相交于至多一点． 设法线

n 向着与 A 点相反 的一侧． 取曲面( S) 的一元素(d S) , 在它上面选取一点 M 并通过这一点以点

A 为 中心作一球 ． 如将元素(d S) 自 A 射影到这球上去 则射影的面积将为

cos( r, n)d S, ® 

所以被由 A 出发的视线在单位球上割下 的图形的面积将为

cos( r, n) 
产 d S. 

这也就是元素(d S) 的可见 （立体） 角． 所有这些元素角 的和亦即积分 G 就是整个曲面( S) 可见
角 的度最．

如曲面( S) 与 自 A 出发的射 线交于不止一点，但曲面可分为许多部分，使其每一部分与这些
射线只交于 一点时，则只需将对于 这些部分的高斯积分相加就可以了．

通常 总是选取曲面的一个定侧而使法线 n 的方向与这一选法一致 则对曲面的某些部分来说，
这一法线是向着与 A 相反的一侧，而可见角得出来是正的； 对另外一些部分，其法线向着 A 的一

侧，这一角得出来是负的． 高斯积分将为这些可见角 的代数和

由高斯积分的几何解释，立刻就可 明 白 ，如曲面( S) 是闭的，且点 A 在它所围的区域的里 面，

则 G = 41r . 反过来，如点在这一 区域的外面，则不同符号的可见角互相相消而 G = O.

如点 A 在曲面( S) 上，则高斯积分变成了反常的．容易 明 白，如曲面( S) 在点( A) 处有一确
定 的切面，则 G = 21r. 

©被某一锥形曲面所围的空间称作立体角， 锥形的顶点是角 顶 ． 如围绕顶点 画一单位半径的球
面 ， 则所述锥形在它上面割下一 图形， 它的面积就是立体角 的度量 ．

©此处我们将元素 (dS) 以及它的射影近似地 当作平面的， 并利用了 正 （不是中心） 射影的公式．

但对无穷小元素 (dS) 这里可能的相对误差也是无穷小 ．
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654. 例 1) 按高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式变换曲面积分

(a) /1 = // 产 dyd z+ y2 d zdx + z2 dxdy, 
(S) 

( 6) h = II 歹了言 ( cos入 +cosµ+ cos v) dS, 

( •) I, � I  l'xdyd z + yd zd z + zdxdy, 
(S) 

设曲面 (S) 范围一立体 ( V) .
x+y+z 

答 ( a) Ii = 2 f  Jf(V/x + y + z) d V,  (6) h = JJJ (V) ✓ 砫 ＋妒 +z2
d V,  

( B) h = 3V (参照 638 (16)].
2) 用高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式求证公式：

( a) / / /v/u dxdyd z =几皇 dS,

( 6) / / /v) 
v�u dxdyd z = -! f /V) (笳贵 ＋ 弩浣 ＋ 贵党） dxdyd z 

+JJ V 竺 dS,
(S) an · 

( B) ff /V) 

(v�u- u�v) dxdyd z = f ls) 
(v皇-u侥） dS 

其中我们令

沪f a2f a叮�f= + 玩 平 十 示＇
Bf Bf Bf Bf — = —- cos (x, n) + - cos (y, n) + - cos ( z, n) , Bn Bx By B z  

且把 n 了解为曲面向外的法线．

提示 这一题与以下各题的解法完全与第 602 目 中问题 3) ,4) ,5) ,6) ,7) 的解法相似．

[654] 

3) 函数 u, 与其各导函数同时如皆连续， 且在区域 ( V) 中满足方程 �u = O, 就称作在这一区

域中的调和函数． 求证： 调 和 函数的特征是对含在 区 域 ( V) 中 的任一 简 单 闭 曲 面 (S) 它 适合条件

ff 竺 dS= O .
(S) Bn 

4) 求证下一断语：

如函数 u 在 一 闭 区 域 ( V) 中 是调 和 函 数， 则 它 在 区 域 内 部 的 值可唯一地被它 在 范 围 这 一 区

域的 曲 面 (S) 上的值所确定．

5) 设 u 是在区域 ( V) 中的调和函数， (xo , Yo , zo) 是这一区域的任一内点 ， 而 (SR) 是中心在

点 (xo , Yo , zo) 处半径为R 的球． 则公式

1 u (xo, Yo , zo) = 芦ff u(x,y, z) dS 
(S沁
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成立． 试证
提示 参考在 (602,6)] 中 的证明，只需取 V = - 作为辅助调和函数，其中

r = ✓ (x - xo) 2 + (y - yo)2 + (z - zo)2 . 

6)求 证：在一 闭 区 域 (V) 上连续且在 区 域 内 面 为调和的 函数 u(x,y, z ) 在 区 域 内 面不会达到
最大 （最小） 值（只要不是常数）．

利用这，可与在 (602,7)] 中所做者相类似地强化 4) 中的结果．
7 )求 证： 一坚硬的闭曲面，在各方面均等压力之下保持平衡 ．

为达此 目 的，我们将证明： 作用千曲面的整个力系的主 向 量及 （对于任意一点的）主力矩等千
零

取出曲面的一元素 (dS) 如以 p = 常数表压强， 亦即作用千单位面积上的力 ， 则沿这一元素

的法线方向作用于 (dS) 上的元素力在坐标 轴上 的射影为

-p cos 入dS, -p cos µdS, -p cos vdS 

（所以取负号是因为： 压力是向着曲面 内 面 的 ， 而 入，µ, v 是向外的法线与坐标 轴间的夹角）
主向量的射影 Rx , R

y , 凡 可 自 元素力 的射影 (7) 相加得来：

Rx = -pf ls) 
cos 入dS, R

y 
= -pf ls) 

cos µdS, Rz = -pf f cos vdS 
(S) 

但所有这些积分都等于零，这在高斯－ 奥斯特洛格拉得斯基公式中令

P = 1 ,  Q = R = O; Q = 1, P = R = O; R = I , P = Q = 0 

就可看出 ． 因此，压 力 的 主 向 量等 于零．

(7) 

为了确定元素力系例如对坐标 原点的主力矩， 我们就要将这些元素力 的矩沿坐标 轴的分量

p(z cos µ - y cos v)dS, p(x cos v - z cos 入）dS, p(y cos 入 - x cos µ) dS® 

相加． 因此，压力对原点的主力矩其射影为

Lx = pf ls) 
(z cos µ - y cos v)dS, Ly

= pf f (x cos v - z cos 入）dS, 

L, � pJt (Y = 入 - x = µ)dS.
(S) 

如 在高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式中取 P = 0, Q = pz, R = -py, 则得 Lx
= 0. 同样也易

证明 Ly
= Lz = 0. 压力 （对原 点） 的 主 力 矩等 于零． 证完 ．

© 回忆一下，如一力沿坐标 轴的分力为 X, Y, Z 且这力作用于一点 (x, y, z), 则对点 (�, 'r/心） 的力
矩在坐标 轴上有下列各射 影

Lx = (y - ri)Z - (z — ()Y, Ly = (z — ()X - (x - �)Z, 

Lz = (x - �)Y - (y — ri)X 
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8) 作为应用高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式的最后一例，我们来导出流体静力学的基本定律

之一－ 阿基米德定律

大家都知道， 流体在浸入其内的一小平面块上的压力是向 着这一小平面块的法线的，且等于

以这小块为底 小块浸没深度为高的液柱的重量． 现设在液体中浸入一刚体 ( V), 在它的表面 (S)
的每一元素 (dS) 上液体按上述定律施以压力 ． 要求确定这些元素压力的合力及它的作用点 ．

为了要解决这一 问题，我们选一坐标系，将 xy 平面与液体 自 由面放在一起，而 z 轴垂直向下．

设液体比重等于 P, 而元素 (dS) 浸没深度为 z; 则 这一元素所受的压力将为

pzdS, 

而它沿坐标轴的分力将为

-pz cos 入dS, -pz cos µdS, -pz cos vdS. 

此时对主向量在坐标轴上的射影我们有：

Rx = -pf ls/
cos 入dS 凡 = -pfls/

cos µdS, Rz = -pf f z cos vdS 
(S) 

与上题一样， 由 高斯 －奥斯特洛格拉得斯基公式，易得

Rx = 凡 = 0, Rz = -pf ff dV = -pV. 
(V) 

因此，压 力 的 主 向 量朝着垂直向上的方 向且等 于被物体排 出 的液体重量．

现在来考察这些元素力对物体重心 C(e, rJ忑） 的矩 （今后我们指的是在质量均匀分布时几何

立体的重心，它可能与物理物体的重心不相重合） ． 元素力矩沿坐标轴的分量为

pz[(z - () cos µ 『 - (y - rJ) COS v] , pz[(x - e) COS V - (z - () COS 入］，

pz[(y - rJ) cos 入 一 (x - e) cos µ], 

而 （对点 C 的） 主力矩的分量得出来是：

Lx = Pf f z[(z - () cos µ - (y - rJ) cos v]dS, 
(S) 

Ly = Pf f z [(z - e) cos v - (z - () cos 入]dS,
(S) 

Lz = pf f z[(z - rJ) cos 入 一 (x - e) cos µ]dS. 
(S) 

应用高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式于第一个积分，得出

Lx = p f f !v
) 

[ 
8z(

;; 
() 

- 8z(1: rJ)
] dV 

= pff!v
)
(rJ - y)dV = p [rJv - ff!v

)
ydV] = 0 

因为 fff(V)ydV 是立体对 xz 平面的静矩， 等于 rJV. 同样可证明，Ly = O; 最后， 直接可得出
Lz = 0. 
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因此， 压力 对立体重心 的 主 力 矩等 于零． 将这一断语与前所证明 的关于主向量的命题相对照

可得出 如下的结论； 在浸没于液体 中 的 一 立体上， 由 液体方 面 对 它 作 用 有一力 ， 等 于立体所排 出 的

液体的 重量； 这一 力 作 用 于立体的 （几何） 重心且垂直地朝 向上 ．

§3. 三重积分 中 的变量变换

655 . 空间的变换及曲线坐标 在第603 目中发展的关 千平面区域变换的思想

也可 自然 地 搬到 空间区域的情况上 来

设有 一空间采用直角坐标 系 xyz, 另一空间用坐标 系 tr,(. 在这两 空间中 ， 考察
分别由 曲面 (S) 及 (�) 所围成的两 闭 区域 (D) 及 (.6.) , 这两 曲 面恒假定 为分 片光滑
的． 设这两 区域以公式

三勹�j: }
相关 联， 彼 此间形成一个 一一的 对 应

同时必须曲面 (�)上的点即对应曲面 (S)上的点， 反之 亦 然

设 函数 (1) 在区域 (.6.) 内有 连续 偏导数； 那么雅可比式

D(x, y, z) 
D(�, 'f/义，）

(1) 

(2) 

同样也 在 (.6.) 内 有 连续 偏导数． 我们在这里 ［参看603] 将假定，这 个 行列式总是非
零的，并保持其符号不变．

如果 在区域 (.6.) 内 取分 块光滑的曲面：

t = l(u , v ) ,  r, = r,(u, v ) ,  ( = ((u, v) (3) 

（假 定参数在 UV 平面上 某个 区域 (E) 内 变化 ）， 那么公式 ( 1) 把这个区域变为区域
(D) 中的分 块 光滑 曲面． 这个曲面的 方程为

x = x(l(u, v) , r,(u, v) , ((u, v) )  = x(u, v ) ,  y = y(u, v) ,  z = z(u, v ) . (4) 

我们只限千考虑 曲面 (3) 光滑的情形 ： 在曲面 (3) 上没有 奇点 于是行列式

D(ry心） D((, l) D(t 'TJ) 
D(u, v)' D(u, v )' D(u, v) 

不同时 为零 仅必须 验证在曲面 (4) 上没有 奇点

(5) 
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按 204 目公式 (6 ) , 我们有 关 千量 (5) 的线性等式

D(y, z) D(y, z) . D(r,, ()  D(y, z) D((, t)  D(y, z) D(l, r,) ＝ 
D(u, v) D(r,, () D(u, v )  D((, t )

·
D(u, v)  D(l, r,)

·
D(u, v)' 

D(z, x) D(z, x) D(r,, () D(z, x) D((, t) D(z, x) D(已 T/)＝ 十 ．
D(u, v) D(r,, () D(u, v )  D((, t)  D(u, v)  D(t, r,) D(u, v) ' 
D(x, y) D(x, y) D(r,, () D(x, y) D((, t)  D(x, y) D(t, r,) 
D(u, v )  D(r,, () D(u, v)  D((, t) D(u , v) D(t, r,) D(u, v) " 

根据代数学中的已 知 定 理，由 (5) 式 中各 量的系数， 即由 行列式 (2) 各 元素的代
数 余子式 作为元素所组成的行列式 ， 等 千行列式 (2) 的平 方，因 此与(2 ) 一 起是非零
的． 如果上 述 一组等式的左边 在某一点同时 为 零 ， 那 么 (5) 式中的 三个行列式都 等

千 零，这与假设矛盾 _ 109)

唯一 地 描述 空间 xyz 中 点的位置的数 t, T/, ( 称 为这点的曲线 坐标． 空间xyz 中

保持三个坐标之一为常数的点构成坐标曲面 共有 三 族这样的曲面； 区域 (D) 的每
一点都 有每一族中的一张 曲面经过

可是，所有 这些仅在区 域 (D) 与(.6.) 之间严 格 地单值 对应的假定 下才是如 此 的
实际上 ， 这 一单值性常常遭到破坏

656. 例 1)圆柱坐标代表 xy平面中的极坐标与通常 的笛卡儿度量法 z 相联合（图 1 10) .
它们与笛卡儿坐标相关联的公式为

x = pc,os0, y = psin0, z = z. 

这些公式将区域
z 

M 0 :;;  p < +oo, 0 :;;  0 < 2n-, -oo < z < +oo 

z
 

p
 

映射 到整个 xyz 空 间 ． 然而， 我们指出， 直线 p = 0, z = z 被映射 于一个
点 (0, 0, z); 这就破坏了一一对应性．

在所考察情况下坐标曲面为：
(a) p =常数是母线平 行 于 z 轴 的圆柱面，它的准线是 xy平面上

以原点为中心的圆周；
图 110 (6) 0 = 常数是通过 z 轴的半平面；

(B) Z = 常数是平行于 xy平面的平 面

变换的雅可 比式：

X 

cos 0 sin 0 0 
J � -p尸 。

• � � p l � 二
sin 0 
cos 0 I = p. 

109)曲面 ( 4) 上不存在奇点也可以借助于代数中 已 知 的矩阵的乘积的秩的定理来容易地验证 事
实上 (5) 式中行 列式不同时为零意味着 （按照矩阵秩的定义 ） 由 e汀, ( 对变量的 u, v 的偏导数组
成 的矩阵 岛 的秩等于 2. 同 时 由 x, y, z 对 u, v 的偏导数组成的矩阵 M2 等于 M1 与 由 x, y, z 对
炉区 的偏导数组成的非奇异矩阵的乘积． 所以矩阵 M2 的秩同样等于 2, 因而曲面 ( 4) 没有奇点



[656] §3. 三重积分中 的变量变换 · 281 · 

除 p = O 的情形外，雅可 比式保持正号．

2 ) 球坐标，或称为 空间的极坐标，与笛卡儿坐标 用公式

x = r sin cp cos 0, y = r sin cp sin 0, z = r cos 'P 

相关联，其中

O < r < +oo, O < cp < 1r, 0 < 0 < 21r. 

量 r, 'P, 0 的几何意义由图 111 很清楚： r 是连接原点 （极） 与已知点

M 的位径向量 OM,cp 是这一位径向量与 z轴（极轴） 间 的夹角，0 是 Z 

位径向量 OM 在 xy平面上的射影 OP = r sin cp(垂直千极轴） 与
x 轴间 的夹角．

此时又逢到了 一一对应性不成立： rcp0 空 间 的平面 r = O 被映

射于坐标 原点 X = y = Z = 0, 直线 'P = 0(1r),  r = r 被映射 于一个

点

M 

p
 

X 
X = y = 0, Z = T. 

坐标 曲面形成三族：

( a ) r = 常数是中心在坐标 原点 的同心球 ；

( 6 ) cp= 常数是以 z 轴为轴的圆锥；

( B )  0= 常数是通过z 轴的半平 面

这一变换的雅可 比式：

图 111

sin 'P cos 0 sin 'P sin 0 
J = r cos 'P cos 0 r cos 'P sin 0 

-r sin 'P sin 0 r sin 'P cos 0 

勹:� 1 � 产 ,m ,

除掉上述当 r = O 或 cp = 0(1r) 时雅可 比式为零处， 它恒保持正号．

3) 空间在 自 身上按公式

� T/  ( x = 铲
＋

忙 十 (2 ' y = 铲
＋

忙 十 (2 ' z =
巴 + T/2 + (2 

(e + 忙+ (2 > 0 ) 的变换是一对一可逆的：

� = X 7] = y ( =  Z 
沪

＋
妒 + z2 ' 沪

＋
妒 + z2 ' x2 + 妒 + z2 .

与平 面情况一样 (604,2) ] , 它称为反演法，且有直观的几何解释； 读者试确立 这解释， 并求 出
对应于 这变换的三坐标 曲面族，

4 ) 椭球坐标 考察共焦点且共轴的二次曲面族：

X y z2 

豆 十 灶 - h2 十 茫 — k2 = 1 (0 < h < k) , 

这是由椭球面 （当 入 > k 时） 、 单叶双曲面 （当 k > 入 > h 时） 以及还有双叶双曲面 （当 0 < 入 < h
时） 构成的
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过空间中不在坐标平面上的每一点(x ,y ,z ) 通过有每一类型的一个曲面． 事实上，由原来的
方程

欢灶 - h2 )( 灶 － 炉） － （灶 - h2 )( 灶 － 炉）x 2 

一入2( ,\2 _ 炉） 沪 － 欢灶 - h2卢=0

其左端当 入=0 时有负号， 当 入=h 时有正号 ， 当 入=k 时又有负号，而最后当更大的 入 时有止

号．由此应得： 方程有三个正根： 一个 入 > k( 对应于椭球面），第二个 µ < k 但 > h( 它给出单叶双

曲面），第三个 v < h( 双叶双曲面）．

求得

上面所写的方程可看作对 灶 的三次方程，利用它根的性质，即：

入2+ 忙 + 1/2 =x 2 + 沪 +z 2 + h2 + k气

入沪+ µ吩+ v气=( h2+ k2卢+ k宁+ h空+ h甲，

入孕吩=h主x 气

x=士竺 ✓（入2 — h芍( µ2 - h芍( h2 - 沪）
hk ' y=士

hy炉 - h2

Z=士
✓( 入2 _ 炉）( k2 - 忙）( k2 - 沪）

从/k2 - h2 

如限制千第一坐标卦限， 则在这些公式中应该只要正号． 数 入 µ, I/ 可视作这一基角 内点的曲面坐
标 它们就称为椭球坐标．三坐标曲面族，也就是上面所说的椭球面族，单叶双曲面族及双叶双曲
面族

变换的雅可 比式有下形：

J =  （灶 － 忙）（入2 _ 记）( µ2 - 记）
✓( 入2 _ h芍（入2 _ 炉）（胪 - h芍( k2 - 胪）( h2 - 沪）( k2 - 沪）

657. 曲线坐标下的体积表示法 回到第 655 目的假定 及记号，我们提出这样

一问题 要 将x yz 空间中的一（ 有界） 立体 (D) 的 体 积 用展布在 �17( 空间中的对应
立体 (A) 上的三 重 积分 来 表示 .CD

所求 体 积 首先 可 表 为第二型曲面积分 ［参看 638( 14)] :

D = ff z dx dy, 
(S) 

它是展布在 曲面 (S) 的 外侧上的． 由 此设法变成普通的二 重 积分

©与第 605 目 中一样， 这里我们补充假定偏导数
” “ ” “  

气'I ' x
,,e , . . . ' Ye,,, Y,,e , . . .  

存在且连续； 虽然这对千结果本身的正确性并非必要 ， 但可使证明容易些．
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我们将 自曲面(� )的参数方程(3 )出发，u , v 在 UV 平面上的某一区域(E )中 变
化 则显然参数方程(4)表示曲面(S ).

令

C = D(x, y) 
D(u , v )' 

由第 636 目 公式(8 ), 有

D = J J zC du dv. 
(E) 

并且积分取正号， 如果曲面(S )与所考察的它的外侧相联带的定向对应千 UV 平面
的定向 ； 且恒可假定如此 [620 ,621].

因为 x , y 经过变数 釭心 的媒介依赖千 u , v , 则曲熟知的函数行列 式 的性质
[204 ,(6 )] , 

C = D(x , y) D(釭） D(x ,  y) D(17 , ( ) D(x,  y) D(( , e ) 
D(釭）D(u , v )

十
页 瓦

十
荨 言

·

将 C 的表示式代入上面所得积分中，得

D = ff z [
D(x, y)匹应 + D(x, y) D(邓） + D(x, y)匹臼

(E) D(e , 11) D(u , v )  D(17 , ( )  D(u , v )  D((, e )  D(u , v )  

将这一积分与展布在曲面(� )外侧上的第二型曲面积分

du dv. (6 ) 

, z [ D(x , y)d劝 + D(x , y)吻必 + D(x, y)咚
(:1:) D(釭） D(17 , ( ) D((心） ] 

(7 ) 

相 比较． 如将它从参数方程(3 )按与第 636 目 中公式(10 )相似的公式 变换到较普
通二重积分 ， 则恰好得到积分(6 ). 这两积分 间 唯一差别 只可能在符号上： 如 UV 平
面的定向对应千 曲面(� )考察它的外侧时那一面的定向， 则二积分相等； 而在相反
情形时相差一符号

最后 ， 自积分(7 )按高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式可变到在区域(.6. )上的三重
积分 ：

D =
士，fc6.) {岛 [z

靡飞 ］ ＋ 嘉 [z震�?] +岛 [z货扫］ ｝ 戊 d17必

积分号下的式 子等千

扣 D(x, y) oz D(x, y) 和 D(x, y) — + -
氓 D(17 , ( ) 彻 n(( , e ) a( n(e , 11 ) 

+ z [ 
8 D(x,  y) 8 D(x, y) 8 D(x, y) 

贡 D(邓）
＋

玩 D(( , e )
+

页 D(釭）］
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在第一排 中的和等 千雅 可 比式

D(x,y,z) 
D(�, 1J心

竺
氓
oy＿
氓
加一
氓

竺
彻
oy＿
彻
竺
彻

竺
汉
oy＿
次
加一
次

这很容易证明， 只要 将这一行列式 按最后 一行的元素展开； 在方括号中的和，用直接
计算 可 以证明等于 零 .CD 

因此得到公式

D= 土Ill D(x,y, z) 

(6.) D( �, 邓） d� 吻必

如考虑 到由 假定 雅 可 比式 保有 一定符号， 而这 一符号是雅 可 比式加 到积分 上 去的，
因 而就 可明白（因 为这里认为 D > 0) , 积分号前面的符号必须与雅 可 比式的符号一
致．我们就 可 将所得结果 重写 为最终形式 ：

D = !!/6.) I驾�:;? ! 吹d 17必

或者， 为 简 单 起见 以 J(�, 1J心） 表 雅 可 比式 时

D = II I I J( �, 1], () l d �d 1]必
(6.) 

积分号下的式子

I
D(x,y, z) 
D( �, 17, () I 吹d 17必 ＝ 凇，邓） 成d 17d (

通常称 为在曲面坐标下的体积元素．

(8) 

(8* )  

658. 补充说明 10 在曲面( �) 及 (S) 上我们固定 了一定的 侧面，例如 对于 被
它们所围的立体 来 说的 外侧． 与此相 关 对所述 曲面也 确立了 确定的定 向 [620] . 如
在曲面( �) 上的 一点描 画一分 开 曲面的 简单 闭路，且 我们 讨论被 它 所 范 围的二区 域

©显然
8 D(x ,y) 沪X Oy 扣 沪y 沪X Oy OX 沪y- = - + - - - - - -
8� D('TJ, () 87J8� 8( 87J 8(8� 8(8� 87/ 8( 87/8� ' 
8 D(x, y) 82x 8y 8x 82y 82x 8y 8x 82y 
玩 酶 ＝ 芯顷 飞 忒 飞酰 飞 忒 ＇

8 D(x, y) 沪X 8y 扣 沪y 沪X 8y 8x 沪y
灰 丽了 顽 言 芍灰

＿
顽 贾荔 顽

将这些等式一一相加，得右端恒等千零．
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中 的 任意 一 个时， 则 由公式 (1 )在曲面 (S )上与该点相对应的 点就描画出一类似 闭
路 且这时我们不必来进行二区域间的选择， 因 为 这一选择由 同 一对应规则 ( 1 ) 自 然
地做好 了．如果第一个 闭路从曲面 (� )的定向的观点来看其环行方向譬如说是正的 ，
则第二个 闭路的环行方向 ， 如从曲面 (S )的定向出发， 就可以是正的 ， 也可以是 负 的 ．
在第一种情况下， 我们就说这两曲面的定向 由 变换公式 彼此相对应， 而在第二种情
况下， 就说它们不相对应．

因为我们一开始就认为曲面 (S )的定向对应于 UV 平面的定向 ， 故这一情况或
那一情况的发生 要看曲面 (� )的定向对应千 UV 平面的定向或否．与此相关也就有
体积公式 中积分前符号的选取 但最后就发现 了这一符号与雅可 比式的符号相同

综上所述 我们得到结论：
两 曲 面 (� )及 (S ) 的 定 向 由 变换公式 ( 1 )彼此对应 或否依雅可比式保有正号或

负 号 而 定
20 应用中值定理于公式 (8* ), 得关系 式

D =  /J(尽 可， 创.6. , (9 ) 

其中（尽 万， ( )是 区域 (.6. )中某一点 而 A 是这一区域的体积 由 此容易导出： 当将区
域 (.6. )缩到一 点 (t , 1J心） 时将有 ［比照 644 ,8°] :

D 
IJ(t , 11 , 0 1  = lim -

.6. ' 
所以雅可 比式的绝对值是 t11( 空间 当 变换为 xyz 空间时（在它的所给 点处） 它的延
展 系数

30 公式 (8 )[(8* )] 是在一些已 知假定（区域 (D )及 (.6. )间的可逆一对一且连续
的对应等等） 下推出的 但与 606 ,4° 中 一样， 可以证明： 这些条件在一些个别 点处
或沿一些个别线及面处不 成立并不妨害公式正确， 只 要雅可 比 式依然是有界的，或
至少是可积的（即使是在反常意义下也行）．

659. 几何推演 公式 (8 )的推演可建立在纯几何的考虑上（奥斯特洛格拉得斯
基最先创立这一 点 ［比照 609] ). 对千 t爪 空间中的一长方体以 dt , 吻， d( 为边者使
它与 xyz 空 间中在坐标曲面 "f' 及 "t + df' , "17" 及 "17 + d17" , "(" 及 "( + d(" 间的一

元素立体相 比较 这一立体可近似地看作一斜的平行六面体 它的体积等千以 点

Pi ( x, y, z ), P2 ( x+ 婴必， y+ 眢灰， z + 沪） ，

P3 ( x+ 詈必＋ 愿物， y+ 眢必 ＋ 倡吻 z + 焉次 + � d11)

P4 ( x+ 腐必 ＋ 詈吻 ＋ 譬必， y+ 詈灰 ＋ 詈吻＋ 麝i( ,

/Jz /Jz /Jz 
Z

十 贡必＋ 玩物＋ 茨奴）
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为顶点的 四面体体积的六倍， 由 解析几何中所熟知的公式， 知（其绝对值） 可表作行
列式

/Jx /Jx /Jx —d� —d17 -d( 
氓 彻 次
/Jy /Jy /Jy 

＝
D(x , y, z) 灰吻必．

贡必 玩d17 灰 必 D(�, 17, () 

如《 生d17 �d(
氓 彻 次

将这些各别的 “体积元素” 相加， 便得公式 (8 ).
因此 这里 事情的实质是： 在确定立体的体积 时， 它不是用 互相垂直的平面而是

用 坐标 曲面 网来分成许 多 元素块 ．

在简单情形时 “体积元素”在曲面坐标下的表示式可直接地得到
作为一例，在 圆 柱坐标 下来考察(xyz 空间中的） 一元素区域，它是由两个半径为 p 及 p+d p

的圆柱面，两个高z 及z +dz 的水平面，以及两个通过z 轴与 XZ平面交角为 0及 0+d 0的半

平面所围成 的 （图1 12, a)) . 将这一区域近似地当作一长方体， 不难求得它的边长为d p, pd 0 及

dz, 所以它的体积等千 pd pd 0dz, 而代表这一体积与 p0z 空间中的元素长方体体积d pd 0dz 之比

的雅可 比式等于 p.

z
仁

z
 

y
 

X 
a) 6) 

图 1 12

同样地，在球坐标下来考察(xyz 空 间中的） 一元素区域．它是由半径为 r 及 r+d r 的球面
锥面 中 及 'P+ d cp, 以及半平面 0 及 0+ d 0 所围成的 （图 1 12,6)). 这一区域也可当作一长方
体，其边长为 AD=d r, AB = r 心 以及 AC. 因为弧 AC 等于它 自 己 的射影 MN, 而后者是由
半径 OM=r sin cp 画出来的且对应千中心角 d 0故 AC=r sin cpd 0, 因此所论区域的体积等千
产 sin cpd rd cp曲，而雅可 比式是 产 sin cp. 

由初等几何观察出来的这两个结果与在 6561) 及 2) 中所述的相符合．
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660. 例 1) 计算 由下列曲面所围各立体的体积：
(a) (x2 + 沪 + z宁 = a3z, 
(6) 伲 ＋ 沪 + z守 = a3 xyz, 
(B) (x2 + 沪 + z牙 = x加-1 .

·287· 

解 (a) 因为 x 及 y 在方程中 只有平方项， 故立体对 yz 平面及 zx 平面对称． 又， 既然方程
左端恒为正， 故必定 z � o, 即整个立体在 xy 平面的上面 这些说明就可使只计算立体在第一卦
限中其四分之一的体积．

在方程 中式子 x2 + y2 十 岁 的 出现暗示我们变到球坐标去 ． 将式子

x = r sin cp cos 0, y = r sin cp sin 0,  z = r cos cp 

代入曲面方程 (a) 中 ， 得球坐标下的 曲 面方程： r = a{/<志歹． 因为第一卦限可用不等式 0 ,( cp ,(
11: 11: 
一 ， 0 ,( 0 ,( - 来说明 ， 故考虑到雅可 比式 J = r2 sin cp[656,2)] 时， 将有2 2 

V = 4 1
兮

d0 1
告

dcp ha三2 sin 沁

2 3 兮
= 311:a 1 sin cp cos cp心 = 311:a . 

(6) 立体在第一 、 第三 、 第六及第八卦限内， 对于这些卦限分别有：

x � 0, y � 0, z � O; x � 0, y � 0, z � O; 

x � 0, y � 0, z � O; x � 0, y � 0, z � O; 

它由 四部分构成， 它们一对一对地对称于坐标轴之一 （方程的左端及右端当量 x, y, z 中 的任何两
个同时变号时都不改变） ．

变到球坐标时， 得

V = 4 1 舌 d0 1 兮 心 ［
礼n2 </)COS</)Sin/J COS /J 

T2 Sill 吵

＝ 扣l兮
sin3 rpcosrp心 ！

兮
sin 0 cos 0d0 = � 

6 

(B) 这里较简单是如下形取变到球坐标的公式：

x = r cos cp, y = r sin cp cos 0, z = r sin cp sin 0. 

则曲 面方程就具有形式 r = cos2n- l
'P· 

答
穴．

V =  3(3n — 1) "  
2) 求由 下面曲面所围各立体的体积：
(a) (x2 + y宁 + z4 = Y, 
(6) (x2 + y叩 + z6 = 3z3 . 
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解 ( a) 虽然问题的类型多少与 以前各题不 同， 但在这里应用球坐标仍很方便． 曲面方程具有

形式

考虑到对称性， 将有

产 (sin4
'P + cos4

'P) = sin 'P sin 0. 

v -
:

J, 否 d9 I, 兮 d� I,

= -
/兮 sin2 cpdcp = i 

00 _f_ 望
3 。 sin4 cp + cos4 cp 3 1 1 + t4 dt = 

3 

( 6) 提示

V = 211: I否
cos3 cpsincpdcp = 11: /

1 udu 

。 sin6
'P + cos6

'P 。 3u2 - 3u + 1 

（如令 U = cos2 cp). 

答 V
2产= 
3嘉

3) 求 由 下列 曲面所围各立体的体积：

(a) (� + � + �r = 守，
( 6) (� + � + 订 = � + �
(B) 侵 ＋ ｀ ＋ 订 ＝ 勹 + �) �

2 2 2 

解 ( a) 在曲面方程中式子
X + y z 
a2 沪 c2＋ 的出现 常常是按公式：

x = arsin cp cos 0, y = brsin cpsin 0, z = cr cos cp 

变到广 义的球坐标© 较为有用； 这时雅可 比式 J = abcr2 sin 'P· 我们有 （计及对称性）：

V = 4 1
兮

d0 1
告 如［三 abc:r2 sin 砂

＝ 卢节 ／否
cos6 0sin30d0, /

兮

sin10 'P心，

所以最后，

九．2 

(6) 答 V = — abc.
4 

(B) 答 V = 奇be.

V 

4) 求由 下列各曲面所围立体的体积 ：

11: 矿沪c
= 

192 h9 

沪 ＋ 沪 +z 2 = 1, x2 + 沪 +z 2 = 16, z
2 = x2 + y气z = 0, y = o, y = x. 

©这与平面上广义的极坐标相仿．
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提示 这些曲面确定了球坐标的变化区间 ：

11: 11: 11: 511: 
1 � r � 4, 4 � 'P � 2 , 0 � 0 � 4 

(或11: � 0 � 言
立体是由 （在第一及第三坐标卦限 内 的） 二孤立 的块组成．

答 V
21迈7r＝ ． 

5 ) 计 算曲面

臼） i + (i) i + 行） i = l  
所围立体 的体积．

解 按下面公式引 入新的坐标：

. 3 3 3 3 3 x = ar sm cpcos 0, y = br sin cpsin 0, z = cr cos 'P 

(0 � r � 1, 0 � 'P � 11:, 0 � 0 � 211:). 

这时雅可 比式
2 5 2 2 2 J = 9abcr sin 'P cos 'P sin 0 cos 0, 

所以

V = 9abc 1 产dr 1
,r 

sin5
'P cos2

'P心 1
2,r

sin2 0 cos2 0d0 = 点11:abc

6)求 曲面
(x + y + z) 2 = ay, x = 0, y = 0, z = 0 

所围立体 的体积
提示 令

. 2 2 . 2 2 x = r sm cpcos 0, y = r sm cpsin20, z = r cos 'P 

(r ? 0, 0 � 'P � % , 0 � 0 � %) 

雅可 比式

J = 4r2 sin3 cpcoscp sin 0 cos 0. 

答 V
a 

3 
=— . 

60 
7 )求 由六平面：

a1 x + b1 y  + c1 z = 土h1 ,

a2x + b2y + c2z = 士加 ，

a3x + b3y + C3 Z = 土h3

所围成的斜平行六面体的体积，当然，假定行列式

1

2

3

 

c

c

c

 

1

2

3

 

b

b

b

 

1

2

3

 

a

a

a

 

＝ 
＾
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不等千零
解 引入新的变数

e = a1 x + b1 y + C1Z,  

'f/ = a2x + b2y + c2z , 

( = a3x + b3y + c3z 

(-h1 :::;  e ,,;  h1 , -h2 ,,; 'f/ ,,;  h2 , -h3 :::; ( :::; h叶 ．

D(x, Y, z) D(e, 'f/, () 求 出行列式 D(e, TJ, () 最为简便， 注意它等于行列式 D(x, y, z) 的倒数 我们有

V = 卢 £:

1

1 di,, £:
2

2 

d77 £:
3

3 

d( = 8h心产
8) 求由下列 曲 面所围各立体的体积：
(a) 柱面

(a1x + b1y + c1 平 + (a2x + b2y + c2平 = R2

及平面
a3x + b3y + C3Z = 0 与 a3x + b3y + C3Z = h; 

(6) 椭球面

(a1x + b1y + c1 z)2 + (a2x + b2y + c2平 + (a3X + 岫 + c3平 = R2 

（在前面 �=/0 的假定下） ．

11:R2h 4 11:R3 
答 (a) V = ——- · (6) V = -—-

凶
, 3 心 I .

9) 应用 圆 柱坐标来计算立体体积时将得出一有趣的公式 ．

考察由一个分片光滑的曲面所围成的一立体 (V) , 并假定 自 z 轴
出 发的一个半平面对应于 0= 常数者交立体千某一平面图形 (Q0) ,
而 0 自 Q 变到 (3(图 113) . 则

z 

。

V = ff
l 

(3 

pdpd0dz = 
(V) l 

d0 ff pdpdz, 
(Qo) 

且将图形 (Q0) 引 到直角坐标系 pz 时就很方便， 但这坐标系与所述
半平面同时绕 z 轴转动 ． ＠

现在易见， 二重积分 fj「 pdpdz 是图形 (Q0) 对 z 轴的静矩 ，(Qo) 
它等千这一图形的面积 Q(0) 与 z 轴到它的重心 C 间距离 Pc(0) 的

x 乘积：
图 1 13 J J pdpdz = Q(0)pc(0) . 

(Qo ) 

将这一体积的式子代入， 得最终公式：
(3 

V = / Q(0)pc(0)d0. 

©而不是将与它全等的图形引 到 pOz 空间 中 的一 固 定平面 pz 上去．
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这一公式是库斯科夫指出的． 它在确定由 （不变的或变动 的） 平面图 形作螺旋运动时所得立体例
如螺丝钉 、 弹簧等的体积时特别方便 ．

如立体( V ) 单纯地是一与 z 轴不相交的不变图形( Q ) 绕这一轴的旋转体，则 Q = 常数，Pc =

常数，a = 0, (3 = 211", 而公式就具有形状

V = Q · 27rpc . 

它表明了 已知的古尔丹定理 [351] , 这定理说： 平 面 图 形 绕与 它 不相交的 轴旋转的 立体体积等 于这

一 图 形 的 面积与 图 形 重心描 画 出 的 圆 周 长 的 乘积 ． 因此，库斯科天公式是这一古典定理 的 自 然推

广 （且反过来 ， 这一公式也容易从它得来）．
10 ) 三轴椭球体

�+ �+ � ,;;; 1 (a >  b > c) 

4 
的体积已 算过好几次了 ， 它等于 勺蛔abc. 但是，我们 现在想引用椭球坐标 入， µ, v[656, 4 ) ] 来计 算

3 
这一体积． 如令

h2 = a2 - b2 , k2 = a2 - c气
则 当 入 = a时就能得到 已知椭球体本身．

椭球体的第一卦限与 入 自 k 变到 a, µ 自 h 变到 k, v 自 0 变到 h 相对应． 故

扛 ＝ 『 dv f
k dµ f

a 
( 入2 _ 忙）（入2 _ 内 (µ2 - 芷） 心．

0 h k ✓ ( >.2 - h勹（入2 _ k勺（胪 - h勺( k2 - 胪）( h2 — 沪）( k2 - 芷）

但 ， 如 己所不， 这一体积等于

1 4 
一 • -1Tabc = �a✓ ( a2 - h芍( a2 - k芍．8 3 6 

因此 ， 上面所 写出的复杂积分的值就是这个 ， 用别的方法来求 这一值就会 产生巨大的困难．

最后将给出基本公式( 8 ) 的两个有趣应用， 它们可确立 曲 面 面

积及曲 线 长度的概念与在原则上更简单的立体体积概念间的联系．

11) 设已给一光滑曲面( S ) :

x =x( u, v ) ,  y =y( u, v ), z =z( u, v ), 

且在参数 u, v 变化的区域( .6. ) 中这些函数有二阶连续导函数．

在曲面 的每一点 M 处的法线上，对称地在曲面 的两侧 截取长
2r > 0 的一线段 ． 这些线段填满成某一立体( Vr ) 心已知曲面就含在

其内 （图 114 ) .

以x ,y,z 表曲面上点 M 的坐标， 而以 X, Y, Z 表该点处法线上

所述线段的任一点的坐标， 显然，我们 将有

A B 
X =x+ 

v'炉+ B2+ 02 P, Y =y+ 
v'炉+ B2+ 02 

C 
Z =z+ 

v'炉+ B2+ 02 P, 

- -

图 1 14

P, 

©可以证明 对充分 小 的r 所述线段彼此不相交， 所以立体的每一点恰在一条法线上．

, , '  
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其中 A, B, C 有通常的意义，而 p 表距离 MP( 带有相应的符号，所以 -r ,;;; p ,;;;  r ) . 因此 参数
( u, v, p ) 表所述区域( V,. ) 的点 的曲面坐标 ． 由公式( 8 ) 这一立体的体积等于

Vr = !ff I震��) I d ud vd p 

但
吐+ a1( u, v ) p y �+ a2( u, v ) p 忒+ a3( u, v ) p  

D( X, Y, Z )  I 
= Xv+ 队( u, v ) p  y �+ 少( u, v ) p 忒 ＋岛( u, v ) p  

D( u, v, p )  A B C 
v'炉+ n2 + c2 v'炉+ n2 + c2 v'炉+ B2+ c2 

=✓ 庄 ＋胪+ C2 + 'Yl ( U, V )  p + 飞( u, v ) p气

其中 四 中心3, /31, /32, /33, "/1, "/2 表 u, v 的某些连续函数． 显然，对充分小的 r( 因为 IPI ,S:: r ) 这
一式子的符号将与第一项同 即为正的 故

r 

V,.= f d p订 ｛互三叮1P+ 立}d ud v 
-r (A) 

=2r f f 互三d ud v+ L产 ( L=常数） ．

(A) 

由此容易推出最终结果

归 差 = ff 五言了�d ud v,
(A) 

我们认识后面的积分是曲面的面积 S因 此，这一 面积可 自 体积 出 发而得来 ．

12) 设已知一光滑曲线

x = x( t ), y = y( t ), z = z( t )  ( t。 ,;;; t ,;;;  T ), 

且函数x,y, z 有连续二阶导数 在曲线 的任一点 M 处 的法面 内 ， 想像一以 M 为中心半径为

r > O 的圆 所有这样的圆构成某一立体( Vr ) 心它包含这曲线
不失一般性，可以假定在所考察的曲线段上恒有 x? + 说 > 0. 则为了想在所 述的曲线法面

中建立一直角坐标 系，我们可以取有方向余弦

y ' x ' 0 及 x z  

尸' - vx三 ' vx三v卢 ＋沪+z 12 ' 

y 'z ' 尸
勹Jx '2+ 泸+z '2

' ✓卢 ＋沪+z '2 

的两个相互垂直的法线为坐标 轴 ．

以 u, v 表对应的坐标 ，我们可 以表立体 Wr ) 的任一点 P 的坐标 X, Y, Z 为：

X=x+ y 'u x'以v

石
十

石芦产✓卢 ＋沪+z 12 ' 

x 'u 
Y=y - y z v 

尸 �✓卢 ＋沪+z 12 ' 

Z=z - 尸 v. 

＠这里也可证明：对充分小 的r, 这些圆两两无公共点， 故 立体 的每一点只属于其中的一个 圆
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这里 t, U, V 起着点 P 的 曲 面坐标的作用， 所以

Vr = fff l霍昙） I dtdudv 

但是， 易见

D(X, Y, Z) 
D(t, u, v) 

x' + a1 (t)u + 队 (t)v
y' 

二

y' + a2(t)u + f32(t)v 

x' 
＿ 尸

' '  X Z y'z' 

尸✓x'2 + 沪 + z'2 ✓ 严丁产沪,2 + 沪 + z'2

= ✓x'2 + 沪 ＋ 卢 + a(t)u + (3(t)v, 
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z' + a3 (t)u + 岛 (t)v

。
二

✓ x'2 + 沪 + z'2 

其中 佴 . . . , /33 是 t 的连续函数 这一式子对充分小的 r 保持正号 （ 因 为 回 ， !vi ,;;; r) . 因此

T 

Vr = f dtf f { 歹言二三(t)u + f3(t)v } dudv 
to u红v2 ,(r2

王 ［ 二心 十 几十v
2 ,;;r2

(Ku + Lv)dudv, 

其中 K 及 L 是常数．我们知道第一个积分是弧长 s, 而第二个积分等于零．故

Vr = 吓2s, s =  

弧长还可更直接地从体积得来， 甚至不必用极限过程！

Vr 
九·r2 · 

661.  三重积分中的变量变换 借 体 积 在曲 面坐标 下的表示 法 ， 不难建立三 重 积
分中变量变换的一般公式．

设在 xyz 及 �'T/( 空间的区域 (D) 及 (�)间存在一 对应 ， 如在第 655 目中 说明
了的 假设所有 借 以 推出公式 (8) 的条 件都 保留，我们现在求证 下一等式成立：

川 J(x, Y , z)dxdydz 

饥D)

f (x(C, O, () , y(c, 0, () , z(C, O, ( ) )  I J(<, 邧）成d喊 (10)
心

（其中 J(�, 'T/, () = D(x, y, z) 
D(�, 'T/, () ) '  

它 完全类似 于二 重 积分 中的变量变换公式 ． 同时我们假定 函数 J(x, Y, z) 连续 ， 或者
至多沿有 限个分 片光滑的曲面 可以有 不连续 （但 在任一情况下都 保持有 界性 ）． 因 此，
在等式 (10) 中的两 个 积分的存在将无疑问，仅需证 明等式 本身
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为了证明起见，我们如同在第 609 目 中 一样来进行，用分 片光滑的曲面分区域
(D) 及(�) 为（彼此相对应的） 元素块(Di) 及(�i)(i = 1 , 2 , · • • , n) ,  应用公式(9) 到
每一对区域（从） ，(�i) 上 ； 我们得到

Di = I J瓦，可t心）心，

其 中 亿，可i ' 如 是 区域(�i) 中不能随我们选取的某一 点．
也，扒名） ， 即令

(1 1) 

取区域(Di) 的对应点

元i = x(t ,  可i , (i) ,  Yi = y(�i , 可i , (i) ,  乏i = z(�i , 可i , (i) ,  (12) 

并作出(1 0) 中第一个积分的积分和

a= 汇 !(立，Yi , 动Di .
i 

用(1 2) 式代换此处的 孟 扒五，而用(1 1 ) 式代换 Di , 得到和

(j = 笘 J(x(豆 兀，如， y瓦，可i , 如， z瓦，互，如） IJ瓦，兀，如 心

显然这己就是(1 0) 中第二积分的积分和
我们让区域(�i) 的直径趋近于零， 由对应的连续性， 区域(Di) 的直径也趋近千

零 和 6 必须同时趋近于两个积分， 由 此 即得所需 要的等式
与在二重积分情形时一样，在证明公式(8) 时，当上面所作假定在一些个别点或

沿有限个分段光滑曲线及分片光滑曲面处被破坏而 只 要雅可 比 式 保持有界， 则公式
(1 0) 也成立

允许反常积分时， 可更远地来 推广公式 (1 0) 可应用的条件． 读者试对所考察的
情形作与在第 616 目 中所述者的平行叙述． 这里我们着重指出，在那里所述的条件
下假定(1 0) 中积分之一存在时公式就成立，另一积分的存在已 由 此能够推得．

最后我们提一下， 公式(8) 及(1 0) 也可以不用雅可 比式的绝对值记号写出来
为了可以这样做，就应该引进立体定向（与它的边界定向有关） 的概念，再视它的定
向而给它的体积以及展布在立体上的积分以某一符号．详细情形 留给读者，并介绍他
去参考第 610 目 及第 658 目 中的说 明 1 0 .

662. 例 1) 计算积分

I 
= ff 

!v) xt!
z

y2 dxdydz , 

其中 (V) 是一立体， 上面由 曲面

(x2 + 沪 + z宁 = a2xy 

所限制， 下面由平面 z = O 所限制
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解 改成球坐标 曲面方程作下形：

2 2 2 r = a sin c.psin0cos0, 

注意立体对z 轴对称，积分变成：

1 = 2 1 否 d0 1 告 dcp 1
a 

si
n

'P� r3 sin cp cos cp sin 0 cos 0dr 

a 4 
＝ 了 ［

告
sin3 0cos30d0 f � sin5 

cpcos吵 ＝ 三。 144 

2) 计算积分

H = 

x,y,z;;, o  
丑 ＋沪+z2 ,;;;R2

xyzdxdydz 

Ja沪 ＋ 沪妒 + 'Y安
(a > /3 > 1 > 0) 

［参照 648,11)] .
解 在球坐标 下

H = 1
号

［
号

1
R

~ :
4 sin3 

~cpcoscpsin0
�
os0d

rn
心d0

进行替换 sin2
cp = u, sin2 0 = v 较为方便 则

H = i /

1 

/

1 

/勹4 udrdudv 
0 0 0 ✓ a2u(I — v) + 沪uv + 产 (1- u) 

R5 1 1 

飞
1 udu 1 � 三�) + ((32 王）UV 

R5 /3"! + 沁 + a/3＝ 
15 (/3 十 分('Y + a)(a + :er 

3) 计算积分

K = ff f 
xyzdxdydz 

(V) 
x2 + 沪 + z2 ' 

其中 (V ) 是三轴椭球体
沪 沪 z2

忑 ＋ 萨 十 歹 ,;;;; I .  

解 如按公式

x = ar sin cp cos 0, y = br sin cp sin 0, 
2 z = er cos cp, J = aber sin cp 

变到广 义球坐标 ， 则积分可重写为下形：

K = a吩c2 厂 f 号
『 产 n sin厂'('_coscp�in0:,os0d:�cpd0- - . 

0 0 0 
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替换 sin2 cp = u, sin2 0 = v. 最终结果：

忒b2c2
K = b 

． ＾ 、 八 ＾ ＾ 、 ＇ ＾ ＾ 、 X {归 ln � 十 心 ln � + a吩 ln ; } -

4) 计算逐次积分

解 将它换作三重积分

再采用替换

1= 
dz 1

= 
ydy 1示 exyzx2dx

川 exyzx2ydxdydz,

x;;,O,y ,z;;, 1 
xyz,;;; 1 

x = u, u + v  u + v + w  y = z =  
u ' u + v  ， 

1 J =  
u(u + v) · 

积分化为：

这很容易计算 ．
竺 e 
口 1 .  

2 
5) 我们 回到计算二重积分

ff! e'"十v+wdudvdw,

u,v ,w),0 
U十V十w:o;; l

00 00 
B = I I 尸乒飞。8 戎cosyr,dxdy

0 0 

［参照 617,21)] . 因为对 b > O

loo 
e-0飞 曲 ＝ 己－邓。 2 

[497,8)] ,  故 如令 嘉 = aJ歹了y2, 得：

e-aVX½ 严 = 2_ loo 
e_92一气

石 。
将它代入积分 B 中并改变积分的次序， 求得

d0. 

B = i /00 
e-02 

de /
00 

/
00 

e一气产 cos xe cos yr,dxdy, 
0 0 0 

ax 
或者， 如改为变量 U = — 及 V = —ay _ 

20 20 · 

B = 之 100
e-02 

02d』 e-u2
cos 罕du

fo00 
e-v2 

COS 罕叶
2 ＝ 二 （气 loo e-5伲＋铲+'12

《正 2 。 )
。

2d0

[662] 
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[519,6) (a) ] .  分部积分，就不难得到最终结果：

1f a B = -
2 伲 ＋铲 + r,芍 ! '

积分次序的颠倒基千三重积分的存在．

6)求 球

沪 ＋沪+z 2 ,;;; 2az 

在下面质撮分布规则下的质桩并决定其重心：

［参照 650,5)] .

p =  
k 

✓沪 ＋ 沪+z 2 

提示 变到球 坐标．
7)求 空 间任意一点所受一均匀球体 的吸引力 ［参照 650,9)] .

解 变到球坐标，求得

Fz = 1
27' 「

J
R 产( r cos cp - a) sin cpd rd

;
d 0  

0 0 ( 产+ a2 - 2ar cos cp归

但在确定球层的吸引力 [633,11)] 时，我们 已求得二重积分的值

厂 !'Tr( r  cos cp - a) sin cpd cpd 0 0, 当 a< r 时，

, 0 0 ( 产+ a2 - 2ar cos cp) !
= { -� ,  当 a> r 时

现在 ， 当 a> R 时

Fz = 一 气 「 r 2d r = — 丛矿p 上
a2 3 , 0 a2 ' 

而当 a< R 时
耘p 4 

凡 ＝
二 f r 2d r  = —

3
1rpa. 

8)求 均匀球体在任意一点上的位势 ［参照 650,12)) .
提示 变到球坐标并利用 [633, 问题 12)) 的结果．

9) 重解关千球 的吸引 力及位势的问题，但在更一般的质量分布规则下 ：

p = J( r ), 

其中 J 是中心到点 的距离的任一函数

注意我们在 (650,9) 及 12)] 中所作论断在现在情况下仍然有效．

10) 求环面体的惯矩 L 及 Ix [参照 650,13)] .
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提示 注意环面体是由圆旋转得来（参看 图 108), 这一立体 内 点 的位置，可以用经面与xz 平
面的夹角 中 以及用在这一断面本身的范围内 的通常极坐标 p, 0来很 自 然地确定．

因此

x = (d + pcos0) cos <p ,  y = (d + pcos0) sin <p ,  

z = psin0, J = p(d+ pcos0), 
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且 p 自 0 变到 a, 而 中 及 0 自 0 变到 27f.

11 ) 计算均匀 (p = 1) 椭球体

沪 y2 z2 

百 十 萨 十 歹 ,;;; 1 (a >  b > c) 

在它中心上的位势时会导出椭圆积分．

引进球坐标， 但这一次取 x 轴作为极轴：

x = r cos cp, y = r sin cp cos 0, z = r sin cp sin 0. 

我们将有

其中

W =  I I I dxdydz 

停） 2+( 书）勹（亏）气1 )砫 ＋ 妒 + z2 

- ·
1

告

sin �d�
1

告 d.if二二产＋（一, rdr 

= 4
1

告

sin cpdcp 
1

否

B cos劝: C sin切 ＇

2 · 2 

B = 
cos c.p sm c.p 

吐 b2 ' C = 
2 2 cos cp sin cp 

了 ＋ 勹 ·
九．

里面的积分等于 又令
2国

V吐 - c2 

cos 'P = t, 便得第二种椭圆积分a 

W = 
加abc a dt 立［ ✓(1 卫） (1 - 三）

＇

借变换 t = sin 入，它就被化至勒让德形式：

W =
加abc I入o d入 ＝ 加abc

尸 。 ✓l - k扣in饮 尸
F(>.o, ko) ,  

其中为简便计 已令

入
. v'吐 - c2 a2 - b2 

o = arcsm 
a , ko = � 二

(663] 

663. 立体的吸引力及在内点上的位势 现在我们 回到对于一点 A(e, 'f/, () 被一立体所吸引

的力在坐标轴上的射影及在这一点上的位势其在第 649 目 中的一般的表示式 (17) 与 (18), 但特

别讨论当点 A 本身属于这立体时的情况． 这又给出一机会来利用变量变换．

首先 容易论证所述反常积分的存在 为了要使这些积分变成非反常的， 只要取点 A 为极变

到球坐标就行了． 如从立体 (V) 上割下一以 A 为中心以 ro 为半径的球 (vo) , 则 得

川叩） 字
= 1

2,,. 

1

,,. 

1

ro 
p 

r2 sin cp
:rdcpd0 

= 
1

2,,. 

1

,,. 

1

ro 

pr sin cpdrdcpd0 



[663] §3. 三重积分中的变量变换

同样，

川叩 ）

p(x
r
� e ) d v = fo

2
" 1" 1

ro 
pcos0sin2cpd rd cpd 0, 

等等． 这里积分号下 的函数显得是连续的_©
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在所考察的情况下要建立第 649 目 的关系式 (19) 需要精细得多的观察． 这里同样也显得要

用球坐标
首先由上面等式可得不等式

川 竺 ,;;; 21r启，
(vo ) r 

以下我们 要用到这一结果．

ff f p(x 飞）d v 

(vo l  
产

,;;; 21rLr o  

(13) 

(L = max p ), 

(14 ) 

现在给 C 一增量 h, 并与点 A(e, r,, ( ) 同时考察点 A心 + h, r,, ( ) .  如前， 以 r 表 自 点 A 到
立体任一点 M(x,y, z ) 的距离 AM, 以 门 表距离 A1M. 必须求证： 当 h -+ 0 时差

�=
¼ { !!! 竺 - ff! 气- f ff 

p(
三

）d V 
(V) 

r1 (V) (V) 
r3 

亦趋近千零．

从立体 (V ) 中取出中心在 A 半径为 2lhl 的球 (vo ) (图 115 ), 则 A 可表作 四项和的形状：

�=
¼

f
/lvo) 宁

-
¼ ff仁竺 - ff !

vo) 
p(x

r ; 
e ) d v 

, !v) -(v0) 心
（卢

-
�) -

气 }d v

第二及第三项立刻可用当 兀=2lhl 时的不等式 (13) 及 (14 ) 来估计：

上
fff

产 加L(2h ) 2

向 (vo )  lh l  
= 81rLlh l, 

川 气 e )d v ,;;; 21rL · 2lhl =耘Llhl.
(vo ) 

为了更方便地估计第一项，绕点 A1 作一半径为 3阳 的球（识） ； 球 (vo ) 整个含在它里面 则再利

用形如 (13) 的不等式时， 将有

向 fff 宁 < 向 ff!内）宁 ,:;; 2
飞严=I81rL · lhl 

(vo )  

最后，我们来讨论最后一项． 如引 进函数

J(e, ,,,, ( ) = -, 

©我们认为密度 p 是坐标 的连续函数
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则在括号中的式子不是别的，恰为

J(e + h, ,,,, () - J(e, ,,,, <: ) 
h 

- f织， r,, () ,

由泰勒公式可换作

但现在

所以

扣沁 + 0h, r,, () (0 < 0 < l ) .  

岸 (e, 邓） ＝
3(x - 守 1

r5 一 声 ；

图 1 15 4 \f沁 + 0h, 邓） I ,;;; 了r 2 
其中 m 是 自 点 M 到点 A尽 + 0h, r,, () 的距离 心M.

[664] 

由三角形 AM心（见图） 有 心M > AM - AA2. 但点 M 在半径为 2向 的球 (vo) 的外面
1 1 1 

而 AA2 显然小于 闭 ，故 AA2 < -AM 且 心M > -AM, 即 r 2 > -r. 注意到所有这些， 我们2 2 2 
得如下的估计：

皿）一国）心 （卢 — ;) - 气} dV ,;;; l6L\h\ 
. ff !v) -

(vol
告

现取一中心在 A 的球( Vi ), 其半径 R 如此地大使立体 (V ) 整个含在它里面 则所得式子也就小
千

16Llhi /// 告 = 16Llhl I了JR 字drdc.pd0
(V1 ) - (vo) 0 0 2 lh l  

= 64让 · 内 (ln R - ln 2旧）．

最后，

心 j ,;;; C计从+ C2I从 1In 21从 I ,
其中 C1 及 C2 是不难计算的二常数，由此可 见，A 与 h 同时趋近于零，则

aw = Fx . 
氓

同样可建立关系式 (19) 的另 外二式 最后， 用类似的观察可证明， 即使点 A 属于立体 (V) 时导

函数
aw aw aw 
氓 ＇ 彻 ＇ 汉 连续

§4. 场论初步

664. 纯量及向 量 将积分学在数学物理及力学问题上的应用化为向量形式常常较为方便
所以读者能熟悉一些向量分析的基本概念是很有用处的，这些概念能将积分构造及其涉及的积分
公式变为向量的解释

我们假定读者已 熟悉纯量概念及向 量概念， 前者完全可用其数值来说明 （例如体积 、 质量 、 密
度 、 温度），而后者要完全确定它就还要指出其方向 （位移 、 速度 、 加速度 、 力等）． 讲到向量，与通
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常一样，我们将设想一表明它的有向线段 我们约定用带箭头的文字 冗，r', v', . . .  表示向量； 不
箭头的同样文字 A, r, v, · • • 表示向量的长：

A = I 兀， r = 团， v = 霄I,

而带附标 的文字 Ax , ry, Vn, . . .  表示它们分别在x ,y , n,· ·· 轴上 的射影，向量 ］ 在坐标 轴上的

射影 Ax, Ay , 儿 能完全确定该向量的长 （数值） 及方向

我们同样认为读者也掌握了向量代数学的基本知识． 我们只提一下 纯量（数）
-+ -+ -+ -+ 
A · B = AB cos( A ,  B )  

叫做向量 冗 及 万 的数量积，用它们在坐标 轴上的射影可表作：
-+ -+ 
A · B = Ax凡+ Ay By 十 儿Bz . (1) 

向量 ］ 及 万 的向量积是长为 AB sin(兀 万） 的向量，它垂直于两因子，且朝向那一边，从那里

看来 自 了 转 （一小于 180° 的角） 到 百 是以反时针向进行 的， 它表作 冗 x 万 如果，我们今后

恒将这样假定，一 右手坐标 系 [620) 取作基础时，则向量积在坐标 轴上 的射影将为

AyBz - Az凡， 儿Bx — 儿Bz, AxBy
— AyBx . (2 )  

665. 纯量场及向 量场 如在确定的空 间 区域 （可包有整个 空 间） 中 的每一点处关联有某一

纯扯或向扯，则称 已给这一量的纯量场或向量场，在以下各 目 中我们一直要讨论这种场．

温度场或电位场是纯量场的例子． 如果对某一任意选取的坐标 系 Oxyz 的坐标 来确定点 M
的 位置，则给出一纯量场 U 就是相当于给出一数值函数 U(x ,y ,  z ) . 我们将永远假定，这一函数对

所有变量有连续偏导数． 如这些导数不同时为零则方程

U(x,y ,z ) = C  (C = 常数）

确定某一 （无奇点 的） 曲面，在它上面扯 U 保有常数值； 这样的曲面称作等量面． 整个所考察的区

域填满了这种曲面，所以通过它的每一点有一个且仅有一个等量面 显然，等量面彼此并不相交．
力 场或速度场可以作为向量场的例子，我们 已 经遇见过这种类似的场 了 ． 如以某一坐标 系

Oxyz 作基础 则给出一向扯场 了 可以用给出它在坐标 轴上 的射影

儿 (x ,y,z ), 心(x,y ,  z ), Az (x , Y, z )  (3) 

作为与向趾 了 相关的点 M 的坐标 函数的方法来实现 我们也将假定这些函数有连续导函数 在
研究向扯场时 ， 向量线非常重要； 向量线就是一曲线，在它上面每一点 M 处 的方向与对应于这一

点 的向量 冗 的方向相重合． 如回想 [234] 曲线切线的方向余弦与微分dx ,dy,dz 成正 比，则得知
向量线可用等式

Ax 出 Az
来说明，在向量 ］ 不为零的假定下，依靠线性微分方程组理论的 “存在定理＇ 可以证明 ： 整个所考

察的区域被向量线所填满，且通过它的每一点有一条且仅有一条这样的线． 向量线彼此并不相交．

有时候要考虑由向量线组成的曲面，它们称为 向量面，向量面的特征是： 对应于每一点 M 的
向釐 了(M ) 在曲面的这一点处的切面内 （或者是 在其所有点处向量 了 在曲面的法线 n 上的射

影等于零）． 如在所考虑的区域 内取任一异于向量线的线，并过它的每一点 引向量线，则这些向量
线的几何轨迹就给出一向量面． 当上述 “准＇ 线是闭曲线时，就得到一管形的向量面 称作 向量管

dz­＝
 

dy­＝
 

dx-



·302 · 第十八章 三重积分及多重积分

666. 梯度 设已给一纯量场 U(M) = U(x, y, z) . 在 坐标轴上 以

8U 8U 8U 
扣 ' {)y ' {)z

为射影的 向 量 了 称作纯量 U 的梯度并这样来表示：

了 = gradU. 

[666] 

(4) 

这一形式的定义有一缺点， 就是它利用了坐标轴而 留 下梯度概念与它们的选择无关的问题没有

解决

为了要证明这一无关性，回想早在第一卷 [184] 中给出的函数沿 一 已知方 向 l 的 导数的 定 义

眢，它表明函数沿方向 l 增加的速度 在那里我们曾 有公式

{)U 8U 8U 8U — = — cos a + — cos (3 + — cos ,, 
{)l ax {)y {)z 

其中 cos a, cos (3, cos 'Y 是方向 l 的方向 余弦； 如 以 了 表沿这一方向所引的单位向量，则它也可重

写作： au _. 
= gradU · 入 = grad1 U. 

8l 
这一导数显然在当方向 l 与梯度的方向相重时达到最大值， 且这一最大值等于

Jgrad.UJ = y 置）
2 

+ (骂）
2 
+ (赍）

2

这就将我们引到这样一定义 ［比照 184] : 纯量 U 的 梯度是一 向 量，其数值及方 向恰好说 明 常量 U

变化的 最大速度． 这里坐标系 已经完全没有提到 了 ．

容易观察到， 梯度的方向 与通过已知点的等量面 U(x, y, z) = C 的法线方向相重合．

这样，纯量场 U(M) 产生一梯度的 向量场grad U. 

哈密顿(W.R.Hamilton) 介绍考虑一符 号 向 量，它在坐标轴上的射影为

{) {) {) 
加 ' {)y ' az ·

他称之为 “纳布拉＇ 并表作 v'. 用 这种记法， 就可写

grad.U = v'U. 

事实上，如将所述 “向量” 形式地乘上量 u, 就是以 (4) 为射影的向 量！

例 1) 以 f 表联结某一定点 0 与空间一动点 M 的位径向量 d让 而以 r 表它的长，令

U(M) = 叶），

其中 中 是正纯量变元 r 的任一纯量函数， 有不变号的导数者． 显然，以 0 为中心半径为 r 的球面

是等量面，所以梯度的方向或与半径相一致或者恰恰与它相反，视 <p
1 (r) > 0 或 < 0 而定． 易见

下grad<p(r) = <p
1 (r) • 一．R 
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特别
C 

grad- =  _ _!:__ r' (c = 常数） ．3 r r 
如在点 0 处放一质扯 m 并考察牛顿引 力场， 则它在点 M 处的吸引 力将为

，
 

T
r
 

m-
3T 

＿＿
 

T
r-
T
 

m-
2T 

＝
 

T
F
 

因而
一 ➔ m F = grad— . 

一 已知向量场是否可看作某一纯量的梯度场这一问题非常重要．实质上这一问题对我们来说
并不是新的， 以后 (670] 我们将再谈它 ．

2) 考察一温度场 u. 取一曲面元素 (d S ), 且带有一以确定方法定向 的法线 n, 我们来计算在

无穷小时间d t 内 沿 n 的方向通过这一元素所流过的热量d Q. 热是从物体或介质的较热部分流向

较冷部分的， 且温度减低得愈快， 流得也愈快 通常认为： 上述元素热量d Q 与d S,d t 以及
8U 
茄 I

成正 比 ． 以 k > O 表 比例系数 （已知物体 的 “内部热传导系数" ) , 可以写

8U 
d Q = — kd Sd t—· an ' 

8U 
如上所述 热量d Q 在当 —－ 为负时， 即当沿 n 的方向 U 减少时为正．an 

如引进所谓热流 向量

可 ＝ — kgradU,

则d Q 的表示式可另写为：

d Q = d Sd tqn. 

667. 向量通过曲面的流量 现设已 妗
-+ 

匀 某一向量场 A (M) , 亦即给出三函数 ( 3) . 取一曲面
(S ) ; 并选取它的一确定侧面后，以 cos 入，cos µ, cos I/ 表对应的有向法线 n 的方向余弦． 则称 曲 面
积分

JI (Ax COS 入+ Ay cos µ+ Az cos v )d S  
. (S) 

或 另 写 作

， 儿d S
(S) 

的积分为 向量了通过曲面(S )在所述侧面的流量 ．

我们来举一些例子．
1 )  "流量” 这一名称本身与某流体力学问题相关．考察

一流体在空间 的运动； 在一般情形下我们不假定它是定常
的， 所以运动速度 了 不仅与它所关联到的点 M 的位置有

关， 且也与时 间 t 有关． 我们提出这样一问题： 计算在无穷

小时间 d t 内流体通过曲面 (S ) 流进某确定侧面的量． 流
体流过曲面元素 (d S ) 的量可填满一以d S 为底， Vnd t 为

(u) 

图 116
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高的柱形（ 图 116), 其中假定法线 n 向着所选的侧面的 如以 p 表流体 的密度， 它同样既与点 的
位置有关，也与时间有关， 则流体流过( dS) 的质量将为

对整个曲面( S) 来说，便得

pdSvn dt. 

dt J J pvndS. 
(S) 

在单位时间 内 流体流过的扯 Q 可表作积分

Q = ff pvn dS, 
(S) 

这积分读者将认得出是 沉 通过曲面( S) 的 “向量流量" !

2) 同样也可以来谈热流量． 易见 ［以第 666 目 2) 的记法］ 在时间 dt 内有等于

dt ff qn dS 
(S) 

的热扯流过了曲面( S) . 如将流过的热扯变到单位时间 内，则得

ff qn dS, 
(S) 

也就是 可 通过( S) 的 “向量流量” ． 因此，向最

可= -kgradU 

称为 “热流向被" .

(5) 

附注 因为在 1) 和 2) 中考虑的两个 过程中，没有假设是定常 的，那么， 一般说来，事实上
量 Q 本身与时间有关，它具有速度的性质，更准确地说可称为液体（ 或 热 量） 在所考虑的 时刻 ，充
经( S) 的数量增长的速度．

3) 如考察一牛顿引力 场 ［在 666, 1) 中已谈到过］

则这 一向量通过曲面( S) 的流量

F = — 竺 r',产

几
） 凡dS = -m I ls) 

cos
�:, n) 

dS 

与在 0 点看到曲面( S) 的立体角有关系 [653) .
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668. 高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式 · 散度 回到向量 了 的一般情况， 考察一由闭曲面
(S) 所范围的立体( V) ; n 将表示曲面 向外 的法线． 则由高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式 [651,( 5)] ,

如在它里面令 p = Ax, Q  = Ay , R  = Az, 向量了 通过曲面( S) 向外 的流量可变为三重积分：

几儿dS =f !s)
( Ax cos 入+ Ay cos µ+ Az cos v)ds — f凡 （节 ＋ 詈 ＋ 节） dV. 

在三重积分记号 下 的 式子称作 向量 ] 的散度， 并表作记号

div A=坐王 十 吐 十 坐
扣 {)y {)z . 

因此高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式可重写成

这是最常用的形状

ff 儿dS = f ff 小v心V,
(S) (V) 

( 6) 

( 7 )  

刚才所介绍的散度是一纯量，但它的定义形式上与坐标 轴的选法有关． 为了要克服这 一缺陷

我们进行如下 ： 将点 M 用任一立体( V) 围起来，设( V) 的表面为( S), 并写出公式( 7) ; 如两端

用立体的体积 V 相除并将立体( V) 缩成点 M 而变到极限，则 [644,8° ] 右 端就恰得点 M 处的
div了． 这样，

ff AndS (S) div A= lim 
(V)-M V 

这一等式同样可作为散度的定义 ， 且在这一形式下 的定义 已 经不与坐标 系 的选择有关了．
这一次向量场 冗 产 生 出 一散度 div了 的 纯量场

(8 ) 

注意，散度定义 ( 6) 可用哈密顿符号向量 V 写作： div A= v'·A; 如 回想到二向量的数量积

表示式( 1) ' 这就很清楚了．

例 我们来讨论一不可压缩流体( p= 1) 当有泉源（或漏洞） 存在时的运动． 流体在单位时间

内通过( S) 所流出的量，亦即向量速度 了 的流量

ff 四 dS
(S) 

［参看 667,1)]称作包含在闭曲面 ( S) 内面的泉源生产率 如泉源在所考察的区域内 连续地分布，

则泉源密度 概念就可被引 入． 这说的就是包围点 M 的立体( V) 内 泉源生产率在单位体积上计

出的极限值， 即
ff VndS 

(V) lim 
(V)-M V 

但是， 如我们刚才已经看到的 ［参看 ( 8) ] , 这一极限等于 divv'; 这样，divv' 亦是泉源 密度．
对于有热源的热流量也可作同样的考察，只需取热流向量代替速度向量．

669. 向量的环流量 · 斯托克斯公式 · 旋度 又设已知任一向量场 A( M). 沿所考察区域
范 围 内 的 某一 曲 线( l) 上所取的 积分

!l)
儿 dx+ Aydy + Azdz = !l) 

A1dl ,  
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称作向量 冗 沿 曲 线( l ) 的 线性积分． 在闭曲线情形下这一积分称为向 量 冗 沿( l ) 的环流量，

如场 冗 是一力场， 则线性积分表示当点沿曲线位移时场中力的功 ［参照 554).
设想由闭曲线 ( l ) 所张的某一曲面( S ) . 则按读者所熟知的斯托克斯公式 (639( 21* ) ) , 向扯

了 沿这一闭路的环流量可表作曲面积分：

!1) 
A1d l= 

!ls) 
{ (詈 节） COS 店 （节 譬） cos µ+ 詈 譬） COS !/ }  d S 

在 坐标轴上 以
8Az 8Ay 8Ax 8Az 8Ay 8Ax 
彻 扣 ' az ax ' ax ay 

为射影的 向量称作 向 量 飞 的旋度，并表作记号 rot了．＠

因此，在向量形式下斯托克斯公式可写作：

I Azd l = II rotn和S.
(l) (S) 

( 9) 

( 10 )  

向扭沿一闭路的环流量等于旋度通过这一闭路所张曲面的流量． 同时闭路的环行方向与曲面的侧
面必须如在第 620 目中所说明者彼此相对应．

(n) 上面所给 ＇＇旋度” 概念定义具有同样的缺点： 在它里面利用了确定
的坐标系 ． 取好 自 一 已知点 M 出发的任一方向 n, 在与 n 相垂直的平
面上将它用一以闭路 （入） 为边界的平面块 位） 围起来 （图 117 ) . 则由

斯托克斯公式

图 117
l入）

A
心

=f lu
)
rotnA如，

＼
 将这等式的两端除以所述小块的面积 6 后并将后者 ＇＇缩” 成所给的点

变到极限时得
-+ I<入） 心d 入

rotn A = lim .@ 
(u)--+M CT 

因而得以确定向量 rot了 在任何轴上的射影， 这就是说， 不需事先选

取坐标系就能确定向量本身
特别指出， 这里向 量场 冗 产 生一旋度向量场 rot了．

用哈密顿向量 V 可简单地写出旋度的定义 ： rotA = v' x 冗 ［参看向

量积射影的表示式( 2) !].

例 考察某一刚体 的任意运动． 如在它上面固定一点 0( 图 118 ) , 则如在运动学中所证明 的，
在任何时刻刚体点的速度场 了 可由公式 v = v0 + 芍 X r' 来确定，其中 了。 是 “平动速度",

即点 0 的速度，了 是瞬时 “角速度”，而 r 是连接 0 与刚体任意点 M 的位径向量．这一向扯在
任意坐标 系 Oxyz 各轴上的射影将为 ［参看( 2) ]

图 118

0 0 0 Vx 十 Wy Z - Wz Y, Vy 十 吵x - w己， Vz + w式/ - WyX. 

©由英文字 rotation= 旋转而来； 记号 cur! A 也常用 一－ 这是由英文字 curl 而来，表明 ＂慰曲'
©这里容易观察到某种区域微分法 ，让读者去论证它．
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如利用( 9) 式计 算出这一场的旋度的射影，110) 则得 2吵 ， 2wy, 2吵，所以

歹 = -rotv. 
2 

· 307 ·  

因此， 除去一数字因子外， 速度场 了 的旋度恰恰给出瞬时角速度， 由 此就有 ＂旋度” 这一称
呼

670. 特殊的场 在本目 及以 下各目中 ，为了 简单 ， 仅限千考虑 连通的直角形状
的空 间区域中的场，特别是整个三维空 间中的场

1) 位势场 对 千 向最场 了，如果存 在一个数址场 u, 使得 了是它的梯度．

A = gradU , 

那么 了 称 为位势场．
上 述等式 可分 解为如 下三个等式 ［参看 (4) ] :

Ax 
aU aU {JU = —- Ay = —- Az = -
扣 ' ay' {)z '

且与如 下断言等 价： 表 达式 Ax dx + Aydy + Az dz 是 函数 U(x , y, z) 的全微分 ． 原 函
数 U 称 为场 了 的势函数 （或称 为数量势 ）．

进一步解释为我们 已 知 的 [564;641 , 条件 (B)] , 可以 说：
为 使 场 了 是势场 ，必须且 只 需在整个 所考虑的 区域 中成立等式

aAz aAy 8Ax 8Az 8Ay 8Ax 
= = = 

ay az ' az ax ' ax ay ' 

即使得 rotA 为零 _ 1 1 1) 

这样 一来 ，位势场的概念原来和 “无旋＇ 场的概念是一致的．
借 助千 在 564与641 目所 说过的，可以这样来 描述位势场： 沿简单闭路的 环流

量 总是为零 ，沿连接场 中任意两点的曲线 上的曲线积分与曲线的形状无关

势 函数本身可 准 确到 任意常数项不 计以外 ，由 曲线积分

t
i)

儿dx + Aydy + Azdz = t
i) 

A1dl 

确定，其中 曲线 (l) 是 在所考虑的区域中连 接 某一固 定 点 Mo 到变动的点 M的任意
曲 线

所有 这 些 事实都 很 自然 地 可用位势力场的情形时 功的术语来 解释． 众所周知
无论是 在单个的引 力中心的情况， 还是 当是连续分布的质最的引 力时的牛顿引力场
的情况都 是如 此 ．
1 10) 这里假定某个瞬刻 t = t。 是固定的， 而量 心 ， 母， v?, wx , wy, Wz 对坐标 x,y,z看作是常量．
1 1 1) 提醒一下， 对函数 Ax, Ay, 儿 的偏导数的存在性与连续性， 先前已作过假定 ［参看 665 目 ］．
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2) 管 量 场 对 向最场 了，如果存在 向董 万， 使得 了 是其 旋度·- -
A = cot B , 

[670] 

( 11 )  

那 么 向最场 了 称 为管量场或管形场（来 源千希腊文 ao入 和）． 这个等式 可分 解为如下
三个等式 ［参看 (9)式 ］ ：

A三 吧 ＿ 愿 出 ＝ 竺王 ＿ 吧 竺 ＿ 竺
彻 扣 ＇ 扣 OX

, Az = 
扣 ay .

向最 万本身称 为场 了 的 向 量势
现在证明如 下 定 理 它 给出易千检验 管性的条件．
为 使 场 了 是管量 场 ， 其必要充分条件是在整个 所考虑的 区 域 中 成立等式

div A = 0. l12) 

必要性 用计算直接验证 ： 如果A
- -

= rotB ,  那 么 ［参看 (12)式 ］

div A = div rot万 二 卢 － 呾
扣 ay {)z ) 

(12) 

8 {)Bx {)Bz 8 8By {)Bx +- (— - -) + - (— - —) 
彻 az ax az ax ay 

= 0. (13) 

充分性 设等式 (13) 成立． 我们力图 至少求出 (12) 式的 一个特解 (Bx ,By , Bz) 
为了简化 我们先 令Bz 三 0 . 那 么 方程 (12)的前两式成为

aBy aBx =Ax , 一一
az az 

对 z 求积分 给出B无 与凡的 下述 表 达式 ：

=A旷

By = - 1: 儿 (x,y, z)dz + cp(x, y), Bx = 『 书 (x,y, z)dz , 
zo 

其中 Zo一一z 的任意一个容许值， 而 cp(x,y)—— 还应 确定的三 元 函数． 按照莱布尼
茨 法则 对 上 述 积分求导得

8By 
z 8Ax acp 8Bx 

z 8A 
盂 = - 1

0
页dz+ 百 页 ＝ ［。 言dz

为了 满足 方程 (12) 的最后 一式 ，应 用等式 (13) , 得 到 函数 中 这样的条件

acp 

元 ＝ 儿(x,y, zo ), 

由 此利用对x的积分 很容易 确定 cp(准 确到与y 有 关的 自由 项 ）．
112)参看脚注 111).
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这样 一来，我们的断言得到 了证明． 令人引 起 兴趣的还有 ：由 方程 ( 1 1 ) 确定 向
散势 万 的时 候， 任意到 什么程度 ． 如果 万 (0) 是任意一个被 确定的 ( 1 1 ) 的解， 那 么
通解 万由 条件 rot(万一万 (0) ) = 0 确定，且根据 2)卫 可 表 为

万 ＝ 万 (0) 十 万

的形式其中 万 是任意一个位势向最_113)

由 65 2 目的考虑， 可得出结论： 描述 管量场的条
件 ( 13)与要 求 向 量 ］ 通过任意闭的 ［范围 某一立体 V

的］曲面 (S)的 流 量 等 于零是等 价的
现在来 考察一 作为立体 (V) 向 量管 （图 1 19) 界千

它 二任意断面 （岛 ） 及 （岛）之间的一段，以 （岛） 表 管
子本身的 侧面 则由 上所述，

{ff + ff + ff } AndS = O , 
(S, ) (S刃 (S3)

图 119

且在所有情形 下 法线都 向 外． 沿曲面 （岛），显然， An = 0 [665 ] ;  如在断面 (S1 ) 处改
变 法线 方向使它与（岛） 处的 方向一致，则得等式

几, /ndS = fl岛）AndS 

因 此我们得到管董场的如 下性 质 筒形 向 量 通过一 向 量 管的 各横断面 的 流量是一 常
数值； 它 称作向最管的强度．

容易说明，所指出的性质完全描述 了管最场． 这 可以从对向量 了 的散度的公式
(8) 中一下子 推出： 如果把 包含所选的点 M 的立体 (V) , 即 作为向董管的一段，那 么

(S) AndS = 0, 和它同时有 divA = O . 

如果 回到前述的向最场的流 体 力学解释， 那 么就 是 在不 可 压缩流 体的情形， 且

在无源 (div7l = O)的情况 下通过 向量管的横截面的流量对所有 的横截面都 有 相同的

值
3) 任意 向 量 场的分 解 我们 现在说明， 任意向最场 兀总 可以表 为位势向量 千

与 管形向量 了” 之和的形式 ：

刀 ＝ 了＇ ＋ 刀" (rot了'= O, div刀II = Q) 

我们立刻假定 A = grad4>, 其中 中是待 定的数董 函数，等式 rotA' = rot grad4> = 
0 已被 这 一点保证 了 ． 现在 了II = 兀 - grad4> , 因 此 中 应 当 在条件

div了11 = div A - div grad4> = 0 
1 13) 此处与今后 为了简洁 ， 向量场有时简称为向量
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下来 选取． 但是
d' 护巾 护中 护中

1v grad4> = — + - + -扣2 8y2 {)z2 = A4>, 

这里通常 心P 指的是拉普拉 斯算子 ． 这 样 一来 ， 为了 确定 4>, 我们有 二阶 偏导数的方

程 -
6.4> = div A ,  

此方程总是有 解的 （甚至有 解的一个无穷集合）．

671. 向量分析的逆问题 这个问题就是按预先给 定的散度 div 兀 = F(F是数
-+ -+ 

量 函数） 及旋度 rot A = B ,  求向最场 A . 由于 上一目中的 2) , 显然为 了 在所有情况
下的可解性 ，需要条 件 div万 = 0; 我们假定这个条件是 满足的

自然 ［如果 回忆 起 上 一目中的 3)] 是要求出解 ］ 为如 下这样 一组解 才 与 A"
之和的形式：

(1) rot A ' = 0, div了'= F; (2) rot刀” ＝ 万，divA" = 0. 

(1) 由 第一个方程，根据上 一目中的 l ) , A' = grad4>. 为了 确定 4>, 转 向第二个
方程：

div grad4> = F 或
心I> = F,

因 此 中是我们已经 知 道的微分 方程的一个解．

(2)由 于 （ 按假定） div万= 0, 根据上 一目中的 2) , 所考虑的方程组中 第 一个 方
程有 解© 用1i 表示 该方程的任意一个 确定的特解，其通解 可 记为 111 = 1i + 万

的形式， 其中 万 是任意的位势 向量， 万= grad4>. 余 下还要 满足 (2) 组中 第二个方
程 即由 条 件

div了"= div飞 ＋ 凶 = 0 或
凶 = -div丸

确定 cl>.
所提出的问题得以解决． 现在来 研究 在 确定所求的向量 了 时 ，任意的程度 不

难想到 ， 把这样的向最 万分成两个解， 万 满足两个方程：- -
divG = 0, rot G = 0. 

由 其中第二个给出： 万= gradH, 而由 第一个方程得到 �H = O : H是任意的调 和函

数 如果 给定 “边界条 件” ，它 将唯一 地 确定上 述 调和 函数，千是 向最 了 便 可 唯一地
得 到

本目与上 一目中的结果 可以 推广到 一般形状的区域， 但需要 强调的是， 这种区
域应是 满足单 连通要求的这种或那 种类型 要 视具体情况而定．

©请读者注意： 这里的符号与上一 目 中 的 2) 符号不同
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672. 应用 在本 节未， 我们 来 给出应 用向量分 析与向量形式的基本积分公式的
各种例子 ． 我们 从应 用奥 斯 特洛 格拉得 斯基公式 及与之有 关 概念的例子开始

10 连续性方程 重新考察一流体在无泉源时的运动，但一般说来，我们不再假定它是不可

压缩的了． 设流体连绵地充满于空间或其一确定的部分， 我们从流体中割下任一由曲面( S ) 所范

围的立体( V ) . 我们 已知， 在单位时间 内 自 这一立体 向外流出的流量 Q 可以公式( 5 ) 来表示 ． 我
彻们用另 一法来计算这同一植． 如考虑到在时间 dt 内密度 p 改变一值 一 dt, 则立体元素 (dV) 的

8p 
8t 

质植 pdV 就改变 —dtdV, 而整个所考察的立体的质量改变8t 

叶几沪
这一流扯必须在时间 dt 内流进立体； 改变它的符号，便得在这一时间 内 向外流出的流量 ． 最后，如

将流出流量改作单位时间 内，则得出

Q = —ff! 如v
(V) at 

为 了 使 Q 的两表示式相等较为方便，将曲面积分( 5 ) 按高斯－奥斯特洛格拉得斯基公式( 7 )
同样变作三重积分 ． 用此法我们便得

川 ｛竖 + div(p ti') dV = 0. 
(V) ｝ 

因为这一等式对在所考察区域的范 围 内 的任何立体 (V) 都成立，故 由 644,8° , 应得恒等式

靡 + div(p ti') = 0. 

这一等式大家称作连续性方程．

20 理想流体运动 的基本方程 在一般情形下假定在流体上作用着有外力及内力 ． 我们将外

力 节作与质量成正 比 ， 所以，如 了 是作用在单位质量上的力，则在流体元素 (dV) 上有力 pdV了
在作用着．

至千谈到 内力，是指从流体分出来一块( V ) 而其余流体作用在这块上的力 ． 于是理想流体就

可这样来说明其特征： 这些力是沿着立体表面( S ) 的法线而指向立体 内 部 的 法线压力 ． 且这时落
在单位面积上压力 p 本身的大小与压力所加于的无穷小面块的方 向无关，仅与它的坐标 有关． 因

此，如以 cos 入 ， COS µ, COS V 表曲面 向外法线 的方向余弦，则在曲面元素 (dS) 上作用一力， 它在坐

标 轴上的射影为
-pdS cos 入， —pds cos µ, -pdS cos v. 

在整个立体( V ) 上将作用有一力 ， 可由射影

, 
s

t 
cos 入dS — Jls/

cos 叫S, -! !s)
p cos vdS 

来决定 或者如再采取按高斯 － 奥斯特洛格拉得斯基公式的变换，可由积分

, !v) 贵dV, -f f !v) 愿dV, -! 几皇dV
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来决定． 加在流体元素 (dV) 这一部分上的力将有射影

贵dV, -麝dV, -货dV,

因此，作为一向量，可表作
-dVgrad p. 

如现在以 了 表对应千元素 (dV ) 的加速度，则按牛顿运动定律，

---> 

pdVa; = F pd V  - dV gradp, 

于是，最终有
a = F -

P
gradp. ( 14) 

这就是在向量形式下的理想流体运动的基本方程． 如变到在三坐标轴上的射影，它可拆成三个纯

量方程

30 热传导方程 作为最后一例我们来考察一物体在内部热传导的作用下且无热源时的热状
态

如取出由曲面 (S) 所围的一立体 (V ) , 则在 667,2) 中 已 经看到，在单位时间内， 自立体通过
曲面 (S ) 向外流出的热量等于

Q = -/ J kgradnUdS 

(S) 

（我们保留以前的记法）． 在这一式子中变号后并将它变作三重积分，便得向立体 内 部流人的热扯

的表示式

川 div(kgradU ) dV. (15) 
(V) 

这一热量引起立体 (V) 内部温度的改变， 且可换一方法来计算． 在时间 dt 内 温度 U 增加
8U 

dU= -dt 需要对立体元素 (dV ) 输人热量
况

8U 
cd UpdV = c百-dtpdV,

其中 c 表物体在所考察点处的热容量 在时间 dt 内整个立体就要吸收热量

如将它改在单位时间 内，则得

dt//1 cp詈dV;
(V) 

川 另d V:
(V) 

将 (11) 式及 (12) 式等置，便得等式

川 { c卫 - div(kgradU ) } dV = 0, 
(V) 

at 

(16) 

它对取在所考察区域内 的任何立体 (V) 都适合． 于是，与上面 1 ) 中一样，可以断定，在这一区域

内恒有 au 
cp—= div(kgradU ) . at 
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这就是热传导方程

在均匀介质的情况下，它作下形 au 2 

at = a  6-U, 

其中 正 ＝ 左 ，A 表拉普拉斯运算号：
cp 

�U =  + 沪u Efu 沪U
声 玩 ＋ 页 ·

最后，当温度 U稳定分布时，它就与时间无关而满足拉普拉斯方程

�U = O, 

亦即是点坐标的调和函数

现在转到斯托克斯公式及与其有关概念的应用． 这属于液体运动方面的应用．

40 以后，在考察某一时刻流体 内部的线或面时，我们将感兴趣于 ： 在另 一时刻这些相同的流
体小块形成什么样子． 在这种研究中，下一辅助断语将起重 要的作用，速度沿 一 闭 流体路线 的环流
量对时 间 的 导数等 于加速度 沿 同 一 闭路的环流量．

在时刻 to 时考察任一闭路( Lo) = (A。Bo) . 取一确
定 在它上面的点 M。 位置的参数 例如， 弧长 a=A。M。
（图 120) ; 如在时刻 t 时，流体闭路( Lo)=(A。氐） 变成 了
(L) = ( AB), 则点 Mo 所变到的点 M 的位置可由形如

X = 'fJ( CJ, t), y = 劝( a, t), z = x(a, t) ( 0  :( a  ,,;; 万）

的方程来确定
速度的环流量

M 

图 120

J =  IL
)

匹dx+ Vy dy + Vzdz = /" (点 + vy侥 ＋尽） 如。 (17) 

可按莱布尼茨规则对 t 微分：

翌= l
a 

(詈笠 ＋ 譬岂 ＋ 詈轰） 如＋ ／王启+ vy a+ v嘉） 如
＝［ 伈倡+ a怎+ a息） 如丁 (v譬+ vy 譬+ vz笠） 如，。

所得二积分中的第一个是加速度的环流量

f axdx + aydy + az dz. 
(L) 

而第二个可直接计算出来，因为积分号下的式子是

i 曰 ＋ 咕 ＋ 吐） ＝ 扣

对 6 的导数； 它等于

，
 

B

A

 

2
 v

 

1l
2
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在 (L )为闭路的情形时为 0 .
这样，最终有：

dJ 
页 = J axdx + aydy + azdz, 

(L) 
(18) 

这就是所要求证的 ．

50 设我们有一在 20 意义下的理想流体 ． 此外， 还作两个假定： 1) 力 了 有一位势，

即 心一
F = gradU; 

2) 密度 p 是压强的单值函数：©

p = 'P(P) -

我们引 进一量 虳） � 1血．
'P(P) 

8cf? 8cf? 8p 1 8p 
= = -

扣 dp 8x p 扣 ＇

同样，
p

言
8
8
 

1-
P
 

＝
 笠，

 
P-
y

 

8
8
 

1-
P
 

＝
 

吵－
ay

所以
1 grad cf? = -gradp. 
p 

我们 巳有过流体动力学的基本方程 (672(14)]. 现在它可写作

a = grad(U - cf?) . 

如将它代入上面所得等式 (18) 中， 则有

dJ 
石 = I d(U - cf?) = 0, 所以 J = 常数

(L) 

因此，速度沿任一 闭 流体路线 的环流量在 时 间 过程 中 不 变 ． 这是汤姆森 (W.Thomson) 定理

作为一简单推论， 由 此得出 一有趣的拉格朗 日 命题 ： 如所考察的 流体质量在某一确 定 时 刻 没

有旋度， 则 它在任何其 它 时刻 也无旋度 ． 事实上，没有旋度相当于速度沿任一 闭 路的 环流量为零

如这一情况有一次发生 了， 则由 汤姆森定理它就永远如此．

60 现在我们可以来证明有关于 ＂涡＂ 线及 “涡“ 管＠的赫尔姆霍尔茨的两个重要定理了 ． 这

时我们一直保留在 50 开始处所述的假定 ．

涡线保持定理 流体在某一时刻 形成涡 线 的 部 分在运动 的 整个过程 中依 旧 形 成涡线 ．

我们开始对涡面来证明它较为简便 ． 设 (So) 是在时刻 to 时的这样一曲面， 则在它的每一点

处速度的旋度

n = rotv 

©满足后面这一要求的流体有时称作 ＂正压性的' .
＠ 一旋度场的向量线或向量面 （特别，向量管） 分别称为涡线或 涡 面 （特别 ， 涡管） ．



[673] §5. 多重积分 · 315 · 

将在切千 (So ) 的平面中，即 nn = 0. 如在曲面上取任一围成曲面的一部分 (ao ) 的闭路（灿），则

由斯托克斯公式 [669, (10 ) ],

l
初）

匹dx + Vy dy + vz dz = fl
叩）

几dSo = 0 

在时刻 t 时流体表面 (So ) 变成了曲面 (S ) , 它的部分 (ao ) 变成了（叶， 而流体闭路（入o ) 变

成 了闭路 （入），但由汤姆森定理现在

所以 （再由斯托克斯公式）

！ 匹dx + Vy dy + Vzdz = 0, 
（入）

ff OndS = 0. 
(<7) 

由 千 位） 的任意性由此易得出结论心沿 (S ) 恒有

nn = 0, 

所以曲面 (S ) 也是涡面

因为涡线永远可看作两涡面的交线，故 定理得证．特别，由此也得涡管的不变性．
现在已非常容易得到：

涡管强度保持定理 任一 涡 管 的 强 度在整个运动过程 中 保持一常数．

由斯托克斯公式，涡管的强度亦即旋度通过管子横断面的流量可化为速度沿这一断面边界的
环流掀 此时所需结论可直接由汤姆森定理 (50 ] 推得．

我们只预备讨论这样一些应用所引 概念及基本公式的例题了．

§5. 多重积分

673. 两立体 间 的 引 力及位势问题 已 经研究的几种定积分： 简单的 、 二重的以

及三重的，还不能概括分析学及其应用的需要

我们用二立体 引 力 问 题 来说明这一点． 我们将 以 XI , 如 ， ZI 表第一立体 (Vi ) 的

点的坐标， 而 以 功，Y2 立； 表第二立体 （忱 ） 的点 的坐标． 设这两立体质量的分布 以这

些坐标的 函数给出： P1 = P1 (x1, YI 占i) , p2 = P2 伍 ， 的五）． 如在每一立体中分别取出

质扯元素 Pl 也 如 心 及 p2dx2如心， 则 由 牛顿定律，第二立体以力

p1p2dx 1如心dx2如dz 2 包）
rr,2 

作用于第一立体上， 其中 r1,2 是元素间 的距离

r1,2 = ✓ (x2 - x平 + (Y2 - 衄 + (z 2 - z平．

©参看第 306 页脚注®·
＠与通常一样， 我们令牛顿万有引 力定律公式中的 比例系数等于 1.
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因为这一力 自 点 (x心1 心 ） 朝 向点（功，Y2互）， 故它的方向余弦 为 竺二功

r1 ,2 
Y2 一 如 Z2 - ZI 

r1,2 r1 2 
． 所 以第一元素对第二元素的引力譬如说在 x 轴上的射影等于

P1P2 (x2 - xi ) 
rr,2 

dx1 dy1dz1 dx2dy2dz2 .  

第一立体吸引第二立体的合力的射影 Fx 可 由将所求得的 式子对两立体的所有元素
相加得来，亦即可表作一六重积分

凡
= !!!J!J

p1心 (x} - xi ) dx1dy中心如dz2 ,
r1 ,2 

它是展布在点 (xi , y卢1 ' 功，Y2 五） 的 六 维 区域 ( V) = (忆） X (岭） 上的， 其 中
(x1 , Y1 五） 取 自 （忧），而 (x2 , Y2 五） 取 自 (½) . 其它二射影亦可同样地表示．

与此相像，最
p1p2dx1dy1 dz1 dx2dy2 dz2 

r1 ,2 

是一元素在另一元素上的位势． 将这些式子相加，得一立体在另 一立体上的位势又
作六重积分的形状 ：

W
= !!!!!! 竺dx1dy中心如dz2 .

(V) 门 ，2

如两立体相重， 则类似的积分被 2 除（因为否则每一对元素就被算了两次！） 就给出
立体在 自 身上的位势

举一例 我们试来计算一均匀 (p1 = P2 = 1 ) 球体 泸 ＋ 沪 + z2 � R2 在 自 身上 的
位势， 即计算积分

W。 = � !!!!!! 心如心dx2dy2dz2

r1 ,2 
叶+Yi+zi ,(R2

咕＋的+z扛R2

可 以这样进行计算： 球体 动 + Y� + z� � 炉 在一坐标为 X1 , YI , Z1 与中 心相距
r1 = v'叶 + Yi + 叶 的一元素 dx1 dy1dz1 上的位势我们是巳经知道的 [650 ,12)] 它可
表作一三重积分且等于

（加R2 一 产） dx1 dy1 dz1 . CD 

剩下的就是要将对球体 畔 + yf + z? � 炉 的一切元素的同样式子相加， 即还要取一

个 三重积分： 川 （加R2 一 扫） dx1dy1dz1 

叶+y'f+z'f ,(R2 

©应该考虑到 这里所计 算的位势所加在的点的质量不是 1 而是 dx1dy1dz1 ; 此外 ， 这里 ri 是取
在早先推出的公式中的 a 的地位．
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变到球坐标时 ， 这很容易做出来 最后得

1 6  Wo = -
15 

产RB .

在这一情况下， 六重积分的计算化为了 两个三重积分的计算 ， 并且其中 之一 巳
经是知道了的

虽然在大多数情形 下只引用与上面所研究的积分的样子相像的东西， 但现在我
们仍转而建立此处所处理的一般概念．

674. n 维立体的体积 - n 重积分 与在定义简单 、 二重 、 三重积分时我们利用
过线段 长 、 平面 图形 面 积 、 空 间立体体积诸概念相像， 在 n 重积分定义的基础中 有
n 维区域体积©的概念． 对于最简单的 n 维区域-n 维长方体

它的诸测度的乘积

[a1 , b1 ; a2 , b2 ; · · · ; an , 加］ ，

(b1 - a1)(b2 - a刃 · · ·(bn - an )  

(1) 

称作体积 由 有限个这样的长方体组成的立体其体积应如何来了解 自 明 ． 可初等地
证明： 这种立体的体积与怎样将它分为长方体无关．

考察内接于一 巳知 n 维立体 ( V) 以及外接千它的这种 “长方状“ 立体时 ， 用常
用的方法可建立立体 ( V) 的体积 V的概念 ［比照 340} .

我们将只处理体积存在的立体； 对于 由 光滑的或分片 光滑 的 曲面＠所围的立体
它根本是存在的， 特别 对千最简单的为我们所熟悉的 n 维 区域 一一九 维单纯形

以及 n 维球体

XI � 0, X2 � 0, · · · , Xn � 0, XI + X2 十 ． ． ． 十Xn � h

叶 ＋ 咕 + · • · + x;, � r2 

体积都存在； 以后我们 要计算它们的体积的 [676, 1 ) 及 2)) .
设在 区域(V) 中 给出一 n 个变量的函数 J( x1 , 功， ． ． ． ， 五） ； 则将这一 区域分成

许多元素部分 ， 并重复我们所熟知的其他运算 ［参照 643] , 便得 n 重积分的概念：
n 

I = ! · · · !  厄 ， 功 ， ． ． ． ， 五） dx1 dx2 · · · dxn.  
(V) 

(2) 

©我们决定保留这一术语 ， 虽然它的意义当然随 n 而变化： 问题是 "n 维体积'' . 也可以用 ＂广
延＂ 、 ＇＇度掀＂ 等类似字眼来代替它

©这里所称光滑曲面就是在 n 维空 间 中用 n - l 个参数的 n 个参数方程所确定 的图像， 且在方
程中写出 的参数函数与其各偏导函数都必须连续， 又导函数矩阵的第 n - l 阶行列式必须不同时
为零
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在积分号下函数连续时它必定存在．

计算这样的积分 可化为计算重数较低的积分，直到许多简单的积分． 当积分 区
域(V) 是一长方体(1 ) 时 类似于第 645 目 公式(10) 的公式成立：

b 1  

I = i
1 

dx1 1:
2

妇 · · · 1:
n f(x1 , 砱，· · · , Xn) dxn . 

对于形状更一般的 、 由不等式

叶 �X1 � X1 , 动(x1 ) � x2 � X2(x1 ) , · · · , 

咄(x1 , · · · , X正 1 ) �Xn � Xn(X1 , · · · , x九一 1 )

所围的区域 与第 646 目的公式(1 0*) 相似的公式可以应用：

I = /
Xi 

dx1 f心(xi ) dx2 . . .  !
Xn (X1 , - · · ,x九

一

i ) f(x1 , 功， 心） dxn 
畔 吽伈） 式(x1 , - · · ,五-1 )

(3) 

(4) 

用类似的方法，与第 646 目 中公式(8*) 及(1 1 * ) 相似的其它公式（对于相对应
的各种样子的 区域，在 每一情况下都不难确定）亦皆成立，其 中计算 n 重积分化为了
逐次计算若干重数较低但和为 n 的积分．

整个这个可与 n = 2或n = 3 的情形完全同样地证明，并不 要引用任何新的思
想，所以没有必要在这一点上耽搁下来．显然不用再作什么说明如何来定义反常n 重
积分以及如何在它们上面来推广上面所提到的一些公式．

附注 可以对 n 个 变量的函数来建立展布在一 n - 1 维 曲 面上的 积分的概念 ［参
看第 676 目 例 3) 及 1 6) 的附注］． 由于这题 目的复杂性我们这里不 可能来讨论它了 ．
我们只指 出 ： 奥斯特洛格拉得斯基 —— 在 推广第 651 目 公式(4) 时 - 已 建立了
一关系式 连接 了取在 一闭曲面上的这样的积分与展布在 由 它所围的立体上的某一
n 重积分．

675. n 重积分中 的变量变换 这一问题我们将多少详细地讨论一下． 设已 知
两 n 维区域X1叩 . . , x九 空间 中的(D) 以及 5心 . . · �n 空间 中的(�) , 每一个是 由 一
连续 - 光滑或分片光滑 - 曲面围起来的 假定在它们之间用公式

: ::-� ���:iI: :. _ :::t l (5) 
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确立一一 对 应则在对于 各导 函数通常的假定 下以及限 定 雅 可 比式

8x1 

氓1

J= D(x1 , x2 , · · · , 环） - 1 OX1 

D( 6 ,  令，. . . ' en )
- [)令

OX2 
氓1

OX2 
灰2

OXn 

氓1

8x11 
氓2

扣1 8x2 8xn 

氓n 氓n 灰n

符号不变时 在 (D) 中 连续 的 函数 f也，功，． ． ． ，五） 的积分 可 按公式

厂7 f(x1 , · · · 心） dx1 · · · d Xn 
(D) 

＿ 

· 319· 

= f · · · f f(x1 知，． ． ． ，句，· · · ,xn( 6 , · · · , �n))IJ哟 . . . 咚 (6)
(D) 

来变换，它完全类似于 二 重 及三 重积分变换的公式 (609( 21);661( 8)) .
我们用数学归纳 法来 进 行这 一公式的证明 ． 因 为 对 n =2 及 n= 3 它 已 经建立

起来 了，所以只要在假 定对 n -1 重积 分的 类似变换公式为 真后去求证 对 n 重 积分
亦真 ．

妘
不 失一般性 可以假定 偏导数 一－ 中 某 一个 符号不变 （否则就 只需将区域( �)分

氓k
OX1 成若干部分， 在这些部分 中它成立），设这是导数 —- .
氓1

在所提出的积分 (2) 中取出 对 X1 的积分 后， 可 将这 一积分 重写 为

n- 1 

( dx, 勹
四 ）

f(x, 心,, . . .  五）dx, · · · dxn ; (7) 

这里 (Dx, ) 表 对应于 固 定 值 X1 的变量 X2 , . . . , Xn 变 动的区域．
将方程( 5) 中的第一个 对变扯 6 解出来，表它 为 X1 心，··· , En 的 函数：

6 = �1( X1 , 令，． ． ． ，切，

并将这 一式子代入其 余的公式中 ． 这样 我们便得到新的变换公式

X2 = x2( �1 (x1 , 6 , . . .  , En ), 6, . . . ' e九） ＝ 万2(x1 , 6 , · · · , En ),

吓 ＝ 咚
(
�;, ,, , : :,ni: ,: 匋 ＝ 盂ix;:,:, : : :, Sn) l (

S

) 
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自 这些公式 出发， 将 (7) 中里面的 n - 1 重积分变换到变量 6, · · · ' �九， 这 由 假
定可按照与 (6) 相似的公式来做． 我们得到积分

(az, 勹也 ， 花 ( x, 心 ， ． ． ． 心）， ． ． ． ，
(�x1 l 

盂(x1 , 6 , · · · , En) ) IJ* 攸沁 . . . 必n , (9) 

其中
库
忘

．
 
．

 
励
忘

J* = D(瓦 ， ． ． ． ， 瓦）
D(6 , . . · , En) 

脰2 脰n

氓n 氓n

现在在它里面将对XI 的积分放在第一个位置：

九 — 1
＿ J . .  · J 如 · · · dEn /

Xi 知 ， 品 ）

J(x1 , x2 (x1 , 6 ,  . . · , 匋 ， ． ． ． ，
(�•)  

畔（七 ， ． ． ， 品）

瓦(x1 , 立 . . · , En)) IJ* J dx1 ,  

并在里面的积分中按公式 (5) 中第一个将 自 变量XI 改为变量 ＆（当 固定 6, · · 心
时 ） ． 我们得 到

九 — 1
＿ J · · · J 心 · · · dEn f郅令， ,

�
n ) f (x1 伯 ， 6 , · · · , 匋 ，

(�*) 
砰（仓， ． ． ， 品）

扣1哗 ， 令 ， ． ． ． ， 总 . . . , x知 ， 6, · · · , 句） I J* ¾ I 如 ，

或者， 还原到 n 重积分时：

n 
＿ f ;j厄（＆ ， ． ． ． ， 句 . . . , x芯 ， ． ． ． ， 匋） 尸 梵 I 必 . . · di;n-

为了 要得到 (6) , 剩下的 只 要证明恒等式

J = J *
8x1 
氓1
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但将复合 函数 (8) 对 妇，. . . ' ,;九 微分并 对 函数 �1 的导数表示式利用隐 函数微分 法 规
则时 求得

OXi OX1 
加i OXi OXi 灰·1 OXi 灰·1 次诔－－－ ＝ －－－ ＋ －－ －－－ 一一一＝ 
氓k O�k 86 氓k 氓k OX1 

氓1

(i, k = 2, , n) .  

所以，如在行列式 J 中 在第 k 列元索上 ( k = 2, . .  · , n) 加 上相 对应的第一列元索的
OX1 

－ 卷f 倍 则它作下形：

氓1
OX1 ox2 OXn 

氓1 氓1 氓1。 脰2 脰n

氓2 氓2

。 8 瓦 脰n

灰n 氓n

由此 可 见，它等 千 J*
彻1

氓1
' 这 样证明就 完成 了．

注意，我们 暗暗 地假定 了 n - l 维区域 (DxJ 及 (6.x1 )每次都 是由 一个连续 的 、
光滑 或分 片光滑的（ 在所 对应的空间内 ） 曲面所围 起来 的 事先 将区域 (D) 并 与它
同时将 (6.)分 裂为若干部分 后，总 可以达到使以上所述 至少 对每 一部分分开来 看 为
真 公式 (6) 既 对 这些部分成立将 对 整个区域放 在 一起也成立．

用通常的 方法，变扯变换的公式 可 推 广到 反常积分的情 形

676. 例 1) 求n 维单纯形 (162)

( Tn) : X1 � 0, · · ·, Xn � 0, XI + X2 + · · · 十 Xn ::;;; h 

的体 积 Tn .

解 我们有

n 
户

Tn = / ·  · ·/ dx 1dx 2· · ·dx n = 1
h 

dx 1  1
h-xi dx 2 · · · 1

h-xi _ , , , _ 气 1
dx n 

(Tn ) 

在这些单 积分中用公式

X1 = h6, X2 = h6,·· · ' Xn = hen , 
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逐次变换变量，且不 必利 用 一般公式( 6) ,便得结果

Tn = hn 
1

1
必1 1

1-�, 
如 1

1 -矿 -�n-1
d en 

n 
尸一一人一一、

= hn J . .  · J 必 . . . 咚 = a扩，

{1 ;;,D, · · · ,{n ;;,D  
{ 1  + · ·+{n ,,; 1 

其中 an 表示与所提出的积分相类似但对应于 h = l 的积分的值．

而从另 一方面，我们有 （顺便利用已得的结果）

On � [ d/;n 勹 如 d /;n- > � 知_, [c1 飞） 九一

'di;. � 气
{1 ;;,D, · - · ,{九一 1 ;;,o
{1 +- - -+{九 ,,;1 -扣

所求得的递推关系式 （注意 a1 = 1 ) 给我们

1 
an = — 

n! ， 

所以最终有
hn 

Tn = - . 
n! 

2) 求 n 维球体 [162]

伲） ： 叶 + x� + · · · + x! ::;;; R
2 

的体积 Vn

解 这一个 问题是要计算积分

n 

Vn = ! · · ·! 心dx 2 · · -dx n . 

叶＋弓+"•+x扫R2

令

Xl = R6 ,  功 ＝ 皮2, · · · , Xn = 皮n, CD 

易得 Vn = {3九旷，其中数字系数 f3n 表半径为 1 的 n 维球体体积．

为要确定 /3n 我们进行变换

n 
＿ 

/3n = J · · · J 必 咚 = i

1

1
咚

歼+- · ·+{扛 1 芍＋ ＋社 ,,; 1 -{�n-1  

n-l 
＿ ! · · ·! d 6 · · ·d e忙- 1 '

＠这里同样一般公式 (6) 是不需要的 将重积分按公式 (4) 表成逐次积分的形状后，就可以再在
每个单积分中分

开

一个个地变换变量
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里面的积分代表半径为 《仁飞团 的 n - 1维球体 的体积，因此等于 9九 一 1 (1- 社） 吁
上

． 代入，又

得一递推关系式

或 ［参看 534 ,4)( 6)]

/3n = 2f3n-1  / � sinn 0d 0, 。

/3n � fi正
' � : /�\

因为 趴 = 2, 故 简易 的计算就给出

而所求体积等于

T兮
/3n = r (!2 + 1) 2 

7f兮
Vn =

r ( !!'. + 1)
旷

2 

对于偶数的 n 以及奇数的 n 得到公式
m 

V 
冗．

2m = -R2m 

m! , 
2c21rr v加+i= R2m+1 . 

(2m + 1) !! 

4 
特别， 对于 V1 , V2 , 坏， 自 然就求得熟知的值 2R, 1rR气 -1rl牡

3 
3) 计算 （反常 的！） 积分

n
-

l 

S = J . . . J dx 1 · · ·dx 九-1
✓ 1 -x f 一 . . . -x � 一1

叶+· ·+式一 1 勺

解 将所提出的积分变换为：

S= J · · · J dx 1 · · -dx 九-2 X 

叶+ · •+x;_2,,; 1

. ( n > 2) . 

！了三 dx 九 一 1

＿✓ 1-叶 － 弓-2 ✓1 - X1 - · · · -x ;�� - ;;_1 
. 

里面的积分现在等于 7f , 所 以 ［参看 2)]

S = 1f f · · · f dx 1 · · ·dx 九-2 = 顽n-2 = � ­
r ( :!:. 

叶+ · •+x;_2:%; 1 2) 

附注 很有趣的我们指出， 刚才所计算的积分差一个因子 2表示 n 维球面 叶 + . . .  十 式 = 1

的 面 积． 不作详细探讨，我们提一下，在以显 式给出曲面

Xn = f(x 1, · · · , X九 一 1 )
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时， 其 中点 (x1 , · · · , Xn- l ) 在一 n - l 维区域 (E) 内变动， 这一曲 面的面积可表作积分
n- 1 

1 + (臣） 2
+ · · · + (卢） 2 

dx1 • · · dx九-1 ,CD

特别， 对半球面

我们有

Xn = ✓ 1 - Xi - ·  · · - x;,_1 , 

J · .  · J dx1 · -
�:Xn- 1 

叶＋．＋咕-1 勺

= !" ·! 心 . . , dx九-1
✓1 - Xi - . . • - xf _; · 

叶＋ ＋式一 I ,,; 1 

因此， 半径为 1 的 n 维球面面积等千 27f{3九-2 ; 在半径为 R 的球时， 其面积显然是

7f 一

2邧-2R九一 1 = 2一牛-R九一 1 .
r 灯）

这一结果是属于雅可 比的
4) 求证狄利克雷公式

J · · · J 式i -l • • • x�n- 1 dx1 · • • dxn = r如 ） . . . r(pn) 
r(p1 + · · · + Pn + 1) 

(P1 ,  · · · , Pn > 0) . 
x1 , · · · ,xn ;;,o 

Xl + - · ·  十xn ,,; 1

由 于
当

n = 2 时公式已 经确立起来过 [597,12) ;617, 14)] , 我们将应用数学归纳法． 设它对
n - l 重积分正确 ． 将公式左端重写为形如

f
l 

X炉-l dxn。
n- 1 

J . . · J 畔, - i . · · X��1'-1dx1 · · · dXn-1 
Xl , " ' ,x九一 1 ;;,o

x1 +" · 十工九一 1 ,,; l-x九

后， 在里面的积分中进行变换

X1 = ( 1 - 环）6 , · · · , x九- 1 = ( 1  - 环）en- 1 , 包）

再应用狄利克雷公式到 n - 1 重积分． 我们将得

阳） . . . r(p九一 i ) /
1 

X尸 (1 - 五）P1 +·+匹- 1 dx正
r(P1 + · · · + P九- 1 + 1) 。

©它的结构完全与平面曲线弧长 的公式 [329,(4a)] 以及曲面面积的公式 (626,(5)] 相像， 在这两
种情况下考虑的都是显的 已知式

©参看第 322 页上脚注
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如将积分用它的 r 表示式：
r(pn)r加 + · · · + p九 一I + 1) 
r(p1 + • -. + p九-1+ Pn + 1 )  

来代替，便得所需结果．

5) 容易推广狄利克雷公式：

勹 式i -l . .  -x �"- 1dx 1 • · · dxn 

x 1 , · · · ,x九 ;;,o
侵） <>1 + · ·+ 国）知,,; 1 

＝ 吓 . . - a�" r (恩） - r (笠）
a1 · · · an r (恩 + · · · + 归 + 1) 

(a; 心;, p, > 0). 

如变到新的变量 (; = 俨）"'• (i =  1, 2, · · ·, n) 心 这一公式就化为已证过的公式
a; 

特别，当 PI = . . .  = Pn = l, a1 = . .. =an = 2, ar = . . .  = an = R 时， 由此又可得到 n 维
球体体积 忱 的公式气参看 2)) .

6) 特别指出在 n = 3 时的狄利克雷公式：

x p- ly q-l z r-ldxdydz = 
吵Cr f 臼） r (!) r 亿）
吵 r E+ i+ !_+ l 

停 ）"'+( 书 )/3+( 亏）飞 1
(a {3 'Y ) x ,y,z;;,o 

(p, q, r > 0) ,  

它在确定所述形状均匀立体 的体积 、 静矩 、 惯矩以及离心矩时都有用处．

例如 对椭球体 (x
2 y 2 z 2 

-) + ( b ) + ( -) :;;; l (a = /3 = "( = 2 包含在第一卦限内 的部分，我

们得到 （将密度 算作 1):

对 p = q = r = l .

v - 宁 [:wr - 飞abc,

2) 
对 p = 2, q = r = 1, 

Myz = 空
r( l) [骨）r 

8 r(3) 
＝ 工 忒be,

16 

对 p = 3, q  = r = 1, 

lyz = 王飞） ［骨）r 
8 r (D 

7r 3 = -a 
30 be, 

©参看第 322 页上脚注．
©只要注意到 ， 在限制于变量的正值时， 狄利克雷公式仅直接给出体积的 志·
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对 p = l , q = r = 2.

Kyz = -ab吩 r 且） 兀(1)]2 1 ＝ 一ab吩 ， 等等．
8 r 店） 15 

7) 求证刘维尔公式 (p1 , P2 , · · · , Pn > 0) :  

＝ 

n ， J · · · J 严 + · · · 十 环）卢卢 · · · X炉 一1 dx1 dx2 · · · dxn 

气 ， ． ． ． ，气 凶
五十· · •+x长 1

r(p顷(p2) · · · r(pn) /
1 

ip(u)uv1+v叶 · · -+Pn -l du,
r(p1 + p2 + • · • 十 即） 。

其中假定了右端的单积分绝对收敛．

[676] 

对 n = 2 这一公式已经知道 (597,16) ;611,17) ;617,14)]. 设它对 n - l 重积分为真． 被证公
式的左端可重写为：

如令

九一 1， J · · · J 
气 ，… ，五- 1 ;;,0

气 十 · · • +x九 一1 's 1 

年 一1 . . . 式守
一 1 dx1 · · · dXn-1 

X /
1 -王 －

五- 1 产 + · · · + 压）x�n - 1 dxn . 。
劝(t) = /

1 -t ip(t + 环)x卢n -ldxn ,

则里面的积分此处可用 劝(x1 十 ． ． ． 十 X九 一 1 ) 来代替， 因而由刘维尔公式应用到这 n - l 重积
分上去， 它可表作：

阳 ） . .  · r(p九 一 1 ) /
1

劝(t)tPl+· ·+Pn-1 -ldt. 
r(p1 + ·  · · + Pn- 1 ) 。

将 劝(t) 换作它的表示式， 我们就将所得的逐次积分变换为二重积分：

ff cp(t + 环）tPl +- · ·+P九
一 1 一 1 x�" - 1 dtdxn ,

t ,xn;;i,o 
t十Xn 's l

要想得到所需结果 ， 只要应用 已证得 的公式到这一积分上去就行了．

8) 由此将容易得出 更一般的公式：
n 

J · · · J 'P (倍）ct1 + . "  + (卢）<tn
) 叶i -l ' x�n - 1 dx1 ' · · dxn 

气 ,. . .  ,x心 0

侍） a
1
+·+ (的） “飞 1

＝ 叶 . · · a� 九 r 停） .. . r (岊） 1 红 +· · 产 1

a1 · · · an r 俨 + · · · + 匹 。J ip(u)u 勺 吐 du

a1 an
) 
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（假定所有的数 ai , a; , p; 为正的） ．
这一公式， 例如， 可用来计算下列各积分， 并同时附带确定 了它们的存在条件：C

(a) 

九

J · · · J  ( 1 —飞 �

1

�
·
.
·
.�� 

九

:�

九

） µ dx1 · · - dxn 

XI , · · · ,Xn �O 
式' + · ·+戎飞 1

1 r (赞） r (归） r(l — µ) 
et1 . • . 

Ctn r (1 — µ + � + - · · + 归）
（当µ < l时） ；

(6) 

九

＿ .! " · .! 叶己 ， . . 式,,
-

1

(xf1 + . . · + X宁 ）µ
dx1 · · · dxn 

x, , · · · ,xn �O 
xc,1 + - ·+x: 尸1 ,;; 1 

1
 

r (恩） r (卢）
0:1 · · · a九 （忍 ＋ 主 - µ) r (忍 ＋ ＋ 归）

（加 ＜ 恳 ＋ ＋ 岊叫 ，

(B) 

九

－ 
"'1 一1

/ · · · / 年 式n -1J� � :�l — — x:: dx1 · · - dxn 
1 

+ + xn 
x i , · · · ,xn �O 

x尸 ＋ ＋式飞 1

＝ 五卫） • (归） 上 ｛ 飞） - r (婴 飞）
2 u, · • · On r(m) r (婴 + D r (婴 + 1) } , 

其中为简便计已令
Pl m = — + · · Pn · + — . 0:1 Cl:n 

9) 用数学归纳法求证公式：
九

＿ ! · · · ! 严 + · · · 十 Xn) X尸 . . - x� 九 一 1 dx1 · · · dxn 

(a1 x1 + · · · + a芯n + b)P1+ · · -+p
九

x 1 , - · · ,xn �O 
x 1+ · · ·  十Xn ,;; I
r仍 ） . . .  「如） uPl +"-+Pn -l 

= r(p1 + . .  十 即） 1 ¢
(u) 

(a 1U + b)P1 · · · (anU + b)Pn 

［参看 611 ,18) ; 利用 534,2)] .

10) 按照柯西那样， 我们指 出计算重积分

(a1 , · · · , an � 0, b > 0) 

K = Joo · · · loo xr1 - l _ _ _  x�n -l e~<a凸 +· • -+a九五 ）

0 . 。 (bo + b过 1 + · · · + bn吓）q
dx1 ·  · · dxn (p, , a; , bi , q > O) 

＠ 因 为刘维尔公式中左端及右端的积分或 同时收敛或同时发散 ．
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可以怎样化为计算一单积分．
由 已知 的公式 (531,(13)] ,

00 1 1 = _ e-u(bo+b1x 1+ · · ·+bn五）uq-1 
du. 

(bo + b1x1 + · · · 十 三）q r(q) 1 
将它代入积分 K 中并改变积分次序 我们可将它表作

K = J
oo 

e-b。uuq-1du

XO { 1~ '- (o ' +o, •)a, Xi' -( dx, . . - 1~ e - ("• +0. o)o, X:,• - (dx,. } 

或者， 最后， 如对在括号中 的积分再利用上述公式：

K = 阳 ） . . .  芷）
J

oo e-bouuq-l du 
r(q) 。 (a1 + b1 u)P1 • · · (an + bn u)Pn 

这一结果对 bo = 0 亦成立， 但须假设 Pl + · · · + Pn > q. 
1 1) 试计算积分

压 = J . . · f (a1x1 + . . · + a芯n)2kdx1 · · · dxn , 

叶＋ … +x红 1

其中 2k 是一偶 自 然数， 而 a1 , " · , an 是任意的实数．
首先， 由 多项式定理的公式， 我们有

(a1x1 + · · · + a吐n严 ＝ 区 2k !

入1 ! . . .  丛！入1 +·+入n=2k

a�1 • • · a炉沁 · · X炉

[676] 

如沿球体 叶 + • • • + x;, ::;;; 1 积分， 则指数 入 中至少有一个为奇数的那些项其积分为零 因此

压 ＝ 区 2k!

2µ1 ! • • • 2µn ! a
严 . · · a沪 . .  X严 . . 动气拓 · - dxn ,J J 

1'1 +- ·+压 =k 叶＋…+x红 1

但由推广 了 的狄利克雷公式 ［参看 5)], 所写出 的积分有值©

这里令

经变换后得：

r (µ1 + D • . • r (匹 ＋ 占）

r 伺 + k + 1) 

中心） = (µ 书 (µ — D · · · ½  石 = (2µ 
� — � 1) ! !  石，

压 = (2k - 1) ! ! 1r 兮 区 k ! a严 加n
2k r (i + k + 1) µ, 叶 +µ,n=k 伈 ＇ 匹 ＇

an 

(2k — 1)  ! ! 7r号
2k I' 广 + k + 1) 2 

(ai + · · · 十 忒）k _ 

©这时应该注意到， 狄利克雷公式中假定限制于 XI � 0, 心n � O; 所以 由 它所给出 的结果必
须还要乘上 2飞
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这一积分首先是索宁（虽然是用另一方法） 计算 出来的． 在注意到积分
n 

户一一入一一、

压 + 1 = J · · · J (a心1 + · · • + a产）2k+l dx1 · · · dxn 

叶＋…+x红 1

恒等于零后， 索宁借将指数函数展开为级数的办法并逐项积分便得到这样一积分的值
n 

! · · · ! e年 1 +

叶+· - -+x红 1

其中为简便计已令

00 

+anXn dx1 · · · dxn = 7r兮 区 l p 2k 

k=O k!I' G + k + l) 灯） ，

p = ✓ 叶 + · · · + a� .

对偶数的 n = 2m, 这一结果可重写为

产
产

1 (勹 2k (加）m
产

勹 ） 望 2k+m 伽） 号

k=O k!(k + m)! 2 = 
(ip)m k! (k + m)! ( 2 ) = 芦了 Jl (ip) ,

k=O 

· 329 ·  

n 
亦即可以虚变元的附标为 m = - 的贝 塞尔函数 [395,14)]来表示． 但是， 必须指出 ， 如将任何附2 
标的贝 塞尔函数放入考察之中， 则所得结果 同样对奇数的n 依然有效．

12) 现在我们转向将变量变换的一般公式(6) 应用到计算重积分的例题．
很 自 然 的， 首先是由 公式

X1 = r cos <p1 ,  
x2 = r sin <p1 cos <p2 , 
邓 = r sin <p1 sin <p2 cos <p3 , 

Xn-1 = r sin <p1 sin <p2 · · · sin 'Pn-2 cos i.pn-1 ,  
Xn = r sin <p1 sin <p2 · · · sin 'Pn-2 sin 'Pn- 1 

(10) 

所得的广 义极坐标变换． 如在 x心2 · · · Xn 空 间 内 考察一球体叶 + x� + • · • + x;, � R2 , 则在新的
r<p1 · · · 妇-1 空间 中显然可使长方体

0 � r � R, 0 � <p1 � 7f ,  · · · ,  0 � i.pn-2 � 7f, 0 � 吓-1 � 27f

与它相对应； 如 只 取球体的对应于由 X1 ?! 0, X2 ?! 0, · · · ,  Xn ?! 0 所 围 的部分， 则所有 的角
因 · 产 1 的变化就限制在区间 [o, 2J 上

变换的雅可 比式
J = D(x1 , x2 , · · · , 环）

D(r, 'PI , · · · , 'Pn-I )  
直接 由定义来计算非常麻烦． 所以我们用一曲折的方法来计算它． 由公式 (10) 容易导出方程组：

Fi 三 r2 - (Xi + x� + ·  · · + 式） = 0, 
F2 = 产 sin2 <p1 - (x� + · · · + 式） = 0, 
F3 三 产 sin2 <p1 sin2 <p2 — (x� + . . .  十 式） = 0. 

F 2 - 2 - 2 2 
n 三 r sm <p1 · · · sm 'Pn- 1 - .Tn = 0. 
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反过来，对于这一组来说，函数组( 10) 就是解．在这种情况下由第 210 目 8) 中的公式

D (F1 , F2 , · · · , 凡）
D(x1 , x2 , · · · ,  环） ＝ （— l) n D(r, tp1 , · · · , 产-1 )

D(r, tp1 , · · · , '-Pn-1 )  D (Fi , F2 , · · · ,  凡）
．

D (x1 , X2 , · · · , Xn) 

后面这两行列式可立刻计算出来，因为都可化为对角线上各项的乘积 ， 它们分别等于

D(Fi , · · · , 凡）
D (r, tp1 , · · · , 产-d
= (- l) n2nr2n-l sin2n-3

'Pl cos 'Pl sin2n-S i.p2 cos i.p2 · · · sin 'Pn- 1  COS 'Pn-1 ,  

D(F1 , · · · , 凡）
D (x1 , · · · , 吓）

= 2nx1叩 · · · Xn 

= 2九产 sinn-l tp1 cos 'Pl sinn-2 tp2 cos tp2 · · · sin 'Pn-1 cos 釭-1 ·

因此，结果有

J =  
D(x1 , 功， ． ． ． ，环） 九-1 • n-2 . n-3 = r sm <p1 sm <p2 • · · sm 

D(r, <p1 , · · · , 你-1 )

作为一例考察积分

G =  ! · · · !  
叶+·+x扛 R2

f( J叶+ · · ·+ 式）dx1 ·  · · dxn, 

'Pn-2 -

如采用极坐标变换，则它的计算可直接化为计算 n 个各不相干的分开的积分：

G =『 rn勹(r)dr · ,,. sin九-2 tp1 dtp1 · · · sin2 吓-3心n-3。 1 1" 
x sin 你-2心n-2 · J

坏

心n-1 •J" 
0 0 

如利用计算正弦幕积分 (534 ,4),6)] 的公式：

化简后则得

1" sina -1 击 = 2 1 告 sina- l 'P心 = ,Ii 
r lf)1 r (丁）

T 兮 R

G = 2了［ 勹(r)dr,

所以问题就化成计算一个对 r 的单积分了 ．

(676] 

习 题 2) 及 3) 的结果可作为特殊情形包含于其中．反过来， 所得结果又包含在 8) 中刘维尔

公式内 ．
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13) 如将公式 ( 10)平方，并将 叶，x� , . . . ' 式 换作 X1 , 功，． ． ． ，环， ＠ 而 将 产，sin2 <p1 · · · ,  

sin2 'Pn一 1 换作 u1 , u2 , · · · , 妇，则得这样一组关系式：

x1 = u1 ( l - 迈），

X2 = U1 迈 ( 1 - 四），

Xn- 1 = U1迈 . . . 四- 1 ( 1 - Un ) ,  

X n  = U1U2 · · • Un . 

( 11 )  

变换 (11) 因而在 某种意 义上相当于极坐标变换 ( 10). 在 n = 2 时，雅可 比 曾 应用它去证明
B 及 r 函数间所 已 知 的关系式 (617, 13)] .

应用变换 (11 ) 到刘维尔公式 7) 左端的积分中后，可 直接证明它． 单纯形

X1 � 0, X2 � 0, · · · ,  Xn � 0, X1 + · · · +  Xn � 1  

这时与 U1 · · · Un 空 间中 的立方体 (0, 1 ; · · · ; 0, 1] 相对应． 变换的雅可 比式等于

1 - U2 迈 ( 1 - 四）
—U1 u1 ( l  - u3 )  

J = 1 
。 U1U2 

。 。。 。

迈 · · · Un-1 ( 1 - un )

U泣3 ' · · Un- 1 ( 1  - Un )  

U1 · · • Un- 2 ( 1  - Un )  

-u1 · · · Un- 1 

U2 · ·  · Un 

U1 U3 · • · Un 

U1 · · · Un-2Un 

u1 · · · Un- 1 

如在每一行 的元素上加上所有以后各行相对应的元素，则所有在对角线下面的全部元素都换作 了

零，而在对角线上的元素就等于

因此，最终有

l , u1 , u1迈，· · · , u1 · · · U九 一 l •

J 
n- 1 n- 2 = U1 U2 · · • Un- 1 • 

由公式 (6) 我们 的积分就化为

r A 、

／ ． ． ．『 王）u1;1 切 + · · · +Pn - 1 ( l  _ 迈）P1 - l 

X U�2 +· · · +Pn - l  . . .  ( 1  _ 彻 ）Pn -l - l u�n - 1 du1 • • • dun , 

而这 已经表作许多单积分乘积的样子，剩下的就很明显了 ．

14) 同一变量变换可以得到一变了形的刘维尔公式． 其中 n 重积分是展 布在无 穷区域上的：

＝ 

厂7
c.p(x 1 + x2 + · · ·  十 Xn)xf心尸 . . x�n -

1
年如 · · · dXn 

气 ， · • • ,Xn 凶
x 1 + • -+xn � l 

r( p顷（即） · · · r( Pn) 00 

／ 叩）UP1 +P2 +… +Pn -l du; 
r(p1 + P2 十 ． ． ． 十 阳） 1 

©当然，在这种情况下这些变数只能取非 负 的值
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此处假定右端的积分绝对收敛．
与以前的公式一样， 它可同样推广 ［比照 8)] :

勹气 ， ． ． ． ，工n �O

'P ( 俨） <>1 + . . .  十 尸） "'n
) X尸 · · · x�n -1dx1 · · · dxn 

a1 an 

倍） "'l +· · ·+ (�rn � l 

af l •  • • a�n r (愿） .. . r (归）
OO 旦 ＋ ＋ 压 - 1= 

a1 · ·  妇 r (!!.!c. 十 ． ． ． 十 匹
）
l <p(u)沪1 "'n du. 

a1 , O!n 

用最后一公式， 可以证明， 例如，

xf曰 · · - x�n -1 dx1 · · - dxn 
/

- - · / 悼 + · - - + 心）µ
气 ， . . . , 工n �O

x�1 +  . .  +x;:n � l  

l
 

r (恩） r (归）
a1 · · • an (µ - 恩 － 一 层） r (贷 ＋ ＋ 启）

（当 µ > 红 十 ． ． ． 十 巴 时） ．
a1 an 

15) 求证公式 （同样亦属于刘维尔的）

1 

I · · • /
1 

<p(V1 V2 · · ·  如） (1 - v1 t1 - 1 (1 - 迈 ）P2 一 1
0 0 

. . . ( 1 - 四）匹 -l
_
vfl v�l +P2 . . .  v�l + · · ·+丘1 dv1 · · · dvn 

阳）平） . . . r(pn) 
1 

＝ 
r(p1 + P2 十 ． ． ． 主） 。

／ 叩） (1 - ut叶P叶 ＋压1 du.

提示 如在 7) 中所给的公式中将 <p(u) 换成 <p(l - u) 并令

x1 == (l - v1 )迈 · · · Vn, 
X2 = ( 1 - 迈 ）V3 · · · Vn , 

Xn-I  = ( 1  - Vn-I )Vn , 

Xn = 1 - Vn , 

则它可 由 这一公式推出来 ． 这时变换的雅可 比式有值

J = (- 1)九迈v� . . • v� 才V�-l .
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16) 依照卡塔兰， 我们来考察积分 (n � 3)

n-1 

K = / · · · / J(m1 x1 + · · · + mn环）
dx1 · · · dXn-1 CD 

lxn l 
叶+ · ·+式=1

此处 ， 令

n-l 
尸一一-、

= 2  ! · · · ! dx1 · · · dXn-1 J(m心1 + · · • + m卫五） ✓1 - xf - · · · - i�_1 
叶+ · •+x;,_1 幻

M = j呏 + . .  · + m� 

时， 我们设函数 f(u) 当 u ,,;; M 时连续

采用包含 Xn 在 内 的所有变量的线性正交变换公式

X1 = a卫1 + b1 迈 + · · · + k1 如-1 + l也n,
X2 = a2珩 + b2迈 十 · · · + k江n-1 + l江n ,

Xn = anUI + bn1迈 十 · · · + knUn-I +  lnUn , 

其中 忙 个系数受制千
n(n + 1) 

个条件

由 此应得

并在令

af + a� + · • · + 心 = 1, a1仇 + a必 + · · · + an加 = 0,

lf + l� 十 ． ． ． 十 l� = 1, k山 + k心 + · · · +  knln = 0. 

2 2 2 2 2 Ur + U2 + ' ' ' +  Un = Xr + X2 + · ' · 2 + Xn = 1, 

Un = 气1 - uf - · · · - u�_1 

后， 我们将取 U1 , · · · ,  Un- 1 作为新的独立变量．

系数选择的任意性很大， 使我们有权利实际令

m, ai = -M (i = l , 2, · · · , n) , 

＠在原始的形式下这一积分实质上是展布在 n 维空间中单位球面上的一 曲 面积分

J · . . J f(m1x1 + . . · + m卢n)dS,

［参照 3) 中附注］

· 333· 
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并甚至可进一步要求 由变换系数组成的行列式要等于 +1, 在这种假定之下，如大家所知，对应千
行列式任一元的代数余子式等于元素本身． 估计到这一点，雅可 比式

l U1 
a1 - 1 - b1 l U2 一 1 - k1 

Un-1 - l1 — 

D(x1 , · · · , 如-1 )
D(u1 , .. · , Un-1 )  

Un 
U1 

a2 - l2 -
Un 

Un 
U2 b2 - l2 一
Un 

Un 

柲 l
Un-1 - 2 Un 

U1 U2 
a九 一 1 - l九-1 - bn-1 - l九 一 1 -

Un- 1 
kn-1 - l九-1 -

就会等千

因此

K = 2 

Un Un 

U1 U2 Un-l  Xn 
ln + an - + bn - + ·  · · + kn - = - . 

Un Un Un Un 

d u1 · · ·d u九-1勹 J(Mu讨 ✓ 1 - uf - · · · - u�-I 
叶+- · •+u�一1 ,;; 1 

n-2 
1 

= 2  /_
1 

J(Mu1 )d u1 I . . .  I ✓(1 - uD - u� 一 . . . - u�-1 
U扣 ＋咕一 1 <;:; 1-u�

d u2 · · ·d u九 一 1

里面的积分，容易由 3) 得出，等于

所以最终有

r (�
i

<l - 叶）望

K = 2 7r 2 
/

1 

r (二） -1 
2 

f(✓叫+ · · ·+ 咄u) (l - 沪） 宁d u.

在这里令 u = cos 入(0 ,;;;; 入 ,;;;; 7r) ' 也可将结果写作下形：
九 一 1

K - 'r (�) [ t(� 二顽co; 入） sin"-' 入d入．

Un 

当 n = 3 时由此得到我们 已 知 的泊松公式，这在 633,3) 中我们 已推出，且在实质上是用的

同一坐标 变换法推得的

17) 已为我们熟知的卡塔兰公式 ［参看 597,15 ) 及 617,16) ] 可立刻重复同样的推理 - 移
到 n 维的情形：

n 
尸一一---

/ · · · /  f如，． ． ． ，玉(g(五 · · · , Xn ) )d x1 · · ·d xn 

m幼(xi , · · · '五）<;:; M 

= ( S) /勹(u )d 吵(u) = ( R) J
M 

<p(u )气产d u,
m m 

(12) 
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其中
n 

叩） ＝
厂7 f(x1 , - - · , xn)dx1 . . · dxn , 

m,;;g(x1 , · · · ,xn ),;;u 

这里 M 也可以是 +oo, 但 仁
°°

了解为 um J江
M-oo m 

作为一例不妨按照卡塔兰的方法从狄利克雷公式 4) 去求得刘维尔公式 7).

18) 索宁注意到有时卡塔兰公式可在另一种设计下来利用．

· 335 · 

(13) 

假定函数 J(x1 , · · · ,  环） 是 s 次齐次函数 (187] , 而函数 g(x1 , · · · ,  环） 也是齐次但为一次的；

例如， 函数 g 可 以有下形

X1 + ·  · · 十 Xn 或 J叶 + · · · + x� .

义设 m = O. 则在 ( 13) 中令

X1 = ue1 , X2 = U令， ·· · , Xn = uen 

（雅可 比式 J = 矿） 并考虑到不等式 o ,;;;; g(x 1 , ··· , xn) ,;;;; u 此时变为不等式 O ,,;; g(6 , · · · , en) ,;;;;  

1 时， 我们得到

叩） ＝ 产 厂7 靡 ， ． ． ． 心）必·· - den -

O<;; g(和 ， . . . ,€ 九 )<:: 1 

将它代入 (12) (但将 e 又写为 x) :

n 
一J . .  · f f(x 1 ,  "· , X心(g(x1 ,· · · , xn) )dx1 · · · dxn 

O( g(x1 , · · · ,xn ) ( M  
n 

一 M 

= f · · · f f(x1 , · · · , xn)dx1· · • dxn·f 知）dun+s . 

O( g(x1 , · · · ,x九 )( 1 

现在 ，如果能够首先选取函数 'P, 其次选取上限 M 使左端的积分容易计算， 则 由此就得积分

n 
一J . .  · J f(x1 ,  . . . , 环） dx1 · · · dXn 

O<;:;g(x1 , ' " · ,x九 ).;:; 1 

的表示式
例如， 如 限定于 X1 , · · · , Xn 的非负值时， 取

g(x1 , · · · , xn) = X1 + ·  · ·+ Xn , 

f(x 1 ,··· , xn) = xf1 -1· ··X尸 (p; > 0) ,  

<p(u) = e-u , M = +oo, 
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则 s 就等千 Pl + · · · + Pn - n, 而我们将得狄利克雷公式 [4)] :

n 

! · · · ! 叶 - l · · · x�n - 1 dx1 ·  · · dxn 

气 ， . . . ,x九 ;;,o
o<;:;x1 + . .  -十五 .;:; 1 

J
oo 。 e 七l xfl 一 l dx1 . . .  fooo e-Xn x俨n- 1 dxn

= 
(p1 + . . . 十 阳） fo"° e气加1 + - · -+Pn -1 du = r(p1 ) · ' · r(pn) 

r(p1 + . .  · + Pn + 1) ' 

19) 用同一方法试化简积分

但假定

n ,,,--,,"、-、/ · · · /  
Xl , . . .  乒 n ;;, O

O<;:; x1 + . . +xn <;:; l  

xf1 一 1 . .  · X�n -l 

(b卢1 + · ·  · + b心n)q
dx1 · · · dxn , 

p; > 0, b; > 0, Pl + · · · +  Pn > q > 0. 

提示 取 <p(u) = 尸， M = +oo; 利用当 a1 = . . .  = an = 1 及 bo = 0 时 10) 的结果

答 阳 ） . . .  r(pn) 
f

"° uq- l du 
r(p1 + . . · +  Pn - q + 1兀(q) 。 ( 1 + b1 u)P1 . . .  ( 1 + bnu)Pn . 

20) 卡塔兰公式的下一推广同样也是属于索宁的：

n 

[676] 

尸一一-、/ · · · /  扒X1 , · · · , Xn , g(x1 , · · · , xn) )dx1 • · · dxn = (R) 厂 ｛气!' c) dt 

玉9伍 ， ，x卢 M
m } c=t 

其中

<I>(t, c )  = / · · · / ,p(x1 , · · · , Xn , c)dx1 · · · dxn , 
m<;:;g(xi , · · · ,x n ) 's t  

［如给函数 叭X1 , · · · , Xn , c) 以特殊形式：f(x1 , · · • , xn冲(c) , 由 此就得卡塔兰公式．］
我们将采用著者的证明
在显明的等式

r ___;__ ___;__ 
m 

dt仁lF(x, , · · · , x- , t)dx, · · · dxn � 仁l dx, · - - dxn lM 
F(x, , - - - , Xn , t)dt 

中， 令

F - { 扣(x, ,
:
威 ' x. , t)

' 如 m � _q(x, , • · · , Xn) q, 

0, 当 g(x1 , · . .  , xn) > t 时；
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则得

§5. 多重积分

九

i
M 

dt
丁了心(xi , ·;: ' Xn , t) dx1 · · · dxn 

m,;;g勺
n 

＿ 

= J · · · J dx1 · · · dxn
『 如(x1 , ·: .· , xn , t) dt 

g 
m,;;g ,;; M  

如算出 右端里面的积分， 则 由 此有

n 
尸一一....._、J · . . f <p(x 1 , - - · , Xn , g)dx1 " · dxn 

m,;;g,;; 儿t
n 

· 337 · 

M ＿ 

= <I>(M, M) - I dt I · . .  J 扣(xi ' -�� ' Xn , t) dx1 · · · dxn , ( 14) 
m m,;;g,;;t 

另一方面， 按照复合函数的微分法规则， “全导数”

盖<I>(t, t) = {气尸} c=t 
+ {气尸 L=t

应用莱布尼茨规则到右端第二个导数， 可将它换作

n 
＿ J · · · J 扣(xi ' -�� ' Xn , t) dx1 ·  · · dxn , 

m,;;g,;;t 

现在将这一等式对 t 自 m 积分到 M; 注意 <I> (m, m) = 0, 便得出

n 

M ＿ 

<I>(M, M) — I dt ! · · · ! 如(xi ' ·
;.- ' Xn , t) dx1 ·  · · dxn 

m m,;;g,;;t 

= i
M {气!'

c )
} c=t 

dt 

如 比较 (14) 及 ( 15) , 则得所要证的公式．

21) 我们将应用索宁公式去计算积分

n 
＿ 

S = f · · · f 
。'sy叶 + · · • +x扛 l

叮叮+ · · • +anxn

e V叶 ＋ ＋工� dx1 · · · dxn . 

( 15) 
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这里

显然， 我们有

第十八章 三重积分及多重积分

叮气+· · •+an 五

,p(x1 , · · · , Xn , C) = e c , 

g(x1 ,  · · · , 环） = J叶 + · · · + x� ,

m = O, M =  1, 
n 

<I>(t , c) = / · · · / e� dx1 • · • dxn 

0叭气+· · •+x扛t

n 

/ · · · ! e � dx1 · • - dxn 

0叭气+· · •+x扛t
n 

尸一一-、
= tn f · · · I e令 (a已 + - · ·+a九 五 ）dx1 · • · dx九 ·

0叭／叶＋ ＋主 1

利用习题 1 1) 的结果后， 易得展开式

其中

00 

<I>(t, c) = 1r号 区 1 (.E._ 2k 2k+n 

k=o k!r 符 + k + l) 2J 
t 

p = ✓ 叶 + · · • + a务．

千是 尸<>�, ct
�, 

- ,•
-

• . 2• 号 � k'C (� 钮） 片）" 
所以 由索宁公式，

［比较 11)] .

S = 三 产 1 ( f!. 广 = 27r 兮

n k!r (?2 + k) 2 n(pi) 号 一 1
k=O 2 

J号 -1 (pi) 

22) 计算积分 （心 0)

［比照 617,19)] .

n- 1  一言�
R(入） = 1 . .  · 1 e - (x, + 入n

十五-1+可）

J.. _1 呈 - 1 !: 二上 -1Xx{' x2 · · · Xn.'.': 1 dx1 · · · dxn-1 

[676] 
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对参数 入 在积分号下面微分（当 入 > 0 时） 并在结果中将一个变数 m 以

来代换，则得

亦即

千是

入n

z ;=: 

n-1 

X1 X2 · · · Xn-1 

, � '  

竺 = -n Joo . . .  Joo 
e - (勺＋ ＋气 1 妇+ .,2 .;: _ , z )

d 入 0 0 
.l. -1 三 -1 =.! _ 1 X X2 · · · Xn乌 Z 九 dx 2 · · ·d Xn-1dz , 

- = —nR. d R  
d 入
R = Ce-n入

因为 当 入 = 0 时积分 R 保有连续性，故

[531,6° ] . 最终：

C = R( O )  = r (¼) 屯） r (气） ＝ 如加） 宁

R = 上( 2矿皂-n入 ．
../ii 

23) 刘维尔很聪明地利用这一积分来推演属于 高斯 的 r 函数乘法定理 [536] .

· 339 · 

在所得等式两端乘上 入p-l( p > O ) 后，将它对 入 自 入 = 0 积分到 入 = +oo. 从右边得到

上( 2产 Joo 入p-le一九入心 ＝ 立兰
../ii nP+ 令

而在左边我们就将对 入 的积分移到（按施行次序的） 第一个位置：

n-l , ^ 、

r( p ) . 

loo . . .  loo 
e一(x1+· · -+五-1 ) Xf -l . . .  X言-Idx 1 · · ·d Xn-l  

0 0 

用代换
入n

X1 · · · Xn-1 

一 入九
x I e 气 气 1 • 入p-ld 入．。

= t, 里面的积分就化为

切 亿）(x 1 · · · Xn-1 佐 ，n n 

千是余下的 n - 1 重积分就可拆成分离的单积分的乘积：

归 (�) . 1= 
e-xi .  x �  宁 -ldx 1 · · • 1= 

e 古 - 1. X千-ld Xn-l
0 0 

宁 (�) . r (气） r (P + 尸）

( 16) 
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令这一积分与(16) 式相等并将 p 换作 na( a> 0 ) , 我们就得到在通常形式下的高斯公式：

r( a)r (a+ _!_) . . .  r (a+ 二） ＝ （加）了 r( na)n n nna- 歹

24 ) 设 fi(x ) ,h(x ), · ··, 儿(x ) 为在有限区间 [a, b] 上可积 的有界函数．求 证：

n Ji (x 1 )  Ji ( 功） fi(x n )  
, 2 

五1 ，
I. 

. ＇

I. 

. � h(x 1 )  h(x 2 )  h(x n )  
I dx 1dx 2 · · ·dx n 

儿(x 1 ) 儿(x 2 ) 儿(x n )

广a 斤dx t a fi hdx t a Ji 儿dx

t a hf1dx I: 片dx t a h几dx

I: 儿f心 I: f心dx I: 片dx

右 端的行列式称作格拉姆( J.P.Gram ) 行列式．

将区间 [a, b] 分成 m( > n ) 等分， 考察所有 n 个函数在各分点的值：

JLm) = Ji (a + j了） ( i= 1 , 2, · · ·, n; j = 0,1 ,· · · , m -1 ) .  

将由这些数组成的矩阵 自 乘． 由熟知的定理，对应于它的行列式

区 1iS
m) 1炉 ©

等于所述的原来矩阵的许多行列式的平方和：

区
1心 1厂

Jl <i2 < · · • <J n  

[676] 

其中加法是分布在从 m( > n ) 个 附标 0, 1, · · · , m -1 中取 n 个 的一切可能组合上． 如在各组合

中颠倒其位置，则每一项重复 n! 次； 附标 J 相等也可不必避免，因为这种情况对应的项为零． 结

果可 以写为：
m-1 m-1 m-1 

沁： 区 \Ii订 ＝ 汇 Ji尸 f炉
扣 =O Jn =O j=O 

b- a n b- a 如左端多重 的和中每一项乘上 (
--;

了－） 且同时右 端行列式的每一元乘上 一一，则得一类

似于所求 证的等式，不过不是积分而是积分和 要完成证明， 只需令 m 一 oo 时变到极限

©为简便计，我们将一行列式在第 t 行及第 K 列交叉处是元 aik 者写成 la;k l 的形状



第十九章 傅里叶级数

§1 .  导言

677. 周期量与调和分析 在 科学与工程中时 常要遇到周期现象 ， 也就是经历
一定的时 间 T 后 要恢复原状的现象，时 间 T 称为周期．蒸汽机所作的稳定运动是这
种现象的实例 它经历了一定的 转 数 后 又 重新经过原来的位置．我们也可取交流 电
等现象作为实例 与所考虑的周期现象有关的各种量， 在经历周期 T 后， 重新取得
它们的原值； 因此这些扯是时 间 t 的周期函数，可用下列等式来表明：

r.p(t + T) = r.p(t) . 

例如交流电的强度与电压就是这样的量． 在蒸汽机的例子中， 十字头的行程，它的速
度与加速度，蒸汽压力，以及在曲柄梢处的切线力 等也都是这样的量．

最简单的周期函数（如果我们不计常数）是正弦型量： A sin(wt + a:), 其 中 w 是
"频率”，它与周期的关系是

21r w = —. 
T 

(1) 
用这类简单的周期函数可以组成 比较复杂的周期函数． 显然用以组成复杂函数

的各正 弦型量必须有不 同的频率， 因为频率相等的正弦型量的和仍是有同一频率的
正弦型量 反过来 考察形状为

Yo = A。 , YI = A1 sin(wt + a1) ,  Y2 = 心 sin(2wt + 迈），
购 = A3 sin(3wt + 仍）， . . . } 

(2) 

的量； 如果不计常数，这些量的频率

w, 2w, 3w, · • • 
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是最小频率 w 的倍数 它们的周期是

1 1 T -T, -T, • · · ' 2 3 

如果将其 中某些量相加 则得到一个 周 期 函数（周期是 T) , 但在实质上 与(2) 型的植
已不 同

y 
1 . 5  

1 .0 

0.5 

。
-0.5 

-1 .0 

-1 .5 

� 
I�, \ \ / II h 
/I ／ 

＼、 、 /1 ／ 飞 、 、

II \'. ＼ II ＼＼ 、
＼ ii I ! 

/ ＼ N II ＼ （ ,
' 

＼ 、、 11
' 

\,� I＾'边2 \ 、萃 入｀兀 X 7兀＿
I \ 车 I 八｀ I 

＼ 2兀 ＼ 2 4,r 

＼ 'v I 八 \' ＼ \ -fl ＼ 
＼ ｀ 

．＼ I 
I ／＇＼ '>' ＼ 

｀ ＼ ,1, t 
\ I ｀ \ / 、\ ， I � ＼ 

1 n3 ｀ 
＼ \\ / '

/J 

I .. \\ I ' /I 
- - - - - - -

4 
SI / 

- - - - -」 -sin2t 、
＼＼ ／ 

， I/ l ' 
／ 仆2 

- · ·  — · · sint \ \ ， f \ \ I /  . I . 2 ｀ - - - smt+—sm t "\_, — sint+ f -- - - � , ' l .• � 
2 ou•~• . 4 

图 121

作为一例 作三个正弦型量的和（图 121) :

1 1 
sin t + - sin 2t + - sin 3t; 

2 4 

这函数的图解就其特征来说已 与正弦型 函数的图解大不相同 用(2) 型各最所作成
的 无 穷级数的和的图解则更要不 同了 ．

现在我们很 自 然地提出相反的问题： 将一个周期是 T 的 已 给函数 r.p(t) 表作有
限个，或者 即使是无穷个形 如(2) 的正弦 型 量的和 是不是可能呢？ 在 下面， 我们可
以看到 对于相当广泛的一类函数，可以给这问题以肯定的答复 不 过我们 要引用令
部数量(2) 所 成的无穷序列 ． 对于这类函数 ＂三角级数＂ 展开式

r.p(t) = Ao + A1 sin(wt + a:1 ) + A2 sin(2wt + 心） + A3 sin(3wt + 仍） 十 ． ． ．

= Ao + 区 An sin(nwt + 知）
n=l 

(3) 

成立，其中 Ao , A1 立1 , A2立2 , . . . 是常数，对于 每个这样的函数，各取特殊的值， 而频
率 w 由公式(1 ) 给 出
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在几何L这就 表明：周期函数的 图 解可以由 叠加一 系 列 正弦型 量的 图 解得来如
果将每个 正弦型址解释为力学上的调和振动，则也 可 说这里 由函数 r.p(t) 表示的 复杂
振动 可以分 解成各别的 调和振动． 因 此组成展开式 (3)的各 正弦型量称 为 函数 r.p(t)
的调和成分或 简 称 调和素（ 第一， 第二调和 素等）． 将周期 函数分 解成调和 素的手续 称
为 调和分析

如果选取
21rt 

x = wt =  -T 
作为自变数，则得x的函数

归） = r.p 臼） ，
这也是周期函数 ， 但具有 标 准周期21r. 展开式 (3) 将有 下面的形状：

J(x) = Ao +  A1 sin(x + ai ) + A2 sin(2x + a习 + A3 sin(3x + a3 ) + · · · 
= 

= Ao + 区 儿 sin(nx + 因） ．
n=l 

用 二角和的 正弦公式展开级数的各 项 并令

A。 = ao ,  An sin an = an , An cos知 = bn (n = l ,2, . .  ·), 

则得 二角展 开式的最终形状：

J(x) = a0 + (a1 cosx + b1 sinx) + (a2 cos2x + b2 sin2x) 

(4) 

+(a3 cos3x + b3 sin 3x) + · · · =  ao + 产 (ancosnx -+:、 加 sin nx), (5) 
n=l 

今后我 们总是研究这种形状的展开式 .CD 在这里 角x 的以 加 为周期的 函数就 表 为
x的倍角的 余弦及 正弦的展开式 ．

在1面， 从周期振动现象及与它们 有 关的量出发，我们 得到 了 函数的三 角级数
展开式 ． 然 而 重要的是现在就 应 注意： 当研究只是 在有 限区间上 给出 、 而完全不是

由 任何振动现象所产生的函数时 ， 这样的展开式也时 常是有 用的

678. 欧拉－傅里叶确定系数法 要 研究 已 给的以 加 为周期的 函数 J(x) 展开

为三角 级数 (5)的 可 能性 ，必须 从系数 ao, a1 , b1 , · · · , a九，加， . . . 的一 确定 组合出发 ．
我们将说明在 18 世纪的 下半叶欧拉所用的系数 确定 法 ， 而 在 19 世纪之初， 傅里 叶
也曾经独立 地应 用过

假 定函数 J(x)在区 间 [-1r, 1r] 上按常义或 非 常义可积分 ；在后 一情形， 我们补充

假 定函数 绝对可积 ．设展开式 (5)成立 ， 并将它 逐项从 气r 积分到 7f,则得

『_,,. 
J(x)dx = 2如 ＋ 笘 [an [

,,. 
cos nxdx + bn [

,,. 
sin nxdx] 

©如果需要的话， 当然不难从这个展 开式反过来变成形如 (4) 的展 开式．
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但容易看出
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因此在和数符号后的各项都是零， 最后求得

ao = 卢 [,,.
,,. J(x)dx. 

(6) 

(7) 

为要确定系数 am 的大小， 用 cos mx 乘等式 (5) (我们总假定这等式成立） 的两
端 再在同一区间上逐项积分：

J,,. 
J(x) cos mxdx 

『 OO
亢

= a。
,,.

cos mxdx + 笘 尸 J —rr cos nx cos mxdx + bn [
,,. 

sin nx cos mxdx] 

由 (6) , 上式右端第一项等于零． 此外， 不论 n, m 如何， 恒有 ［参考 308,4)]

/
,,. 

sin nx cos mxdx = �  『 [sin(n + m)x + sin(n - m)x]dx = 0, (8) 
- Tr - Tr 

而 n =I- m 时， 则

I: cos nx cos mxdx = � 『� [cos(n + m)x + cos(n - m)x]dx = O; (9) 

最后还有

1-: cos2 mxdx = 『 1 + c
�
s 2mx dx = 1r 

-'Ir 

(10) 

因此在和数符号后 的一切积分， 除了 以 系数 am 为乘数的积分外， 都等于零． 从而这
系数就被确定为：

1 
am = ;: 『 J(x) cos mxdx (m = 1 ,  2 , • • • ) .  

一 九．

同样， 用 sin mx 乘展开式 (5) 后再逐项积分， 即定出正弦的系数：

1 
如 = ;: 『 J(x) sin mxdx (m = 1 , 2, · · · ) .  

- ,r 

在这里除了要用 (6) 与 (8) 外， 我们还应用 了容易验证的关系式：

/
,,. 

sin nx sin mxdx = 0 (n =I- m) ,  
- ,r 

( 1 1) 

( 12) 

(13) 
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与 /rr 
sin2 mxdx = 1r. 

一 九．

( 14) 

公式 (7) , (11 )与 ( 12) 称为欧拉－傅里叶公式， 用这些公式算出的系数称为 己给
函数的傅里叶系数，用这些系数作成的三角级数 (5) 称为 己 给 函数的傅里叶级数 ． 在

本 章中我们 专门研究傅里 叶级数．
现在来 看 以 上的讨论在逻辑上有 什么价值．我们的出发点是假设三角展开式 (5)

成立，但是这个假设究竟真实与否这 一问题自然没有解决． 即 令假定展开式 (5) 为
真，我们 依欧拉与傅里 叶的 方法算出 了展开式 (5)的系数，然 而像 这样做的理由是否
令人信服呢？ 我们 一再应 用过 级数的逐项积分 法，但是这种运算并 不是 什么时 候都
能进行的[ 434] . 级数的一致收敛性是可 以应 用这 种运算的充分 条件 ．因 此现在只有
下列 定 理能够算作已经严格 地证明 了：

如果周 期是 加 的 函 数 f(x) 可 以展开成一致收敛的三角 级数 (5),CD则 这级数 一
定是 J(x)的傅里叶级数．

如果 不预 先 假设一致收敛性， 以 上的讨论甚至不能证明函数能展开成傅里 叶级
数 ［参考下面 75 0,75 1]. 那么以上的讨论究竟有 怎样的意义呢？ 我们 只 能将它 看成
一种导入法，由 此 足 以使得 在求 已 给 函数的三 角展开式时 ， 至少可 以从它 的傅里 叶
级数出 发， 而必须 （完全严 格 地 ！） 确定 在那 些条件 下级数收敛并 且收敛于 已 给 函数

在没有 这样做以前，我们 只 能够 在形式上考虑 己 给 函数 J(x)的傅里 叶级数， 除
了 知 道它是由 函数 J(x)"所产生＇ 外 ， 不能再下任何结论．通常用下列符号来 表示 这
级数与函数 J的关 系：

= 
J(x) ~ ao + 区（an cos nx + bn sm nx) ,  

n=l 
(5a) 

而避免采用等号．

679. 正交函数系 上 节中所讲的是 一种讨论的范例， 这样的讨论在数学分 析中
研究许多展开式时 常常要应 用到

如果 在区 间 [a , b] 上所 定 义的两 函数 r.p(;r)与心(x)的乘积 ，其积分 为 零：

l

b 

r.p(x)心(x)dx = 0 ,  

则 此两 函数称为 在这 区 间 上 正交 考虑 定 义在区 间[ a , b] 上的 函数系 ｛沪n (x)}. 设系

中各 函数与它们的平 方在 [a , b] 上 皆可积分， 则它们 的两两 乘积 在同 一区 间上也可 积
分[ 483 ,6)] . 如果 系中各 函数两两 正交 ：

l

b

悍 (x)r.pm (x)dx = 0 (n ,  m = 0 ,  1 ,  2 ,  · · · ,  n =J m) ,  (15) 

©注意，用有界函数 cos mx, sin mx 乘级数各项时并不改变级数的一致收敛性 [429] 在这里 ， 一
致收敛件也可换成级数各部分和的有界性[526]
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则 此系称 为正交 函数系 ． 同时我们 还永远假定

J

b 

r.p�(x)dx = 入n > 0, ( 16) 

因 而在 正交 系中不 包含恒等于 零的 函数，也不 包含其 他任何平 方的积分等于 零的函
数（ 在 某种意义下与恒等于 零的 函数相似0 ).

当条件 入 n= l (n = 0, 1 ,  2, · · · )成立时 ，这 函数系称 为规范的． 如果 这些条 件不

成立，则当需要时 可换取 函数系 ｛ 吓
(x)

' 这 一 函数系显然就是规范的 现举几个

例如 下：
尽 ｝

1) 上面考虑过的在区间 ［一7f, 1r] 上的三 角 函数系

1 ,  cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, • • • , cos nx, sin nx, • · · ( 17) 

正是 正交 函数系的重要 例子 ； 其 正交性 可以由 关 系式 ( 6), ( 8),( 9) 与 ( 13) 看 出 ． 然而

由 (10)与(14), 可 知 它 不是规范的 将(17) 中各 二角 函数乘以适 当乘数， 不难获得
规范系：

1 cos x sin x cos nx sm nx 
罕 ' � ' � ' ' � ' � ' ( 1 7* ) 

2) 注意函数系( 17) 或(17* ) 在缩小了的区间[ O, 1r] 上不再是正交的 因 为如果
n 与m 一为奇数一为偶数，则

/
,,. 

sin nx cos mxdx =J 0.  

相 反 地 ，每一仅由 余弦
1 ,  cos x, cos 2x, • • • , cos nx, • · · 

或仅由 正弦
sin x, sin 2x, • • • , sin nx, · • • 

所组成的部分 系在这 区间上分 别成为 正交 系． 这点不难验证 ．
3) 下列两 函数系与刚才考虑过的 函数系没有本质上的区 别．

1rx 21rx n1rx 
1 ,  cos — , cos — . . .  — . . .  

l l ' ' cos l ' 

1rx 21rx n1rx ． ． ． sm — 
l ' sm · · · l ' ' sm l ' 

．．． 

其中每一个都 是 在区间[ O, l] 上的 正交 系
4)为了 要 给出 由 三角 函数构成的更复杂 的正交系 的例子， 考虑超越 方程

tge = 妥 ( c  = 常数）．

( 18) 

( 19) 

( 18* ) 

( 19*) 

(20) 

©参考下面 733 目
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可以证明这方程的正根成一无穷集合：

＆ ，令，. .., en . .. ; 

在图解上 ， 各根是止切曲线 rJ= tge 与直线 rJ=妥 相交之点 的横坐标 （图 122) . 作函数系

6 . 6 en sin -x ,  sm -x, • • • , sin —x, • · ·  

容易 算出（当 a ic /3 时）

1

1 

sin ax sin f]xdx =½ { 
sin� 厂:

) l _ sini\
+

:
) l

} 

= cos al cos f]l . f]tgal - atgf]l 
忒 － 沪

如果在这里令 a= 斗 ， /3= 坪（当

n ,fc m 时），则利用方程( 20 ) 可得 n
 

/
1 

sin 乌 • sin 妇xdx=0 。 l l 

<;� ' .;; ' . . . ' 总 ， ． ． ．

( n ,fc m ) .  

由 此证实了所述函数系在区 间 [O, l] 上的正
交性 ．

如果

是方程

ctg(=妥 ( c =常数）

的正根序列，则对于函数系

e� 兹 e'cos 一x , cos -x, • • • , cos ....!!.x, • • • , l l l 

仁
J-

图 122

也可作出类似的结论．

但是这些函数系都不是规范 的 ．

5 ) 勒让德多项式

1 d n(x 2 - I ) n 
Xo(x )=l, Xn(x )=- ( n=l, 2, · · · ) 2nn! dx n 

是在区间 [— 1, 1] 上的正交 系 的重 要例子 ［参考第 1 18 及 320 目］． 因为

1-

1

1
欢dx=卢，

所以要得到规范 系，必须分别用 y'n了1( n=0, 1, 2, ·· · ) 乘这些多项式
6) 最后 ， 再 考虑一个与贝 塞尔函数有关的例子． 为了写起来简单起见，我们只限千考虑函数

fo(x ), 但 以下所讨论的一切对于函数 Jn(x )( n > 0 ) 也都成立．
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在贝 塞尔函数的理论中， 证 明 了 Jo (x) 的正根成一无穷集合：

将函数 Jo(x) 所满足的方程改写为

则容易得到： 不论 a 与 f3 是什么数，

6 , 6, · · · , e九 ， . . . .

立 尸] = -xz, dx dx 

d [ dJo (ax) 2 d d.J,。 （加）
盂 x dx ] = -a xJo (ax) ,  石 [x dx 

] = -旷xJo (如）

用 Jo (加） 乘第一个等式 用 Jo (ax) 乘第二个等式， 再将两端相减 ， 则得：

(/32 一 心动 (ax)Jo (加） ＝ 卢 [axJo (如）Jb(ax) - 知Jo (ax) Jb (知）］．

因此如果 a ic /3, 则

/
1 

xJo (ax) Jo (加）dx = aJo (/3).l, 厮） － 龋 (a)J� (/3)
沪 － “

如果在这里令 a = en, /3  = 如 (n -=/= m),  则得关系式：

/
1 

xJo (沪）Jo (如x)dx = 0, 

这就证 明 了 函数系 {✓订o (enx)} 在区间 [O, 1] 上是正交的 ©然而此系并不是规范的

(679] 

(21) 

设在区间 [a, b] 上 已 给 任 一正交 系 ｛沪n (x)} . 我们 试行将 定 义在 [a, b] 上 的 函数
J(x) 展开成 ＂ 函 数 r.p 的级数'

J(x) = cor.po(x) + c飞1 (x) + · · · 十 忨 妇(x) + . . .  (22) 

为 了要 确定 这展开式 中 的系数， 先 设函 数 可能展开，然后进行与上 述 特例中相同 的
手续 这就是说 先 用 严(x) 乘展开式 的两 端 再 逐项积分 ：

『a 
f(x)r.pm (x)dx = 兰n lb

悍 (x)r.pm (x)dx.

由于 正交性 ［参考(15)与(16)] , 右端各 积分 除去一个以外都 是 零 ， 因 此容易得 到．

1 b 

伽 ＝ 了 J J(x)r.pm (x) dx ( m = 0, 1 ,  2 ,  · · · ) . 
m a 

＠要推广函数 中 与 劝 正交性的概念 ， 我们引进加权p(x)的正交性的概念 ， 用等式

l b 
p(x)cp(x)劝(x)dx = 0 

来说明这种正交性． 如果采用这术语， 也能说函数系 {Jo(�扛）｝ 是加权 x 正交的．

(23) 
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［公式 (7) , ( 1 1 ) , ( 1 2) 是这公式的特殊情形］
用公式 (23) 所确定之系数作出级数 (22) , 它称为 己给函数对于函数系 ｛沪n ( x)}

的（广义 ）傅里叶级数， 而各系 数本身则称为（广义 ）傅里叶系数． 在规范系 的情形
下，公式 (23) 特别简单； 这时

伍 ＝ 『 f( x)五( x) dx (m = O, l , 2 , · · · ) .  (23*) 
a 

在这里当然也可重复在上 目 末尾所作的那些说 明 由 己给函数所作出的广义傅
里叶级数仅仅是在 形 式上与这函数 发生联系 在一般情形下，函数 J( x) 与它的（广
义） 傅里叶级数之间的 关 系 表示如下．

f( x) ~ 区 心n ( x) . (22* ) 

与三角级数 的情形一样， 这级数是否收敛于函数 J( x) , 还须加 以研究

680. 三角插值法 从三 角 插值法出发， 也可 自 然地接触到用三角级数表示已给
函数 J( x) 的问题．所谓三角插值法就是用三角多项式

吓 ( x) = ao + 文妇 cosk x+ 扣in k x)
k=l 

作为函数 f( x) 的近似 式 ， 使三角多项式与函数在许多点上有相同的值

(24) 

总 能选取 n 阶三角多项式 (24) 的 2n + 1 个系数： ao立1 , 出 ， ．．．立n , /3九 ， 使得在
区间 (-1r, 1r) 内预先指定的 2n + 1 个点处， 例如在

尽 = i入 (i = -n, -n + 1 , · · · , — 1 , 0 , 1 , - - · , n - 1 , n) 

各点处 （其中入 ＝ 三三 ） ， 三角多项式的值与函数 J( x) 的值相等．实际上 ， 为了 要

确定这 2n + 1 个系数， 我们有个 数相同的线性方程：

匈 ＋ 悍 coskti + fJk sin kti) = 恩） (i = 动， 一n + l , · · · , n) . (25) 

要解这些方程，应当回忆到一个初等三角恒等式 :0

. 1 

； ＋ 卢 cosih -

s

m; 二；!) h 
(26) 

1 1 ©如果用 2 sin -h 乘此式左端， 并且将每一乘积 2 sin -hcos山 换成差式 sin i + - h -1 
2 2 

气• - ½) h, 就不难求得这恒等式 ［参考 307(2) .]
( , )  
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将 (25)中各等式 两端分别相加． 由 于正弦是奇函数，所以 纵 的系数
n 

区 sin k�i = 0. 
i=-n 

O!k 的系 数也是这样，这是因为余弦是偶 函 数 ， 所以如果在恒等式 (26) 中 ， 令 h =
2k7r 队 ＝ 一一一 时，应有

2n +  1 

由 此得

n 

区 coskti = 1 + 2 立 cosik入 = 0
i= -n i=l 

1 n 
a:o = 

2n + 1 区 !(�. ) -
i==-n 

(27 ) 

(28) 

为了 要确定 妇(1 � m � n ), 分别用 cosmti 乘 (25)中各等式 然后将它们的两
端分别相加． 则 由(27 ),ao 的系数是零 ； 因为正弦是奇函数，所以 f3k 的系数显然也
等于零 至于 lXk 的系数则可表为：

文 cos k�i cos m�i = 2 区 cos(k + m )�i 十 ； 文 cos(k - m )�i ; 
i=-n i=-n i=-n 

当 k ::f m 时， 由(27) , 上式右端的两个和式都为零； 当 k = m 时，第一个和式 为零而
2n + 1 2n + 1 第二个和 式的值显然是 一—- . 这样，只有 am 的系数不 等于零 ， 而等于 一一一．现

2 2 
在已不难求得

2 
妇 ＝ 五言 汇 J (�i )cosm�i ( 1 � m � n) .  (29 ) 

i=-n 

完全与以上相仿，用 sin m�i 乘(25)中各等式并且相加，求得
n 

(3 
2 

m = 盓言 区 J(�i ) sin m�, ( 1 � m � n) .  (30) 
i=-n 

读者一定已 经注意到这里所用方法与欧拉－傅里叶确定三角级数 系数法相似． 但
是在这里我们的计算是无可非议的， 因为不难验证所求得未知数的值确乎适合方程
(25) . 并且， 由 简单的代数推理 此点可不待验证而 自 明．我们看到方程系 (25) 只 可
能有 （如果一般说来 有解）唯一的 解， 此解是 由 公式(28) , (29) , (30 ) 给出，而 不 论各式
的 右端是怎样．在这种情形下，方程系的行列 式一定不 等于零，而这种方程系是确 定
的．因此用求出的各值为系数作出三角多项式 吓 ( x) , 则它满足所提出的 要求， 并能
作为我们的函数在区间 ［一7f, 1r] 上的插值式．

现设已 给函数在这 区间上可积分（这次是在可积分的原义下！）． 如果 n 增大到
无穷， 则插值多项式 吓 ( x) 也作相应的变化，而与 f( x)在愈来愈 ＂稠密＂ 的点集J__:
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重合 插值多项式 不 仅要 “加 长”， 而且其中的系数也要改 变 为 了更好 地分 析系数
的性质， 将 区间 [-1r, 1r] 用分 点 Xi = (2i -1) 一一一 (-n � i � n+ 1) 分成 2n+ 1 

2n + 1 
个 相等的部分 则点 ＆ 恰好是这 些 部分 区间的中 点， 而各 部分 区间的长度都 等于
乒 ＝ 二 三． 如果将公式 (28), (29)和 (30)改写成下列形状2n + 1 

叩 ＝ 云 汇 f(�i)Axi , 妇 ＝ － 区 f(fi)cosmfiAxi , 
i=-n i=-n 

1 n 

扣 = ; 区 !(尽）sin mfil\x, , 
i=-n 

则各式右端中的和式就是与 上 述 区间分 法 相 对应的插值和式 ． 现在 显然 可 见，当 n ---.

oo 时，
1 1 1r 

叩 － 云 /
1r

J(x) d x, am 一 ; j
一 1r

f (x) cos mxd x ,  
一 － 九”

凇 一 _!_ /
1r 

J(x) sin mxd x , 
冗．

一 九”

所以我们的函数的傅里叶 系 数分 别 是插值三 角 多 项式 各 系 数的极限值． 可以 说插值
多项式 ” 在 取极限时＇ 似乎变成了傅里 叶级数

这 种 步骤当然只能认为是一种导入法 ． 对 千 函数与 其 傅里 叶级数之关 系来 说，
这种步骤不能证明什么，但也 足以引 起 研究这种级数的兴趣 ． 在 以下各 节中，我们就
要最后直接研究各 不同类 函数的傅里叶级数之性 质

§2. 函 数的傅里叶级数展开式

681. 问题的提 出 · 狄利克雷积分 设 f( x) 是以 加 为周期的 函数， 在 区间
［一7r, 1r] 上 至少是非常 义绝对 可 积 ， 因 而 在 任一有 限区间上也如 此 ． 算出常数 （ 函数

的博里叶系数） ：

1 
伽= ; /

1r 
f(u) cosmudu 

-7r 

(m = 0 ,1, 2 , · · · ) , 

1 7r 

如= ; / f(u) sin mudu 
一 九”

(m = l , 2 , . .  , ) ,  

并用这些常数作成函数的傅里叶级数

J(x) ~ 竺 ＋ 区 （
2 

am cosmx + 加 sm mx).
m=l 

(1) 

(2) 

读者 可看到这里与 第678 目的符号略有 不同 ： 在 这 里我们不用该目中的公式 (7) , 而
用 am 的一般公式 在 m= O 时 的情形来 确定 ao , 因 而我们须将级数的常数项写成
竺 的形状
2 
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尤需注意 （在下面我们还要用到这一说明 ）： 对千以 坛 为周期 的 函数 F(u) , 在
长为 加 的区间上， 其积分

/
°'+21r 

F(u)du 

的大小与 a 无关 ［参考 314, 10) 与 316] . 因此在确定傅里叶系数的公式 (1) 中 ， 积分

可取在任一长为 加 的 区间上； 例如可以写

归 ＝ 卢 J尸 f(x) cos mxdx (m = 0, 1 , 2, · · · ) ,  

加 ＝ 点 J;' f(x) sh, mxdx (m - l , 2, • • )  } 
( 1 * )  

等 等
为了研究级数 (2) 于任一定点 X = Xo 的性质， 作出其部分和的相应表示式

n 

（ ）  
a。

Sn Xo = 了 ＋ 汇 (am cosmxo + 加 sin mxo) -
m=l 

用积分表示式 (1) 代替 am 与 加， 并在积分号下引入常数cos mxo , sin mxo , 则得．

sn(xo) = 上 /
1r

f(u)du 
21r 一 九”

+ t l /
1r 

f( ) [  - u cos mu cos mx0 + sm mu sm mx0]du 
冗．

m=l 一 -7r

= � 『� f(u) { � + j;1 
cos m(u - x0) } du 

利用第 680 目 中 的公式 (26) 来变换在大括号中 的表示式， 就有：

最后得

U - Xo 
1 

n sm(2n + 1) 一一—
2 + 区 cos m(u - xo) = u _ xo

2 , 
m=l 2 sin 2 

卢） - �L f(u) 
sin

�:
n
+

� 二
这个重要的积分称为狄利克雷 (G. Lejeune-Dirichlet) 积分．

(3) 

因为我们在这里讨论周期为 加 的 u 的 函数， 所 以 由 上面所作的说明 ， 可将积分
区间 [-1r, 1r] 例如改成 [xo - 1r, xo + 刓 ：

彻 (xo) � 辽�:• f(u) 
sin

: 二勹\u
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用代换 t = U - Xo , 将这 积分变换成 下列形式 ：

卢 ）� �L f(xo + t) 
sin

�:
n

+

�
�

) t 
dt  

然后 将积分分成两 部分 ：，f。� + f�1r ' 并 用改换变数符号的 方法， 将第二个积分也化 为

在区间 [O, 1r] 上的积分，则对于 傅里 叶级数的第 n 个 部分 和 最后 得到这样的表示式：

卢 ）� � 1: [f(xo + t) + J (xo - t)i '
m (n \2) t d t. ( 4) 

2 sin -t 
2 

因 此， 问题就 化 为研究这个 含有 参数 n 的积分的性 质． 这里所提出的问题的特
征是： 在这里不能应 用积分 号 下取极限法Q 直到 现在为止， 对千含参数的积分求极
限， 这是我们所应 用过的唯一的 方法 （参看第十 四章）． 在本章与下章中，我们 必须 系
统地研究不 能应 用这 种 方法的情况

682. 第—基本引理 在继续 研究以前， 先 证明黎曼所发现的 下一 定 理，它 在以
后的讨论中很 重 要

如果函数 g( t)在某一有限区 间 [a , b] 上绝对可积， 则

lim / g( t) sinptd t = 0, 
p----+00 

同 样

二l g( t)  cosptd t = 0. 

只要 作出上列第 一个极限式的证明就 够 了 ． 预先 应 注意， 不论取 任何有 限区间
[a, 月］，我们有 估值如下：

1: sinptd t = I cos pa
; 

cosp{J I � t 
先 设函数 g( t) 在原义 下 可 积分 甩 点

a = to < t1 < · · · <  ti < t片 1 < . .  · < 坏 = b

将区间 [a, b]分成 n 个部分，并 与此相应 来分 解积分：

.l
b 

g( t)  sinptd t = : 立 J

t

,+i g( t) sinptd t 
i=O 仇

©在这种情形下 ， 积分号下的表示式当 n 一 oo 时根本没有极限

(5) 

(6) 
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用 mi 表示 g(t) 的值在第 z 个 区间上的下确界，则可将上面的表示式 变换为：

l

b 

g(t) sinptdt = 笘 l

t

,+i [g(t) - mi] sinptdt + ;  芦mi
.
l

t

,+i sinptdt 

[682] 

如果 Wi 是函数 g(t) 在第 z 个 区间上的振幅 则在这 区间上 g(t) - ffii :::;'. Wi ; 考虑到
不等式(5) , 不难求得我们的积分的估值：

l l

b 

g(t) sinptdt :::;: � 立.6ti 十 ？ 艾 皿I
i=O p i=O 

己给任一数 c > 0 , 首先选取分法(6) , 使得
n - 1  

区 Wi6ti < � ; 
i=O 

由千函数 g 的可积分性，这种分法是 可能的 [297] . 现因数 mi 已 由 此确 定， 所以能
选取

p > � 区 lmi l ,

对千这些值 P, 可得
l

b 

g(t) sinptdt < E: ,  
, a 

因此证明 了我们的断语
在函数 g(t) 是非常义可积（但必须是非常义 绝对可积！） 的情形下， 只 要假定1f

区间 [a , b] 上 只有一个奇异点，例如点 b , 就够 了©
设 0 < TJ < b - a. 将积分分成两部分：

l

b = 
i

b-ry 
+ 1�,., 

上式右端的第二个积分对千任一值 p 有估值如下：

l i

b 

g(t) sinptdt :::;: l
b 

\g(t) \dt; 
b-ry b-ry 

如果选取 n 充分小，则这个估值 < � - 至千积分
2 

厂g(t) sinptdt ,  

则 由已 经证明了的结果， 当 P --t +oo 时，它趋近千零，因为在 区间 [a , b - TJ] 上， 函数
g(t) 在原义下可积分； 当 p 充分大时 这积分的绝对值也变为 ＜ ： 这样， 定理的证2 
明就完成 了．

＠ 否则我们可将区间分成有限个部分 ， 使每部分只 含一个奇异点， 然后将推理分别应用到每一
部分上
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我 们提 起 读者注意： 在这里， 积分 所趋近的极限不是 用积分 号 下取极限法求
出的．

如果 回忆 起 表 示傅 里叶系数的公式 (1), 则由 此得出第一个直接的推论：

绝对可积分 函数的傅里 叶 系 数 a加 如 当 m 一 oo 时趋近 于零 ．

683. 局部化定理 值得 注意的 ＂局部化 定 理＇ 是 已证的引 理的第二个直接推
论， 它 也是黎曼所发现的 ．

先取 任一 正数 0 < 'Tr ,  将( 4)中的积分 拆成两 部分J。� = .fr。� + ft- 如果将第二个

积分 改写成 � f  1r J(xo + t) + f (xo - t) . 1 sm n + -
2 sin -t  

( 』 td t ,

2 

1 
则显 然 正弦的乘数是 t 的函数， 在区间 [<5, 1r] 上 绝对 可 积， 因其分 母 2 sin -t 在这 区

间十不 为 零 ． 在这 种情形 下 ， 由 引 理 这 一积分 当 n 一 oo 时 趋近千 零 ， 叶此对千傅
里叶级数的部分和 sn(xo ) , 其 极限的存在与极限的大小都 可由 一个积分

卢） � � [ 订(xo + t) + f (xo - t)] 
sin

�:
n
十丿!)

t 
d t  ( 7) 

2 

的性质来完 全 确定． 但 在这积分 中 函数 f(x)的值只 包含对应 千变元从 Xo - 0 变到
Xo + o 时的那 一部分 ．由 这种 简单的讨论，就 证明了黎曼 定 理

黎曼定理 函数 f(x)的傅里叶级数在一点x。 处的性 质© 只与函数在这点 邻近

所取的值有关 ， 即与在这 点的任意小的邻域 内所取的值有关．

因 此 ， 例如如果取 两 函数，使其 在 XO 的任意小的邻域 内的值相 同 则不论这两
函数在邻域 外怎 样 不 同 ， 在点x。 处，与它们相应的傅里 叶级数有相同 的性质： 或者

两 级数同时 收敛并 收敛千同 一和式 ； 或者两 级数同时 发散． 如果 注意到所考虑的两
函数的傅里 叶系数既然与两 函数的一切值有关 ， 因 而 也就 可能完全不 同 那 么 上 述
结果就 显 得更令人惊讶 了！

这个 定 理通常与黎曼的名 字相 连， 因为它是黎曼在 1853 年证明的更一般 定 理的
推 论 然 而应 指出在奥 斯 特洛 格拉得 斯基 千 1828 年有关 数学物理的文章中含有 ＂局
部化 原理＇ 的思想，同 样 罗 巴 切夫 斯基 关 千三 角 级数的研究中也反映出这 一思想

684. 迪尼与利普希茨的傅里叶级数收敛性的判别法 现在再 回来 继续 研究傅
早叶级数的部分和式 sn(xo ) 的性 质 我们 已经得到它的积分 表示式 ( 4). 注意这等式
对于 满足所提到的条件的每一函数 f(x)都 成立． 如果特别取 f(x) 三1, 则 sn(x) 三1,

©我们指 的是级数 在 点 xo 处 的收敛与发散性， 以 及级数 （ 在 收敛的情形 下 ） 有怎样 的和
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由 ( 4) 就 得到
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设常数S。是级数的 和， 在 下面将要求出它的 确值． 用 况 乘等式两 端 所得 结果
从 (4) 式 减去，则得

1 
1 7r sm n + -

彻(xo) -So = - <p( t) 
( 2 ) t 

7r 1 I d t , 
2 sin -t  

2 

其中为 简 便计， 已令

沪( t) = J(xo + t) + J(x。 - t) - 2S。 .

(8) 

( 9) 

如果我们要 想断 定 s。 真是级数的和则必须证明积分 ( 8) 当 n 一 oo 时 趋于 零．
现在回来选取 况 这个数． 实际上 重要的情形是： ( a) 函数 J(x) 在点x。 连 续

或 ( 6) J(x) 在这 点的两边 只 可能有 第一种不 连续 （即 跳跃） ，从 而极限 J(xo + 0) 与
J(xo - 0) 存在 以后我们 只 讨论这两 种情形， 并且 恒设

在情形( a) 时 ： So = f(xo), 

在情形( 6) 时 ： So = 
f (xo + 0) + f (xo - 0) . 2 

如果 在第一种不 连续 的点x。 上 ， 等式

f(xo) = 
J(xo + 0) + J(xo - 0)  

2 

成立，则( a) 与( 6) 两 种情形没有 区分的必要 适合于 这种条 件的不 连续 点有 时 称为
正则的

注意： 因 为

( a) lim J(xo 士 t) = f(xo) 或 ( 6) lim f(xo 士 t) = f(x。 土 0)t-,+o t->+O 

（视那 一种情况 而 定） ， 故由 上 述选取 数So 的 方法 ， 恒有

lim <p( t) = 0. t一+o ( 10) 

由 此 可形成：
迪尼 (CT.Dini)判别法 如果对于某一 h > 0, 积 分

/h 伈(t) I d t 。 t
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存在， 则 函数 f(x)的傅里叶级数在点x。 收敛 于和数So.

事实上 ， 在这一假定 下 ， 积分

『 皇i d t

也存在 如果将表示式 ( 8)改写成

订7r 业 ． 二 . 1 
1 · sm (n + 2) td t ,  

sin -t 2 

( t) 占
则因 函数 岁 绝 对可积 ， 从而 叭t)＿＿ ＿ ．一也绝 对可积 ， 直接由基本引 理 可 知 上 一

sin -t 
积分式当 n ----> oo 时 趋近千 零 ． 因 此这个判别 法的证明就 完成 了 ．

迪尼积分展开的形状：

在情形( a)时 ， 为 Jh IJ(xo + t)  + J(xo - t) -2f(xo)I d t ; 

在情形( 6)时 ， 为 『 lf(xo + t) + J(xo - t) - J(xo + 0 )  - f(xo - O)l
d t. 

显然， 只要 （依不同情况） 假设积分

hh lf(xo + t
�

- f(xo)I d t 与 jh lf(xo - t�- f(xo)l dt ( I I ) 

J

h 订(xo + t) - J(xo + O)! 
d t 与

h If (xo - t) - f(xo - O)I 
d t  lo 

分 别 存 在就 够 了 ． 由 此应 用积分 存 在的各 种 已 知 判别 法 ， 可得关于 傅里 叶级数收敛
性的许多判别 法 ． 例如 在情形( a)时 ， 我们能证明

利普希茨( RO.Lipschitz)判别法 如果函数 f(x)在点 Xo 处连续 ， 并且对于充分

小的 t, 不等式

lf(x。 士 t)- J(xo )I �Lt°' 

成立， 其中L与 Q 都是正的 常数 ( a � I ); 则 f(x)的 傅里叶级数在点x。 处收敛 于
和数 f(xo).

当 a = I 时 ，则 简单 地有

I 
f(xo 士 t

�
- f (xo) 

I �L, 
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因 此积分 (11) 作为原 义积分 而存在 [480]. 如果 a <1, 则有

I f(xo 士 t)- J(xo) < 上
t 

I , tl-a ' 

( 685] 

并 且因为上式右端的 函数可积分 ， 所以积分 (11) 至少是 作为反常积分 而存在 [482].

特别 如果 函数 f(x) 在点 Xo 处有 有 限导数 f'(xo ), 或者即 令有 不相等的单 侧导
数（ ＇尖点" ):

J' ( )  f (xo + t) - J(xo )  f (xo - t )  - f (xo ) 
x0 = lim = lim t一今十0 ， 仁(xo ) t--..+o -t 

则当 a= l 时的利普希茨条件显然成立． 因 此 ，如果在点x。 处， 函数 f(x) 有导数，
或 者甚至只 有两 个 有限单侧 导数 ， 则 其傅里叶级数 收敛， 并且 它的 和等 于 f(xo).

对 千情形 ( 6), 也容易 说明利普希茨判别 法 ． 作为一特别的推论， 我们 在这里指
出：要使得傅里叶级数在第 一种不连续点x。 处收敛， 只 需假 定有限的 极限

f(xo + t) - f(xo + 0 )  f(xo - t) - J(xo - 0)  lim lim t-++0 t一.+o -t 

f (xo + 0 )  + f (xo - 0 )  存在， 且 这次级数的 和是

上 列极限在 某种意义下与单 侧靠数相似 ， 不 过 函数在点x。 处的值 f(xo)要分 别
用它 在这点右边及左边的值的极限来 代替

在实用上 最常遇到以 加 为周期的 函数 f(x)是 可微分的 函数 ， 或者是由 几个可
微分的 函数组成的， 即分 段可微分的 函数 _CD 我们可看到 ： 对 千这样的 函数 f(x), 其
傅里叶级数除在各 别 函数的 ＂衔接点” 处外 ， 收敛千 函数 f(x); 而 在 “衔接点” 处

级数的和是
f(xo + 0 )  + f (xo - 0 )  

2 

685. 第二基本引理 为了要 作出另外 一些判别 法 我们 还需要建立一个引 理 它

是由 狄利克雷首先 发现的

如果函数 g( t)在区 间 [O, h] (h > 0 ) 上单 调增加并且 有界 ， 则

h 
lim / g( t)三 d t = 巴g( + O)P-+CXl 。 t 2 

证 首先 ， 所考虑的积分 可以表 为两个积分之和的形状：

(12) 

g( + o) 『三 d t+ 『 sinpt
[g(t) - g(+ o)一一d t. (13) 

＠ 函数 f(x) 称为在区间 [a, b] 内分 段可微， 是指当 [a, b] 被分成有限多 个 子区间时， 在每 个 子区
间内部， 函数是可微 的， 而在端点处不仅有极限值， 而且在这些端点处 以上 述 极限值代换函数值时
存在单侧导数． 可 以把 分 段可微函数想象为由若干在 闭子区间内可微 的函数 ，，粘合， 而成， 仅在
｀＇衔接点＂ （ 以 及基本区间 的端点 a 与b) 要 特地确定函数值
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如果应用代换 pt = z ,  将第 一个积分变换为

g(+O )  /
ph 三d z,。 z

冗．

则立刻可见，当 P --t +oo 时，这积分趋近于 - . g(十0 ), 因为2 

1
+= 三d z= �。 z 2 · 

因此整个 问题就在 如何证明(1 3 )中的 第 二个积分趋近千零．

·359 · 

任意给出 E > 0 ,  则有这样的 o > 0(可认为 o < h )存在，使得对于 0 < t � o ,  

0 � g(t )—g(+O ) < E. 

刚才所提到的积分拆成两部分：

(l/j 
+ la。h) [g(t ) - g(+O )]字dt = Ii +h 

对积分 Ii 应用波内公式 [306] , 则得

/j 
Ii = [g(8 ) -g(+0 )] i 字dt = [g(8 ) - g(+O )] i:8 宁d z,

其中第一个因子 < E , 而第二个因子对千一切值 p 一致有界． 事实上， 由反常积分
Joo 吧d z的收敛性，可见 当 z一 oo 时，z的(z� 0 )连续函数

l
z 罕d z,

有有限的 极限，并且对于一切值 z 有界：

忙 罕d zl 红 (L = 常数），

从 而

尸严d z = 厂－厂 � 2L

因此积分 Ii 具有与 p无关的估计值：

/Ii / < 2Le:. (14) 

至千积分 I2 , 则因 sinpt 的乘数在原义下可积分 （须知 t � o ), 由第 682 目 中的
引 理 可知当 p --. +oo 时 （并对固定的 o ) , 这积分趋近千零． 这定理因而得证
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686. 狄利克雷－若尔 当判别法 现在转 而 推导从另一 种思想 而来的傅里 叶级数
收敛性的一个新判别法

狄利克雷－若尔 当 判别法 如果在以点 x。 为 中点的 区 间 [xo - h, xo + h] 上， 函
数 f (x) 有有界变差， 则 这 函数的傅里叶级数在点 x。 处收敛 于和数 So.

在第 683 目中我们 已经看 到 当 n 一 oo 时， 部分和 sn (x) 的性 质由积分 Pn( <5) 

的性 质 确定 ［参看 (7) ] , 其中 特别 可取 上面所 说到的数 h 作为 8. 将积分 胚 (h)改 为

-t sm 
1 『Pn (h) = - [f(xo + t) + f(xo - t)] 上 ．

(n + �) t 
1r 

d t . 
sin -t 

2 

�t 
由假定 ， 方括号内的和式 为一 有 界变 差 函数； 商数 4气－ 则为增 函数 可 见它们 的

sin -t 
2 

乘积 也有 有 界变 差， 而且因 此 可以表示 为两个单调增 函数的差的形状 既然上目 中
的引 理 可以分 别应 用到每个增 函数，所以也 可以应 用到它们的差， 由 此立即 得到

}皿 胚(h) = �  · i [f(xo + 0) + f(xo - O)] = 
f (xo + 0) + J (xo - 0) . 

2 

因为在连 续 点 处 所得 表示式成为 f(xo ) , 所以我们的证明就 完成了 ．
必须 说明由 狄利 克雷所首先 举出的 可展开 函数为傅里 叶级数之条件，则具有 较

特殊的性 质 他所证明的命题是：
狄利克雷判别法 如果以 加 为 周 期的 函数 J(x) 在区 间 ［一Jr, 1r] 上分段单调，©

并且在这区 间 上 不连续点的 个 数 不 超过一 个 有 限数 ， 则 此函数的傅里叶级数在每个
f (xo + 0) + J(xo - 0) 连续点 处收敛 于和数 f(xo ) , 在每个 不连续点 处收敛 于和数 - . 

此后 ，这里所 说的条件称 为 ＂狄利克雷条件' .
因为适合于这条件的 函数在任一有 限区间上 显然有 有 界变差，所以这判别 法 可

以 在形式 上 包括 在前一 判别 法 中
以 上所述 判别 法 完全 足以 满足分 析及其 在实用上的要求． 其 他提出的判别 法 主

要具有 理论上的意义； 对千这些，我们不 可 能详细研讨．
最后来 谈一谈迪尼及狄利 克雷－若尔当的两 判别 法之间关 系的问题． 可以证明，

这两 判别 法是不 可比较的， 这就是说不 能从其中的一个推出另一个． 先 考虑 函数 f(x) ,
它 在区间 ［一Jr, 1r] 上 定 义为：＠

{ 
f(x) - 言

，在互 0时 ，

f(O) = 0. 

＠这意思是说能将区间 ［一71", 1r] 分解成为有限个部分区间， 使得函数 在 每 个 部分区间上单调
©用周期法 则 f(x + 加） = f(x)将函数推广到实数轴上 的其余部分．
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这 函数是连续 的，并 且是分段单 调的，即 满足 狄利克雷条件 ． 而这时 在点 x = O 处，

对于 任一h > 0 ,  迪尼积分

Jh lf(t) + J(-t) - 2f(O) I dt = 2 J
h dt 

t 0 t ln — 
21r 

显然是发散的．
在另 一 方面，如果用下列等式 在区间 [-1r, 1r] 上 定 义函数：©

｛ 归） �xcos � , 在X ,' 0时

f(O) = 0, 

则 在点 x = O 处，利普希茨条件显然成立：

订(x) - f(O) I � lxl , 

因 此迪尼条件也成立 然 而， 此时 函数 f(x) 在点 x = O的任何邻域 内没有 有 界变差
[567]. 

687. 非周期 函数的情形 以 上所建 立的全 部理论的出发点是： 假定所 给 函数
对于 一切实值 x 有 定 义，并 且有 周期 21r. 但是最常遇到的 函数 f(x) 或者是： (a)只

在区间( —7f, 1r] 上被 给出； 或者是： (6) 即 使 在这 区间以外 也有 定 义，它是非 周 期的 ．
为 了要能将上面的理论应 用到 这 种 函数，引进由 下述 方式所 定 义的辅助 函数

f*(x) 来 代替 它 在区间 (-1r, 1r] 上，取 f*与J 恒等 ：

又令

f*(x) = J(x) (-1r < x � 1r) ,  

f*(气r) = f*(1r) , 

而用周期 法 则将函数 f*(x) 推广到 x 的其 他实数值．

(15) 

对于 这 样 作出的以 加 为周期的 函数 f* (x) , 可以应 用已证的关于 展开的 定 理 ．
然而如果所讨论的点 Xo 严格地在 -7r与 T 之间，则当检查这 些 定 理的条件是否成
立时，由于 (15) , 只需考虑实际上 给出的 函数 J(x) . 根据同 样的理由 ，可以不必引进
函数 f*(x) 就 直接用公式 (1) 将展开式的系数计算出来 ． 简单 地 说，不必用辅助 函数
f*(x) , 以上所证明的全部结果都可直接应 用 到 已给函数 J(x) 上 来．

但是必须 特别注意区间的端点 X = 土7f, 当检查第684,686 目中 任 一定 理的条件
对于 f*(x) 譬如说在点 x = 1r 处是否成立时，则既需考察辅助 函数 f*(x) 在 X = 7r左
侧的值， 又需考察在右侧的值； 其左侧 的值与 已给函数 f(x) 的对应值一致，而其右侧

＠ 见上页脚注 ＠．
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的值则与 f(x) 在 X = -7f 的 右侧的值一致． 因 此 ， 如果我们要 对于 点 x = 土T 复述 狄
利克雷－若尔当 判别 法 ，则在两 种情形 下都 必须要求 f(x) 在 尸勺r的左 侧与X = -Jr 

的右 侧都 有 有 界变差， 此时 在两 种情形 下 ， 应取

So = 
f*(1r + 0) + f* (1r - 0) = J* (-1r + 0) + J*(-7r - 0) 

2 2 
f(1r + 0) + f(1r - 0) = 

2 

作为值 s。． 由 此 可 知 即 使 已 给 函数 f(x) 在 X = 土T 处连续，但是没有周 期21r, 从而
f忨）-/- f(-1r) , 则当傅里 叶级数收敛性的任一个充分 条件成立时，这 一级数的和将为

f( 一1r) + f忨）
2 

而与J(-1r) 及 f(1r)都 不相 同 对于 这 种 函数， 展开式 只 在开 区间 (-1r, 1r) 内成立 ．
读者应当 特别 留心 下面的 说明． 如果 三 角级数 (2) 在区间 (-1r, 1r) 内 收敛于 函

数 f(x) , 则因 为它的各 项都 以 加 为周期，级数处 处收敛，而且它的和 S(x) 也是 以
加 为周期的 x 的周期 函数 不 过 一般说来， 这个和在上述区 间以 外已与 函数 f(x)
不 同 ［如果 已经在整个实轴 上 给出 f(x) ] . 以后 [690] 将用许多例子来 解 说 此点．

最后 指出， 可取 长为 加 的任一区间 (a, a +  21r] 来 代替 区间 (-1r, 1r] .

688. 任意区间的情形 设在任意长 2l(l > 0) 的区间 (-l, l] 上 给出一 函数 f(x).
如果用下式变换：

ly X = - (-1r < y � 1r) ,  
九．

则得 在区间（ －丁］ 上 一个 y 的 函数 1 (�) , 此时就 可 应用上目中的讨 论 ． 我们 已

看到 ， 在一 定的条件 下， 可将它 展开为傅里 叶级数：

f 巴） ＝ 婴 ＋ 文 (an cos ny + bn sin ny) , 
n=l 

其中各 系数由 欧拉傅里 叶公式 确定

On - :  『> m oo, nydy

加 = - /
71" 

f 卢） sin n d 

(n = 0, 1 , 2, · · · ) ,  

1r 九
． y y (n = l, 2, . . · ) .  

-71" 

现在回到原有 的变数x, 令
y = 竺l '  

则得 已 给 函数 f(x) 的三 角级数展开式，但 其 型式 略有 变更：

妇） ＝ 竺 ＋ 汇 （知 COS 三 心 sin 三 ．
2 l l ） 

n=l 
(16) 
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这里取的不是角 x 的 而是角 罕 的倍角的 余弦与正弦 用同 一变换， 可将关于 确定
展开式 系数的公式 变换成 下形：

1 1 n1rx 
an = - f_1 J(x) cos —-dx l l 

b 
1 1 . n1rx 

n = -
l f_1 J(x) sm -l 

dx 

(n = 0, 1 , 2, • • • ) , 
(17) 

(n = l , 2, · · · ). 

对于 区间的端点 X = 土l, 上 目中 对点x = 扛 所 作的 说明仍然有 效． 最后 区间
(-l, l] 可用另外 任 一长为 2l 的区间来 代替，特别 可用区间 (0, 2l] 来 代替 此时则必

须用公式

来 代替公式 (17).

1 21 n1rx 
an = - Ji。 J (x) cos -dxl l 

1 21 n1rx 
bn = - ,h。 f (x) sin 一 心l l 

(n = 0, 1 , 2, • • · ) ,  
(17*) 

(n = l , 2, . .  , ) 

在区间的端点或 函数的不 连续 点处保留所有 条件时， 已证明了 下一 重要 而有 原
则性意义的事实在任意区 间 上任意给 定的 函数 属 于极广 泛一类者，＠ 可以展开为三
角 级数， 这就 是说 在 函数有 定 义的整个区域中， 可用唯 一的分 析式 －— 二三角级数
－ 将它 表示出来 在第690 目中 ， 我们将特别找出 函数的展开式的许多例子， 而
各 函数原先 在区间的各 部分 上是用不同的分 析表示式 给出的三角 级数 这一工具是用
来 “接连＂ 函数的普通工具，最终消除 了在整个 定义域 中 可用 一个分 析式表示的 函数

与 要 用 几个分 析式 来 定义的 函数 之 间的 界 限［参考 46,3° ;363, 5);407, 附注 1;497,11)
等等 ］ ．

689. 只含余弦或正弦的展开式 首先 注意： 如果 在区间 ［一1r, 1r] 上所 给出的（常
义或非常 义） 可 积 函数 J(x) 是奇函数，则

/1r 
f(x)dx = 0. 

将积分 J�勹 化 为两 积分之和的形状：J。�+ t,r , 并 且在第二个积分中将x换为 -x,则
不难 推出 此 结果 ． 用同 样 方法， 可 知 当 f(x) 为偶函数时，

/1r 
J(x)dx = 2 /1r 

f(x)dx 

［参考 314,9) 及 316].
现设 J(x) 是 在区间 ［一7f' 1r] 上 绝对 可 积分的偶 函数． 则 f(x) sin nx 是奇 函数，

由 上所述
1 11" 

加 ＝ － ／ 如） sin nxdx = 0 (n = 1 ,  2 , • · • ) . 
九． -,r 

O例如分段可微分或分段单调的函数等都包括在内
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因 此 ，偶函数的傅里 叶级数 只 含余弦：
00 

J(x) 
a。

～ 了 ＋ 区 an cos nx.
n=l 

( 18) 

因 为 在 这 种情形下，J (x) cos nx 也是偶 函数，则应用上 述 第二个说明，能将展开式的
系数 a九 写 作

2 
an =

; /
11: 

f (x) cos nxdx (n = 0, 1 ,  2, • . • ) . 。 ( 19) 

如果 函数 f (x) 是奇 函数，则函数 J(x) cos nx 也是奇 函数，从 而

1 7r 

an = 

; l1r J(x) cos nxdx = 0 (n = 0, 1 , 2, • • • ) .  

我们 得结论如 下 奇函数的傅里叶级数 只 含 正弦：
00 

阳） ～ 汇 如 sin nx. (20) 
n=l 

而且由于 乘积 f(x) sin nx 是偶 函数，所 以能写出

2 11" 

加 = ; la f(x) sin nxdx (n = l , 2, · · · ) . (21) 

顺便 注意到 在 区间 ［一7f, 1r] 上所 给 出的每 一函数 J(x)都 能够 表 作偶 函数与奇函
数之和的形式 ：

其中

f心） ＝

J(x) = fi (x) + h (x) , 

f (x) + J (-x) f (x) - J (-x) , h(x) = 2 2 
显然 函数 f (x) 的傅里 叶级数恰巧是由 函数 fi (x) 的 余弦展开式与函数 儿 (x) 的 正
弦展开式所组成的 ．

再设只是 在 区 间 [O, 1r) 上给出 J(x) . 要 想 在 这 区间上将它 展开为傅里 叶级数 (2) ,

我们 对于 在 区间［一7f, 0) 上的值x,任意补充 函数的 定 义，然后 应用第687目中的结果 ．
由于 可 以任意补充 函数的 定 义，所 以就 有 可能得到各 种不 同的 三 角 级数． 如果 在 0与

T之间的任一点 Xo 处， 函数 满足 在 第 694,696 目中所建立的一个判别 法，则这些级数

在 点 XO 处或者 收敛于 J位o) , 或者 在 x。是不 连 续 点时 收敛于
f位o + 0) + f位0 - 0) 

利用函数 定 义在 区间 ［气， 0)的任意性 ， 可 以得到 J(x) 的只 含 余弦饷或只 含 正
弦的展开式 实际上，想象 在 0 < X � 7f 时， 令

J(-x) = f(x) , (22) 

则得 在 区间 ［一7f, 1r] 上的偶 函数（图 123,a) , 而且它有 周期 21r. 由 前述 可 知 它的展
开式只含余 弦 展开式的系数 可用公式 (19) 来 计算，而 在 计算中只用得 着原给 函数
f(x) 的值
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同 样， 如果用条件（ 对于 0 < 立幻r)

f(-x) = -J(x) (23) 

来补充 函数 f(x) 的 定 义，使它成为奇 函数（图 123,6) , 则
其展开式 中 只含一些 正弦项 而其系数 可由公式 (21) 来
确 定．

因 此，当 已 知的一 些条件 成 立 时， 在区 间 [O, 1r] 上所
给出的 函数既能展开为 只 含 正弦的 级数， 又能展开为 只
含余弦的 级数！

然而 点 x = O 及 X = 7r 需要 特别加 以研究． 在 这两
点处，两个展开式是不同的 为 简单 起 见，假定所 给 函数
f(x) 在 x = O 及 x = 1r 处连续 ， 而首先 考虑 余 弦展开式
条件 (22) 首 先 使得 在 x = O 处的连 续性 保持不变，因 此
当应有 的条件成立时， 级数 (18) 在 x = O 处恰 好 收敛于

f(O) .  又因

· 365 · 

y 

＼ 
I \ , _,,,,  

一兀 0 1 冗 X

a) 
y 

一冗

I 
I /一. 、
I I '  , , 、
I 

l' 

。 冗 X

6) 

图 123

J(-1r + 0) = f(1r - 0) = f(1r) ,  

所 以 在 X = 7f 处也有 类似的情况．

正弦展开式的情况则不相 同 现不 深入讨论由于 条件 (23) 而破坏 了 函数的连续
性等等， 而只 简单 地 指出 在 点 x = O与X = 7r 处级数 (20) 的和显然是零 因 此 只有
在 f(O) 及 f忨）的值等于 零时， 级数的和才能给出这些值．

如果 函数 J(x) 是 在 区间 [O, l](l > 0) 上 给出的， 则引用与688 目中相同的变量
变换后，展开 函数为 余 弦级数

a。 OO

2 — ＋ 汇 伽 COS 竺
l n=l 

或 正弦级数

产 加 sin 三
l n=l 

的问题就 化 为刚才所讨论过的问题 此时展开式中的系数 可分 别用公式

2 
an = l /

1 

J(x) cos 字心 (n = 0, 1 , 2 , · · · )。
或 2 l 

加 ＝ 了 j f(x) sin 尸 心 (n = l , 2 , · · · )。 l

(24) 

(25) 

计算出 来．
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690. 例 下面作为例子的函数不是可微分函数， 就是分段可微分的函数． 这种 函数无疑地

能展开为傅里叶级数， 因此我们不讨论展开问题．

1) 在区间 (-1r, 1r) 内展开函数

由公式 ( 1) :

f(x ) = 产 (a = 常数子 0).

ao = _! /
"

产dx = 
ea" - e-a,,-

= 2
三

，a冗. a1r 

a cos nx + n sm nx 
an = - e cosnxdx = -1 

/
" ax I 

7f 吐 + n2

1 2a 
= (- l)n -

7f 吐 + n2 sha1r, 

ax 

1 『 ax • 1 a smnx - n cosnx 
bn = - e sm nxdx = - e吐

7f 吐 + n2

1 2n 
= ( - 1) 九 一 1 _

7r a2 + n2 sha1r. 

因此， 对于 -1r < x -< 1r, 则有

\ _,,. 

\ _,,. 

产 = �sha1r {卢 + t a�飞2 [a cosnx - n sin nx] } 

如果我们从区间 (0, 加） 出发， 则得系数不同 的展开式 —一 此时必须利用公式 (1*) . 不过新

的展开式也不难从已经求得的展开式推出

2) 在区间 (0, 21r) 内展开函数

f ( ) 
冗· -x

X = 
2 

由 公式 ( 1*) :

三l江
宁心 ＝ 卢 （杠 － 扛）厂 = 0,

an = 叮 宁 cosnxdx = 卢 (1r - x) 宁厂 － 士 fo
2

" sin nxdx 

= 0 (n = l , 2, · · · ) 

bn = .!_  I抎
二 sinnxdx = - 上 cosnx 2" 一

上 加

冗． 。 2 27f (
1r 一 x) 丁- I。 2n1r

i cos nxdx 

1 
n 

(n = l, 2, · · · ) .  

这样得到特别简单并且只含正弦的展开式：

冗· - x smnx 
飞

一 ＝ 汇 - (0 < X < 21r) .  
n 

n=l 

在 X = 0(或 21r) 处， 级数的和等于零， 上面的等式不成立． 在 以上所指 出 的区间之外， 这个

等式也不成立 级数和 S(x) 的图解 （图 124) 是 由 无限多个平行线段与在 x 轴上的一列孤立点

所构成的
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、 、 Y

、 、

X 

、 、

图 124

3) 由千上题中所得展 开式特别重 要， 今不依赖一般的理论， 而用初等的方法将它推演出来．

设 Q < X < 21r. 利用第 680 目中的公式 (26), 将它改写为：

逐步求得：

n sin( 2n + 1) 芒汇 cos kx = 2 1 
X 2 sin -k=l 2 

2 ' 

n x n t 

亡宁 ＝ ［ 汇 cos ktd t = 千 I
x sin( 2n + 1) 2 

d t  
k=l k=l O 2 sin ! 

� -i+ 
[ 

[
2 ,: �

-
¼] sfil( 2n+ l) ;d t+ r

in( 2n
,+

l)
t 

但当 n ----++ oo 时，由第 682 目中的基本 引 理，上面 的等式最后一部分中的第二项趋近千 0心 而

作变换 u =( 2n+ l) -, 则第三项变换为2 

/
(2n+l) � 三

d u,
u 

+= sm u 1r 
它显然趋近千 J —d u =  -0 u 2 

． 于是

二立宁 ＝ 勹气
k=l 

这就是我们所 要证明 的．

4) 从 2) 中的展 开式出发，不加计算，可推得其他有趣的展 开式． 在原展 开式中将x 换成 2x,
并用 2 除等式两端 得：

1r x sin 2kx － － － ＝ 汇 — (0 < X < 1r), 
4 2 2k 

k=l 

O如果令方括弧中的因子当 t = 0 时的值为 0, 则它是在这点解析的函数， 因为它在这点邻近，
可以展 开成幕级数：

1 1 1 37 
t t+ 3 - - = - —t +··· . 

t 12 5760 2 sin -
2 
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由原展 开式减去这个展 开式，得：

1r 00 sin(2k — l)x 
4 = L 2k -1 

(0 < X < 1r) .  
k=l 

如果用 S(x ) 表示上面级数的和 则 S(O) = S忨） = 0. 因为正 弦是奇函数，改变x 的符号，

可知在区间 (-1r, O) 内，S(x ) = — 巴 ； 对于 x 的其他数值， 和数 S(x ) 可由周期规律推出，因此特4 
别在区间 (21r, 37f) 内，又得 S(x ) = 巴 ，等等． 函数 S(x ) 的图解见图125; 图126显示由级数的4 
各部分和所表示的 、 不连续函数的逐步渐近值．

-2冗
), 

图 125

臧 声 喊

3元 4兀
更 声

X 

如果在所考虑的展 开式中，令 X = 空，即得我们熟知的莱布尼茨级数[404(16)]2 

1r 1 1 1 4 = l - 3 + 5 — 7 + .  

当 X =
冗. 7f － 及x = -
6 3 时，得级数

1r 1 1 1 1 1 4 = l + 5 飞 — 订 十 百 十 百 —

1r 1 1 1 1 — =1 - -+ - — 一- + - - · · ·
2v'3 5 7 11 13 

合并此处所求得的展 开式与 2) 中的展 开式， 不难得出关于函数 f(x ) = X 的级数：

00 

x = 2 汇 (-1)九一 1 严竺 (-1r < X < 1r) . 
n=l 

我们只是对千 O <x < 1r 直接得出此等式，但显然这等式对千x = O 也成立； 此外它的两端显然
都是奇函数，因此最后 的展 开式对于整个区 间 (-1r, 1r) 正确．

当x 由 —oo 变到+ oo 时，级数和的图解不难由图127 表出 在图128 上，描画着部分和

y = ss (x ) = 2 ("  
sin 2x sin 3x sin 4x sin 5x smx - 了

－ ＋飞
－

丁
－ ＋了－）

的图解
5) 依靠 2) 中 的展 开式，证明在整个实数轴上

口沪严 ＝ ｛
x - E(x ), 

! ,  
2 

对于非整数x ,

对于整数x .

6) 在区间 [—7r,1r] 上 ， 展 开 （偶） 函数 f(x ) = 沪 为余弦级数
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x=冗 、 x

夕 － －

、 ，，，， x=冗 ,, X 
、 ,, 

、 . . / 
, 、

图 126

/
 /

 /
 /

 /
 /

 /
 /

 

3冗 X

/ 
／ 

/ 
／ 

／ 
／ 

／ 

图 127



· 370 · 第十九章 傅里叶级数 [690] 

一冗 X 

图 128

由公式 (19):

1 1 ,,. 1r2 

产二 :;;:1 x2心 ＝ 了 ＇

三 111"
沪 cos nxdx = 产 宁［ － 卢 l,r

x sin nxdx 

＝ 土x 三丁 － 上 /1r
cos nxdx = (-l)n � (n > O) , n1r n o 2 n 7r 。 n2 

因此
2 00 

2 7r n cos nx X = - + 4 汇(-1) 一一
3 n2 

n=l 

(-7f :,_:; X :,_:; 7f) . 

级数和的图解表示在图 129 上， 它是由无穷个互相连接的抛物线弧所组成的．

y
 

-2冗 一冗 。 2兀 3 X 

图 129
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在所得展开式中， 令 X = 11" 或 x = O, 则得出熟知的结果：
00 00 

� = 汇 上 亡 旦二
n2' 12 = 汇 忙 ＇

n=l 

此两式中， 任何一式亦可由 其他一式直接推演出来．
7) 将函数：
(a) Ji (x) = cos ax, 在 ［一71"' 7r] 上按余弦展开，
(6) fz(x) = sin ax, 在 (-71", 7r) 内按正弦展开

（这里假定数 a 不是整数）．
(a) 我们有

2 
坛。 = .!_ /" cos axdx = 三

71" ' 。 a11" 
九．

n=l  

(n > O) an = � I  cos ax cos nxdx 

� i ]' [oo,(a + n)x + oos(a - n)x]dx � (— 1)九 二三，。 a2 - n2 71" 

因此

(6) 答

00 11" cos ax 1 n a cos nx 
五盂;;:

= 玩 + L (-1) a2 - n2 (-11" � x � 11") . 
n=I 

1l" Sm ax 一一一 ＝ 区了�1 (-l)n n sm nx 
2 sin a7r a2 - n2 (-71" < X < 11").  

顺便注意到 当 x = O 时， 可由 (a) 得：

1 1 
00

吓

二 = ;;; + 2 � (a王 （吓）2 '  

或者令 吓 = z; 则得：

1 1 
00 00 

二 了 �(- l)n

z2 -
2
(i而）三 苦- l)n [三 十 三］

· 371 · 

（其中 z 是不为 T 之整倍数的任何数）． 由此重新求得函数 —一 之由简单分数形成的展开式． 在sin z 
(a) 中令 X = 11", 便又得到函数 ctgz 的简单分数形式的展开式［参看 441 ,9)] .

非常显著的是： 这几个数学上的重要结果可以简单地从各别的三角展开式推得．

8) 由 1) 中 函数 f(x) = eax 的展开式可以很简单地推得函数：
(a) Ji (x) = chax, 在 ［一7r' 1r] 上的余弦展开式，
(5) h(x) = shax, 在 （一71", 1r) 内的正弦展开式， 而且 Ji (x) 与 h(x) 分别是关于 f(x) 的偶

的与奇的组成函数 (689] . 其展开式的形状是：
00 

71" chax 1 n a 
霆石 ＝ 玩 ＋ 汇(-1) 贮_ n2 cos nx 

n=l 
00 

三竺 ＝ 汇 (- 1)九 一 1 n sin nx 
2 sha7r a2 + n2 

n=l 

(-71" � X �  刓，

(-7r < X < 7r) .  
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1 
作为推论， 由此可得函数 一－ 与 cthz 的简单分数形式的展 开式．shz 
现转到从 0 到 T 的区间上所给出的函数之余弦或正 弦展 开式的例子 [689] .

9) 在区间 [O, 7r] 上，用余弦展 开函数 f(x ) = x. 

由公式 (19) :

扣 = � /" xdx = 巴。 2' 

an = 3_ /" x cos nxdx = 乌 二 7r
一 � "

sin nxdx = 2 cos n1l" - 1 
介． 11" n l o n1l" l n气 (n > 0) , 

即
a2k = 0, 

4 a2k-I = - (2k - 1)气 (k = 1 , 2 , · · · ) . 

所求展 开式的形状为：

71" 4 00 
cos(2k - l)x x =  2

一 分二 (2k - 1)2 (0 � X � 7r) .  
k=l 

级数和的图解表示在图 130 上 ［比较同一函数在 4) 中的正弦展 开式及其在图 127 上的图解］． 在
图 131 上， 描画出近似曲线 ：

7r 4 ( 1 
y = ss(x) = 2 -

; cos x + 泸 cos 3x + 萨 cos 5x)

结合所得结果与在 6) 中函数 沪 的余弦展 开式，容易得出：

3x2 - 61l"X + 271"2 00 
cos nx 

12 = 汇 了 (0 � X � 11") .
n=l 

然而，因为将 x 换成 27r - X 时，等式两端的值均不变 所以事实上等式在较大的 区间 [O, 27r] 上依

然成立．

y
 

／ 
／ 

／ 
／ 

／ 
／ 

一兀 兀 X 

图 130

10) 在区间 (0, 71") 内，按正弦展 开函数 J(x) = x2 . 
答

OO

x2 = 区 如 sin nx,
n=l 

其中
7r 271" 8 b2k = - - ,  b2k- l  = -k 2k - 1 7r(2k - 1)3 . 
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y
 

－兀 十兀 x 

图 131

读者试作出 级数和的图解， 并且将它与图 129 上的图解相 比较．
1 1) 在从 0 到 T 的区间 中 ， 展开函数 f(x) = eax 为 (a)余弦级数与 (6)正弦级数．

a1r 
答 (a) eax = 

e - 1 2a (-1rea1r - 1 
吓 十 了 立了�l a气 n2 cos nx (O � x � 7r) , 

(6) eax = 2 - L':'=1 [1 - (- 1)九ea"] n 
11" a2 + n2 sm nx (0 < x < 11") . 

12) 将函数
(a) fi (x) = sin ax, 在 [O, 7r] 上按余弦展开，
(6) h(x) = cos ax, 在 (0, 71") 内按正弦展开．
(a) 解 首先假定 a不是整数． 则

坛。 = .!_ /
" . 1 - cos a7r 

2 
sm axdx = 71" '  

a,, � � f• sin ax oo, nxdx : ;; /\on(a + n)x + ,;n(a - n)x]dx 

2a = — [1 - (- l) n cos a7r] 1 
T 吐 - n2 ·

所求展开式可写成下列形式：

sin ax = 
1 - cos a7r 

{ 1 + 2a 产 cos 2kx
7r a2 - (2k)2 

+2a 

� ,�, } 
1 + cos a7r L cos(2k - l)x 

7r a2 - (2k - 1)2 (0 � X � 7r) .  
k=l 

现设 a 为整数， 则需要分成偶数a = 2m 或奇数a = 2m - 1 两种情形 当 a = 2m 时，

8m 1 ao = 0, a2k = 0, a2k-1 = — 
7r (2m)2 - (2k - 1)2 ' 

因此

sin 2mx = 严 产 '"空气_
1)x

1 \2 (O � x � 7r) .  
k=l 
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同样， 当 a = 2m - 1 时，

sin(2m - l)x = ; { 1 + 2(2m - 1) 产 (2m �7);� (2k)2 } CD k=l 

(5) 提示 应分成与在 (a) 中一样的各种情形来讨论．

13) 证明关千在 [O, 7r] 上的 x,

产 cos(2k - l)x 1 

(2k - 1)4 
＝ 丽r(7r - 2x) (7r2 + 2釭 — 2沪）．

k=l 

[690] 

(0 � X �  刓 ．

提 示 将在上式右端的 函数 f(x) 展开为傅里叶级数， 当重复进行分部积分时， 顾及 J'(O) = 

J' (1r) = 0. 

14) 现在考虑非常义可积函数展开式的例子． 设要在区间 (-7r, 1r) 内， 按余弦展开偶函数

X 
f(x) = ln 2 cos -. 

2 

函数在 区间 的两端变为 oo, 但依然保持 （绝对） 可积分性．

由 公式 (19) :

1 1 " X 2 号
产 = ; fo ln 2 cos 2dx = ln 2 + ; fo ln cos tdt = O 

［参考 492,1°
] , 而关千 n > 0, 

2 『 X 2 x sm nx 
an = ; 

0 
ln 2 cos 2 cos nxdx = ; ln 2 cos 2 了

- I。
心 /" sin nx • 

:
in i 

dx = (- l)九 一 1 上 /" sin
�

x 
:

os
� dx 

0 cos - n1l" o sm -
2 2 

（将 x 换作 71" - x) . 为了计算最后一个积分， 将被积分函数写为和的形状：

X 1 1 
sm nx cos 2 sm (n + 2) x sm (n - 2) x 

= + X 1 sin 2 2 sin -x 
1 

2 
2 sin -x 

2 

根据第 680 目 中 的恒等式 (26), 将上式每一项分别换作和数

最后，

而所求展开式的形状是

n
-

l 
1 

n 

尸 I: cos ix 或
i=l 

1 
2 + 区 cos ix. 

i=l 

(- 1) 九 一 1
an = (n = l , 2 , · · · ) ,  

n 

ln 2 cos i = 汇（一1)气竺巴 尸 < x < 7r) .
n 

n=l 

©不难证明 如果在等式左端将正弦用它的绝对值来代替， 则展开式在整个实数轴上成立
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如果当 X = 士T 时令等式两端的值是 -oo, 则可看作等式在此时也成立． 如果在 In 符号下

将余弦用它的绝对值来代替 ， 则新的等式对于 一切实数值x 皆成立！
在证得的等式中，用 11" - X 代替 x, 就得另一有趣的展 开式：

x cos nx 
- ln 2sin 2 =区 丁

n=l 
(0 < X < 加）．

关于此公式的推广 ， 可作与上相同 的说明

最后举儿个展 开 “接连＇ 函数的例子， 这 种函数在区间不同 的部分上是用不同 的分析表示式

给出的©

15 ) 设

J(x ) = { 
O, 如果 - 7r < X < 0 . 

x, 如果 O �x � 冗

展开这函数为完全的傅里叶级数

同样

由公式 (1 ) 有：

1 1 " 7r 
产 ＝ 玩 1 xdx = 4 , 

an = ; f" x cos nxdx = 卢 宁勹 － 卢 l" sin nxdx = 
cos

;� 
一 1

,

a2k = 0, a2 k
-

l = -
(2k -1 ) 27r

. 

cos nx n-1 1 
bn = - - = (- 1) 一 ．

n n 
展 开式为

f ( ) 
7r 2 sin 2x 2 

X = - - - cos X + sin X - - 一- cos 3x 
4 7r 2 971" 

＋ 
sin 3x sin 4x 

3 4 
. . .  ( 71"  < X < 11"). 

16) 在从 0 到 7r 的区间上按余弦展 开函数

(a ) 

(6 ) 

( a) 

1, 对于 0�x�h,
庐） ＝ ｛ 。， 对于 h < x�尔

庐） = { 
1 - 点， 对于 0�x�2h,

o, 对于 2h < x�11". 

1 1 
h 

h 2 
h 

2 sin nh 
产=

:;;:
/ dx = ; , an = ; l cos nxdx = ; --;- , 。

©然而与以上 已研究过的例子比较， 此处并没有包含任何新的原则：实际上 ，2) 中的级数和也可
看作是由许多线性函数 “接连， 而得的函数 （参考图 124).
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除在点 x = h 外，

八 (x) = 竺 ｛飞言!!:. cos nx } (0 � X � 11"),  

1 
而在点 X = h, 级数和等于 －．

(6) 
2 

1 1 2h X h 
产 = ; l (1 - 劂 dx = ; , 

an = ; l

2h 

(1  - 点） cos nxdx = ; 
l -

2c;::;
nh = 三产

趴x) = 竺 ｛飞 （宁）
2 

cos nx }  (0 � X � 11") .  

17) 求证

介．

2\/'3 
， 

介．

4邓 ＇

( a) 
cos 5x cos 7 x cos llx cos x - + - + · · · = 5 7 1 1  0, 

介．

4邓 ＇

介．

2戎 ＇
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时

<

x
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＜
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x
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x

巴3

x

竺
3

V
 

o
 

当

工
3

V

=

＜

=

 

0

x

巴3

x

2

当

当

当

当

当

(6) 
sin 5x sin 7 x sin l lx sm x - + - + · · · = 

52 产 ll2

冗．

X 
2JJ

' 

71"2 

6邓， 

介．
一一 ( 7r -x ), 
2戎

当
i < x < 年 时，

当

271" 
3 ,,;; X ,,;; 11" 时．

18) 设函数 J(x) 由 下列各等式定义：

f(x) � { 
c� x, 

- cos x, 

关于 0 ,,;; X ,,;; -
介．

2 ' 

关于 ； < X � 11". 

按余弦展 开这函数

答

J(x) = �  甘 ＋ 言- 1/
- 1

��:勹｝
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19) 求证级数和

00 

71" 1 - (cos x + sin x) + —一一
2 区 2k + 1 

[cos(4k + I)x - sin(4k + I)x - cos(4k + 3)x - sin(4k + 3)x] 
k=O 

当 m7r < x < m7r 十 ； 时等于 7r sin x, 当 m7r 十 ; < X < 
1 

(m + 1)7r 时等于 71" cos x, 而当 X = m11" 或 m + - 71" 时等于
介． （ 』

(-l)m- (m = 0, 士1, 士2 , . . . ) .  
2 

20) 以正六边形的边长 a 为半径， 以其 （互不相邻的） 三顶

点为圆心作圆； 圆 的外弧构成三叶线（图 132) . 如果取六边形的

中心作为极点， 取通过一圆心的直线作为极轴， 试写出 三叶线的

极坐标方程式

提示 r = f(O) (一71" � 0 � 11") , 其中偶函数 f(O) 由 下列等

式定义： 图 132

，
 ） 

竺
3

。
o ,

（
 

eos

eos

 

加

加

,

Y

、

＝
 

）
 
。（

 
f

 

关于 0 � 0 � -
冗．

3 ' 

介．

关于 一 � 0 � 11".
3 

按余弦展开此函数
71' 1  1 1 1 

答 -r = - 十 一一· cos 30 - —- cos 60 + -—- cos 90 - . . , 
6嘉a 2 2 • 4  5 · 7  8 - 10 

21) 利用 已知的展开式， 求证

(-1r :;( 0  :;;; 1r) . 

(a) 

(6) 

(B) 

00 

x sin x = 1 - � cos x + 2 区 仁 1r cos nx
n2 - 1  n=2 

1 
00 

x cos x = - - sin x + 2 汇 (-1)九 二� sin nx
2 n2 - 1 n=2 

(—71" � X � 11") ;  

(-1r < x < 1r) ;  

00 
X 1 (- lr sin x In 2 cos 2 = 4 sin x + 区 声言 sin nx

n=2 
(-71" < X < 11") ; 

(r) 
00 

X 1 1 
cos x In 2 cos 2 = 2 - 4 cos x + 汇 (-l)nn 

cos nx 
n2 - 1 n=2 

(-11" < X < 11").  

22) 如果在区间 (0, 271"] 上所给出 的 函数 f(x) 适合条件：

(a) f(27r - x) = f(x) 或 (6) f(27r - x) = -f(x) ,  

则在第一种情形下， 所有的 bn = O ;  在第二种情形下， 所有 的 an = 0. 

证明此结果 ［或者从公式 (1) 出发， 或者按周期性开拓而得的函数为偶函数或奇函数来证明］．

附注

因为

由此可预见函数 巴T 与 ln 2 sin ; 在 区间 [O, 加］ 上 的展开式 [2) 与 14)] 的特性，

71" - (271" - X) 71" 一 X= - ' 2 2 
271" - X X 

In 2 sin = In 2 sin - . 2 2 
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23)求 证： 如果在区间 ［一7r' 7r] 上函数 f(x ) 适合条件·

( a) J(x + 7r) = f(x ) 或 ( 6) J(x + 7r) = -f(x ) ,  

则在第一种情形下，a2m-l = b2m-l = O ;  在第二种情形下，a2m = b2m = 0. 
24) 限于在区间 [O, 7r] 上所给出的函数，求 证由条件

( a) f( 7r  -x )  = f(x ) 可导出等式 a2m-l = 0( 在余弦展 开式中） 或 b2m = 0( 在正弦展 开式
中）；

( 6) f( 7r  -x )  = -J(x ) 可导出等式 a2m = 0( 在余弦展 开式中） 或 b2m-l = 0( 在正弦展 开式

中）．

附注 基于此点，可以预见 ： 在 4) 中函数 巴 ＿ 巴 与 巴 的正 弦展 开式的特性； 在12) 中函数4 2 4 
sin 2mx 与 sin( 2m - l)x 的余弦展 开式的特性； 以及在13) ,17) 与18) 中各展 开式的特性．

25) 仿照第 689 目中的推理 证明在通常的条件下，能将在区间 [o, i] 上所给出的函数在这
区间上展 开为只含偶数或奇数倍x 的余弦或正弦展 开式．求出系数的公式，并应用于各例．

26) 设已给函数 J(x ) 有周期 271", 并以 am , 加 为其傅里叶系数．求 用这些系数表示 “经过位

移的＂ 函数 f(x + h)( h =常数） 的傅里叶系数 石m , Ii证

利用在 681 目中关于周期函数积分的说明， 有
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=
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同样，
b m = bm cos mh - am sin mh. 

691. ln r(x ) 的展开式 作为较复杂的例子， 我们按照库默尔( E.E.Kummer) 的方法，作

出函数 In r(x ) 在区间( 0,1] 上的傅里叶级数展 开式．

利用在第 688 目 中关于在区间( 0, 2l] 上的函数展 开式所作的说明（在现在的情形下，2l= 1), 

求出下列形式的展 开式：
00 

In r(x ) 
ao 

＋汇( an cos 2n釭 ＋ 加 sin 2n7rx ) , 
n=l 

而且可由与第 688 目 中公式(17* ) 相仿的公式求出其系数：

an = 2 /
1

缸(x ) cos 2n7rxdx ( n =O, l, 2, · · · ) ,  

,. - 2  }' Jn r(x ) sln 2n,xdx ( n  -1, 2, .. · ) . 。
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但我们要指出，系数 an 几乎不加计算就可确定出来， 事实上，对已知的关系式 (531,5° ]

r(x)r(l 
271" -x )  = 

2sin 1l"X 

两端取对数，求得
In r(x) + In r(l - x) = In 27r - In 2 sin 11"X. 

函数 In r(l - x) 的傅里叶级数可由函数 In r(x) 的傅里叶级数中将 x 换成 1 - x 而得． 因此含

余弦 的各项保持不变，而 含正 弦的各项变号． 两级数相加，得

00 

ao + 汇 2an cos 2n1l"X. 
n=l 

另 一方面 如果利用函数 - ln 2sin :: 的已知的展 开式 (690,14)] , 但将其中的 x 换成 2社，则不
2 

难写出上面等式右端函数的傅里叶级数：

这样立刻可得

00 

In 271" 十 汇
n=l 

1 
- COS 2n11"X. 
n 

1 1 
动o = In 尽， an = - (n = 1, 2, · · · ). 
2 2n 

计算系数 加 要复杂得多 从 In r(x) 的公式出发 (540]

00 

缸(x )= ! [(x - l ) e
一z _。 e

-z -
e

-xz 
1 - e-z ] 

作代换 e一z = t, 此式变换为

归(x) = /

1 

[
1 - tx 一l

- X + 1]
业。 1 - t In t 

将此表示式代入 加 的公式中，并且颠倒对 x 及对 t 积分的次序，得

d z  
z' 

bn = 2  /已。 In t fo

1 

[
1

� �

x

;

l 

- x + 1] sin 2n7l"Xdx 

我们可以改变积分次序的理由如下： 表示式

［言 - x + 1] 三立
In t 

作为二元函数， 只是在 t = O 处不连续O 但此表示式对变数 t 的积分对千在区间 [O, 1] 上的 x­

致收敛， 因为

I
T 
[言 _ (l _ x)] I sin 2n1rxl 

dt  。 I In t i  

1 1 I sin 2n1rxl x 1 1 < ·  • T < · · 2n1f. 
1 - T  l ln 叶 x 1 - r l ln 叫

©不难验证在 t = l 处 连续性事实上并未破坏
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由 已知 的定理 [521] , 改变积分次序是可容许的
现来继续计算 ． 我们有

千是

1
1 

sin 2n7rxdx = 0, 1
1 

x sin 2n7rxdx = -之
［ 尸 sin 2n1l"xdx = ¼ 1

1 
ex 10 t sin 2n1l"xdx 

工=lIn t •  sin 2n1l"X - 2n7r cos 2n尔r x ln t (1 - t)2n7r = t [ln2 t + 4n主]
e 

lx=O
= t[ln2 t + 4n主］

加 = 2 1
1 

[-
t[ln2 /::n主］

＋
点］ 启

在这里令 t = e-2n,ru , 最后将 加 的表示式化成下式：

特别推得

由此

bn = 卢 i
°" [心 _ e-2n,ru] 平

三 1

°"

[卢 - e-2"u] 平

nbn - b1 = � f
°" 

(e-21ru - e-Zn 1ru池 = _!_ In n, 。 u 11" 

（伏汝兰尼积分，495) , 这样， 确定一切系数的问题化成了确定第一个系数的问题
回忆欧拉常数的积分表示式 (535]

C = 1

00 (三 - e-u) 平
则

三三 1
00

(士5 一 上） 宁 飞 1
oo

(e-u - e-2气

(691] 

I 
但第一个积分可以直接计算出来， 它等于零； 第二个积分等千 - In 271"(又是伏汝兰尼积分）． 最后
得

7l"

从而得

I b1 = - (C + ln 2刓
冗．

bn = - (C + ln 2n7r) . n7r 
所求展开式的形状是

归(x) = In 罕 ＋ 文 上 cos 2n釭
＋

上 (C + In 2n7r) sin 2n7rx (0 < x < 1) . 2n n7r 
n=l  
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§3. 补充

692. 系数递减的级数 直到 此时 为止，我们是从预先 给 定的 函数出发， 将它展
为傅里 叶级数， 而应 用到 确定可展开 函数为傅里 叶级数的充分 条 件． 在 少数 简单的

情形 下， 反过来可证明已 给的三 角 级数收敛于 某一绝 对可积分 函数，并 且是这 函数
的傅里 叶级数 ． 我们 在 这里 叙述 杨 (W.H.Young) 的有 关 研究

我们将讨论 下列形状的级数：
00 00 1 

(C) 泸o + 区 qv cos vx, (S) 汇 qv sin vx, 
v=l v=l 

而且恒假定 系数 qv 是 正数，并 且单 调 减趋近于 零． 如我们所 知 ［参考第 430 目 末］，
在 任一不含点 2k1r(k = 0, 士1 , . . . )的 闭 区间上，两 级数均一致收敛 用 J(x) 表 示级
数 (C) 的和，用g(x) 表 示级数 (S) 的和 两 函数都 有 周期 21r, 并 且除去形如 2标的
各 点外， 处处连 续 在 这些 例外点 级数( C)可能发散© 因 为 函数 J 是偶的，g 是奇
的，因 此 只 需 在 区间 [O, 1r] 上 进行讨 论

10 如果函数 J( 或 g) 绝对可积， 则 级数 (C) [或 (S)] 是 它的傅里叶级数 ． ＠

(a) 用 sin mx(m = 1, 2, · • • ) 乘 函数 g的展开式
00 

g(x) sin mx = 叉 qv sin vx · sin mx, 
v=l 

即得 在 区间 [O, 1r) 上 一致收敛的级数． 事实上，因 为

则

t filn vx - a,+
-

2
'. 
二�

n + 且 x

区 sin vx sin mx :;;;; I 
sin 勹x

i :::;; 罕 = m1r,
v=l sin - -

2 7f 

然后 在 这里应 用狄利克雷判别 法 [430]. [我们 在 这里应 用初等不等式

l sin z\ :::;; z  (z � O) , sin z > �z (o < z :::;; i) -l 

在 这种情形 下，可将级数从 0 到 7f 逐项积分，求得

伽 = � /
1r

g(x) sin mxdx. 。
(D如果级数 I:� q,., 收敛 ， 则级数 (C) 及 (S) 一致收敛于两连续函数 ， 而两级数就是这两连续函

数的傅里叶级数 [678] . 下文只在级数 区� q,., 发散时有意义 ．
＠这定理是一个很难证明 的一般定理 ［参考 750, 751] 的特殊情形 ， 在这里我们宁可就所考虑的

简单类型的级数来解决这个问题
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(6) 转到讨 论函数 f, 用 1 - cos mx 乘它的展开式：

f(x) (l - cos mx) = �qo(l - cosmx) + ; 言 qv cos vx(l - cos mx). 

[692] 

由 狄利克雷判别 法 ， 这级数同 样 在 区间 [O, 1r) 上 一致收敛． 要 想证明 此点， 只 需注意

因 此

1 
1 5 心 cos vx = 

sm (n + 2) x 
1 ' 

v= l  2 sin -x 
2 

1 
2 (1 - cos mx) + 叉 cos vx(l - cosmx) � 1 

1 - cos mx 

v=l 2 sin -x 

� 

1 2 2 -m X 
2 1 2 1 2 2 = -m 1rx � -m 1r 2x 

冗三

4 4 

2 

［应用不等式 ： 1 - cos z < 沪］
逐项从 0 到 7f 积分 ， 得

2 1r 2 
qo - qm = ; lo J(x)dx - ; /

1r 

f(x) cos mxdx (m = 1 ,  2, • • • ) .  

( 1 )  

在 这里取 m -+ +oo 时的极限．由 假设，qm -+ 0, 又由 第 682 目 中的基本引 理 上式最
后 一个 积分也趋近于 零． 这样 ， 首先 得

然后 普遍 地求得

至 此证明完 毕
20 如果级数

2 
qo = ; j

1r 

f(x)dx, 

伽 = � /
1r

f(x) cos mxdx, 
7f 0 

区 序 = Q (2) 
V=l 

收敛， 则 两级数 (C) 及 (S) 各确 定一个绝对可积的 函 数 （并且 因 此是这两 函数的傅
里叶级数）．

因 为讨 论上两 级数的方式相同 ， 所以我们只限于 讨 论级数 (C) . 令

1 
Qn = 2qo + q1 + · · · +  Qn , 



[692) 

我们逐步求得

§3. 补充

豆(�: 1 )  
= 扣 ＋ 产 n(n

1
+ l) 江n=l n=l v=l 

(X) (X) 

· 383 · 

= 2qo + 汇 qv 汇 n(n + 1 )  
1 = qv l 

＝ 可o + 了 = 2qo + Q; (3) 
2 区

v=l v= l n=v 

在这里 ，我们交换 了两个求和步骤的次序 [393] 并 且利用了显 而易见的等式

现设

00 

汇 1 
= 1 ,  以及 一般的 产 1 

= 丿
n(n + l) n(n + l) v n= l n=v 

冗. 7f 一 ::;; X ::;;  — . n + 1 n 
对 于 x的这些值，J(x) 表示如 下式 ：

f(x) = (沪 ＋ 产仇 cos vx) 十 产 qv COS VX 
v= l v=n+l 

第一个和式的绝 对 值按Qn 来 估值． 为 了估值第二个和式 ， 将阿贝 尔引理 [383] 应 用
到 表 示式

因 为

n+m 
区 qv COS VX. 

v=n+l 

n+µ 

区
1 

sin (n + µ + 1) x - sin (n + 2) x 
1 

� '  1 cos vx = 1 
v=n+l 2 sin -x 

2 

n+m 

sin -x 
2 

区 qv COS VX � 气 ＜ 巴如+1 < 巴 如 < (n + l)qn
X X 

v=n+l sin -x 
2 

在趋近于 极限时 ， 第二个和式的同 一估值保待有 效， 故最后 得

l f(x) I :::;; Qn + (n + l)qn （三尸 气） ．
在 这 种情形 下 ［参考 (3) 及 (2) ] ,

f1r 
l f(x) ldx = I:/责

甘(x) ldx。 n= l " 
九 十 1

�f  7f 

n(n + l )  n=l 
[Qn + (n + l)叫 = 7f (沪o + 2Q) , 
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因 此 函数 J(x) 确是绝对可积 ． 只 需应 用1。 就 可完成这 定 理的证明了．
我们以后 可以看到 [731] , 级数 (2) 的收敛性同时是级数 (S) 为傅里 叶级数的必

要条件，因 此 对 千级数 (S) 所得的结果， 不能再加改 善 而级数 (C) 的情况则不 相
同 ： 这里所提到的条 件决不是必要条 件 对于 这种情形，我们还要 举出上面没有 包括
的另一充分 条 件

30 如果差数 �qv= qv - qv+l 随着 u 增大而单 调 减 小， 则 函数 f(x) 是非 负 的
并且是可积 的 ［级数 (C) 是它 的傅里叶级数 ］．

对 部分和

Cn(x) = -qo 十 立 qv COS I/X (x > 0) 2 
v=l 

作阿贝 尔变换 [383] . 考虑到 (1) , 求得

心） ＝ 言 囥 �q" · sin (v + ½) x + qn · sin (n + 炉｝
再 对 所得和式 作阿贝 尔变换． 如果 为 简单 起 见， 令 Aqv - Aq歼 1 = A2qv , 并 考虑到

立in(v + �) x = 
l - cos( 勹+ l )x

1 
v=O 2 sin -x 

2 

则 Cn (x) 化成 下 列形式：
n-2 

Cn(x) = l 区 A2qv ·(1- cos( v  + l )x) 
4 sin2 -x v=O 

2 

1 - cosnx 
sin (n + ! 

+Llq九一 ' .

4 ,;u' 扣 Hn
· 

2 ,;u 1l "  

因 为当 n - + oo 时， 上式 最后两 项趋近于 零， 所以 在取 极限时，即得用非 负的
连续 函数所作成的 J(x) 的展开式：

00 

归） ＝ 汇 凶qv .1 - cos( v + l )x 

v=O 4 sin2 �x 

（由 假定， 系数 心如 是非负的）． 由 此可见， 函数 f(x)也是非 负的
为 了证明这 函数的可积 分性，我们 利用第 518 目 中的 推 论，以及将该 推 论换述

为级数情形所作的 说明 只要 下面的级数收敛，则可写出

j1r 
f(x)dx = f心!1r l - cos( v  + l )x dx 

v=O 4 sin2 -x 
2 
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因为
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则直接可得 In: l - cos(v + l )x 7r 

1 dx = - (v + 1 ) 
0 4 sin2 -x 2 

2 

［参考 309,5) (6) ) , 因此

j1r 
f(x)dx = -

00 

v + l )�2qv . 。 ； 区（
v=O 

现在还只需证实上式右端的级数收敛
在 375,3 ) 中，我们 已经看到如果有单调减的 正项级数

00 

区 av

v=O 
(4) 

收敛，则条件
vav 一 0

必须成立． 由 此还可知 ， 级数
00 

区 (v + l )(av - av+I ) = 产 (v + l )�av 

v=O v=O 

收敛且与级数 (4) 有 相同的和数： 此点可由 恒等式

n-1 n- 1 

区 (v + l ) (av - a歼 1 ) = 区 avnan
v=O v=O 

看 出 现 在如果取 av = Aqv , 则有
00 

区 (v + 1 )立 ＝ 文 竺 = qo , 
v=O v=O 

最后得 j1r 
f(x)dx = i如 ·。

定理便已得证
例如 级数

产 竺
In n  n=2 
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适合于 这 定 理中的条件 ；这个例子所以值得 注意是由 千 对于 它 不能应 用定 理20, 因
为级数

产 二
n ln n  n=2 

发散 [367, 6)] .

附注 如果 在 级数 (C) 与(S) 中，将变数 x 换成 x + 1r,则得 系数变号而其 绝 对
值减的级数 对于 这类级数，已 证明的各 定理还是保持有 效

693. 三 角 级数借助 于复变量解析 函数的求和法 在 许多情形 下，当 研究形如

(C) 或 (S) 的级数之系数时，能证明这些级数收敛 （可能除去若干个别的点），且为其
和的傅里 叶级数 （可参考前 目），但 在所有 这些情形 下，自然要 产生 下一问题： 怎样求

出这些级数的和？ 或者更正确地 说，如果 级数的和 一般 地 可用初等 函数表示 为有 限
的形状，则怎样将它们表示成为这 种形状呢？ 早 在 欧勒 （与拉 格朗 日 ）就 已成功 地 应
用了复变量解析函数求出三 角 级数的有 限形和 欧勒 方法的思想将叙述如下

设对于 某一组系数 {q叶，两 级数 (C) 与 (S) 在 区间 [O, 21r] 上 （可能除去若干个
别的点） 处处收敛千函数 f(x) 与g(x). 现考虑具有 同 样系数，且用复变量 z 所作成
的幕级数：

1 
00 

招o + 汇 QvZ芞
v=l 

(5) 

由 假设， 在单位圆的圆周 旧 =1 上，即当z = 产 时，除在 若干个别的点外， 这级数

收敛

1 00 

2qo + 汇 qvevix •1 00 

飞qo + 区 叭cos vx + z sm vx) 
v=l v=l 

= f(x) + ig(x) . (6) 

在 这 种情形 下，由 熟知的幕级数的性质，当 日 < l 时，即 在单位圆内，级数 (5) 显 然
收敛 且在 那里 定出 某一复变量函数 i.p(z). 利用已知的初等 复变函数的展开式 ［参考
第十二章，§5) , 我们常常能将 i.p(z) 化 为这 些 函数 于是 对 千 z = reix (r < 1 ) ,  就 有

00 1 
2qo + 汇 qvrv 尸 = r.p(r产），

v=l 

又由 阿贝 尔 定 理 [456) , 只要 级数 (6) 收敛，它的和 可以 作为极限

f(x) + ig(x) = lim i.p(reix ) 
r->l 

(7) 

而求得． 通常这极限就 等于 r.p(eix ) ,由 此可以计算出函数 J(x) 与g(x) 的有 限形状．
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例如， 设给出级数

文二
v=l 

及 文 sin vx
I/ v=l 

由 前 目 中 所证明的断语可得结论： 这两级数收敛（第一个级数 除去在 点 0 与 加 外），
并且是它们所定出的函数 f(x)与 g(x)的傅里叶级数 ． 可是这些函数究竟是什么呢？
要回答这 问题，作出级数

00
泸汇 了

v=l 

由千这级数与对数级数 [458] 相似， 不难求得其和为

1 
叭z )= - ln(l - z )  = ln 亡二 (lzl < 1 ), 

因此
1 

f(x) + ig(x) = ln (x -I 0 , 加）．1 - eix 

由简单的计算，得

1 

1 - eix 

1 1 sin x 
（ 

= - + i  
1 - cos x) - i sin x 2 2(1 — cos x) 

1 7f X . . 7f X 
= — —  

2 sin -x [ cos ( 2 2) + i sm 行 - 2)] , 
2 

所以这表示式的模数是
1 

x , 而辐角是
冗· - x－—．故

2 sin - 2 
2 

l X . 7f - X  
ln = - ln 2 sin - + i —— , 

1 - eix 2 2 

因此，最后求得

f(x) = - ln 2 · sin i , g(x) = 气 (0 < X < 21r ). 

我们已 经知道了这些结果 [690 , 14)与 2 )] , 并且过去有一次也是用 “复数 的＇ 推
理求得的 [461 ,6 )(6 )] ; 但以往我们是从函数 f 与 g 出发的， 而现在是从解析函数 '{)

出发的 在这里两 个级数本 身是我们讨论的 起点． 读者可 以在 下一 目 中 找到另一些
类似的例子

再次强调指出： 必须预先确知， 级数(C )及(S )收敛， 我们才能够应用极限等式
(7 )来确定级数的和 但由 等式右端极限存在 ， 还不能断定两级数收敛． 为了 要用例
子说明此点 考虑对于 O < x < 加 显然发散的级数

u
 

s
 
。c

 

00

汇一＋
 

1-
2
 

00 

与 汇 sin vx.
v= l 
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但是如果作 出 与 它们相对应的级数

1 － ＋ 区 泸 ＝ —- - -1 1 
2 1 - z  2 ' 

v=l 

[694] 

则 当点 z = r产 沿着单位 圆 的半径趋近于圆周上的点 产 时， 这级数的和有完全确

定的极限
sm x - - = z 

1 - eix 2 2 (1 - cos x) 
(0 < X < 加）．

如果预先不能断定级数 (C) 与 (S) 收敛， 则 等式 (7) 只能看作一种导入法： 先由

这等式求得函数 J 与 g, 然后计算它们 的傅里叶系数， 只有当这些系数与 已 知级数

的系数一致时， 才可应用我们所已知的傅里叶级数收敛性判别法．

所以

694. 例 在下面所有各题中， 请读者证明所设级数的收敛性．
1) 求下列各级数的和

cos x cos 2x cos nx 
( a) 1 + - + —— + · · · + + · · · 

1 1 - 2  1 - 2 · - · n  
sin x sin 2x sm nx 

(6) —- + ——- . . . 
1 

解 这里
+ + + · · · 

1 - 2  1 · 2 · · · n  

扣） = 1 + 产 : 气 , 0
v=l 

r.p(e'"' ) cos x十, sin x cos x [ ( . ) • = e = e cos sm x + z sm(sm x)) . 

由此得
( a) f (x) = ecos "' cos(sin x) , g(x) = ecos "' sin(sin x) . 
2) 求下列级数的和；

提示

( a) 

( B) 

cos x cos 3x cos 5x 

1 

一 十 一 ． ．
1 !  3! 5! 

. ' 
cos 2x cos 4x 一 一 . . . .＋ . 4! ' 21 

( 6) 

( r) 

sin x sin 3x sin 5x - 一 十 一 ． ． ．
1 !  3! 5!  

sin 2x sin 4x sin 6x 一 十 一 ．
2! 4! 6! 

. 

在情形 ( a), ( 6) 下 ， 函数 ip(z ) 等于

3 5 . z z z 
SIIl Z = - - - + - - ·  · · · 

1 !  3! 5! ' 

在情形 （叶 (r) 下，它等于
2 

1 COS Z = - - + - - · · · . 
2 !  4 !  

利用将复变量的正弦及余弦分解为实虚两部分的展开式 (459] :

sin (a + f]i) = sin ach/3 十 i cos ash/3,

cos(a + 队） = cos ach/3 - i sin ash队

©我们保持上 目 中 的记号
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答 (a) sin(cos x)ch(sin x) , (6) cos(cos x)sh(sin x) , 
(B) cos(cos x)ch(sin x) , (r) sin(cos x)sh(sin x) .  
3) 求下列级数的和

(a) 

(a) 

（丑）

()I() 

00 

1 叉(— 1) 正 1 cos nx ＋ n(n + l) ' 
n=l 

00 

区 (- 1)九 竺
n2 竺- 1 ' 

n=2 
00 

汇 (-1)九 二n2 - 1 cos nx' 
n=2 

00 

区 ( 1r cos nx . 
(n + l) (n + 2) ' 

n=O 

00 

(6) 汇 (-l)n-1 sin nx ; 
n(n + 1 )  n=l 

00 

(r) 汇(- 1)九
三n2 - 1 ， 

n=2 
00 

(e) 汇 (- 1)九
亡n - 1  sin nx· ， 

n=2 
00 

(3) 汇 (-1) 九-1 sin nx 
(n + I ) (n + 2) " n=l 

(a) , (6) 解 与这两情形相对应的级数

z2 z3 
扣） = 1 + 占 － 声 ＋ 言 一 ．

不能直接求 出 已 知 的初等函数， 但是如果利用显明 的等式

将级数变换如下：

1 1 1 = -n(n + I) n n + l ' 

1 + {z— f + f - • · · } + { -扣 f - � + - · · } ,

则 由 对数级数 [458] 不难求得

1 1 叩） = 1 + ln( l + z) + ; [In(l + z) - z] = (1 + ;) ln( l + z) . 

现在在这里代人 z = 产 = cos x + i sin x. 即有

1 + z = (1 + cos x) + i sin x = 2 cos � (cos � 勺 sin � ) ,

X X 因此 （对于 0 < X < 1r) 这表示式的模数是 2 cos - ,  其辐角 是 － ， 并且2 2 

最后得

X . X ln( l + z) = In 2 cos - + z- .  2 2 

如勹 = [(1 + cos x) - i sin x] · [1n 2 cos 巴 ＋ 勹 ·2 2 
由此对于 -7r < X < 1r, 

X I f(x) = (1 + cos x) ln 2 cos - + -x sin x, 2 2 
I X g(x) = -x(I + cos x) - sin x ln 2 cos - . 2 2 

· 389· 
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( B)rv ( 3)提示 在所有各情形下， 利用对应的等式

卢 分 （卢 － 上） ：三 叶 （卢 ＋ 吐）
1 1 1 

(n + l)(n + 2) 
=

二
一

了言 ＇

就不难化为对数级数的问题
X X 

答 的 (co s x + co s 2x) In 2 co s  - + - (sin x + sin 2x) - co s x, 
2 2 X X ( 3 ) (sin x + sin 2x) In 2 co s - 一 一 (co s x + co s 2x) - sin x. 

2 2 
［关于 (B)~(e) 参考 690,21).]

4) 求下一级数的和： 立- 1)九_1 co s(2n - l)x . 
n= I  

1 
提示 ip(z) = - ln(l + z2 ). 

z 
答 限制在区间 O ,( x ,( 1r 上， 有

，
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＋
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＋
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eos
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＝
 

、｀
丿x
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f

 

对千Q ,( X < 一 ，
九口

2 

对于 －九
口

2 
< X ,;;:;  7r. 

5) 求下列级数的和

(a) 
co s 2x co s 3x co s 4x  + + + · · · · 

1 - 2  2 - 3  3 . 4 ' 

(6) 
co s 2x co s 3x co s 4x . . . . 1 2 3 ＋ ＋  · 2 · 3 ·4 3 . 4 . 5 ＋ 

提示 利用
1 

(n - l)n 

1 
的 “简单分数” 展开式 则化为 In -—－ 的问题

1 - z 
答 在两种情形下， 关千 0 < X < 21r, 

及
1 

(n - 1网(n + 1) 

(a) 

(6) 

X 穴· - x
(1 - co s x) In 2 sin - - - sin x + co s x; 

2 2 
X 3 1 

(1 - co s x) In 2 sin - + - co s x - - . 
2 4 2 

6) 求下列级数的和：

(a) 

( B) 

立- 1)九_1 co s(2n - l)x . 
2n - 1 ' 

n=l 

立- 1)九 一 1 co s(2n - l)x 
(2n - 1)2n · 

n=l 

(6) 立- 1)九 一 1 sin(2n - l)x . 
2n - 1 ' 

n=I 

(a),(6)解 作出级数

区 c ir-1 z 2n
-

l 

2n - 1' 
n=l 
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于其中可看出反正切函数
1 1 + zi arctgz = - In -
2i 1 - zi 

的展 开式； 除去 Z = 土 外，这展 开式关于 忆 I ,;;; i 成立 [459) .
在这里令 Z = 产， 并且限于区间 0 ,s;; X ,s;; 71", 但除去点 x = i · 则有

l + zi . cos x . 1r x 
亡

= i 1 + sin x = itg 丘 - 2) ' 

因此这表示式的模数为 j tg 仁 — 巴 ) 1 其辐角为
7r 7r 7r 7r 

4 2 ' + - 或 — 一
2 2 ， 依 X < - 或 x > - 而定， 所以2 2 

In 二 = In ltg 仁 － 巴) | 土 卫 t
1 - zi 4 2 2 ' 

并且
7r 1 7r X arctgz = 土 了 十 i . 2 1n l tg 勺 + 2 ) 1 

这样，

扣） - { 

\ �: 勹
且关于这些 x 的值，

g(x) = ½ In / tg 言 ＋ 钊 = ¾ In tg2 臼 + �)
(B) 提示 合并刚才所得的结果及习题 4) 中的结果，求得

妇 � { �: ½ �
oos x ln 2 oos x +  x sin x) ,  

-- - -(cos x In 21 cos xi + (x - 7r) sin x) ,  4 2 

7)求 下列级数的和：
1 cos 3x 1 · 3  cos 5x 1 •  3 · 5  cos 7x 

(a) cos x + --—- + — - + —一
2 3 2 - 4 5 2 - 4 - 6 7 十 . . . .， 

( 6) l sin3x 1 · 3 sin 5x 1 - 3 - 5 sin 7x sm x +  - + — + 
2 3 2 - 4 5 2 - 4 - 6  7 

+ · · · . ， 

(B) cos x 1 cos 3x 1 · 3  cos 5x 1 · 3 •  5 cos 7x 
+ - + -一、- + + · . .  

1 - 2 2 3 . 4 2 - 4 5 - 6 2 - 4 - 6 7 - 8 ' 

(r) 
sin x 1 sin3x 1 • 3 sin 5x -— + - + — . . . .  
1 - 2 2 3 . 4 2 - 4  5 - 6 ＋ 

解 关千情形( a) 及( 6)

，
 

巴
2＜

 
x
 

<I
 
。

冗<I
 

x
 

＜
 

T-2
 

扣） ＝ 区
00 

(2n - 3) ! !  z加-1 . = arcs1n z 
(2n— 2) ! !  2n - 1 

n=l 

[459]. 其次，关于 0 ,s;; X ,s;; 71', 

ix COS X  arcsin e = arcs1n 
yl + sin x 

+ i ln(vl + sin x + �) . 
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知道了表示式右端的正弦实际上等于 e红， 则易于验证此点_ 1 14) 又 由 方程

sin uchv = cos x, cos ushv = sin x 

COS X 

求得 u, v, 就不难推 出上面的表示式 这样，

f( )  x = arcs1n 二' (O ,s;; x ,s;; 1r).
g(x) = ln(vl + sin x + v's荨

关于情形 (B) 及 (r) , 得级数

z 1 衿 1 ·3 沪 1 ·3 • 5 z 7 

言 十 5 言 十 启 言 十 言飞 言 十 ． ．

{ 
1 衿 1 · 3 沪 1 • 3 ·5 z 7 

= z + 言 十 巨 了 十 言飞 了 十 ． ．
｝

1
{

1 2 1 - 1  4 1 - 1 ·3 6 1 - 1 ·3 ·5 8 

飞 2 z + 启z + 启z +
2 · 4 · 6 · 8 z + · · · } 

= arcsm z + - (厂 - 1) z 

[460] . 因此关于 0 ,s;; X ,s;; 71", 

f(x) = arcsin COS X X 11" 
＋ 迈二 cos (- + -) -

yl + sin x 2 4 
cos x, 

X 11" 
g(x) = ln(二 十 �) - 迈二sin (- + -) + sin x 2 4 

[695] 

695. 傅里叶级数的复数形式 重新考虑以 加 为周期且在任一有 限区间上绝
对 可 积 的任意 函数 f(x) , 并考虑 与 这 函数相 对 应的傅里 叶级数

{X) 

f(x) 
a。
2 ＋ 汇 am cos mx + bm sm mx. 

m=l 

级数的系数由 下列公式 确定

归 = _!_ /1r 
f(u) cos mudu 

九．
(m = 0, 1 , 2, · · ·) , 

- 71"  

1 71" 

加 = - f f(u) sin mudu 
九一

- 71"  

(m = 1 ,  2', • • • ) .  

现在如果将 cos mx 与 sin mx 用纯虚变量的指数 函数表示式来 代替 [457] :

cos mx = - (emxi + e-mxi) ,  2 

sin mx = (emxi -m气 = - (e -ma九 - e mxi 
2i 2 

(8) 

(9) 

1 14) 右端并非简单地是 Arcsinz 的一个值， 而即是用 arcsin z 表示的主值， 这样一件事可从主值的
定义立即得出 ［参看 459) .
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则得 级数

§3. 补充

00 

f(x) ~ 罕 ＋ 区 长 (am — b戒）emxi + ! (am+ bmi)e-m气
2 m=l 

此式 可 简单 地写成：
十 {X)

如）～ 汇 Ck 尸，
k=-= 

其中

· 393 · 

(10 )  

1 1 1 
幻 = 2的， Cm = 2 (am - bmi ), c_m = 2 妇+ b矶）， (m = l ,2, . .  , ) (11) 

因 此
C-m = 豆,© ( 12) 

L一表示式是函数 J(x)的傅里叶级数的 复数形式

如果 级数 (8) 收敛于 函数 f(x)的充分 条件成立 ， 则级数 (10 )也 收敛于同 一和
数， 不 过 只要 （由 求得 级数的 方法 可 知 ）将求和的手续 了解为求 对称 的部分和

立 Cmemxi

m=-n 

在 n ----+ + oo 时的极限 然 而如果级数

产 Cmemxi
00 

及 区 c_me-mxi
m=O m=l 

分别 收敛，则上面所 说的极限 可由 这 两级数的和相加 而得．
如果考虑到 欧勒－傅里 叶公式 (9), 则由公式 (11)所 确定的展开式 (10 )的系数

伽 可 一律写成：

1 
c九 ＝ 云 /1r

f(u)e-nuidu (n = 0, 士1, 士2, . . . ). 
-7r 

(13)  

如果设函数 f(x)能展开为级数 (10 )(因 此能用＝ 代替 ～）， 我们用e-nxi 乘等式的两
端， 再 从 -7r 积分到 7r, 并 在 等式的右端逐项积分 ，则也 可 直接求得 这些系数， 而与
系数 am 及 灿 相似[678] .

如果有 复 函数

f(x) = fi (x) + 中(x),

其中 八 及 h 为属于所考虑类型的实 函数，则 函数 f的傅里 叶级数很自然 地称 为 函
数 Ji 与儿 的傅里 叶级数的形式 和 而预先 须用丿 乘 h 的傅里 叶级数的各 项 在 复

＠请回忆， 如果 z 是复数 ， 则符号 2 表示与它相共扼的复数
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数形式下， 函数 J 的傅里叶级数有 (10) 的形状， 其中系数 ％ 和刚才一样， 可用公式
(13) 表示 出来（但在一般的情形下 ， 当然不能肯定系数 Cm 与 C-m 的共扼性）．

有时很 自 然就直接得到函数的傅里叶级数展开式的复数形式． 作为一例， 回忆贝 塞尔 函数的
母函数及其展开式 [395,14) ] ;

+oo 
e号 (z-卢） = L Jn (a)沪．

n=-oo 

不难看 出 ， 这展开式对于不等于零的一切复值z 皆成立． 在这里， 令 z = e红 ， 则得
+oo 

ea, sm x = 汇 Jn (a)产气 (14) 
n=-oo 

复 函数
ea, sin x = cos(a sin x) + i sin(a sin x) (15) 

就已被展开为 (10) 型 的级数， 此级数对于 x一致收敛＠ （由 于幕级数的性质）， 并且因此显然为此
复 函数的傅里叶级数

回忆
J_m (a) = (- l)m 上 (a)

[395,14)] , 将求得的展开式改写为下列形式：

Jo (a) + 文 心 (a) [emx, + (-lr e-mx, l  
m=l 

00 

= J,。 (a) + 2 L hk (a) cos 2kx + 2i产 hk-1 (a) sin(2k - l)x. (16) 
k=l k=l 

分别 比较表示式 (15) 及 (16) 的实数与虚数部分， 即得有趣的展开式：
00 

cos(a sin x) = Jo(a) + 2 L hk (a) cos 2kx, 
k=l 

00 

sin(a sin x) = 2 L J坏-1 (a) sin(2k — l)x. 
k=l 

九口

在此处将 x 换成 x + - , 还能得到另外两个展开式：2 
00 

cos(a cos x) = J0 (a) + 2 区 (-1)飞 (a) cos 2kx, 
k=l 

00 

sin(a cos x) = 2 区 (- 1/-1 hk-I (a) cos(2k - l )x, 
k=l 

最后 ， 如果应用公式 (13) 来计算展开式 (14) 的系数， 则得熟知的贝 塞尔函数的积分表示式：

Jn (a) = 卢Irr
e(a sin x-nx)idx = � cos a sin x - nx 1r f ( )dx, 

这公式我们已经遇到过好几次了 ．

＠我们分别考察两级数 区�o 与 区九了三 ·



[696] §3. 补充

696. 共扼级数 具有 任意实系数的三 角 级数

ao = 
2 

＋ 汇 am cos mx + 加 sm mx
m=l 

可以在形式上© 当 作复变数z 的幕级数

ao 
00 

了 ＋ 汇( am - b戒）zm 
m=l 

在z = exi 时的实数部分 ． 事实上 ，这时

并 且

zm = emxi = cos mx + i sin mx 

( am - bmi)zm = ( am cos mx + bm sin mx) + i( -bm cos mx + am sin mx). 

级数的虚数部分也 可在形式上表示为 级数

立－加 cos mx + am sin mx). 
m=l 

级数(19 )称为 与级数(17)共扼 ．

· 395 · 

(17) 

(18) 

( 19 )  

与某一 （以 加 为周期并且绝 对 可 积分的） 函数 f(x)的傅里 叶级数相 共辄的级
数值得 特殊注意 与傅里 叶级数(17)本身收敛性 问题相平行， 特别能提出共辄级数
的收敛性的问 题 但是 在这种情形 下，由 于 事先 不能 自 然地预料到 共辄级数的和是
什么，所以产生 了额外的困难 ．

与在第68 1 目中一 样 我们开始 先 作出在 X = Xo 处级数(19)的部分和 s11(xo)
的适 当 表示式 ． 将系数 ao , a1 , b1 , · · · , 知，加，. . . 用它们的积分 表示式来 代替 ［参考
( 9)] , 则逐步求得 ：

n 
三） ＝ 兰 � f1r 

f (u) [- sin mu cos mxo + cos mu sin mxo]du 
-71" 

如果用公式

三/
1r

f (u)文 sin m(u -xo)du. 
-71" m=l 

1 1 
n cos -t - cos n + - t ＼ ）  汇 sin mt = 2 2 

m=l  2 sin -t  
2 

＠因为我们不知道这级数是否收敛，所以这里只能说在形式上 ．
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变换积分号下的和式 则 sn ( xo) 的表示式取得下列形式
1 1 

产）＝ －上 ！
1r cos 2 (u - xo) - cos (n + 2) (u - xo) 

加 -1r f(u) 1 du. 

这积分与狄利克雷积分相似

sin - (u - xo) 
2 

[696] 

换取区 间 [ xo - 1r , xo +刓，并利用代换 u - xo = t, 与第 681 目 中 一样，求得
1 1 1r cos 2t - cos n + - t 

产） ＝ － 卢 l1r J(xo + t) ,( 』 dt
sin -t  

2 
1 1 1r cos -t - cos (n + -) t 
2 2 

＝ － 上 ！ 劝(t)
加 。 1 dt , (20) 

sin -t 
2 

其中 为简单起见，已 令
劝(t) = f ( xo + t) - f( xo - t) . (21) 

如果假定积分
岛 ＝ － 上 『 平t

加 。 tg-t 
2 

(22) 

收敛 即使不是绝对收敛 则可写出 ：

三） 一 岛 -H· 劝c,/
o
'2

:+

½

:) \, 

并能设法证明此积分当 n ----, +oo 时趋近千零： 这时 岛 就是级数 ( 19) 的和 我们只
指 出按照迪尼判别法 [684) 型式建立的关千级数 (19) 有和 岛 的充分条件：

如果积分

!
h
皿ldt (h > 0) 

存在， 则 与 函数 f( x) 的傅里叶级数共扼的级数在点XO 处收敛于和数 岛．
由千

1 

皿 ＝ 衄 ． 工＿
1 1 ' 

2tg-t t 
2 

tg- t 
2 

则 由所作假定 首先推出积分 (22) 绝对收敛．同样可证明积分
/71" 劝(t)

l dt 
0 2 sin -t  

2 
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为绝 对 收敛，由 此根据第682 目中的引 理则有 sn (xo) - s。 -+ 0, 这就是所需要证明
的

显然，我们 只需假定两积分

j h lf(xo + t) - f(xo) I dt 及
jh lf(xo - t� - f(xo) I dt 

分 别存 在， 或者更特别 地 只需假定利普希茨条件

lf (x。 土 t) - f(xo) I � Ct°' (0 < a �1) 

成立就 够了 ．

注意在所有 这 些 条件中，都 要假设函数 J(x) 在 点x。 处连续， 或至少两 极限
f(x。 土 0) 相等 ． 但 在 一般情形 下，当 函数 f(x) 在所考虑的点 XO 有 一跳跃，即当条件

f(xo + 0) - f(xo - 0) � 0, 

成立时， 可以证明共辄级数 (19) 在 这 点显然发散豆 因 此假定 函数 f(x) 在 点 x。 处

连续是必要的． 在 此处 可 看出级数 (17) 与(19) 的情况有 特殊的差别 实际上， 对于
傅里 叶级数 (17) , 仅有 跳跃存 在 并不 足以妨碍级数的收敛．

我们 对于与傅里 叶级数共辄的级数不 再 作更详细的研究．

697. 多重傅里叶级数 我们 也能考虑 多元 函数的傅里 叶级数． 为了 作出这 种
表示 式 只需限于 考虑 二元 函数的情 形

设对于 一切实值 x与y 给出 函数 f(x, y) . 我们 假设它 对 x 及 对 y都 有 周期21r,
并且它 在 正方形

(Q) = [一7r, 1r; 一7r, 刓

上 可 积分 （ 常 义或非常义）． 仿照展开式 (10) , 写出二重级数

十{X)

f(x, y) ~ 区 "Yn ,me(nx+my)i ,
n,m=-= 

与它 相 对应 ，其中 系数 和，µ 是由 类似于 (13) 的公式 确定

1 
气 ＝ 卢 ff f(x, y)e-(vx+µy)idxdy (v, µ = 0, 土1, 土2, . . . ) . 

(Q) 

(23) 

这就是 函数 f(x, y)的 复数形式的傅里叶级数 ． 如果 在 上面写出的关 系式 中，我们 将

符号～ 换为 ＝，再用e一 (nx+my)i 乘 ＂等式” 两 端 并且在 矩形 (Q ) 上 积分， 而 对 级数

则逐项积分，则能由通常的 方法求得傅里 叶级数的系数．

＠显然积分 (22) 也发散！
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这时实数形式的傅里 叶级数十分 复杂 ． 如果 在复级数中集合各共辄项，则得

其中

f(x, y) ~ 区 [an,m cos nx cos my + bn,m cos nx sin my 
n ,m=O 

+cn ,m sin nx cos my + dn,m sin nx sin my] , 

1 
匈，o = 卢 ff f(x, y)dxdy, 

(Q) 
1 

a九 ，F 气几
Q)

f (x, y) cos nxdxdy 

匈，m =
声 ff f(x, y) cos mydxdy 

(Q) 
1 

bo,m =
卢 ff f(x, y) sin mydxdy 

(Q) 

伍，o = 卢 ff f(x, y) sin nxdxdy 
(Q) 

(n = l , 2, · · · ) ; 

(m = 1 , 2, · · · ) ;  

(m = l, 2, · · · ) ;  

(n = l , 2, · · · ) .  

并且 最后得 m, n = l, 2, · · · 时 ，
1 

an,m = 百 ff(Q) f(x, y) cos nx cos mydxdy, 

1 
bn ,m = � ff(Q) f(x, y) cos nx sin mydxdy, 

1 
Cn,m = 芦 JJ(Q) f(x, y) sin nx cos mydxdy, 

d 
1 

n ,m = - ff 7r2 (Q) 
J(x, y) sin nx sin mydxdy. 

但通常将级数 (24) 写成 下列形式 ：

f( ) 汇 入 [x, y ~ n,m 知，m cos nx cos my + bn ,m cos nx sm my 
n,m=aO 

+Cn,m sin nx cos my + dn,m sin nx sin my] , 

(24) 

(25) 

(24*) 

其中乘数 入 n,m 当 n = m = O 时 为四分 之一 ， 当指标 n, m 中只有 一个等于 零时 为二
分 之一 ， 当 n, m都 不等于 零时 为一． 而系数 知，m, bn,m, Cn,m, dn,m都 可由公式 (25) 计
算出来

级数 (24) (或 (24*)) 的收敛的问题 可以由 研究它的部分和 Sn ,m(Xo , Yo) 来解决
对于 这 种部分和能得到类似 千狄利 克雷积分的积分 表示式 ：

1 1 
1 

Sn ,m(xo , Yo) = 声II f (xo + u, Yo + v) 
sin (n + 2) u sin (m + 2) v 

1 1 
(Q) sin -u sin -v 2 2 

dudv. 
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我们 不 研究这个 问题 而只 说明 如果 下列条 件成立，则 函数 f(x,y) 在点 (xo , Yo) 处

显然可展开为傅里 叶级数： 1 ) 偏导数 片和 f� 处处存 在并 且有界 ，2) 在所给 点的邻
域 内 二级导数 J:y(或 J监） 存在，并 且在所给 点处连续

§4. 傅里叶级数的收敛特性

698. 对于基本引 理的几点补充 当转 而研究傅里 叶级数本身的收敛特性时，我

们首先 讨论这种级数一致收敛的充分 条 件
要 研究这个 问题， 必须 先 将第682 目中的第一基本引 理 加 以补充． 这就 要 在该

目 所讨 论的积分中引 入不同的参数， 现在研究 对于 这 些参数积分一致趋近于 零的问
题

10 设函数 g(t) 定义在区 间 [A,B] 上并且在这区 间 上绝对可积 ， 此 时如果变数
a与 b 取区 间 [A,B] 上的任何值， 则 两积 分

『 l g(t) sinptd t, g(t) cosptd t 

当 P -+ +oo 时对于 a与 b一致趋近 于零．
我们 只要讨 论上 列第一个 积分就 够 了． 由于 函数

ft 
lg(t)l d t  

一致连续 ， 对于 给出的 E > 0 ,  能用点

A = ro < r1 < ·  · · < 'Ti < 'T: 叶 1 < · · · <  rn = B 

将区间 [A,B]分 得 充分 小， 使得

又因形如

厂 位(t)/ d t < E (i = 0 ,  1, · · · , n -1). 
Ti 

/

Tj 

g(t) sinptd t (i , j  = 0 ,  1, 2, · · · , n) (1) 

的积分 只有 有限个，所以能求出共 同的 � > 0 , 使得 对 千 p > �, 所有的积 分的绝 对 值
都 小于 E. 但 不难看出不 论 a与b 如何 积分

f b g(t) sinptd t 
a 

与(1)中 某 一积分之差 （ 对于 任意的 p) 小于2c. 因 此当 p > � 时，不 论 a与b 如何，
这积分的绝 对 值小于 3c:. 这就是需要 证明的
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20 其次可以 断定积分

lb 
g(x 士 t) sinptdt, lb 

g(x 土 t) cosptdt 

当 p -+ +oo 时对于参数 a, b 及 x 一致趋近于零， 只 要其 中各参数适合条件

A � x 士 a, X 土 b � B.

事实上， 例如对第一个积分作代换

x 土 t = u, 

则可以写成

Ix土b
g(u) sinp(u - x)du 

社;x1: 
士

士:• g(u) sin pudu - sin px 1: 士:• g(u) cospudu, 

因此问题化为前一情形 (1o) . 
30 最后， 如果在积分号 下 的表示 式 中 还 引 入在 区 间 [A, B] 上有有界变差的任

意 乘数 祔）， 则 积分

lb 
g(x 士 t)"Y(t) sinptdt, lb 

g(x 士 t片(t) cosptdt 

当 p -+ +oo 时也一致趋近于零．
因为 咐） 可写成两个单调增 函数的差的形状， 所以我们只要假设 "'((t) 本身是增

函数就够了 ． 在这种情形下， 由第二中值定理 [306] ,

lb 
g(x 士 t片(t) sin ptdt 

气） l
r 

g(x 土 t) sinptdt + 叽(b) lb 
g(x 土 t) cosptdt (a � r � b) . 

由 于函数 "'((t)有界， 在这里问题也化为已经考虑过的情形 (20) .
现在转到第 二基本 引 理； 我们对于它只补充说明如下：
40 设 函数 g(t) 在 区 间 [A, B] 上连续 并且单调增加， 而 区 间 [a, b] 含在 [A, B]

的 内 部 ． 则 积分

!
h 

g(x 士 t) 空匹 dt

（其 中 O < h � a - A 及 B - b) 当 P -+ +oo 时对于在 区 间 [a, b] 上的 x 一致趋近于
极限 －

2 g(x) . 
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依 照第685 目中的证明并 使其适合于 这里所设的情形． 现将第685 目 (13)中
的第 一个 积分写 作

g(x)『 三 d t = g(x) f
ph 三 dz,

由 于 g(x)有 界，所以这积分 对于在 [a, b] 上的x 一致趋近于 极限 巴g(x). 在 另 一方
面因 为 函数 g(x) 在 [A,B] 上 一致连续 所以对于 已 给的 c > 0, 我 奇］可选出与x( 在
从 a 到 b 的 范 围 中变化） 无关的数 J > 0, 使得

lg(x 土 t)- g(x)I < c 当 0 < t ,,;; J. 

分 解第685 目 (13)中 第二个 积分 （与在 那目中 一样） 为和数 h + h, 我们有 不仅与

p 无关而且也与x 无关的估计值685 目 (14). 最后，由 3°, h对于x一致趋近于 零．

总 之由 此可 推得所需要的结论

699. 傅里叶级数一致收敛性的判别法 现 在不难 作出 一些适当的判别 法来 判
断傅里 叶级数在 某 一区间 [a, b] 上是否 一致收敛于 f(x). 当然首先 要假定 这 函数 在
所述 区间上 连续 ［参考 431]. 现先 作出形状改 变 了的

迪尼判别法 已给在区 间[ a, b] 上的一连续 函数 J(x). 如果取 定某一 h > 0, 对
于在 [a, b] 上的一切x, 积分

『 三 d t。 t 
(2) 

存在， 并且对于x一致收敛 （ 当 t= O 时），则 函数 f(x)的傅里叶级数在区 间 [a, bJ 上
一致收敛 于这 函数

并 且

我们 回忆 在 这 种情形 下，

r.p( t) = f(x + t) + J(x - t) -2/(x) 

. 1 

趼(x)- f(x) � .1 『 ,,c,i ''" (n + 2) \,. 
T 。 1 

2 sin -t 
2 

( 3) 

由 所 作假定 ， 对于 任意给出的 c > 0, 有 一与x无关的 数 J > O 存在 ， 使 得对于在
[a, b] 上的一切x,

［平 d t < C, 
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1 8 1 
这时积分 (3) 可 表示 为和数 - J + - 广 的形状． 并 且显然不论 n 为何值，

九． 。 九． 8 

. 1 1 
�

J
'

y,( ti
'
m (n + 2) t I ' 忡( t)I 2' 1 ' 忡( t)I e 

1 d t � - -一 · —— d t  < - -d t  < - <D 
T 。 2 sin -t 7r la。 t sin !t 2 lo t 2 ' 

2 ' 2 

这式对上述所有的值x 一致成立 ．

转到积分

�[ ,,c,t�::t \, 
由 前目 30, 可见 积分

; [  f(x 土 t)
2 si

� 
�t 

sin (n + D td t 

[699] 

(4) 

当 n 一 oo 时对于在[ a, b] 上的x 一致趋近于 零 由于 函数 J(x) 在 区间 [a, b] 上有

界 这个 结果 对于 积分

沪）l言 si+分） td t 

也成立． 由 此可见 有 一个与x 无关的 数 N 存 在 ，使得当 n > N 时 ，不论x 是 [a, b] 上

的何数，积分 (3) 的绝对值变为 < 1::. 至 此证明完 成

由 此可 特别 推出
利普希茨判别法 如果在某一 比较 [a, b] 更宽的 区 间[A,B] 上(A < a <  b < B), 

条件

lf(x') - f(x)I � C阮 -x尸

成立，其 中x,x' 是[A,B] 上的任意点 ，C与 a 是正常数 (a � 1) ; 则 函数 J(x)的傅
里 叶级数在区 间 [a, b] 上一致收敛 于这 函数 ．

事实上 ，如果选取 h 为两数B - b与a-A 中较小的一数，则对于 在[ a, b] 上 一

切x的值 积分 (2) 小于 下一收敛积分 ：

©利用不等式

f。产dt

sm z > -z (0 < z < -九 ．

7r J . 
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如果函数 f(x) 在比 [a, b] 更宽的 区 间 上有有界的 导数 J'(x), 则显然利普希茨条
件（ 在 a = l 时 ）成立，因 此 函数 f(x) 的傅里叶级数在[ a, b] 上一致收敛 于这函数 ．

而且这条 件是 下 一判别 法的一个 特殊情形 ：
狄利克雷－若尔 当 判别法 如果在某一比[ a, b] 更宽的 区 间[A,B] 上 函数 J(x)

连续并有有界 变差， 则 函数 J(x) 的傅里 叶级数在区 间[ a, b] 上一致收敛 于这函数 ．

依 照第686 目中的论证 ，将积分

sm n + -
sn (x) = - [f(x + t) + J(x - t)] ( 2 ) t 

1r la 2 sin !t 
dt 

2 

1 1 
表示 为积分的和 - �。�+ - 厂 其中 正数 h 要选得 小于 a-A 与B- b, 且与[ a, b] 上

7f 7f 
h , 

x 的值无关 ．由 30 , 显然上面第二个 积分 当 n 一 oo 时 对于x 一致趋近于 零 ． 在 第 一

个 积分 中 ，令

首先 从第一个 积分 中分出三
勹

尸

沪f(x + t) + f(x - t)] [言 i] sin (勹） tdt, 

又由 30 , 这 部分 一致趋近于 零 ．＠
最后 回到积分

� [ 11cx + t) + 1cx - ,)1 ''" (
n

,+ D 'dt 
因 为 在 区间 [A,B] 上 函数 J(x) 可 以 表示 为两 个连续增 函数之差的形状：

f(x) = fi (x) - h(x) , 

所以 对这两 函数分 别应 用命题 40 , 便能断 定 上面的积分 一 致趋近于 极限 － ． 一．1 7r 
7r 2 

2/(x) = f(x) . 证明至 此完 成
特别如果在区 间 ［一1r, 1r] 上给出 一连续并有有界 变差的 函数 J(x) , 且 适合条件

f(-1r) = f(1r) , 

©参考第 690 目 3) 的脚注
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则它的傅里 叶级数在整个 区 间 上一致收敛于这函数．

为 了要证明这定理 只需以 加 为周期 按周期规则在整个数轴上延拓 此 函数，

然后任取一包含 ［一7r , 十1r]在其内部的区间作为 [A, B] .

700. 傅里叶级数在不连续点附近的性质； 特殊情形 现在研究函数 f(x ) 的傅里叶级数在

这函数的不连续点附近的性质． 我们开始考虑一个特殊的级数 这级数有一种有趣的现象，能够

最简单明 了地表现出来．

我们知道级数

主 sin(2k — l )x
= 

2k— 1 
2 { sinx 十 三 十 三 ＋ ．

3 5 k=l 
｝ (5) 

收敛于和式

叩） � { �—; 
，

 
T-
2

 
如果0 < X < 'Ir, 

如果x=O, 土'Ir,

如果 - 1r <x < O

［参考 690,4 ) ]; 在点x = O 的左方及右方，函数有跳跃：

a( 十0 ) - a( O )  = -
九．

2 ' 

我们将研究级数部分和

a( O )  - a( —0 )  = -
九．

2 

妇-1(x )= 2汇 sin( 2k - l )x 
2k - 1  k=l 

的性质_<D 因为它是奇函数， 所以只要在区间 [O, 1r] 上考虑它就够了． 此外，显而易 见的恒等式

sin(2k— 1 ) 信 +x ') = sin(2k — 1 ) 信 -x ')

指出 吐-1(x ) 关于点 X=i 为对称：

妇-1 信 +x ')=a压 1 信 —x ') ;

因此可以限于在区间 [o, i] 上进行研究

不难求得 CJ"2n-1(x ) 的表示式：

罕 1(x ) = 2 f

x 

[cos u + cos 3u + • • • + cos(2n - l ) u]d u = l
x si

;::
u d u; 。 (6) 

或者， 如果令 2nu = t, 即得：

迈n- 1 (x ) = 点 厂 sin t dt. 
sin 上

2n 

( 7 ) 

©显然 <72n (x) = <7加-1 (x).
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这表示式可写成和式的形状：

吓 ,(x ) ~ 点 {[ + { + +(,, 下 十厂｝｀
其中 k=E 尸） ． 对于 i=0,1, · · · , n — 1 , 一般地令

冗 ．

点r,,.二d t ~( — 1 )』•
,;,

:�
dz ~ ( - l ) 'v, 

我们显然有

V; > Q 及 V;+I < V; . 

因此， 最后得：

a2n-1(x ) = Vo — VI + · · ·+ ( — 1t-lvk-l + ( — 1 ) 飞，

其中用( - ltvk 表示最后 的一个 “不规则” 项； 它 的符号是( - 1 ) 气 而其绝对值小于 Vk.

· 405 · 

( 8 )  

( 9) 

( 8* )  

九．

由此立 即推得关于和式 CJ"2n-1(x ) 的性质的一系列结论 如果固定 n, 而x 从 0 变到 －，则2 
1 ) 和式 CJ"2n-1(x ) 为 正，且只 在x=O 处为零；

2) 它在点
m1r 吓=- ( m=l, 2, · · · ,n ) 
2n 

处有极值： 当 m 是奇数时有极大值， 是偶数时有极 小值 ． 事实上， 由 ( 8* ) 可见在区 间 [m工
2n ' 

( m + 1二］ 上， 函数 CJ"2n-1(x ) 当 m 是偶数时为增 函数，当 m 是奇数时为减 函数．＠2n 
最后，由极值的表示式

并且考虑不等式( 9),可知

CJ"2n丑(x m ) = Vo — V1 + · · · + ( — ir妇

3) 当 x 在 区 间 [o, �] 上 变化时，CJ"2n一1(x ) 的极大值从左 向右减小 而极小值则 增 大 ．

所有这些断语都表现于 图 133, 在这 图中描出了函数 an(x ) 的图解作为例子．

现讨论函数 CJ"2n-1(x ) 的最大的极大值，即从x=O计算起的第一个极大值， 它就是函数在点

x (n) 7r 
1 2n 

处 的值， 其大小等于 ［参考( 7 ) ]

Mfnl =生 1 (宁） ＝ 点 ［ 三d t.

＠考虑导数
d sin 2nx 一心n-1 (x) =

dx sin x 
时 ， 也容易得到关于函数 心n- 1 (x) 的极值的论断 2) [参考 (6)] .
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图 133

在这里我们取 n 作为指标， 因为现在打算要研究当 n 变化时函数的性质 显然当 n 增大时，Xi
n)

单调减小， 并且当 n -+ 十oo 时趋近于零 为了简化对千 Mt) 的大小的研究起见，将它的表示式

换写为下列形式：

叩 = ! � 互了dt
Sill 一

2n 
因为当 n 增大时， 被积分式中的第二个因子随着 n 的递增而一致（关于 t)递减© 趋近于1, 所以

Mt) 也显然递减趋近千极限：

,r 

岳� Mi
n) = l 字dt = µ1 (10) 

由 此得：

4) 函数 0-2n-l (x) 在值 X = Xin) 处达到 第 一 个 （最大的） 极大值， 当 n 无限增大时， 叶n) 单

调减趋近于零， 而 极大值 Min) 本 身 则 单调减趋近于公式 ( 10) 所表示 的极限 U1 .

一般说来， 对千函数的第 k 个 (k 固定！） 极值也能作类似的断语： 函数在值

(n) 7r 
x

k 
= k · — 

2n 
(n � k) 

处达到 它 ； 当 n -+ oo 时，x�n) 趋近 于 0, 而 第 k 个极值的 大 小 Mt) , 则 单调趋近于极限

匹 ＝ 厂 字dt;。
如果所讲的是极大值 (k 为 奇数） 则 M�n) 减 小 ； 如果是极小值 (k 为 偶数） 则 Mt) 增 大 ．

为了说明起见， 我们作出 了 图 134, 在其中将前六个和式 6加-1 (n = 1 , 2, 3, 4, 5 , 6) 的图解加

以 比较

©我们在此处应用到这个事实： 当 z 从 0 增大到 巴 时， 函数 二＿ 本身也增大 ．2 sin z 
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图 134

由第 478 目中所作的推理，显然数 µk 比起数

Joo 已d t = 巴。 t 2 

来，依次交互一大一小． 差数 Pk = µ广 ； 有下列各值：

Pl = 0.281 ;  <D 归 土 -0.153; p3 土 0. 104; p4 土 -0.073; p5 土 0.063; · · · ( 11) 

现在我们巳能充分完满地说明级数( 5 ) 的部分和 a2n-l(x ) 收敛千和式 a(x ) 这一特性；为 了
明确起见， 我们 的讨论限于在区间 [O, 1r] 上．

如果用任意充分小的邻域 [O, o ) 及( 1r - o, 1r] 划出不连续点x =O 及 X = 1r, 则由前 目所证

明 的结果， 级数在余下的区间 [o, 1r - o] 上一致收敛． 换句话说，当 n 充分大时，部分和 CJ"2n丑(x )

的图解在这 区 间 的整个范围就向着直线 y = � 任意充分靠拢， 在点 X = 0( 及 X = 1r ) 附近，函
7r 2 

数从值 － 变到值 0, 即有一跳跃 ； 在这里， 自 然不可能有一致逼近的性质，因为 CJ"2n-l(x ) 从在2 
X = 0( 或 7r - o) 处接近于 巴 的值以连续的 方式变为在 X = 0( 或 7r) 处 的值 o.2 

然而很值得注意的是： 一 致近似性之所 以 不 能成立 的 原 因 不仅在此；我们要提醒读者注意这

个事实 在 y 轴右侧附近， 当函数 a2n- 1(x ) 的图解突然趋近于原点( 0, 0 ) 以前，它围绕着直线
y = 巴 振动，而且振动的振幅当 n ---+ oo 时一点没有无限减小的趋势．反之，如我们所看到，在这个2 
直线上面的第一个峰，也就是最高的一个峰的高度在这时趋近于数量 Pl 土 0.281 , 随着第一个 峰，
其余的谷与峰当 n 增大时从右向左推移，并向 y 轴密集，而且当 n ---+ oo 时，它们的顶点与直线

y = 飞 的距离分别趋近于序列 (11) 中其余的数量 p2 , p3 , · . · 等等． 在直线 X = 7r 的左侧邻近，也
2 

有类似的图形． 在 y 轴左侧附近也是一样，应重新作出同一图形；不过要将所有考虑过的数量变号．

＠参考 412 目 ，4)
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可以说对于曲线 Y= a2n-1 (x ), 当 n ----+ oo 时，

画在图 135,a 上的折线不是 “极限的几何图形” （不
是如我们 自 然料想到 的那样！）， 而应取图 135,6 中
的折线作为极限图形， 其中重直的线段分别延长 了
约 0.281 : 巴 土 18%.

2 
在 19世纪的末年， 吉布斯 (J.W.Gibbs) 首先

也是在一个三角展 开式的特例上注意到这种收敛性

的 缺点， 因此我们称它为吉布斯现象． 现在将看到
在某种意义下， 这种现象在一般情况下也要产生．

701 .  任意函数的情形 考虑以 加 为周期并具有第一种孤立不连续点 X= Xo 的绝对可积

函数 f(x ) . 则在某一区间 [x o -�, x o  +�] 上 (�> 0), 没有其他不连续点；为 了简单起见，假定

函数在这 区间上有有界变差．

现引用函数 a(x -x o), 它与上 目 中 所研究的函数的差别只是在于向右平移了 Xo , 利用它作
出函数

y
 

y
 

X 

2 a) 6) 

图 135

<p(x ) = f(x ) — f(x o  + 0) + f(x o  - 0) 1 — 一 [f(x o + 0) — f(x o — O)]a(x —x o) .  
九

．

如果在不连续点 X= Xo 处， 约定取
f(x o  + O) + f(x o  - O) 

2 
作为值 f(x o), 则容易证实：

<p(x o + 0) = <p(x o - 0) = <p(x o) = 0. 

这样， 函数 <p(x ) 在点 X = Xo 处就是连续 的 ： 利用函数 6 能够补救函数 f 的不连续性！ 如果取

�< 1r, 则函数 夕 在区间 [x o -�,x o +�] 的其余各点处也连续； 而且函数 夕 也与函数 f 及 (J"

一样， 在这个 区间上也有有界变差
现在可写出

f(x )  = f(x o) + - [f(x o  + 0) — f(x o  - O)]a(x -x o) + <p(x ) . 
九

．

在这里， 将函数 a(x —x o) 及 <p(x ) 用它们的傅里叶级数展 开式来代替， 我们显然就得到 已给函数
的傅里叶级数展 开式． 它 的部分和 环 (x ) 可表示为下列形式：

f(x o  + 0) - f(x o — 0) 环 (x )= f(x o) + 吓(x -x o) + 'Pm (x ) .  
九

．

在这里， 当 m = 2n - l 或 2n 时，

吓 (x -x o) = 区 sin(2k - l) (x -x o) 
2k - 1  

k=l 

心 2k� 1
[cos x o  sin(2k - 1)x - sin x o  cos(2k - 1)x ], 

k=l 

而 'Pm (x ) 则表示 夕 的级数的相应部分和
因为 <p(x o)= 0, 并且函数 <p(x ) 在 X= Xo 处连续， 所以 当 A 充分小时，<p(x ) 在区间

[x o -�,x o +�] 上的一切值可任意小． 同时 'Pm (x ) 在这 区间上一致趋近于 <p(x ), 因此当 m 充



[701] §4. 傅里叶级数的收敛特性 · 409 · 

分大时，伤飞(x ) 的值可任意小． 这样，和式 环(x ) 的性质基本上已由和式 am(x -x o ) 的已知性质
所确定罕m(x ) 一项的出现只会有不重 要的改变，而当x 愈接近于 Xo 及 m 愈大时，则改变愈小．

如果对于奇数 m=2n — 1 , 令

而对千偶数 m=2n:

则

九. 7r 
em = Xo + — = x o + -—一－

2n m+ 1 ' 

冗. 7r 
em = Xo + — =x o + -2n m ' 

lim em = Xo . 
m---->OO 

如果同时考虑到( 10 ) , 则

f (x o + 0 )  - f(x o — 0 )  lim Sm( 如） = f(x o )  + m-oo 7r 

因为当 m -----+ oo 时，显然

'Pm( em ) = (<p m( em ) -<p( em ) ]  + <p( em ) -----+ 0 

. µ1 , 

九．
用 - + Pl 代替 µ1 , 并且引用跳跃量D= f(x o + 0 -2 ) f(x o — 0 ) , 可将所得结果改写为：

D 
lim sm( em ) = f(x o + 0 )  + -p1 m->oo 7r 

同样，按照 m 是奇数或偶数，令

九．豆 = Xo - -—— 或
m + l  

冗．
Xo - —  

m ， 

( 12) 

D 
lim Sm( 豆） = f(x o - 0 )  - -pi . ( 13) 

m->oo 7r 
这样，在所 考虑的一般情形下，和式 环(x ) 在不连续点 Xo 的邻域内之振幅的极限值 比较函

数 f(x ) 的跳跃量 IDI 大
2IDI -—Pl , 

7l' 

即大 18%. 在这里，要得到和式 环(x ) 的图解的极限几何图形， 只对曲线 y = f(x ) 附加在垂直
线 X = XO 上连接纵坐标 为 f(x o — 0 ) 及 f(x o + 0 ) 的两点的线段是不够的，还必须把这线段相应
地向上下两方延长 可 以说对于任意 的 函数都有吉 布斯现象！

附注 对吉布斯现象的研究还可得到其他有趣的结论．譬如，利用这种研究，对于有有界变
差的函数 f(x ) , 则能 由 它 的傅里叶级数直接求出确定它在任意点 Xo 处的单侧极限 f(x o 士 0 ) 及
跳跃量的公式． 为了 这个 目 的，例 如，可应用公式( 12) 与( 13) : 将它们两端相减，求 得

九．
D=— lim [环（如） - Sm 2µ1 m-oo （豆）］ ，

然后确定 f(x o 士 O ) 便容易多了． 这种类型的公式都是由费耶( L.Fejer ) 求 得的．
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702. 傅里叶级数的奇异性质 · 预先的说明 在连续函数的傅里叶级数的一切
收敛判别法中，除了连续性本身以外，总还需要加上某些条件： 有时是某一积分存在 ，

某一不等式成立，或有限的导数存在； 有时是函数有有界变差或逐段单调 ． 因而很 自
然地发生了下一问题： 要傅里叶级数的收敛，仅有产生这级数的函数连续这一性质
是否就够了呢？ 早在 1 876 年，杜 · 布瓦－雷蒙(P.du Bois- Reymond )已 经对这问题作
了否定的答复，他作出了一个连续函数的例子，其傅里叶级数在若干点发散 ．

勒贝 格 (H.Lebesgue )在 1 906 年作出了一连续函数的例子，其傅里叶级数处处
收敛 但是并不 一致收敛

在这里，我们 要依照费耶所指出的方法，作出具有 “杜 · 布瓦－雷蒙奇异性质＇ 及
＂勒贝 格奇异性质＇ 的一些例子 ．

在这两种情形下，都 要用下列有限三角多项式 (m 与 n 表示 自 然数 ） 作为作法
的 要素：

Pm,n( x) = [ cos m x  cos(m + l )x 十 ． ． ． 十 cos(m + n - l )x 
n 

+ 
n - 1 1 ] 

- [
cos(m + n + l )x + · · · + 

cos(m + 2n - l) x + cos(m + 2n )x 
n - 1 n ] 

[ 
sin m x  sin(m + l) x  sin(m + n - l )x 

n n - 1
十 ． ． ． 十

1 ] Qm,n ( x) = + 

_ 
[ 
sin(m + n + l )x sin(m + 2n - l )x sin(m + 2n )x 

1
十 ． ． ． 十 n - 1

+ n ] . 

事先推出这些多项式的若干性质
1 0 第一，不论变数 x及指标 m 及 n 的值是怎样，一定有一个 常数 M 存在，使

得

IPm,n ( x)I ,,,;  M 及 IQm,n( x)I ,,,; M. (14) 

为了要证明这性质， 变换多项式 P 与 Q , 合并其中具有相同系数的各项 ． 这样，
在第一个多项式中，令（当 v = l , 2 , · · · , n 时）

cos(m + n - v)x cos(m + n + v)x sin vx - = 2 sin(m + n )兀一一一

1,/ 1,/ 1,/ '  

我们将它化成下列形 式 ：

同样，

n . 

Pm,n ( x) = 2 sin(m + n) x区 三．
1丿

v=l 

n 

Qm,n( x) = -2 cos(m + n )x区 三．
1丿

v=l 
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因 为 在 这里两 种情 形 下， 所出现的和式的乘数显然有 界， 所 以问题归 结为和式本身
的有 界性． 我们 过 去已将这 和式 表成 下列形式 (690,3)] :

立 三 ＝ － 巴 ＋ 『 ［二 - � . 1 (n+合）X •  

v=l I/ 2 。 2 sin ½ t ] 
sm (n + 2) tdt + h 宁du.

在这里 ， 右端的第二项当 n -. oo 时 一致趋近于 零 ， 所 以它 有 界 [698,1°] ; 又因 积分
Joo 三du 收敛， 所 以第三 项也有 界． 由 此 推得所需要的结论

20 多项式 P 及 Q 的部分 和（即 在 多项式 中从第一项 起 任意个相 连 各 项的和）
的情况则有 所不 同 如果取 多项式 Pm,n(x) 前 n 项的和则当x = O 时 ， 它的值是

Hn = 1 + - + · · ·  十 一2 n ' 

即 随着 n一 同 发散于无穷大[ 365,1)] . 因 为， 显然，

v+ l  dx 
;:; >  [ 了 = ln(v + 1) - In v, 

所 以 可求得 凡 的 下一熟知的估计值

Hn > In n. 

当x= O 时 ， 多项式 Qm,n(x) 的部分 和全都 等 于 零 ． 但是如果我们计算多项式的前
n 项 在 靠近于零的（当 m 及 n 很大时 ） 点 X = 7r 处的和则得

2(m + n) 

t � sin 信 -
2(r:: n) ) 

根据熟知 的不等式 sinz 
2 

> ;;:z (O <z < 勹 ， 这 和式 比

文 （上 二-) = Hn - 二 > In n - 1 
v m + n m + n 

v=l 

更大， 并 且也 随着 n 无穷增大 实际上 在 这里 已经 包含着 （ 杜 · 布瓦－雷蒙及勒贝 格
的） 两 种奇异性 质的胚胎了 ．

30 如果我们取 任意正数 €) 限制变量x 在 区间 [c:,21r - c:) 上变化 ，© 则两 多项
式的 一切部分 和（的绝 对 值）都 以同 一与m 及 n 无关的常数L( c:) 为界， 只需关 于表
示式 立 cos(p 土 入）x I sin(p 土 入）x

入=l
入 ＇ 汇 入 ＇

入= l

(15) 

©或取从 2k1r + c: 到 2(k + l)1r - c: 的区间 （其中 k 为任意整数）， 像这样并没有什么不同
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证明此点就够了， 因为容易看出在一般的情形下 ， 各部分和可写成两个类似表示式
的差

现取表示式 立 cos(p + 入）x
入

入=l

为例 并且为了求它的估计值须应用阿贝 尔引理 [383] . 当标数 入 增大时， 因子 － 减
小 ， 但总是正数 至千因子 cos(p + 入）x, 则其任意个 的和

入。 sm (p + 灿 + - . 1 

汇 cos(p + 入）x = 
2 )  x - sm (P + 2) x 

入=l 2 sin -2 

1 
的绝对值不 超过常数 一一-. 由 此可作结论：

sin � 
2 

丈 cos(p + 入）X 1 
入 � -亏 ·

入=l Slll -
2 

对千(15) 中其他的表示式， 这个结论还是成立．这样， 可以取常数 二； 作为上述的
sin -2 

界 L(c)
所有这些性质在下款中都要应用到

703. 奇异性质的作法 现在取正数序列 ｛钰｝，使得级数 1:ak 收敛． 又取两个
无穷增加 的 自 然数序列 {m叶 及 {n叶，作出两级数

00 

汇 ak凡 ，nk(x) = <I>(x) (I) 
k=l 

及

汇 必妇 ，nk(x) = \Ji(x) .  (II) 
k=l 

则因根据(14) , 这两级数都以收敛级数 MI:ak 为强函数 ， 所以它们绝对且一致收敛
因此 [431] 函数 <I>(x) 及 \J!(x) 显然连续．

我们先 取 ak , mk 及 nk 使其适合下列两个 要求：
1 )  m妇

1 > 四 + 2庥（关千 k = l , 2 , · · · ) ,
2) 当 K 一 oo 时，ak ln nk -. +oo. 例如可令

炉铢 = k2 ' 叩 ＝ 庥 = 2 
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两个 不 同的三 角 多项式 akP,叩，nk(x) 或 a心mk ,nk(x)分 别 在 级数 (I ) 或 (II )中
出 现由 1), 它们不 包含具有 x的相 同倍数的项 ． 如果 现在 简单 地 依次一一写出 (I )

或(II )中的多项式 序列的一切项，即 去掉所有 括号，则得两个三角级数 （一个是 余弦
级数， 另 一个是 正弦级数），就是函数 4>( X) 及 \J!(x)的傅里叶级数 事实上， 例如如果
用cospx 乘等式 (I )的两 端并 从 0 到 加 积分，则由 级数的一致收敛性，能够进行级

数的逐项积分 法 ． 然后 将每个 积分

厂 ak Pmk ,nk(x)cospxdx 

用有限个积分的和来 代替，则除 了 在 akP,四 平(x)中含cospx 项的情形以外 ， 一切积
分都是零，由 此 可 知 cospx的系数是傅里 叶系数 ．

现 在 研究这些 傅里 叶级数收敛及其 收敛的特性 问题 ． 如果限制x 在 区间 [c,21r
- E] 上变化，则这两 级数也与级数 (I ) 及(II ) 一样，是收敛的，并 且甚至是一致收敛

的 这是因 为（ 例如） 函数 <I>(x)的傅里 叶级数的任一部分 和 与级数(I )的某一部
分和

s-1  

X 叫沁，nk( X) 
k=l 

的差只是三角 多项式
a8Pms ,ns (x) 

中的某一部分 和 而由 702,3° , 这 一部分和的绝对值不 会超过 asL( E). 并 且当 s 无
穷增加 时 一致趋近千零 ．

由 于 e 的任意性，因 此就 保证 了 函数 4>( X)与\J!(x)的傅里 叶级数 在 ( 0 , 加） 内
的一切值x 处收敛 ． 然 而第 一个 级数 在 X = 0( 或 加） 处发散，即有 ＂杜 · 布瓦－雷蒙

奇异性质＇ ， 实际上 ， 如果 一般 地用 sm(x) 表示它的第 m 个部分 和 我们有

[ 
cos mkx cos( 四 + nk - l )x

庥 1 ] Smk + 瓜-1(x) — S四 -1(x) = ak + · · · 十 ，

因 此 ［参考 702,2°]

s皿 +nk -1( 0)- Smk-1( 0)  = akH九k > ak In nk ,  

结合要求2), 此式 证实 了级数收敛的基本条件 [376,5°) 不能成立 ．

至千 函数 \Ji(x)的傅里 叶级数则仅含正弦，所以当然它 在 X = 0( 或21r) 处也 收
敛 ． 但是这时 在 点x = O 的邻域 内，收敛性 不是一 致的，因 而我们 在 这里 体 现 了 “勒
贝 格奇异性 质＇ ！ 为 了要证 实这一点，一般 地用 Sm(x) 表示它的第 m 个 部分 和 并 且
计算在 点 X =

冗畸

处的差数
2( mk + 玑）

[ sin mkx sin( mk + nk - l )x 
庥 1 ] ; 沁迁nk -1(x)- s叭 - 1(x) = ak 十 ． ． ． 十
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由 702,2°, 它 比

ak( ln nk -1) 

还大， 并 且随着 k 增加到 无穷大
将作 法 加繁，则能 确定以 加 为周期的连续 函数 <I>(x) , 使得它的傅里 叶级数在 区

间 [0,2叶 的任一部分有 发散点．
然 而直到现在 为止，关于 连续 函数的傅里 叶级数是不 是 可能处处发散的问题还

没有 解决_ 1 15) 的 确， 处处发散的傅里 叶级数曾 由柯尔莫戈洛夫院士用精密的方 法 作
出 了一例 但 是他的例子 已与性 质较复杂的 函数有 关，并 且利用了较通常更普遍的
（勒贝 格的） 积 分 定 义．

§5. 与 函数可微分性相关的余项估值

704. 函数与其导数的傅里叶系数间之关系 考虑以 加 为周期并 有 直到 K 阶
( k 口） 导数的 函数 f(x) . 当然，前 k -1 个导数是连续 函数 而假定 第 k 阶导数为
（绝 对 ） 可 积 ． 与在前面一样，我们用 a加 灿 表示 函数 J(x) 的傅里 叶系数 对于 导数

萨 (x) (i = 1, 2, · · · , k), 则用 a份，b赁 表示 其 傅里 叶系数
分部积 分，求得（ 对 m = 1 , 2, · · · ) 

7r如 = 1: f(x) cos mxdx = f(x) 
sin:

x
l二 － 卢1: J'(x) sin mxdx , 

因 此
b' 

am = m ＿ ． 
m ' 

同 样

．
 

/am_
m
 

＝
 

m
 
b

 
如果将所得公式应 用到系数 a切，b切，则得用a监，跺 表示它们的式子 ， 将这些式子代
入 am, 加 的公式 中，则有

a" b" 
am = m -— b m 

2 ' m ＝ － 
2 . 

m m 

继续 应 用这种方 法，我们分别偶数与奇数的情形， 归纳作出最后的公式 ：

(k) (k) 
h am b 

当 k = 2h 时 ： am = (- 1) 盂,; , 妇 ＝（ — l)h 点， ( la)

(k) 
h+1 bm (k) 

h am 
当 k = 2h + 1 时 ： am = (- 1) - bm = (-1) —- (16) m k ' m k

. 

1 15)所述问题的否定解答由 L. 卡尔列逊 (L.Carleson) 千 1966 年发表的论文中得到
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我们提出的问题是： 在对 K 阶可微分函数的 K 阶导数加上若干条件时， 利用上
列公式求出这函数的傅里叶级数的余项估值． 在前一节的开始， 我们研究了傅里叶
级数的一致收敛性的问题 即它的余项一致趋近于零的 问题 的确，在这里， 在更严
格的假定下， 利用函数的可微分性求出余项的无穷小 阶后 ， 我们甚至能估计这种趋
近的速度

705. 在有界函数情形时部分和 的估值 现只假定函数 J(x )有界：

IJ(x )I � M ,  

在这里， 例如，可把 M 了解 为 IJ(x )I 的上确 界．我们预先 要给出傅里叶级数的部分
和 sn(x ) 以及与它共辄的级数的部分 和 沁(x )的估值．

由熟知的公式 ［参考 681 ,(4)] ,

卢） � � [ if(x + t )  + f(x — t )] filil�::�:) 
t 
dt 

由 此逐步有：

因(x )I 产f sin
�::

½

�) t < M [ sin (n

t

+ ½
) t dt

'D 

= M  la
(n+合 ）

tr I si: u l du < M la 1 du + M l伈+½ )勹

= M [ 1 + ln (n + �) 
1r] < M(ln n + 1 + ln 21r) . 

如果将 A 理解 为一充分大的 常数， 则（当 n ;;,:: 2 时） 在最后一个括号中的表示
式 比 A ln n 小，因此最后得

阮(x )I � AM In n® (n ;;,::  2 ). 

转到共扼级数，我们 回忆 [696,(20 )]

1 1 
1 7r cos -t - cos n + - t 

Sn(x )� - -;; 1 [f(x +t ) - f(x - t )] 2
�

2
) dt 

2 sin -t 2 
＠参考 699 目 迪尼判别法下的脚注
＠例如可以取

A = 2 + 
1 + ln7r 

ln 2 
但是这当然不是常数 A 所能取得的最好值．

(2) 
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因 此
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再与以上同 样 进行推 理 我们得到类似的估值：

酝(x)I �AM In n ( n ;;,:: 2), (3) 

其中A 是新的常数， 一般 说来与前面的A 不 同 但是与它 相似的是这个A 也与函
数 f(x)的选取 无关 ． 然 而当然能 在两 种情形 下采用同一 常数 —— 即两 数中 较大的
一数．

差式 凡(x)= J(x) - sn(x)[只有当 sn(x) 收敛千 函数 J 时，它 才是傅里 叶级数
的余项］的估值与(2) 相 仿：

I凡(x)I �AM ln n ( n ;;,:: 2), 

事实上，

I凡(x)I � lf(x)I + l sn(x)I � M  + AM In n, 

因 此只要适 当 地 增大常数A, 即得 所需要的不等 式
对于 随 着 n 增加 到 无穷大的数量 在 不等式右端这个事实， 读者不必感觉惊讶

的 确，我们知 道对于 若干有界（甚至于是连续 的 参考 703) 函数 f(x), 量R n(x) 确
乎能够 无穷增大， 而我们的不等式则必须对于一切有界可 积 的 函数都 成立．

706. 函数有 K 阶有界导数时余项的估值 现 在 再 转 而考虑以 加 为周期并 有
直到 K 阶 (k ;;,:: 1) 导数的 函数 J(x), 而且这 次假定 K 阶导数 有界 ：

IJ Ck\x)I � Mk 

并且 有常义积分．

我们将证明 S .N 伯恩施坦院士所发现的 重要 结果 ：在已作的假定下， 有一 个 绝对
常数A 存在，使得（对于 n ;;,::2) 

I凡(x)I �AMk
In n 

． 
nk (4) 

在 证明时 ，我们将分 别 k 为偶数 及奇数两 种情形 ．
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F 设 k= 2h. 如果利用公式 ( la) , 则 可 将 函数 f(x) 的傅里 叶级数的 余 项的表

示式©

写成 下列形式

氐 ＝ 比 (x) = 区 am cos mx + 加 sin mx
m=n+l 

00 

Rn = (- lt 区 上 (a炉 cos mx + b炉 sin mx) . m m=n+l 

在 括弧中， 我们有 函数 j(k) (x) 的傅里 叶级数的第 m 项； 引用这个级数的部分和
吓 ＝ 吓 (x) , 则 可用 吓 - am-l 来 代替 此项：

Rn = (- l ) h 产 上 吓 － 吓-1 ) .mk ( 
m=n+I 

除去括弧并 换 一种 方式 集合诸项 ［参考 383] , 我们得到 级数

00 

(- It氐 = - a九 ＋ 区 （上 - 1 
(n + l)k m=n+l 戒 (m + l )k ) 吓 ·

可以这样变换的理由是

这是由 不等式

lim 竺k m---+oo m = 0; 

位司 � AMk 1n m 

(5) 

(6) 

推出的， 而这个不等式 则是将不等式 (2) 应 用千 函数 j(k) (x) 而求得的． 由 (5) 及 (6)
推得估值

I Rn l A ln n  00 

而 ' (n + l)k + A兰�l (二 (m + l)k ) ln m.

最后和式 重新变换为 下列形式 ［参考 37 1] :

ln(n + 1) 00 

(n + l)k + 区
m=n+l (m + l)k [ln(m + 1) - ln m] .  

如果利用不等式
In(m + 1 )  - In m = In (1 + _!_) < _!_ 

m m 

mt+l m妇�+l < ¼ 卢
©在已作的假定下， 傅里叶级数处处收敛千函数 f(x) [684]



· 418 · 第十九章 傅里叶级数

［参考 373, a)] , 则逐步求得它的估值：

ln(n + 1 )  00 

(n + l)k + 区 1 ln(n + 1) 
m(m + l)k < 

(n + l)k 
m=n+l 

＋ 产 1 In n 1 1 1 In n +  2 
严 ＜ 子－ ＋ 严 + k . 产 ＜ 冲 ．

m=n+l 

回到 1如， 关于 它的大小我 们得到这样 一个估值

IR n l < Mk 
2A ln n  + 2A 

nk 

当然，适 当 改变A,由 此容易 推出 (4) .

(n � 2) ,  

20 现假定 k = 2h + 1. 依靠公式 (16) , 我 们改写 比 为：

00 

氐 = (-ll 汇 �(a炉 sin mx - b(k) cos mx) . m m 
m=n+l 

[707] 

这 次我 们看出在 括号内的表示 式是与函数 j(k) (x) 的傅里 叶级数共扼的级数的第 m

项 [696] . 因 为我 们有它的部分和 0-m = 年 (x) 的估值

|扛I � AMk ln m

［参考 (3)] , 所以其 余的推 理与上面已 说过的没有 什么不 同

707. 函 数有有界变差的 K 阶导数的情形 首先 考虑以 加 为周期且在 区间
［一1r, 1r] 上其本身有 有 界变差的 函数 f(x) . 转用斯 蒂尔切 斯 积 分并 应 用分部积 分的公

式[5 77] , 我 们将函数 f(x) 的系数 a九 表成 下列形式 ：

an = !_ (S) /1r 
f(x)d三

n 

= f(x)芒气 － 卢 (S) 1_: sin nxdf(x) (7) 

积 分号外的一项 为 零 ， 至千最后 一个积 分， 则用通常对 斯 蒂尔切 斯 积 分所应 用的 方

法 [582,2° ] 来 估值，我 们得到

l/1r 
sin nx咐(x) � max I sin nx I · V二J(x) .

这样 ， 如果用 V 表示 函数 f (x) 在 区间 ［一1r, 1r] 上的总变差， 最后 得

系数 加 的估值也是这样．

1 1 
lan l � -V · 一．

冗畸 n 
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如果与 同一变量有关的两变量 a 及 8 具有下述性质， 即它们 的 比值保持有界：

I 叮 订 (M = 常数） ，a 

则用下列方式写出这个事实
(3 = O(a) .@ 

应用这符号， 我们能表示 出有界变差函数的傅里叶系数 a九 ， 加 的 已证明 的性质如下：

an = 0 (勹 ， 加 = 0 忙）n n 

现在对于 以 加 为 周 期 的 函数 J(x) , 设其 K 阶 (k � 1) 导数 j(k) (x) 存在并在 区
间 ［一1r, 1r] 上有有界变差 ； 则 对 于 函数 J(x) 的傅里叶 系 数， 估值

伲 / , 阮 , � 兰 · 声1 (n = l , 2 , · · · )  

为 真， 其 中 Vk 是函数 f(k) (x) 在 区 间 ［一1r, 1r] 上 的 总 变差 ．

比较刚才所证明 的结果与第 704 目 中 的公式 (la) 及 (16) 立即得到上述命题．
因此 这一次，

知 = 0 (点） ， 加 = 0 (严） . (8) 

知道了傅里吐系数的阶次， 现在就不难估值傅里叶级数的余项： 在 同 样的假定
下， 对 于 函数 J(x) 的傅里叶级数的余项 比 (x) , 我们有不等式

事实上，

凇 (x) / < 灶

团 (x) / � I: 他叫 + /b叫）

� 

m=n+l 
= 2Vk 

7r I: 1 2忱 1 Vk 
一 产 ＜ 百 ． 忑 ＜ 严

m=n+l 

这样， 对于函数的第 K 阶导数加上某些较严格的条件 （与上 目 中 的条件 比较），
则可引导出余项 比 (x) 的较好的估值： 在估值的分子中， In n 不再出 现．

附注 我们再次强调在本 目 与前 目 的推理中， 函数 f(x) 及其导数的周期性起着
主要的作用 如果函数预先只是在区间 ［一1r, 1r] 上被给出， 则必须有下列条件成立：

f(-1r) = f(1r) , f'(-1r) = f'(1r) , . . . , jCk> (-1r) = j(k) (1r) . 

在这里各导数理解为单侧导数 只有这时才能保证周 期地延拓 出 的 函数有连续的逐
级导数， 而且上面所作出 的估值也才能成立

©比较这个符号与我们在第 60 目中所 引用的符号 o(a).
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708. 函数及其导数的不连续性对于傅里叶系数的无穷小阶的影响 我们已看
到如 函数有 一系列连续 导数， 则能保证 其 傅里 叶系数迅速减小，并 且因 而能保证 傅
里 叶级数迅速收敛

然 而 在 数学的应 用上，时 常要 遇到这种情况： 在 从 - 7f 到 T的范围中，由 若干个
在各自的区间有 一 定个数导数的 函数 ＂接连＇ 而得 一 函数， 要把这 函数展开为傅里
叶级数 ． 这 样， 在 接连＇ 点处， 这 函数本身以及它的各 级导数都 有 跳跃． 这种不 连
续性 降低 了傅里 叶系数的无穷小阶，并 且不 难了解， 同时也 降低了 傅里 叶级数的 余
项的无穷小阶． 我们来 详细研究这个问题

10 设除去 “接连 点”

6 ,  令，． ． ． ，如 ( 9) 

外 ， 函数 J(x) 在 区间[ —7f, 7r) 上连 续 而它 在各 “接连 点＂ 处有 第一种不 连续 ，即 具
有 跳跃

如果 差数

平 = f(彻 + 0) - f ( 'µ - 0) ( µ = 1, 2, . .  · , m) .  

驴 = f( -1r 十 0)- f( 1r - 0) 

不等于 零， 在 不 连续 点中， 还必须加 入点 如 = -1r, 因 为周期 地 延拓 函数时， 在 这 点
出现了不 连 续性

又假定只除去 在所指出的各 点外 ，有 限的导数 f'(x) 处处存 在，并 假定它 在 区间
［一7f, 1r] 上绝 对 可 积 ． 对 千 函数 f(x)的系数 an 的表示式我们 重新应 用斯 蒂尔切 斯
积分与分 部积分 法 ［参考等式 ( 7)] . 如果 在 最后 一积分中分出与函数 f(x)的跳跃相
对应的项[5 79, (15)] , 则得

或较 简单 地

其中 已令

an = � /
1r 

f(x) cos nxdx 
一 九．

m 
=-- L 平 sin n,

n冗- n1r 
J f (x) sm nxdx 

µ=l -,r 

A n 

n b' 
O:n = — _ ...I!:. ,  

1 ＝ － － 
九口

n n 

m 

X 平 Slll n彻，
µ=l 

并与以前相 同 用 旯 表示 函数 J'(x)的傅里 叶系数 同样能断 定，

b Bn a� 
n = 了 十 了

( 10)  

( 1 1 )  

( 12) 
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其中
1 

m 

Bn = ; 区 外�) cos n�µ , (1 3 )  
µ=0 

而 a� 同样也表示 f'(x )的傅里叶系数．
现在我们假定导数 f'(x )在区间 ［一7r, 1r] 上有有界变差． 因 为在这个假定下，它

的傅里叶系数有阶 0 吐） [707] , 所以也能将公式(1 0 )与(1 2 )写成这样：

an = 生 + o 臼） ，n n 

bn = 宁 + o 悼）

、 i
l4

5

 

1

1

 

,
Ì

（
 

这些公式 明 白指出： 如果函数有不连续点，则虽然在其余一切点导数存在，傅里叶系
数的无穷小的阶仍是怎样立 即降低

反之 现在设已 知某一函数 f(x )的傅里叶系数有(14)与(15)的形式 而且
A九，凡 的大小 由 公式(1 1 )与(1 3 )所确定 其 中 {8沪 ｝ 是已给的一组 m + 1 个数
则函数 f(x )就在 点(9 ) 处一定有第一种不连续， 并且有跳跃， 且其跳跃分别等于

驴(µ = 1 ,  2 ,  • · · ,  m ); 此外，对于这函数，极限 f(-1r + O ), f(1r - 0 )存在，© 并且它们
的差是 砅0)

. 在其余各点处，函数连续
为 了 要证实此点 例如用(�伈 �µ+1 ) 内的线性函数作出补助函数 l(x ), 使得它在

所指定的点恰好有所指定的跳跃． 与(14)及(15)类似，对于它的傅里叶系数我们有：

an = 宁 + o (点） ， 加 = � + o (点） ，
其中 An 与 Bn 有前述的值 ． 这时差 数 f(x )- f(x )有如下列形 式的展开式

1 
00 

产 ＋ 区(Ctn cos nx + /3n sin nx )  , 
n=l 

其中

即

知釭 = 0 信） ，

K 
1叫，l/3n l � 万 (K = 常数）．

n 
©在这里以及在后面 我们总是认为

1 
/(如） = 2 [/(如 + 0) + /(如 - O)] ,  

同时
1 

I(—71') = /(71') = - [/(—71' 十 0) + /(71' — O)]; 2 
从而一切不连续点都是正则 的 ［参考 684] .
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这个级数以收敛级数 2K �f 古 为强函数 ， 它处处一致收敛． 由此己可见 ， 差数
f(x ) - !(x )表示以 加 为周期的连续函数 ， 从而 f(x )也与 f(x )在相同的点处有相
同的跳跃

沪 除去已述过的假定以外， 现在还假定一阶导数 f'(x )有极限值

J'(-1r + 0 ), !'(�µ 士 0 ), !'(1r - 0 )  

而且二阶导数 f"(x )处处("接连点＇ 除外） 存在， 并在 区间 ［一'Tr , 1r] 上有有界变差．
利用已 经证明的结果， 则可断言这时

A� b" A� 1 
吐 ＝ 了 - -?; = 了 + o (』

佐 ＝ 巠 ＋ 产 ＝ 序 + O 信） ，

此处用 A伈 玑 表示类似于(1 1 )及(1 3 )的量
m 

A' 1 
= - -

九．
区 砂 sin n�µ , 
µ=1 

轧 ＝ －1 m 

九．
区 平 cos n�µ

µ=O 

(n = 1 ,  2, • • • ) ,  

）

）

 

6

7

 

1

1

 

（

（

 而且

砂 = !'忆 + o )- f'(�µ - 0 ) (µ = l , 2 , · · · , m ), 

驴 = f'(-1r + 0 )  - !'(1r - 0 ). 

将这些 a� 与 忱 的表示式代入公式(1 0 )及(1 2 ), 则对于所考虑 的情形 ， 最后得
到：

An 轧 1an =
---:;;: 

- � + 0 ( ;;;) , 

bn = 宁 ＋ 告 + o (卢）
、
I

,

、
I

,

8

9

 

l

1

 

,
I'

，
1、

在这里同样可证明在 某种意 义下的逆断语．设函数 f(x )的傅里叶系数有如 ( 1 8 )
及(1 9 )的形式 其 中 An , Bn , A� , 耽 的大小 由 公式 (1 1 ),(1 3 ),(1 6 ),(1 7 )所确定， 而
{8沪 ｝ ， ｛心｝ 则 为 先给出的一组数 可以断言函数 f(x )在区间(—1r , 1r ) 内 除去点 �µ

外处处连续并且有连续导数 f'(x ), 而在点 �µ 处 ， 函数及它的导数有跳跃， 且其跳跃
分别等于 6沪 及 6炉 ； 此外

!(一7r + o )  - J(1r - o )  = 8b0) 

并且
f1(-1r + O )- f'(1r - O ) = 8炉．
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与上面相仿，也要 作出补助 函数 f(x) 来证明这 断语 在这次能用二次 函数作补助
函数，使得它与它的导数就 在所指 定的点有 所指 定的跳跃 容易看 出差数 f(x) - /(x) 

将展开成为有 o (�) 阶系数的傅里 叶级数． 这时 不 仅这个级数， 而且由 它 逐项微

分所得的有 o (卢） 阶系数的级数， 均一致收敛， 从 而差数 J(x) — /(x) 与它的导数

同是周期的（以 加 为周期） 及连续的由 此 推得所需要的断语．
30 存 一般情形 下，设 f, f', . . .  , f(k-1) 在 ［一1r, 1r) 上除去点 �µ (µ = 0, 1, · · · , m)

外 连续 ， 而 在点 �µ 处，这些 函数有 跳跃，且其 跳跃分 别等于

平 ， 感，. . . , 8� 炉 1) (µ = 0, 1, • · · , m) . 

此外 ，假定导数 j(k) 处处( "接连 点＂ 除外 ）存 在，并 且在区间 ［一7r, 1r] 上有 有 界变差．
引用符号：

A炉 = - - �':=1 8沪 sin n�
(i = 0, 1, · · · , k - 1; n = 1, 2, · · · ) 

B�i) = �  � 汇0 8沪 cos n�µ -

则当 k为奇数 及偶数 时 下列公式分 别成立：

，
 )
．＇

 

1

)
 

信
l-

严

0
(

 

+
 
a

 
＋
 

亨
亡
1

B

 

卢

卫

－

－

 

(

＇
1、

+

＋

 

，

Y
 

＋
 眢＋

 
Aff
言竺

f
An_
n
 

＿＿
 

n
 
a

 

，
 ）
）

 

l－
严

l－
i

（
（

 

a
 
a

 

+

＋

 

j
kn

享n
A
 

休nB
 卢

旧

－

－

 

（

（

 

+

＋

 

,

v

、

．
 ＋

 吾Bii n＿
砃

生忙＋
 

Bn_
n
 

＿＿
 

n
 
b

 

(20) 

(21) 

如果 已 知类似的公式 成立，则反之，关于 函数本身及其 k - l 个导数的不 连续 点
与跳跃扯 可以（如上所述 ） 作出 结论．

709. 在区间[ O, 1r] 上给出 函数时的情形 如我们所 知 ， 如果 函数 f(x) 只从 0

到 T 给 定 则当适当的条件 成立时， 可 将它 在这 区间上展开成余弦级数
(X) 

f( ) a。
X = 歹 ＋ 区 仰 cos nx (0 � x � 1r) , 

也 可展开成正弦级数
(X) 

知） ＝ 区 加 sin nx (0 < x < 1r) 

(22) 

(23) 
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[689] . 在实用上最常遇到这种展开式． 上 目的结果也能应用到所考虑 的情形， 如果
设想将函数 f(x )用下列方式延拓到 区间 ［一1r , 0 )上的话：(a )用偶的 方式 - 为的
是得到余弦级数或者(6 )用奇的 方式 — —－ 为的是得到正弦级数

设

0 < 6 < 6 < · · · < 如 < 1r

是在 区间(0 , 1r) 内的点， 函数与它的一直到(k - 1 )级导数在这些点处都有跳跃， 并
且与在前面一样，用

平，平，． ． ． ，外�- l) (µ = 1 , 2 , · · · , m) 

表示跳跃最

在用偶的方式延拓函数 的情形下，在点 丈µ 处也重新产生 点 如 处的跳跃，但其
符号相反； 当用奇的方式延拓这个函数时，在 点 -�µ 处产生跳跃，而其符号 不 变 ．又
对于偶函数，

对于奇函数，跳跃

f(+O) - f(—0) = 0 , f(-1r + O )- f(1r - O )= O , 

f (+o) - f (-o ) = 21 (+o) ,  

f(-1r + 0) - f(1r - 0 ) = -2/(1r - 0 )  

一般地可能异千零 ． 最后，我们还注意当微分 时， 偶函数变为奇函数，而奇函数变为
偶函数 如果考虑到所有这些说 明，则关于我们的函数的余弦或正弦展开式的系数
an 与 加，分别得到形如(20) 及(2 1 ) 的公式，但 A炉 与 B炉 则有这样的数值：

心 2 
= — - �':=1 啦 sin n

九一 如，

B炉 ＝ 沁;�·:,';s�如 ＋ 萨(+0) - cosn, 炉(, - 0 )). )
(24) 

与这些公式相关，我们作出下一重要的说明 设在整个区间 [O, 1r] 上，函数 J(x) 与它的直到

( k  - 1) 阶导数连续； 此外，设 K 阶导数也存在．并且在这 区间上有有界变差然 而 一般说来，对于

展开式 (22) 与 (23) 的 系 数 an 与 加， 不 可能断定 它 们 的 阶是o (芦长） ［再参考 707 公式 (8) !]

实际上，虽然在这种情形下一切和数 A�) 是零，但是不可能说和数

2 B炉 ＝ －｛尸 (0) - cos n1r 尸 (1r)}
九口

也是这样． 用奇的方式扩充函数，在 x = O 处人为地造成了不连续性，或破坏了函数与它的偶数

级导数的周期性； 而用偶的方式扩充函数， 则使得奇数级导数也是这样！
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因此， 如果需要完全利用函数的可微分性，将所述函数 J(x ) 在区间 [O, 1r] 上展 开成迅速收敛
的级数，则为 了这个 目 的，用下列条件所确定的( 2k - 1) 次 多 项 式r(x ) 将函数延续到 区间 ［一7r, 0) 
上：

r( O) = J( O), r '( 0) = j'( 0), • • • , r (k-1\0) = j<k-1\0), 

r( —1r) = f ( 1r) ,  r '( — 1r) = J'( 1r), , ,. , r (k-l\-1r) = j<k-l\1r). 

［例如可用在第 257 目 中所指出的方法作出这种多项式．］用这种方法， 我们 使函数在整个 的区间
[—7r, 1r] 保持可微分性．

伈）设对千 0 � X � 'Tr, j(x ) = X — 芒． 为 了作出这个函数的有 0 — 阶系数的展 开式，我们 用
2 

多项式

r(x ) = x — i +x 3 
[

— 兰沪－ 卢x — 罚 ＝ — 岊 － 严x 4 — 臣+x — ;

扩充它． 如果对这样扩充出的函数作出通常 的傅里叶级数，则对在区间 [O, 1r] 上的函数 f(x ) , 就
能得到所求 的迅速收敛的展 开式：

240 
00 

12 
00 

言 区 [( 2v � 1)4
—

7r2( 2尸 l)6 ] cos( 2v — l)x + 宇 汇 卢 sin 2vx
v=l v=l 

这里叙述的是马立叶夫所指出的方法．

710. 分离奇异性质法 设函数 f(x)在区间 [O , 1r] 上 是 由 x 的倍角的余弦级数

(22) 或正弦级数 (23) 所给出，© 而且这些展开式的 系数有如 (20) 或 (21) 的形式，其

中 A炉，B炉 是 由 公式 (24) 所确定． 这些级数收敛得较慢，并且我们知道函数与它的

导数的不连续性是造成这种现象的原因 对于这种情况 克雷洛夫院士提出 了首创

的分离奇异性质法，应用这种方法可以改善级数的 收敛性

实在说来，这种方法的本质已 经包含在前面的叙述中． 它在千用熟知的 三 角 展

开式作出 （逐段为多项式的 ） 补助 函数 f(x) , 使其好似吸收了 已 给函数 f(x) 的展开

式中所明 白表出的奇异性质． 从函数 f (x) 中减去这个补助 函数，并且相应地从 已 给

函数的展开式中减去补助 函数的展开式， 这样我们就分离 了 已 给展开式的 收敛得较

慢的一部分，从而余 下的级数已 经迅速收敛．

然而，如果利用已 知 的展 开式，知道能直接求 收敛得较慢的部分的和， 则可最简捷地获得上述

结果
lo 设已给余弦级数( 22) , 并且

an = 宁 + o 悼） ，
其中

An 
2 ＝ —； 区 c,_, sin n如 · ( 25) 

µ=1 

切实用上时常遇到的情况是 展 开式是在区间 [O,l] 上用 芒 的倍角的余弦或正弦作出的， 这种

情况可由课文所考虑的情况中简单地将 x 换成 竺 而得
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给出点
0 < 6 < 令 < · · · < 扣 < 7r 

并且给出一组数 ｛印｝．直接确定级数的和

g(x ) = 汇
n=l 

An — cos nx .  n 

用简单的变换可引导出下面的结果：

其中和式

g(x ) = 立 ［产 sin n( : 飞） 文 sin n(: 心） = 归仰(x )
µ=I n=l n=I ] µ=I 

归） ＝
产 sin n(: 飞） 产 sin n(x+ 匐

n 
n=l n=l 

是容易 算出的，如果我们回忆到熟知的 [690,2)] 展 开式

豆 三n 
n=l 

冗·- z 7r 十 Z
的话，这展 开式的和当 O <z < 加 时是 —，而且当 加 <z < O 时显然是 －2 2 

泸
） ＝ ｛ ： 勹 厂勹 勹:

"

'" � —7r 十
'"' 对于 X < ,µ , 

2 2 
=e,,, , 对千 X > e,,, . 

[710] 

． 这样，

于是在每一 区 间 ( e,,, , e,,,+1 )(µ= 0, 1, ... , m) 的 内部，<D g(x ) = 常数 = ,,,, ; 而 在点 e认µ =

1, 2, · · · , m ) 处， 它有恰等于 Cµ, 的跳跃． 因此我们有 1µ, - ,µ,-1 = Cµ, , 从而

又因为 吵 (0) = —7r + e,., 所 以

祁 = "(o +区 c入 ；
入=1

而 = g( O )  =卢 气（—7r+ 幻 = � 言 c心 － 言 卯

这样，函数 g(x ) 便完全确定了．
例如，设我们有展 开式

在这里

00 sin n巴
g(x )  = 汇 2 cos nx. n 

n=l 

2 7r 
An = - - ci sin n- , 

7r 2 

©为方便计，我们令 fo = o, 如+1 = ,r, 

(26) 

(27) 
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而且 C1 = — ： 心 = � - 这时
l 1r 1r  7r 7r ,o = -;: . 2 .  2 + 2 = 4 '  

或者直接有
00 sin n巴 OO

1o = g(O) = 区 n
2 = 汇 ；I/飞 = � ;

n=l v=l 
然后

九口

/1 = /0 + C1 = — 一 ．
4 

因此 最后求得函数 g(x) 当 0 �
九- 7r － 时等千

当

－九
- 7r x <  -

2 4 ' 2  
< X � 1f 时等千 — 一 ．

4 
20 现在考虑余弦级数 (23) , 而且

加 ＝ 生 + o 信） ，n n 

其中
2 

m 
Bn =

;: 
{笘 Cµ COS 叱 + Co - Cm+1 cos n1r } . 

但在这次我们的 目 的是直接求级数

(28) 

00 

h(x) = 汇 生 sinnx
n=l 

的和．我们有
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而且

中位） ＝
T — （立尸r) _ 1r + (x - 1r) 

2 2 
= -x, 关千一切 x; 1 16) 

泸） ＝ ｛
T— (x + 幻 - 7r + (x— 切 = —X 

2 2 

T— (x + e,., ) 7r — (x - e,.,) 
2 ＋ 2 

= 7r - x, 

关千 X < e,_, , 
关千 X > e,_, . 

显然

h(十0) = Co , h(1r - 0) = Cm+i i  

h(e,., + 0) - h(e,., - 0) = Cµ (µ = 1, 2, - - · , m) . 
1 16) 所指的是 x E (--rr, -rr) 
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同时导数 h'(x) = 常数 = , 处处 （除去不连续点外） 存在， 其中

1 
m 

, = ; (伍+1 - Co -笘 Cµ ) ·

函数 h(x) 在每一区间 ce,., , e,.,+1) 内都是 x 的线性 函数， 其中 x 的系数是 ,:

当 咋 < X < Xµ+l 时， h(x) = ,x + 5,_, 

而且

51 = Co 十C1 ,· · · , 

容易作出 函数 h(x) 的图解 （图 136). 连接点

如 = Co, 

(µ = 0, 1 , ·· · , m), 

5m = eo 十C1 + · · · 十忨·

( 2 9) 

(30) 

(O, co) 及 (7r 如+1 一 立）
的直线显然有角系数 "(. 余下的作法可以从图上看出 ．

y
 

y
 

。
c。=2, c1

=-2, c2
=3, c3

=2, c4
=J 

i、 、 户
I I 

S 1
1 
,

、 、J0、! : 

� 
伶

、
、 、 女 ， 兀 X

、 、 、 、.I

睿, 一勹

_.,. ...- I 

_.,. ...- I 
,.- I 

I I 
I 
I 。

，
口
L -兀＿

2
X 

图 136 图 137

例如， 设
九口

00 cos n-
h(x) = —- L —立 sin nx, 

九- n 
n=l 

因此
2 九口

Bn = - - cos n- , 
7r 2 

因此， 在这里 （图 137)

h(x) � {  
，

 
x
 

1l
T
 

Co = C2 = 0, 

1 1 
- x - 1 = - (x — 7r)' 九- 7r 

C1 = - 1, 巴
2

＝
 

1
 
亡J

当 0�X < ;  时，

当 巴 < x�1r 时2 

为了改善级数

J( )  
2 00 n 

X = -- L - -九口

cos n sm nx 
1r n2 - 1 2 

n=2 
(31) 

的收敛性， 我们要应用这一结果因 为

n 1 1 1 1 ＝ － ． ＝ － ＋ 
忙 - 1 n 1 — 上 n n(忙 - 1) 

2 
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所 以在所给的情形下，

§5. 与函数可微分性相关的余项估值

九口

2 cos n-2 2 7r bn = -- - - cos n - · 
1r n 1r 2 n(n2 - 1)  

如果从函数 f(x ) 中减去刚才求得的函数 h(x ), 则得差数 f(x ) - h(x ) 的展 开式

1 
它的系数已经是 o (忑） 阶

00 7r 
2 cos n-

—； 区 n(忙 _\)
sin nx, 

n=l 

30 回到余弦级数(22) , 我们现在假定

知 ＝ 令 告 + O 悼） ，

· 429 · 

其中 儿 是由公式 (25) 表出， 而 B� 则由 (28) 中将常数 幻 ， Cl , · · ' , Cm+l 换成其他常数 � , c;, , . . . ' 
c如十1 而 得 因为我们会 ［参考 lo ] 分离三角 级数中与系数展 开式的第一阶诸项相关的部分，所 以

我们转到第二阶诸项

设 （为了简化符号， 用 Bn 代替 B切

g心） = - f 告 cos nx.
n=l 

显然，91(x ) 是x 的连续函数．逐项微分这级数， 得到新级数
00 

如） ＝ 汇 生 sin nx . n n=I 

我们 已经会求 这级数的和 [20 ] . 因为在 区 间 [O, 1r] 的任一个不含区 间端点及不连续点 的闭合部分
上，新级数一致收敛心 所 以 （除去这些点外） 实际上它的和表示函数 g1 (x) 的导数． 因此，由 20,

g� (x) = "fx + 8,_, 关千 e,., < x < e,.,+1 , (µ = 0, 1 , · · · , m) 

其中 勹 及 札 是由公式(29) 及 (30) 确定的 积分后，求得 （考虑到连续性！）：

归） ＝ 巨 ＋ 沪 + €µ 关千 e,_, � X � eµ+l (µ = 0, 1,  · · · , m) . 

函数 g1 (x) 在分点 e,.,+1 处的值可同时由 两个公式求得，所 以

扫+1 气心+1 飞 ＝ 扣立 + 8,_,+1eµ+I+ 印+l •

由此 （如果回忆到 8µ+1 = 扣+ Cµ+1 ) :  

郅+1 = Eµ - Cµ+leµ+l •  

如果已 知 co, 则由这公式可逐步得到 E:1 , · · · , E:m , 至千 co , 则由等式

co = g1 (0) = — 产 告
n=l 

叨这是由级数 区尸 空兰三 的熟知的性质推出的
n 
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确定 这级数的和也能求 出为有限的形状，只要 回忆到 Bn 的表示式，并且利用已 知 的 [690,9)]

展
开

式
产 三 = 3x 2 -61rx + 2产

n2 1 "  (Q � X � 21r) . 
n=l 

例如，如果已给
九口

00 1- cos n-
g1(x )  = 区

n2
3 cos nx, 

n=l 
则在这里

九口

Bn = - 1  + cos n- ,  
3 

'Y = 0, 

九口

co = - -
2' 
九口

如 = -2 ,
，
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＝
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其中 B九 与前面一样，是由公式( 28) 所表出，而 A� 则按照 ( 25) 的形式作出 — — 但将 c换成

c' .  在这里，只讨论第二阶的项就够了．

考虑级数 （又用 An 代替 A�)

00 

拓(x ) = 汇 竺 sin nx ,n n=l 

它显然表示连续函数 微分：

h�(x ) = 汇 An —- cos nx = g(x ) n n=l 

［参考 1o] .  与 以 上同样， 不难证实 （除在区 间 的端 点及点 (µ 外）g(x ) 实际上是 加(x ) 的导数 ．

由 lo,

h伈 (x) = "/µ 关千 包 < X < (µ+1 ( µ = 0, 1, · · · , m), 

其中 祁 是由公式( 26) 及( 27) 所确定． 因此

拓(x ) = "(µX+ 5,_, 关千 如 � X � (µ+l •
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而且 妳=O[因为 加 (0) = OJ , 其余的 Oµ 则由函数 拓 (x ) 在点 (µ+I 处 的连续性的条件所逐步

确定

？忒µ+1 + Oµ = "/µ+1(µ+1 + 0µ+1 (µ = 0, 1, · · ·, m - 1) , 

由此得

Oµ+l = Oµ - Cµ+Ilµ+ l •  

例如， 设已给级数

拓(x )= sinx - - sin 3x + - sin 5x - • • •, 9 25 

它可表成下列形式：
00 sin n巴

如(x ) = 汇 一产 sin nx. 
n n=l 

在这里
九．

6 = 2 ,  Cl = 千 "/0 = � ' 

［参考 lo 中的例］ ， 因此

九．

"/1 = - - 彻 = 0,4 ' 
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如果 0 < X < - , 
九．

2 

n 1 1 
百言

＝
五 十 忑 + n3 (n2 - 1) ' 

将 如 表成下列形式

2 1r l 2 1r l 2 1r 1 
bn = -- cos n- · - - - cos n- · - - - cos n-· 

7r 2 n 1r 2 n3 1r 2 n3 (n2 - 1) ' 

与此相应，将函数 f(x ) 分成三部分． 其中第一部分是在 20 中 已 经计算过的函数． 考虑第二部分
九．

2 
00 cos n-

g(x )  = -- 汇 —产 sin nx . 
九. n n=l 

微分两次，我们得到
九．

2 
00 cos n-

g'(x ) = -元 汇
n2 

2 cos nx ,  
n=l 
oo 、 T

g"(x ) = 3_ 汇 cos n-
2 sm nx. 

九. n n=l 
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最后的函数只与 h(x ) 相差一符号：

g"(x ) � { : 一i;� - •) 如果

果 ；

＜

＜勹

由 此积分，得

g'( .,) � {
士泸 ＋初， 关千 0 ¾ X ¾ i,

－卢(x - 守 + ,1 , 关千 i < X < Jr. 

令此处所得的 g' 行 ） 的两 个值相等，得 ,1 = ,o . 在 g'(x ) 的展 开式中直接令 X= 0, 容易确定
九．

,o 的值： ,o = —．再积分一次，并且注意 g( O) = g( 21r) = 0, 我们得到
24 

©
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x
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。勹+
 

I
 

3

X

 

x

(
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朊

1－
阮

－
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｛
 

＝
 

、
丿x

 
（
 
g

 

关千 0 < X < -, 
九．

2 

这样，函数 g(x ) 就完全确定了，并且我们最后有

f(x ) = h(x ) + g(x ) + <p位），

其中函数 <p(x ), 虽然其有限形式我们不知道，但是能由展 开式

00 九．

cos n-
妇 = - � 汇 2 sin nx T 论( n2 - 1) 

n=2 

给出，其中系数已是 0 悼） 阶，并且显然迅速减小．

§6. 傅里叶积分

711. 傅里叶积分作为傅里叶级数的极限情形 在这里我们 要在实质上作出傅
里叶对千他的积分公式所作的讨论， 这种讨论虽然不严格，可是因其简洁所以值得加
以注意＠

如果在有限区间 [-l , l] 上给出函数 f(x) , 则在确定的条件下 （我们在这里不研
究这些条件）， 可在这区间上将它用三角级数表示出来 ：

归） ＝ 竺 ＋ 汇 am COS 严巴 ＋ 加 sin 竺 ，2 l l m=l 

©取此处所得 g 行 ） 的两值相等，又得到 'YO = 工

＠柯西也曾 经不依赖傅里叶而独立推出过这公孔
4
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其中

§6. 傅里叶积分

伽 = f f
l 

f(u) COS 三 du
-l l 
l 

b 
1 m1ru 

m = l f J(u) sm -du 
-l l 

(m = 0, 1, 2, · • · ) , 

(m = 1 ,  2, • • • ) 

［参考 688) . 将 am 与加 用它们的表示式来 代替 ， 则级数 可 改写成 下列形式 ：

如） ＝ 点 [1 f(u)du + � f  [1 f(u) cos 罕 (u - x)du 

· 433 · 

( 1 )  

现设函数 J(x)被 定 义在整个无穷区间 (-oo, +oo) 上． 在 这 种情形 下， 不论 x是
怎样 ，对于任意的 l > 团，相应的值 f(x) 由展开式 ( 1 ) 表 出 在 这里取 l -+ +oo 时的
极限，我们设法求出这展开式的 ＂极限形式 " .

关于等式右端的第一项 自然 可设它 趋近于 零 .CD 回到 无穷级数， 我们能将余弦
符号后的因子 竺卫 看 作 某一（从 0 连续 变到 +oo 的）参数 z 所取的间断的数值

1r 21r m1r 
Zl = - Z2 = - . . . ' Zm = 一 ． ． ． ；l ' l ' l ' 

并且当 l -+ +oo 时 增量
九一

�Zm = Zm+l 一 如 ＝ 丁

显然趋近于 零． 用这这 符号， 级数 可 改写成：

主 �z忙 1 [1 f(u) cos zm (u - x)du.  

它 好像是区间 [0 , +oo] 上的 z 的 函数

: 「00
J(u) cos z(u - x)du 

- oo  

的积分 和 取 l -+ +oo 时的极限， 我们得到的是积分 而不是级数；用这种 方法就 得到
傅里 叶积分 公式

f(x) = .!_『00
dz『00

f(u) cos z(u - x)du. 
-00 

展开差角余弦的表示式 可 表 这公式 成 下列形式

归） = /

00 
(a(z) cos zx + b(z) sin zx]dz, 

©例如如果假定积分 r�:,勹(u)du 收敛，则这结果就成为明显的了．
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其中

a(z) = � 1-:
00 

J(u) cos zudu , b(z) = � 1-:
00 

J(u ) sin zudu 

在 这里 显然发现与三 角展开式 相 似 之点： 只要 将取 自然数值的参数 m 换成连续 变
化的参数 z, 而将无穷级数换成积分 系数 a(z)与b(z) 的构成也与傅里 叶系数相 像

当然 所有 这 些讨论都 只有 导入法 的性质； 还需 说明傅里 叶公式成立的实际条
件 但是当 作出严 格的推 理时，我们将要 依 照 对 傅里 叶级数推 理的基本 步骤

712. 预先的说明 现假 定函数 f(x) 在无穷 区 间 [-oo, +oo] 上绝对可积 在这
个假定 下，考虑 积分

J(A) = � /
A 

dz「00

f(u ) cos z(u - xo ) du , 
-oo 

其中 A 是任意的有 限 正数， 而 xo 是 x 的任一 固 定的值 这个积分与傅里 叶级数的
部分和相似 ： 对它 取 A -+ +oo 时的极限，则得到傅里 叶积分 ：

: 「00

dz「00

J(u ) cos z(u - xo )du . 
0 -oo 

(2) 

因 为 对于 任 一有 限的 B > 0, 函数 f (x) 在 区间 [-B, B] 上也绝 对 可 积 ，故由 第
5 10 目的 定 理 4* , 我们有

但 积分

h
A 

dz 1: J(u) cos z(u— xo )du = 1-: J(u )du h
A 

cos z(u - xo )dz 

=『 J(u)
sin A(u - xo ) du . (3) 

-B U - Xo 

『00

f(u ) cos z(u - xo )du 
-oo 

(4) 

以根据假定 为收敛的积分

厂 IJ(u ) l du
- (X) 

为强 函数， 所以积分 (4) 在它的值的任 一区间上 对于 z ( 当 u = +oo 及 u = -oo 
时 ）一致收敛． 这 样，积分 J,!:B J(u) cos z(u - xo)du 当 B -+ +oo 时一致趋近于 极限

(4) . 因 此， 在等式 (3) 中取 B -+ +oo 时的极限，则在 左端的积分中 可在积分 号 下取
极限 ［第5 06 目的 定 理1] .CD 由 此，关于 J(A ) 得到形如积分

1 += 
J(A ) = - f J (u) 

sin A(u — xo) 
1r -= u - xo 

du 

©参考第 508 目的定理 IV, 在那里我们假定被积分函数是连续 的 ． 在这里我们不作这样的假定
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的表示式它与狄利克雷积分 相像 (681] , 而且实际上也 正是 起 着同 样的作甩 应 用
初等 变换，容易将它化成以 下形式

+oo 
J(A) = 丿 J f位O + t) 三dt

九一

-00 t 
1 +oo sin At 

=
;: 

la 庐o + t) + f (xo - t)] 丁-dt. (5) 

为 了以后的叙述 起 见， 对于 第682 目的基本引 理 必须 作显 而易见的补充如 下 ：
如果函数 g(t) 在无穷 区 间 [a, +oo] 上绝对可积， 则

lim 「00
g(t) sinptdt = 0 p----.+oo a 

（同样
+oo 

二 l ·g(t) cosptdt = 0). 

证明 可 仿 照第682 目中的引 理（ 在 函数 f(x) 有 奇异点的情形 下） 的证明

713. 充分判别法 用常数 So [积分 (2) 的假 定值］ 乘等式

2 = sin At 1 =
;;:

fo 丁-dt (A >  0) 

的两 端 从等式 ( 5)的两 端减去这个结果 如果也与第683 目中 一样， 为 了 简 便 起 见，
令

我们 便得到

<p(t) = J(xo + t) + J(xo - t) - 2So ,  

1 00 sin At J(A) - So =
;: 
J <p(t) - dt. 。 t (6) 

在这里，我们 也 只限千两 种情形： (a) 函数 f(x) 在点 Xo 处连续 ， 或 (6) 在这 点
两 侧只 可能有 第一种不 连 续 而且我们 假定

在情形 (a) So =  J(xo ) ,  

在情形 (6) So = 
f(xo + 0) + J(xo - 0) . 

在这种假定 下，我们 现有
迪尼判别法 如果对于某一 h > 0, 积分

『 立dt。 t

收敛， 则 函数 f(x) 的傅里叶积分在点 x。 处收敛， 并且 有值 So .
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把积分 (6) 表成两 积分的和

1 = 1 h l = ;: la = 
;: la +;: l 

由 第682 目中的基本 引 理 两 积分 中的第一个当A --. + oo 时 趋近于 零 至于 第二
个积分，则将 <p( t)的展开式 代入，我们又分 解这 积分 为两 项 ：

� 1= f(xo + t)  + J(xo - t) sinAtd t - 扫 l= sin/t d t 

由 千假定 函数 J绝对 可 积， 函数

f (xo + t) + J(xo - t) 

也 绝对 可 积．由 上目 末 对于基本 引 理所 作的补充 说明， 前式 第一项当A ---+ +oo 时趋
近千 零． 最后 直接根据反常积分的 定 义， 积分

/00 sin At 
d t  = 

h t Joo
三 dz

Ah Z 

显然趋近千零

千是，与第684目中 一样， 可得 一些较 简单的特殊判别 法． 作为一例 我们提出
函数在 点 Xo 处有 有 限的导数或至少有 两个有 限的单 侧导数，就 足够 了．

对于 傅里 叶积分，我们也 可 应用

狄利克雷－若尔 当 判别法 如果在以x。 为 中点的某一区 间 [xo - h,xo + h] 上，
函数 f(x) 有有界 变差， 则 函数 f(x)的傅里叶积分在点x。 处收敛， 并且 有值So .

如果把积分

J(A) = � 1
= 

[J(xo + t) + f (xo - t)]三 d t
介． 。 t 

表成两 积分的和
l h l 00 ;: la +;: i '  

则刚才已证实第二个积分 当A 一 oo 时 趋近于 零 ． 而第一个积分 趋近于

一·- [f(xo + 0 )  + J(xo - O)] = S,。
7r 2 

这 次是根据第685 目的基本 引理． 实际上， 函数 J(xo + t) + J(xo — t) 在 值 t的
区间 [O , h] 上有 有 界变差， 从 而 可 表示 为两个增 函数之差的形式， 对于每个增 函数 可
分别应用引理
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714. 基本假设的变形 直到现在为止，我们的推理建立在第 712 目 开始所作 的假定上： 函

数 J(x ) 在从 -oo 到+ oo 的整个无 穷 区 间上绝对可积 ． 然后在所讨论的点 XO 的近邻，对函数的

性质加以各种补充的条件，我们得到 了函数在这点可用傅里叶积分表出的若 干充分判别法．，

然而在实用上有时嫌上面所指出的基本假定过千狭隘，而只假定：
1

0 函数 J(x ) 在每个有限 区 间上绝对可积，至千无穷大的条件则换成下面的条件．

2
0 对于 [x [ � H, 函数 J(x ) 是单调 的 心 而且

lim f(x ) = O. 工一士<X>

我们记得到第 712 目 的推理中，积分( 4 )

厂 知） cos z( u  -x o )d u  
-<X> 

当 u =+ oo 及 u = -oo 时对千z 的一致收敛性起着实质上 的作用． 因为关千z ;;,, a> O

l
!

u 

cosz( u -x o )d u l < � < � , 
H 

( 7 ) 

所以由第 515 目 2
0 的判别法，我们现在就能断定这个积分对千z 一致收敛，但是如我们就要看

到的，在这次只有对千值z ;;,, a的一致收敛性，其中 a是任意的，但是固定的正数． 这样使我们不
得不考虑积分

J( A, a) = - f dz 1
+= 

f( u )  cos z( u -x 0 )d u  ( A >  a> O ) ,  
-<X> 

而不考虑积分J( A ) , 取这积分当 A 一 十oo 及 a一0时的二重极限，即得傅里叶积分． 完全与在

第 712 目中所做的一样，已可得积分J( A, a) 的表示式

因此

J( A, a) = ;  f 00 
[f(x o + t )  + f(x o  - t ) ]三d t。

叮 lf(.,o + t) + J(x, - t)J三

J( A, a) _ So = � J
<X> 

<p( t ) s
in At 

d t  _ .!_ 
00 sin at 

。 t 1r l [J(x o + t ) + f(x o - t ) ]丁d t.

首先我们要证明

lim /
00 

[f(x o + t ) + J(x o - t ) ]  
S!Il at 

d t  = O. 
a-o 。 t 

把我们的积分表成下列形式：

( 8 )  

( 9) 

( 10 )  

厂i

<X>

,

其中 A 在任一情形下都假定是充分大，使得x o -�' < -H, x o  +�> H. 现在立刻显而易见

LI. f < a/

LI. 

[ IJ(x o + t ) I  + IJ(x o - t ) l ]d t, 

©正确地说来，对于 x ;;,, H 与 x < -H 它分别是单调的
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因此不论 A 是怎样，积分 f。A 当 a-+ 0 时趋近千零

转到第二个积分，根据第二中值定理 (487] , 并考察到关系式 (7), 我们有

<X> LI.' l J(x o 土 t)宁d t= f(x o 士�)l 字d t= f(x o 土 � )厂 兰dz (凶 >�)

因为在这里第二个因子是有界扯（我们已经不止一次提到此点）；而 由 (7) , 增大A 时能使第一个

因子任意小，所以整个表示式也是如此，这样证明 了关系式 (10) , 并且与从前一样，表示式 (8) 或

(9) 的性质也只与含 A 的积分有关
从前我们依靠函数 j 在无 穷 区 间上 的绝对可积性， 证明了极限等式

A� 平= /

00 

[f(x o + t) + J(x o  - t)] 三d t= 0 
h t 

（其中 h 是某一固定的正数）． 利用我们的新假定也能证明此点． 事实上， 取�> h, 我们有

l<X> 
= lLl. 

+ l<X> 

我们能与处理含参变数 a的类似的积分一样来处理右端第二个积分； 由 第 682 目 的基本引 理，第
一个积分当 A -+ oo 时趋近千 0.

现在已经显然，在对于函数 J(x ) 所作的新假定下，迪尼及狄利 克雷－若 尔 当 判 别 法 [713] 还是
成立．

由 整个以上所述， 特别，得到这样一个应用傅里叶公式的条件： 如果函数 J(x ) 在整个无 穷 区
间 [-oo, 十oo] 上有有界变差，而且极限等式 (7) 成立，则 在每点 Xo 处，傅里叶积分收敛并且有值

So. 

实际上， 在所作假定下，可表示函数 f(x ) 成两个 有界增函数之差的形式， 并且这两函数 当

x 一 十oo 及x - -oo 时有相等的［由 (7)] 极限

现引用函数

趴+ oo)=趴+ oo)= c', f八-oo)= f认-oo)= c". 

归） - c', 关千 X ;;,, 0, 
泸） ＝ ｛

庐） - c" , 关于 X < 0, 
泸） ＝ ｛

趴x ) - c' , 关千 X ;;?: 0, 

趴x ) — c" , 关千x < O

来代替 几 及 h - 则与从前一样，

但是在这次

f(x )  = <p 1 (x ) -<p 2 (x ) , 

lim <p 1 (x )  = lim <p 2 (x )  = 0, 
工一士 00 X 一 士<X>

因此对千函数 '{)1 , '{)2 中每一个，条件 1) 及 2) 成立 ； 此处显然在任一点对这两函数可应用狄利克

雷 －若 尔当判别法．
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715 .  傅里叶公式的各种形式 假定 可应 用傅里 叶公式的充分 条 件成立， 为 了 简
单 起 见， 我们 设函数 J(x) 在所考察的点x 处连续 ， 如果 不 连续 ，则设条 件

f(x) = 
f(x + 0 )  + f(x — 0 )  

成立，即设所考虑的点是正则的 [684] . 在任一情形 下 ， 得

归） = _!_ /
00 

dz『00
f(u) cos z(u -x)du. 

T 。 -00

由于 内 层积分显然是z的偶 函数， 所以也 可 将这公式换写 为

归） ＝ 卢 [:
00

dz [:
00 

f(u) cosz(u -x)du. 

又容易证明在第 712 目 ［或第 714目 ］ 对 千 函数 f(x) 所作的一般假定 下 ， 积分

/+oo 
f(u) sinz(u -x)du -oo 

( 1 1 ) 

(12) 

也存在 ． 而且， 这积分是z的连续 函数，© 并 且显然是奇 函数 虽然不 可能保证 这 函
数从 —oo 到 + oo 的反常积分 存在， 但是它 在主值的意义下 [484] 一 定 存在， 而且

V.p. 「00
dz「00

f(u) sinz(u -x)du = 0 . -oo -00 

i 
用 — 乘这等式并 且再与(12) 相 加 便得关 系式27r 

1 +oo 十00

妇） ＝ 玩
l

oo dz loo J(u)e玉z(u-x) du, (13) 

其中外 层积 分是被 了 解为在主值意义下的积分． 柯西首先 将公式 表示 为这种形状．

回到公式 ( 1 1 ) , 我们 将它写 作 下列形式 ：

归） = � /
00 

coszxdz「00
f(u) coszudu 

T 。 -oo
卢 fo

00
sin zxdz『�

00
f(u) sinzudu. 

如果 f(u)是偶 函数，则

1-:
00 

f( u) coszudu = 2 fo
00 

f(u) coszudu, 1-:
=

加） sinzudu = 0 

© 如果 以 第 714 目 中 的假定为基础， 则只有在 z = O 处可能有例外．
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而我们得到 只含余弦的 简 化了的公式

f(x) = � fo
00 

cos zxdz /
00 

J(u) cos zudu. 。
同 样 ，在 J(z) 为奇 函数的情形 下 ，我们得到只含正弦的公式

J(x) = � /
00 

sin zxdz /
00 

f(u) sin zudu. 
T 。 。

[716) 

(14)  

(15) 

现在设函数 f(x) 只是在区间 [O, +oo) 上被 给出，并 且在这 区间上 满足的条件与
以前 对于 整个区间 (-oo, 十oo) 所加的条件 相类似 ，利用等式 (x > 0): 

f(-x) = f(x) 或 f(—x) = -f(x) 

延拓 函数到 区间 (-oo, 0) ,  则在第 一种情形 下 ，我们得到在 区间 (-oo, +oo) 上的偶函
数， 在第二种情形 下，得到 奇 函数 因 此， 对于 正值 x(当 相应的充分 条件成立时） ，我
们既能应 用公式 (14) , 又能应 用公式 (15) .

如果假定 函数 J(x) 在点 x = O 处连续 ，则在这 点也 能应 用公式 (14 ) , 因 为用偶
的 方式延拓出的 函数在这点保持连 续性一般地在点 x = O 处不 能应 用公式 (15) : 只
有 在 f(O) 是 零的情形 下 ，它 才能给出这个值

这些讨论完全与第689 目中 对于 傅里 叶级数所述的相类似 ．

716. 傅里叶变换 我们假定 傅里 叶公式 (12) 可 能除去在有 限个点外 ， 关 千x
在区间 (-oo, 十oo) 上的 一切值成立． 可设想这公式是由 下列两 公式叠加 而得

+oo +oo 
F(z) = 言 [

00
f(u)eizu du, f(x) = 忑 [

00
F(z)e气xz dz.CD (16) 

函数 F(z) 根据第 一 个 公式与 函数 f(x) 对照，称为 后 者的傅里叶变换 ． 而根据第二个
公 式 函数 f(x) 是 函数 F(z) 的傅里叶 （逆） 变换（区 别在 i 的符号！） ． 我们 注意，一
般 说来 ， 即使当 J 取实数值时 ， 函数 F 取 复数值，然 而在这里 可假定 原始 函数 f 也
取 复数值

当 函数 f(x) 已 给时 ，等式

+oo 
f(x) = — J F(z)e-ixz dz 

司 -00

可当作对于 （在积分 符号后的） 未知 函数 F(z) 的积分 方程 ． 方程的解由 公式

+oo 
F(z) = 石 l

oo
f(u)eizu du 

给出，自然，我们也 可更换这两 个等式的次序

©如果只 对函数 f(x) 作 上面所说到 的假定， 则最 后 的积分被了解为在 主值意义下 的积 分
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现在回到公式 (14); 如果 除去前述的例外 值外 ， 它 对于 一切 正值x 成立，则能表
示它 为 下列两个（ 在这 次是实值的并 且是完全 对称 的）公式的叠加 ：

J(x) = � J
oo

凡(z)cosxzdz. 
九三 。

凡(z) - }! .r,= f(u)c.oszudu, 
} (17) 

同 样，公式 (15)也能分 解为两个公式

J( ) 
2 

X = �f t 凡(z)sinxzdz. 
九三

凡 (z)� 12; .r,= f(u),;nzudu, 
} (18) 

函数 Fc (x) 及 Fs (z) 分别 称为 函数 f(x)的傅里叶余弦变换或正弦变换． 如我们 所看
到 由 Fe (或 凡）求得 函数 J 与由 J 求得 Fe (凡）完全 一样，换句话说 函数 J 与
凡（ 凡 ）互为 余弦（ 正弦）变换 柯西将函数对 J 与凡 或 J 与凡分 别称 为第一种或
第二种共扼函数 ． 在这里，(17)[或 (18)] 中的每个等式 又 可当 作为积 分方程， 其中积分
以外的 函数是 已 给的，而积分号后的 函数是要求的；方程的解由 另 一等式 给出

比 较 函数 F, 凡 及 凡， 可 叙述 如 下 ． 在 f(x)是偶 函数的情形 下，我们 有

F(z) = 凡(z)

（用偶的 方式 延拓 函数 Fc (z)到 值z < 0 ), 而 在 f(x)是奇 函数的情形 下 ：

F(z) = i凡(z)

（用奇的 方式 延拓函数 Fs (z)到值z < 0 ) . 在一般情形 下，将函数 f(x)分 解为偶 函数
与奇 函数

g(x) = 

的和 因 而

f(x) + J(-x) J(x) - J(-x) 
, h(x) = 

2 2 

F(z) = Gc (z) + i几(z).0

由 千这种情况， 我们只举出余弦 及正弦变换 的例子就够了 ．

1) 设函数 f(x ) = e-ax (a > O ,x ;;,,  O ); 则 函数

凡 (x ) = 产/00
e -az cos zxdz = fi a 

冗 ． 。 7r a 2 + x 2 

是它 的余弦变换，而函数

凡 (x ) = � 1
°" 

e-az s inzxdz = �
a 2 : 正

叨孔 (z) 表示函数 g(x) 的余弦变换， 而 几 (z) 表示函数 h(x) 的正弦变换
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是正弦变换
因为 e- ax 在区间 [o, 十oo] 上可积分，所以下列相互的关系式一定成立：

竺 j°" cos zx 
九． 。 a2 +z 2 dz= e-ax (x � 0 ) 

� j
°" 

::
i尸:�dz=e-ax (x > 0 ) ,  。

/°" 
cos zx dz = 二-ax, /°" 

z :inxzdz=乌-ax
吐 ＋砫 2a a + z 2 2 0 0 

在这些积分中我们可看出已知 的拉普拉斯积分 (522,4° ] .
因此 在下列函数对的形式下 ：

e-a飞巨二 及 e-
ax, �

a2 :x 2 

我们 在这里有（柯西的） 第一种与第二种共扼函数的例子． 如果不知道拉普拉斯积分，则上述的理
论指出了计 算它的方法

2) 现在考虑由下列等式所定义的函数：

如） � { ½, :: : : :,

<

•

, 

( a> O) 

o, 关千x > a

在这种情形下，

凡(x ) = � 1
a 

coszxdz = �
sin

x
ax 

如果为 了 要在这个例子上证实傅里叶公式，求出所得函数的余弦变换，则得到狄利克雷的 “不

连续乘数" [497,1 1)] 叮 � coszxdz,

实际上它的值与原始函数 f(x ) 一致！ 同样，

凡(x )=� 1
a 

sin zxdz =� 1 - c;
s ax , 

等等

读者将在第 718 目中找到傅里叶变换的许多例子．

717. 傅里叶变换的若干性质 从对函数 J(x) 的种种假定出发， 研究它的傅里

叶变换 F(x) 的性质

首先如果函数 J(x) 在 区 间 [—oo,+oo] 上绝对可积， 则 函数

F(x) = 上 『
oo

(u)eixu
du 

尽 —00

f (19) 
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在整个 区 间 上连续，并且 当x 一 士oo 时趋近 于零 ．

函数的连续性是由 于 所写出的积分以不含参数x的收敛积分

『00
/ f(u)/ du -00 

为强 函数， 从 而当 U= 士oo 时，它 关于 x 一致收敛 证明仿 照第5 18 目的 定 理1与
第5 20 目的 定 理2, 并 参 照第5 10 目的 定 理1( 代替第5 06 目的 定 理1). 至于 函数
F 在无穷大的性质，则建立 在第 712 目最后 说明的基 础上 ．

现在假 定x叮(x) 也在区 间[ -oo, +oo] 上绝对可积， 其 中 n 是 自 然数． 则 函数
F(x) 有 n 个逐阶导数

F'(x), · · · ,  p(n)(x), 

它们 当x 一 士00 时都趋近 于零 ．

在积分号下逐次 对参数x 求积分 (19)的微分，我们 得到

p(k)(x) = ±_『00
f(u)ukeixu du ( k =  1,2, ··· , n). 

墨 -00
这个 积分 关于x 一致收敛 因 为有 强积分

/
+oo 

IJ(u)uk / du 
-oo 

存 在，于是我们 可应 用莱布尼茨规则． 证明仿 照第5 20 目 定 理 3 的证明，并 参 照第
5 10 目的 定 理 3*( 代替第5 07 目的 定 理 3). 在这里，导数在无穷大的性质是借 第 712

目最后的 说明来建立的
因此函数 F(x)的微 分性质主要是由 函数 J(x) 在无穷大的性质所 确定 反过

来 说由 函数 J(x)的微 分性质能 在 某种程度 上 判断 函数 F(x) 在无穷大的性 质 这
就 是说 如果函数 f(x)与 它的 前 n-1 个 导数 当 X -+ 士oo 时趋近 于零，而 n 阶导数
j(nl(x)在区 间 [-oo, 十oo] 上 绝对可积，则

lim xn F(x) = 0 . 
n一土立

这 点 可 直接由 F(x)的表示式

F(x) = 言 (�) n 

1-:
00

尸(u)产du

推出， 而这表 示式是逐步用分 部积分 法求得的

718. 例题与补充 1) 证明函数 e- 扣
2

的余弦变换与这函数本身相同 实际上，由 第 519
目 6) , ( a) 的公式：

产j°"
e分 z

2
cos zxdz = 3_ 

九 ．
｀ 昂－扣2= e-扣2 .
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对千 x 微分这等式， 我们得到另一结论： 函数 xe- 扣
2

的正弦变换与这函数本身恒等 ．

2) 证明公式

(a) ; 1°" 宁 cos 2zxdz= { 厂＇
(6) �f 

00 
In 尸 cosxzdz = l - e-x 

九． 。 Z X 

如果0 �x � I ,

如果X ;;,, 1. 

(x ;;,, 0). 

提示 计算右 端所列出的x 的函数的余弦变换， 并利用两函数的共扼性 （适用傅里叶公式的

条件成立！）．

3) 关千下列两种情形：

(a) f(x )  - { 
; ,;nx , 

0, 

或
，
 

x
 

s
 
0

,

 

c

巴
4

产
2
-

0

,

V

4
 

＝
 

、
I,x

 
（

 
f

 
、
I,6

 （ 

关于 Q � X � 7r,

关千 X ;;,, 尔

关千 Q � X < 1r, 

关于 X= 1r, 

关于 X > 7r, 

解积分方程 /00 
g(z ) sinzxdz = f(x ). 。

提示

答

函数 《百f(x ) 的正弦变换是它的解_1 17) 
九．

（ ）  
Sill 7rX 

(6) X Sill 7rX 
a 1 - 正 ' I - x2 

I 4) 证明函数 一－ 同时是它本身的余弦变换及正弦变换．

例如， 我们有

13; 100
宁dz= 13;. 7x 1°" 千 飞 [522, 5

°

5) 利用函数
1 

e加X + l 

的正弦变换求 新的积分

根据第 519 目 8) (6) 的公式，所述的变换是

I I I 

言 仁 —
e 号 - e 一� ) -

1 17) 因此这里可能会发生 3) 题中积分方程求 解的唯一性问题 如果从一开始我们即约定仅仅考虑
使形如 (15) 的傅里叶公式成立的函数 g(x), 答案将是肯定的 在一般情况下可以证明 对 3) 题中
积分方程右端的无论怎样的 f(x), 其两个解 91 位） 与 92位）（关于其中每一个仅假定 3) 题中积分方
程左端的反常积分存在） 仅相差一个等价千零的函数 ［参看 733] 这 一论断在完全一般的情况下 ，

由 A. 奥福特 (A. Offord) 在 1940 年证明 了，这 已超出了本书的范围， 特别， 由此立即推出上述积分
方程可能有不多于一个的连续解
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因为原始函数满足千适用傅里叶公式的条件，所以它是刚才所 引 的函数的正弦变换．
注意积分

的值， 由此容易得到

或最后用另外的记号，

6) 证明函数

/
°"

三三dz = 竺。 z 2 (x > 0) 

j°" 
:

in x� 一 � dz = 巴 e"
x - e ~,rx

' 。 e 2 - e 2 2 e"
x + e~rrx 

/
°"

三dx = .!_th竺。 sh1rx 2 2 

1 1 

(a > 0) .  

e迈玉 - 1 霪x
的正弦变换恒等千这函数本身．

提示 利用第 519 目 8) (a) 的公式．

· 445 ·  

1 1 
7) 关于函数 cos -沪 及 sin 勹:2 , 证实傅里叶公式 (14) . (顺便指 出 ，这两函数不适合我们推演2 2 

傅里叶公式时所假定的条件！）

我们有

1 f = 扛 = xzdz

飞 {1°" 
cos (扣 - xz) dz + 1°" 

cos (扛 + xz) 叶
1 +oo 

＝ 言 [00 cos (扛 — xz) dz, 

或者令 z = x + u, 并且考虑到 已 知的弗烈内尔积分的值 [522,5° ] :

同样，

1 +oo 

言 ！-oo 
1 

cos - (u2 - 沪）du 
2 

＝ 上 {cos !x2 「OO
cos 丿妒du + sin !x2 

+oo 1 
尽 2 2 2 -00 J_00 sin 产｝

＝ 言 (cos 扛 + sin 扛）

; 
0 

sin 2z cos xzdz =
石 (cos 2x — sin 2x ) 12 j°" 1 2 

现在已经显而易见所得函数的余弦变换就是原始函数，而 这点与傅里叶公式的正确性等价，
8) 证实 (a) 关千函数 00 

f (x) = cix = -f 竺dt
X 

t 

（积分余弦）的傅里叶公式 (14) 成立
(6) 关于函数

g(x) = six = —j°" 字dt
X 
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（积分正弦 ）的公式 (15 ) 成立．

对千这些公式是否适用， 我们所建立的条件没有讨论到．
(a ) 解 根据第 497,23) (a ) 公式：

7r 1 
｀五， 关千 X > l, 

其次

然后

凡(x ) = - � 1
°" 

cosx ud u l
°" 罕

d t = 一；f!i, 关于 X = l ,  

0, 关千 X < l .  

� 1
00

凡(z ) cos xzdz = - 1
00 co

: 
xz 

dz = — 1
= 罕

d t = cix 

(6 ) 提示 利用 497,23) (6 ) .
9) 关于函数 —，证实两个傅里叶公式 (14 ) 及 (15 ), 其中 O < s < l .

x • 
由 539,3) , �Joo COS ZX 7r X 

。一 了-dz = {; s-1 
7rS, 

r(s ) cos — 
2 

1 00 cos zx I 7r X -s dz = 
r(, ) c� 子 l z H 

r(, ) c™ 子 z" . r(I — ,) = •<1; — , )  

1 
这就等于 — （如果考虑到关千 r 函数的余元公式531 , 5° ) .  x • 

因此

同样可证实公式 (15 ) .

10 ) 关于有零指标的贝 塞尔函数 Jo (x ) , 证实傅里叶公式 (14 ) .

在 524,5 ) 中，我们有过

J
°" 0, 当x > l 时，

。 J o (z ) =zxdz � { 卢， 当x < l 时

主 l
°"

cos uxd u l
°" 

Jo (z ) cosz ud u  = ; fo

1 二d u = ; l
否

cos(x sin 囚d c.p

这实际上等千 Jo (x ) [参考 695].
11) 考虑由等式

知） = { 
(1- 沪）气 ， 关于 0 �x < I , 
0, 关千x > l

所确定的函数 f(x ) (n = 0, 1, 2, • • • ) .  它的余弦变换等于

凡(x ) = 产 /

1

(1 -z 2卢 coszxdz
九 ． 。

[718] 



[718] §6. 傅里叶积分

或者展开余弦为级数并且逐项积分：

环） ＝ ｀：（— 1)臼 l
z气1 - z2)九一 令 dz

但由 534,1) ,

1 

/ 产 (1 - 沪）九一 古 dz � 1_ r (
v +

½) r (
n + 2) � (2v— 1) ! ! (2n - 1) ! ! • 

。 2 
r

(v + n + l) 2,, 十九十1 (v + n) !

因此， 回忆到有指标 n 的贝 塞尔函数的展开式 [395,14) ] , 最后得

凡(x) = /f (2n— 1) ! !  立，产�) !
声 = i (2n

;, 
1) ! ! Jn(x) 

v=O 
v 

· 447 · 

因为关于原始函数， 适用傅里叶公式的条件成立， 所以函数 凡(x) 的余弦变换一定就是原始

函数． 这样引 出 了有趣的积分：

R 乌 ,� zxdz ~ { (2n � 1) ! ! 
(l - 沪）气 ， 当 O � x < l 时

zn o, 当 X > 1 时．

当 n = O 时， 由此得到 已知的公式 [524,5)] .

12) 在积分对数的表示式

Iiz = J己。 In t 

中， 令 z = 尸 (x > 0) , 及 t = e-", 我们得到

(0 < z < I) 

!ie-x = — 1
= 皂

因为当 X > I 时

『 卢 < e气

而当 O < x < l 时，

1
1

� 勺 ln xJ ,

所以 lie一工 从 0 到 +oo 可积分， 并且显然适用傅里叶公式 (14) 及 (15) .

现在求函数 lie一工 的余弦变换：

� l

°" 

lie -z cos zxdz = � l

°" 

cos zxdz 1
°" 皂

分部积分， 将它化成下列形式：

｀辽oo
e-二巴dz = 卢宁

[522, 2° ] .  于是， 其逆为

/
°"

三 cos zxdz = - 巴 Ii尸 (x > 0) , 。 z 2 
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这样就求得了新积分的值

用类似的方法， 利用正弦变换， 求得另一积分：

/
°" ln(l + 沪） sin zxdz = — 1rlie心 (l) (x > 0) .  。 z 

13) 证明在傅里叶公式

f(x) = ; J dz「00
f(u) cos z(u — x)du 

- 00 

中， 当前面所指出的任意的充分条件成立时，可将里面的积分换成在任意有限区间上的积分

J
b 

f(u) cos z(u - x)du, 

只要点 x 在 a 与 b之间就可以了．

[718] 

提示 不取 f(u) , 我们考虑当 a < u < b 时等于 f(u) , 而对千其余的 u 值等千零的新函数．

14) 设函数 f(x) 在区间 (0, 十oo) 内 （在广义下） 单调减，并且当 X -----> 十oo 时趋近于零； 我

们假定这函数在点 x = O 的邻域内可积分. ® 证明这时它的正 弦变换 凡 (x) 关千 x > O 是非 负

的函数

由所作假定， 首先推得积分

2 
房） ＝ 勹 f z sin xzdz 

存在 (476,482) . 我们能将它表 示成级数和的形状：

凡 (x) = ff文 J � f(z) sin xzdz,
n=O 吁

这级数的各项正负相间， 而且它们的绝对值递减 ( "莱布尼茨型” 的级数，381). 由 此得到所要求的

结论

15) 设 f(x) 是在区间 [O, +oo) 上的有界单调减函数， 当 X -----> 十oo 时趋近于零． 此外， 我们

还假定 当 x > O 时， 这函数有负的 （在广义下） 单调增加的导数 J' (x) . 证明这时余弦变换 Fc(x)
是在区间 [O, 十oo) 上的非 负 的 可积分函数．

如果 0 < a <  A <  +oo , 我们有

J
A 

l f' (x) ldx = — J
A 

J' (x)dx = f(a) — f(A) , 

因此由 千函数 f(x) 有界， 导数 J' (x) 在区间 [O, 十oo) 上可积分．从而推得

当 X -----> +oo 时， J' (x) -----> O.

＠对参变数 x 求微分，容易算出中间积分

J

°" 

e-z cos xz — l dz 

©如果函数 f(x) 在点 x = O 变为无穷大，则它可能在非常义下可积
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分部积分， 我们得到

凡(x)= fi- /
00 

f( z) cosxzd z  = — � . _!_ 
00 

冗． I: x J f'( z) sinxzd z; 

如果对最后一积分应用 14 ) 中所证明的结果， 则有 Fc(x)� 0.
因为关于函数 f(x), 可应用傅里叶公式的条件成立， 所以当 x= O 时， 我们得到

I: 1 f(+o ) = 五f00 

d z  /
00 

f(u )  cos zu d u  = �
00

凡( z)d z,

在这里已包含了关于函数 Fc ( z)的可积分性的断语．

· 449· 

附注 我们强调这两个定理中的任何一个对于其他型的变换都不是真实的． 关于第 716 目
的例 2 ) 中所考察的函数f(x), 相应的余弦变换

雇）= fi- s i n ax 
九. X 

改变符号 ． 如果取f(x)= e-ax [ 同目 的例 1 ], 则正弦变换

凡(x) = fi- X 
7r a2 + x2 

虽然关于x> O 保持正号， 但在区间 (0, 十oo ] 上不 可积分．

719. 二元函数的情形 傅里叶公式也能推广到多元函数 f(x1 , x2 , · · · , xn) 的
情形． 我们较详细地研究二元函数 f(x1 , 心），并且假定这函数确定在整个平面 (-oo ,
+oo; -oo , 十oo) 上， 而且分别对每一变数可微分．

又设当任意固定 X2 时， 函数 f(x1 心2) 对千 m 在 区 间 [-oo , 十oo] 上绝对可积；
同样， 当任意固定 X1 时， 它对千 X2 在同一区间上绝对可积分． 当 X2 固定时， 对于
单变数 m 的函数 J(x1 , 心） 应用 已 知的傅里叶公式0 (11), 便得到

f(x1 , 心） ＝ 丿 /
00

dz1 「oo
f(u1 , 心） cos z1(u1 - x1)du1 .  

T 。 - oo

同样， 当 m 固定时，变数 X2 的函数 f(如，功） 也能用下一公式表示：

J(u1 ,  迈） = � /
00 

dz2 『00

f如，四） cos 迈（四 － 心）du2. 
T 。 - oo

代入前式 我们就得到所求的公式：
1 00 

J(x1 心） ＝ 产 1 dz1 1_:
00 

cos z1 (u1 - x1)du1 /
00 

dz2 

X r:f(u, 迈） cos 迈 (u, - x,)du, �。卢f dz, t:
= 

du, f dz2 

x「00

J(如，迈） cos z1 (u1 - x1) cos 迈 (u2 - x2)du2 . 
-00 

＠根据所作假定 ， 在这里适用这公式的条件成立 当 然我们也能改变这些假定的形状．
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与715 中所做的 一样， 在这里也能转换到含指数 函数的公 式

J(x1 , 心）

(720] 

＝ 卢 1_:
00

dz1 1_:
00 

du1 『:
00

dz2 『:
00

f(u1 心）e中心 王 ） ＋互 （四 女）l du2 , (20) 

只要将对 Zl 及对 Z2 的积分 了解为在主值意义下的积分．
如果 函数 f(x1 ,x2 ) 对于 X1 及 对于 X2都是偶函数，则能将整个积分 区间化成区

间 [O, +oo] , 而且只 保留 着余弦：
4 

f(x心） ＝ 百 /
00

cosz 1x1dz1 /
00 

cosz凶1du1 /
00 

cos z江2dz2

X 1
= 

f(u, , 四）cosz, 迈du,.

o 

(21) 

在奇函数情形 下 ， 在这里必须 处处用 正弦代替 余 弦
对于 只 在第 一象限 [O, +oo; 0, +oo] 上 给出的 函数 f(x1 , X叶，这两公式也成立， 因

为能随意用偶的或奇的 方式 将函数延拓到 整个平面上．（ 关于 含正弦的公式 ， 坐标 轴
上的点除外！）

在所有 这 些公式 中 ， 积分的次序必须如所指出的那 样 （ 只 可能交换指标 1 与
2)如果我们有理 由 交换两 个 中 间积 分的 次序，则公式 (20 ) 可取 特别对称 的形式在

这种情形 下，公式 (20)与下列两个公式等 价：

F(z, ,  z, )� �
l:

= 

du, l:
= 

f如，迈）,,c, 卫1 十"迈） du, , 

f(x1 , 心）＝ 玩 1_:
00

dz1 1_:
00

F(z1 ,  z 2 )e
—i(z占, +z沁）dz2; 

函数 F(z1 五）称 为 函数 f(x1 , X切 的傅里叶变换
与这相 仿，公式 (21 )也 可分 解为两个公式 在这次， 两公式的形状完全相 同

2 00 00 
F心，迈）= ; j du1 j f(u1 , 四）cosz卫1cosz妞2du趴

f(x1 , 功 ）= � /
00 

dz 1 /
00

凡(z1 , 迈）cosz江1cos z2x2dz2 .  
介．

在这里 Fc(z1 五）是 函数 J(x1 , 心 ）的余弦变换 ； 显然 f(x1 ,x2 )也是 函数 Fc(z1 ,
迈 ）的 余弦变换

请读者将以 上所讲的推到 正弦变换 ．

§7. 应用

720. 用行星的平均近点角所作出的它的偏近点角 的表示式 函数 的傅里叶级数展 开式引
导出 函数 的一种便利 的分析表示法， 它对于计算往往是有帮助的 在 下面，我们从理论天文学中取
出这种类型的一 个 重 要 的例子 ．
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我们已经遇到过表示行星的偏近点角 E 与平均近点角 M 之间关系 的开普勒方程(83;452,3 ) ):

E = M+ t: sin E ( O < t: < 1). ( 1) 

根据这个方程，E 是 M 的单值可微分函数，而且是奇函数，将 M 增大加 时，则显然 E 也增大

271". 由此可知 sin E 是 M 的 （以 加 为周期的） 周期函数，并且可用 M 的倍弧的正弦展开成为

级数：
00 

sin E =汇 加 sin nM.
n=l 

现在要确定系数 bn .
由第 689 目 的公式( 21),

7r 7r 

2 - bn = J sin E sin nMd M 

=- sin E· cos
:

M
i ::: +叮 cos nM驾互d M

因为 当 M = O( 或 7r ) 时，E = 0( 或 7r ) , 所以积分外面的项等千零 ． 在后面的积分中用变数 E

代替变数 M( 像这样，变化的区间没有改变），并且考虑到开普勒方程，我们得到 ：

沪 - �1;•= nM cos Ed E - ;; 1• coo( nE - ruesinE ) c� Ed E  

＝ 玩 l『 cos( 二E - ncsinE )d E  +『 cos( 二E - ncsinE )d E] 

由已知的贝 塞尔函数J m(x ) 的积分公式，

1 『 cos( mE -x sin E )d E = 如(x )
介酝

［例如，可参考第 695 目］ ． 因此

bn = - [J n+1( nc )  + J 九-1( nc ) ].n 
在另 一方面 ， 不难证明恒等式

因此

X 
2n 

[J n+1(x ) + J 九-1(x ) ]= J n(x ). 

2 
bn = -J n( nt: ) ,  nt: 

2 00 1 
sin E = - 汇 -J n( nt: ) sin nM. 

c n n=l 
最后得

00 1 
E = M+ 2 区 -J n( nt: ) sin nM. 

n n=l 
所得到的用平均近点角 M 表示偏近点角 E 的表示式在天体力学中起着重 要的作用． 从前我

们已经将 E 展开为含离心率 e 的乘幕的展 开式它的系数与 M 有关 (452,2 ) ]. 但是这展 开式只

有 当 c < 0.6627· · · 时适甩 譬如关千离心率较大的彗星轨道就不适用； 在这里所建立 的公式没
有这种缺点
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721.  弦振动的问题 傅里叶级数 （与积分） 的最重要的应用是在数学物理方面． 想用例子

说明这类应甩 我们从古典的弦振动的问题开始 它对于函数可否有三角展 开式这一问题的提出

起了重要的作用．

。 I X 

图 138

我们所谓弦就是指能 自由弯曲的很轻的线． 设

有长度是 l 的弦，它的端点 固定在x 轴上x = O 及

X = l 两点，并且在张力 H 的作用下，弦沿着x 轴
平衡 （图 138). 设在 t = O 时，弦离开了平衡位置，
而且它的各点具有某些在铅直方向 的速度 于是弦

上各点开始在这铅直的平面上振动_Q) 如果假定弦
上的每点 M( 有横坐标 x ) 严格铅直地振动，则在
时间 t ), 0, 它与平衡位置的偏差y 是两变量x 与

t 的函数：

y = y(x, t ). 

现在的问题就是要确定这函数． oy 我们只讨论弦的小振动．这时量y 与 一． 都很小 （从而 弦离开平衡位置不远并且弯曲不大）；OX 
因此我们能省略这些小量的二次项．

取在时间 t 的弦元素d s= M'N'( 见图） ； 由以上所述 我们可将它的长度 算作与它在开始时

的原长dx = MN 相等． 这是因为

d s=�dx =d x 

既然我们将长度的改变略去不计， 就可将弦的张力也 算作没有改变．
在所取的弦元素上，张力 H 作用于点 M', 它的方向是沿着在这点 的切线 向左； 同样大小的

张力作用于点 N', 它的方 向是沿着切线 向右． 如果用 a 与 石 分别表示切线 的斜角，则这两张力

在铅直方向 的分力 的和是

H( sin汇 sin a )= H [ (匀 － 卢） ] = H归dx.彻 N' OX M' OX2 

在这里， 我们又己省略了小量的二次项： 例如，我们已经令

tga 8y s1n a = = tga = 
三 园

彻然后用函数 — 的微分代替它的增量OX 
如果用 p 表示弦 的 ＂线性” 密度，则弦元素的质量是

pd s  = pdx. 

护y
于是由牛顿运动定律， 弦元素的质量 pdx 与加速度 玩了 的乘积必须等千上面所求得的作用千这

段元素上的力 ：
护y 护y

pdx • —=H—dx. 
8t2 8x 2 

＠我们假定图 138 所在的平面是铅直的．
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2 H a = — 
p ' 

最后我们得到描述所研究的现象的偏微分方程：

护y 2 护y
= a 

8t2 8x 2 · 

·453· 

( 2 ) 

除了这个方程以外，未 知函数y = y(x , t ) 必须还要满足一系列条件，首先就要满足表示弦 端
点 固定不变的所谓边界或极值条件 ：

y( O, t )  = 0, y( l,  t )  = 0. ( 3 ) 

其次，如果函数 f(x ) 与 g(x ) ®( 0 �x � l ) 表示弦上的点在 t = O 时的偏差与速度，则初值条件

必须成立

彻(x , O )
y(x , 0 )  = f(x ) ,  = g(x ) at 

因此，问 题化为 求满足方程( 2 ) 及条件( 3 ) 与 ( 4 ) 的 函数y(x , t ) . 

( 4 ) 

依照傅里叶所指 出 的方法， 先求 方程 ( 2 ) 的特解，而 且使它满足极值条件 ( 3 ) , 并与 零解不
同（我们暂不考虑初值条件）． 我们开始求 形状为两函数的积的特解，并且这两函数中的一个只与x
有关，另 一个只与 t 有关：

在这种情形下，方程( 2 ) 有下列形式：

y = X(x )T( t ) .  

XT" = a2X"T , 

T" 2 X" — = a  T X ' ( 5 ) 

其中撇号表示对千各函数的变量 的导数， 因为等式( 5 ) 的左端与x 无关， 右 端与 t 无关，所以它
们的共同 的值必须与x 及 t 都无关，千是为一常数，将它取为 -a2灶（入 > 0 ) 之形式． 这时方程

( 5 ) 分解为两个方程：
T11 + a2入2T = 0 ,  X11 + 灶X = O;

它们的解（ “一般积分" ) 的形状是：

T = A cos a入t + B sin a入t,

X = C cos 入x+Dsin 入X.

( 6) 

为了要使得函数y = XT 满足极限条件( 3 ) , 函数 X 必须满足这些条件．令 X = 0 ,  我们立刻看

到 C = O; 又令 X = l , 并且考虑到D不可能为零，就得到条件

sin 入l = 0, 

©当 x = O 或 x = l 时， 两函数显然必须为零
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从而， 当 n 是 自 然数时，入l = n1r. 因此 入 可取下列各值中的一值：

当 入 ＝ 入九 时， 令

介酝 7r 71酝
入1 = -, 心 = 2-, · · · 一 ． ．．，入n = n  , 

l l 

AD= an, BD = bn, 

l 
＠） 

我们得到一系列特解：

Yn = (an cos a入nt+ 加 sin a入nt ) sin 入吐 (n = 1 , 2, · · · ) . 

[721] 

(7 ) 

不难看到任意个这些解的和也满足上面所提出的条件． 因此推想到考虑所有这些解构成的无

穷级数， 并且令

y = 区(an COS 心t+ 加sin a归）sin 入nX. (8 ) 
n=l 

我们暂且假定这个级数收敛，并且它的和满足方程 (2 ) ; 条件 (3 ) 显然成立． 现在轮到来讨论初值
条件 ( 4) , 我们设法定出常数 an, 加，使得这些条件成立 ， 假定可以将级数 ( 8) 对千 t 逐项微分，从
而

8y 00 

页 ＝ 区 (-a九心sin a入nt+ b九心 cos a口）sin 入nX. (9) 
n=l 

在 (8) 与 (9) 中，令 t = 0, 我们得到条件

00 

汇 钰sin 入nX = J(x ), 立心sin 心 = g(x ). ( 10) 

因此只要 J 与 9 满足可展 开为傅里叶级数的条件， 则由第 689 目 的公式 (25) 最后确定出所求 的

系数：

an = f 11 
f(x ) sin 心dx, bn = 土 11

g(x ) sin 灿xd x (11) 

这样， 我们至少在形 式上求得了所提出的问题的全解，其形状为级数 (8 ), 而级数的系数则由

公式 ( 11) 所定出

的确， 它实 际上是否是解的问题暂时还没有解决． 为 了 要 回答这个问题，对于函数 J 与 g 还

要加上一些条件，就 是要设函数 9 可微分，函数 f 二次可微分， 而且假定导数 J" 与 g' 在区间

[O, l] 上有有界变差． 这时下列估计值成立 ：

an = 0 悼） ， 心 = 0 悼） ©
(!)如果我们取比值 (5) 的常数值为 a2_x2 的形式，则只有恒等千零的函数 X 可能满足极限条件
＠这是由第 708 目 的一般公式 (21) 与第 709 目 的说明推得的； 在这里用区间 [O, lj 代替 [O, 1r] 

当然不关重要 这时，从与弦 端点 固定这一性质相关的 自然的条件

/(0) = f(l) = 0, g(O) = g(l) = 0 

出发， 恰好能推出上述各 目中用 B九 所表示的数量是零
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两展 开式 (10) 实际上在整个 区间 [O, l] 上成立； 展 开式 (8) 也收敛，而且由它所确定的函数既满
足极限条件，也满足初值条件 ［由千级数 (9)一致收敛，现在我们知道可以对 t 逐项微分！］． 证实这

函数满足微分方程要 比较复杂些.®

我们注意级数 (10) 在区间 [O, l] 的范围内也收敛；与从前一样，用 f(x ) 及 g(x ) 表示它们的

和，由此得到这两函数在整个无穷区间上 的开拓，而且只可能除去在 kl 形 的点处外 (k 为整数），

它们保持着可微分性． 我们可逐项积分 （在任一有限区间上一致收敛的） g(x ) 的级数，从而

产 加 cos 入nX = _!_ 小 (x ) ,
a 

1 

其中 g1 (x ) 是函数 g(x ) 的一个原函数． 解除 (8) 中的括号，可将这表示式换写为下列形式

Y = 2 { f an s三 (x + at)+ 区 an sin 入n (X - at) 

一 文 加 cos 入n(x + at) + 豆 加 cos 入n (X - at) 

� ½ {�(x+ at) + J(x - at)+ � 小 (x+ at) - 归』- at) }  

对 t 并对x 微分两次 ， 不难证实这函数满足方程 (2) !

对千在这里所考虑的问题，也可直接求得上面 的形式的解答，但是三角级数 (8) 形的解答有些

优点，因为它揭露出所研究的现象的重要物理特性，合并 (8) 中在括号内的两项，将展 开式换写为

y=立n sin 竺x sin (三t+ 知
n=l 

l l ) 

我们看到弦 的全振动是由一系列各别的振动

Yn = An sin 罕x sin (字t+ 叫
所组成的． 在这个振动元素中，弦上各点振动的频率相同，如果愿意的话，

也可说振动的周期相同，而与一定高度的音相应． 每贞振动的振幅与它的

位置有关，并且等千
An l sin 罕叶

将整个 弦分为 n 个 相等的部分， 在同一部分上的点恒有相同 的相，而 在

相邻的部分上的点有恰好相反的相． 在图139上，画 出了 当 n = 1 , 2, 3, 4 

时的弦 的位置． 每两部分的分界点静止不动，这就是所谓 “波节” ． 各部分
的中点 （ “波腹＂）则有最大的振幅 这种现象称为驻波，因此通常称傅里叶
法为驻波法

基音是由第一个分音 Y1 所确定； 频率 W1=罕 = 7i✓ 互 及周期
p 

T1 = 2zp 则与它相应． 与基音同时， 弦所发出 的其余的音 （或称泛音） 表征出 确定的声音的
H 

4
 

图 139

©只有当对函数 f 与 9 加上特别强的限制以致千系数 °'n 与 加 的无穷小阶增高，才能用逐项
微分法证实此点
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“色” 或音色．如果用手指压住弦 的中点，则基音以及奇泛音立受阻碍； 对于这种音，弦的中点是波
腹． 但偶泛音则都保持不变； 对于这种音，弦的中点是波节． 这时，在偶泛音中，以 花 ＝ －兀 为周

2 
期的第二泛音起着基本的作用，并且弦开始发出原音的八度． 所有这些结果都能从所得问题的解

答推演出来！

722. 在有限长杆上的热传导问题 设有一长度为 l 的均匀细杆放在x 轴上的点 X = O 与

X = l 之间 设杆的断面的面积 6 是充分小， 以致于在每一瞬时断面的一切点都可 算作有相同 的

温度，假定杆的侧面对千周围的介质绝缘应 设已给出在开始时刻 t = O 时， 温度 u 的沿着杆的分
布，并用函数 f(x )( O �x � l ) 来表示它， 此外， 又己给出在杆的端点处的热的状况． 我们的问题
就是要确定杆上的点 的温度为点 的横坐标x 与时间 t 的函数：

u = u(x , t ). 

我们考虑在断面x 与x+dx 之间 的杆元素 在无穷小的时间 区间d t 内，经过左方的断面传
入元素内 的热量可表示为 ［参考 666, 例子的 2 ) ):

au 
-ka—d t  ax 

其中 k 是杆的 “ 内导热系数＇ 取负号是由于热从高温传到低温的地方． 同样， 在同一时间 区间内，

热量

-ka (婴 ＋ 卢dx )d t  

经过右方的断面传出， 改变这里的符号后， 我们得到从右向左经过这个 断面 的热量，即传入元素的
热量 因此 在时间 区间d t 内， 在这段元素 内积蓄起来的总热量是

沪uka 玩歹dxd t.

au 
从温度 的增高 一-d t 是由热量所制约这一事实出发，我们可用另 一种方法 算出这热量． 如果用 cat 
及 p 分别表示构成杆的物质的热容量与密度，则在此消耗的热可表示为：

au 
cpadx • 

丽d t.

令两个表示式相等， 我们得到基本的热传导微分方程：

其中为简单起见， 已 令

加 2 82u— = a  at 8x 2 ' 

a= fE. 
cp 

（然而 ， 从第 672 目 ，30 中对于空间所导出的一般方程

— = a2.6.u 
au 
at 

( 12 ) 

(!)我们也能用平面 x = O 与 x = l 之间 的无限巨壁来代替细杆，但须假定在每个与 x 轴垂直的
平面上热的状况保持不变
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出发，也能导出这个方程 不过要将 u 算作与y 及z 都无关）

( a ) 首先假定在杆的两端点处，温度保待为常数，譬如为 o. 这样就导出了边界条件：

在上面我们已经提到过初值条件：

u( O, t )  = u( l, t )  = 0 ( t ),  0 ). 

u(x , O )  = f(x ) ( 0 �x � l ) ,  

·457· 

( 13) 

并且由于边界条件，必须假定 f( 0 )  = f ( l ) = 0 为了求 满足方程( 12 ) 以及所有提出来的条件的
函数 u(x , t ) ,  我们应用傅里叶的方法．

与前面一样，令 u=XT, 因而方程成为下列形式：

T' 2 X" 
XT'= a2X"T 或 一=a -·

T X '  

如果令这两个 比的常数值为 -a2灶（入 > 0 ) ,  则这方程可分解为两个方程

与

T'+ a和T=O, 从而 T = Ce-a2 入2
t

x"+ 入2x = O, 从而 X= A cos 入x+ B sin 入x .

为了要使得函数 XT 满足边界条件，必须有

A = O, 入l = n71' ( 其中 n= 1, 2, • · • ). 

因此与在前面的问题中一样，入 只可能有值( 7 ) 心 令 BC=bn,  我们得到一系列特解：

Un = b芯-a2 灶 tn Slll 丛x ( n = l , 2 · · · ). 

取通解为级数的形状：

U = 区 如e-a戈t sin 灿x.
n=l 

要想满足初值条件，必须令

立 sin 罕 = f(x ) ( 0 �x � l ). 
n=l 

如果函数 f(x ) 连续并且有有界变差，则要使这展 开式成立，只需取

2 
bn = :;;: J f (x ) sin 二dx.。 l 

这时，证明 形 式上 的解就是 实 际 的解没有困难． 既然有因子

©参考第 454 页上的脚注．

2 2 2 a n " -a2 入扣e =e一 卢 t

( 14) 

(15) 

( 16) 
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的出现 于是我们可将级数( 16) 对于 t 逐项微分，并且对于x 两次微分； 因为所得的级数对于

x( O ,(x ,( l ) 与 t( t ), a >  0 ) 一致收敛

( 6 ) 现在设在端点x = l 处温度 u。 保持不变，而另 一 端点x = O 对外不传热，因此经过它完

全没有热的运动 下列边界条件与这些假定相对应：

彻( 0, t )  u( l ,  t )  = uo, = 0. ax ( 17) 

初值条件还是保持从前的形状．

为方便计，引用新的未 知函数 v 来代替 u, 令 U = Uo + V. 对千 v. 我们显然有这样的方程：

彻 2 护v—=a at 8x 2 . 

极限条件则被换为较简单的条件：

300°C 

2so·c 

200°c 

: 1 so·c 

I OOOC 

SO'C 

。
生铁 5cm 4 3 2 

彻( 0, t )  
v( l, t )  = 0, = 0. ax 

最后，初值条件变换为

v(x ,O ) = f(x ) 一 如 ·

与通常一样， 令 V = XT, 我们对千 T 与 X

得到前面 的表示式( 14 ) 与( 15 ). 因为

dX 
— = -入Asin 泣 ＋入Bcos 入x ,
dx 

等
所以第二个边界条件给出 B = O, 而由第一个条件

温 推得
线 COS 入l = 0, 

因此这时 入 可取下列的值

九-
71" 

入1 = 五 ＇ 泌 = 3
2[

,· · - , 入n = (2n - 1)点
最后我们得到特解如下：

- a2 灶 tVn = ane n COS 入nX ( n  = 1, 2, · · · ), 

由此就可作出通解。
图 140

v = 产 胚e-a戈t cos 入nX.

在这种情形下，初值条件化为非标准形状的展

开
式：

立 cos(2n - 1号 = J(x) - uo 
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［参考第 690 目 的问题 25)]. 但不难证明当函数 J(x) 适合通常 的条件时，如果

an = f 1

1 

J(x) cos(2n - 1)产 主 卢 ，

则这展 开式实际成立 ．

因此，用刚才所指出的系数值，最后我们得到
00 

u = uo + 区 a江-a
2
>.�t COS 入nX,

1 

证实它是实际的解的方法，也与情形( a ) 相同
特别，如果 f(x)= 0, 则有展 开式

u = uo - 妇 产 �e-a
2
入卢t cos 入nX.

1r 2n - 1 

· 459 · 

在这公式中，当 uo = 300, a2 = 0. 139 时心 对千不同 的 t 与 x, 已经 算出了 u 的值，并且由此在

图 140 上作出了表示在不同时刻杆上温度分布的图解 ．

723. 无穷长杆的情形 我们现在对于两端无穷长的杆要解决热传导的问题， 譬如说这杆是
放在x 轴上 （或者可对千整个 空 间解决这个 问题， 只要每个垂直千x 轴 的平面上的各点温度相
同），这时微分方程还是与从前的一样； 初值条件

u(x, 0) = J(x) 

则必须在整个 区间( -oo,+ oo ) 上成立， 而 自 然没有任何边界条件 ．

与在前面的情形一样，我们 得到如下列形式的特解：

-a
2灶t .u = (a cos 入x + bsin 入x)e , 

但是在这里没有理由从参数 入 的一切 正值中挑选某些值 ． 因此， 考虑到常数 a及 b与 入 有关：

a =  a(入）， b = b(入），

则要得到通解 自然是不用和式而用积分
00 

u = f [a(入） cos 入X + b(入）sin 入x]e-a沪t d入．。 ( 18) 

为了使得这个 —— 暂且还是形式上的-一 解满足初值条件， 必须选择函数 a( 入） 与 b( 入） 使得对

千一切x ,

1
= 

[a(入） cos 入x + b(入）sin 入x] d入=f(x) . 。
©设有一根 5 厘米长的生铁杆， 则在这种情形下

因此 a2 = 0.139. 

千克 大卡 大卡p = 0.0072 c = 0.13 k = 0.00013 
厘米3 ,

千克 . 'C ' 厘米. 'C秒 '



· 460 · 第十九章 傅里叶级数

现在假定函数 f(x ) 满足可应用傅里叶公式的条件，则这公式可写成下列形式：

f(x ) = ; 100 { cos 入x 「:00 f(z ) cos 入zdz+ sin 入x 「:00 f(z ) sin 入zdz } 心

由此函数 a(入） 及 b(入） 显然可由公式

a(入） = ; J+oc 
f(z ) cos 入zdz, b(入）=; 1_:00 f(z ) sin 入zdz-00 

确定，在这种情形下，解 (18 ) 有下列形式：

u =; 100 
e-a主td 「:f(z ) cos 入(z -x )dz . 

[723] 

如果函数 f(x ) 在区间 [-oo, 十oo] 上绝对可积，则 [521, 定理 5] 在这里可交换对 入 及对 z
积分的次序

u = ; 1_:00 f(z )dz 100 
e-a沪t cos 入(z -x )d 入．

我们可依照第 519 目 的 6) (a ) 直接计 算 内层积分； 它等于

_!__ �e一号
2a t 

因此，最后可将问题的解表示为简单积分的形式：
+oo 

u=— J f(z ) e一气dz . (19) 
2a✓-irt -00 

在积分号下对 t 并对x 微分 （对x 微分二次），不难证实这确 乎是一个解 ．

我们还要考虑 “半无穷大＂ 的情形，即杆的一 端为无穷长的情形，例如设这杆是放在x 轴的

正 的部分上 （如果愿意的话，或者考虑半空间 X ), 0 的情形）． 设在端点x = O 处，温度保持为 o.
对千这种情形，我们可应用前面 的解 (19), 不过只要将函数 f(x ) (在这里，它只是对千 0 与+ oo
之间 的值给出的），延拓到x 的负值上，使得

厂 f(z ) e一志dz = 0. 
-oo 

因为指数因子是偶的，所以显然只需用奇的方式延拓函数 f(x ) . 这时新问题的解可写作：

u = 
2a归100

f(z ) [e 气 - e一气]d z 

如果当x=O 时，需要有 U = Uo ,  则引用新未 知函数 V= U - Uo, 不难得到

u = uo+ 二-/00 
[J(z ) - uo] · [e一辈 - e一声

2a石 。
] dz . 

在这里我们注意 f(x )= 0 时的特殊情形； 这时解有如下 的形式：

u=uo { l - 言l辛 e-ed�} 
当 uo= 300, a2 = 0. 139时心 对于不同 的x 与 t, 用这公式计 算 u 的值，并且由此作出在不

同时刻杆上温度分布的图解 这些图解画在图 141上，把它与图 140 上的图解相比较是有趣的

©这与生铁杆的情形相应， 参考第 459 页上的脚注
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724. 边界条件的变形 我们 回到 (722 中所讨论 的） 在有限长杆上的热传导问题， 但是
要改变边界条件． 这 就 是说 与从前一样， 假定端点 X = 0 处 的温度保持为零， 但设在端点
X = l 处 到 （温度为 0 的） 周围介质中有 自 由辐

射 ． 在时间 区间d t 中，传到这个端点 的热量是 ［参 3oo·c 

考 722]
加( l, t )  -ku 

OX 
d t, 

又根据牛顿定律 ［参考 359,3) ] 辐射出的热量等千

加u(l, t )d t, 
200°C 

其中 h 是 “外导热系数＇＇． 因此， 在端点 X = l 处，
下列条件必须成立：

彻( l, t )  
温

-k一—— = hu(l, t). 度
1 50°C 

OX 

如果考虑形如 u = XT 的特解，则与在第 722 目
中一样 我们 得到 I 00°C 

T = Ce 
-a2

入气
， X = A cos 入x + Bsin 入X.

由在端点x = O 处的边界条件得到 A = O; 由在端
点x = l 处 的边界条件导出等式

－从cos入l = hsin 入l ,

250°C 

50°C 

。 。 2
 

3 4 5cm 

k 
tg入l = -迈入l.

因此，我们 得到一系列 入 的值

图 141

入n = 包
l ' 

其中 en( n = 1, 2 , · · · ) 是超越方程
k 

tge =:= -酐
的正根 ［参考 679,4)] . 通解的形状则为

u = 区 如e-a飞tsin 入nX,
1 

而与(16) 相似，但是 （我们 强调指出这是重 要的）在这里数 入n 的 性质要复杂得 多 ．
由初值条件导出展 开式

立sin 气 = f(x); 

我们可将它看作函数 J(x ) 在区间 [O, l] 上的广 义傅里叶级数，并且利用函数

sin enx 

(20) 
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的正交性 [679,4)] 可用通常的方法确定系数 bn :

归(x ) sin 军dx
bn = t . 2 e 。sm 二dx

l 

应当加什么条件在函数 J(x ) 上就能使等式 (20) 成立， 这一问题还是没有解决，我们 只讨论
了所提出的问题的形 式 的解．

725. 在圆盘上的热传导 我们 还对千一种情形 ～� 以 R 为半径，以坐标 原点为中心的圆

盘的情形 —— 考虑热的问题 假定圆盘是这样薄，以致千它的温度不因高度而有所变更， 并设它

的上下表面都是绝缘的．而且我们 限于研究温度 u 只与极动径向量 r 有关 （而与极角 0无关） 的
情形： 为 了进行研究， 只需假定初值与边界条件是怎样的．（在这里， 也可考虑用上下两方无穷长的
圆柱来代替表面绝缘的圆盘．）

取一般的热传导微分方程： 贤 = a
2
�u

[672,3° ] ,  首先由千 u 与z 无关，我们 将它换写为

OU 2 扩u 沪u
百 = a (声 十 沪） ．

在xy平面上换用极坐标 ， 则必须改变括弧中的表示式如下 ：

沪u l 沪u l OU 
玩

十
声 而 气 页

［参考 222,1)], 最后，考虑到 u 与 0无关，我们 得到这样的方程

彻 2 和 l OU 
汇

= a (石 勹玩：）
设给出温度的初值分布如下：

u(r, 0 )  = cp(r ) ( 0 � r � R ), 

而边界条件化为
u( R, t) = 0. 

在这里也采用傅里叶的方法，我们 先求 方程( 21) 如下列形式的特解：

u = R(r )T(t); 

这时我们 得到确定这两函数的方程

T'+ a气T = O 及 R"+ _!R, + 入2R = O.

( 21) 

由其中第一个方程 T = Ce-a环气 1 
．如果令 r = -z 及 R

1 
入 伈） = J(z ), 则第二个方程变为贝塞

尔方程
J" + -J' + J = 0. 

z 
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将J 看作有零指标的贝 塞尔函数，亦即令 R( r )= J,。（入r ) , 则由边界条件得

J o( 入R ) = O. 

· 463 · 

在 679, 6) 中，我们已经提到函数J o(x ) 有无穷个正根 en( n = l , 2, · · · ) ;  因此，入 可能有一系列的

值如下：
en 入n = — ( n = l , 2, · · • ) .
R 

下面的特解与这些值相对应：

Un = Cne-a2 入巨切（归），

与通常一样 由此作 出通解：

u = 立ne-a戈tJ o( 归）
1 

再只要确定系数 c九． 在这种情形下 ， 从没有应用过的初值条件可推出

豆凸 （爷）= cp( r ) ( 0 � r � R ) .  

在 679, 6) 中，我们已看到， 函数系 {Jo( e心） ｝ 在区间 [O,1] 上 “加权"x 广义正交； © 显然，

R )} 函数系 忆 （ 妇： 在区间 [O, R] 上 “加权' r 正交． 用通常 的方法确定这个 广 义傅里叶级数的

系数，我们得到

J。飞( r ) J,。 (号） 由
Cn = 

矿喝 （节） 山
在这里我们也只满足于求得的形 式的解．

读者看出最后的两例已经越出 了通常 的傅里叶级数的范围． 现在举出它们是为 了 使读者明 了
傅里叶级数的应用问题在数学物理中的正确地位 ． 它们在那里起着重 要的作用．可是还远不能满

足数学物理上的需要： 只要问题的条件略有变更，则必须应用另一种展 开式． 因为傅里叶级数永远
是 “正交展 开式” 的最重要且最简单的实例 ， 所以上述情况丝毫不能减低傅里叶级数及其理论上

发展 的价值 其他一切类似的展 开式都是以它为典范而作出 的，它们的理论与傅里叶级数的理论
有着最密切的联系

726. 实用调和分析 · 十二个纵坐标的方法 在机械及电机工程等许多纯粹实用的问题中，

函数的傅里叶级数展 开式或调和分析是不可缺少的 但在这些情形下 ， 很少要直接利用欧拉』荨里

叶公式来计算展 开式的系数：

1 
ao = -

21r 广。 f(x )dx, @ 

1 
an = - fc厂 f(x ) cos nxdx ,  bn = -1 坏J。 f(x ) sin nxdx 

冗. 7r 

©参考在第 679 目 6) 的脚注

( n �1, 2, · · · ) } 

＠ 在这里， 我们回到用 ao (而不用号） 来表示三角展 开式中的常数项

( 22 )  
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我们要对给出的函数应用调和分析，但是问题在千这些函数通常是用数值表或 图 解给出的． 因此 ，

我们没有函数的分析表示式； 有时应用调和分析就是为 了用这种方法求 得函数的分析表示式 （即

令是近似的也好）．在这些条件下，必须用近似法计算傅里叶系数， 当然，在实用上只需要用到三角

展
开

式的前若 干项，在多数情况下，傅里叶级数的系数迅速减小，而较远各调和素的影响也随着迅
速减小．

通常先给出 （或用图解画出） 一系列等距离的纵坐标 ， 即函数y 的一系列数值 （与变数x 的

等距离的各值相对应）． 应用第九章( §5 ) 中所述的方法，可由这些纵坐标 近似地计算出( 22 ) 中各

值 但是在这里，计算十分复杂， 为了使计算简化， 或如所谓使其 自 动化， 已 经得到 了许多不同的
方法， 现在我们说明其中一种方法．

譬如设将 0 到 加 的区间分成 K 个相等的部分，并且已知与分点

0, 
21r 
k ' 2 

27r 
k ' ． ．． 21r 

( k -1 ) 一k ' 27r 

相对应的纵坐标 是

Yo, Y1 , Y2 , · · · , Yk- 1, Yk = Yo-

这时由梯形公式 [322], 我们有 （当然只是近似地 ！）

ao = 卢 · 号 ［扣 + YI + Y2 + . " " + Yk-I + 扣]
由 千函数的周期性，Yk= Yo, 就可将 ao 的值写作 ：

kao =Yo+ Y1 + Y2 + · · ·+ Yk-1 ·  

同样，对千( 22 ) 中其他的积分应用梯形公式，求 得

1 21r [ 加 41r 2( k - l ) 1r 
am = ; · k Yo + Y1 cos m飞+y 2 cos m下 十 · ·+y 长 1 cos m

k ] 

k 21r 耘 2( k - l ) 1r  -am = Yo+ YI cos m- + Y2 cos m —+ · · ·+ Yk-I COS m , 
2 k k k 

同样得到
丛 . 21r 

+ . 41r 
+ 

2( k - l ) 1r  
2 

= y 1 sm m— 
k y 2 sm m-k + Yk-1 sin m  

k 
. 

首先令 k= 12, 并且从十二个纵坐标

Yo, Yi, Y2 , · · · , Yn 

出发， 与之相当的有等间 隔的变量数值：

。
或用度数表示，则有

1r 1r 1r 21r 57r 71r 47r 37r 51r ll 7r - - - - - , 1r, - - - - —  
' 6' 3' 2 ' 3 ' 6 6 ' 3 ' 2 ' 3 ' 6 

0°,30°,60°,90°,120° ,150°,180° ,210°,240°,270°,300°,330°. 

根据公式， 需要用来乘这些纵坐标 的所有 因 子不外千下列儿个 ：

土l ; 土sin30°=士0.5; 土sin60°=土0.866.

( 23) 

( 24 )  

( 25 )  
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亦即容易证实

12ao = Yo + YI + Y2 + Y3 + Y4 + Y5 + Y6 + Y7 + Ys + Y9 + Y10 + Yn ; 
6a1 = (y2 + y10 - Y4 一 邠） sin 30° + (y1 + Yn - Y5 - Y分 sin 60° + (yo - Y6) ;  
沁 = (y1 + Y5 + Y7 + Yn - Y2 - Y4 - Ys - Y10) sin 30° + (yo + Y6 - Y3 - Y的 ；
6a3 = Yo + Y4 + Ys - Y2 - Y6 - Y10; 
6b1 = (y1 + 邵 - Y7 - Yn) sin 30° + (Y2 + Y4 - Ys - 如） sin 60° + (y3 一 即）；
6b2 = (y1 + Y2 + Y7 + Ys - Y4 - Y5 - 即 － 如 ） sin 60° ; 
6b3 = Y1 + Y5 + Y9 - Y3 - Y7 - Y1 1 ,  等等．

例如

6a1 = yo + Yi cos 30° + y2 cos 60° + y3 cos 90° + Y4 cos 120° + y5 cos 150° 

+Y6 cos 180° + Y7 cos 210° + Ys cos 240° + y9 cos 270° 

+y10 cos 300° + Yi 1 cos 330° = Yo + Yi sin 60° + Y2 sin 30° - Y4 sin 30° 

-y5 sin 60° - Y6 - y7 sin 60° - Ys sin 30° + Y10 sin 30° + Yn sin 60° , 

即与上面所写出 的表示式相符合．
为 了 使计算 （特别是乘法） 减少到最低限度， 可用龙格 (C.Runge) 所提出 的方法来计算．
先依下面所指 出 的次序写出 纵坐标， 并且对每一组上下成对的纵坐标作加法与减法：

纵坐标
yo Y1 y2 Y3 Y4 ys Y6 

Yl l  YlO yg YB Y7 

和
I

uo u1 u2 四 四 阳 U5
差 V1 迈 V3 四 V5

然后同样抄下这些和与差， 并且再对它们作加法与减法：

和
Uo U1 U2 U3 
U5 U5 U4 

和 SO S1 S2 S3 
差 do 小 心

(26) 

作了所有这些加法与减法后， 就得到 了一系列数值 s, d, (7, 8, 我们可用它们表示出未知系数如下：

12ao = so + s1 + s2 + s3, 
6a1 = do + 0.866d1 + 0.5d趴

沁 = (so 一 的） + 0.5(s1 一 的） ，
6a3 = do - d2 , 
6b1 = 0.5u1 + 0.866u2 + u3 , 

6b2 = 0.866伈 ＋ 必），
6b3 = U1 - (]'3 等等．

不难证实这些公式恰与公式 (26) 相对应

(27) 
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727. 例 1) 在图 142 上，给出了某蒸汽机（在曲柄梢处） 的切线力的图贬 由于曲柄轴的

扭转振动的问题 选定切线力 T 的调和素作为曲柄转角 r.p 的函数是有趣的 从图上取出十二个

等距离的纵坐标， 并且用上面所指出的方式进行调和分析：

T l -7200 

u 
V I -7200 

U I  
-7200 
-7400 

s I — 14600 
d 200 

现由公式 (27):

-300 
250 
-50 

-550 

-50 
-7450 
-7500 

7400 

7000 4300 。
4500 7600 3850 

11500 1 1900 3850 
2500 -3300 -3850 

1 1500 1 1900 
V 

3850 
15350 11900 (T 

7650 8 

12ao = -14600 - 7500 + 15350 + 11900 = 5150, 
6a1 = 200 + 7400 X 0.866 + 7650 X 0.5 = 10433, 

-5200 
-2250 

-7450 
-2950 

-550 
-2950 
-3500 

2400 

6a2 = (- 14600 - 1 1900) + (-7500 - 15350) X 0.5 = -37925, 
6a3 = 200 - 7650 = -7 450, 
6b1 = -3500 X 0.5 - 1350 X 0.866 - 3300 = -6219, 
6b2 = (2400 + 6350) x 0.866 = 7578, 
6b3 = -3500 + 3300 = -200, 

因此

-7400 

-7400 

-2500 -3300 
-3850 
- 1350 -3300 

6350 

ao = 429; 
a1 = 1739; 
吵 = -6321;  
a3 = - 1242; 
b1 = - 1037; 
b2 = 1263; 
b3 = -33. 

T = 429 + 1739 cos <p - 1037 sin <p - 6321 cos 2<p + 1263 sin 2<p - 1242 cos 3<p - 33 sin 3<p 十 ． ． ．

集合含同一角的正弦与余弦的各项：

T = 430 + 2020 sin(cp + 121 °) + 6440 sin(2cp + 281°) + 1240 sin(3cp + 268° ) + •  • • 
我们可看到： 在这里，第 二调和素的影响最大．

2 ) 用函数的图解上的十二个纵坐标，可以求得傅里叶系数． 为 了要知道这种方法的精确度是

怎样，我们将它应用到若 干有分析式的函数，并且将近似的与精确 的结果加以比较．
先考虑函数 J(x ) , 它在区间 [O, 21r] 上是由下一公式给定：

y = f(x ) =卢(x 3 - 3王 + 2产x ) ,

而对于其余的值x , 则由周期规律所确定：

J(x + 21r ) = f(x ) .  

这函数的图解画在图 143 上．

©考虑到惯性力，可由指标图作出类似的图
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图 143

用计算得出下表

。 九口
九口 九口 27r 51r 

X = 九口

6 3 2 3 6 
y= 。 0.400 0.582 0.589 0.465 0.255 。

71r 47r 37r 57r lb 27r X = 
6 3 2 3 6 

y= -0.255 -0.465 -0.589 -0.582 -0.400 。
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在这里可应用不难证实的恒等式：

f(21r - x) = -f(x) .  

用龙格的方法， 由 这些 y 的值求得

b1 = 0.608, b2 = 0.076, b3 = 0.022; 

一切数 U; 都是零， 从而一切系数 an 也都是零 [690, (22)] .

因此

同时， 由 公式 (22) 直接推出 （应用分部积分三次） ：

bm = 1 
2,r 

3 2 2 6 

声 J (x - 31rx + 21r x) sin mxdx = 五。 m 7r 

6 3 2 b1 = - = 0.6079, b2 = - = 0.0760, b3 = = 0.0225. 产 47r2 声
与上面的结果相符合！
3) 但是并不是永远可以得到这样精确的结果 ．

作为第二个例子， 我们取一以 加 为周期的函数， 它在区间 (0, 加］ 上定义如下：

1 
y = f(x) = — (x - 1r) 2 . 

7r2 

它的图解画在图 144 上．

二
图 144

利用显而易见的恒等式：

作 出 下表

。 九口

x =  
6 

y = 1 0.694 

71r 47r x =  
6 3 

y = O.D28 0. 111  

f(21r - x) = f(x) ,  

九喻 九喻 21r 
3 2 3 

0.444 0.250 0. 111  
37r 57r l l'lr 

2 3 6 
0.250 0.444 0.694 

57r 
6 

九口

0.028 。
21r 

1 

这时由龙格的方法， 求得

ao = 0.338; a1 = 0.414; a2 = 0. 11 1 ;  a3 = 0.056; 

(727) 
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在这次， 数 Vi 与系数 加 都是零 [690,22)] . 系数的正确 的值是：

ao = 卢 /
2,,.

(x 气）2dx = ! � 0.333, 。 3 

am = 卢 1
2

,,. (x - 寸 cos mxdx = 忐
特别，

(m � 1) .  

a1 = 百 � 0.405; a2 = 严 � 0.101 ; a3 = 卢 == 0.045. 

· 469 ·  

这样， 即令前两个 系数的相对误差不超过 1 .5% ~ 2%, 而后面的系数的误差则达到 l0%(a2)
甚至 20%(a3) ! 以后 [730] 我们还要研究求得的近似公式的精确性的问题．但是现在已经可以看

出要提高精确性，必须取较多的纵坐标．

728. 二十四个纵坐标的方法 假定 已经给出或已经从图解取出与幅角 的值

九口 九口
九口 231r 0, 

12 ' 6 ' 一4 ， 12 ' 

或

0°
' 15°

' 30°
' 45° ' 345° 

相对应的二十 四个纵坐标

yo , Y1 , Y2 , y23 . 

在这次， 近似计算傅里叶系数时所必须与纵坐标相乘的因子不外乎下列儿个 ：

土1, 土 sin 30° , 土 sin 45° , 土 sin 60° , 土 sin 75° . 

我们现不详细讨论（因为与前面的讨论完全相仿），而立即引入还是由龙格所提出的计算方法．
在读者有了经验后， 不必加以说明 ， 这种方法也是很明显的．它就是：

纵 坐 标

Yo Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 妳 Y7 Ys 的 Y10 Yu Y12 

y23 Y22 Y21 Y20 Y19 Y1s Y17 Y16 Y15 Y14 Y13 
和 I uo U] U2 阳 U4 览 彻 U7 览 码 U10 U11  U12 

差 V1 迈 V3 V4 砾 V5 听 觉 Vg 妇0 Vu 

和
Uo Ul U2 U3 U4 U5 U5 
u12 Un U10 Ug Us U7 

和
I

po Pl P2 p3 p4 p5 P6 
差 qo q1 q2 伪 中 作

和
po p1 p2 p3 
P6 p5 P4 

和 I ko k1 知 如
差 lo li l2 

差

v1 迈 阳 V4 坞 V5
如 V10 Vg VS V7 

和 I r1 r2 为 r4 rs T6 
差 S1 S2 的 切 S5

s1 s2 s3 

S5 S4 

差

和

I
m1 m2 加

差 n1 n2 
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我们注意不要对于 q 与 r 各数量作加法及减法．

由所指出的方法求得数量 k, l , m, n, p, q, 及 r 后，用它们将傅里叶系数表示如下 ：

24ao = ko + k1 + 柲 ＋如，

12a1 = [qo + 0.5q4 + 0.6124(q1 + q5)] + [0.8660q2 + 0.707lq3 + 0.3536(q1 - q5)] , 
12a2 = lo + 0.8660li + 0.5l趴

12a3 = (qo - q4) + 0.707l(q1 - q3 - q5) ,  

12a4 = (如 － 如） + 0.5(k1 - 柲），

12a5 = [qo + 0.5q4 + 0.6124(q1 + q5)] - [0.8660q2 + 0.707lq3 + 0.3536(q1 - q5)] , 
12a5 = lo - l2 ,  
12b1 = [0.5r2 + r5  + 0.6124(r1 + r5)] + [0.707lr3 + 0.8660r4 - 0.3536(r1 - r5)] , 
12b2 = 0.5m1 + 0.8660m2 + m3, 
12b3 = (r2 — 吓） + 0.707l(r1 + T3 一 门），

12b4 = 0.8660(n1 + n2) ,  
12b5 = [0.5r2 + r6 + 0.6124(r1 + r5)] - [0.707lr3 + 0.8660r4 - 0.3536(r1 - r5)] ,  
12b6 = m1 - m3 , 等等．

用二十四个纵坐标，求 其余的系数，则其精确度逐渐减低

[729] 

(28) 

请读者注意一个细节的问题 为 了得到系数 a1 与 as 必须先分别计算在方括弧中 的表示式，

然后将它们相加（在求 m 时） 及相减（在求 as 时） ． 计算 系数 bi 与 bs 也与此相仿．

729. 例 1) 再 回 到 图 142 上所作出的切线力 的图，从其中取出二十 四个纵坐标，应用新的

方法重新进行调和分析：

T l  -7200 -4150 -300 3250 7000 7450 
-5150 250 2300 4500 6800 

u 
V I 

-7200 -9300 -50 5550 11500 14250 
1000 -550 950 2500 650 

T l 
。 -2650 -5200 -7700 

3850 650 -2250 -4850 
u 

I 
3850 -2000 -7450 - 12550 

V -3850 

U I  
-7200 
-7400 

p 
, 

- 14600 
q 200 

-9300 
- 12550 
-21850 

3250 

-3300 -2950 -2850 

-50 5550 11500 
-7450 -2000 3850 
-7500 3550 15350 

7400 7550 7650 

4300 2750 
7600 6400 

11900 9150 
-3300 —3650 

-7400 

-7400 

14250 1 1900 
9150 

23400 1 1900 
5100 

V I 
1000 -550 950 2500 650 -3300 

-2850 
r 

1
-1850 

s 3850 

-2950 
-3500 

2400 

-3300 
-2350 

4250 

-3850 -3650 
- 1350 -3000 -3300 

6350 4300 



[730] 

— 14600 
11900 

k -2700 
l —26500 

千是按照公式 (28)

ao = 427, 
as =  - 163, 
加 ＝

—318,

故 求得展 开式：

-21850 
23400 

1550 
-45250 

a1 = 1685, 
a6 = —304, 
bs = -398, 

§7. 应用 · 471 · 

—7500 3550 3850 2400 4250 
15350 4300 6350 
7850 3550 m 8150 8750 4250 

-22850 n -450 —3950 

吵 = -6426, a3 = — 1175, a4 = -783, 
b1 = -938, b2 = 1325, ba = -87, 
b6 = 325. 

T = 427 + 1685 cos 'P - 938 sin 'P - 6426 cos 如+ 1325 sin 2'P - 1175 cos 3'P - 87 sin 3'P 

-783 cos 4'P - 318 sin 4'P - 163 cos 5'P - 398 sin 5'P - 304 cos 6'P + 325 sin 6'P 十 . . .

或者合并各项并加括弧：

T = 430 + 1930 sin('P + 119° ) + 6560 sin(2'P + 282° ) + 1180 sin(3'P + 266° ) 

十845 sin(4'P + 248° ) + 430 sin(扣+ 202° ) + 445 sin(如 + 317° ) + · · ·

比较这个展 开式与第 727 目 ，1) 中所求 出 的同一量 T 的展 开式，我们看到对千前三个 调和
素， 其符合程度多少令人满意

2) 请读者计算第 727 目 ，3) 中所提出的曲线

1 2 y =  - (x — 7r) 
7r2 

的二十 四个纵坐标 ， 并且利用已指出的方法，求 出系数 ao , a1 ,  a2 ,  a3 , a4 , a5 , a6 的近似值．

答 a。 土 0.334; a1 土 0.407; a2 = 0. 104; aa 土 0.047; a4 = 0.028; a5 土 0.019; a6 土 0.014, 而

这时正确 的数值是：

ao == 0.333; a1 == 0.405; a2 == 0.101; a3 == 0.045; a4 土 0.025; a5 == 0.016; a6 三� 0.011 .

为 了近似计算函数三角展 开式的系数，除了上面的方法以外，还有其他的方法： 例如十六个或

三十二个纵坐标 法 （在航海中，当研究罗盘的偏差时， 通常要用到这种方法），三十六个纵坐标 法
（在电机丁程上采用），等等 也还有 自 动安排计 算的各种方法．在所有这些情形下，当实际计算傅

里叶系数时用来简化计算 的方法，其实质与上面的方法相同

730. 傅里叶系数的近似值与精确值的比较 如果函数 y = f(x) 是在区 间 [0, 2刓 上用分

析式给出的并且是二阶可微分的，则可与通常一样 [326), 对于上面所得到的傅里叶系数的近似公

式求 出误差． 在这里，我们还有另 一 目 的，就是要作出已给系数的近似值与这系数及其他系数的

精确值之间 的关系式 虽然从这些关系式不能导出误差的估计值 但是还是阐明 了整个问题，并且
指 出 了问题应有的方向．
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我们假定所考虑的函数 Y = f(x) 的区间 (0, 2刓 上有傅里叶展开式：

00 00 

y = Ao + 区 儿 cos nx + 区 Bn sin nx
n=l n=l 

[730) 

在这里， 我们故意用大写字母表示傅里叶系数， 使得它们与小写字母所表 示的近似值有所区别．在

所写出 的等式中， 令 x = 午； (i = 0, 1 , · · · , k — 1) , 我们计算出函数的各特别值 y五

00 

Yi = Ao + 汇 儿 cos 宁 ＋ 立 凡 sin 宁
n=l n=l 

它们是要在系数近似值的公式 (23) , (24) 与 (25) 中出现的 ．

将 Yi 代人上述第一个公式； 交换求和的次序， 我们求得：

ao = ½ { kAo + t An � cos 气沪婪气｝
可是不难看出和式

k -1 k - 1 

区 cos 字， 区 sin 罕
i=O i=O 

除去 n 是 K 的倍数的情形外， 都等于零； 而在 n 是 K 的倍数时， 第一个和式的值是 k(这时第二

个和式等于零） ． 由 此立刻得到

ao = Ao + Ak + A2k + A3k + · · · 

将 Yi 的表示式代人公式 (24) , 并且重新交换求和的次序， 我们得到：

k- 1 oo k- 1 三{Ao L cos i宁 心心 cos iy cos午
i=O n=l i=O 

心亡平气｝ 叶 {2Ao t cos平
n=l i=O i=O 

音九 ［笘 cos i 2(n
:

m)1r 十笘 cos i 2(n —

�
m)1rl 

+ t Bn [笘 sin i 2(n
:

m)1r 十笘 sin i 2(n
�

m)1rl }  

( 2 9 ) 

在这里，也只有当余弦和式所含的因子 n 土 m 是 K 的倍数时 （也就是当 n 的值具有 pk 土 m 的

形式时，其中 p 是整数） ， 这些和式才不等于零 （而等于 k) . 如果为了 明确起见，设 2m :::;: k, 则对

于 am, 得到级数如下：

am = Am + Ak-m + Ak+m + A2k-m + · · · • (30) 

与这完全相仿，可得

bm = Bm - Bk-m + Bk+m - B2k-m + • · · ,  (31) 
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这就是我们所想要建立 的公式．

由此我们就看出： 譬如说，只要 K大而 m 并不 太 大，am 与 Am 的差是若干个有较大的附标的

系数 A 的和式． 显然在近似值的精确性的问题中，傅里叶 系 数减 小 的 速度起着重 要的作用，而我
们知道 [706~708] 这种速度又与延拓在整个区 间( —oo ,+ oo ) 上 的 函数的 可微分性相关．第 727

目 的例 2) 与 3) 很好地表明 了这种情况： 请读者注意例 3) 的图解上的尖点！

令 k= 12, 我们特别有（限于取余弦的 系数为例）．

并且同时有

ao = A。 + A12 + · · · , a1 = A1 + An + · · · , 

吵=A2 + Aw + ·  · · , a3 = A3 + Ag 十 ． ．．

a5 = A5 + A1 十 · · ·, a6 = 2A6 + ·  · · ( ! ) 

等等． 由此可 见 ： 超出了前而两 、 三个调和素的范围以外，不可能期望有多少令人满意的精确性．

当转到 k=24 时，就立刻改善了这些结果：

ao =A。 + A24 + · · · , a1 = A1 + A2a + · · · , 

邸=A6 + A1s 十 ． ． ． ， 等等．

在这里，一般说来， 对于前面七 、 八个调和素，可期望有较好的精确性．



第二十章 傅里叶级数 （续）°

§1 .  傅里叶级数的运算 · 完全性与封闭性

731 .  傅里叶级数的逐项积分法 与通常 一样，假定 函数 f(x) 在区间 ［一7r, 1r] _l 
绝对 可 积 设它的傅里 叶级数是

00 

f(x) a。
＋ 区 an cos nx + bn sm nx. ( 1 )  

n=l 

考虑 关于 - 7r � X � 7r的 函数

F(x) = Ix 
[f(x) - 婴] dx, 。 (2) 

显 然它是连续 的 并 且有 有 界变差[ 486,7o ;568, 4°] ;  而且因 为

F忨） - F(-1r) = 『 f(x)dx - 邧0 = 0, 
一 九

(3) 

所 以它有 周期 21r. 在这种情形 下，由 第686 目的 定 理 可 将这个 函数在整个区间L
展开为傅里 叶级数：

F(x) = — 
A。 00 

2 
＋ 区 An cos nx + Bn sin nx 

n=l 
(4) 

©第十九章主要是讨论函数的傅里叶收敛级数展 开式； 在那章中， 这些级数是作为计算 的丁＿

具而研究的 在本章中， 我们要从较一般的观点出发， 并且叙述一系列主要在理论上有意义 的重要
问题
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（而且根据 699 , 这级数一致收敛于这个 函数）．
级数 ( 1 ) 及 (4) 的系数之间存在着简单的联系实际上，如果利用第 580 目 ， 9)

中所推广了的分部积分公式，则有（对 n � 1 )

An = � /
1r 

F( x) cosn xdx 
九口

= 1 F( x) 
sin n x 

1
1r 1 1r 

— / f( x) sm n xdx , 
介· n n1r 

bn An = -—-
n 

同 样，在这次考虑等式 (3) , 我们得到

为了求 出 A。， 在 (4) 中令 x= O :

an Bn = — . 
n 

CX) CX) A。 b 了 ＝ － 汇 An = 汇 -;:·
n=l n=l 

在展开式 (4) 中，代入所求得的各系 数 的值，则能将它改写为下列形式 ：
CX) 

F( x) = 汇 an sm n x+ 加(1 - cosn x) 
n n=l 

由此， 如果考虑等式 (2) , 我们有

1
x 

f( x) dx = 1
x 婴 dx+ 切。X

加 cosn x+ 加 sin n x] dx.

显然， 对于任意区间 [ x' , x"] (其中 叮 � x' < x" � 幻r) , 相似的关系 式 成立：

j
x
" f( x) dx = f叫＇

巠 dx+ 产 x
" [an cos n x + bn sin n x] dx. 

x' n=l l, 

(5) 

(6) 

因此， 函 数f( x)的 积分可将与 它 相 应 的 傅里叶级数逐项积分而 求得我们 已 经证
明： 即令不假定傅里叶级数( 1 )本 身 收敛于 函数f( x) , 还恒 可将它逐项积分， 这个事实
很值得注意

显然可选取另外任一个 长 为 加 的 区间来代替 ［一7r, 1r] 作为基本区间． 关于在区
间 [O , 1r] 上且只含余弦或正 弦 的级数 [689] , 这里所讲到的一切也还是完全一样．

积分已知的三角展
开

式可得到另外一些展
开

式 如果还是要得到三角展
开

式 则应将 (6 ) 中
的 竺 这一项移到等式的另一端 需要注意常数项 生［ 直接由 级数 (5 )求 和， 或者按照 下一公式

2 2 
求积分：

Ao 1 
亢 X

了 飞 / dx / [f(t) - 竺Jdt,
一1T 0 2 
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A。
就能得到 — 的有限形状

2 
我们举例说明此点 ． 如果从 0 到 x 积分下一展开式

立 三 ＝ 二
2 (0 < X < 加）

n 
n=l 

［参考 690, 2] , 则 得

产 1 - cos nx 1r 1 2 

n 2 
= -x - -x . 2 4 

n=l 

于是

文 竺立 坛2 — 巴x + c
n2 4 2 

n=l 
(0 � X �  加），

其中 c 或为级数之和
2

工
6

＝
 

1-
2n

 

oox-
所确定，或为积分

卢［飞— i沪）dx = � 

所确定． 这样我 们 得到 了 690,9) 中 已 经独立求得的展开式． 同样，7)(a) 中 的展开式可 由 7) (6)

中的展开式求得， 等等

附注 我们 着重指出 己 作 的讨论顺便证明 了这个事实： 不 论 区 间 [—7r, 1r]上 的 绝 对 可 积 函数

f(x) 是怎样， 级数

bn_
n
 

oox- ( 5* ) 

必收敛， 其 中 加 是 f(x) 的傅里叶级数的 正弦项 的 系 数［参考 692,2° ] . 在下面 758 中，我们要用

到这个附注

732. 傅里叶级数的逐项微分法 设在 区间 ［一7r, 1r] 上给出一连续 函数 f(x) , 它

满足条件 f(一1r) = f(1r) , 并且有 （只可能除了在有限个孤立点处外） 导数 f'(x) ; 又设

这个导数在所述的区间上绝对可积分． 这时
X 

f(x) = / f'(x)dx + f(O) 。
[310,481] , 并且如我们刚 才 己 看 出， 函数 f(x) 的傅里叶级数 (1) 可 由 函数 f'(x) 的

傅里叶级数

f' (x) ~ 汇吐 cos nx + b� sin nx 
n=l 

(7) 

逐项积分而得 因 为根据对 f(x)所加的 条件， 上一展开式中没有常数项：

a� =
;: 
l1r f'(x)dx = 

;:
[f忨） - f (-1r)] = 0. 
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在这种情形 下 ， 显 然反过来 — —导数 f'(x)的 级数( 7) 可 由函数 f(x)的 级数(1) 逐
项 微 分而得

我们请读者 特别注意函数 f(x)的周 期性 这 一假定在这里所 起的作用． 当这个条

件不成立时 f'(x)的傅里 叶级数的常数项 竺 不等 千零，因 此这个级数不能由 级数
2 

(1) 逐项微分 而得 ！ 例如在展开式 ( a 不是整数）
• 

00 1r sm ax n 
2 sin a1r 

＝ 区 ( l)n
a2 - n2 Slll nx 

n=l 

[690,7( 6)]的情形 下 ， 逐项微分后 得到级数

立-1)了三cosnx,
n= l 

它显 然不 可能是傅里 叶级数， 因 为它的系数甚至不 趋近于 零[682] .

附注 直到现 在为止， 我们已讲过： 将原有 函数 f(x)的傅里 叶级数逐项微分 ， 可

能求得导数 f'(x)的傅里 叶级数( 7). 我们完 全没有 说到级数( 7)收敛千 f'(x); 应 当
利用若干充分 判别 法 ， 来 特别判断这种收敛性 [684,686].

必须 注意： 由于 在徵分 cosnx与sin nx 时有 自 然数因子 n 出现 所 以系数的无
穷小阶降低， 并且收敛的机会也 减少 了 ． 然 而 在利用傅里 叶级数解决数学物理中的
问题时 ， 往往必须微分 这 些 级数， 而且甚至于 要 重微分 为 了保证所得的级数收敛，
依 照克雷洛夫 [710] 的 方法 ， 预 先 分出 收敛得较慢的部分有 时是有 用的 这时 ， 已 知

分出 了的部分的和的有 限形式， 从 而 可 以直接微分 ， 而 余 下的级数的系数必须 达到
的这样的无穷小阶， 使得微分后 还是得到 一致收敛级数．

733. 三 角 函数 系的完全性 如果在区 间 ［一1r, 1r]上的连续 函数f(x)有全等 于零
的傅里叶 系数， 则 这函数本身 恒 等 于零．实际上， 在这种情形 下 ， 由 等式 ( 6)显 然 可 知 ：
对于 一切x,

I
x 

f(x)dx = O; ( 8) 

由 此 对x 微分 ， 根据被 积 函数的连续性[ 305,12°] ,我们就 得到恒等式

f(x) = 0 . 

换句话说除 了 恒等 于零的 函数 外， 在区 间 ［一7r, 7r仰上没有连续函数与三角 函数 系

1, cosx, sinx, cos2x, sin 2x, • • • , cosnx ,  sin nx, · · · ( 9 ) 

中的一切函数正 交 [679] . 这个事实 可 说是 表 明·三 角 函数 系在连续 函数类 中是完
全的

O或在 另外任一长为 加 的区间上
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如 果 两 连续 函 数有相 同 的傅里 叶 系 数， 则它们必恒等， 因 为它们的差 fi (x)

趴x) 有完全等于零的傅里叶系数． 因此， 连 续 函 数 由 它 的 傅里叶 系 数唯一地确 定

这只是三角 函数系 的完全性的另 外一种表述法．

如果转而考虑不连续函数， 则 情况可能不 同 譬如说， 只在有限个点处不等于零的函数已

不 唯” 等千零， 但显然这时它与 (9 ) 中任一函数正交， 而且也与每个 （ 常 义或 非 常 义） 可积

分 函 数正交． 我们可作出一个在无穷点集上不等千零的函数， 但仍 具有上述性质 例如下一函数

f(x) [70, 8} , 300, 1) ] 就是这样： 如果x 是形如 土E 比 < 1r) 的既约分数， 则 f(x) 等于 － ； 而在 区
q q q 

间 ［一7r' 1r] 上的其余各点f (x) 等于零

然而在所考虑的区间上，与 每个一般可积分函数正交的函数 ”在实质上” 与零没有 区别； 我们

称这种函数与零等价

现在可证明：如果在 区 间 [—7r, 1r] 上绝对可积分函数 f(x) 的傅里叶 系 数都等于零， 则 这 函数必

与 零等价．

实际上， 如果 g (x) 是常义可积分的任一函数， 则 由 579, 1 ° ,

( R) f 1r 

f (x) g (x)dx = ( S) f 1r 

g (x)d F(x) ,  

其中 F(x) = fi。; f (x)dx . 在所作的假定下，F(x) = O[参考 ( 8) ] , 因此 f (x) 与 g (x) 正交．

由 此不难转到 g (x) 是非常义可积的情形 ． 例如设点 T 是它的唯一的奇异点 ． 则在 ［一1r, 1r - 1::]
上 ( c > 0) , 令 g* (x) = g (x) ,  在 ( 1r- 1::, 1r] 上， 令 g* (x) = 0, 由 前证可知：

厂 f·gdx = !
1r 

f · 旷dx = 0. 

现在只要取 e一 0 时的极限

推广 “完全性” 的概念， 我们可断定：三 角 函数 系 ( 9 )在绝对可积 函 数类 中 是完全的 这个断语

的意义是：除 了 与 零等价的 函 数外， 在 区 间 [—7r, 1r]上没有绝对可积函数与 (9 ) 中 一切函数正交．

最后， 如果两个绝对可积函数有相同的傅里叶系数，则它们的差与零等价． 如果不认为这种

函数 ”在 实质上“ 有 区别，我们 在某种意义上也可说绝 对可积函数是 由 它 的傅里叶 系数所唯一确

定的 ．

或

附注 关于只在 区间 [O, 1r] 1: 的 函数系

1 ,  cos x, cos 2x, • • • , cos nx, • . • 

． ．  sm2x Slil X . . . Slil nx . . .  , ' ' ' ' 

以上所述的一切还是成立
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734. 函数的一致近似法 · 魏尔斯特拉斯定理 如果用函数 g(x) "接近" ® 在区
间[ a, b] 上的 某一 函数 f(x) ,则能根据各 种情况分 别估计这种近似 法 的性质．但是当
然在所有的情形下，基本 上 还是要考虑 差式

r(x) = f(x) - g(x) . 

如果我们同 样 注意一个 函数与另一 函数在一切分别取出的点 处的小 偏 差， 则 可取 它
们的最大偏差， 即 数

o = sup lr(x) I 
a,,;;x,,;;b 

作为近似的尺度 在这 种情形下， 我们 说这是 函数 f(x) 借 助于 函数 g(x) 的一致近
似法 ．

我们将导出关于 连续 函数一致近似 法的两个基本的魏尔 斯 特拉 斯 定理， 在第 一
个定理中用到三角 多项式， 在第二个定理中用到通常的（代数） 多项式 ．

定理 1 如果函数 f(x) 在区 间 ［气卢r] 上连续 并且 满足条件

f( -1r) = f忨），

则无论数 E > O 是怎样，可找到 三 角 多 项式

T(x) = 叩 ＋ 区( am cos mx + f3m sin mx) , 
m=l 

使得对于在上述区 间 上的一切值 x 不等式

lf (x) - T(x) I < c 

一致成立．

首先 作出逐段线性的 函数 'P(x) , 使得 在 ［一7r, 1r] 上 不等式

处处成立

f; 
lf (x) - 'P(x) I < -

2 

为 了要 达到这个目 的 用 点

-7r = Xo < XI < ·  · ·< Xi < X计1 < ·  · ·< Xk - 7r 

( 10)  

( 1 1 )  

将区间 ［一1r, 1r]分成这样 小的部分，使得 在每一个部分 上， 函数 J 的振幅 < :. .  我们
在区间 ［一7r, 1r] 上 确定 函数 'P(X) , 令它 在每个个别的区间 [x已，x杆1 ] 上等 千线住 函数

f(xi+1 )  - f(xi) f (xi) + (x - xi ) ,  X计1 - Xi 

©这就是近似地表示的意思
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则它在 区间 的端点与 J( x) 符合 在实质上，这就是在 由方程 y= J( x) 所表示的曲线
上作内接折线． 如果用 mi 及 Mi 表示函数 J 在第 门 个 区间上的最小值与最大值，则
根据条件，Mi - mi < - , 又因为在这个 区间上， 函数 J 与 中 的值均包含在 mi 与 Mi

2 
之间，所以不 等 式 ( 1 1 ) 在整个 区间 [-1r , 1r] 上成立

与 J( x) 一样，函数 'P( x) 在 区间 ［一1r , 叶 上连续， 并且满足条件

叭-1r) = 'P(1r) ; 

而且作为逐段单调的函数， 它在这区间上有有界变差 [568,1 °] . 在这些条件下， 根据
狄利克雷－若尔当判别法 [699] , 可将 'P( x) 展开为一致收敛的傅里叶级数：

扣） = ao 十 产am cosm x+ 凇 sin m x.
m=l 

因此当 n 充分大时 如果取这级数 的第 n 个部分 和作为多项式 T( x) , 则它与 'P( x)
的差小 于 :. : 即关于所考虑 的 x 的一切值，

2 

从 (1 1 ) 与 ( 1 2) 就得到 ( 1 0) .

扣( x) - T( x) \  < - .  
2 

( 1 2) 

我们现在取递减到零的正数序列 ｛钰｝， 并且对千每个数 c = Ek ,  作出在已证的
定理中 所指出 的多项式 T = 五 ( x) ; 这样得到一个 三角多项式 的序列 ｛九( x)} , 它在
区间 ［一7r, 1r] 上一致收敛千函数 f( x) . 用通常的方式 [427] 从序列转到无穷级数，我
们得到这定理的另 一种表述法， 它与前面 的表述法显然是同等的：在定理 1 中所指 出
的 条件 下， 可将函数 f( x) 展开为一致收敛的 级数，其 中 各项是三 角 多 项 式

由 定理 1 就不难导出

定理 2 如果函数 f( x) 在 区 间 [a , b] 上连续， 则 无论数 c > O 是怎样， 可找到 这
样的 整1 1

8) 代数多 项 式

P( x) = 句 + C1X + C2泸 + · · · + en泸，

使得关 于在 [a , b] 上 x 的 一切值，不 等式

一致成立 ．

通过简单的代换

lf( x) - P( x) I  < c 

X I 

x = a + — (b - a) , 
九口

( 1 3) 

1 18) 在涉及代数多项式时，使用形容词 ＂整＇＇ ， 是为了强调在记法 P(x) = co + cix + c2x2 + · · · + en印

中出现的仅仅是变量 工 的 自 然数幕
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我们能够在区间 [O , 1r] 上讨论这个 问题 因为 x' 的整多项式显然也是 x的整多项式 ．
为了不使符号复杂，认为原来给出的 区间就是 [0 , 叶

现在将函数 f( x) 延拓到整个 区间 ［一7r, 1r] 上，令

f(- x) = f( x) (0 < x :s; 1r) .  

这样函数还是保持着连续性，并且显然满足条件 !(一1r) = f(1r) . 在这种情形下，根据
定理 1 , 可以找到这样的三角多项式 T( x) , 使得关于在 -7r 与 7r 之间的一切值 x, 我
们有

lf( x) - T( x) I < - . 2 
( 14) 

如果将 T 中的每个三角 函数用它的 x的幕级数展开式 [404] 来代替，则也可将函数
T 表示为处处收敛的幕级数：

T( x) = 区 如X四
m=O 

这个级数在区间 ［一7r, 1r] 上一致收敛； 因此当 n 充分大时，如果令这级数的第 n 个部
分和就是多项式 P( x) , 则关于在 区间 [—7r, 1r] 上 x的一切值， 我们有

IT( x) - P( x) I  < - .  
2 

现在只 要比较 ( 14) 与 ( 1 5) , 即得 ( 1 3) .

( 1 5) 

与前面相仿，我们能给出这个定理的另一种表述法： 我们 可将在 区 间 [a , b] 上的
连 续 函数 f( x) 展开为一致收敛的 级数，其 中 各项是整代数多 项 式 ．

735. 函数的平均近似法 ·傅里叶级数的部分和 的极值性质 当用函数 g( x) 接
近在 区间 [a , b] 上的函数 J( x) 时，我们可不用一致近似法，而在另外一种观点上， 要
求两函数 只是 “平均“ 近似 ． 在这种情形下， 可取它们的平均偏差

8' = — j lr( x) l dx 
b - a a 

或均方偏差（在下面，我们总是用这种偏差）

8" = , /  2a l
b

产 ( x) dx

作为近似的尺度 而且不考虑这一表示式，而考虑 比较简单的数量：

� = J 产 ( x) dx= (b - a)8"气

则更为便利
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我们 重新考虑 区间 [a, b] 上平 方可 积 函数的任一 正交 系 ｛伤m (x)} (m = 0, 1 ,  
2, · · · ) [679] . 设 f(x) 是 在同一 区间上 所 给出的一个平 方可 积 函数， 并 且n 是一
个固定的自然数 我们提出这 样的问题 当 任意选取 系数 而， "fl , . . . ' "(九 时 ， 从前面
n+ l 个 函数 中的一切线性 组合

吓 (x) = "(o<po (x) + 'Y1<p1 (x) + · · ·  十 'Yn吓(x) (16) 

中 ， 找出那 样的 函数， 在均 方偏 差的意义下 ， 最 好 近似于 函数 f (x) . 换句话说 就 是
需要 使数量

达到最小值

斗 ＝ 『 [f(x) - 吓 (x)]2 dx 
a 

在这里 ， 代入吓 (x) 的展开式 ， 我们得到

b n 

斗 = 1 户 (x)dx — 屯。气b
f(x卢(x)dx

n 

＋兰勹吐 (x)dx + 2兰灼m lb
饵 (x)<pm (x)dx

由于 函数系的 正交性 ， 最后 一个和式等于 零． 引入常数

灿 ＝ 『 吐 (x)dx
a 

及 函数 f(x) 的（广 义） 傅里 叶系数

伽 ＝ 上 『 f(x)<pm (x) dx,
入m a 

则 可将 斗 的表示式改写成 下列形式 ：

斗 = lb
广 (x)dx - 2 产 灿Cm加 ＋ 产 三a m=O m=O 

为 了要 在和式 符号后 得到完全平 方， 必须 在那里 再引入入 me;. 诸项． 对 这 些 项 附加

加 号及减号， 最后就 得到 ：

斗 ＝ 『 广 (x)dx - 产 灿点 ＋ 产 品 （伽 － 如）2

a m=O m=O 

现 在显然 可 见： 当最后 一个和式等于 零时 ， 也就 是当

'Yo = co , "(1 = c1 , · · · , 'Yn = Cn 
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时 斗 达到它的最小值．
因此在一切形如 (16) 的 多 项式 中， 恰好是（ 广 义） 傅里叶级数的 部分 和

sn (x) = 句'Po (x) + c1cp1 (x) + ·  · · + c心坛 (x)

使得数 量 心 达到 它 可能取得的 最小值：

l
b 

8n = [f(x) - sn (x)] 2 dx = 广 (x)dx - (17) J 
区 灿c盂
m=O 

在 某种意义 下 ， 傅里 叶系数作为一切 可能的系数中 “最 好 ” 的系数， 重新吸引 了我们
的注意！ 重要的是 在这里应 当 指出： 如果 某些系数 对于 固 定的 n 是 “最 好 的＇，则它
们 对于 较大的值 n 也还是 “最 好 的＇，不 过 这时 还要加 上 一些新的系数罢 了！

等式 (17) 称 为贝塞尔恒等式 从这 恒等式 可 推 得不等式。
兰品c;,. ( l

b
尸(x)dx

及（ 如果当 n -----+ + oo 时取 极限）

3
 

d
 
、 i

lx
 （ 

2
 f

 
b

 

l
 

<] 
2
m
 

c
 

m
 

入

oox- ( 18) 

这是 贝塞尔不等式巧妙的是只要 函数 f(x)平方可积分 ， ( 18) 中的级数永远是收敛的
当 n 增加 时 既然 8n 的表示式 (17) 中加 入了新的负数项 ， 所以 6九减 小 . n 越

大，则和式 sn (x) 越 “平 均＂ 接近于 所考虑的 函数 J(x) . 于是自然产生 了这个问题
增大n是否 可以得到任意小的 均 方偏差，即是否 可以使得当 n 一 oo 时 6九 趋近于 零 ？

如果 这 点成立，则 可 说和式 sn (x) "平 均＂ 收敛于 函数 f(x) [我们 强调指出： 这样
完全不假定 sn (x) 在通常字面的意义下 ＇点性 ＂ 收敛千 f(x) ] . 由 贝 塞尔恒等式 ， 显
然可见这时（并 且只 在这时） 等式 ［参考 (18)]

00 

呈灿心 = 1 尸(x)dx

成立 ． 我们 随 着斯 捷克洛夫称 它是封 闭性 方程． 但是通常称 它是 帕塞瓦尔 (M.A.
Parseval) 公式 即由 19 世纪初年考虑 过 （ 三角 函数系的） 类似公式的一位数学家 而
得名（但是他的讨论是没有 根据的） ．

如果 封闭性 方程 对于 每一平 方可积分的 函数 f(x) 成立，则函数系 {'Pn (x)} 称 为
封闭的．

现在我们将整个所讲到的特别应 用到 三 角 函数系 (9) . 则在进行讨论时 ， 须用三
角 多 项式

品(x) = A。 十 文 如 cos mx + Bm sin mx 
m=l 
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来 代替 (16) , 并 且研究由 它所给出 而由 数量

凶 = f [f(x) - Sn (x)]2dx 
-71" 

所表 征的 “平 均“ 近似 法．我们看到 ： 当 n 固定时，傅里 叶级数的 相应的 部分 和
n 

妎 (x)
a。＝ 歹 ＋ 区 amcos mx+ 加 sin mx

m=l 

使得数 量 斗 达到 它的 最小值． 这个最小值是由 等式

8n = 1-: [f(x) - 妎 (x)]2 dx = 1-: 广 (x)dx - 1r { 孚 + tl品 ＋ 砬） } (19) 

（ “贝 塞尔恒等式 " )所 给出的． 与一般情形 一样． 由 此 可 见由 傅里 叶系数的平 方所组
成的级数收敛

a5 oo 

2 — 十 汇( a;. + 岛) ( .!.  /
71"

尸 (x)dx
m= l 

（ “贝 塞尔不等式 " ).
关于所考虑的具 体 的 函数系 (9) , 我们就 可 完全解决在一般情形 下所提出的问

题， 解见 下 目．

736. 三角 函数系的封闭性 · 李雅普诺夫定理 下面一个值得 注意的定理首先
是由 李雅普诺夫所严 格证明的 （关于有 界 函数的情形）．

定理 无论平方 可积分 函数 J(x) 是怎样，永远有

lim 8n = 0, n---->oo 

并且 封闭 性 方程成立：
(X) 

孚 ＋ 汇 （心 ＋ 砬） = � 九．
/

71"

广 (x)dx.
m=l -71" 

(20) 

我们将证明分成几个阶段：
10 如果 函数 f(x) 在区间 ［一7r, 1r] 上连续 并 且满足条件 f(-1r) = f忨），则根据

魏尔 斯 特拉 斯 第一定理 有 三 角 多项式 T(x) 存 在 （我们在这里用N 表示 它的阶次），
使得

lf (x) - T(x) I < 晶
其中 e是预先任意给出的 正数． 这时

/
71" 

[f (x) - T(x)]2 dx < E:. 

-71" 



[736) §1. 傅里叶级数的运算· 完全性与封闭性 · 485 · 

既然可将 T( x) 随意看作任一阶次为 n � N 的三角多项 式 ， 则根据傅里叶级数的部
分和的极端性质 [735] , 当 n � N 时 ， 更应有

8n = /
11" 

[f( x) - sn ( x)]2 dx < E:, 

因此当 n -----+ oo 时6九 一 0.
20 为了 要延拓这个结论到另外的情形 ， 我们先建立一个辅助的不 等式
如 果将一个 平方可积 分 函数 f( x) 表示 为两个 平方可积分 函数之和的形 式 ：

J'( x) + f"( x) ,  则当用撇号表示与它们相对应的数量时 我们有

从而

f( x) - sn ( x) = [J' ( x) - s� ( x)] + [J" ( x) - s� ( x)] ,  

[f( x) - sn ( x)]2 ( 2{ [J' ( x) - s� ( x)]2 + [J" ( x) - s� ( x)]2} ,  CD 

而且进一步有

1_: [f( x) — sn ( x)]2 dx ( 2  {/
71" 

[J' ( x) - s� ( x)]2 dx + 
71" 

[f" ( x) 一 点( x)] 2 dx}/
_71" 

或者简单地写作：
8n ( 2{砬 ＋ 必｝．

最后 ， 我们注意： 从（应用到函数 !' 的） 贝 塞尔恒等式 ［参考 ( 1 9)] 可推得

必 ( /
71"

j"2 dx. 

因此 结果得到
71" 

8n ( 2{砬 + j J"2 dx} . 
-71" 

这就是我们需 要的不 等式

(2 1 )  

于 现在设函数 f( x) 在 区 间 [—7r, 1r] 上 常 义可积分（那么它是有界的）． 我们可
认为 !(一1r) = f忨）， 因为如果需 要的话， 只 要改变函数在 区 间的一个端点上的值 与
证明魏尔斯特拉斯第一定理 [734] 时相同 作出辅助函数 </>( x) , 但在这次我们选取区
间的细分法使得

©在这里， 我们应用了初等不等式

汇 WillXi < 
i 

40 '  

(a +  b)2 � 2(a2 + b2) 
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其 中 e 是预 先 任意取 定的 正数， Wi 是 函数 J 在第 i 个部分 区间上的振幅 Q 是 函数
J 在 -7r 到 T 的整个区间上的完 全振幅 [297] .

令

J' = 'P, J" = f - 'P· 

根据 1o , 当 n --+ oo 时 ，8� --+ 0, 因 此从 n 的 某一值开始，

砬 < - . 
c 
4 

在另 一方面因 为 在第 i 个部分 区间上

lf"(x)I = lf(x) - cp(x)I � Wi, 

所 以 !.,,. 
j"2 dx = 汇 ／生i

J"2dx � 区 w沁Xi � f! 艺 心Xi < �
-11" x; 

现 在根据 (21) , 已 经显然 可 见： 对于 充分 大的 n,

8n < E:, 

等 等
40 最后 ， 设函数 f(x) 是非 常 义 可 积分 的 但 是必须是平 方 可 积的 为 了 简单

起 见， 我们假定在这里 X = 1T 是 f( 与户） 的唯一的奇异点 ． 这时 对于 已 给的 c > 0, 
可 找到 r, > 0, 使得

/
71"

户dx < �-
7r 一n 4 

在这种情形 下 ， 令：

并 且相 反 地 令

显然

J'(x) = { 
J(x), 当 - 1r �x < 1r - r, 时 ，

0, 当x � 1r - r, 时 ，

J"(x) = { 
0,  当 - 1r �x < 1r - r, 时
f(x), 当x � 1r - r, 时 ．

1-: j''2dx = [�11广dx < �  

在另一方面把刚才所证明的结果应 用到 常 义 可 积 函数 f' . 应 用 (21) , 我们 可 以断 定
这时也有 8n --+ 0. 这样 ，李雅普诺夫定理的证明就 完成了．

利用上目 中所建立的术语 我们 可 以说三角 函数 系是封闭的．
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737. 广义封闭性方程 设已经给出在区间[ -rr, rr] 上平 方可积 的两 个 函数 f(x)
及 cp(x). 如我们所 知 [483, 6)], 这时 函数 f+ cp 与f - cp 也是平 方可 积的 如果分 别
用a如 如与知 ， 如分 别表示 函数 J与中 的傅里 叶系数，则显然 am 士 O'.m, bm 士 f3m
是 函数 f 士 中的傅里 叶系数

将封闭性 方程分 别应 用到 函数 f+ cp 与f - cp, 我们 得 到

(ao + ao)2 00 1 71" 

2 + fl[(归 ＋ 妇）2 + (bm + 肛）21 =
;: [11"u + 矿dx

(ao - 匈）2 00 

2 + 区 ［（
m=l 

1 
am - 三 ＋（ 加 － 华）2] = - /

71" 
[! - 矿dx.九． -71" 

如果 将这两 个等式两 端相减，则当注意到恒等式

(a+ b)2 - (a - b)2 = 4ab 

时，我们得到广 义封闭性 方程

00 aoao 1 
了 ＋ 汇 (a衄m + bm兑）= - /

71" 
f(x冲(x)dx .九一

m=l -71" 

当 cp= f 时由 此得 方程 (20) . 这 个一般的公式也称 为帕塞瓦尔公 式

(22) 

广义封闭性 方程 (22)与傅里 叶级数的逐项积分的问题有 极密切的关 系 系数
O'.m, 彻 用它们的积分 表示式来 代替：

1 
知 = ; /

71" 

cp(x) cos mxdx 
-71" 

肚 = � /
71"

cp(x) sin mxdx 
-71" 

把等式 (22)改写成下列形式 ：

(m = 0, 1, 2, · · · ) , 

(m = 1, 2, · • · ) , 

1_: 平(x)dx+ f;
1

1_: (a:m cosmx + 加 sin mx)cp(x)dx = /_
71"

71" 
f(x冲(x)dx.

由 此 可 见， 上述等式 完全与这 个断语等 价： 用任意的 （平方 可积 ） 函数 cp(x) 乘（平方
可积 ） 函数 f(x)的傅里叶级数后， 则 能在从 气r 到 7r 的 区 间 上逐项积分．（这就 是 说

结果得到两 个 函数的乘积 的积分 ！）
当然， 在这里 区间 ［寸，1r] 可用它的一部分 [x' ,x"] 来 代替，因 为这就 归 结到（ 譬

如说）将函数 中 用另外 一 函数来 代替． 这个 函数在区间 [x' ,x"] 上与中 一致， 而 在这
区间外则等于 零． 当 'P = 1 时 我们回到 了 在 731中所建 立的论断， 但是 在这里有
一点限制： 我们还须要假定 函数 J是平方可积的 ．
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当对 J 与 中 加上不对称的条件时，就是减轻一个函数的条件，而加重另一个函数的条件时，我
们也能证明公式( 22). 杨( W.H.Young) 像这样推得了下面 的定理： 假定函数 f(x ) 在 区 间 ［一T司

上绝对可积，而 函数 cp(x ) 有有界变差，则公式( 22) 成立．

证明 要依靠函数 cp(x ) 的傅里叶级数的部分和 吓(x ) 的一个性质，一直到后面我们才证明
这个性质 (744,5° ] : 部 分和一致有界这就是说 对于 -?r � X � 1r 与 n = 1 , 2, · ·· , 

1 吓(x ) I � L ( L  =常数）．

我们暂时应用这个性质而不加证明
不失推理的一般性，可假定函数 cp(x ) 的不连续点都是正则 的 (684], 因此永远有

cp(x ) = cp(x + 0) + cp(x - 0). 

在这种情形下，根据狄利克雷4若尔当定理 (686], 关千x 的一切值，我们有

并且同时

如果 f(x )有界：

因此

lim 吓(x )= cp(x ), 
九 - oo

浊心 f(x )吓(x )= f(x )cp(x ) . 

lf(x ) 区 M ( M = 常数），

lf(x )吓(x ) I � ML ( n=O, l , 2, · · · ), 

则由阿尔采拉定理[526], 我们断定
71" 71" 

J吧l,r J(x )吓(x )dx = l,r J(x )cp(x )dx ( 23) 

对千无界的（但是绝对可积的） 函数的情形，也可断定这个等式正确． 设 X= 1r 是 f(x ) 是唯
一的奇异点． 这时首先对千己给的 € > 0, 我们选取 T/ > 0, 使得

/" lf(x ) ldx < c:; ,.._,, 
同时不等式

i�/(x 冲(x )dx < Le:, /" f(x )吓(x )dx < Le: ,.._,, 
也成立（无论 n 是怎样，后一不等式成立）． 在区间 ［一1r, 1r - TJ] 上 ［函数 f(x ) 在 这 区间上有界］

与( 23) 相似，我们有

,.._,, ,.._,, 二/_,.. f(x )吓(x )dx = f f(x )cp(x )dx. 
一 勹

由此就 已容易得到等式( 23).
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已证的等式只是公式 (22) 的另一种写法， 因为

叮� f(x)吓 (x)dx心 /_� f(x) [孚 + t (Om cos mx + f3m sin mx)] dx 
m=l 

n 
a。no＝ 丁 ＋ 汇 (a呻m + bmf3m) •  

m=l 

·489· 

在与前面不同的条件下， 作为与傅里叶级数的逐项积分法相关的论断， 我们能够重新表述广

义封闭性方程 （而且由 千在这里对函数 J 与 r.p 加上不 对称的条件， 所以有 两 种不同的表述法．）

我们注意这次可得到第 731 目 中的命题作为有完全一般的推论．

738. 傅里叶级数的乘法 设已 知 两个 函数 f 及 <p, 与它们的傅里 叶级数：
00 

!( )  
a。

X ~ 了 ＋ 汇 (am cos mx + 加 sin mx) , 

<p(x) 

m=l 
00 a。～ 了 ＋ 汇 (am cos mx + 彻 sin mx) . 

m=l 

我们 现在提出的问题是： 要将这两 函数的乘积 f<p 写成傅里 叶级数：

f(x)<p(x) ~ —  A。
2 

(X) 

＋ 汇 (Am cos mx + Bm sin mx) , 
m=l 

也就 是要 将它的系数用已 给的系数 a, b与a, (3 表示出来 ．
我们假定 函数 J 与中 平 方可 积变 于是关于 它们的广 义封闭性 方程 (22) 成立．

这时由 它 可直接导出系数 心 的表示式 ：

A。 = _!_ /
71"

扣dx = 三 ＋ 产 (am妇 + bm彻）．
九一 -71" 2 

m=l 

确定 系数 Ak , 凡 时（当 k = 1 , 2 ,  · · · 时），也不难归 结到应 用公式 (22). 儿 的表
示式

Ak 
1 

= ; /
71"

扣 cos kxdx
-71" 

与心的表示式的区 别是用 cp cos kx 代替了 cp. 我们设 法 找出 cp cos kx的傅里 叶系数：

1 
;: /

71" 

cp(x) cos kx • cos mxdx 
-71" 

� � { ; { ,p(x) cos(m + k)xdx + ;  { ,p(x) cos(m - k)xdx} 

= 2 (0'.m+k + 妇-k) ,

_!_ /
71" 

cp(x) cos kx • sin mxdx = ! (和+k 心-k) ,
九． -71" 2 

©我们可不这样假定， 而假定函数 f绝对可积， 中 有有界变差．
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这些公式不但对于m?k成立，而且对千m<k也成立，如果约定令

lY-h = lYh, /3-h = -f3h 

的话． 现在又根据公式 (22),
00 

Ak = 
ao句C 1 

2 
+2 区 [am(知+k吵m-k) +加（扣+k +华-k)].

m=l 

同样得到

Bk = 宇 +�f;
l
[呫(f3m+k-f3m-k) -加(am+k五m-k)].

这些公式就解决了所提出的问题．

[739] 

有趣的是应指出：系数A,B的这些表示式能够由函数 J 与中的傅里叶级数的形

式乘法求得如果在乘法中将余弦与正弦的乘积换成它们的和或差，并且集合各同类

项的话． 我们在这里甚至于完全不假定被乘级数收敛，那么这种情况就更加值得注

意了．

739. 封闭性方程的若干应用 在傅里叶级数论本身以及在分析学的其他邻域中，封闭性方

程有多种多样的应用．我们用例子来考虑几种应用．

F 傅里叶级数的绝对收敛性 下面的定理是由S.N. 伯恩斯坦院士所发现的：如果以21r

为周期的函数J(x)满足具有指数n>-的利普希茨条件
2 

lf(x+h)-f(x)I�Llhl", 

则级数
00 00 

区 Pn 心石言
n=l n=l 

收敛，其中知，如是函数J的傅里叶系数.CD

则

我们首先注意：如果
00 

f(x) ~譬＋汇(am cosmx +加sinmx),
m=l 

00 

f(x士h) a。～了＋区[(am cosmh土如sinmh) cos mx 
m=l 

＋（如cosmh干am sin mh) sin mx] 

(690,26)]. 在这种情形下，
00 

f(x + h) - f(x -h) ~ 2 区 sinmh(bm cos mx - am sin mx), 
m=l 

(!)由此可知级数艺lanl与区1加 1分别收敛因之对应的傅里叶级数绝对收敛．
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并且根据封闭性方程

�/
"'

[f(x + h) - f(x - h)]2dx = 4 产凡 sin2mh.
-7r rn=l 

如果现在考虑到利普希茨条件本身，则可用数Ch2"'估计左端的积分，其中C是常数． 取任
意的自然数N 入 h

九
．

，c:r =窃， 则

立�sin2竺:::;;C1N-2" 
2N rn=l 

（在这里G表示一新常数），因此更有

产心in2 罢:::;;C1N-2 "'
. 

N rn> 一

2 

N 
但是关千m> 一 ， 显然，2 

因而可断定

2 m1r • 2 1r 1 sin - > sm - = -
2N 4 2' 

立吐:::;; 2C1N-2 0 . 

N 
rn> 一

2 

特别， 如果选取N = 2 v (v = 1, 2, · · ·), 我们有

立 p;, ::;;; 2C1 ·T2""'. 

rn=2"-1+1 

但是根据熟知的不等式(133,(5a)],

沪 2" 令 2" 古

_J�,., p,,. �{主乓1叶｛主+' I'}
<年·2

一""'. 2令(v-1) = 沉2"<今
一

a)_

求V = 1,2, · · · 时所有类似的不等式的和，我们得到

00 00 1 

区 Prn ::,;; 沉区2"<2-a) < +oo, 
rn=2 v=l 

1 
因为当a>-时右端的级数收敛．这样就将定理证明了．

2 
1 

这里得到的结果极为准确：我们能用例子证明，当a = -时，它就不能成立．
2 

2 0 若干不等式的证明 封闭性方程可以用来证明一系列有用的不等式．
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我们先研究斯捷克洛夫首先指出并且成功地应用到数学物理上的不等式． 设函数 J(x) 在区

间(0,1r] 上连续，并且在这区间上 （只可能有有限个例外点） 有平方可积的导数 J'(x). 这时如果

条件

或

中有一个成立，则不等式

(a) /
"'

f(x)dx = 0 。

(6) f(O) = f(1r) = 0 

lo
"'

[J'(x)]2dx�/
"'

[f(x)]2dx (24) 

成立；而且在情形 (a)下，只有当函数有 f(x) = Acosx 的形式时才能得到等式，在情形 (6)下，

则只有当函数有 f(x)= Bsinx 的形式时，才能得到等式．

我们从情形 (a) 开始在这种情形下，函数在区间[O,1r] 上的余弦展开 式中缺常数项：

00 

J(x) ~区 an cosnx. 
n=l 

因为对千函数 J(x) 在区间［一1r, O] 上的偶性延拓，条件 f(-1r)= f忨） 成立，则根据第 732目的

法则，
00 

J'(x) ~ -区 nan sinnx. 
n=l 

不难看出，封闭性方程在区间[O,1r] 上关千余弦级数与正弦级数都成立；现在根据这个方程

则有

订 [f(x)]2dx =立
n=l 

并且同时有
2 

00 

;: / [J'(x)]2dx =汇心．
n=l 

于是可直接推出不等式 (24), 而且显然，只有如果

an =0在n�2 时，

也就是如果 f(x) = a1 cosx, 则 (24) 中的等式才可能成立．

在情形(6)下，我们同样考虑函数 f(x) 的正弦级数：

00 

J(x) ~汇加 sinnx.
n=l 

对千函数 J(x) 在区间［一1r, O] 上的奇性延拓，根据条件 (6), 在 x=O 处仍有连续性，而且也具备
条件 f(气r) = f忨），因此可重新应用第 732目的法则：

00 

J'(x) ~汇咄 cosnx.
n=l 
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在 这里再应用封闭性方程 就能够立刻解决我们的问题．

后来，维尔丁格(W.Wirtinger)建立了若干较一般的不等式．假定函数J(x) 在区间［一1r, 1r] 
上连续，并且在这区间上（只可能有有限个例外点）有 平 方可 积分的导数J'(x). 那么如果条件

f尸） =f忨）及f
"'

J(x)dx= 0 
-7r 

成立，则不等式

I:[J'(x)]
2
dx:;,, I:[f(x)]

2
dx 

成立，而且关千形如f(x)= Acosx + Bsinx的函数能得到等式

与
上面一样，证明归结千应用封闭性方程 到下列级数：

(25) 

00 

J() 区x ~ an cos nx + bn sm nx 
n=l 

与 00 

J'(x) ~汇 n(bn cos nx - an sin nx). 
n=l 

如果特别地假设函数f(x) 是 (a)偶函数或(6)奇函数，则由(25) 得到斯捷克洛夫不等式．

在下面，我们要举出建立更复杂的不等式的例子 ．

矿 等周问题 在具有已给长度L的一切可能的平面闭曲线中 ，需要找出包围着最大面积
的图形的那个曲线

我们已经知道解答 是 圆周．现在叙述赫尔维茨(A.Hurwitz)所得到的一 个纯粹分析上的证明，

而且只限千考虑 光滑曲线．

设长为L的光滑闭曲线 (L) 是用参数方程给出的，并且 取 从某一点开始计算的弧长s 作为
参数

x = x(s), y = y(s) (O·::;;; s::;;; L). 

换用从0 到加之间变化的参数t=竺芒，将 这些方程写成下列形式 ：
L 

X = cp(t), y =心(t) (O:::;;t:::;; 加）；

我们特别注意下列 条件成立：

c.p(O) = c.p(21r) 及心(0)=心(21r).

根据(732目］，显然对函数c.p(t)
与

心(t)的傅里叶级数：

00 

cp(t) 
a。 ＋区 arncos mt + brn sin mt, 

m=l 
00 

劝(t)
Co ＝ － ＋汇 Cm COS mt+心sin mt, 

m=l 
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逐项微分，就得到它们的导数的傅里叶级数：

因为

所以

00 

凶t) 汇~ mbm cos mt - mam sm mt, 
m=l 

00 

创(t) ~汇 mdm cos mt - mcm sin mt. 
m=l 

在这里应用封闭性方程，我们得到

21r 00 
1 :;;:I 脓(t)]

2dt =汇忙（心＋岛），。 rn=l 
27r 00 

1 :;;: I 陪(t)]2dt =区忙（点 +d切．。 rn=l 

屈(t)l气［创(t)]2 = (s扩＝盖

00 

L2 = 21r2区忙（吐＋岛＋点＋心）
rn=l 

(26) 

(27) 

在另 一方面，根据已知的公式 [526(9)], 可将被考虑的曲线所包围图形 的面积 F 表示为：

F= f xdy=『"'
x'!Jj_dt =坏

(L) 0 dt I cp(t)创(t)dt.®。
在这次应用广义封闭性方程 将面积的表示式写成下列形式：

00 

F = 7r汇 m(arn心 - brncrn)-
rn=l 

在这种情形下，用扛乘等式 (29), 再从等式 (27) 中减去，便得到

00 00 

亡 - 4吓=21r2 {笘
1
忙(a;,, +岛＋点＋此） - �2m(arn也 — brn扫）｝

=27r2 {皇(marn -心）2 十音(mcrn + brn)2 + t, (m2 - l)(b;,, +吐）｝

并且因为在大括号内和式中的一切项都不是负的，所以 ”等 周不等式”

L2 -4社,'�0,

即

F� 炉
41r 

永远成立

©如果假定（我们能够这样假定）当参数t由0变到加时，则依照正向描出了这曲线

(28) 

(29) 
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只有当和式 中的一切项都是零时 ，就是当

心=mam, bm =—mcm (m = 1, 2, · · ·), bm =心=0 (m = 2, 3, • • •) 
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时，才 能在 上式 中取等号 并且同时面积 F 达到 它所可能取得的最大值 ． 这种条件与下列关系
式等价：

但这时

从而

d1 = a1 l C1 = -b1' am = bm = Cm = dm = 0 关千 m�2. 

1 x= -ao + a1 cost+ b1 sint, 2 
1 

y=-co — b1 cost + a1 sin t, 2 

(x — 长） 2 + (y- 扣） 2 = ai + bi, 
所以这 曲线就是圆周！由此 证明了圆周的极值性质 ．

此外 我们注意如果应用不等式 (25)<:D, 则不 用封闭性方程已 能 证明等周 不等式．实际上 ， 不失

普遍性， 我们可以假定曲线的重心在 y 轴上 ，这就是说

厂叩）dt = 0. 。 (30) 

则由(26) 及(28), 得到

呈- 2F = 1
2

,r [c.p'2 +泸]dt-2 fo
271"

吵'dt=『扣 — 创] 2dt + 1
271"

炉,2 — c.p2]dt�0

这正是根据 不等式 (25), 并且考虑到条件 (30) 而得到的． 在 这里只有 当 cp(t) = A cost+ 
Bsint及剞(t)= c.p(t) 时才 能得到等式，而这时心(t)= Asint - Bcost + C, 等 等．

§2. 广义求和法在傅里叶级数上应用

740. 基本引理 为了避免 在以下的叙述中重复起见，我们先作 若干一般的讨
论， 这些讨论是下面一系 列证明的实质．考虑一般形式的含 参 数入的积分 (a> 0): 

a 
J(入）= J g(t)<I>(t, 入）dt. 。 (1) 

设参数的变化 区域是某一集合 A= {入｝，它有一有限或无限的聚点 w. 假定函数
<I>(t, 入）关于 t 在 [O,a] 上的值及入 在 A中的值有意义，并且当入是常数时 ， 这个函
数对于 t 为常义可 积 ．此外，我们还对函数 <I>(t,入）加上下列三个 条件：

1 ° <I>(t, 入)�O;

O 显然 ， 当将区间 [-7r,7r] 换作[O,加］时它亦成立
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2 0 不论入是A中的哪个值，

「 <I>(t,入）dt = 1; <D 。
30 对于 任意的研<8 < a, 数 量

当入---tW 时趋近于 零

M(8, 入）= sup <l>(t, 入）
t�/j 

为了简单起见，我们 将满足这些 条件的函数 <I> 叫做"正核'.

(740] 

引理如果<I>(t,入）是正核，而g(t) 是任意的绝对可积函数，并且极限 g(+O) 存
在，则

lim J(入）=g(十0).
入----->W

证 由 2 0,

g(+ 0) =l
a

g(+O) <l>(t, 入）dt; 。
从等式 (1) 的两端减去 这等式，就 得到：

J(入）- g(+O) = f
a 

[ g(t) - g(+O) ]<l>(t, 入）dt. 。
己给任意的数 € > 0 ,  现 在我们 选取 8( 0< 8 < a), 使得当 0<t�8时，

€ lg(t) - g(+O) I < -
2' 

并且我们 将 上面的积分分解成为两个积分的和
a 8 I = I + l

a 

= J1 + h, 
0 0 8 

对于 其中第一个积分，注意10 与2 0 '立刻得到 一个与入无关的估计值：

另 一方面，

IJ计�/
0

lg(t) - g(+O) l<I>(t, 入）dt <�/
0 

<l>(t, 入）dt <� 。 2 。 2

lhl�f
a 

lg(t) - g(+O) l<I>(t, 入）dt�M(队）f
a

lg(t) -g(+O) ldt. (2 ) 
/j 0 

©只要假定

三 4>(t, 入）dt = 1 

就够 了，但是我们 不研究这种推广
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由 3°,h 一 0, 因此对于充分接近于w的值入，就有 l hl <�, 而且同时有2 

IJ(入） - g(+O)I <€, 

这就是所需要证明的
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对于以上所讲的我们还要作补充如下．假定函数g除去与变量t有关外，还与
一变量 x(O�x�a) 有关：

g = g(t, x), 

而且当 x 为常数时满足前面的条件．这时，如果 l)g(t,x) 对于一切 t 与 x 一致有界

lg(t, x)I�L 

并且 2)g(t,x) 关于 x 一 致趋近于 g(+O,x); 则当入 -+W 时，积分

J(入， x) = fa 
g(t,x)<I>(t, 入）dt 

关于 x 一致趋近于极限g(+O,x).
实际上，根据 2) 我们可选取前面已考虑过的数 6与x无关．又因为根据 1),

lg(t,x) - g(+O,x)I�2L, 

所以能改变不等式 (2) 如下：

lhl�2LaM(从），

其中右端与 x 毫无关系．由此可见对于充分接近于w的值入，不等式 lhl <� 同时
关于一切值 x 成立，因而不等式

IJ(入，x) - g(+O,x)I < c 

同时关于一切值x 成立，这就是所需要证明的

741. 傅里叶级数的泊松－阿贝尔求和法 设 f(x) 又表示以加为周期并且在
任意的有限区间上绝对可积的函数．考虑它的傅里叶级数

00 

f(x) a。
2 

＋汇am cosmx +加smmx
m=l 

(3) 

并且当任意固定x时，对于这个级数应用泊松－阿贝尔广义求和法[418]. 为此，我们
用产 (m=0,1,2,···) 依次乘这个级数的各项其中 0 < r < 1, 并且作出级数

00 

J(r,x) a。＝歹＋汇产(am cos mx + bm sin mx). 
m=l 

(4) 
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因为当m 一 oo时，系数 am, 加趋近千零[682] , 所 以它们全体有界：

l a叫，1如飞K (K =常数），

因此级数 (4 )简单地以级数2KI:go产 作为强函数，并且显然 收敛 ．
现须研究 当r 一 1 时它的 和f(r,x)的性质，为了 使研究 简化我们 将 J (r,x) 表

成积分的形式如果把 (4 )中的 系数 am,如用它们的积分表示式

1 
am =

;: 
『 J ( u)cosm udu -rr 

加＝ 丿Irr
f( u)sin m udu 

7r 一六．

来代替，则首先得到

(m =O,l ,2 ,··· ), 

(m = 1, 2 , · • • ) 

f(r, x) =�J_
1r

1r 
J ( u)d u +�fl 

rm 1_: f( u) cosm ( u -x)du, 

然 后

J (r , x )  = 
;: /_ 1r 

J ( u) { 2 + f
1
产 cosm ( u -x)} du 

这种转换是根据第 510 目中的 推论进行的 ：用 绝对 可 积函数乘大括弧内（关于x的）
一致收敛级数后，我们可以逐项积分．因为已知 这个级数的 和［例如可参 考418 ,2)]:

1 (X) 1 2 
2+ 汇产 cosm ( u -x) = -

1 -r 

2 1 -2r cos ( u -x) + r2 ' 
m=l 

所 以最后得到 这样 的 表示式

1 1r 1 -r2 

J (r, x)  =
云J_ 1r

J ( u) _ ,、n du. (5 ) 

这个值得注意的积分称为泊松 (S . D . Po isson )积分，它在分 析学中许多问题上起着重
要的作 用

事实上，在 “广义求和＇ 的 观念出现以前好久，泊松已经研究过级数 (4 )以及从
它导出的积分 (5 )'但是他的 推理是不够严格的施瓦茨 (H.A.Schwarz )才建立了泊

松积分的 严密理论

定理设函数f(x) 在所考虑的点 x 处有右极限与左极限J (x士0 ). 则

忌。J (r,x) =导。卢 1_:f( u) 1 -2rc�s(u

r
�x) + r2 du 

f(x + 0 )  + J (x — 0 )  (6 ) 
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特别在连续点处 ， 这个极限就等于J (x).
如果函数f(x)处处连续，©则 J (r,x) 关于x 一致趋近于f(x).
证 与变换 狄利克雷积分 一样 [681], 对于泊松积分 (5 ) 作变换， 我们得 到

f(r, x )  =卢 !
1r

[f (x + t) + f (x -t) ] 
1 -r 2 

n dt. 
1 -2rcost + r 

为了 要 把上目 中的引理应用到 这一积分 ，令

J (x + t) + f (x -t) = g(t), 

并且取函数
1 -r 2 1 

<I>(t,r) = -
1r 1 -2r cost + r 2 
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( 7) 

( 8) 

作为核（ ＂泊松核＇ ）． 在这里，r 起着参变数入的作用 ， 它的变化的 区域是区间[O,1), 
而 w = 1. 我们要证明函数 巾满足前目 中对于正核所提出的一切条件．

首先 <I>(t,r) > O[参 考条件1o]. 实际上， 当r < 1 时 ，分数 ( 8) 的分 子显然是 正
的；如果将分 母写成下列形式

2 t 1 -2rcost + r 2 = (1 -r) 2 + 4rsin -
2' ( 9) 

则对于分 母也容易 作出同样的结论．其次，如果在(7) 中令J 三1, 则也有 J (r,x) 三1,

并且我们得到
.!_ !1r 1 -r 2 

dt = 1 
T 。 1 -2rcost + r 2 ， 

这就是 说条件 20 得 到满足．最后 当8�t�7f时 （如果数 6是在0与 7f之间任意
8 

选取 的 ），就有sin - �sin-, 因此［参 考(9) ]

于是

2 2 

2 8 1 -2rcost + r 2�4rsin -. 2 

1 1 -r 2 
M(8, r) = sup <l>(t, r) �-

玫t芍 7r 2 8" 
4rsin -

2 
当r 一1时 ，显然M(8,r) 一0(8是 固定的 ）： 这就是 说条件 30 也得 到满足．

在这种情形下 ，根据已提到 的引理 我们有

lim f(r,x)  = lim f (x + t) + f (x -t) = f(x + 0) + f (x -0), 
r----+1-0 t----+十o 2 2 

这就是所需 要证明的

©请回忆我们假定函数/(x)有周期271".
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现在设函 数 J(x) 是处处连 续的． 则它必有界： lf(x)I :;;;; K, 而且同时

I f(x + t) ; f(x - t) I ::;;; K 

此外， 由 于 函数 J(x)一 致连续， 当 t -+ +0 时，表示式

f (x + t) + f (x - t) 
2 

关于 x一致趋近于极限 J(x). 这样， 再根据前 目 所作的补充说明，就证实了定理的最

后的断语．

由 此， 已证明的定理指出了 ：如果函数 J(x) 在 点 x 处连 续 ， 或 充其量有第 一种不

连 续 ， 则 可用 泊 松 —阿 贝 尔 法求傅里叶级数 (3) 在点 x 处的和， 而 且根据不 同 的情 况，

它 的 “广 义和＂ 是

f(x) 或 f (x + 0) + J(x - 0) 
2 

附注 如果事先只在区间 ［一7r, 1r] 上给出了 函数 J(x), 则用通常的方式 [687] 推

到周期 函 数时， 容易看出关于 -7r < X < 1r, 一切都与前面相 同 而关于 x = 士7r,

J(-1r + 0) + J(1r - 0) 
2 

是泊松积分的极限或级数的 “广义和'.

742. 关于圆的狄利克雷问题的解 前 目 中已研究的泊松积分能够应用来解决所谓狄利克

雷问题的一种简单而重要的特殊情形 ． 我们回想： 如果函数 u = u(x, y) 与 它的导数
OU 加
元，玩 ＇

82 u 82u 
扣2 s 8y2 

在某一 区域内连续，并且满足偏微分方程

82u 82u 声 十 乔 = 0 _( 10) 

( "拉普拉斯方程＇ ）， 则 u(x, y) 称为在这个 区域内的调和函数

[602,4)]. 考虑闭周线 (L) 所包围的有限区域 (D). 则对于这

x 个区域的狄利克雷问题可以表述如下：任意给 出 周线 (L) 上的连

续点函数需要找 出 在闭 区域 (D) 上连续，并且在它的 内 部调和的

函数 u = u(x, y) 使得这个 函数在周线上与 已给函数相符. ® 当

区域 (D) 是以原点为中心，以 1 为半径的 圆时，我们要给出这一

问题在这种情形 的解．（显然任意圆的情形 可以化为这种情形 ．）

设给出 了这个圆周 (L) 上的某一连续点函数．如果用极角 0
确 定圆周上各点的位置 （图 145), 则这样就等 于给出了一个连续

©在第 602 目7) 中， 已经证明 了调和函数是由 在周线上的值所唯一确 定的

y
 

图 145
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函数f(0)( 显然有周期 21r) . 在 圆 (D) 的内部也换用极坐标 r, 0 则较 为方 便， 而 将 方程 (10) 换成
相应变换了的方程

沪u l 沪u l 8u 

玩 ＋ 产 而5 十 百0 = 0, (10* ) 

［参考 222,1)) ; 因此 我们要找出 当 r � l 时的连续 函数u = u(r, 0), 使得 它 当 r < l 时满足

方程 (10* ) , 而 当 r = l 时
与

f(0) 符合
按照 导 入的次序， 我们 从 方程 (10* ) 的最简单的解开始 （不考虑常数解） ：

产 cosn0, 产 sin n0 (n = 1, 2, · • • ) ; 

用傅里叶的方 法就能够 将 它 们 找出 来 [721]. 不难直接 证 实这些函数满足 方程 (10*). 用任 意的因

子 An , B九 来乘它 们 ， 并且 加入常数项 心 后 ， 作出级数

00 

u(r, 0) =Ao + 区(Am cos m0 + Bm sin m0)产，
m=l 

这级数在 形 式上©也满足 方程 (10* ) . 最后 ，考虑边界条件： u = (l, 0) = f(0), 我们得到

00 

Ao + 区 心 cosm0 + Em sin m0 = J(0), 
m=l 

从而，
与

通常一样， 我们 断定， A。， Am , Bm 是 函数f(0) 的傅里叶 系数：

A。 a。
2 ' Am = am, Bm = bm. 

结果 我们得到所 提 出 的问题的（暂时还是形 式上 的 解）：

u(r, 0) = 婴 区 产(am cos m0 + bm sin m0). 
m=l 

容易看 出这 个级数就是 函数f(0) 的泊松级数；如果 愿 意的话，可用泊松 积分

u(r, 0) 
1 1 — r 

＝ 玩 1-,, f(u) 
1 — 2rcos(u — 0) + r2

du 

来代替它 要证 实所作出 的函数实 际上 满足一切条件

(11) 

(11 * )  

首先， 因 为系数am
与

加 全体有 界，所 以不难看 出 ：如果限于考虑值 r � ro (其中 ro < 1 ,  

但是可取作随 意 接近于 1), 则由(11) 对r 或对0 逐项微分 （一次 或两次）所得到的级数对r
与

0 都是一致收敛．在这种情况下 ， 它 们的和 就是 函数u(r, 0) 的逐阶 导数， 并且 既然这 个函数的级

数的一切项分 别满足变换了的拉普拉斯 方程 ， 则这 个函数本身在 圆 内， 亦即 当 r < l 时， 也满足这

个方 程

函数u(r, 0)在 圆 内对于两变量全体 (r, 0) 是连续的； 这是因 为根据第 431目中的定理 1(容易
将 它 推广到 二元 函数的情形 ），级数(11)同时对于两 个变量一致收敛 （当r � ro < 1 时）．现在 证

明： 当点 M(r, 0) 从圆的内部趋近于 圆周上的点 M'(l, 0o) 时， 函数u(r, 0) 恰好趋近于 f(Bo) . 实

©如果 假定可以逐项微分 ．
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际上， 由于函数 f(0) 的连续性， 对于任意取出 的 e > 0, 可以找到这样的 c5 > 0, 使得当 10 -0。 I < c5  
时，

lf(0) - f (0o) I < 一 ．2 
另一方面， 因为 当 r --> l - 0 时，u(r, 0) 关于 0一致趋近于 !(0) [741), 所以 可将数 8 设作充分小，
使得当 Ir - 11 < c5 时， 对于一切 0

lu(r, 0) - J(B) I < - .  

因此 最后当 Ir - II < c5 及 10 - Bo l < c5 时， 我们有

lu(r, 0) - f(0o) I < e, 

这样证明就完成 了．

743. 傅里叶级数的切萨罗－费耶求和法 如所已 知 [681], 可能用狄利克雷积分
表示傅里叶级数 (3) 的部分和 sn(x)

1 1r sm (n + 2) (u - x) 
sn(x) = ; J_1r J(u) 

2 sin ! u -
du 

2 

在这种情形下， 前面 n 个和式的算术平均可写成下列形式

吓(x) = 石 j J(u) 区 1

T 九 一 1 sin (m + 2 ) (u - x) 
du 

m=O 2 sin 2(u - x) 

或者在化简后 ［参考 418,2)] :

吓(x) ~ 卢L f(u) [::f二厂] du 

这个积分称为费耶 ( L.Fejer)积分， 因为这位学者首先成功地将算术平均法应用来求
傅里叶级数的广义和 下面的定理也是费耶所发现的 （参考施瓦茨定理）：

定理 设函数在所考虑 的 点 x 处有右极限与 左极限 f(x 士 0). 则
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特 别 在连 续 点 处， 这个极限等于f(x).
如果函数 J(x) 处处连 续 贬 则和式 吓 (x) 关于x 一致趋近于 J(x).

证 与狄利克雷积分及泊松积分相似， 我们可将费耶积分表成下列形式：

n 2 

吓 (x) � 立 [ [f (x + t) + f (x -t)] (三） dt (13) 

如果如 741 目 一样， 令
J(x + t) + f (x -t) 

= g(t) , 

并且取函数
n 

<l>(t, n) � 卢 （三）
作为核 （ ＂费耶核 " ) ' 则这种情形也适合千第 740 目的一般方法

容易证实实际上这是 （如在第 740 目 中所 定义的） 正核 （在这里 自 然数参数 n

代替了 入； w = +oo). 事实上， 可以立刻看到

<l>(t, n) ?  0. 

如果在 (13) 中取 f 三 1 , 则同时 Sn 三 1 , 而且也有 吓 三 1 , 因此

，
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这就是说费耶核满足第 740 目的条件 20 . 至于条件 30
' 则 因容易得到估计值

1 1 
M(o, n) = sup <l>(t, n) < -—-

归芍 吓 . 2 0 '  
sm 

2 

从而也可推出当 n 一 oo 时， M (o, ri) 一 0.
在这种情形下， 应用第 740 目的引理 就得到极限关系式 (12) .
最后 如在施瓦茨定理的情形一样， 可证实定理最后的结论
在这次， 由已 经证明的定理可以看出： 如果函数 J(x) , 在点x 处连续， 或充其量

有笫 一种不连 续 ， 则可用 算术平 均 法 求傅里叶级数 (3) 的 和 ， 而且

f(x) 或
J(x + 0) + J(x - 0) 

2 

©参考第 499 页的脚注
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分别是它 的 “广 义和'.

根据弗罗 贝 尼乌斯定理 [421] , 从这个断语能够推得到第 741 目 中关千泊松－阿

贝 尔求和法的类似断语．

如果 函数 f(x) 只在区间 ［一1r, 1r] 上被给 出 ， 则对于它也能重述第 741 目 末尾所

作的附注

744. 傅里叶级数广义求和法的若干应用 在这里， 我们所指的是要 由 费耶定理

引 导 出若干推论 （虽然 为 了 同一 目 的 ， 通过略为复杂的推理 对于施瓦茨定理也能够

这样做） ． 前两个推论表明一种有趣的情况， 广义求和法可 以作为属 千常义求和法结

论的根据

F 如果傅里叶级数 (3) 在某一点 x 处收敛， 而函数在这点连续或有通常的不

连续， 则级数的 和必分别等千

f(x) 或
f (x + 0) + J(x - 0) 

2 

实际上， 根据费耶定理 用算术平均法所求得的级数的 “广义和＇ 就是这样 由

于这种方法的正则性 [420] , 若级数在通常的意义下有和 则这个和必须与 “广义和＇

一致．
20 从费耶定理 我们 能够得到（关于有 界变差的函数的傅里叶级数收敛性的） 狄利克雷－ 若

尔当定理作为推论 ［参看 686] .

如果 J(x)是在 整个区间 ［一1r, 1r] 上的有 界变差的函数， 则在 任一点 x 处， 函数有 极限f(x士0),
f(x + O) + f(x — 0) 

并且 是 傅里叶级数的 “广义 和 “ ．另 一 方 面已经知道 [707] 有 界变差 函数

J 的傅里叶 系数an , 加 的阶是 o (- , 于是根据哈代定理 [422] 就可推得级数(3)在 通常的意义
下 收敛，而且 收敛于同样的和 式

可是这还不能包含狄利克雷－ 若尔当定理．在 第 686 目的叙述中，这个定理具有所 谓 “局部“

性质 在 那里， 只 需要 函数在所考虑的点的任一小邻域 内有有 界变差 但是我们 知道 [683] , 恰好
是 函数在 这个邻域内的值决定了傅里叶级数在 已给点处的性质以 及它的和的大 小． 因 此 ，在 实 质
上 不作任何改变， 我们可改变 函数在所 提到的邻域以外的值使得得到在 整个区间 [—1r, 1r] 上的有
界变差 函数，而上面所 讲就可应 用到这个函数上．

30 如果 函数f位）在区间 [—1r, 1r] 上连续， 而且 还满足条件

f(—1r) = f(1r). 

则能 将 它 推广到 整个数轴上 成 为处处连续的周期（以加 为周期） 函数． 在这种情形下 ，费耶 和的
序列 ｛吓(x)} 对于在区间 ［一1r, 1r] 上的一切 x一致收敛于 f(x). 因 为每个这 样的和 都是三角 多 项
式，所 以 用显 而易见的方式 就能得到关于连续周期 函数的近似法的魏尔斯特拉斯定理 [734] .

40 从费耶定理 能够 立即断定三 角 函数系在连续函数类 中是完全的 ［参考 733] . 事 实上 ，如
果在区间 ［一1r, 1r] 上连续的函数f(x) 与三角 函数系中一切 函数正交， 从而它的一切 傅里叶 系数都

等 于零， 则 吓(x) = 0. 这 时至少在 开区间 (-1r, 1r) 内，当 n ----; oo 时，吓(x) 一 f(x); 因 此，在这
开区间内，J(x) = 0, 而根据连续性，在 端点也是如此
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我们 还加说明如下 ， 虽然 它
与

费耶定理无关， 但
与

费耶 和有关．
50 如果函数f(x) 有界， 并且 它 在 区 间 [—1r, 1r] 上 变 化 时 包含在 m 与 M 之间 ，则 一切 费

耶 和 吓(x) 也 包含在 同 样 两界之间 ．

从积分 (13) 的估计值 并考虑到 (14), 立 刻推得 ：

m
� m 卢[ (:: 言）>� 卢[ f(x + t)

; f
(x

- t) 
( :: 言） , dt 

凶五 （：言） dt � M  

关于 傅里叶级数的部分 和 sn(x), 类似的断语 不 能 成 立 ：在 这里表现 出 这个事 实： 狄利克雷核

1 sin (n + � ) t 
1r 1 

sin -t 2 

要改变符号， 而
与

费耶核 不 同 我们 甚至于不可能 保 证所有这 样的和式有 共 同 的界．

n) 然 而，如果函数f(x) 的傅里叶系数an, 加 的 阶是 a (! , 则 部 分和 sn(x) 还是一致有界这

就是说如果 对于一切 n = 1, 2, · ·  • , 我们有

nla刓 � A, nib刓 � B,

则可断定
m - (A + B) � sn(x) � M  + (A +  B) . 

实际上， 将 第 422目 的恒等式 (9)应用于现在 的情形 ，就得到

Sn(x) = 吓+1(x) + 
区; k(ak cos kx + bk sin kx) 

n + l  

但
l k(ak cos kx + bk sin kx) I � A + B, 

同时根据已 证 明的结果 ，

m � a叶1(x) � M.

由此可推得所 需要的断语．

譬如说如果考虑展开式 [690,2)]

了 ＝ 立于 (0 < X < 21r), (15) 

则在 这里m = , M = 
九．

2 
2,  A = 0, B = 1 .  因 此可断言这个级数的部分 和的绝对值一致以数

九．

2 
- + 1 为界 ［ 参考 702] .

由已 证 明的断语可作出 更 一 般的结论 ： 有界变差函数的傅里叶级数的 一切部分和 一致有界［ 参

考 737] . 这是因 为这种 函数的傅里叶系数a九， 加 的阶 显然是 0 (
;;:

) [707] .  
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745. 傅里叶级数的逐项微分法 如果对函数 f(x) 的傅里叶级数 (3) 逐项求微

分， 则一般说来， 即使在所考虑的点 x 处函数 f(x) 有有限导数 J'(x) , 所得到 的级数

产 m(如 cos mx - am sin mx) 
m=l 

(16) 

是发散的 刚才所提到过的级数 (15) 可作为例子： 对它逐项微分就得到处处发散的
级数

(X) 

区 cos mx .

然而， 法图(P.Fatou) 发现了下面有趣的命题： 如果在点 x 处存在 着有限的 导数
f'(x) , 则 级数 (16) 可用 泊松－阿 贝 尔 法求和， 并且和式恰好为 J'(x) .

为 了证明起见， 把泊松级数 (4) 对千 x 求微分：

叮(r, x) (X) 

彻 ＝ 汇 产m(如 cos mx - am sin mx) ;  
m=l 

(17) 

由 于所得到 的级数关于 x一致收敛， 在这里可 以进行逐项微分法． 如果把泊松积分
(5) 对于 x 求微分， 我们也可得到 同样的结果：

叮(r, x) 1 1r 2r(l - 产） sin(u - x) 
扣

＝
云 j_

1r
J(u) 

[1 - 2r cos(u - x) + 产 ]2 du ,

而且在这种情形下， 根据第 510 目 的定理 3* , 我们能在积分号下微分． 上面的积分
可变换为：

叮(r, x) = 上f1r 
f(x + t) 

2r(l - 产） sin t 
dt 

ax 271" [1 - 2r cos t + r叩

1 1r f(x + t) - J(x - t) . 2( 1 - 产） sin2 t 
= r · ; la 2 sin t [1 - 2r cos t + 产）2 

dt. ( 18) 

令

g(t) = f(x + t) - f(x - t) . 
2 sin t 

如果将这表示式改写成下列形式：

g(t) = -1 J(x + t) - f(x) J(x - t) - J(x) t 
2 [ t + -t ] . � '  

则可见

g(+O) = J'(x) . 

其次， 我们要证明函数

<I>(t, r) = - · -1 2 (1 — 产） sin2 t 
九卿
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是在第 74 0 目 的意义下的正核首 先，显然

<I>(t, r) ? 0. 

在 (18) 中，特别令f(x) = s inx .  则

J( )  叮(r,x)r X = T SIIl X 
OX 

= rcosx 
J (x + t) -f (x -t) = cosx.  2s int 

将各式代入 (18), 消去rcosx 后就 得到 ：

最后，

1 
/

1' 2(1 -产 ）s in 2 t 
;: 0 [1 -2rcost+ r平dt = 1. 

M( <5, r) ¢(t, r) � -1 2(1 -产 ）= sup 
归芍 7r [ 4 r  s in2 日 2 ,

因此显然当 r 一1时 ，M( <5, r) ----+ 0. 

· 507 · 

现 在应用第 74 0 目 的引理 我们看到 ： 作为级数(17) 的 和的积分 (18), 当r ----+1 
时趋近千 J '(x). 而 这就 表 明 了 级数(16 ) 可 用泊 松－阿贝 尔法求得和式f'(x) , 这就是
所 需要证明的

附注 I. 已 证明的定理能够推广到 逐 次微分法的情形 ：如果在所考虑的点处有限
的导数 j(P) (x) ( p > 1) 存在，则 由 ( 3) 微分 p 次所得到的级数可用 泊松－ 阿 贝 尔 法求
得和式f(P) (x).

II. 关千 切萨罗求 和法，与 法图定理类似的断语不成立． 可 是，如果加强对 导 数
的 条件，并假定它在所 考虑的点处连续， 则 泊 松－阿贝 尔求和法也 可 用切萨罗求和法
来代替

§3. 函数的三角展开式的唯一性

74 6. 关千广义导数的辅助命题 为了使得在下面讲述标题上的重要问题时不
被打断，我们先作一系 列辅助的讨论

设在某一 区间[a, b ] 上给出函数 F(x). 取 a与 b之间的值x : a < x < b; 则对于
充分小的 h > 0, 差数AhF(x) = F(x + h) -F(x -h) 有意义．如果有限的极限

凶,F(x)p['l (x) = lim 
h-.+o 2h 

存在 ， 则 称它为函数F(x)在点x 处的广义( "对 称")导数 只要当通常意义下的 导 数存
在时， 广义导 数 F『 1 (x) 就 必定存 在， 并且与 它相等； 这 可以直接从下面的关 系式看
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出： 当 h -+ 十0 时，

�hF(x) 1 F(x + h) - F(x) F(x - h) - F(x) 
2h 

= 2 [ h 
+ -h ] -+ F'(x) 

然而在通常导数不存在的若干情形下，广义导数还可能存在．函数

1 
F(x) = x sin -(x -/- 0), F(O) = O; X 

[746] 

就可作为这样的例子； 我们已 经知道 [102,1°] 它在点 x = O 处没有导数； 而在这点它
的广义导数等于零

其次，考虑二级差分

如果有限的极限

凶F(x) = �心江(x) = 凶F(x + h) - 凶F(x - h) 

= [F(x + 2h) - F(x)] - [F(x) - F(x - 2h)] 

= F(x + 2h) - 2F(x) + F(x - 2h). 

p["l (x) = lim 凶怀(x)
h--++0 4h2 

存在，则称它为函数F(x)在所考虑的点 x 处的广义二阶导数在这里，也可证明当通
常的二阶导数存在时，广义二阶导数也存在，并且与它相等． 实际上，如果对于 h 的
两个函数 凶F(x) 与 4胪 应用柯西公式©

凶怀(x) F'(x + 20h) - F'(x - 20h) 
4h2 

= 40h 

则由上面已 讲的关于广义 （一阶） 导数的结果，可以看出当 h -+ 0 时，所得到的表示
式趋近千 F"(x). 例如，函数

F(x) = x2 sin -(x -/- 0), F(O) = 0 

［参考 102,2°]表明了逆断语不正确： 已 知广义导数 p["l (x) 存在时，不能推出通常的
导数 F" (x) 存在

下面的定理说明： 在若干情形下，广义二阶导数起着与通常的二阶导数相同的
作用：

施瓦茨定理 如果关于在 区 间 [a, b] 上 的 连 续 函数 F(x), 广 义二阶导数在这区
间 内 存在， 并且等于零， 则 F(x) 是线性函数（完全与假定通常 导数 F"(x) = 0 时
一样！）

＠假定二阶导数 F"位）在点 工 处存在时， 已经包含了假定一阶导数 F'位）在这点的邻域内存存
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为了证明起见，我们取任意的数 € > 0, 并且作出辅助函数

cp(x) = 土 {F(x) - F(a) -
F(b� =  :

(a) 
(x - a) } + c(x — a) (x - b) , 

而关千大括号前的两种符号，我们的讨论都是同样． 这时，在区间 内就有

属' l (x) = 2c,

· 509 · 

(1) 

因为函数 F 的广义二阶导数等千零，而二次函数的广义二阶导数就是它的通常二阶
导数 _CD

函数 cp(x) 在区间 [a, b] 的端点上是零． 我们将证明它在区间 内不能取正值．实
际上，在相反的情形时，作为连续函数，cp(x) 应在某一 内 点 XO 处达到它的最大 （正）
值 但这时我们有

cp(xo 士 2h) � cp(xo ) , �hcp(xo) � 0 

并且，最后，
["] cp (xo) = lim 

�hcp(xo) 
h-++O 4h2 � 0, 

与等式 (1 ) 矛盾！
于是对千一切 x, t.p(x) � 0, 亦即

士 {F(x) - F(a) — F(b
� 二 :

(a)
(x - a) } � c(x - a) (b - x) < c(b - a)气

而且无论在括号前取怎样的符号 （正号或负号） 都是一样．因此我们也有

F(b) - F(a) 
F(x) - F(a) - (x - a) < c(b - a)2

. b - a  

由于 e 的任意性，可知不等式的左端是零，从而

F(b) - F(a) 
F(x) = F(a) + (x - a) , 

b - a  

这就是所需要证明的
有时除去在个别的 ＂未知点“ 外，条件 Ff"l (x) = 0 处处成立，而在 “未知点＂ 处

不假定这个条件成立． 这时要应用：
广义施瓦茨定理 设对于 区 间 [a, b] 上 的 连 续 函数 F(x) , 导数 pf"l (x) 存在，并

且除去有限个 “未知点”

a <  X1 < 叩 < ·· · < Xm < b 

©显然 如果两个函数 F及G 在所考虑的点处有导数 Fi"l及a["l , 则它们的和或差也有分别
等于 F尸］ 士 G尸］ 的广义二阶导数
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外，在 区 间 内 处处等于零． 如果在每个 “未知点” 处， 即使削 弱 了 的条件

lim 凶切(x)
2h 

= 0  
h一0 (2) 

成立， 函数 F(x) 在 区 间 [a, b] 上还是线性的 ．

根据前一 定理 函数 F(x) 在两个例外值之间 一 定是 x 的线性函数，千是 （譬如
说） 在区间 [xi-1 , xi] 上， 我们有

F(x) = ex 十 d,

而在邻接的区间 [xi , xi+1l 上，

F(x) = c'x + d' , 

同时两个表示式在点 X = Xi 处相符

F(xi) = cxi + d = c'xi + d' .  

关千 X = Xi, 由条件 (2) 得

lim F(xi + 2h) - F(xi) _ F(xi - 2h) - F(xi) 
h一十o { 2h -2h } = O 

(3) 

但是在这里左端就是两直线 y = cx + d 与 y = c'x + d' 的斜率的差 ． 千是 C = c', 而
这时由 (3) 也有 d = d' , 这就是说， 事实上，两个直线段是由彼此延长而得． 因为这

里所说的可应用任意两个邻接的线段，所以我们函数的图形在整个区间 [a, b] 上是直
线 因而这个函数就是线性的．

747. 三角 级数的黎曼求和法 黎曼所发展的三角级数

a。 (X)

了 ＋ 汇 an cos nx + bn sm nx 
n=l 

(4) 

求和法在以下起着重要的作用． 这种方法完全不假定级数 (4) 是任何函数的傅里叶
级数， 并且可将它应用到完全任意的三角级数上，不过要级数的系数全体有界：

la刓， 1加 I � L (L = 常数） ．

将级数 (4) 在形式上逐项积分两次， 我们得到级数
00 

F(x) = 亨 － 区 仰 cos nx + bn sin nx 
1 n2 

当条件 (5) 成立时，这级数以收敛级数

心卢

(5) 

(6) 
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为强函数， 因此在 x 的任意的变化区间上一致收敛， 并且定 出一个连 续 函数 F(x) .

如果在已 给的点 x 处存在着有限的极限

lim AhF(x) 
h-----++O 4h2 ' 

亦即存在着广 义二阶导数 p["l (x) , 则称它为级数(4) 在黎曼意义下的 “广义和' .

作为例子， 如果将这种方法应用到级数

则在这里

回想 [690,9) ] : 关于 0 � X � 21r,

1 
00 

2 + 区 cos nx,

00 

F(x) = 
2 x cos nx 

丁
一

区 了·

2 2 
X 7rX 7r — — - + — 
4 2 6 是右端的级数的和， 就有

F(x) = 
九·x 7r 一 ．
2 6 

因此， 关于 0 < X < 21r, 显然 pf"l (x) = F"(x) = 0, 而级数的 “广义和“ 是零 ［参看 418 与

420] . 

容易证实

凶 cos nx = -2 cos nx(l - cos 2nh) = -4 cos nx sin2 nh 

及

凶 sin nx = -4 sin nx sin2 nh. 

从而

气尸 ＝ 婴 ＋ 立n cos nx + bn sin nx) (宁）
2

(7) 

nh ) 
于是黎曼求和法就化成用形如 （世巴�

2

的 因子乘级数 (4) 的各项 井取 h -+ 0 时的

极限

在这种形式下， 黎曼方法也能够应用到完全任意的级数

00 区 四·
n=O 

如果级数

豆 （宁）
2



· 512 · 第二十章 傅里叶级数 （续） [747] 

至少关千充分小的 h 收敛， 并且它的和 r.p(h) 当 h -+ 0 时趋近于极限 u, 则这就是原
级数的 “广义和' .

读者可看到黎曼方法属 于第 426 目的一般方法内．在这种情形下， h 起着参数
x的作用 (w= 0), 而因子

sin nh 2 
飞(h) = (言-) CD 

满足在那里所列举的条件．关于第一个条件， 这是显然的：

sin nh 2 
巳 "/n (h) = 巳 （言-) = 1 

至于第二个条件， 则考虑

（气）
2

—
(

sin(n - l)h  2 
(n - l)h ) = 

t::l)h [ (二） 2
]

'
dz 

（气）
2

_ (
si

�� 厂卢勹
2

:::;; t:�l)h [ (�rr dz 

我们就会得到

00 00 
sin nh 2 

忨(h) I + 汇 忨(h) - 'Yn-1 (h) l = l + � (—- - 2 
sin(n - l)h 

n=l n=l nh ) ( 伈 - l)h ) 

:::;; 1 + /00 2 ' 

。 [ (�) ] dz 

不难证实这个积分存在， 因为当 z 一 oo 时，

[(�f『 = 2 sin z (cos z 一 二） � = 0 信）
因此， 黎曼的广义求和法是正则的． 这个事实可以应用到三角级数， 而推出
黎曼第一定理 如果三 角 级数 (4) 在点 x 处收敛于和式 s, 则将它在形 式上逐

项积分两 次所得到 的 函数 F(x) 在该点处有等于 S 的 广 义二阶导数

p["l (x) = S. 

我们注意： 对千傅里叶级数的情形， 表示式

凶F(x)
4h2 

<Dro (h) 简单地了解为一
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容易变换为第 74 0 目 中所研究过带有 “ 正核“ 那种形式的积分． 这样，对黎曼求 和
法就 可 推出完 全与施瓦茨定理 [741] 及费耶定理 [ 74 3 ]相类似的定理，对 此我们不
加研究 对于我们 ， 黎曼方法所以重要，是由 于它是研究 一般形状的三角 级数的 强有
力的工具_Q) 在这方面必须有

黎曼第二定理如果级数 (4 ) 的系 数 an, 加 趋近于零， 则 无关于级数的收敛性，
条件 (2 ) 成立 ：

l im 凶F(x)
2 h  

=0. 
h一0

对于 任意 固 定的x , 我们令

a。
砌 ＝ － 四 = anco s nx + 加 sin nx . 

2 ' 

这时问题 化为证明关 系式

巳{u0 + t Un 
s
:: 

h
�

h
} h = 0 (8) 

由定理的假设，Un 一 0, 这就是 说对于 任意给出的 c > 0, 可 找到 这样的数N, 使
得 当 n �N 时， !un i < c. 现 在我们 将所考虑的 表示式写成两个 表示式的 和的形状 ：

我们有

81 = { u。飞} · h 及 岛 ＝ 区} · h

00 sin nh 
2 00 sin nh 

2 

闵 < c 兰 （言-) h < c � (言-) h 

容易 证明 e 的 乘 数以与 h 无关的数为界 例如，我们已经看到

[ 4 94 ,4 )]. 因此

1 00 sin2 nh 1r - h 
- � =—— 
h n2 2 n=l 

九一

I B2I < -f;. 2 

至于 表示式 81, 则 它显然随着 h 趋近于零， 因而当 h 充分小时 ， 它的 绝对值比
e 小．由 此最后得到 断语 ( 8).

©黎曼本人完全没有研究过级数的广义求和法 他发展了这种理论是为了解决所提出 的 问题·
求出可展开为一般形 状三角级数的函数的整个特征 ． 在这里， 我们不可能叙述黎曼的这些研究
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74 8 .  关于收敛级数的系数的引理 下面所 证明的命题在以后有用 ， 而且它也 具
有独立的意义

康托尔( G.Can tor)引理如果三 角 级数 (4 )

ao 00 

2 
＋ 区 amco s mx + bm sm mx 

m=l 

至 少关于在 某一 区 间 (d ) = [a, /3]上的值x 收敛 ， 则 当m 一 oo 时， 级数的系 数 am , bm

必趋近于零
我们 将级数的公项表示成下列形式

am co smx + 加 sin mx = Pm sin m (x - am) ,  

其中 Pm = ✓咕+ b盂．需 要证明 Pm 一 0.
假定 不是这样． 则关千无穷多个值m , 不等式

Pm ?: O 

成立 ，其中 6是某一个 正的常数

(9) 

我们用 归 纳 法作出一序 列彼 此套着的 区间｛（ 心 ）｝ 与一序 列增加的值 {m n} ( n = 
1, 2 , · · · ) ,  使得关千 在 （ 心 ） 上的x ,

0 
IPmn 

sin m n ( X - O:mn
) I  > 2 . 

我们取 得满足不等式 ( 9) , 还满足不等式

md > nQ) 

(10) 

的第一个数m 作为m 1 . 当x 在区间(d ) 上变化时， 函数sin m 1 (x - O:m1) 至少取 得
值士1 一次； 而 这时根据连续 性，也 可 找到 包含 在 (d ) 中的 区间（ 小 ）， 使得在其中 一
切点处 这个函数的绝对值 > ½ , 并且由 此注意 条件 ( 9) , 就得到关于 在 （ 小 ） 上的x ,

0 
1Pm1 sin m 1 (x - O:mJ I  > - . 

2 

如果已经确定 了 (d 九— 1) 与m 九一 1 , 则 与刚才完 全 相仿， 可以确定 数值m n 并且
作出包含 在 (d 正 1) 中的 区间（ 心 ）， 使得 (10) 成立．同时在这里也容易 使得 条件

m n > m 九— 1 成立．
我们现 在取 在一切(d 九 ）中的点x o ( 这样的点虽 说只一个 ，但永远存 在）． 在这点

处 不等式 (10) 对于一切n 成立 ，而且由 于不能满足收 敛 性的必要 条件 ， 级数(4 ) 当
x =x o 时发散— － 即与假设矛盾． 这样 就 证明 了引理

©我们用 d 表示区间 (d) = [a, (3) 的长



[749] §3. 函数的三角展开式的唯一性 · 515 · 

749. 三角展开式的唯一性 最后 我们来讲本阶段所要研究的一个基本问题
如果 函数 f (x) 在 区 间 ［一1r, 1r] 上 可展开成一 个三 角 级数 (4), 则这个展开式是不是唯

一 的 呢？ 如我们已 经提到 [678], 用欧拉－傅里叶公式作出级数的系数表示式时， 在逻
辑上没有严密的根据， 那么现在的问题就更有理由 了． 下面的定理对这问题作肯 定
的答复

海涅(Heine)—康托尔定理 如果两 个三角 级数

ao 00 

了 ＋ 芒 am cos mx + bm sm mx 
m=l 

a。 OO

了 ＋ 区 O:m cos mx + /Jm sm mx 
m=l 

(4) 

( 11 )  

在 区 间 ［一1r, 1r) 的 一切点 处 （ 即使可能除去有限个 “未知点“ 气 功， · · · , Xk 外） 收敛于
同一和式 f(x), 则这两 个级数恒等， 也就是说

吓 = am (m = 0, 1, 2, . .  · )  , 加 = /3m (m = l, 2, · · · ) . 

将级数 (4) 与 (11) 逐项相减 则要证明的定理化成 了关于零的三角展开式的唯
一性的定理

如果三 角 级数 (4) 在 区 间 ［一1r, 1r] 上 （可能除去有限个 “ 未知点“ 外） 收敛于零，
则 它 的一切 系 数必须是零：

am = 0, 加 = 0.

我们来证明这一断语
根据前节的引 理， 系 数 am 与 加 趋近于零： 由此特别推得它们全体有界．
考虑根据假定为连续的黎曼函数 ［参考 (6)] . 由黎曼第一定理 [747], 除去 “未知

点“ 外， 它的广义二阶导数 p["l (x) 处处等于零 而根据黎曼第二 定理 [747],CD 甚至
于在 “未知点＂ 处， 削弱 了的条件 (2) 成立， 于是应用广义施瓦茨定理 [746], 就能断
定函数 F(x) 是线性的；

三 一 产 am cos mx + 加 sin mx
2 2 = ex + d. 

1 m 

重要的是要强调 这个等式确乎在整个实数轴上成立， 因为关于区间 ［一1r, 1r] 已

讲过的， 关于任意有限区间也正确． 将求得的等式换写成下列形式：

a。x2 00 am cos mx + 加 sin mx
丁 - cx= d + 汇 ， ＇

1 m 

©在这里应用它， 就是因为系数 am 与 加 趋近于零1
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由右端函数的周期性， 立刻可断定 ao = c = 0. 这样就得到零的展开式如下：

00 

O = d + � 
am cos mx + bm sin mx 

n 

1 m 

[750] 

但这是一个一致收敛的级数！ 在这种情形下 [678] , 它的系数一定可以用欧拉－傅
里叶公式表示出来， 于是我们得到所需要的结论： 如 = bm = 0. 

附注 我们也可用下面的方式来避免引用康托尔引 理．

设x是任意一个异于 “未知点＂ 的点， 因此对于这个值x, 级数 (4) 收敛， 而它
的公项当然趋近于零：

am cos mx + bm sin mx一 0. (12) 

在级数 (4) 中， 用数值x+ o 与 X - 0 代替x, 并且逐项相加， 就得到展开式

ao + 产 (am cos mx+ 加 sin mx) cos mo; 
m=l 

对于一切值 o, 只可能有有限个例外 （如果问题是关千 6 的任一有限变化区间） ， 这

个展开式收敛于零． 但是关于这个带变量6 的三角级数， 我们已 经知道它的系数趋近
千零， 而且对于它 （完全不引用康托尔的引 理！ ） 可以应用上面所叙述的推理 因此
ao = 0, 并且

am cos mx + 加 sin mx = 0 (m = 1 ,  2, · · · ) . ( 13) 

这些等式不仅关于异于 “未知点” 的点x成立， 而且由 于余弦与正弦函数的连续性，

它们 处处成立 对x微分， 我们还得到等式

加 cos mx- am sin mx = O; ( 14) 

最后， 从 (13) 与 (14) 推得 am = bm = 0. 

750. 关于傅里叶级数的最后的定理 总之， 如果在区间 ［一1r, 1r] 上的函数 f(x)
可能有三角级数展开式， 则 只有一种展开的方法．那 么 这个唯一 的 方 法究 竟是怎样？
所得级数是否一定就是函数 f(x) 的傅里叶级数? CD 

我们已 经知道有些不能展开成傅里叶级数的函数 即使连续 [703] , 但

是直到这里还没有解决这个问题： 这种函数是否可以展开成一种三角级数， 其系数
异于傅里叶系数

＠当然 我们要假定函数f(x)绝对可积分，因 为说到 傅里叶级数，在 这里永远就是指 （如同上面
一样） 绝对可 积分 函数的傅里叶级 数



[750] §3. 函数的三角展开式的唯一性 · 517 · 

另一方面 我们容易 作出处处收敛 （因此唯一确 定一函数） 但 同 时显然不是傅里
叶级数的三角级数 ， 那么所有上述问题就更加 自 然 了． 例如， 级数

00 • 

区 三ln n n=2 

就是这样 这个级数在不含形如 2际(k = 0, 士1 , 土2, . . . ) 的点的任一闭区间上甚至一

致收敛 [430] , 因而确 定一连续函数； 而在形如 2际 的点处， 它也显然收敛千零． 但同
时这个级数一般不是傅里叶级数， 因为在这里， 第 731 目 末尾 ［参考在那里的附注］

所推出的傅里叶级数的必要条件不成立： 因为级数 区了 发散! (367,6)] n in n  
在本 目的定理与下 目的推广中， 我们提出的问题得到 了最后的解答．
我们先讲勒贝格 (H.Lebesgue) 所作的说明：

引 理 如果在 区 间 [a, b] 上 的 连 续 函数 F(x) 在这个 区 间 内 处处有广 义二阶导

数p["l (x) 包含在 两 个界 m 与 M 之间 ：

m � p["l (x) � M, 

则 任 意 的 形 如
凶F(xo)

的 比值也 包含在 同样 的 两 个界之间 当然在这里要假 定 区4h2 

间 [xo - 2h, xo + 2h] 完全在 [a , b] 上 ．
我们考虑函数

凶订(xo) (x -xo)2 A订(xo)
沁(x) = J(xo) + (x -xo) 

4h + 2 4h2 ' 

它是一个整二次多项式 直接可证实： 在三点xo - 2h, xo, xo + 2h, 它与 J(x) 取相同
的值， 因此在这三点 差数

入(x) = J(x) - 'P(x) 

是零 函数 入(x) 在区间 [xo - 2h, xo + 2h] 上连续， 并且在它的 内 部有广义二阶导数：

入["] (X) = j["] (X) - 斗J(xo)
4h2 

（多项式 中 的广义二阶导数就等于通常的二阶导数）．入(x) 在区间 [xo-2h,xo+2h] 内的
两点 m 与 X2 处达到最大值与最小值_ Q) 容易证明： 在这两点处我们分别有 对l (xi ) �
0, 入[" l (x2 ) ?: O [参考第 509 页上的推理］ ， 从而

尸 (xi ) � 凶�f(xo) 
4h2 � jl"l (功），

这就证明了上述断语

© 即令这两值中有一个是零， 函数也在区间内的一点 Xo 处达到它
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最后， 我们现在可证明下面的著名的定理：
杜 · 布瓦－雷蒙 (P.du Bois Reymond)定理 如果 区 间 [-1r, 1r] 上的有界可积 （在

常 义下） 函数 f(x) 可以在这个 区 间 上展开成 三 角 级数：
00 

!( )  
a。X = -
2 

＋ 芒 an cos nx + bn sin nx, 
n=l 

(15) 

则 这级数必须是它 的傅里 叶级数．

首先 从级数的收敛性可推得系数 an, bn 有界 ［第 748 目 引 理］． 引用黎曼函数

F(x) 我们得到表示式
凶F(x)

4h2 
的三角级数展开式 (7):

A狂(x) ao 00 
• sin nh 2 

4h2 
= 歹 ＋ 汇 (an cos nx + bn sm nx) ( nh ) ; 

n=l 

这个展开式 （当 h 为常数时） 关于x一致收敛， 因为它是以形如 L 区了 飞 的级数为n 
强函数 在这种情形下 [678], 级数的系数必须是它的和的傅里叶系数：

ao = - J  1 71" 凶F(x)
1r -71" 4h2 dx, 

an (
sin nh厂 = � 厂 cos nx

A�F(x) 
nh 4h2 dx, n = 1, 2, · · · . 

b九 （宁） 2 
= � 仁 sin nx气�;

x)
dx, 

( 16) 

我们注意： 如果将函数 f(x) 周期延拓到整个实数轴上， 则可设展开式 (15) 在区
间 [-1r, 1r] 外也成立． 因此， 根据黎曼第一 定理 [747], 关于一切值x, 我们有

p["l (x) = f(x) . 

由于函数 f(x) 有界

l f (x) I :::;;  K, 

根据前面的引理， 关千一切值x与 h, 同时也有

飞�x)
l ::;;; K. (17) 

现在我们在等式 ( 16) 中取得当 h 一 0 时的极限， 而且根据阿尔采拉定理 [526],
在这些等式的左端可在积分号下取极限 于是我们得到

1 1 
ao = ; 几 J(x)dx, an = ; 几 f(x) cos nxdx, 

加 - � 仁 f(x) sin nxdx, 
(n - I, 2' . . . ), } 

这就是所需要证明的．

(18) 
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751 .  推广 现在我们不假定函数 f(x) 有界， 而且甚至千假设展开式 (15) 在有
限个点处不成立 在这些削弱 了的条件下， 下面的定理成立：

广义杜 · 布瓦－雷蒙定理 如果在 区 间 ［一7r, 1r] 上的 绝对可积 函数 f(x) 在这 区
间 上， 只 除去有限个点 处 外， 可展开成三 角 级数 (15) , 则 这个级数必须是 J(x) 的傅
里 叶级数. (D 

我们首先将函数 J(x) 周期延拓到整个实数轴上· ® 但考虑函数

'P(x) = f(x) 
ao 
2 

来代替 f(x) 比较方便． 在任意的有限区间上 （可能除去有限个点）， 没有常数项的展
开式成立：

00 

忱(x) = 芒 an cos nx + bn sm nx. 
n=l 

我们要证明： 第一，

1

71" 

cp (x)dx = O; 
-71" 

其次， 关千 n = l , 2 , . . . 

an = ; f寸 cp(x) cos nxdx, bn = ; 『 cp (x) sin nxdx; (19) 

由此就能得到所需要的关系式 (18) .
在这里， 由千系数有界 ［根据第 748 目的引理］， 所以我们也能引用黎曼函数

00 

叭 (x) = - �  
an cos nx + bn sin nx 

n 2 
n=l 

（在这次， 它是周期函数， 并且有周期 21r).

我们取区间 [a, /3] , 它既不含上面所提到的例外点， 也不含函数 cp(x) 的奇异点 ；
显然 对于某一个充分小的 8, 区间 [a - 8, /3 + 8] 也是如此 由千函数 中 有界， 如同

凶沙(x)
上面一样， 我们能断定： 当 a :::;;x:::;; /3, h :::;; 8 时， 表示式 有界．而且

lim A炒(x)
h一o 4h2 

cp (x) . 

根据阿尔采拉 定理 [526], 对于 [a, /3] 上任意的 Y, 我们有

Y A炒(x) Y 
巳f。 了dx = l。

r.p(x)dx

©这个推广是瓦雷－布散 (Ch.J.de la Vall命 Poussin) 得到的．

4h2 

© 如果函数 f(x) 不满足条件 f(-1r) = f(1r), 则为了使得这个条件成立， 预先必须改变函数在区
间 ［一71", 1r] 的一个端点 的值， 譬如说 就可改变在展开式 (15) 不成立处的值
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如果令

第二十章 傅里叶级数 （续）

y 
吵 ） = J <I>(t)dt, 。

则 前一关 系式能 表示为下列形式

凶丸( y) ��<l> 1 ( a) y 
lim h一o { 4h2 - 4h2 

} = i r.p(t)d t  

[751) 

因为当 a :::;; y :::;; {3, h :::;; 8时 ， 在大括号中的 表示式有界 ， 所以再应用阿尔采拉定
理 ，就 得到 y 归i { . .  · }d y  = i d y  i cp(t)dt ( a :::;;  x :::;; /3). 

其次，令

知 ） ＝ 『 初 ）d y, 。
我们能够将所 得到的关 系式写成

巳｛气�}
x) 一 气？尸 - ( x - a) 气��尸 ｝ ＝ 尸i

y
cp(t)d t 

但是显然 <1>2( x) 有通常的二阶 导 数 <I>( x), 因此

lim 凶如(x)
h一o 4h2 = <l>(x), l im 凶如( a)

h-+O 4h2 = <l>( a). 

如果用 ？ 表示 （显然存 在的 ） 极限

lim 凶丸 ( a)
h一o 4h2 ' 

则 最后得 到
Ix 

d y『 cp(t)dt= <I>( x) - 知 ） - "((X - a) . 
°' °'  

现 在容易 看到 逐 次积分

Ix 
d y『 cp(t)dt

0 0 

（当 -7r :::;; X :::;; 7r 时）与 前面的 逐 次积分相差 一个线性函数．因此函数

w( x) = -P( x) -I d y 『 cp(t)dt (20) 
0 0 

在每个形如 [ a, /3 ]的 区间上是线 性的 ．这就是 说， 在每个既不是函数 中 的奇异点 又
不是例 外点 ［ 在这种点 ， 展开式 (15) 不成立］ 的点x 处 ，就有

叭'l (x) = 0. 
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另一方面，无例外地在一切点x 处，(2) 型的条件成立： 表示式

A仅(x) �神(x) l x+2h x-2h 

2h = 
2h 一 环 I dy I cp(t)dt + — dy cp(t)dt 。 -2h l lo。

当 h 一 0 时趋近千零．实际上，从黎曼第二定理 ［并根据第 748 目的引理］ 可推得右

端的第一项趋近千零，又根据关千对积分的变上限求导数的 定理 [305,12°] , 可知另
外两项的和也是这样．

在这种情形下， 根据广义施瓦茨定理 [746], 在任意的有限区间上，从而在一切
一般的值 x 处，我们 有：

申(x) = ex + d. 

现在设

cp(x) 
a。

～ 了 ＋ 区 知 cos nx + f3n sin nx; 
1 

将它逐项积分两次 [731] , 就得到

I
x 

dy『 cp(t)dt = 字 － 豆 知 cos nx � f3n sin nx 
0 0 

比较 (20) , (21 ) 及 (22) , 我们得到展开式
2 00 

a。X （知 - an ) cos nx + (f3n - 加） sin nx 
4 

+ cx + d = 区
n2 

1 

它无例外地关千一切实值 x 成立．

(21) 

(22) 

因为右端是 x 的连续周期函数，而且也就是有界函数，所以必有 C = 0, 并且也
有

叩 = :; /1r 
cp(x)dx = 0. 

-7r 

现在可以看到： 级数
00 

—d + 区 妇 - an ) cos nx + ((3九 － 加） sin nx 
1 

n2 

处处收敛千零，并且是一致收敛的． 千是推得 [678 或 749] 它的一切系数都是零，因
而条件 (19) 成立：

an = C¥n =

; /
1r 

cp(x) cos nxdx, 
-71" 

bn = f3n = _!. /1r 
cp(x) sin nxdx, 

7r -71" 

这样证明就完成了．

由此可见： 对千以上所讲述的函数的三角 展开式 我们奠定了它的整个理论基
础 而且表明了特别注意到傅里叶级数是有理由的



附录 极限的 一般观点

752 .  在分析中所遇到的极限的各种类型 极限的 观念 贯穿着整个分析课程．但
在课程的各部分中所采取的形式却迥乎不同

我们起初是研究 最简单的情形 —— 通过可 数数列的整序变 量极限 [22 ,2 3 ]; 在
这 情形下详尽地 发展了极限论（第一章 ）．

然 后极限概念 被 推 广 到单变 量或多变 量函数极限的情形 [ 52 ,165 ].0 极限的过
程变复杂了，但 在大体 上保持了 固有的特性

在积分学 中 ，我们研究 了黎曼与达布积分 和的极限 [2 95,2 96,301]. 在这里，极限
过程与所给的 区间分割发生 了联系，和以前的研究 相 比较，显 出 了很大的独特之处．

在第十章弧长 ［内接折线长的极限，330 ] 及平面图 形面积 ［ 内含 的与 外包的诸矩
形面积的极限，336]等概念 的定义中 ，我们所碰到的极 限 在一定 程度 上，与积分 和
这一类型的极限相近 ．

最后， 在第三卷中 读者 还 将面临 其他极限的 建立，这些极限 系由 另 外的一些 （ 不
同千 上述的 ） 极限过程结果中 得到的 ．

所有提到 的极限的各个类型，在 原 则 上，可 以 简 化成整序 变 量的极限．我们 在全
部叙述 范畴内特别强调了 这一概念 ，起初是详细 说明 [ 53,166,2 95 ], 后来就 只限千提
示一下极限定义以 ＂整序变 量 说法” 解释的可能 性． 不待 说，复杂的极限过程 化 为简
单的整序变 量极限， 其 本身就是有 好处的 而 在另 一方面，即不必每次重新 建立极限
理论的初等定理它＠ 对我们也是重要的

虽然所有我们遇到的各种极限可 用类似的方法归结为整序变 量极 限 然而须要

©极限的定义我们总是指 ，，e - 8说法".
©译者注 指各种极限类型可简化为整序变量极限这一事实
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择定 这 一变 量 ， 并从 这变 量的值的集合中 选 出 特别的一个数序 列来，无疑是含 有技
巧成分的 所以毕竟不能由 此做出极限的一般定义来．

现 在这 附录的整个一章就是为了要建立极限的一般观 点，包 罗所有在分析 中遇
到的各种极限作 为 一 些个别情形 ，并 在这基础 上做出 广 义极限论的概略．

以下所讲的 观念 起初 系 由 沙杜诺夫斯基提 出 ， 其 后是穆尔 (E.H.Moo re) 与 司密
斯 (H.L.S mith). (然而必须指明 ， 我们所用的问题叙述 方式决不是唯一可 能的方式．）

753. 有序集合 （狭义 的） 从以前研究过的有极限的变 量的范例，引 出 了下面
的思考： 为了讲变 量的极限时总有意义，变 量的变化域就 不能是 ＂漫无组织的＇，而应
由 确定 的法 则 规定 成定 向的或有序 的 关千 这一点 我们首先建立有序集合的一般
基本概念

设有集合 p = { P}, 由 任意性 质的元素 P 所组成 假设对千 确定的两个不 同 元
素 P, P', 认定 其中的一个 （ 例如 P') 在另一个 (P) 的后 面 ， 记成 P' >-- P, 就 说对于
元素对 P, P', 建立起 了 序 ．对千 P 中 所有可 能的每对不同元素，或仅对千 其中某些
对 ， 建 立序的法 则 皆恒需 合乎下面两个要求 ：

I) 假设Pi >-- P2, 则 不 能 同 时 P2>-- Pi. 

II) 假设A >-- P2, 并且 P2 >-- P: 趴 ， 则 必须 A >-- P3 ( 即 “ 后千 “ 关 系具有传递性
质 ）．

假设根据某项法则 ，对千所有从 P 中取 出的每对不同元素， 建立起了合乎要求
I, II 的序，则 集合 P 称为有序的 1 1

9) (或者更精确些说 狭义的有序集合 ，而非广义的
有序集合 ， 至千 广义有序集合 将千 下一 目 中来研究 ）．

下面是有序集合的 例 子 ：
1) 任意的实数集合 { x}, 假若依增序 （ 当 X1 > X 时 x' >-- x)CD 或依减序 （ 当 X1 < X 

时 X1 >-- X) 排 列这些数， 则 自 然而然成为有序的 了 ．
这个例 子 可以用几何的 形式表示 ： 在水平的直线 上 任一点集，若认为两点里靠

右边的（ 或者是靠左边的） 一个是后 面的， 则 被排为有序的 了 ．
2) 现 在我们来研究 由 二维 （ 数学 的 ） 空间中一些点M(x, y) 所组成的 任意集合

M = {M(x, y)}. 这个集合 可以排成有序的，比如 说，用 下 列的办法：

M'(x', y') >--M(x, y), 假 若 X > X1, 或 X = x', y  > y'. 

在所有这些情形容易 验 证符合要求 I, II.
为了 在研究 变 量极限时便千利用所引 进的概念 ， 我们 将附带地 假定 在所研究的

集合 P 中 没有 “最后的＂ 元素（ 即 在所有其余的元素之后）． 这样一来，无论从 P 中
取 出 什么样的元素 P, 永远 可以找到 元素 P', 使 P' 在 P 之后： P' >- P. 

©从这个简单例子以后， 将习惯于用符号 )>-- 表示 ＂后于“ 关系， 犹如用符号 ＞（ “大于“ 一样） ．

1 19)术语线性有序集同样通用
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754 . 有序集合 （广义的） 我们 将于下文见到 ， 对所研究 的集合 P 中 每一对元
素 皆 建立起序的假定 ，时常须得放弃 ， 而只 在某些对元素 上 建立了 序 （ 符合要求 I, II), 
也就 可以满意了 ．然而 在这种情形下 ， 我们 还 将要求成立这样的 条件：

III) 对于集合 P 的每两 个元素 P, P', 在此集合 中 可 以 找 出 元素 P", 在 它 们 两
个的后 面：

P" >-- P, P" >-- P', 

（ 对千 元素 P 及 P', 无论序是否已 经 建立起来 ， 在此 条件下是一律的）120) 

这个 条件已 使 P 里不可 能存 在最后的元素了 ．
易 见 ， 每个狭义有序集合 ， 只要它没有最后元素 ， 则 必满足 条件 III. 实际 上 ， P

与 P' 无论是 P 中 什么元素 ， 此时它 们的序 皆 已 建立了； 比如说 设 P' >-- P. 因为
P' 不是最后的元素 ，千是在 P 中 可 找到元素 P" >-- P'; 根据 >--关 系的传递性 ，立得
P" >-- P, 这就是要证的 ．

假令符合千所有三个 条件 I, II, III 的序 ，虽仅 建立在集合 P 的某些对元素 上 ， 我
们也 将称集合 P 为有序的 （ 广义 的 ）.CD 

现 在我们引 这样的集合的 例 子 ：
3) 我们来研究以 a 为聚点 [ 52 ] 的实数 x 的集合 X; 设 a 自 身不属千 X
我们假设

x' >-- x, 如果阮 - al < I x  - a l, 

于是值较近千 a 者便是后 面的．
条件 I, II 显然成立．假如 X 中 没有两个值 ，与 a 等距而位千 a 的不同侧 则 集

合 X 将是狭义有序的 假如有这样 一对值 ， 则 对千 它们 ，用我们的法 则 显然 建立不
起序来．

现 在我们来验证 条件 III. 从 X 中取出 任意数 x 和 x'. 因为 x 和 叫 都不是 a,
而 a 对千 X 说是聚点 ， 所以 在 X 中一定 可以找到 这样的 矿 ， 比 x 和 叫 离 a 更近 ；
千是X11 >-- X 并且 x" >-- x'. 

这样一来 ， 集合 X 在 任何情形下 ，是广义有序的
4 ) 命 X 是以 oo为聚点的数集合 用下面的 条件：

x' >-- x, 如果陌 > lx l ,  

X 可以排成有序的 ．
所有的 条件 I, II, III 尽皆成立．如果X 中 没有一对仅 在符号 上不同的值 x, 则

集合 将是狭义有序的 ．如果有这样一对值 ， 则 对千 它 们 ， 次序不曾 建立起来 ， 千是只
可 说是广义有序的 ．

©也说是 ＂部分有 序的＇ 、 ＇，半有 序的 或 啡全部有 序的＂ 集合．

120) 配置了满足条件III的次序的集合 P 常常称 为有向集
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5) 今取以 Mo (a, b) 为聚点 [163] 的二维空间 任意点集合 M = {M(x, y)} . 并假
定 坐标 a 与 b 皆是有限的 ； 设点 M。 不属千集合 M .

我们规定 ：
M'(x', y') >-- M(x, y) ,  

假如
max( lx' — a l ,  IY' - bl)  < max( lx — a l ,  IY - bl)  

和 3) 一样 ，所有 条件 I, II, III 此处皆成立． 例如我们来验证 条件 III. 设 在 M 中 给
定 两贞 M(x, y) 与 M'(x', y') ;  因为它 们皆非 Mo , 千 是

a =  max( lx - a l ,  IY  - bl) > 0 

并且
a' = max( lx' - a l ,  IY' - bl)  > 0. 

命 6 为二数中 较小者； 由千 M。 对千 M 说是聚点，故 可 在 M 中 找 到 这样的点
M"(x", y"),  使 Ix" — al < s 并且 IY" — bl < 8. 千 是

M" >-- M, 并且 M" >-- M'. 

这就 是要证的 这样，由于所规定的法 则 ，集合 M 确实被排成有序的 （ 广义的 ） 了 ．
假若点 岛 的坐标中 任一个，比如 说a, 等千 00. 则 可 修 正我们的法则 ，例如 把

Ix — al 换成 一 等等
lx l  

6) 我们还举刚才讲的集合 M 的另一排 列序的方法作为例 子 (a 与 b 算作是有
限的 ）．

可以这样规定
M'(x', y' )  >-- M(x, y) ,  

假如
Ix' - a l + IY' - bl <  Ix  - a l + IY - bl , 

或者 这样 ：
M'(x' ,  y' )  >-- M (x, y) ,  

假如 ✓(x' - a)2 + (y' - b)2 < ✓ (x — a)2 + (y - b)2 . 

建 议读者验证一下，在两种情形下条件 I, II, III 皆适合

7) 命 M 为 “整点" (m, n) 的集合 （ 此处 m, n 是 自然数），具有聚点 (+oo, +oo) .

和 5) 相类似 可 依照下列法 则 ：

(m勹i') >-- (m, n) , 如果min(m'矿） > min(m, n),  
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将此集合排 列成有序的 或者更简单一些，按照 这样的排 列规律：

(m 仇') >- (m , n), 如果m ' >m 并 n' > n. 

此处 条件 I, II, III 亦皆适合．
8) 现 在我们从另 外的范畴中取 例 子 ．设 由 割点

a = Xo < X 1 <· · · <  Xi < Xi+l <· · · < 环 =b. 

[755] 

将给定 的 区间[ a, b ]分为有限部分，令所有可 能的 这样的分割 R 便是所研究 的集合
冗 的元素

若以入 表示这些 子 区间长度中的最大的，于是就 很 自然地 可 将各种分割 R 依照
入的减序排 列； 对应 着 较小的入的分割算是后 面的．

条件 1, 11 的适合是显然的 条件 III 也 不难验证： 对应 着值入 与 X 的两个分
割，不论是什么样的，总是能够做出一个分成更小 子 区间的分割来，这分割对应 了一
个比入 和 X 都小的数入II

.

这样 一来，集合 冗 成为有序的了，然而仅只是广义的： 对千 具有同一入的两个
不同的分割，序不曾 建立起来

9) 对于刚才研究 的集合 冗 ={ R}, 可以用另 外的法 则 来 建立序 ：分割 R' 算是在
分割 R 的 后面，假 若 片 是用往 R 的割点中加入新割点的办法，由 R 得到的．由 此
得到的也 只是在广义下的有序： 例如，对千 具有完 全 不同的割点的两个分割，序 并未
建立起来

755. 有序变量及其极限 现 在我们来研究 变化域 为 X 的变 量 X. 可以设想这
个 区域 X 是直接地 排成有序的了 （ 狭义的或广义的 ），或者 － — － 更一般的 一 － 设想
X 的值 x 与某一有序集合 p = { P} ( 由 任意性 质的元素所组成的 ） 的元素 P 有一单
值对应 此时变 量 x也 称为有序的．

仿照 P 来排 列 X =Xp 的值的集合，就是认作

Xp, >-- Xp, 如果P' >-- P( 在 P 里）．

这是一般形式下的仿造，这种仿造我们已经对整序 变 量Xn 做过了，即是把它的值与
自然序数一”号码” 对应 起来，并依照它们的增序而排 列：

知 >-- Xn, 如果n' > n. 

若能判别集合 P 的元素 P癹 我们便可以根据 这些 ＂附标' P 来判别我们的变量
的值 X =Xp. 在这些 情形中，我们承认 （ 和 在整序变 量情形中 一样 ）可 能有相等的值
具不同的附标_ 121) 

©译者注 指判 别序的先后

121)这 样一来被排序的不是变量的值，而是变量的附标当一 个变量不止一次取同一 个值时这一
保留声明是很重要的
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特别着重指出 ，即讲到有序变 量时，我们实际上 并不把它与 它的值在 空 间 或 时 间
中的位置等任何概念 相混． 较后的值不见得比较前的值占 ”更远的位置” ； 变 量取 较
后的值也 不见得就 比取 较前的值 ”更迟＇ 等等．但 若通常准许用 “从某个地 方开始"
或 “从某个变化瞬间开始＇ 之类的 表示法 ，则 此也 无非是为了言语 上的形象 化而已

有序 变量X = Xp 的极限 （ 或者有时 说有序 集合 { xp}的极限 ）的定义与 整序变
最 （ 或序 列 ）的极限的定义完 全类似 ：

变量 X = Xp 有有限极限a, 假若对每个数 E: > 0, 可以从 P 里找 出 这样的附标
P,:, 使得对于所有的p >-- P,: 其对应的值 X = Xp 满足不等式

I x  - a l  = lxp - a l  < E:. 

在第2 3 目 里的定义中 ，P,: 显然就是N巳 ： 事实上 ，关系 n >-- 凡 与不等式n > Nc

是等价的 ．
完 全 照样 ，给出无穷极限的定义 ：
变量 X =Xp 有极限oo, 假若对每个数 E >O, 可以从 P 里找 出 这样的附标 P丘

使得 只要 P >-- PE, 就有 l xl = l xp l  > E. 
关千有确定 符号的无穷 ，十oo或 -oo, 不难 将以上定义加以修 正 ．
此时，和通常一样 ，写成：

lim x = a( oo, + oo, -oo) 或 x 一 a( oo,+ oo, -oo) . 

我们且来看一些实例

756. 例题 我们从变 量 x 的变化域 X 是直接排成有序的 例 子 开始．
1) 命 X = { x} 是有聚点 a 的任意实数集合 依照 I x- a l的减序排 列 ［参看第

754 目 例 3) ]. 显然 ，对应 的变 量 x 有极限 a: 不论怎样取 c >O 总 可以在X里找出
异千 a 的 Xe ' 使得只要 伈 —a l< E:,  则对千 X >- X巳 必有 I x- a l< E:.  

相似的 ，如果X = { x} 具有聚点 oo, 并依照 阳 的增序 把这集合排成有序的 ［参
阅第 754 目 例 4 )], 则 X -----+ 00. 

然而 比较常碰到的情形是： 把变 量的值与 附标 P( 在某一有序集合 P 中 ）做成
对应 下面所 引入的 这一类的 例 子 具有特殊的重要性： 它 们示明 在 本课程 内 所研究
的各个极限类 型 ， 实 际上 ，可被认作 以 上所讲的一般性定义的特殊 表 现 ．

2) 我们来研究 函数极限［第 52 目 ］

Iim f x = A （ ）  
X-+a 

(1) 

的概念 为了简单起见，限千有限的 a与 A的情形
设函数f( x) 被确定 在具有聚点 a 的 区域 X = { x} 内； 值 a 自 己不 在 X 之内，

或者至少 在极限 (1) 的定义之下不认为在 X 之内 这个函数便是此处要讨论 其 极限
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的变 量 ， 而 x 就作为附标 P. 我们将 x 一 a 的意义 了 解成这样 ， 即 ： x 的变化域 X 系
依 Ix - a l的减序而排列的［ 第 754 目 ，3)]. 千是函数值的集合 {f(x)} 也 依照相应 的
样 式排出次序来了 ， 因之等式 (1)—— 按照一般性定义 — － 得到了 确切的意义．这
就是说 对千 给定的 € > 0,  总 可以从 X 中 找出 这样的值 x巳 ， 使得对千 X >-- Xe: , 即是
只要 I x- a l < lxc: - a l, 不等式

/f(x) -A/ < c (2) 

成立
设 伈 - a l= s ,  以上 条件可以改写成： Ix - a l< 8. 反之 如果 I x- a l< 8时不等

式 (2) 成立 ， 则 在条件 lxc: -a l< 8之下取 定 Xe:以后 ， 可以断言 ，对千 X >- 乓 (2) 成
立．这样 一来， 新的函数极限定义和以前的 ［ 第 52 目 ］ 是等价的

3) 二元函数的极限

lim f (M) = l im x ,  y) = A M-+M。 f x-+a （ 
y-+b 

的定义可以完 全 类似地 用有序变 量的术语 表 出

(3) 

设函数f(M) = f (x , y) 确定千 具有聚点Mo(a , b) 的 区域 M = {M(x , y)} 之中；
M。 (a , b) 本身 在等式 (3) 的定义之下不算 进去. M 中的点M(x , y) 作为附标．按照 在
第 754 目 5) 中所做的那样 ， 将集合 M 排列出序来 （ 即是按照 这种意义来了解M-.

M。 或 x 一 a , y 气 ） ， 其 后我们又照样 地 排 列函数值的集合 1 22) {f(M)} 三 {f(x , y)} 
成为有序的 ，千是按照有序变 量极限的一般 性定义 ， 等式 (3) 有了 意义．

并且 在这里可以立即看出 ， 等式 (3) 的新的了解法 和以前的 ［ 第 165 目 ］ 是等
价的

假如不用第 754 目 5) 中所指出的 M = {M(x , y) } 的排列法 则 ， 而以第 754 目
6 ) 中 所引入的法则 作基础 ， 则 极限的定义 在实际上 还是一样的．

4 ) 对于依赖千两个 正整数下标的变 量 Xm ,n , 极限

lim Xm,n = A 
m-+oo n-+oo 

的概念 建 筑 在以下的数对 (m , n) 排 列法 则 上：

(m ' , n') >-- (m , n) ,  若 min (m ' , n') > min (m , n) 

［ 参看第 754 目 7) ]. 这与第 165 目 最后所讲到的那个极限定义相符．
假如我们由同样 在7) 中 曾提 到的 ， 更简单些的排 列法 则

(m ' , n') >-- (m , n) ,  若m ' >m , n' > n 

122)此处， 如同前述变量的情形， 所指是函数值的 附标， 即事实上是把所有形如 (M, f(M)) 的 ＂对“
排序 其中 M 是 M 中 的点
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出 发，所得结果仍然相同
所有以上所论，推广到多元函数的情形并无困难

5 ) 最后，我们回到 确定千 区间[ a, b ]的有界函数f( x) 的黎曼或达布积分和的极
限问题上来 这些 和数与借 任意割点

a = Xo < X 1 <··· < Xi <  Xi+ l <· · · <  Xn = b, 

将 区间[a, b ]分为若干部分的分割 R 有关，并且极限过程是按照入一 0 进行的 （ 此
处入=max �xi). 在第 754 目 8) 中 ，我们已 按照入的减序而 把 区间所有可 能的分
割的集合 冗 = { R} 排成有序的 了 ．千是达布 和的值 s 与 S也就 与 此相应 的排成有
序的 了 ．

要作成黎曼积分 和 a, 除 了 区间的分割以外，还须在每一 子 区间中取 点 ．这样 一

来，黎曼 和就是由 不仅有割点而且 还有介点 的总的集合所确定的 了 ．这些集合 （并且
随之黎曼 和 ）也 可以依照入的减序而排成有序的 ．

此刻已经很清楚，极限

lim u, lim s, lim S 
入-+O 入一0 入-+O

也 可 按照 这里发展的广泛方式来讲了 ．
同时注意，假如按照第 754 目 9) 的法则 来排 列集合 ｛叶，{ s} , { S} 的次序，则 实

际上恒 得同一极限．建 议读者根据第2 97 目 及第 301 目 的结果把这 证明 一下，当作
练习．

关千弧长 ［ 第 330 目 ］ 、 平面 图 形面积 ［ 第 336 目 ］ 的 曲线积分 、 二重积分与曲
面 积分 [54 4 ;550 ;5 8 9;631 ;635 ]等定 义中 所 研究过的极限的问题，类似的也 都被解
决了 ．

757. 关千函数极限的附注 在讲到 极限 ( 1) 时，我们已 规定 了用唯一的 、 完 全
确定的方法去排 列集合 X = { x} [第 754 目 3) ], 并且随之函数值的集合 {f( x)}也 如
法排列以前面所讲的 x 趋近千 a 的 ”标准＇ 法 则 为基础{f( x)} 的极限的定义就 和
第 52 目 中用 "c: - s 的 说法” 所给出的那个定义是等价的 了 ．

然而 x 在集合 X 中 ，或 在 任何以 a 为聚点 并依 任意法 则 排 列的 X 子集合中 ，
以 a 为极限而变化时，却很 可 能 并不按照 x 趋近千 a 的 ”标准＇ 法 则 ．函数f( x) 的

值就 得每次仿照 x 而排列
因此，等式 ( 1)也 可以了解成这样 ：
自 变量 x 不论按照什 么 法则 趋于极限a, 函数f( x) 恒趋于同 一极限A.
这个定义和第 53 目 中用 “整序变 量的 说法” 给出的定义差不多， 只是在这里把

任意的，趋千 a 的，x 值的序列 换成了更为广泛的具有极限 a 的 任意有序集合．
要证刚才所引入的定义与 在前目 中所给的定义的等价性，只需 说明 ： 由 在第 52

目 的意义下的极限 (1) 存 在，可以得出 前述命题．设对 任意的 € > 0, 可以找出 这样的



· 530 · 附录 极限的一般观点 [758] 

8 > 0, 使得只要 Ix - al < 8, 不等式 (2) 就成立． 不论 x 按照什么法则趋千 a, 根据
极限定义，应该存在这样的值 万，使得对千x >-- x 有 Ix - al < 8, 于是对千这样的 x
值不等式 (2) 也成立，事实上也就是说，f(x) -. A. 

对千二元 （或多元） 函数，也可做出像这样的附注．

758. 极限理论的推广 最后，我们来把在第一章中对千整序变量所证明的各个
定理推广到有序 变量 的一般场合．如果一步一步地考察对千整序变量的极限理论的
建立，则做出这个推广并无困难

每 当那里讲到某种关系对千具有号码 n(大千某 N) 的值 x九 成立，则这里就该
讲到它对千具有附标 p >-- 某 P 的值 X = Xp 成立．

例如， 我们来证与第 26 目 1) 相类似的命题：
假若有序 变量 Xp 趋于极限 a, 并且 a > p(a < q), 则 至低限度，从某个地方开

始，Xp > p(Xp < q). 

取了 E: < a - p(c < q - a), 我们找出这样的 P', 使得对千 p >-- P' 有 lxp - al < c; 
对千这些 Xp, 显然也有

Xp > a - E: > p(xp < a +  E: < q) . 

第 26 目 中 20,..._,40 的命题也照样被推广了，最后一个尚可述其大意如次： 若 变
量 x 有 （有限的） 极限 a, 则 至低限度，从 某 个地方 开始， 它 是有界的 ［参看 第 55 目
1,4°] .  

在证明极限的唯一性时 ［第 26 目 50] , 要特别利用到条件 III[第 754 目 ］．
我们来反证，设同时 Xp 一 a, xp 一 b, 并 a < b. 如果在 a 与 b 之 间 取出 r, 则一

方面对千 P >-- P', xp < r, 另一方面对千 P >-- P", xp > r. 但恰恰根据 III, 可以找得
这样的附标 P, 使得同时既 p >-- 尸 又 p >-- P"; 于是同时 Xp < r 并且 Xp > r, 这就
发生 了预期的矛盾

单调变量的 定义由以下形式推广到有序变量： 变 量 Xp 称作是单调增加的 （或
广义的单调增加）， 如果从 P' >-- p 永远可以推 出 Xp1 > Xp(或 Xp1 � Xp).

单调增函数 f(x)(如果把它的值依 自 变量 x 的增序而排列） 或正项二重级数

文 ai,k
i,k=l 

的部分和 A炉 （如果规定

当 m' > m 并 n' > n 时 A�} > A妒，

可以作为这样的变量的例子
如法可以建立单调减 少 的变量的概念．
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注意达布和 s 与 S 的已知特性 ［第 296 目 ］ ． 今若只照在第 754 目 例 9) 中所做
的那样来排列区间分割 则显然小和数 s 成为单调增加的变量，而大和数 S 成为单
调减少的变量 但若取其他排列方法 ［第 754 目 8)] 时，就不能这样讲了．

现在甚易 推广第 34 目 关于单调整序变量的 定理：
单调增加的 变 量 X = Xp 恒有极限． 如果变量上有界， 则此极限是有限的，反之

则 为 +oo.

假定变量是有界的，命 a = sup{xp}, 则所有的 xp ·� a, 并且另一方面无论 c > O
是个什么数， 可找得这样的附标 PE: , 使得 XpE: > a - €. 但是此后只要 p >- PE: , 就有
Xp > XPE: , 所以更有 xp > a - c. 这样一来，不等式 lxp - al < c 对于 p >- PE; 成立，
因之 Xp 一 a.

假定变量 Xp 是无界的， 则对于每一个数 E > 0, 可以找得这样的 PE, 使得
XpE > E. 于是对于 p >- 压，就更有 Xp > E, 因之 Xp ---+ +oo. 定理得证．

第 34 目 关于单调整序变量极限的定理及第 57 目 关于单调函数极限存在的定
理 还有第 394 目 关于正项二重级数收敛性的定理 都被包含在这个 定理之中而作
为一些特殊情形 了 读者知道，此处所做的一些说明，仅不过是把上述几处的个别 定
理证明中所曾有的，在一般形式中翻了一下版而已

我们 注意， 只要站在第 754 目 9) 的法则的观点上，达布和 s 与 S 的有限极限
的存在可从所证的一般性定理中立即推得，至于 s 与 S 的极限的重合 （在第 301 目
曾研究过），则仍待证明

作为较复杂的例子，我们来证明收敛性原理 ［参看第 39 目 ］：
有序 变量 Xp 有有限的极限，必须 而且只 需，对于每个数 c > O 存在这样的 附标

PE: , 使得只要 p >- PE; 并 P' >- PE: , 不 等 式

lxp - xp, / < c 

即成立．

按照第 39 目 中的推理的大意，首先来肯定这个条件的必要性，假令 Xp --+ a, 则
对于数 － 可找得这样的 P, 使得对于 P >- P 有 /xp - a/ < -. 设 P >- P 并 P' >- P, 2 2 
即得 /xp - a/ <� 并 /a - xp, / < -

2 2 
，因之 /xp - x P' / < c ; 此时就可以将 下 取作 Pe.

要证明其充分性，先假定条件成立 ．

我们在全体实数域中依照以下法则做一分割 ． 每一实数 a, 如果 自 某个地方开始

X > a, 

则将其归入 A 部 而所有其余实数 a' 则一齐归入 B 部．易见，这个法则确乎规定了
分割． 我们 只证一下 A 与 B 都是非空的

对于任意的 c > 0, 根据假定， 可找到与之对应的 P1o , 使得只要 P >- P1o 并
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P飞 P1o , 即有
lxp -xp, I < c 或 Xpt - c < X p < X pt 十 c.

因此（当 P' >- P1o 时）Xpt -€ 是数 a 之一以及 Xpt 十 e 是数 d 之一，业已显然 后半旬
话严格来讲仍要利用到条件 III: 倘若 Xpt 十 e 是 a 的一个， 那么 比如说对于 p >- p 
不等式 Xp > Xpt + c 成立，则 （借助于 III) 取 P 使既有 p >- P1o 又有 P >- P, 即同

时兼有 Xp < Xpt + c 与 Xp > Xpt + c 了 ！

根据戴德金定理 ［第 10 目 ］，存在有二部之间的分界数 a,

a � a � a'. 

特别在 P' >- P1o 时

X p, - c � a � X  P' 十 c, 即 lxp, - al � c, 

由此推出 Xp 一 a.

这个定理得到了很有意思的应用 它不仅包含了我们熟知的第 39 目 及第 58 目
的定理 作为特殊情形，而且更导致了新的结果 例如收敛性原理借它的助力被推广
到 了多元函数，二重级数等． 它还给出了弧的可度长的条件 ［第 330 目 ］． 建议读者 自
已述出这个条件， 要注意到如果条件对于整个弧成立，则对千部分弧也成立； 这样一

来，以前需要我们冗长讨论的命题 ［第 247 目 ］，现在只消三言两语就可以证明了 ．

759. 同序变量 为了要推广到那些其中同时出现有两个 （或多个） 变量的命题，
我们 引 入 同序 变 量的概念． 如果两个变量x 与 y 借助于 同一有序集合 p = {P} 而
排列成为有序的，即将x及 y 的值与 P = {P} 的元素做成单值对应，那么就称x与
y 为 同序 变 量 (x 与 y 的具有同样附标 P 的值 Xp 与 YP 算作是对应 的 ）．

例如，若是我们对于同一个 自 变量 x(具有有序变化区域 X) 有两个函数 f(x) 与
g(x) ' 则此二函数将是同序变量 而由同一x值 （它就作为附标 P) 所确 定的它们的
值， 将是对应的．

这里是另一例子 设对于确 定在某区间 [a, b] 上的函数 J(x) 及g(x) 作出了积分
和

a = 区 J(,i )�xi 与 T = 区g('i)�x•. 

很容易看出，此处便是将由同一割点 Xi 及介点 'i 的总集所确 定的和数算作是对应
的； 这割点与介点的总集在 目 前就是附标 P; 如果将和数 a, T 与这些总集一道， 皆依

入 = max �xi 的减序而排列 则我们又得到了同序变量

现在，以等号或数学运算符号连接两个变量x, y 时，我们将假定它们是 同序的，
而且是指具同一附标的对应值 Xp, yp 而言，如果像以前对待整序变量的号码 n 一样
来对待这些附标， 则以前关于整序变量的各 种论证，可以毫不费力地全套搬来．
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例如我们来证这个定理 （推广了的第 29 目 引理 2) :
假若变量 xp(至低限度 自 某个地方开始） 是有界的 ， 并且它 的 同序 变量 ap 是个

无穷 小 ， 则 它 们 的 乘积也将是 无穷小 ．

假定说 对于 P >- P' 

lxp l ( M (0 < M = 常量） ．

给定任一 E: > 0, 可根据数 和 ， 找到这样的 P", 使得对于 P >- P", 有

E: 
lap l < -M '  

依照条件 III, 存在这样的 Po, 使得

P。 >-- P' 并 P。 >-- P" . 

如若 p >-- Po, 则 （由 II) 同时有

P >- p' 并 p >- P", 

因之前面的两个不等式 皆成立， 于是

Jxpap J = JxpJ • JapJ < M • -h = E, 

这就证明了我们的命题

经过所引的这些例子， 读者可以请楚地看到， 整套的极限理论确乎 （保持证明中
的主要线索） 被移植到有序 变量的一般场合了．

760. 借助千参数的排列法 所有我们遇到的极限概念在分析中的应用场合，变
址 Xp 的附标集合 p = {P} 的排列法总是千篇一律的． 所用的排列法可以一般地描
述成下面的样式

把 P 中的每一个元素 P 与某个参数的值 t 对应起来，并且同一个 t 还可以与
很多的 P 相对应； 所有这样的 P 的集合以 冗 表之 我们假定所有的 t > 0, 并且存
在有任意小的值 t, 使相应的 Pt 不是空的

现在我们规定， 在 两 个元素 P 之间 ， 对应于较 小 的 参数值 t 的 一 个算作是后 面
的 （就是说我们 “依参数的 减序” 来排列 P).而对于对应同一个 t, 因之属于同一个集
合 Pt 的两个元素 P(以及对于对应的 x 值） ，则并不分出先后次序 ． 此时条件 I, II, III
尽皆符合 关于 I, II 这是很容易看出的； 我们来验证一下条件 III. 设 P 与 尸 是集
合 P 的任意两个元素， 对应参数值 t 与 t' . 根据假定， 可找到这样的值 t"' 既小于 t
及 t', 而又使相应的 Pt" 不是空的 于是 Pt" 中任意的 P" 既在 P 的后 面， 又在 P'
的后 面
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读者不难验出， 所有巳有的应用极限概念的场合， 都是按这样处理的． 对于具附
标 n 的整序变量 x九 ， 可取t= - .  至于函数 f(x) 及其当 x ---+ a 时的极限， 则其附标 x

的集合是依照参数t= Ix - al 的减序而排列的 同样， 在二元函数 f(M) = f(x, y) [此

处点 M(x, y) 作为附标］ 的情形下定义 X ---+ a, y 一 b 时函数的极限， 就可以用参数

或

t1 = max{ lx - al , IY - b l } , t2 = Ix - al + IY — b l  

伈 ＝ ✓(x - a) 2 + (y  - b) 2 

中的任一个来描述 x 一 a, y 一 b 的过程． 对于达布和

s = 区 mi�Xi , 8 = 区 Mi�Xi ,
i i 

割点的集合作为是附标； 而转变到黎曼和

a = 区 J(,i)�xi

时， 则还要把点 己 的集合也算进去． 在这两种情形下， 这些附标 皆是借助于参数

t = max �xi 而排列的． 在 定义弧长时， 则是把部分弧直径中的最大的作为参数 以

及诸如此类
当变量 x 的变化域 X, 或是 － —］ 更精确些 附标集合 p = {P} , 系按照上

述方式借助于参数t而排列的时候， 显然总可以将极限 （限于有限的极限） 的定义给
成下列的形式： 数 a 说是 x 的 极限， 假 如 对于每个数 E > O 对应有这样的 汇 > 0, 使

得只要 x 所对应 的 参数值t< <5, 就有

Ix - al <r::. 

借助于参数的排列法， 我们在第三卷中还将利用到 ． 然而这个简单的排列法终
归难以满足数学分析中较高级的支系的需求． 关于一般不能用引入参数的方式来做
的排列法， 可取第 754 目 9) 的法则为例， 这在次 目的讨论中就会明白．

761. 化简成整序变量 直到 目 前为止， 在所有具体情况中， 当我们碰到极限概
念时， 总可在某种意义上把问题化简成整序 变量的极限．这种把极限概念以 “整序变
量的说法” 表达的可能性， 在以前的论述中甚为重要．

现在我们来研究一下， 在一般场合中有序 变量x = xp 的情形是怎样的

为 了这个 目的， 我们 引 入对于给 定的有序集合 p = {P} 的临界子序列的概念．
从 P 中取出的元素的序列

P1 , P2 , · · · , Pn , · · · , (4) 
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如果合乎以下条件： 无论从 P 中取出怎样的元素 P' 来， 号码充分大的元素 P九 总在
尸 的后 面

Pn >-- P' (对于 n > N),

则称之为 P = {P}的临界子序列
如果变量 x 借助于附标 P(属于 P) 而排列， 则当集合 P 中存在有临界子序列

时， 我们就称从 X 里对应地抽出的 x 值序列

Xl ' X2 ' . . . ' Xn ' . . . (5) 

为 X = { x}的临界子序 列
首先就发生 了问题 是否 至 少存在一 个子序列 (4) , 对于 P 说乃是临界的？ 或是

同样的 ， 是 否 至 少 存在一个子序列 (5) , 对于 X 说乃是临界的？

应该指 明 当集合 P 的排列系借助千某个参数 t 时 （如前 目 所阐明者）， 临界子
序列的建立总不困难： 取定序列 ｛抎} , t九 一 0, 并使所有的集合 冗九 非空， 然后从每

个 Pt .,. 中择取元素 凡 组成序列 {P,叶， 显然即所欲求者．
然而在一般情形下， 对于有序集合 p = {P}, 可以根本不存在任何一个临界子

序列

例如我们来研究依第 754 目 9) 的法则而排列的， 定区间 [a, b] 的各 种有限分
割©集合 R = {R}. 

我们从反面来看，假如对千 R 存在有分割的临界子序列

R1 , R2 , · · · , Rn , · · · . 

每一个 瓦 对应一个割点的有限集合不难做出这样的区间 [a1 , b计 (a < a1 < b1 < b) , 

使得其中不含 几 内任何一个割点 然后做出区间 [a2 , b习 如 ＜ 幻 ＜ 伈 < b1 ) ,  不含
凡 的割点， 如此类推以至无穷在第 n 次是做出区间 [an , bn] (an-l < a九 ＜ 加 < b九一1 ) ,
其中不含 尾 的割点 如若此时注意使 bn - an 一 0, 则依照第 38 目 关于内含区间的

引 理 可得唯一的点 c = lim an = Iim bn , 属 千所有的区间 [a九 ， 加］． 这个点显然不与
任何一个 比 的任何一个割点相重合 ．假如现在取区间 [a, b] 的任一分割 R', 其中 c

是一个割点， 则根据第 754 目 9) 的法则 任何一个 瓦 皆不能说是在 片 的后面， 乃
与临界子序列的定义冲突． 这个矛盾就证明了这样的子序列事实上根本没有．

顺便提一下， 由此就可以推出， 第 754 目 9) 的集合 R = {R} 的排列法不可能
在前 目的意 义下以参数表达！］

现在我们假定： 附标集合 P 以及随之有序变量 x 的变化域 X, 皆含有临界子序
列 在这种情形下 （ 并且显然也只在此情形下） 变量 x 的极限的问题可按通常的办
法化简成整序变扯的极限的问题：

©这些 R, 如曾指出过的 ， 可以作为附标 ， 例如作为确定于 [a, b] 的任一函数的达布和的附标
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要变量 x 有极限 a, 必须 而 且 只 需 ， 每一 个通过 X 的 临界子序列 的整序 变量 Xn

趋于此极限

事实上，假设 X ----.; a(此处我们为 了 明确起见，假定 a 是有限的），则对于任意的
c > 0, 有

lxp — 叫 <c, 只要 p >-- PE. 

但若取出 任意的临界子序列 (4) , 则对千充分大的 n, 根据定义，将有 Pn >-- P, 釭
因之

这就是说 整序变戳 x九 一 a.

I吓 — a l = lxPn - al < E. 

反之假设每个这样的整序变量趋 千 a. 为 了要证明即有 x 一 a, 我们假定相
反的： 对千某个 c > 0, 无论从 P 中取出 什么样的 P' 来， 总可找到 p >-- P', 使得

lxp — a/ ? E. 取定 P 的某一个临界子序列 ｛吐｝．按照所说的，对千每一个 P�, 在 P
中可找出 元素 Pn >-- P� , 使得

I吓 — al = lxpn - al ? r:: (n = l , 2, · · · ). 

不难证明， 子序列 {F'. 叶 对于 P 也是临界的 也就是说子序列 {x叶 对于 X 是临界
的，于是上面的不等式与原来的假设矛盾

762. 有序变量的上极限与下极限 我们来研究有序变扯 x, 它的值是由附标
P(属 于 P) 给出的． 对于任意的 P, 我们用那些在 Xp 之后的 x 值 即对应于附标
P' >-- p 的 x 值，组成集合 心，并 找 出 它的确界

sup Xp 与 inf 心

（可能是无穷）． 其中每一个都是带有附标 P 的有序 变量，并且其中第一个是单调减
少的，而第二个是单调增加的 （在第 758 目 的意义之下）． 此时，根据关于单询变植
的定理 存在有确 定的 （有限的或无穷的） 极限

M* = lim(sup 心）

M* = lim(inf 心） ．。 ｝
(6) 

一般的就分别称之为变量 x 的上极限或下极限，并记如

M* = 二， 几 ＝ 皿x.

这两 个极限的相等是在一般意 义 下 ［第 755 目 ］ 变量 x 极限存在的 必要且充分的
条件．

＠ 所研究的变量还可能采取广义的值 土oo, 而这种情形 并不发生困难
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事实上， 若存在有有限的极限

a =  lim x,  (7) 

则对千任意的 E: > 0, 可找到这样的附标 PE: , 使得对于 p >- PE: , 有

a - E < xp < a +  E:. (8) 

于是又有
a — c � inf X尺 � M* � M* � sup Xpe � a + E,

因之， 由千 e 是任意 的
M* = M* = a. 

反之， 若这个等式成立 (a 是有限的）， 则由于 (6) , 对于 E: > 0 又可找出这样的
Pc: , 使得

a — c < inf X几 � sup Xp" <a + E, 

所以 (8) 成立， 并且由此推得 (7) .

建议读者进行 a = 士oo 的情形的研究
数 A1* 与 M* (在它们是有限的情形下） 可以用与第 42 目 中研究过的性质 I, II 

完全类似的性质作为特征 例如我们来看 M* .
假如任意取出数 E > O 及附标Po , 则存在这样的 Pc: >-- Po , 使得

M* — E < sup 抎 < M* + E.

由此根据上确界的定义即得
数 M* 的性质 I: 对于所有的 p >-- PE; 有Xp < M* + E: 

数 M* 的性质 II: 至 少 可找到 一 个这样的值 Xp, (此处 P' >-- Po) ,  使得

Xp, > M* - E:.  

现在假定集合 p = {P} 包含有临界子序列 (4) , 并与我们的变量值的临界子序
列 （对千 X) 相对应． 如若这种的序列中的某一个有极限， 则称之为变量 x 的部分极
限［参看第 40 目 与第 59 目 ］ ．

此时可以证明： 以上所定义的上极限与下极限 Jl.,1* , 江 同时还分别是变量 x 所
有的部分极限的 最大者与最小者［亦如在第 40 目 与第 59 目 中一样］．

实际上 （如果还假定上极限是有限的）， 从性质 I 立见： 随便哪一个部分极限都
不能超过 M* 为 了要做出一个 X 的临界子序列 (5) , 使之趋于 M* (这就说明 M* 本
身也是一个部分极限）， 我们且先从随便一个 P 的临界子序列

P{ , 科， . . . , P� , - - ·  
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入手 然后借助千性质 I, II[参 看第 40 目 ］，我们便归纳地 做出了 这样的 子 序 列 ( 4) ,
使得： 第一，有

Pn >- P� 

［因之 ( 4) 对千 P也是临界的！］，并且第二，Xn = Xpn 满足双重不等式

M* - 环 < Xn < M* + 环 ，

此处 En 是 任意取 的趋于 0的 正项整序变 量． 甚 易 看出， 子 序 列 (5 ) 对 X 说是临界
的 且以 M* 为其极限

从读者所 熟悉的范畴中 还 可以再指出一个 上极限及下极限的 例 子 ． 例如， 易 见
达布 上积分 I* 及下积分 J* [ 第2 96 目 ，第 301 目 ］ 分别为积分 和 （ 黎曼 和 ）CJ = 

Z: J ( ,i )�Xi 于入=max �xi 一0 时的 上极限与下极限
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校订后记

r. M. 菲赫金哥尔茨 《 微积分学 教程 》 一书， 在我国 20 世纪 50 年代以来的数
学 教育中 曾产生过巨大的影响 大体 说来， 现 在 50 岁以上的数学 主作者， 鲜有不知
此书的， 鲜有未读过 （参 考过 ） 此书的 ．它内容丰富而论述深刻 （ 虽然从今天看来， 处
理方法是经典的 ）， 使许多学 习 过数学 类各专业的人受益 良多

本书 最早的中译本是根据俄文 1951 年第 4 版 （一 、 二卷 ） 和 1949 年版 （ 第三卷 ）
译出的， 于 1954 - 1956 年 先后由 商务印书馆 和高等教育出版社出 版 、 印行. 1959 

年又根据俄文 1958 年版对其中第一卷作过修订． 中译本是由多所高等学 校的多位
数学 老师分别翻译， 高等教育出版社多位编辑经手的 ．

这次高等教育出版社 在国家 自然科学 基金委员会天元数学 基金的支持下， 根据
2003 年印行的俄文版进行修订．由于本书的各位译者大多年事 已 高 （有的已经谢世 ），
高等教育出版社 在得 到 主要译者的首肯 后， 让我来担 任全 书的校订工作， 这 既使我
感到 荣幸， 又感到 诚惶诚恐 如履薄冰． 在校订过程中 ， 原书各位译者认真仔细的工
作作风 和高 质量的翻译， 让我深感敬佩， 并得 到 很多教益．从 2003 年印行的俄文版
中 ， 我们看到 担 任本书俄文版的校订 、 编辑主作的圣彼得 堡大学 的A.A. 弗洛连斯
基教授除改 正原 先各版中一些 印刷错误外， 又从读者的角度出发， 对书中 可 能产生
不便的地 方增加了 122 个注释 他们这种为使经典名著臻于完善的 、 认真细致的作
风值得 我们借鉴．

对本书的校订工作 主要在两个方面 一方面是在新版中 （应是 1959 年以前）作
者作了 不少的修订与 增删， 尤其是第二卷与 第三卷中 改动较多．而 由于历史的原因
在20 世纪 60 年代以后， 高等教育出版社与 各位译者一直没有机会按新版修订译本．
因而 这次需要作不少补译的丁作 ． 还有就是翻译 122 个编者注的主作 ．另一方面是，
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涉及数学 名 词 、 外国数学 家的中译名的规范问题． 由于 在 1993 年，全 国 自然科 学 名
词委员会 （ 现 改 称全 国科 学 技术名 词委员会 ） 已 颁布了 《 数学 名 词 》 ，所以校订中首
先以此为准，对数学 名词 、 外国数学 家中 译名作 了统一性的订正 在此范围之外的则

以 《中 国大百科 全 书· 数学 卷 》 、 《 数学 百科 全 书 》 （五卷本 ）以及张鸿林 、 葛显 良 先
生编订的 《 英汉数学 词汇 》 为准 此 外 还参 考了齐玉霞 、 林风藻 、 刘远图 先生合编的
《 新俄汉数学 词汇 》 ． 还有个别的 在上述 范围之外的名词以及 其 他一些难于处理的
问题 则是由 张小萍 、 沈海玉 、 郭思旭三人经商讨后定 下来的 ．

还应 当 说明的是，书中有关物理 、 力 学 方面的量 和单位 有少数地 方与我国现 在
执行的 国家标准不一致 但是，改动它们会 导 致计算过程 和结果中 数据的改变，作为
译本，恐怕反而不妥当，宜保留原作的用法为好 还有个别数学 符号也 与我国 目 前适
用的不一致，也 未作改动

本书的校订过程，充分体现 为一种集体的力 蜇 和成果． 首先是本书的策划张小
萍编审，她为本书的修订 、出版工作作 了周到细致的安排，并负责一至三卷的终审丁
作，作 了 十分仔细的审 阅 并提出很多重要意见； 沈海玉 先生对一 、 三卷作 了认真的通
读加工 和校阅，提出了 许多很好的意见； 李植教授和邵常虹老师为本书翻译了俄文版
《 编者的话 》． 在补译过程中 ，我经常得到 外语分社田 文琪编审 在俄译中 表 达方面耐
心而宝贵的指教． 对以上各位的指 导 、 合作与帮助，表 示 由 衷的感谢！

由 千个人的水平所 限，虽经努力，但 在新加内容的补译主作方面 、 在个别译名的
确定 方面等，错误 和疏漏恐难于避免，还请读者不吝指 正．

郭思旭
2005 年 8 月
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本书是一部卓越的数学科学与教育著作 自 第一版问世

50 多年来 ， 本书 多次再版 ， 至今仍被俄 罗斯的综合大学以及

技术和师范院校选作数学分析课程的基本教材之 一 ， 并被翻

译成 多种文字 ， 在世界范围 内 广受欢迎

本书所包括的主要 内 容是在 20 世纪初最后形成的现代

数学分析的经典部分() 本 书 第—卷包括实变量— 元 与 多 元微

分学及其基本应用 ； 第二卷研究黎曼积分理论与级数理论 ；

第 三卷研究 多重积分、 曲 线积分、 曲 面积分、 斯蒂尔吉斯积

分 、 傅里叶级数与傅里叶变换

本书 的特点是 ： 一 、 含有大量例题与应用 实例 ； 二 、 材

料的叙述通俗、 详细和准确 ； 三 、 在极少使用 集合论的 （ 包

括记号 ） 同 时保持了叙述的全部严格性 ， 以便读者容易初步

掌握本课程 的 内 容勹

本书可供各级各类高等学校的数学分析与高等数学课程

作为 教学参考书 ， 是数学分析教师极好的案头用 书
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