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Editors’ Preface

The papers have been divided, necessarily somewhat arbitrarily, into two parts

Part A: Scientific Papers
Part B: Historical, Philosophical, and Socio-Political Papers

Within each part, the papers have been divided by subject, and within each
subject printed chronologically. With some exceptions, every scientific paper is
reprinted in its original form. One class of exceptions consists of papers that
are simply translations into Hungarian from German or English; they are omit-
ted, but listed in the bibliographies. Scientific papers originally in Hungarian
have been translated into English. Some of the papers of Volume V/Part III,
Articles, Reports, and Memoranda on Nuclear Energy, have been reset and the
figures redrawn. The originals were declassified reports, some in nearly illegible
shape. Some reports and patents in Volume V/ Part III and Part IV are listed
by title only. In contrast to the scientific papers where the coverage is essentially
complete, in Part B, a selection has been made. We believe it is representative
of Wigner’s far ranging concerns. The five books in which Wigner was involved
as author, co-author, or lecturer are not reprinted in the Collected Works, but
are noted in the annotations and bibliographies.

Jagdish Mehra
Arthur S. Wightman
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Eugene Paul Wigner:
A Biographical Sketch



Eugene Paul Wigner:
A Biographical Sketch

By Jagdish Mehra

Family Background and Upbringing

Eugene Paul Wigner (Jené Pal Wigner) was born in Budapest, Hungary, on
17 November 1902. His father Anthony (Antal) Wigner and mother Elizabeth
(Erzsébet) née Einhorn, were both descended from Austrian Jewish families.
Anthony’s family originally had the name ‘Wiegner’, meaning ‘candlemaker’,
but his grandfather dropped the ‘e’ in the name. Anthony’s father died when
he was very young, which made it difficult for him to get a regular education
or to have ‘great fantasies for his life, and if he did, he did not share them’.
Anthony Wigner became a director in a leather-tanning factory.

Anthony and Elizabeth Wigner had three children: the eldest, a daughter,
Bertha; Eugene, and a daughter, two years younger than Eugene, Margit (who
married P.A.M. Dirac in 1934).

Eugene had his early education at home between the ages of five and ten,
from a lady whom his mother employed to teach him and his sisters. She taught
them reading, writing and arithmetic, including the multiplication table. When
Eugene was ten, the teacher left, and he was enrolled in the Lutheran High
School, a private and prestigious gymnasium. His teachers were excellent there,
eager to impart knowledge.

At the age of thirteen, Eugene fell ill with lung disease and had to spend
some time in a sanatorium in a small place called Breitenstein in Austria.
During that fall he had to take a special examination covering the material
he had missed during his illness, and it was then that he first encountered
his mathematics teacher Laszl6 Ratz, from whom he apparently learned the
most. ‘Ratz did unbelievably much to arouse the attention of students toward
mathematics. He founded the Mathematics Journal for Secondary Schools and

wrote books which elucidated the simplest solutions of the problems posed
there.’

Rétz gave private lessons in mathematics to Eugene Wigner’s friend John
von Neumann, who was also a student in the Lutheran High School, but one
class junior, although he was two years ahead in mathematics. ‘Johnny was
a most unusual person, a marvellously quick thinker, and was recognized as
such in high school.” Wigner admired von Neumann greatly, ‘but I was not
intimidated by him. I did not want to be compared with him or to compete
with him. It was clear that he was a much better mathematician than I was,
and a better scientist. But I knew more physics.’

Sandor Mikl6s was the physics teacher in high school, and author of ‘an
excellent physics book’, while Andras Kubascka taught natural science, mostly
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elementary zoology. Miklds, the physics teacher, ‘showed nice experiments and
the experiments were always successful. He taught solidly and well. After two
years of study of physics with him, the first two years of physics either at the
Budapest Technical University or the Berlin Technische Hochschule seemed to
be almost mere repetition.’

Eugene had his Bar Mitzvah on 17 November 1915, his thirteenth birthday.

Soon after the end of World War I, the communists took over Hungary. ‘My
father and I were deeply against Communism.’ Evidently, it was already in his
boyhood that Wigner learned to abhor Communism. Anthony Wigner took his
family to Austria for a while, to a place south of Vienna, where he had a cousin.
But the communists were soon overthrown and in 1919 the family returned
to Budapest. Anthony decided that the family should change its religion to
Lutheran Protestant, more as an anti-Communist gesture than as a result of
compulsion or religious conviction.

Higher Studies

Eugene Wigner completed high school in 1920. He tcund that he was principally
interested in physics and mathematics, but that it was not easy to find a job
as a scientist. He could have obtained a reasonably good job in the tannery
where his father worked. So he thought he would study chemical engineering,
and his father agreed, but Eugene told him: ‘To be honest, I want to become
a scientist.” He had in mind a real scientist who works on theoretical and
experimental development of physics and not just a teacher of physics. It was
then decided that he would study chemical engineering and later on work in the
tannery. He enrolled in the technical university at Budapest for the year 1920-
21 to study chemical engineering, and the next year switched to the Technische
Hochschule in Berlin. There was much activity in theoretical physics in Berlin
but it was primarily concentrated at the University of Berlin where Albert
Einstein, Max Planck, Max von Laue, Walther Nernst, among others, were
active. The Technische Hochschule was primarily devoted to applications, and
among these chemistry was considered important and fundamental. But even
at the Technische Hochschule Wigner chose to spend most of his time in trying
to learn as much theoretical physics as possible. In his regular course work
Wigner mostly pursued lectures and laboratory work in inorganic chemistry.
For his Diplomarbeit he worked on the crystal structure of rhombic sulphur
under the supervision of the chemist Hermann Mark, completing his degree in
the spring of 1924.

Wigner then began doctoral work for a degree in chemical engineering
(‘Dr.Ing.’) under Michael Polanyi. His thesis, entitled ‘Bildung und Zerfall
von Molekilen’ [1] dealt with chemical reaction rates and the formation of
molecules. ‘They have skill enough to collide with the right energy. Polanyi
accepted my proposal that angular momenta are quantized. Atoms collide
with angular momentum in a proportion consistent with Planck’s constant.’
On studying the equilibrium between the electron and the excited atom, ‘we
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can predict that the energy levels are not absolutely precise, that they have
a spread. However, with angular momentum, this was not so. Hence, we said
that the electron’s angular momentum had its definite value. This, of course,
was a very feeble expression of the uncertainty principle.” Wigner obtained the
‘Dr.Ing.’ degree in 1925.

Return to Hungary and Call to Berlin

Upon the completion of his degree, Wigner returned to Budapest and went to
work in the tannery. He believed he would not have the opportunity to continue
his science there. However, he did have one link to the physics he had left be-
hind: a subscription to Zeitschrift der Physik. It was there that he first read the
article by Born and Jordan on matrix mechanics [2]. ‘This paper convinced me
that the human being had enough imagination to understand microscopic pro-
cesses.” Wigner knew matrices quite well as a result of his interest in crystals;
the symmetries of a crystal were described in terms of matrices. So he under-
stood the Born-Jordan article on matrix mechanics right away, as well as the
following article by Born, Heisenberg and Jordan [3]. From these papers Wigner
learned how to calculate energy levels and to describe atomic transitions.

Meanwhile, Michael Polanyi, Wigner’s doctoral thesis advisor, had been
active in his behalf. Polanyi had been quite impressed by Wigner, and recom-
mended him to Richard Becker who had just become Professor of Theoretical
Physics at the Technische Hochschule in Berlin. Becker invited Wigner to be his
research assistant, a post that Wigner accepted with alacrity. Wigner’s duties
included attending Becker’s lectures; this was in response to Becker’s request
that Wigner point out the obscurities in his lectures. ‘But this was not nec-
essary because Becker spoke clearly and gave excellent explanations.” Wigner
was also asked to work with G. Wessenberg, a Privatdozent at the Technische
Hochschule. Wessenberg remarked to Wigner, .. .it’s a miracle that in a crys-
tal the atoms are often arranged along the axis or plane of symmetry, why?’
‘I noticed that if you have an axis of symmetry, the potential is an extremum
(a maximum or minimum), but the probability of its being a maximum is
much larger, and a similar consideration applied to the plane of symmetry.
Wessenberg said, “Perhaps you are right, but it is important to give a more
elegant demonstration!”’ This sent Wigner back to his study of group the-
ory, in particular, to the classic Lehrbuch der Algebra by Heinrich Weber, of
which the second volume deals with group theory. Wigner then produced a
group-theoretical proof, but it was not published.

Wigner then took up the problem of the symmetry of atomic eigenfunctions
under permutation of electrons. He generalized an article of Heisenberg’s [4],
which treated the case of two electrons, first to three electrons and then to four
or more. All this was for electrons without spin. Then, in three joint articles
with John von Neumann, the whole theory was generalized to the case in which
the electron’s spin is described by the Pauli theory [5, 6].
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All these results were given a systematic and pedagogical exposition in
Wigner’s book Gruppentheorie und thre Anwendung in der Theorie der Atom-
spektren [7]. He was urged to write this book by Max von Laue who was also
helpful in persuading the publisher, Vieweg, that it should be published. The
methods of group representation theory used by Wigner had been developed
by Frobenius and Schur in the context of the theory of finite groups. They were
sufficient for Wigner’s application to the permutation group of the electrons.
For the rotation group Wigner needed results and methods of I.Schur and
H. Weyl. What Wigner offered as a preliminary to his thoroughgoing practical
application of these group-theoretical methods to atomic physics was a funda-
mental analysis of the notion of symmetry in quantum mechanics. He showed
how it reduces to a problem in group representation theory.

Edward Teller and Leo Szilard in Berlin

Eugene Wigner had not known either Edward Teller or Leo Szilard, his compa-
triots from Hungary, in Budapest. He first met them when he was in the Tech-
nische Hochschule in Berlin. Szilard was then working in Berlin, while Teller
was working under Werner Heisenberg in Leipzig. Teller used to visit Berlin
and Wigner occasionally went to Leipzig. In matters of politics they agreed, so
they mainly discussed problems of theoretical physics with each other. ‘All of
us realized that there was a danger of submission of all countries to the Com-
munist threat. Fascism at that time was still not very serious.” And, of course,
the evil of Fascism’, especially the threat of anti-semitism, was a great shock
to both Wigner and Teller and to many, many other people.

Gottingen

In 1927 Eugene Wigner was invited to Gottingen to work as an assistant to
David Hilbert. This came about because for many years Arnold Sommerfeld
used to arrange for a young physicist to go to Gottingen to help Hilbert keep
abreast of current developments in physics. But Hilbert was very sick when
Wigner arrived in Gottingen; he suffered from pernicious anemia, and Wigner
saw him only a few times and did not have close contact with him.

However, he worked hard on physics, and became acquainted with the other
people who were there. He got to know Max Born whom he liked a great deal.
Among the younger physicists were Pascual Jordan and Walter Heitler. John
von Neumann visited Gottingen frequently. Von Neumann and Lothar Nord-
heim had attended lectures by Hilbert on quantum mechanics during the winter
semester of 1926-27 and had written them up for publication. Von Neumann
was working on the spectral theory of self-adjoint operators, a subject funda-
mental both for mathematics and quantum theory. Among the experimental
physicists whom Wigner got to know was James Franck, who in the famous
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Franck-Hertz experiment, had shown the inelastic collisions of electrons with
atoms yield excitation energies in agreement with those predicted from spec-
troscopy according to Bohr’s theory. Wigner came into close contact with Jor-
dan and together they published a paper on Pauli’s exclusion principle [8],
which turned out to be very important in the history of quantum field theory.
This work was inspired by previous work by Pascual Jordan and Jordan and
Oskar Klein, who gave an algebraic treatment (second quantization) for nonrel-
ativistic charged bosons. ‘But it was Jordan who first thought of the idea which
we (Jordan and Wigner) published together. However, the mathematical proof,
that this was the only way to explain Pauli’s exclusion principle, was mine, and
it was based on the theory of group representations — but the principal idea
was Jordan’s. ...He was deeply impressed by my idea of unitarity, but that
was not difficult; it did not require imagination.’

Jordan and Wigner tried to write down a relativistic equation for the elec-
tron, just as several other people had done at that time; they did not succeed.
One day Born received a letter from Paul Dirac with a description of his equa-
tion [9]. Born showed the letter to Jordan and ‘Jordan told me, “ It’s a mar-
vellous equation. It’s a pity that we didn’t invent it, but still it is very good it
has been found.”’

Wigner continued to work with von Neumann. One product was a joint
paper, ‘Uber das Verhalten von Eigenwerten bei adiabatischen Prozessen’ [10]
‘that was a very interesting question: How do energy levels change if the atom
is subjected to a slow transition? It was written by me (Wigner).’

Another product of Wigner’s stay in Gottingen was a pair of influential
papers written with Viktor Weisskopf [11]. These treated the problem of line
width in Dirac’s theory of atoms and radiation.

Back to Berlin

After the year in Gottingen, Wigner returned to Berlin, where he was again
associated with Richard Becker. Upon his return in 1928 he was appointed
Privatdozent (lecturer) at the Technische Hochschule and, in 1930, was given
the title (untenured) ‘nicht beamtlicher aulerordentlicher Professor’.

It was during this period that Wigner wrote the above-mentioned book
on group theory and its applications to atomic spectroscopy. The book invites
comparison with two other classic books on group theory and quantum me-
chanics: that of Hermann Weyl in two German editions of 1928 and 1931 and
its English translation of 1931 [12], and the book of B. L. van der Waerden [13].
These are of a flavour quite different from Wigner’s. There is little doubt that
most spectroscopists would prefer Wigner’s book, and most mathematicians
Weyl’s or van der Waerden’s. Mathematical physicists are well advised to be
acquainted with all three.
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Offer from Princeton University

One day in the fall of 1929, late in October or November, Eugene Wigner
received a cable from Princeton University, offering him a job for half a year (one
semester) in the spring of 1930. The salary was a considerable increase (seven
times) over his salary in Berlin. John von Neumann also received an offer from
Princeton University at the same time. (The University was using the income
from the endowment funds of a chair, the Thomas D. Jones Professorship of
Mathematical Physics, established in the mid-1920s to offer two temporary half-
time positions. Hermann Weyl had been appointed to this Chair in 1928, but
had resigned to return to Europe in 1929. It was to this Chair that Wigner
was permanently appointed ten years later.) Their appointments had been
recommended by Paul Ehrenfest of Leyden.

Upon arrival in Princeton Wigner was offered a continuation of this ar-
rangement for the next five years (1930-1935). At the same time the Technis-
che Hoschschule in Berlin offered him half-yearly appointments for the same
period. Thus he could divide the academic year between Princeton and Berlin,
and spend about three months each year with his parents in Hungary.

Princeton

Wigner prospered scientifically in Princeton. He ranged widely across theoret-
ical physics and chemistry. Some of his European friends and coworkers came
to North America. John von Neumann was there of course and, eventually, Leo
Szilard and Edward Teller came, as did many other Hungarians and they got
together from time to time. He was also fortunate in his students: Frederick
Seitz, John Bardeen, and Conyers Herring worked with him and went on to
become outstanding physicists. Their work set a high standard in theoretical
physics.

Soon after Wigner came to Princeton dramatic developments took place in
physics. In 1932, James Chadwick discovered the neutron and Carl Anderson
the positron. Werner Heisenberg put forward the proposal that the atomic
nucleus is composed of neutrons and protons; theoretical nuclear physics in a
modern sense was born. Wigner contributed significantly to the development
of nuclear physics through such papers as [14].

In 1933, the National Socialists seized power in Germany, and Wigner’s
position at the Technische Hochschule vanished. His job at Princeton was con-
verted into a full-time position. Meanwhile, the Institute for Advanced Study
had been created, and its newly appointed professors including Albert Einstein,
Hermann Weyl and John von Neumann, were temporarily housed in Fine Hall,
the University Mathematics Department’s new building,.

When Wigner first came to Princeton, he saw the Physics Department as
‘a little behind times. Quantum mechanics was known to a very few. During
my times here, first H. P. Robertson and then E. U. Condon were added to the
department, and they were interested, but not as intensely as Johnny (von
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Neumann) and I. Occasionally I went to Columbia to discuss matters with
I.1. Rabi and with Breit. Gregory Breit, whom I admire very much, was at New
York University. Rabi was at Columbia. Breit spent a year at the Institute (for
Advanced Study) and we wrote a couple of papers together. One of them was
on what people call the Breit-Wigner formula’ {15].

When Wigner’s contract as Visiting Lecture in Mathematical Physics ex-
pired in 1935, he was offered a three year term as Visiting Professor of Math-
ematical Physics. This was a promotion but only to a temporary position. He
was bitterly disappointed, and sought a position elsewhere. With Gregory Breit
as an advocate, he received an offer of a tenured position from the University
of Wisconsin in Madison, Wisconsin, which he accepted.

Madison

Wigner was very happy in Madison, where he found the members of the De-
partment very friendly and interested in his work. He continued to be extraor-
dinarily productive, especially in nuclear physics.

Another notable event that occured about this time was that Wigner sent
the manuscript of his paper ‘On Unitary Representations of the Inhomogenous
Lorentz Group’ to the American Journal of Mathematics. It was rejected with
the remark that ‘this work is not interesting for mathematics’. Wigner men-
tioned the fact that it had been rejected to John von Neumann, who saw to it
that the article was published in the Annals of Mathematics of which he was
an Editor; so what is possibly Wigner’s most famous paper saw the light of day
[16].

In Madison, Wigner met Amelia Zipora Frank, who had been a student of
physics. They were married on 23 December 1936, but she had heart disease
and died on 16 August 1937.

When Princeton finally decided to offer Wigner an endowed chair with a
permanent appointment, the Thomas D. Jones Professorship of Mathematical
Physics, beginning in the fall of 1938, he accepted. (They had first offered it to
J.H. Van Vleck, but he, newly appointed at Harvard, refused, and recommended
the appointment of Eugene Wigner to the Chair.)

Consequences of the Discovery of Nuclear Fission

In 1939, Otto Hahn and Fritz Strassmann discovered nuclear fission. Niels Bohr
brought the news of its discovery to the United States and spent the spring
term in Princeton, working on the theory of nuclear fission with John Archibald
Wheeler. The phenomenon contradicted the ideas of Enrico Fermi, whose pre-
vious explanation had been interpreted in terms of neutron absorption without
fission but with the formation of transuranic elements. Fermi ‘told us that
there existed great danger that a nuclear explosion was possible. We also im-
mediately understood the possibility of using the fission process for producing
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energy.’ Szilard had discussed the possibility of using a chain reaction involving
neutrons for such purposes several years before but then he had no idea how to
get the required neutrons; now fission might supply them. Wigner and Szilard
were concerned that the Germans under Adolf Hilter’s regime might develop
nuclear weapons and with them conquer the world.

Wigner and Szilard were convinced that the security of the United States
and of the other western democracies depended on having such weapons first,
if indeed they could be made. They convinced Einstein to write a letter to
President Franklin Delano Roosevelt explaining the situation. Einstein’s letter
was conveyed to Washington by Alexander Sachs, who saw to it that it got
to the President. The result was a commitment by the Army and the Navy.
The initial support was small, $6,000 mainly to buy graphite to slow Fermi’s
neutrons down at Columbia University. However, after the entry of the United
States into the war, the Manhattan Project, as it was called, grew to a billion
dollar program.

The Metallurgical Laboratory
and the Atomic Bomb Project

In the initial stages, ‘Fermi did the actual (experimental) work at Columbia
University, and we were in close contact with each other. I decided we should
investigate one of the factors, the so-called resonance absorption. Robert
R. Wilson, later Director of Fermilab, and Ed. Creutz, later Associate Director
of the National Science Foundation, were two experimental physicists whom I
persuaded to work on this. They worked together beautifully with a skill and
understanding I admire. We had constant conferences with Fermi and one day,
literally the day after Pearl Harbor, Arthur Compton turned up in Princeton
and said, “We want to organize a laboratory.””’

In the meantime, Wigner had married again. On 4 June 1941, he married
Annette Mary Wheeler, a physicist from Vassar College. ‘My wife and I moved
in April 1942 and I began to work at the University of Chicago in the so-called
“Metallurgical Laboratory”, where I was in charge of the theoretical physics
section. Of course, it wasn’t really a metallurgical laboratory; it was only given
a name which does not tell you what it is about. The Metallurgical Laboratory
was really about establishing a chain reaction. And not only a chain reaction
but a chain reaction of great power which is a very different thing. A tiny
chain reaction shows only that a chain reaction is possible. To make a giant
chain reaction and to control it effectively you have to extract the best that it
makes, you have to measure its power, and so many other essential things very
correctly.’

The Metallurgical Laboratory occupied practically all of Eckart Hall, a
large building at the University of Chicago. The group which Wigner headed
had two or three moderately large rooms on the fourth floor. There were about
twenty other theoretical physicists. ‘If I had to pick one person who was most
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indispensable at the Metallurgical Lab, I would pick Fermi, for two reasons:
first, he was an excellent experimental physicist, so he knew how to build the
chain reaction, how to take care of it, and many such things; second, he was
very good in theoretical work.’

A sustained nuclear chain reaction was first achieved by Fermi’s group on 2
December 1942 in a squash court under the Stagg Field stands at the University
of Chicago.

Wigner’s scientific collaborators were recruited by Compton. ‘Again, I had
unbelievable luck with the collaborators. One of them was Alvin M. Weinberg;
the other one, who was technically equally able and far sighted, was Gale Young.
I was enormously lucky. We designed the so-called Hanford reactor. We were
firmly convinced right from the beginning that the chain reaction would go
and the problem was to get it to go on a scale that would produce significant
amounts of plutonium.’

Wigner’s background in chemical engineering was a great help to him in
the design process. ‘I remembered engineering. I remembered, for instance, that
corrosion can become a very important problem. I knew how to calculate the
water flow through the tubes.’

Wigner’s group produced a design for a plutonium-producing reactor, but
the blueprints for what was actually constructed were produced by duPont’s
engineers, and checked by Wigner’s group. ‘We did not disperse, and that was
Compton’s desire. Compton’s and Harry Smyth’s. They felt it was important
for us to keep together and review the detailed du Pont plans, and in the mean-
time they told us to work on power reactors. That was a sort of trick to keep
us together, and a successful trick. When duPont drawings came, it was very
important — with due respect to duPont - that we review them.’ (For a more
detailed account of the relations between the theoretical group at the Metal-
lurgical Lab and the du Pont Company, see Volume 5: Memoir of the Uranium
Project.)

The Hanford reactor was built and worked well, producing plutonium. The
Oak Ridge separation plant produced U?3®. The Los Alamos Laboratory was
created to design and produce bombs using these materials. Some members
of the Metallurgical Lab went on to Los Alamos, Enrico Fermi in particular,
Eugene Wigner did not. After some further work on power reactors, he returned
to Princeton.

‘Was it good or bad to have worked on the atom bomb? The debate has been
going on for decades. We were mistaken about the Germans and their progress
toward an atomic bomb. Some people say we should never have created this
weapon. | have often been asked whether I would again help to create the first
atomic bomb. And I have often asked myself this important question. In a way,
I would like (to be able to say) that I regret having helped to build the bomb,
because this response would please many people who ask me this question.
But I really do not regret helping to build the bomb, either as an intellectual
thing or an emotional one. The principle of building the bomb would have been
discovered by someone. It was much better that it was done by America than
by Hitler’s Germany.
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‘In fact, my regret is that it was not done sooner. If we had begun trying
seriously to control fission in 1939, we might have had an atomic bomb by
the Winter of 1943-1944. At that time Stalin’s army was still bottled up in
Stalingrad. By the middle of 1945, when we first used the bomb, they had
already overrun much of Central Europe. The Yalta Conference would have
produced a document much less favourable to Russia, and even Communist
China might have been set back. So I do not regret helping to build the atomic
bomb.’

Clinton Laboratory, Oak Ridge

During the academic year 1945-46 Wigner was back at Princeton and his sci-
entific activity resumed in full force, both in nuclear physics where he began a
systematic study of nuclear reactions, and in relativistic quantum mechanics,
but 194647 was spent at Oak Ridge. ‘It was essentially (because of) Charlie
Thomas of Monsanto Company. He told me that it was very important to have
a good strong leadership for uranium power development. So, during 1946-47
I became Director of Research and Development for one year at a new labora-
tory, called the Clinton Laboratory (in Oak Ridge, Tennessee). It is now called
the Oak Ridge National Laboratory. All my collaborators from Chicago had
also gone there, especially Gale Young and Alvin Weinberg . ... But Oak Ridge
at that time was so bureaucratized that I am sorry to say I couldn’t stand it,
and we came back to Princeton after a year. The person who took over was
Alvin Weinberg and he slowly, slowly improved things. I would not have had
the patience to do what he did.’

However, Wigner continued to take a very close interest in the work at
Oak Ridge National Laboratory. He wrote papers and, together with Alvin
Weinberg, a book on nuclear reactor theory. He also developed there an interest
in questions of Civil Defense.

Civil Defense

‘I define Civil Defense as a passive defense which makes nuclear weapons much
less effective. I want different kinds of governments to persist on earth — not
only Communism. During the war, I knew Civil Defense should be undertaken,
and I talked about that, but my work was on nuclear reactors. After World
War II, I supported Civil Defense very vigorously as a political issue, but was
still not working on it scientifically.’

‘The danger was that the U.S. will be threatened and will be told: “Unless
you do this and that which will make you powerless, tomorrow we will destroy
all big cities and a large part of your population will perish.” This threat had
a name (“nuclear blackmail”), and I was very much after it and against it.’

‘A country can defend itself against this kind of threat in two ways. The
principal way ... is to have good Civil Defense so that the threat is not serious.




Post World War II Themes 13

The second is also to have nuclear weapons so that it can retaliate to some
degree.’

‘There were two proposals (for Civil Defense): first, that we organize an
evacuation of the cities, so that people can go to larger distances where the
effect of nuclear weapons exploding over cities will be much less. But also: in
the cities we should have shelters — good, heavy shelters, well-protected. This
was a necessity then, and I consider it even now a necessity.’

Wigner continued to participate actively in questions of Civil Defense and
other programs as a consultant to Oak Ridge National Laboratory until well
into the 1980s, and always held on to the belief that ‘our neglect of Civil De-
fense may become a true disaster.’ In this context, he also supported SDI (the
Strategic Defense Initiative, which proposed a defense against intercontinen-
tal ballistic missles using anti-missle missles). He considered it another form
of Civil Defense, suggesting that ‘Civil Defense is based on shelters and SDI
on having a shield. SDI means you should protect against aggressive nuclear
weapons, and that’s a very good idea.’

Post World War II Themes

In the three decades following the second world war, Wigner continued to work
in all the fields he had cultivated before the war except solid state physics,
but he broadened his interests to include philosophical and semi-philosophical
subjects. ‘I also become interested in what is called the interpretation and
epistemology of quantum mechanics. It is a weakness of old people that their
interests spread out. and they know as the Germans say “nothing about every-
thing”. There is a saying, “A full professor knows nothing about everything, an
associate professor knows something about a little, but an assistant professor
knows it better.”’ Wigner’s many post-war students tell quite a different story
about Wigner’s incisiveness, his broad insight into physics, and his love of the
subject.

Wigner retired as of 1 July 1971 but continued to work, actively most of the
time until later years, for another two decades. Mary Wigner, his second wife,
with whom he had a son David and a daughter Martha, died on 8 November
1977. On 29 December 1979, he married Eileen (Pat) Hamilton, the widow of
a friend and colleague at Princeton, and, together, they continued to provide
gentle companionship to each other.

Acknowledgement. I am grateful to Arthur S. Wightman for a critical reading of this
biographical sketch and helpful suggestions. All unnumbered quotations are from the
author’s conversations and interviews with Eugene P. Wigner.
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Applied Group Theory 1926-1935
Annotation by Brian R. Judd

1. Introduction

The articles written before 1931 can be regarded to a large extent as precur-
sors to Wigner’s seminal work “Gruppentheorie und ihre Anwendung auf die
Quantenmechanik der Atomspektren”, [1] which appeared in that year. The
importance of this book can scarcely be overstated. In the preface to the En-
glish edition [2], which was published 28 years later, Wigner remarks that there
was a great reluctance among physicists toward accepting group-theoretical ar-
guments and the group-theoretical point of view. He also comments that this
antipathy has subsequently vanished. One of the reasons for this is, of course,
the influence that his book had on a generation of physicists. However, at the
time of its publication, and for some years afterwards, opposition to group the-
ory was real enough. In the rush to fit theory to experiment, simplicity in the
mathematical treatment counted for more than elegance and generality. The
uncompromising tone of Wey!’s treatise on group theory and quantum mechan-
ics [3] scarcely made the subject more accessible to physicists. They were more
impressed by the success Slater [4] achieved in obtaining expressions for the
energies of spectroscopic terms by elementary mathematical methods. Condon
and Shortley [5] explicitly rejected the group-theoretical approach. Their alge-
braic methods were extended by Racah [6], and is was not until he published
his fourth article [7] on complex spectra that group theory became an accepted
part of theoretical atomic spectroscopy.

2. Groups in Atomic Theory

In his 1931 preface [1}, Wigner stressed the importance of taking full advan-
tage of the symmetry of a system before calculations are attempted. He had
made similar arguments some four years earlier, when he pointed out that
group theory could lead to exact results not just for the hydrogen atom but
for more complicated systems (8]. The basic principles on which the book is
based are contained in that article. The groups that are introduced involve
the permutations of the electrons of the atom and coordinate rotations in 3-
dimensional space. In the absence of external fields these are symmetry groups
of the Hamiltonian, and their irreducible representations can be used to label
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the eigenstates. As Wigner recognized in the first sentence of his article [8],
the theory of representations is at the core of the analysis. In equation (10) he
introduced matrix representations D} ;. of the rotation group — what we would
now call SO(3) - without derivation and without an explicit construction. In
particular, he did not follow what would be normal practice today and state
that they could be derived by taking matrix elements of the operator

exp (taL;)exp (ifL;)exp (ivL.) , (1)

where L is an appropriate angular-momentum vector (measured in units of
R). In the absence of spin effects (which Wigner had in any case temporarily
set aside) L can be taken to be the total orbital angular momentum of the
electrons.

The matrices d;-k play a key role in putting group theory to work. For, in
calculating an integral of the type

/21/)1'%111: , (2)

which we find in Sect. 15 of [8], we do not seek explicit forms for ¥; and ¥
in order to perform the integration: rather, we only need their transformation
properties under rotations, with the result that the integral reduces to a prod-
uct over three D functions. In a subsequent article with von Neumann [9], a
formula was given for an integrand of the type D4 DB D$; but several years
had to elapse before the general result for an integrand of the form D24 D,‘?fDCC;
appeared (Ref [1], p.204). For the special case (2), Wigner was able to avoid
such complications by writing z as r cos # and using some recursion relations for
the D functions. The inadvertent omission of some terms from these relations
(an error that was quickly rectified [10]) led to a selection rule for electric-dipole
radiation of the form AL = +1, thus overlooking the possibility AL = 0. This
oversight, and the fact that the reader could scarcely have been expected to
detect it without being provided with an explicit form for the D functions, may
have been an contributing factor in Wigner’s decision, as stated in the 1931
preface to his book [1], to spell out all derivations in full detail.

Wigner recognized that integrals of the type (2) also occur in the evalua-
tion of the Stark effect, and he was able to confirm (in equation (17) of [8])
the general expression (that was already known) for the displacements of the
components of an atomic level. He was also able to make some general com-
ments on the effect on an atom of a weak magnetic field. The paper [8] includes
a calculation of the spectroscopic terms that occur in the configuration p'p?.
Today we would first evaluate the terms of p* as 3P, 'S and 'D; then we
would couple these states to the third p electron (which is inequivalent to the
others) in all possible ways, thereby getting S, 4P, *D, 25, 2P and 2D (from
3P), 2P (from 1S) and the three terms 2P, 2D and *F (from 'D). Wigner,
however, obtained these terms (with 2F represented in his notation as 2 B) by
examining the possible assignments of the magnetic quantum numbers m, and
my to the three electrons, subject to the constraint that not more than two
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electrons could have identical sets of labels. Pauli’s Exclusion Principle is im-
plicit here, of course. The details of the assignments are set out in Table 1 of
[8]. This procedure is certainly lengthier than that based on coupling; in fact,
the advantages of using coupling techniques to combine inequivalent particles
can be extended by regarding spin-up (m, = 1/2) and spin-down (m, = —1/2)
electrons as distinct particles, as Shudeman [11] later showed so strikingly.

The paper [8] ends with a description of how spectroscopic terms can be
described as normal or reflected. This terminology did not become widely used,
mainly because the criterion for making the distinction involves both parity and
the quantum number L. The latter ceases to be a good quantum number in
the presence of spin-orbit interaction. Parity by itself provides a much better
label, as Wigner himself recognized later [12].

3. Collaboration with von Neumann

In 1928 a collaboration between von Neumann and Wigner bore fruit in three
lengthy articles [13, 12, 9]. Their aim was to give a more rigorous basis for
those aspects of atomic spectra having to do with electron spin. Instead of
postulating a vector S whose commutation properties paralleled those of the
orbital angular momentum L, they developed the kinematics of electron spin
in terms of a two-dimensional irreducible representation of SO(3). Much of
the first article is taken up by the proof that the transformation matrix for a
collection of electron spins can be formed by taking products of the individual
matrices, a result that follows immediately from the expression (1) above if we
make the replacements

L->S=s+s;+...+s, (3)

and then use the commutation of different s; to separate out the rotation op-
erators for each electron i. Instead of arguing along these lines, von Neumann
and Wigner constructed an inductive proof that makes extensive use of the
theory of groups. This put them in the position, at the end of that article [13],
to calculate the number of times Ng a given total spin quantum number S
occurs in a system of n electrons, these electrons being unrestricted by sta-
tistical constraints. There are (:) ways of picking z spin-up electrons, each
of which corresponds to a product state that contributes exp(:aMs), that is,
expli(2z — n)a/2], to the character. The total has now to be decomposed into
the characters of irreducible representations of SO(3). As successive characters
are extracted from the sum, a pattern emerges that leads to the result

%= (37 5) = (375 1) “

This agrees with the last equation of von Neumann and Wigner ([13], p. 220)
provided we make the identification ¢ = 25+ 1. On putting n = 3, we find from
equation (4) that the 23 product states provide a quartet and two doublets.
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This is a special case of the system that Wigner had previously studied [14, 15]
with regard to the permutation symmetry of product states. It is interesting
to note that the second of the two articles uses group theory while the first
does not. The reference to “non-combining” terms in this early work refers
to the impossibility that a perturbation, symmetric with respect to the three
electrons, could connect states of different symmetry types.

Just how permutation symmetry relates to the SO(3) classification is a cen-
tral topic of the second of Wigner’s papers with von Neumann [12]. The start-
ing point is taken to be an m-fold degenerate solution of the spin-independent
Schrodinger equation for n electrons. The 2" spin functions associated with this
solution transform among themselves under permutations of the electrons; how-
ever, Mg (or 7/2 in the notation of the authors) necessarily remains constant
and thus can be taken to distinguish the representations. The decomposition
of the representation labeled by Mg into irreducible parts is given in Sect. 4 of
[12], and is equivalent to the sequence

0]+ [n—1,1]+[n —2,2] + ... + [in + |Ms|, in — |M5]] (5)

of Young tableaux, where [n — z, z| specifies a tableau with n — 2z cells in its
first row and z in its second. Today we would probably calculate the dimension
of such a tableau by asking for the number of “standard” tableaux that can be
found for the given shape [n — z, z]; that is, the number of ways the numbers 1
to n can be arranged in the cells such that the numbers increase in going from
left to right along the rows and from top to bottom down the columns. Young’s
general formula is given by Rutherford [16], with the aid of which we find

Dim[n—z,z]=<'z’)—<zf1), (6)

in agreement with von Neumann and Wigner ([12], Sect. 5). When the functions
associated with the tableau [n — z, 2] are multiplied by the m spin-independent
functions, we are faced with the problem of decomposing the m Dim[n — z, 2]
products into their irreducible components. It is here that von Neumann and
Wigner introduce the Pauli exclusion principle. The only components of interest
are the totally antisymmetric ones. If the m-fold degeneracy derives solely from
permutation symmetry (and not from rotational or other types of symmetry),
then the analysis reveals that there is only one antisymmetric component, and
all others can be set aside. From a modern perspective the tableaux in the
sequence (5) correspond to the various values of S for which § > Mg; in
fact, we have z = n/2 — S, and equations (4) and (6) coalesce. The single
antisymmetric component found by von Neumann and Wigner corresponds to
agiven S, a given Mg, and a given label describing the spin-independent part of
the problem. The symmetry of this last part is specified by the tableau adjoint
to [n — z, 2], that is, to [22...211...1] in which z twos and n — z ones appear.
This is the content of equation (17b) of von Neumann and Wigner [12].

The need to cope with this procedure analytically led von Neumann and
Wigner, in the third of their articles [9], to introduce what are now usually called
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Clebsch-Gordan coefficients (though they are sometimes referred to as Wigner
coefficients or vector-coupling coefficients). They appear as s functions in the
definition of the wavefunction ¥ ([9], equation (9)). The attendant labels, in
modern notation, would be written as si,,‘, M (S; L). The coefficients for which
L =1 had already been worked out by Wigner in connection with his recursion
formulas for the D functions [10], though those corresponding to J = L — 1
possess opposite signs to what Wigner’s general formula, presented later in his
book ([1], p.206) as sf,i’,,l;)ML, would give.

Von Neumann and Wigner ended their three articles with two applications:
the derivations of the Landé g factor and the Burger-Dorgelo sum rule. Two
years before this analysis, Heisenberg and Jordan [17] had shown that

JI+1)—LL+1)+5S+1)

g=1+ 577 +1) ’ ™

thus slightly amending the original expression of Back and Landé [18], in which
each product of the type X(X + 1) appears as X2 — 1/4. To find the factor g
that makes the crucial operator L+ 28 equivalent to ¢J, Heisenberg and Jordan
wrote L +2S = J + S and then projected S on to J by making the replacement
S — J(J*)~1J - S. By using

J.S=8*+L-S=8"+(3*-1L%-8?%) /2, (8)

the eigenvalues of (J?)~1J - S immediately yield the second term on the right-
hand side of equation (7). Instead of replacing S by a more tractable operator,
von Neumann and Wigner decided to pick its z component and directly evaluate
its expectation value for the eigenstate ¥. This is a more obvious and technically
correct approach, but it led, in equation (24) of [9], to a sum over a product of
two Clebsch-Gordan coefficients weighted by the factor M. Faced with such a
sum today, we would probably convert Mg to a third Clebsch-Gordan coefficient
and reduce the sum to the product of a 6-j symbol and a 3-7 symbol by means
of equation (6.2.8) of Edmonds [19] or its equivalent. Von Neumann and Wigner
could not resort to such a procedure in 1928. Nevertheless, they were able to
arrive at the required result by a strategy of considerable ingenuity, in which
g — 1 appears as the difference between two infinite series.

The sum rule of Burger and Dorgelo [20] states that, for a multiplet char-
acterized by a given initial term 25t!L and a given final term 25*!L’, the sum
of the intensities of all lines originating (or terminating) on a particular level
J is proportional to its degeneracy, namely 2J + 1. That is, for isotropic ra-
diation, each component M; of the level contributes equally. Von Neumann
and Wigner prove this result for electric-dipole radiation by using two sum
rules for products of Clebsch-Gordan coefficients. The calculation is reasonably
straightforward. Nowadays we would probably express their transition matrix
element as a product of a 3-j and a 6-5 symbol, in which case the sums would
appear in another guise.
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4. The Wigner-Eckart Theorem

Although von Neumann and Wigner were able to put theoretical atomic spec-
troscopy on a more rigorous footing, the price was a level of abstraction that
few experimentalists were willing to accept. When writing his book [1], Wigner
aimed at greater accessibility. By giving a formal treatment of Kronecker prod-
ucts, he was able to provide a sound theoretical basis for the vector-addition
model of the atom, and with it the concept of coupling that Hund [21] had
used so extensively. A more suggestive notation was adopted: thus S is used
instead of -;-n — z and L for . In addition to such technical improvements,
Wigner also made a major advance in stating what has become known as the
Wigner-Eckart theorem ([1], p. 264). This generalizes the treatment of vector
operators to those whose transformation properties with respect to SO(3) are
specified by an arbitrary irreducible representation of that group. It extracts
(by means of a Clebsch-Gordan coefficient) the geometric aspects of a matrix
element from those features that depend on physical magnitudes. More remark-
ably, the theorem is not special to SO(3), and can be extended to other groups,
as Wigner, in noting some work of Eckart [22] (to judge from a footnote on
page 264 of [1]), realized. Some 18 years later, applications of the theorem to
SO(7) and G; were made to the spectroscopy of f electrons by Racah [7], and
a new chapter in theoretical atomic physics was opened.

The establishing of the Wigner-Eckart theorem enabled Wigner to simplify
some of the derivations worked out earlier in his papers with von Neumann.
The relations between Clebsch-Gordan coefficients given on pp.297-299 of [1]
presage Wigner’s introduction of 6-j symbols, which was to come almost a
decade later [23]. With their aid, the formula for the Landé ¢ factor emerges
without the previous intricacies ([1], p. 302). Furthermore, Wigner was able to
subsume the earlier analysis of the Burger-Dorgelo sum rule in a treatment of
the Honl-Kronig intensity formulas [24, 25], which specify the relative intensities
of the component lines of a given multiplet ([1], p. 299) and not merely the sums
of the relative intensities of certain groups of lines.

5. Second Quantization

Early in 1928, Jordan and Wigner submitted for publication an article dealing
with a new technique for imposing the Pauli Exclusion Principle on an ensemble
of electrons {26]. It arrived at the offices of the Zeitschrift fir Physik less than
a month after the first of the three articles in which Wigner collaborated with
von Neumann [13]. Jordan and Klein {27] had already extended to many-boson
systems the work of Dirac [28] on field quantization, and the question arose
as to whether the formalism could be repeated for fermions. As Jordan and
Wigner showed in Sect. 6 of their article, the key difference lies in replacing
the commutation relations between the bt and b operators by anticommutation
relations between their analogues, the operators a' and a. During the early
years of their use, when analyses involving explicit matrix representations were
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common, they were often referred to as the Jordan-Wigner matrices (see, for
example, Kramers [29]); today they are usually called creation and annihilation
operators. Equation (66a) of Jordan and Wigner [26] gives the contribution to
the Hamiltonian of an operator that acts on one electron at a time; equations
(66b) and (66c) generalize this result to two-electron operators and then to
n-electron operators. It is to be noted that there are no references to specific
electrons in these formulas: indeed, the operators are independent of the number
of electrons of the system under study.

The general method outlined above has come to be referred to as second
quantization. Its advantages were appreciated only slowly. Heisenberg applied
the method to atomic shell theory, realizing that a' and a for electrons could
be replaced by a' and a'! for holes, thereby finding formulas for the Coulomb
energies of electrons in nearly closed shells [30]. As a result of his using a
misidentified }$ term of Til 3d?, his prediction of 27500 + 150 cm™! for the
energy for 1S of Nil 3d® has turned out to differ markedly from the experimen-
tal figure of 51457 [31]. This inconsequential error did not affect the work of
Johnson [32], who extended Heisenberg’s calculations to find expressions for the
electrostatic energies of d°p and d°d’ and to confirm those of p®p’, which were
already known. Apart from this initial flurry of activity, the method of second
quantization, as applied to shell theory, lay dormant for some years. Wigner
made no use of it in the writing of his book [1]; nor did Condon and Shortley
[5] or Racah [6,7] in their work. In 1956, Brink and Satchler [33] revived the
hole-particle connection in the context of nuclear shell theory, and recognized
that a creation operator could be regarded as a spherical tensor of the type
studied by Racah [6]. This allowed them to use the Wigner-Eckart theorem to
identify a fractional parentage coefficient as the reduced matrix element of a
creation operator. However, this result as well as the method of second quanti-
zation as whole was disregarded by de-Shalit and Talmi in their 1963 book on
nuclear shell theory [34].

Two developments have brought the method of second quantization to the
fore in recent years. First, the creation and annihilation operators can be cou-
pled to produce operators that change the number of particles, thereby enor-
mously increasing the possibilities for forming the generators of Lie groups. Op-
erators that conserve particle number can now be classified by the irreducible
representations of these groups, and the Wigner-Eckart theorem can be used
to relate matrix elements in different configurations [35,36]. Secondly, the cre-
ation and annihilation operators are ideally suited for representing within a
configuration the effects of perturbations from other configurations. A good
example of this in atomic physics is the third-order and fourth-order analyses
of the two-photon absorption of gadolinium ions in various environments [37].
Such applications of the method of second quantization are a striking justifica-
tion for its use. As late as 1968, Slater [38], writing in the third person, stated
that he “read the papers on second quantization when they first came out, and
decided at that time that they seemed to him like a more complicated method
of treating matters which could be more easily taken up without their use”. It
is difficult to see how that attitude could be plausibly maintained today.
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6. Correlation Rules for Diatomic Molecules

A month after von Neumann and Wigner submitted their third article [9] to the
Zeitschrift fiir Physik, Wigner and Witmer sent to the same journal an article
that has had widespread use in molecular spectroscopy [39]. By 1928, the year
of the submission of these articles, much was already known about the kine-
matic structure of simple molecules; indeed, the same issue of the Zeitschrift
fur Physik in which articles [9] and [39] were published also contains the last
of four articles by Hund on molecular spectra [40]. By bringing group theory
into play, Wigner and Witmer were able to cover all possible descriptions of
the molecular states that derive from symmetry considerations. The first nine
sections of their article describe how group theory can be used to deduce the
selection rules and some relative intensities for the lines making up the rota-
tional bands of diatomic molecules. They began by noting that, for a molecule
built from two different nuclei, the internal symmetry of the molecule com-
prises the two-dimensional rotations about the inter-nuclear axis together with
a reflection in the plane containing this axis. This last symmetry operation
is sometimes called the Kronig reflection after its originator [41]. If we follow
current usage and take A to denote the eigenvalue (L) of the axial compo-
nent of the electrons’ orbital angular momentum L (rather than the symbol
A used by Wigner and Witmer), the Kronig reflection converts a state labeled
by A to one labeled by —A. When A # 0, a phase choice has to be made in
relating a wavefunction to its reflected counterpart. Wigner and Witmer, in
their equation (1a) of [39], took it to be +1. The spherical harmonic Y} 4, on
the other hand, goes over into (—1)?Y} _, when its usual definition is adopted
(Edmonds [19]). If the many-electron wavefunctions of the molecule are built
from superpositions of atomic wavefunctions, it would be more natural to use
(=1)%9, that is, (—1) instead of +1. If this choice is made, the factors (—1)*
appearing in equation (7) of Wigner and Witmer [39] disappear. When A = 0,
corresponding to X states, no phase ambiguity occurs. Current usage requires
that we write £ or X~ to indicate the behavior of a particular state under
the Kronig reflection rather than the labels X' and X' used by Wigner and
Witmer. We should also note that the rotational angular-momentum quantum
number ! appearing in equations (7) of [39] would be written today as N (if
the recommendations of the 1963 Joint Commission for Spectroscopy [42] are
followed, as is often the case).

The phase difference stemming from the factor (—1)4 is innocuous enough.
For example, the crucial alternation of the parities of the molecular states as N
runs over successive values holds whether or not this factor is included. How-
ever, a rather more serious difference was produced when Wigner and Witmer
turned to homonuclear diatomics. Instead of taking an inversion in the mid-
point of the internuclear axis as a symmetry operation, they used a reflection
in the plane passing through this midpoint and perpendicular to the axis. To-
day, the intrinsic parity of the states of homonuclear diatomics is universally
represented by the symbols ¢ and u, corresponding to the former of the two
symmetry operations. Wigner and Witmer, on the other hand, used the sub-
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scripts + and — to distinguish the properties of states under their reflection.
Since a reflection can be formed from an inversion and a rotation by =, the
difference between g and +, and also between u and —, is given by the expec-
tation value of exp(iw L), that is, by (—1)4. With these changes, the selection
rules for electric-dipole radiation, as set out in the second table of Wigner and
Witmer on p.867 of [39], can be subsumed into g « u, AA = 0,£1 (with
0 ~ 0 allowed only between two 7 states or between two £~ states). As for
the rotational quantum numbers, the allowed transitions satisfy AN = +1 or
—1 (for P and R bands) or 0 (for Q bands), except for £y « ¥, in which case
the @ band vanishes.

In the sections that follow a statement of these selection rules, Wigner and
Witmer [39] derived the intensity alternations that characterize successive lines
of homonuclear diatomics, and they extended their analysis to include the ef-
fects of electron spin. Depending on the strength of the spin-orbit interaction,
the analysis breaks up into two parts: for light atoms, for which the spin is
almost free (corresponding to Hund’s case (b) coupling); and for heavy atoms,
for which it often happens that the spin is strongly coupled to the inter-nuclear
axis (corresponding to Hund’s case (a)). As in the papers written in collab-
oration with von Neumann, the spin S appears somewhat incongruously as
n_2.

Wigner and Witmer next turned their attention to the Aufbau principle:
that is, a description of how molecular states can be built up from the states
of the constituent atoms. It is this part of their article that is remembered and
widely used today. Their method consists in imagining two separated atoms,
whose states are known, and bringing them together to form the molecule
of interest. In the limit of close approach, an atom is formed from the two
coalesced nuclei, and the molecular states go over into the states of the united
atom. Wigner and Witmer were not the only ones to consider this model: in
fact, Hund, in the same issue of the Zeitschrift fiir Physik, gave correlation
schemes that represent the coalescing of C + H to give N, C + N (or Nt + N)
to give Al, C + O (and N + N) to give Si, N + O to give P, as well as a
sequence of diagrams relating Li + H, LiH, Be, He; and He + He [40]. The
only example given by Wigner and Witmer ([39], pp. 884 and 885) treats the
coalescing of two hydrogen atoms to form He. What makes their analysis more
profound is their use of labels derived from reflection operations. In addition
to showing that a state L of the united atom provides L + 1 states for which
A =0,£1,%2,...,+L, Wigner and Witmer demonstrated that the single ~
state in that sequence is % or ¥~ according as L + p is an even or an odd
number, where p is the parity of the atomic state (and which is given by the
sum of the azimuthal quantum numbers of the constituent electrons). Hund,
who was aware of the analysis of Wigner and Witmer, wondered whether the
Kronig reflection would prove useful, believing that most ¥ states, like those
occuring in the H+ H problem studied by Wigner and Witmer, would be of the
type 7 ([40] p. 780). However, ¥~ states frequently appear in many-electron

configurations, the classic example being the ground state 3X of O,.
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The states of H, deriving from five low-lying levels of He are set out on
p- 885 of [39]. In modern notation we would write £} for T, 7} for £_, and
I, for II.. We note that states of a homonuclear diatomic springing from the
configuration of the united atom characterized by a parity p (g or u) also carry
that same parity label. In addition to exemplifying how molecular states can be
derived from the united atom, Wigner and Witmer gave a table of the possible
molecular states that certain specified states of the two separated H atoms can
provide ([39], p. 884). The general procedure for determining molecular states
from the states of separated atoms is sometimes referred to as the second part
of the Wigner-Witmer rules; it is slightly more intricate to codify than the
previous part. A number of tables and several examples have been provided by
Bingel to cover most cases of physical interest [43].

7. Conservation Laws

The act of bringing two atoms together so that their nuclei coincide was also
used by Wigner to exemplify a conservation law [44], a topic that he was consid-
ering early in 1928. Having pointed out that the commutation of displacement
and rotation operators with the Hamiltonian of a system leads to the conser-
vation of the position of the centre of mass and the conservation of the total
angular momentum of the system, Wigner turned to the inversion operation.
He stated the corresponding conservation law in the folliwing way: The proba-
bility for a state to be labelled g or u (Sp4 or Sp_ in Wigner’s notation) does
not change with time provided the Hamiltonian commutes with the parity op-
eration. To illustrate its significance, Wigner considered bringing an H nucleus
(a proton) towards an H atom, ultimately forming Het. The pattern of the
energy levels as the motion takes place had aiready been considered by Hund
[45]. The initial state of the system, with respect to its center of mass, has a
probability of 1/2 of being of type ¢ and 1/2 of being of type u; this distribution
of probabilities must persist as the two nuclei are brought together, with the
result that the final state of He™ must have an equal probability of being of
type S (the lowest g state) or type P (the lowest u state). As Wigner pointed
out, this example has no classical analogue.

The question of the conservation of spin was considered a few years later
by Dopel, Gailer, and Wigner [46]. The motivation for this article was some
experimental work in which canal rays of neutral helium atoms were found
capable of exciting part of the triplet spectrum of neutral mercury [47]. Among
the more prominent lines were those corresponding to transitions between the
levels 6s6p°P ; and 657s35;. The extreme feebleness of any triplet spectrum of
helium was interpreted to mean that the helium atoms remained in the singlet
ground state; so the question arose as to how triplet states of mercury could be
excited from the singlet ground state without violating the conservation of the
total spin of the combined system He + Hg. Wigner and his colleagues realized
that there is substantial spin-orbit coupling in an atom as heavy as mercury, and
the triplet states contain significant admixtures of singlet states. This can be
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seen immediately by noting that the energy ratio [E(*P;) — E(*P,)]/[E(®P1) —
E(3Py)), from Dépel and Gailer’s own measurements [47], is 2.63. This number
shows an appreciable deviation from 2.00, which the Landé interval rule predicts
in the limit of small spin-orbit coupling. Thus 3S and 3P are only nominally
triplets, and there is nothing to prevent their excitation (either directly or
through intermediate states) by He-Hg collisions. Gailer subsequently turned
his attention to lighter atoms, where the interval rule works better; but, here
again, triplet spectra were observed [48]. As a result of communications from
Wigner, it was finally realized by Gailer that only a fraction of the helium
atoms in the canal rays were in their singlet ground state [49]. Many existed in
the metastable state 1s2s%5, which, although undetectable spectroscopically,
could excite the target atoms from singlet states to higher triplets, thereby
producing the observed triplet spectra. Thus the experimental arrangement for
testing the conservation of total spin turned out to ineffective.

8. Extension to the Thomas-Reiche-Kuhn Sum Rule

The sum rule usually associated today with the names of Thomas, Reiche, and
Kuhn [50,51] was of considerable importance in the early days of quantum
mechanics because it is independent of Planck’s constant and has a direct
correspondence with its classical counterpart. It fell to Wigner to see that it
could be extended without any loss of generality [52]. That this is possible
stems from the fact that the sum rule, as usually stated, refers to isotropic
radiation, whereas equally valid sums can be constructed for the z, y, and z
directions separately. These are set out in equations (2) of [52]. Wigner used
them to investigate transitions between states labelled by the total orbital
angular momentum L of an atomic system comprising n electrons. The selection
rule AL = +1, 0 or —1 leads to the introduction of the three oscillator strengths
f+1, fo or f_; for the transitions originating in a term @ (with a given L) and
terminating in various terms P (labelled by quantum numbers L + 1, L, and
L —1). By the ingenious device of selecting the maximumn component M, for
the term @, Wigner was able to augment the condition fi; + fo + f—1 = n
with another, which is given in his equation (9). With the angular-momentum
techniques available today, we would probably take an arbitrary My, in which
case Wigner’s equation (9) would appear as

L 1 L+g ’ _ n
§<—ML 0 M, ) fo=s0+1) ®)

It is straightforward to check that the above equation is a superposition of
equations (5) and (9) of Wigner [52], the coefficients of superposition being
functions of M.

Since we have three unknowns and only two equations, general expressions
for the f, cannot be determined. The information that Wigner was able to
extract from these expressions is in the form of various inequalities that the f;
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must satisfy. However, for the special case of n = 1, parity considerations force
fo to be zero. The concomitant solutions for f4; and f_; are given in equations
(10) of [52]. 1t is for these formulas that Wigner’s article is chiefly referred to
today. Although strictly relevant only for the one-electron case, they are often
applied to atoms for which the condition n = 1 is interpreted as meaning one
electron outside closed shells. As Fock pointed out, exchange effects can lead
to corrections to the oscillator strengths of the order of a few percent [53]; but
this adjustment is sufficiently small not to cause serious difficulties. Perhaps
the most striking feature is that f_; is negative, implying the existence of
at least one state lying at lower energies than the term Q. For many-electron
atoms, such states are often occupied by the electrons in the closed shells, so the
transitions cannot be directly observed; but the hypothetical intensities of these
transitions can be very much larger than that of the first allowed transition to
the lowest excited state of the corresponding type.

9. Normal Modes

One of the most remarkable of Wigner's early papers concerns his application
of group theory to the normal modes of vibration of molecules [54]. Wigner
showed, first, that there are as many types of normal modes as there are irre-
ducible representations of the group G whose operations send the equilibrium
configuration of the molecule into itself. Secondly, he devised a method for
finding how many times a given irreducible representation occurs in a com-
plete listing of the normal modes. This is done by using characters, the crucial
equation being (9) of [54]. An atom of the molecule that is displaced from its
position after an operation of G contributes nothing to the character; one that
remains in the same position after a (proper) rotation of the molecule through
an angle ¢ contributes (1 + 2 cos ), an expression that is familiar to us today
and which appears here for the first time. The formula for the number of occur-
rences of a given non-degenerate mode ([54], equation (11a)) needs some minor
corrections, as was noted by Knox and Gold in their English translation [55].
As an example of selection rules, the infra-red active modes are determined. For
us this is an example of the Wigner-Eckart theorem applied to the finite group
G. The paper ends with a listing of the basic character tables from which those
for all 32 point groups can be constructed. Much of this article has become
second nature to us today, and it is easy to overlook its fundamental nature.
Its significance was not lost on the writers of the time, as is clear from the
review of Rosenthal and Murphy [56].

Wigner used the methane molecule (CH4) as an example of his techniques
[54]. A normal-mode analysis had already been carried out by Dennison, who
showed that there are just four normal frequencies [57]. The group G consists
of the 24 elements that rotate and reflect the molecule into itself; it is denoted
by Tyi. The characters corresponding to rotations (proper and improper) be-
longing to the five classes must be corrected by withdrawing the contributions
representing rotations and displacements of the molecule as a whole. When
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the residual characters are expressed as linear combinations of those for the
irreducible representations, it is found that just four of them are required, one
of the three-dimensional ones occurring twice. Diagrams of the corresponding
displacements were provided later by Jahn [58] when he wrote up his Leipzig
thesis for publication.

10. Time-Reversal

In addition to his direct interest in methane, Wigner was influential in the work
on polyatomic molecules of Tisza, who extended the selection rules to include
those for the Raman effect and went beyond the 32 point groups to study the
icosahedral group as well as a variety of cyclic groups [59]. Tisza also consid-
ered irreducible representations with complex characters. These occur in pairs
in the normal-mode analysis, since the characters on which the analysis de-
pends are always real. Tisza was aware of Wigner’s work on time reversal [60],
which had yet to be published; and he recognized that this concept could be
used to relate one member of such a pair to the other. In general, an eigenfunc-
tion ¢ of a real Hamiltonian H that is labeled by an irreducible representation
whose characters are complex numbers possesses a companion ¥* correspond-
ing to the same energy E. In the simple Schrodinger picture, the connection
between time reversal and complex conjugation can be seen by inspecting the
factor exp(—tEt/h) that describes the time dependence of a wavefunction for a
stationary state. This is the starting point for Wigner’s article [60]. The devel-
opment of the theory was revised and cast in a more expansive mathematical
form in the 1959 edition of his book on group theory [2]. The time-reversal
operator K of the earlier article is shown to be antiunitary and the concept
of corepresentations is developed. In reading that earlier work, it is clear that
much of the motivation stemmed from some work of Kramers on the Faraday
effect for crystals whose active atoms possess an odd number of electrons [61].
Kramers showed that, in the absence of a magnetic field, all the eigenstates of
such atoms must be at least doubly degenerate. For Wigner, such degeneracy
could only come from some symmetry property of the Hamiltonian, and this he
found in its invariance under time reversal. In fact, Kramers came very close to
making this point himself, since he compared the two Hamiltonians that differ
only with respect to the directions of the spins of the electrons, and these, of
course, are related by time reversal.

In his later discussion of time-reversal symmetry, Wigner remarked that it
has no far-reaching consequences in the theory of atomic spectra ({2}, p. 333).
An interesting analogue can nevertheless be found. We can define an angular-
momentum vector Q, the quasispin, whose components, all of which are scalars
with respect to S and L, allow us to change the electron number n in steps of
2. A conjugation operator C analogous to that of Bell [62] can be introduced
that parallels the time-reversal operator; it is antiunitary and, by reversing
the sign of Qq, converts electron states into hole states. Matrix elements of
an operator invariant with respect to C' must thus be the same (apart from
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a possible phase) in the configuration /4"+2-" as in I". We can also use C to
relate the coefficients of fractional parentage for particles to those for holes,
thereby obtaining a formula of Racah [63] in a direct and transparent way [36].

11. Rotating Molecules

A central problem of molecular spectroscopy is how best to separate the rota-
tions of the molecule as a whole from the internal motions of the electrons and
nuclei that comprise it. The solution proposed by Hirschfelder and Wigner [64]
is based on a variational principle. The center of mass is taken as the origin
of the internal coordinates, and the orientation of the molecule is specified by
the directions of the instantaneous principal axes of inertia. At about the same
time, Eckart, working directly with the Lagrangian form of the kinetic energy
and using a similar coordinate scheme, obtained a slightly different form for
the Hamiltonian [65]. Both solutions possess anomalous coefficients for N2, N2,
and N2, the squares of the total angular momenta about the three principal
axes. In terms of the moments of inertia I;, the coefficient of N? is more nearly
equal to I;/2(I;4; — I;;2)? than to the conventional value 1/2I;, as Van Vleck
pointed out [66]. In that same article Van Vleck also performed a detailed
analysis showing that the interaction between rotation and vibration produced
terms in the Hamiltonian that were larger than those coming from rotation
alone, and that, if perturbation calculations were carried through with either
the Eckart or the Hirschfelder-Wigner Hamiltonians, the anomalous coefficients
reverted to the conventional forms.

The difficulty arises because, surprising as it may seem, the directions of the
instantaneous principal axes of inertia are not the best choice in determining
the orientation of a molecule. We have some discretion in this matter when the
Euler angles are being introduced, since we are faced with the problem of defin-
ing what we mean by the rotation of a non-rigid body. Van Vleck was aware of
the difficulties in referring internal motions to the principal axes. He suggested
a rotating frame defined by the positions of individual particles ([66], p.494),
evidently inspired by Wigner’s approach in atomic spectra [8]. Little came of
this, though something similar was explored by Hirschfelder and his colleagues
some years later [67]. The solution that is almost always followed today was
devised by Eckart [68], who showed that the coupling between vibration and
rotation could be reduced by a special choice of coordinate axes. When re-
ferred to these axes, the so-called vibrational angular momentum of the nuclei
is minimized; in fact, we can use that condition, together with the approxima-
tion that displacements of the nuclei from their equilibrium positions are small,
to derive what have become known as the Eckart equations. A description of
the procedure for determining the Eckart axes, as well as a detailed example
for the water molecule, have been provided by Bunker [69]. From a modern
perspective, the work of Hirschfelder and Wigner [64] represents an early first
step in understanding the kinetics of molecules; but a change of direction was
necessary to get us where we are today.
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Uber nicht kombinierende Terme in der
neueren Quantentheorie. Erster Teil

E.P. Wigner

Zeitschrift fiir Physik 40, 492-500 (1926)

(Eingegangen am 12. November 1926.)

Es wird in einem System mit drei Elektronen der Zerfall der Terme in mehrere,
untereinander nichtkombinierende Gruppen bewiesen. Die Eigenrotation des Elek-
trons ist nicht beriicksichtigt.

1. In einer Arbeit iiber Mehrkorperproblem und Resonanz in der
Quantenmechanik *) gibt Heisenberg an, dal wenn n gleichwertige
Teile in einem System in Wechselwirkung stehen (z. B. die beiden Elek-
tronen eines He-Atoms), eine Einteilung der Terme in n! Gruppen in der
Weise moglich ist, daB ein Atom im Zustand der einen Gruppe auf keine
Weise in ein Atom im Zustand der anderen Gruppe iibergehen kann. Er
gibt weiter an, daB man aus diesen %! Gruppen eine herauswihlen kann,
in der sowohl Paulis Verbot der #quivalenten Bahnen, wie auch die
Einstein-Bosesche Statistik gilt.

Im Gegensatz zu letzterem kommt Dirac?) auf Grund von etwas
anderen Uberlegungen zu dem Resultat, daB man zwei Termsysteme
unterscheiden kann, von denen das eine dem Paulischen Verbot, das
andere der Bose-Einsteinschen Statistik geniigt.

In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, daB die Terme tat-
sdchlich 3) in mehrere Gruppen zerfallen. Diese Gruppen konnen mit-
einander nicht interkombinieren und es befinden sich unter ihnen zwei
Gruppen, die folgende Eigenschaften haben: Beide enthalten etwa den
1/nlten Teil der Terme des ganzen Systems; das eine System geniigt dem
Paulischen Verbot, die Gewichtsverteilung des anderen ist durch die
Bose-Einsteinsche Statistik gegeben. Die iibrigen Systeme sind alle
entartet, die Entartung ist aber so, daB sie durch keine Stérung, die
symmetrisch in den einzelnen gleichwertigen Teilchen ist, aufgehoben
werden kann.

1) ZS. f. Phys. 88, 411, 1926.

) Proc. Roy. Soc. 112, 661, 1926.

3) Heisenberg erwihnt, daB ihm ein Beweis seiner Behauptung bisher
nicht gelungen ist.
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Wir betrachten also ein System mit # gleichwertigen Teilchen. Im
folgenden schreibe ich immer v; an Stelle des Koordinatentripels X;, Y5, Z;
des iten Teilchens. Es erschien mir zweckmifig, zu der Rechnung die
Schrodingersche Methode zu benutzen.

Die Ladungsdichte an der Stelle v wird nach Schrédinger durch
folgenden Ausdruck gegeben:

o(r) = 2jqf(rl,\°,...rj_l.r,r7~+1...rn)
J

TEQ Gy Gy ) Ay dyy Ay . dy,. (1)
Dabei ist ¥ die Schrodingersche Wellenfunktion
2mi Kyt
r = % Gy (xy ... 1) e—’l_+'pk, (2)

worin E; die Energie des mit k¥ bezeichneten Zustandes, ¥, die zugehorige
Eigenfunktion und ¢; die Anregungsgrofle dieses Zustandes ist.
Bekanntlich ist die Ubergangswahrscheinlichkeit nach Heisenberg-
Schrodinger in erster Ndherung proportional dem Quadrat der Summe
der Matrizengrofen oder, was auf dasselbe herauslduft, der Polarisation
des Atoms. Will man auch die Quadrupol- und héheren Momente bertick-
sichtigen, so muf man nach Heisenberg symmetrische Funktionen der
p und ¢ bilden, die die entsprechenden Momente der klassischen Theorie
reprisentieren. Es scheint mir aber zweckmiBiger, als hinreichende Be-
dingung dafiir, daf die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen zwei Zu-
stinden Null ist, die Tatsache anzusehen, daf die Ladungsdichte in jedem
Punkte des Raumes zeitlich konstant ist, wenn nur diese zwei Zustinde
angeregt sind. In diesem Falle ist also
2nikyt

o(rt) = Z.f[clip'l(rl...rj_lr, Gyg..otp)e R
i

Qn'iEzt] [ _2miEqt

FegPy( it pr.)e P e W (v )e h
_2niE2t]

Feg Wy t—atyr--)e P ddy.dy_gdy g, ...dyy, 3)

unabhingig von t. Oder, was dasselbe ist,

ijl(rlrz...l‘j_lrrj+1...rn)qf,(rl...rj_lrrjﬂ...rn)
j
dv,dy,...dy__dvy ...dt, = 0. (4)

2. Der Vollstindigkeit halber behandeln wir zuerst das Zweielek-
tronenproblem, obwohl es von Heisenberg und Dirac vollkommen
erledigt ist und dabei nichts Neues mehr herauskommt.
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Haben wir eine Eigenfunktion ¥ (v, v,), so kounnen wir drei Fille
unterscheiden: a) Es ist fiir beliebige Werte von v, und v, & (v, v,)
= ¥ (v, 1,); in diesem Falle sagen wir, die Eigenfunktion ist symmetrisch.
b) Es ist fiir beliebige Werte voun v, und v, ¥ (v, 1) = — ¥ (v, 1,); in
diesem Falle sagen wir, die Eigenfunktion ist antisymmetrisch. ¢) Weder
a) noch b) trifft zu. In diesem Falle ist weder @ (v,v,) + & (y,1,)
noch ¥ (v, v,) — ¥ (r,1,) identisch Null. Wegen der Symmetrie der po-
tentiellen Energie und der Linearitiit der Differentialgleichung reprisen-
tieren beide Lisungen, und zwar zueinander orthogonale Lidsungen des
Eigenwertproblems, die zu demselben Eigenwert gehoren, wie der urspriing-
liche . Dieser Eigenwert ist also entartet, man kann jedoch die Entartung,
wie dies Heisenberg gezeigt hat, durch eine kleine, symmetrische Stérung
aufheben, wodurch aus dem entarteten Eigenwert zwei einfache, aus der
entarteten Eigenfunktion zwei unentartete entstehen, die dann natiirlich
(da sie einfach sind) entweder in die Kategorie a) oder b) gehiren. Wir
konnen demnach sagen, daf der Fall c) unstabil ist, da er bei einer kleinen
Stérung in a) oder b) itbergeht und legen ihm keine weitere Bedeutung
bei. Die Zustinde mit den Eigenfunktionen der Sorte a) (%) kombinieren
nicht mit den Zustinden der Sorte b) (). Es ist nimlich

j‘ T (rr) T (ex) d, + [ ()T () dy,
= — j.?{f(gr)a(t,r)dr,-—.‘.‘_l_f(rrl)?l_f(rl'l)drl.
Wenn wir jetzt auf der rechten Seite die Rolle der Integrationsvariablen
t; und v, vertauschen, so sehen wir unmittelbar, daf der ganze Ausdruck
verschwindet, also die Bedingung (4) erfiillt ist.

Wir gehen nun zu dem Falle von drei Elektronen itber. Wir
werden als potentielle Energien V(r,r,t,) und Stérungen nur in v, v, v,
symmetrische Funktionen zulassen, d. h. solche, in denen sich der
Funktionswert nicht #ndert, wenn wir die Werte der Argumente beliebig
vertauschen. Es ist also fiir beliebige Werte von abc die potentielle
Energie

V(be) =V(ch) = V(bac) = V(bca) = V(cab) = V(cha). (B)

Wir gehen in Anlehnung an Heisenberg von einer ,ungestorten
Bewegung* aus, in der die potentielle Energie als Summe von Funktionen
darstellbar ist, die nur von dem einen Koordinatentripel, also entweder
von t, oder von t, oder von t, abhingen, also wegen (5)

Vot vgr) = v (r) 4+ v (ry) 4 v (vs).
Die Gleichung fiir die ungestorte Eigenfunktion
AW (1,131 + B (E— Vo (1,1, 1)) T (r,1,15) = 0 (6)
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wird also geldst durch

2-p‘z'jk (1'1 ¥, 1‘3) = (l‘]) wj (rg) 7 (rs)’ Eijk = ¢ + 6 + (93] (7)
worin fiir ¢ und e die Losungen der Gleichung
Ap@) +Fle—v®]v@) =0 ®)
gesetzt sind. Wir nehmen an, daB die Ldsungen von (8) nicht ent-
artet sind.

Es wird sich folgendes zeigen: Wenn ¢ — j — %, also alle Elek-
tronen auf derselben Bahn sind, so ist der Eigenwert einfach, kann also
nicht aufspalten; ist ¢ = j == %, so ist er dreifach und spaltet in einen
einfachen und einen doppelten Eigenwert auf; ist ¢ = j == k, so ist er
[wie Formel (9) zeigt] sechsfach und gibt zwei entartete und zwei un-
entartete Terme. Der eine hiervon bildet mit den unentarteten der vorigen
beiden Fille eine Gruppe (die Bose-Einsteinsche), der andere un-
entartete bildet eine Gruppe fiir sich (die Paulische), wihrend die ent-
arteten die dritte Gruppe bilden.

3. Wir betrachten zunichst den Fall 4 o= j 5= k. Wie zu sehen,
ist jeder Eigenwert sechsfach, da die sechs orthogonalen Eigenfunktionen

Py (rl) wj (’:2) '/Jk (rs) Py (rl) Y (ts) wj (rs) wj (1'1) Py (rz) Py (rs) 9)

Py () Ui (1) Yi (%) () i (W) U5 (89) e () 95 (vy) Wi () (
dazu gehoren. Wir bebandeln dieses System nach dem Vorgang von
Schrodinger?) und setzen der Einfachheit halber i = 1, j = 2, k= 3.
Die Storungsfunktion, die also auch in r, r, v, symmetrisch sein mu8, be-
zeichnen wir mit V' (r, 1, v,).

Eine gestorte Eigenfunktion ist, wenn die Storung klein ist, eine
lineare Kombination?) derjenigen ungestérten, aus denen sie hervor-
gegangen ist. In unserem Falle der ¥,;; in (9)

byos ¥y () ¥a (¥g) Y5 (1) + Dygq ¥, (vy) Wy (rg) ¥y (v)
+ Bayg ¥g (ty) ¥y (1) 3 (v) + bygy ¥y (v) Py (¥g) ¥y (1) (10)
+ bgy9 Vs (1) ¥y (¥a) ¥g (Y5) + gy ¥ (¥)) ¥y (v) ¥, (¥y)-
Die Gleichung fiir die Energiestorung 4 E ist sechsten Grades,

123—JE 213 231 321 312 132

213 123—4E 132 312 321 231

312 132 123—4F 213 231 321 | _ o 1
321 231 213 123—JE 132 312 | =0 (11
231 321 312 132 123—JE 213

132 312 321 231 213 123—JE

b123 b213 bﬂsl bSQl b3lﬁ bl32

1) Ann. d. Phys. 80, 437, 1926.
%) 1. c. S.453.
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worin
Tmn = j V'(@6¢) ¥, (a) ¥y (6) ¥g () Y1 (8) Y (6) P (Y dad b

Sie ist die Bedingung fiir die Losbarkeit der sechs linearen homogenen
Gleichungen fiir die b, 4, usw. Die b— s sind unter die entsprechenden
Kolonnen eingetragen. (Esist 231 = 312)

Gleichung (11) hat zwei einfache und zwei doppelte ') Wurzeln.

AE, = 12341324231 12134+3124+321,
A4E, —193_-13824+231—21834+312-321,
JE, = 4B, = 123 + 231

(12)

1 V132213212 +213°—213.132—3821.132—3821.213,
AdE, = 4E; = 123 4231
— V132213212 +213°—213.132—321.132—321.218.

4. Die zu diesen gestorten Eigenwerten gehorenden Eigenfunktionen
haben gewisse Transformationseigenschaften, die wir nun herleiten wollen.

Einfache Eigenwerte:

Wenn ¥,,(r,v,1;) eine Losung ist, so ist auch ¥ (v, 1,1,)
= W, ,5(t:1j1,), wo (ij k) eine Permutation von (1 2 3) ist, eine Losung.
Da der Eigenwert einfach ist und also keine Entartung vorliegt, so ist
es von vornherein klar, daf diese Funktionen bis auf einen konstanten
Faktor, der wegen der Normierung nur 4 1 oder — 1 sein kann,
identisch sind. Und zwar sind entweder alle einander gleich, oder alle
gehen durch jede Transposition der Argumente in den negativen Wert
iiber. Die weiteren Fille, da8 eine Transposition den Wert ungeindert
laBt, wibrend eine andere das Vorzeichen wechselt, fiihren, wie leicht zu
sehen, zu einem Widerspruch, z. B.

PT(ryryr) = + Tt = —F @00 = —F(n)
= 4P (t,ry1,) = T (ry1, 1) = — T (,1,1,).
Die Eigenfunktionen dieser beiden Typen nennen wir mit Dirac?) sym-
metrische bzw. antisymmetrische Eigenfunktionen.
Doppelte Eigenwerte:

Ich greife zwei linear unabbingige ¥ heraus und unterscheide zwei
Falle. a) Bei der Vertauschung des ersten mit dem letzten Argument

1) Man findet sie, indem man aus der Determinante (11) die zwei trivialen
Losungen </ E, und 4 Ey durch zweckmiilige Addition von Zeilen und Spalten
abspaltet.

Hle.
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bleiben entweder beide Funktionswerte ungeindert oder beide wechseln
das Vorzeichen. Dann hat jede Eigenfunktion diese Eigenschaft. b) Die
eine der beiden (%)) bleibt durch die angegebene Operation ungesndert,
die andere (¥,) wechselt ihr Vorzeichen. Den Fall, dal wenigstens eine
Eigenfunktion (%) bei dieser Vertauschung auch ihren absoluten Betrag
dndert, kann man auf b) zuriickfiihren, indem man andere Eigenfunktionen
herausgreift :

To(r 0y = T (1 10,1) + T (),

T,(vy1aty) = T (v, 1,10) — T (1, 1))
¥, ist orthogonal zu ¥, Ich leite hier nur fiir b) die Transformations-
eigenschaften ab.

Zunichst konnen wir nach Schema (9) vier weitere Losungen

angeben:

(v vy0y) = W (v, 15) = W (1, 1,), l

Ty = (51 = T (), (13)
Po(ryrgry) = To(rgny 1) = — Ty (51, 1), J

Po(ty1315) = Ty (1, 57) = — T, (5, 1,1,).

Da wir es aber mit einem nur doppelten Eigenwert zu tun haben,
miissen die ¥, ¥,, ¥y, ¥, linear von den ¥, (v, v,1,) und P, (v, 1,,)
abhéngen. Wir setzen also an:

Ty (v, 1y15) = Wy (170,09 = 4, W (10579 + v, T, (1, 1, 1),

Pty = P (1 051,) = AW (1 1) + 2, Ty (11, 1),

Ty (v 1yty) = Py (51,09 = A, W, (105 1) + v, W, (1,75 1),

Wo(tytatg) = Py (1 131) == A, W, (1, %3 vg) + v, W, (1,7, 1)

Dicse Gleichungen geben also an, wie sich ¥, und ¥, transformiert,
wenn man die Werte der ersten bzw. letzten beiden Variablen vertauscht.

Durch mehrfache Anwendung der angeschriebenen Regeln, sowie
der Symmetrieeigenschaft von ¥, und ¥, in der ersten zur letzten
Variable, lassen sich die A und v bestimmen. Wir erhalten dann
folgende Gleichungen:

(14)

) 1
(gt =, (1, 151,) = — —)—?11‘ (R A ‘ Py (v, 1y 1),
1 L
V() =%, (11, 1,) = — F (v, "3)+ V 5 Fa (v 1y 1y),

/s (14a)
Ty (ryr50) = — T, (r,r,1) =+ > (v, 1) + .— Wy (v, 1q1,),

Ty (vgr 1) = — T (151, 1,) = ¥‘ P(111213)+ 211‘,(111“,13),
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wo entweder in allen Gleichungen das obere oder in allen das untere
Vorzeichen gilt.

5. Wir wenden uns nun zuriick zu 3. Zunichst sehen wir durch
direkte Berechnung der Beziehungen zwischen den b, .4, b, 54, Dy, g usw,
daf tatsiichlich bei den doppelten Eigenwerten der im Punkt 4 mit b)
bezeichnete Fall vorliegt. Wollen wir direkt die dort gewihlten ¥,
und ¥, erhalten, so ergibt sich fiir
Wlbf:_;;.,- = bgg_n 0332 - bém b;“ 22:}121 b1123 +b}32 + b2131 = 0,

W, VB = blys —bhis, V3Diss = blos —Dlys,
‘/3 Viis == Uiso—blas, blay = —D3ay, bise = — b1,
V351 = — Uiy,
die zusammen mit einer der Gleichungen, deren Determinante in (11)
steht, die biys, blgoy .. und bly,, U5, ... eindeutig bestimmen.

Bringen wir nun noch eine weitere in 1, v, r, symmetrische Stérung
V" (v, v, v;) an, so zeigt es sich, daB die Entartung dieser Zustinde nicht
mehr aufgehoben wird. Wir bezeichnen im folgenden die symmetrischen
Eigenfunktionen mit ¥, die antisymmetrischen mit ¥, die entarteten
behalten die Bezeichnung %, und %, bei. Fiir die Erhaltung der Ent-
artung ist nach Schriodinger zunichst notwendig, daf die Funktional-
determinante, als Gleichung fiir 4 E aufgefalt,

[V () Byt dy dydy — 4B, [V WD,
[vw w, [r'w;— 4z,

doppelte Wurzeln habe. Nun ist wegen (14a) und (3)

A4 = j V' (gt T (v, 0, 0) T, (v, v, 1) drydrgdrg

— j V(g v 0) Wy (515 1) Wy (13 p 1) Aty dry iy

=0 (15)

I

und
'[ V" (v, g ) T (1, tavg) drydrgdry,

’ V3 “
= J‘ V7 (g1, 1) [_ 3T () F EN Fy(ryry 1‘3)] drydrydr,
= %j‘ V' (e t) TP (1 v)drdrgdrg

3
+ %J‘ V" (rg 1y 1g) Wy (g ¥, 1) A Ay drsi%“A'

Nun konnen wir die Rolle der Integrationsvariablen v, und v, bzw. t,
vertauschen und erhalten

=[vew, =0 [Vw:=[vw: (16)
Gleichung (13) hat also die doppelte Wurzel 4/ E — J' V'®Wdy drydrg
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AuBer diesen Gleichungen (16), deren erste sich gemif ihrer
Ableitung nicht nur auf zwei, aus derselben ungestorten Eigenfunktion
entstandene ¥, und &, beziehen, sondern fiir ein beliebiges Paar ¥, ¥,
giiltig sind, brauchen wir noch folgende, die sich ganz analog herleiten
lassen:

[v'w, waraydy, = [ V'8, Fdvdr,dy, = 0,[
[vw, wavay,dy, = [ V'@, B dr,dv,dr, = 0,

(16a)
[v'eTardydy, = O.J

Diese Gleichungen (16) und (16a) driicken die Tatsache aus, da8
das Integral iiber das Produkt einer beliebigen symmetrischen Stérungs-
funktion mit zwei ¥ —s verschiedener Gattung immer verschwindet.
Diese Integrale sind aber nach Schrodinger nichts anderes als die Ent-
wicklungskoeffizienten einer gestorten Eigenfunktion der einen Gattung
nach den ungestorten Eigenfunktionen einer anderen Gattung. Aus dem
Verschwinden dieser Koeffizienten ergibt sich, daB fir ¥, und ¥, die
Gleichungen (14a) auch bei einer endlichen Stérung richtig sind und
auch ¥ und & bei einer solchen ihre Symmetrie- bzw. Antisymmetrie-
eigens—c-haft beibehilt.

Um den Zerfall des Termsystems in der in 2. angedeuteten Weise
zu beweisen, miissen wir noch das Verschwinden des Ausdrucks (4) als
Folge der Transformationseigenschaften der ¥, ¥, Y, ¥, nachweisen. Es
ergibt sich tatsichlich z. B. o

J‘g(t t, \'3)71-“(”2 ) drgdy, + J.?il-“_(rl rrs)'i_—ff (tyrvg)dr,dr,
+ J‘g(tl rﬂ)@(tl r,v)dy, dyy, = —J.g(t Ty 1) & (r T ty) drydiyg
— '(‘g (tgrry) ¥ (rgry)dy, dyg — j T(r,r,0) T (tyr,v)dr,dy, = 0.
und shnlich die anderen.

6. Wenn wir von einem Zustand ausgegangen wiren, der alle drei
Elektronen in demselben Zustand enthilt, so hitten wir als ungestorte
Eigenfunktion 4; (r,) v (ty) 9 (1), als gestorte nur ein symmetrisches &
erhalten.

Wenn nur zwei Teilchen auf derselben Bahn, das dritte dagegen
auf einer anderen Bahn war, wenn also ¢ = j 3= k, so ergibt sich eine
symmetrische und eine entartete Eigenfunktion. Wir erhalten also mit
Heisenberg das System der antisymmetrischen Eigenfunktion als das
einzige, in dem das Paulische Verbot gilt.
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Aus dieser Aufzihlung ersehen wir auch, daf allen Zustinden, die
mit der Angabe der Zellen bestimmt sind, in denen ein Elektron vor-
handen ist, nur eine und immer eine symmetrische Eigenfunktion zu-
geordnet werden kann. Wenn wir allen symmetrischen Eigenfunktionen
das gleiche statistische Gewicht beilegen, so haben wir, wie dies schon
Dirac bemerkt hat, den Fall der Bose-Einsteinschen Statistik
VOT uns.

In einer zweiteri Mitteilung hoffe ich die gleiche Aufgabe fiir
mehrere Elektronen zu losen.

Berlin, Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule.




Uber nicht kombinierende Terme in der
neueren Quantentheorie. Zweiter Teil

E.P. Wigner

Zeitschrift fiir Physik 40, 883-892 (1927)

(Eingegangen am 26. November 1926.)

Es wird der Termzerfall bei dem Mehrelektronenproblem behandelt. Die Eigen-
rotation des Elektrons bleibt unberiicksichtigt.

1. Im ersten Teil konnte man drei verschiedene Arten von Eigen-
funktionen (symmetrische, antisymmetrische und entartete) unterscheiden,
die in der Heisenberg-Schrédingerschen Theorie einem System mit
drei absolut gleichen Teilchen zugeordnet waren. Die Rechnung war
ziemlich umstédndlich, sie erforderte z. B. die Lisung einer (reduziblen)
Gleichung sechsten Grades und dergleichen. Es ist klar, daB man diese
elementaren Methoden schon bei vier Elektronen kaum anwenden kann,
da die rechnerischen Schwierigkeiten zu gro8 werden. Es existiert aber
eine wohl ausgebildete mathematische Theorie, die man hier verwenden
kann: die Theorie der mit der symmetrischen Gruppe (der Gruppe der
Permutationen) isomorphen Transformationsgruppen, die am Ende des
vorigen [Jahrhunderts von Frobenius) begriindet und spiter unter
anderem von W. Burnside?) und J. Schur?) ausgebildet worden ist. Auf
diese Arbeiten hat mich Herr J. von Neumann freundlichst hingewiesen,
der mir auch, als ich ihm das Resultat der Rechnung fir n — 3 mit-
teilte, das allgemeine Resultat richtig voraussagte.

Da die erwshnte Theorie wohl nicht allgemein bekannt sein diirfte,
werde ich im ndchsten Abschnitt (2) die Resultate mitteilen und erst
weiter unten einen Beweis erbringen, dessen Gedankengang sich an die
Rechnungen im 1. Teil anschlieBen wird, nur dab die erwihnte Theorie
hier weitgehend verwendet wird.

2. Liegt ein System mit n Elektronen vor, so schreibe man die
Zahl n in Form einer solchen Summe auf, bei der jeder Summand groSer

1) Berl. Ber. 1896, S. 985, 1343; 1897, S.994; 1899, S. 482.

2) Acta mathematica 28, 369, 1904. Proc. London Math. Soc. @)1, 117, 1904.

8) Berl. Ber. 1905, S.406; 1908, S.664 (diese beiden Verdffentlichungen
enthalten alles, was wir brauchen).
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oder gleich dem vorangehenden ist. Jeder solchen Zerlegung ist dann
ein Termsystem zugeordnet. Die Anzahl der moglichen Zerlegungen, die
zugleich die Anzahl der untereinander nicht kombinierenden Termsysteme
angibt, bezeichnet man als ,partitio numerorum® von #. Es sind z. B.
fir n — 2 die Zerlegungen: 1 4 1, 2, moglich, fir #» — 3 haben wir
drei: 1 +141, 14+2,8, fir n =4: 14+14+141, 1 4+142
1+ 3, 2+ 2,4. Nach dem letzten Beispiel ist die partitio numerorum fiir
n = 4 gleich 5, also existieren bei dem Vierelektronenproblem 5 unter-
einander nicht kombinierende Termsysteme.

Die Anzahl der linear unabhingigen Lgsungen, die zu einem Term
gehoren (der Grad der Entartung), ist fiir alle Terme des Termsystems
dieselbe. TUm sie zu bestimmen, geht man von jener Zerlegung von » in
Summanden aus, welcher das Termsystem zugeordnet ist. Ist diese

A+ Ay + -+ + 4y, so ist der Term

.
Noyay .oy

n! ‘
T e+ Dl e i— 1);31;[1 A—A+1T—35 (D

fach entartet. Itiir IV gilt die Rekursionsformel
Noyay.ooop = Noyaay oy + Nagag—a gy o0+ Nagay =10 (2)

Dabei sind alle N gleich Null zu setzen, bei denen in den i eine ab-
steigende Folge da ist; ist 4, = 0, so ist einfach N;,;, . . 3, zu schreiben;
N, =1. Esist also z. B. bei dem Term der zu derZerlegung 2 + 2 gehort,

Nyp = Ny + N,y N,y =0,
Ny,=Ny+N,,, Nyyg=DN,, Ny=N, =11,
Ny =Ny, + Ny Nyy=0, Ny=N, =1,

also ist N,, = 2. Ebenso ist

N,

nn =1L N=1 N,=3 N,,=3

In einem System mit n gleichen Massenpunkten, zwischen denen
zunichst keine Wechselwirkungsenergie da ist, ist jeder Eigenwert (sofern
der betreffende Zustand keine #quivalenten Bahnen enthilt) n! fach ent-
artet. L#abt man eine Wechselwirkung entstehen, so spaltet jeder Eigen-
wert in mehrere Werte auf. Von diesen gehoren so viele einem Term-
system 4,4, ... 4; an, als das Ny ,, . 2, dieser Gruppe betrigt (Nay2,...5
gibt gemiB (1) zugleich auch den Grad der Entartung des betreffenden
Termsystems an]. Also entsteht auf diese Weise bei #n = 4 ein ein-

facher (N,,,, = 1), 3 dreifach entartete (¥,,, = 3), noch 3 dreifach
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entartete (N,; = 3), 2 zweifach entartete (N,, — 2), noch ein einfacher
(&, = 1) Term.

Wenn wir bedenken, da ein Ny ;, . , fach entarteter Term eigent-
lich Ny, z,...2 fach zu zihlen ist, so erhalten wir fiir die so gezihlte
Anzahl der Terme, die aus einem ungestdrten Term entstanden sind,

S Myz,...2)" = nl 3)

2 iy
wenn n — 4, z. B.

N%111+N%12+N%3+N§2+Nf:1+9+9+4+1=24=4!
wie es ja auch sein muf.

Die Terme, die verschiedenen Zerlegungen von n entsprechen,
kombinieren nicht miteinander, dagegen werden Kombinationen zwischen
verschiedenen Termen, die zu derselben Zerlegung von # in Summanden
gehoren, im allgemeinen vorkommen.

8. Zum Verstiudnis des folgenden ist die Kenntnis der Grundlagen
der Frobenius-Schurschen Theorie notwendig.

Wir gehen wieder, wie im 1. Teil, von einer ,ungestorten Bewegung*
aus, die keine #quivalenten Bahnen enthilt, und bringen eine kleine
Stérung an. Die ¢ () sind die Losungen der Gleichung (8) im 1. Teil,
zur Abkiirzung sei die Bezeichnung

PR(y Ty oo V) == P, (ta,) - Yy (V) -+ Py (Ya,) 4)
eingefiihrt, wobei R die Permutation o, e, ... o, ist.

Die gestérten ¥ sind lineare Kombinationen der @r(t, . 1), und

zwar sei
Hy

> vk or = T, (5)
R=E

wo die Summation iiber alle Permutationen, also iiber alle Elemente der
symmetrischen Gruppe (E, H,, H, ... H,_,; es ist I = nl) zu erstrecken
ist (E ist die identische Permutation 12...%). Den Index % wihlen
wir zur Unterscheidung der verschiedenen ¥, da ja, wie wir aus dem
Fall von drei Elektronen wissen, mehrere entstehen werden. Fiir das
Produkt zweier Permutationen R und S schreiben wir einfach R S.

Wir bezeichnen weiter mit J das Integral
Jp = J.V’(rl o ) QE(ty - T) QR(y .. v dY, .. dy, (6)

worin V' die zusitzliche potentielle Energie, die von der Storung her-
rithrt, dv, ... dv, die Integration iiber alle Koordinaten andeutet.
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Die Gleichung fiir die Energiestérung A ¢ ist n! = hten Grades.
JE—AE JH1 JH2 JH;; "'JHh—l
JHl_l JE—AE JHng_l '[H:;Hl_l JHh_lHi_l
Jﬂé'l JHngl JE—AEJHaggl "'JHh—lHEI = 0. (7)

Sty Immgl, Jmupl, Tl Jp—de
Es ist hierin zu beachten, daB Jp = Jx —#f ist, wie man durch Vertauschung
der Integrationsvariablen in (6) ohne weiteres sieht, daB also die Deter-
minante (7) symmetrisch ist, und demgemiB lauter reelle Losungen hat.

Nun betrachten wir eine k-dimensionale irreduzible Darstellung der
symmetrischen Gruppe. Ihr, der Permutation R entsprechendes Element,
bezeichnen wir mit

R R R
a“ a12 alk
R R R
a21 422 azk (8)
R R R
akl ak'l akk

Es ist aff;. = 8y (ufj) ist die Einheitsmatrix. Wir bilden folgende
Gleichung

SanJr—de Dahdy v Sayde

R R R

Sa e Saplr—de ... X adp

R R e R =0. (9
%dﬁJR %akRQJR %.dkaR—AE

Gleichung (9) ist nichts anderes als die Gruppenmatrix unserer irredu-
ziblen Darstellung mit den Variablen Jp — A&, Jy, Jp, ... Iy, und ist
also?) eine irreduzible Gleichung, z. B. fiir Jp — A¢, also auch fir Ae.
Insbesondere hat sie also keine doppelten Wurzeln.

Eine ihrer Wurzeln sei 4¢,. Dann bilden wir folgendes Gleichungs-

system fiir die bj, als Unbekannte:
ZgafjJRbf;——dslb’é:O(x:—_—12...].7) (10)
i

Da seine Determinante verschwindet, hat es eine Lgsung und wir be-
bestimmen die bj. Wir setzen nun
k
Ve = > ak; b} (11)
i=1

1) J. Schur, Berl. Ber. 413, 1905. Bei uns ist zwar J = Jpa4, doch
ist dies, wie man leicht einsieht belanglos.
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Wir wollen nun beweisen, daf die so bestimmten b% die Gleichungen,
die der Determinante (7) zugrunde liegen, befriedigen, und zwar fiir
A& = Ag,. Es ist nimlich

7z 7 Z t4
> Vpdps-1 — U A&y = X VpJsp-1 — b5 Jg,
7 R
S-18R-1,j S-1,1
= > a,; Vedsp-1 — > dy; brpde,
i 7
$-1, SR-1,j !
= Xty (@ ViJsp1—Ulpde) =10
Rl

Also befriedigen die in (11) definierten b% im Verein mit dem A&
von (9) die Gleichungen. Wenn wir in (11) fiir % der Reihe nach
1,2 ... % setzen, so haben wir &k Losungen, die alle zu demselben ¢
gehoren. Ich behaupte nun, die & Funktionen

S Vhyr k=1,2...%) (12)
R
sind linear unabhingig. Denn sollten unter ihnen die Gleichungen
k
> % > Uy = 0
x=1 R

identisch in den y bestehen, so kénnte ich unsere Darstellung in eine
dquivalente iiberfithren, in der aber in der ersten Zeile jeder Matrix nur
das erste Element von Null verschieden ist. Mithin wire unsere Dar-
stellung reduzibel. Die Rechnung, da sie ziemlich weitldufig ist, sei hier
iibergangen.

[Die Transformationsmatrix ist

Og Ckg Oy ... O _I__fi...__ﬂ
0 1 0...0 %, 0y «,
9 O 1 s O ihre reziproke 0 1 0

0 0 0 ..1 0 0 .. 1
alle b3 werden zu Null, die tibrigen b #ndern sich nicht. Ahnlich ver-
fahren wir, wenn mehrere Gleichungen der Art (12) bestehen.]

Nun kénnen wir leicht sehen, dal die zu einer k-dimensionalen
irreduziblen Darstellung gehorende A& eine k-fache Wurzel der
Gleichung (7) ist. Da namlich das zu (7) gehorende Gleichungssystem
bei diesem A& k linear unabhingige Ldsungssysteme hat (die b} fir
J==1,2 ... k), missen alle h — k-reihigen Minoren verschwinden, ins-
besondere auch die Hauptminoren. Die Summe der & — I-reihigen Haupt-
minoren gibt aber den I-ten Differentialquotienten des Ausdrucks )
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nach #¢& an. Da diese, wenn I <k, verschwindet, ist unser 4¢ tat-
sichlich eine i-fache Wurzel.

Zu jeder k-dimensionalen irreduziblen Darstellung gehort also durch (9)
eine k-fache Wurzel. Andererseits sind die Gleichungen (9) lauter irredu-
zible algebraische Gleichungen’) und fiir nicht dquivalente Darstellungen
verschieden?), so daB wir wirklich durch jede neue Darstellung neue
Wurzeln der Gleichung (7) bekommen. Im ganzen bekommen wir auf
diese Weise, wie aus der Theorie der Darstellungen ohne weiteres hervor-
geht, eben 1. Da Gleichung (7) nur li-ten Grades ist, haben wir eben
alle Wurzeln.

Aus den Sitzen iiber die irreduziblen Darstellungen einer sym-
metrischen Gruppe geht nun ohne weiteres hervor, da wir in erster
Nidherung eben diejenigen Termsysteme erhalten, die im Abschnitt 2
angegeben sind.

In der Tat stellen die dort angegebenen Termsysteme nichts anderes
dar, als die Resultate der Theorie der irreduziblen Darstellungen der
symmetrischen Gruppe?), soweit sie sich auf die Anzahl derselben be-
ziehen. Ich brauche sie deshalb hier nicht zu wiederholen.

4. Unser nichster Schritt, um zu zeigen, daB hieran sich auch bei
einer endlichen Stérung nichts @ndert, ist nun, wie im 1. Teil, die Angabe,
wie sich die Eigenfunktionen transformieren, wenn wir eine Permutation
der Argumente (der v) vornehmen. Zu diesem Zwecke schreiben wir
zunichst folgende Formel hin:

k k E i
= S vk = 3 S ol k|
ji=1 ji=1 1=
k '. (13)
= >l b
=1
Daraus folgt, da [siehe (4), (3); S ist die Permutation §, f, ... f,)
P, ... 1) = 2 bpop(t, ... 1)
R
¥, (rﬁl Ty« rﬂn) = % Dk P (rﬂt gy -+ rﬁn)
i3 t3 S 4l
= 2 broprs(yy - W) = % brs-19p = % 21 a1 b g

—Earllp‘l( - n)

(14)

1) J. Schur, 1. c. 1905, S.413.
2) . 409.
3) Berl. Ber. 1908, S. 663, GG6.
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Dies Resultat besagt, daB, wenn wir eine Permutation der Argumente
an einem ¥ vornehmen, die so entstandene Funktion sich als lineares
Aggregat der I linear unabhingigen ¥ darstellen liBt, und zwar sind
die Koeffizienten Elemente derjenigen Matrix der irreduziblen Darstellung
die zu der betreffenden Permutation gehort.

Dies ist nun in keiner Weise verwunderlich. Wenn ¥, (r, ... 1)
eine Losung unseres Eigenwertproblems ist, so ist auch ¥, (v, ... rﬂn)
eine Losung, da aber nur die Losungen @, (v, ... 1), Ty(r, ... 1) ..

Py (v, ... 1,) voneinander linear unabhingig sind, lassen sich alle anderen
Losungen z. B. ¥, (vg, ... rﬂn) durch diese ausdriicken. Auch sieht man
leicht ein, daB die Koeffizienten eine Darstellung der Permutationsgruppe
bilden miissen. Wenn wir nimlich nacheinander zwei Permutationen B
und S der Argumente vornehmen, so erhalten wir bei leicht verstind-
licher Bezeichnung [es ist I'(S) diejenige Funktion, die aus der Funktion
F(E)=TF (#,%, ... x,) durch die Permutation S der Argumente
hervorgeht: F(S) = F (x4, %3, - - - )]

T, (B) = X 6 P (E) ]
1 <
@) = Dl w,®) = Sk D a7 |
andererseits ist
P, (RS)*—E(,},‘SQP:,(E), (15a)
woraus wegen der linearen Unabhanglgkelt der ¥ (k)
a,, = 2 a,,au (15b)
hervorgeht, was eben die Tatsache ausdruckt, dal, wenn RS =— U, so

folgt (45)- (a5) = (a2

DaB die hier vorkommenden Darstellungen irreduzibel sind, geht
daraus hervor, da der Eigenwert, wenn die in (14) vorkommenden
Koeffizienten einer reduziblen Darstellung angehdren wiirden, bei einer
weiteren Storung im allgemeinen aufspalten wiirde, wihrend dies hier,
wie wir sehen werden, nie der Fall sein wird.

Die in (14) ausgedriickte Substitutionsformel ist also in gewissem
Sinne trivial und wir hatten auch unsere bisherigen Ableitungen nur
dazu notig, um festzustellen, wieviel k-fach entartete Eigenwerte im
Termsystem vorkommen werden. DaB die Eigenfunktionen, die zu einem
k-fach entarteten Eigenwert gehoren, wirklich der Formel (14) geniigen,
geht ebensogut aus den drei Zeilen (13), (15a), (15b) hervor. Fiir die
weiteren Schliisse (den Fall endlicher Storungen) werden wir aber nur
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die Formel (14) benutzen, da nur sie bei einer endlichen Stérung richtig
bleibt, wihrend die Formeln (4) und (5) selbstverstindlich versagen.

5. Nun suchen wir unter unseren %-linear unabhingigen ¥ gewisse
heraus, wie wir dies schon bei dem Dreielektronenfall mit der Wahl von
¥, und ¥, getan haben. Hier wenden wir folgende Vorschrift an.

Wir betrachten die irreduzible Darstellung, die zu unserem speziellen
T, ¥, ... T, gehort, und deren Koeffizienten auch in (14) vorkommen?).
Wir nehmen nun diejenige Transformation (7'), durch welche diese Dar-
stellung orthoganilisiert wird. Bekanntlich existiert eine solche immer?).
Dann bilden wir folgende linear unabhingige Funktionen [t;; sind die

Elemente von (T'), 7s; von (T)~1, |T'| = |t;| 3= 0)]
o; = EL biw Wy
Wir finden nun =
OB = D10, T, (B) = X tiy 4y Wi (B, (16)
da aber
T (E) = ; 11 @; (E), (16a)

so finden wir

O;(R) = > D tinaimy @y(E) = X 459;(E),  (16D)
J J

xl

worin (A;Rk) die durch (7') transformierte Matrix (aﬁ.), also eine ortho-
gonale Matrix ist. Insbesondere ist?) Af, = AET

6. Wir wollen nun im AnschluB an Teil I sowohl die Erhaltung
der Transformationseigenschaft in der Form (16b) bei einer weiteren
Storung, wie das Verschwinden des Ausdrucks (4) des Teil I nach-
weisen. Hierzu brauchten wir zwei Sitze, aus diesen ging alles hervor:
die Gleichheit der Integrale

J'V"di,?drl o dr, = j V' ®3dr, ... dry, (17)

worin V" eine in den Variablen v, ... v,[es ist V"' (R) = V" (E)] sym-
metrische Stérungsfunktion, @, und @P; zwei zu demselben Eigenwert
gehorende Eigenfunktionen sind; auerdem das Verschwinden des Integrals

jV"@f@jdrl...drn_—_o, (18)

1) Zu einer anderen #quivalenten Darstellung in (8) hitten wir andere b
erhalten. Geht die andere Darstellung durch Transformation der Matrizen (8)
mit T aus ihnen hervor, so gehen dazu gehorige b durch Substitution mit T aus
den alten ) hervor. Vgl. das folgende.

2) Vgl. z. B. A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung,
8. 107, Satz 100.
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worin @; und @; zwei beliebige, zu verschiedenen Gruppen gehorende
Eigenfunktionen sind, oder zwar derselben Gruppe angehtren, aber ver-
schiedenen Zeilen der Matrix (Af k) entsprechen: verschiedene Trans-
formationseigenschaften haben.

(17) und (18) bedingen, daB die Entartung keines Eigenwertes auf-
gehoben wird und daB auch die Transformationseigenschaften der @
in (16b) erhalten bleiben. Da man den Ausdruck (4), Teil I, als ein
Integral (18) auffassen kann, worin V" iiberall Null ist, nur in der Nihe
der Stellen v = 1;,, t = 1, ... v = 1,, einen endlichen, und zwar sehr
grofen Wert annimmt, so bedingt (18) auch das Verschwinden jeglicher
Interkombination zwischen den beiden Zustinden. Dies ist alles, was
wir beweisen wollen.

Um (17) und (18) zu beweisen, zerlegen wir das Integrationsgebiet
in n! Teile. Im ersten Teil, den wir mit G bezeichnen, ist
Ly <ty < <1y (19)

(worin unter < etwa der absolute Betrag zu verstehen ist), die anderen
Teile G entstehen durch die Permutation R der v in der Bedingung (19).

Fir (17) haben wir

fr@®e;@y, ... dv, =3 [v'(E) @1 (®E)dr, ... dx,

R Gp
=S jV”(R—l) @Y (R—Ydr, ... dr,
R Gp
— [V"(E) S oL(RB)dr, ... d,
ég R (172)
= [V ES (S 450;,®)dy, ... dr,
GE R i
:jV"(E) S A AT ©;(E) D (BE)dy, ... dx,
Gp Rjl
Nun ist?)
- h h
4G Ay = AN A = 88 = 8
R R v
(17b)

n Al I "
jv (E)DL(E)dr, ... dx, —_—%“V (E) X 0} (E)dy,... dr,
. J

Gg

1) J. Schur, Berl. Ber. 1905, S. 411.
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also unabhingig von %, womit (17) bewiesen ist. Fiir
J'V"(E)dn(E)dy(E)drl.“ dr,
=3 [V (®) 0:;E) ;(E)dy, ... dr,

R GR (183')
— V" (E) @;(R) D;(R)dr, ... drx,
7 1
R GE
Es ist nun
" % ®; (R) D;(R) = RE) AL Af @, (E) @, (E) (18b)
un 4
_ h
AL Ay = 2 A A = - 0 (18¢)

da aber voraussetzungsgemiB ¢ o= j ist, ist (18 ¢) = 0 und auch (18) =0.
Hiermit haben wir den Zerfall des Termsystems in im 2. Abschnitt be-
schriebene, untereinander nicht kombinierende Gruppen bewiesen.

7. Vom physikalischen Standpunkt aus konnte es zunichst scheinen,
daf diese Untersuchung der Termsysteme ohne Belang ist, da ja praktisch
nach Dirac?) nur das eine, unentartete Termsystem in Betracht kommt.
Dieses System entspricht derjenigen Darstellung, bei der zu jeder Permu-
tation der alternierenden Gruppe die Matrix (1) zu jeder in der Neben-
gruppe enthaltenen (— 1) gehort?). (In diesem Fall haben die Matrizen
natiirlich nur je ein Element, da ja keine Entartung vorliegt.)

Es zeigt sich aber, daf wegen der Eigenrotation des Elektrons auch
den iibrigen Gruppen eine Bedeutung zukommt, wie dies Heisenberg?)
auch explizite am Helium gezeigt hat. (Zum Beispiel sind bei Li die
normalen optischen Terme den entarteten Eigenfunktionen des Teil I
zugeordnet.)

Auf alle Fille ist zu erwarten, daB ein, der Ortho-Paraeinteilung der
Terme beim Helium analoger, ndherungsweiser Zerfall auch bei den
anderen Elementen existiert.

Bei dem strengen Zerfall in mehrere Termsysteme ist folgendes be-
merkenswert. Bei jeder symmetrischen Stérung lassen sich die neuen
Eigenwerte und Eigenfunktionen eines Termsystems aus den alten Eigen-
werten und Eigenfunktionen desselben Termsystems allein berechnen,
d. h. die Eigenfunktionen und Eigenwerte anderer Termsysteme gehen in
die Storungsrechnung gar nicht ein.

Berlin, Institut f. theoret. Physik d. Techn. Hochschule, Nov. 1926.

1) J. Schur, Berl. Ber. 1905, S.411.
2) L. c.
3) Z3. 1. Phys. 38, 411, 1926; 39, 499, 1926.




Einige Folgerungen aus der
Schrodingerschen Theorie fir die Termstrukturen

E.P. Wigner

Zeitschrift fiir Physik 43, 624-652 (1927)

Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 5. Mai 1927.)

Es wird versucht, aus der Form der Schridingerschen Differentialgleichung
einige strukturelle Eigenschaften der Spektren abzuleiten. Es wird die Aufspaltung
im elektrischen und magnetischen Feld, das Aufbauprinzip der Serienspektren und
einiges Verwandte behandelt. Es ergibt sich — soweit das rotierende Elektron
nicht in Betracht zu ziehen ist — Ubereinstimmung mit der Erfahrung.

1. Die einfache Gestalt der Schrodingerschen Differentialgleichung
gestattet die Anwendung einiger Methoden der Gruppen, genauer gesagt,
der Darstellungstheorie. Diese Methoden haben den Vorteil, daf man
mit ihrer Hilfe beinahe ganz ohne Rechnung Resultate erhalten kann,
die nicht nur fiir das Einkorperproblem (Wasserstoffatom), sondern auch
fiir beliebig komplizierte Systeme exakt giiltig sind. Der Nachteil der
Methode ist, da8 sie keine Naherungsformeln abzuleiten gestattet. Es ist
auf diese Weise moglich, einen groBen Teil unserer qualitativen spektro-
skopischen Erfahrung zu erkliren. Die Methode ist dabei so allgemein,
daB sie vielfach gar nicht an die spezielle Gestalt der Differentialgleichung
gebunden ist. So z.B. kann die Frage nach der Anzahl der Aufspaltungs-
komponenten im Magnetfeld behandelt werden, ohne da8 man mehr
voraussetzen miifite, als daB die Terme Eigenwerte einer linearen homo-
genen Differentialgleichung sind, in die physikalisch gleichwertige Dinge
(z. B. Richtungen im Raume, solange keine #uferen Felder da sind) in
gleicher Weise eingehen. Die relativen Intensititen der Komponenten
kénnen noch bei schwachen Feldern berechnet werden, ohne daf man
eine Annahme iiber die Differentialgleichung mit Feld machen miifite.

Viele hier abgeleitete Beziehungen sind schon bekannt. Andererseits
kenne ich auBer der Londonschen Ableitung!) des Kuhn-Reiche-
Thomasschen Summensatzes keine streng giiltige Beziehung, die hier
nicht vorkime, es sei denn, daB sie sich auf das Wasserstoffatom bezieht.

Um das Resultat vorwegzunehmen, sei schon hier gesagt, daB in
allen Fallen Ubereinstimmung mit den spektroskopischen Erfahrungen
besteht [wie sie zuletzt von F. Hund?) so schén zusammengefallt worden

1) Z8. f. Phys. 89, 322, 1926.

%) F. Hund, Linienspektren und periodisches System der Elemente. Berlin
1927. Dortselbst auch weitere Literatur.
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sind], soweit hierbei das ,rotierende Elektron“ keine Rolle spielt. Wenn
man also aus dem Hundschen Buche alle Kapitel iiber das rotierende
Elektron streichen kionnte, so wiirde das ibrigbleibende Material sich
unseren Ergebnissen fiigen.

In der vorliegenden Arbeit ist das rotierende Elektron zumeist nicht
mit beriicksichtigt und die Resultate sind dementsprechend vielfach nur
fiir Singulettsysteme giiltig.

Es wird allerdings bei vielen Ableitungen gar nicht angenommen,
dafl die Differentialgleichung nur die Lagenkoordinaten der Elektronen
enthilt; sie konnte noch beliebig viele, sich auf die Rotation der Elek-
tronen beziehende Koordinaten enthalten. Da bei Nichtsingulettsystemen
auch in diesen Fillen keine Ubereinstimmung mit der Erfahrung erzielt
werden konnte, so wiirde ich glauben, dal man ohne einen neuen Ge-
danken, lediglich durch Einfithrung neuer Koordinaten zur Beschreibung
der Elektronenmagnete, nicht auskommen kann.

Im folgenden allgemeinen Teil werden die mathematischen Hilfs-
mittel bereitgestellt, die dann im speziellen Teile verwertet werden.

Allgemeiner Teil

2. Im folgenden ist die Determinante aller Matrizen ungleich Null,
alle Integrationen, wo nichts anderes angegeben ist, sind iiber den ge-
samten Bereich der Variablen zu erstrecken, d;; = 0, 1, je nachdem
JEkoderj ==

Ist ¢ (z,, %,, ... x,) eine Funktion, R eine lineare Substitution in
n Variablen

&
I

Oy By + Oy g By + oy 5 T,

1) =a21x1+0‘22x2+"'a2nmm €3}

x:z = “nlxl"— Olp o Ty + - * Opp Ty
so verstehe ich unter der Funktion ¢ (R (2,, %, ... %,)) die Funktion, fir
die identisch in den =z, #, ... 2, gilt
V(R (2, @, - 1)) = Y (2, Ty ... 2y), 2)
wobei fiir x;, x5 ... 2, die Werte aus (1) eingesetzt gedacht werden
miissen. Wir werden fiir ¢ (R (2, %, ... #,)) auch kurz ¢ (R) schreiben.
Da E immer die Einheitssubstitution ist (e;r = 0;1), ist ¢ (E) = ¢
Es sei nun eine lineare homogene Differentialgleichung, ein Eigen-
wertproblem gegeben: H (¢, ¢) = 0. Hat die Differentialgleichung, bzw.
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die Substitution R die Eigenschaft, daf mit jeder 9 (z,, x, ... x,) auch
¥ (B (®,, %, - .. ,)) eine Losung der Ditferentialgleichung bei demselben &
ist, so sagen wir ,R ist in der Substitutionsgruppe der Differential-
gleichung H (¢, ¢) enthalten“. Es ist ndmlich klar, daB die Substitutionen,
tiir die dies gilt, eine Gruppe bilden.

Zumeist ist ihre Substitutionsgruppe der Differentialgleichung direkt
anzusehen. Zum Beispiel wenn ich in der Schrédingerschen Gleichung
unter 2;, #;, 2; die Lagenkoordinaten des i-ten Teilchens verstehe, unter
R dagegen die Substitution

’ . ’ !
@ =02+ By Yy + 14 Y1 =008 + Bo Yy +Pay L1 =058+ ey + P55 l

! ’ l‘ \
xi’—_‘alxﬁﬂl?/i"r?lzi: ?/i:.“gxi+ﬁ2yi+?95ia Zi—._:“gxi'*'ﬂsyi'*’?’aziy l

o, By 7
¢y Py ?’2)
oy Py vs

/

wobei die Matrix.

orthogonal ist, so verifiziert man leicht, dag R in der Substitutionsgruppe
der Schrodingerschen Gleichung enthalten ist. In einer vorangehenden
Mitteilung ') wurde zur Ableitung des Heisenberg-Diracschen Term-
zerfalls nur die Tatsache benutzt, da8 z. B. bei dem He die Substitution

' ' ' ' ' ]
Ty = Ty, Y1 == Y,y &1 == &gy Ta == Ty Yo = Yy %9 = %,
in die Substitutionsgruppe gehort.

3. Ist mir umgekehrt die Substitutionsgruppe E, R,, Ry, ... einer
Differentialgleichung bekannt, so kann ich aus jeder Losung sofort andere
angeben, nimlich aus ¢ (z,, %, ... z,), die weiteren ¢ (B, (&,, %4 ... %)),
¥ (By (%, %, ... &,)) usw., die alle zum Eigenwert ¢ gehoren. Diese
Funktionen werden im allgemeinen nicht alle linear unabhingig von-
einander sein. ;; ¢,,... 4, sei ein linear unabhingiges Aggregat, durch
welches sich alle zu diesem Eigenwert ¢ gehorende Eigenfunktionen aus-
driicken lassen. Da auch 9; (R;) eine solche Eigenfunktion ist, ist

l
hi(R) = X a0yt v, (E). 3)

z=1

1) E. Wigner, Uber nichtkombinierende Terme in der neueren Quanten-
theorie, 2. Teil, ZS. f. Phys. 40, 883, 1927,
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Fithren wir in diese Gleichung durch die Substitution R; neue Variable
ein, so erhalten wir

m(RRJ)—Ea“w,(R,)—E Ea 6] Yo (E).

2=1 p=
Andererseits ist

¥2 (B; Ry = Ea’“ i, (E).

u=1

Wegen der linearen Unabhingigkeit der 1, folgt hieraus

RiR = Eal/ yu (4)
z=1
Mit anderen Worten: die Matrizen (a.l.Ek), (asz), (aflg) ... usw. bilden
eine zur Substitutionsgruppe E, R,, R, ... der Differentialgleichung iso-
morphe Substitutionsgruppe, oder wie man das in der Gruppentheorie
sagt, sie bilden eine Darstellung dieser Gruppe ).
Diese Darstellung nennen wir dann zur Kiirze die Darstellung des
betreffenden Terms &.

Durch eine andere Wahl der linear unabhingigen v,, ¥, ... ¥,
wenn wir z. B.

!

P = o, Y, + Oyg WPy + "‘“1l,¢l
P = oy Yy ous Yy oo Y

gewiihlt hatten, erfahrt die Darstellung nur eine ,Ahnlichkeitstransfor-
mation®, indem aus den Matrizen (a ) (a ) (aRz) usw. die Matrizen

(ous1) (“ ) (oesi)™ Y, (oeir) (a ) ()™ (oin) (aR‘*) (oez)~* usw. entstehen.
Solche Darstellungen, die sich nur durch eine Ahnlichkeitstransformation
unterscheiden, wollen wir als nicht verschieden voneinander ansehen. In
diesem Sinne hat also jeder Term eine Darstellung.

Umgekehrt entspricht natiirlich einer Abnlichkeitstransformation
der Darstellung lediglich eine andere Wahl der linear unabhingigen

'4)]! 1p2"‘1pl‘

1) Siehe z. B. A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung.
Berlin, 1923. Eine sehr schéne und leicht verstindliche Darstellung findet man
bei J. Schur, Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere. Berl. Ber.
1905, S. 406 in den ersten 6 bis 8 Seiten. Die hier gebrauchten Sitze sind ent
weder hier abgeleitet oder wenigstens [(6), I, II und Punkt 11}, ausfithrlich be-
sprochen.
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4. Nehmen wir insbesondere die w,, 9, ... ¥, orthogonal normiert,

bzw. im komplexen Falle hermetisiert an, so daf jzpi;]; = 0;;, so folgt

[0 @@ = S | i, ® 0B = Sl s,

o zp o Av
Fithren wir nun auf der linken Seite die Transformation R;! der Inte-

J—
grationsvariablen aus, so konnen wir dafiir einfach J'w,, EY U (E) =9,

schreiben, und wir sehen unmittelbar, da8
Iad
> a4 ah = 8., ©)
d. h. die Darstellung hat eine orthogonale, bzw. hermitische Form. Es
. . . -1 . R;\—1 -
folgt hieraus bekanntlich, da (afi ) = (aj;:) ist, daB

R R <

a; =, H (3a)
Eine Umkehrung dieses Satzes — die fiir ,irreduzible* Darstellungen
gilt — wird uns spiter begegnen.

5. Irreduzibel nennt man eine Darstellung, wenn es nicht moglich
ist, die Matrix (¢;;) der Ahnlichkeitstransformation so zu wahlen, da8
alle Matrizen (t;x) (@) (i)™ (in) (@F2) (i)Y (tir) (f3) (i)~ usw.
die Gestalt haben

0..0
wobei die leer gelassenen quadratfsrmigen Stellen bei allen (¢,y) (aR) Gi)?
beliebig besetzt sein konnen, wihrend die ausgeschriebenen Nullen bei
allen dieselben Stellen einnehmen. Es wiirden etwa bei allen in den
ersten I'-Zeilen nur die ersten I'-Spalten besetzt sein, in den letzten
I —U-Zeilen nur die letzten I —1'-Spalten. In den ersten 1'-Zeilen
stehen in den letzten | — I'-Spalten, in den letzten I — I'Zeilen in den
ersten I'-Spalten lauter Nullen. Ist eine solche Bestimmung des (tix)
nicht méglich, ist also die Darstellung des Terms eine irreduzible, so
sagen wir, die Entartung (d. h. das Zugehoren mehrerer Eigenfunktionen

zu einem Eigenwert) ist normal. Sonst sprechen wir von einer zufilligen
Entartung.
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In dem Falle der zufilligen Entartung, wo also die Darstellung des
Terms keine irreduzible ist, konnen wir diese durch eine zweckmiBig
gewihlte Ahnlichkeitstransformation (;y)..(t;x)—! ,ausreduzieren®, d. h.

alle Matrizen (aZ), (af2), (af?) ... in die Form bringen:

OceeOeornrneannns 0
J, .
(A N P 0
0--.0 Ocervvennns 0
g,
0...0 [ P 0
£0400 : (©)
3 ".0--0
D 0
3§ L,
0eee00ceeQevennens 0

wo an den quadratformigen Stellen J, J,, ... J, Matrizen irreduzibler
Darstellungen, sonst lauter Nullen stehen. Fiihren wir nun mit Hilfe
der t;; neue Eigenfunktionen ein

Y = gtikwk;

so zerfallen diese Eigenfunktionen in s-Gruppen. Die ;(R) fir
R =E,, B, R,... usw. der einen Gruppe lassen sich durch lineare
Kombination der 1" dieser selben Gruppe allein ausdriicken. Dies geht
aus der Gestalt (6) der Darstellung hervor, die fiir die ¢’ gilt. DaB der
Eigenwert der einen dieser Gruppen mit dem Eigenwert der anderen
Gruppen iibereinstimmt, ist quasi zufillig, woher auch das Wort zufillige
Entartung genommen wurde. Im entgegengesetzten Falle der normalen
Entartung sind — bei beliebiger Wahl des ¢ — alle linear unabhiin-
gigen Eigenfunktionen, die zu diesem Eigenwert gehoren, unter den.
¥ (E), v (Ry), ¥ (R,) ... usw. enthalten. Im Falle der zufilligen Ent-
artung konnen wir auch sagen, daf die s-Terme normaler Entartung
(mit den Darstellungseigenschaften J,, J,, ... J;) zusammenfallen. Wir
werden einen solchen Eigenwert s-fach zihlen, indem wir jeder der
s-Gruppen von 7' einen Eigenwert zuordnen. In diesem Sinne ist also die
Darstellung eines jeden Terms eine irreduzible. Wir wollen an
dieser Nomenklatur festhalten.
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6. Fir die Matrixelemente einer irreduziblen Darstellung gelten
zwei wichtige Sitze. Sind (a;) und (b;;) zwei nicht dhnliche irreduzible
Darstellungen derselben Gruppe, so gilt?)

% aF b =0 an
und P -1
%akza‘ll = 0;10.1¢ (I)

wobei die Summation iiber alle Elemente der Gruppe zu erstrecken ist
und ¢ eine Zahl ist, deren GroBe nur von den Eigenschaften der Gruppe
und der Darstellung abhingt, von %, I, %, A dagegen unabhingig ist.

Kombinieren wir diese Gleichung mit (5a), indem wir annehmen
daB die Form der Darstellung eine hermitische ist, so erhalten wir

g @i by = 0 (I a)
und R
%a“aﬁz 0::0.,¢ (Ia)

Fiir kontinuierliche Gruppen (Drehgruppe usw.) sind an Stelle der Summen
Integrale zu setzen?).,

4

[ @bl =0, (I b)

R

R ~

| af,ay, = Or10zac. (Ib)

R

Jede Gruppe, also auch die Substitutionsgruppe unserer Differential-
gleichung, besitzt offenbar eine Darstellung — die ,identische -Dar-
stellung® — bei der jedem R die Matrix (1) zugeordnet ist. Funk-
tionen, die diese Darstellungseigenschaft haben, fiir die also gilt
f(B) = f(E)

nennen wir in Anlehnung an Dirac?®) symmetrische Funktionen.
Haben wir nun zwei Eigenwerte mit den Darstellungseigenschaften
(afk) bzw. (bﬁ) (die voneinander verschieden sind), und den Eigen-

funktionen %, 9¥,, ... baw. ¢, 3, ..., die wir unter sich orthogonal-
hermitisch annehmen wollen und ist die Funktion f symmetrisch, so gilt
[vevif = 4 =0 Q)

1) J. Schur, Berl. Ber. 1905, S. 411.

%) Vgl. J. Schur, Neue Anwendungen der Integralrechnung auf Probleme
der Invariantentheorie. Berl. Ber. S. 199, 1924.

8) Proc. Roy. Soc. 112, 661, 1926.
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Es ist nimlich
/I—-’ /—’—"
A= [B@EUEE) = [0 @ BB (R)
wie bei (5) ausgefiihrt ist. Wir haben nun

4= [0 @ V(B (B)
= Sl [0 B UG F = Skt

Summieren wir diese Gleichung iiber alle R der Substitutionsgruppe der
Differentialgleichung, so erhalten wir wegen (Ila) 4;; = 0.

7. Wir haben im Punkt 4 folgendes gesehen: Nehmen wir die
Eigenfunktionen v,, 9¥,, ¥, ..., die zu einem Eigenwert gehoren, ortho-
gonal-hermitisch an, so ist die zugehorige Form der Darstellung des
Eigenwertes ebenfalls orthogonal-hermitisch. Es gilt nun fiir irreduzible
Darstellungen auch die Umkehrung: Ist die Form der Darstellung eine
hermitische, was durch eine Ahnlichkeitstransformation immer zu er-
reichen ist, ist also

E a’ﬁu alR;L = 0,3 (R = E, -ng Rs .o ) (5)
oder, was damit gleichbedeutend ist,
B 11
Apr == Gy, (R-":E, RQ, RS"’)’ (5&)
so sind die Eigenfunktionen 4,, ¢,, ¥, ... auch orthogonal-hermitisch.

Es ist sogar allgemeiner (f wieder eine symmetrische Funktion)

P
[0 (B) 0 (B) F (B) = du. C.

Setzen wir ndamlich

e’ o et
[ @ v @ FE) = [ v ® 0B f (B)

[e@®u@BFB) = Sakaly [4:(E) W@/ (E),
dies ergibt iiber B summiert wegen (Ia)

e

[0 E) 0 (@) f(B) = o€, (7a)
wo C eine von %, I unabhingige, von der Funktion / dagegen abhingige
Konstante ist.

Man verifiziert auch leicht folgende Verallgemeinerung: Gehoren
zu zwei Termen derselben Darstellungseigenschaft die Eigenfunktionen
VY1) Py Vgy-.. bZW. i, ¥ ..., wobei diese so gewihlt sind, da auch
die Form der Darstellung dieselbe ist, so gilt ebenso wie vorher

J'il’k:;;f——— Cdy,. (7b)

und
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8. Wir haben nun alles in der Hand, um die Stérungstheorie von
Schrédinger?’) zu behandeln. Aus seinen Formeln in § 2 und den
Formeln (7), (7a), (7b) geht ohne weiteres hervor, daB eine normale
Entartung, solange die Storung eine symmetrische Funktion ist, also die
Substitutionsgruppe der Differentialgleichung sich nicht andert — niemals
aufgehoben wird und der Term seine Darstellung beibehilt. Halten wir
bei zufilligen Entartungen an der Nomenklatur des Punktes 5 fest, so
dndert sich hieran auch in diesem Falle nichts: Es riicken hochsten die
zufillig zusammengefallenen Terme etwas auseinander, oder es riicken
einige bisher getrennte zusammen, um sich eventuell bei einer weiteren
Storung wieder zu trennen.

Dieses Bild indert sich ganz, wenn die Stérung nicht ,symmetrisch*
ist, die neue Differentialgleichung also nicht mehr die Substitutionsgruppe
der alten hat. Hier interessiert uns namentlich der Fall, da8 die Sub-
stitutionsgruppe der gestorten Differentialgleichung eine Untergruppe der
ungestorten ist. Dies ist z. B. der Fall, wenn man eine elektrische oder
magnetische Kraft auf das System einwirken 1i0t.

Die Behandlung dieses Falles ist auch sehr einfach. Die Substitutions-
gruppe der alten Differentialgleichung bezeichne ich mit 9t, die der neuen mit
', die Darstellung des betrachteten Terms (aﬁ.) sei eine irreduzible Dar-
stellung von R. Sie ist selbstverstindlich auch eine Darstellung ibrer
Untergruppe ', aber als solche wahrscheinlich nicht irreduzibel. Wir
konnen sie aber mit Hilfe einer Ahnlichkeitstransformation () (aﬁ) ()"
ausreduzieren. Sind E, R,, Ry, ... die Elemente von 9%’ (sie sind unter
den E, R,, R, ... enthalten), so haben die () (aﬁ.') (t;)” ! die Form
(Punkt 3)

Ovrvrneenrnnnnnnns 0
J,
s YU 0
0...0 Ocvvnnnnnn. 0
Lo
: Oveernnnnnn 0
:(.)...(.)‘\~ : (8)
L 0
= o d
0 00 eQeee.n.. 0

1) Ann. d. Phys. 80, 437, 440—457, 1926.
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fir alle Elemente R’ der Gruppe ®', wo J,, J,, ... J; irreduzible Dar-
stellungen von ' sind. Bei den anderen Elementen von R werden
natiirlich andere Formen auftreten und insbesondere nicht iiberall, wo
hier, lauter Nullen stehen.
Wir werden dieser Form der Matrix entsprechend auch neue Eigen-
funktionen einfiihren (w; = > k%); fir die die Darstellung die
3

Form (8) hat. Wenn wir dann der urspriinglichen Differentialgleichung
auch nur die Gruppe R’ als Substitutionsgruppe zuschreiben, ist
der betrachtete Term s-fach ,zufdllig® entartet und enthilt eigentlich
einen Term der Darstellungseigenschaft Jj, einen weiteren der Darstellungs-
eigenschaft J, usw. bis J;. Verindern wir etwas die Differentialgleichung,
wobei nun die jetzt betrachtete Substitutionsgruppe nicht mehr
verdndert wird, so wird die zufsllige Entartung im allgemeinen auf-
gehoben, und es entstehen die s-Terme mit den Darstellungseigenschaften
Jy, J, ... J, aus den betrachteten.

Um die Aufspaltung eines Terms mit der Darstellung (afk) bei einer
Storung, die die Substitutionsgruppe R der Differentialgleichung #ndert,
zu erhalten, muf man also (aﬁ.) als Darstellung der neuen Substitutions-
gruppe R’ ausreduzieren. Hat sie dann die Gestalt (8), so spaltet der
urspriingliche Term in s Terme mit den Darstellungseigenschaften J;,
Jgy ... J; auf.

Natiirlich hitten wir all dies auch durch direkte Rechnung mit
Hilfe der Formeln von Schrédinger erhalten kinnen.

9. Im Punkte 5 haben wir jedem Term eine irreduzible Darstellung
der Gruppe R zugeordnet. Es erhebt sich die Frage, ob auch umgekehrt
alle irreduziblen Darstellungen der Gruppe R gebraucht werden.

Es sei H [¢(z,, @, ... 2y,), €] eine Differentialgleichung und (af;_)
eine Darstellung ihrer Substitutionsgruppe. Existieren nun beliebige
Funktionen f, (), y, ... @), fy (& @y -+ Zn)y ... f1 (@ 2y, ... @), die
diese Darstellungseigenschaft haben, daf also

fe (B) = ; a2 (E),

so gibt es (im allgemeinen unendlich viele) Eigenwerte mit der Dar-
stellung (af). (Im entgegengesetzten Falle gibt es natiirlich keinen, da
ja sonst schon seine Eigenfunktionen v,, 4, ... ¢; die fir £}, f,, ... fi
verlangte Eigenschaft hitten, diese also nicht unerfiillbar wire.).

Um dies einzusehen, muf man nur eine der Funktionen f, nach
dem vollstdndigen System von Eigenfunktionen der Differentialgleichung
H[y (%, 2, ... x,), €] entwickeln. Die Entwicklungskoeffizienten nach
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Eigenfunktionen, deren Darstellung von (afl) verschieden ist, verschwinden
hierbei wegen (7). Hieraus folgt unser Satz.

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind — wie wir sehen werden —
im Falle von wenigstens vier Teilchen fiir alle irreduziblen Darstellungen
der in Betracht kommenden Substitutionsgruppen erfiillt.

10. Die Substitutionsgruppen, die fiir uns in Betracht kommen, sind
im wesentlichen Verkniipfungen von symmetrischen Gruppen, zwei- oder
dreidimensionalen Dreh- oder Drehspiegelungsgruppen, eventuell noch mit
einer Spiegelung. Die Darstellungen dieser Gruppen einzeln sind bekannt?),
wir brauchen nur einen Satz fiir die Verkniipfung.

Unter der Dimension einer Darstellung versteht man die Anzahl
Zeilen oder Spalten in ihren Matrizen, diese ist also gleich der Anzahl
der linear unabhingigen Eigenfunktionen, die zu diesem Term gehoren.

Habe ich eine Gruppe A vom Grade a mit den Elementen E, 4g, 43, - - . 4,
und eine andere B vom Grade b mit den Elementen E, B,, Bs, ... By so,
daf sie auBer K kein gemeinsames Element haben, so sei das direkte Produkt
C=U.B=9B.YU der Gruppen Y und VB vom Grade gab und enthalte die
Elemente E, AQ, 4‘131 PN Aﬂ‘ BQ, B2 AQ, BgAg, cee BQACI’ P Bb’ BbA'T‘
By As, ... BbAa' Alle 4 sind mit allen B vertauschbar, 4,B, = B, 4,. Es
ist klar, dai € die Gruppeneigenschaften besitzt.

Sind nun die a irreduziblen Darstellungen der Gruppe U die Matritzen

(e Caip) o (g

mit den Dimensionen 1, ug, - .. u,; die B irreduziblen Darstellungen der Gruppe B
die Matrizen
(vfm), Coim), ... (Pom)
ik
mit den Dimensionen vy, vy, ... Vs SO hat die Gruppe € genau a @ irreduzible
Darstellungen, und zwar sind diese
(11A n Bm ) 1,2.dp By ) (l’ﬂcAan )
i1, 125 ki ke 11: iz; ’»h’u iy, 425 k1 ke
( cin Bm ) (2 2,4n B ) (?,ﬁcAn By, )
11: 133 Ln ke iy, iz ; kh ko . i1, 295 ki k2 9)
(“:lc{in.Bm ) (a2 cAn B )’ . @ f An By )
J i1, f25 ki ke i1, 123 kn ky 11, i35 k1, kg
dabei ist
vu A, By vod . B
c = a’n bim 9a
i, 125 11: ko inky T in ke (9a)

') Vgl. A. Speiser, Theorie der Gruppen usw. Fir die symmetrische
Gruppe insbesondere J. Schur, Berl. Ber. 1908, S.664. Fiir die Drehgruppen:
J. Schur, Neue Anwendungen der Integralrechnung auf Probleme der Invarianten-
theorie I., II. und III. Berl. Ber. 1924, S.189, 297 und 346. H. Weyl, Zur
Theorie der Darstellung der einfachen kontinuierlichen Gruppen. Berl. Ber. 1924,
S.338. Fir den Hinweis auf diese Arbeiten bin ich wiederum Herrn J. v. Neu-
mann zu Danke verpflichtet.
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mit den Dimensionen vy, %;vq, ... UyVgy UgVyy Uglgy --- Uglgy -+ UgVps
UpVgy - -+ U Vg 1y und iy beziehen sich auf die Zeilen, &, und k, beziehen sich

auf die Spalten.
Man beweist zuniichst leicht, daB diese wirklich Darstellungen von § sind,
dann mit Hilfe der Gleichung (I) von J. Schur?l), daB alle Funktionen der y

By 4q
"HAn By
C
Z E i1, i2; ky ko, Yn,m

Bp=EA,=E

linear unabhiingig sind, woraus die Irreduzibilitit folgt. Die Anzahl der Klassen
konjugierter Elemente von 9 ist @, von B ist #2). Die von € bestimmt sich zu
afB. Dies muf auch die Anzahl der irreduziblen Darstellungen sein, folglich
existieren auBer diesen keine weiteren.

Wir werden im folgenden die Terme nach ihren Darstellungen unter-
scheiden und bezeichnen. Unser (trivialer) Satz sagt also folgendes aus:
besteht die Substitutionsgruppe einer Differentialgleichung aus dem
direkten Produkt mehrerer Substitutionsgruppen (die eine Gruppe sei
z. B. die Vertauschung der Elektronen untereinander, die andere etwa
die der Wasserstoffkerne), 1aft also die Differentialgleichung zwei ver-
tauschbare Substitutionsgruppen zu, so definiert jedes Paar von irre-
duziblen Darstellungen der beiden Gruppen eine irreduzible Darstellung
der ganzen Gruppe. Diese Darstellung, sowie die Terme mit diesen
Darstellungen, benennt man dann zweckmifig so, daf man die Zeichen
beider Darstellungen nebeneinander fiigt.

Aus den Formeln (9), (9a) liest man nun auch leicht ab — da alle
("af,) sowie (“bf;) Einheitsmatrizen sind —, daB die 3 sich bei einer
Substitution der einen Untergruppe so transformieren, wie wenn diese
Untergruppe allein da wire.

Spezieller Teil.

11. Wir werden jetzt die Substitutionsgruppe unseres Eigenwert-
problems aufsuchen.

Es gehoren folgende Substitutionen in diese Gruppe:

1. Auf alle Fille das Vertauschen aller Koordinaten aller Elek-
tronen.

II. Ebenfalls auf alle Fille das Vertauschen anderer gleichwertiger
Teilchen.

H Lo
?) Ebenda, Satz XIIIL
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Diese beiden Gruppen sind Permutationsgruppen oder, wie man sie
auch nennt, symmetrische Gruppen. Ihre irreduziblen Darstellungen
sind bekannt?).

IITa?). Im feldlosen Falle ist der Raum isotrop. Ich kann also
das ganze System von einem anderen, zum urspriinglichen beliebig ver-
drehten, Koordinatensystem betrachten und kann dieses Koordinaten-
system auch noch spiegeln. Diese Gruppe ist also die dreidimensionale
Drehspiegelungsgruppe, ihre Substitutionen stehen in (4). Thre irre-
duziblen Darstellungen sind ebenfalls bekannt; es existieren zwei Dar-
stellungen von der Dimension 274 1 (wo I eine nicht negative ganze
Zahl ist), die in den Matrizen, die reinen Drehungen zugeordnet sind,
iibereinstimmen. Der reinen Spiegelung durch den Ursprungspunkt ent-
spricht bei der einen Darstellung eine Diagonalmatrix mit lauter Gliedern
— 1% wir nennen diese die ,normale“ Darstellung, bei der zweiten eine
Diagonalmatrix mit lauter Gliedern — 1!+, wir nennen diese die ,ge-
spiegelte“ Darstellung?).

IIIb. Im Falle des elektrischen Feldes wird die Isotropie des
Raumes aufgehoben. Das Koordinatensystem kann blof um die Achse
des elektrischen Feldes gedreht werden und aufierdem in einer zum Felde
parallelen Ebene gespiegelt. Es bleibt uns also nur eine zweidimensionale
Drehspiegelungsgruppe. Sie hat zwei Darstellungen der Dimension 1,
unendlich viele der Dimension 2. Der reinen Verdrehung um einen
Winkel o entsprechen dabei die Matrizen

e e2ic () gie ()
(1) 3)1 (1)4)7 <O 6‘”‘)’ ( O e___gia>7 ( 0 6_31-a>"'1
der Spiegelung in der Ebene durch die Feldachse

v () 0 (0

IIIc. Im Falle des magnetischen Feldes kann man das Koordinaten-
system um die Feldachse drehen und in der Ebene senkrecht zu dieser
spiegeln. Dies ist ein direktes Produkt einer zweidimensionalen Dreh-
gruppe mit einer Spiegelung.

In den irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen Drehgruppe
entsprechen einer Verdrehung um den Winkel o die Matrizen

(D (%), (6759, (212} (e 249) ...

1) Vgl. J. Schur, 1. ¢. H. Weyl, L c.

?) Diese Unterscheidung wird sich als zweckmifiig erweisen.
8) Diese Darstellung werden wir normal nennen.

) Diese Darstellung werden wir gespiegelt nennen.
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In den beiden Darstellungen der Spiegelung entsprechen einer solchen
die Matrizen
L, (— 1)

In den Darstellungen der Gruppe IIIc entsprechen also (Punkt 10) einer
Drehung um den Winkel o

D), (@), (@), (@) (e, (799, (E79), (e27%), (e~ 219)...,
der Spiegelung in der zur Achse des Feldes senkrechten Ebene die Matrizen

(1): (— *‘)) (1)! (’“ 1)1 (1): (— 1)1 (l)a ("‘ 1)) (1) s

Der Fall, da beide Felder vorhanden sind, wird sich als nicht mehr
wesentlich erweisen.

Da nun die Gruppen I und II sowohl untereinander, wie mit jeder
der Gruppen IITa, IIIb, IITc vertauschbar sind, ktnnen wir die Sub-
stitutionsgruppe der Differentialgleichung erhalten, indem wir das direkte
Produkt der Gruppen I und II mit derjenigen Gruppe III bilden, die in
Frage kommt.

12. Zunichst betrachten wir den Fall gekreuzter elektrischer und
magnetischer Felder, um die Wirkung der Gruppen II[ ganz aus-
zuschliefen.

Wire nur die Gruppe I vorhanden, so wiirde im Falle von n Elek-
tronen jeder Aufteilung der Zahl # in ganzzahlige Summanden (wobei
jeder Summand groBer oder gleich dem vorangehenden sein muf)) eine
Darstellung entsprechen. Sind aufierdem #, Teilchen der Sorte (1) (etwa
Protonen), n, Teilchen der Sorte (2) usw. da, so mu8 man im Sinne des
Punktes 10 jede Aufteilung der Zahl » mit jeder Aufteilung der Zahl n,
und jeder Aufteilung der Zahl n, usw. kombinieren, um alle irreduziblen
Darstellungen zu erhalten. Wegen 9. werden unendlich viele Eigen-
werte jeder Darstellungseigenschaft existieren. DaB keine Interkom-
binationen zwischen Termen mit verschiedenen Darstellungen vorkommen,
ist einfach eine Folge von (7).

Es werden aber nicht alle Eigenwerte in der Natur als Terme
realisiert sein. Vielmehr ist z. B. bei Elektronen am einfachsten zu
fordern, daB bei adiabatischem Verschwindenlassen der Wechselwirkung
zwischen den Elektronen nur solche Zustinde entstehen sollen, die
hochstens zwei Elektronen auf einer Bahn enthalten. Dies sind die-

jenigen Termsysteme, bei denen die Zahl % in lauter 1 und 2 zerlegt
wird 1).

1) W. Heisenberg (ZS. f. Phys. 41, 239, 1927) leitet diese Termsysteme
ab, indem er davon ausgeht, daf die Wirkung der Elektronenrotation durch neue




Some Consequences of the Schrédinger Theory for the Term Structure 67

638 E. Wigner,

Wir entnehmen nun mit Heisenberg!) der Erfahrung, daf ein
Term bei einem Atom zu einer Multiplizitit gehort, die um 1 grofer ist
als die Anzahl der 1 in der Zerlegung von # in Summanden.

BeiH 1 =1 Dublett
» He 2 = 2 Singulett
n on 2=1+41 Triplett
» Li3 =14 2 Dublett
n nd3=141+41 Quartett
n Bed =242 Singulett
n on d=14+1+2 Triplett
» o n 4=1+4+ 1+ 141 Quintett

usw.

Wie die Auswahl der in der Natur vorkommenden Termsysteme
bei Protonen usw. ist, kann vorliufig nur durch Vergleich mit der Er-
fahrung entschieden werden, wie insbesondere in der Diskussion dieses
Themas bei F. Hund ?) auseinandergesetzt ist %).

13. Wir gehen nun zu dem Falle iiber, wo auf unser System keine
Kraft wirkt. Dann sind die Darstellungen des TITa mit den Darstellungen I
und IT zu kombinieren.

Wir miissen nun die Darstellungen der dreidimensionalen Dreh-
gruppe etwas genauer betrachten. Dazu filhren wir die Parameter-
darstellung von Euler ein. Die Verdrehung, die den Bogen e in den

Eigenfunktionen, und zwar entsprechend den zwei Finstellungsmoglichkeiten des
Elektrons, zwei Eigenfunktionen beschrieben wird. Dann sucht er diejenigen
Termsysteme aus, die durch zwei Funktionen antisymmetrisiert werden konnen.
Diese Vorschrift fithrt genau zu den im Text angegebenen Termsystemen. Ich
kann davon absehen niheres hieriiber mitzuteilen, da Herr F. Hund unabhingig
von mir nach einer etwas anderen Methode zu demselben Ergebnis gekommen ist
und seine Resultate bald in dieser Zeitschrift erscheinen.

H Le.

2) ZS. f. Phys. 42, 93, 1927.

8) Ich mochte an dieser Stelle noch eine Bemerkung zur Frage der Bose-
Einsteinschen Statistik machen, soweit sie die Gasentartung betrifft. Ob in
einem Gase die Bose-Einsteinsche oder die Fermi-Diracsche Theorie zu Recht
besteht, hingt lediglich davon ab (W.Paulijr., ZS. f Phys. 41, 81, 1927; siehe
auch R.H.Fowler, Proc. Roy. Soc. (A) 118, 432, 1926), ob bei der Vertauschung
zweier Atome bzw. Molekile die Eigenfunktion ungeindert bleibt oder ihr Vor-
zeichen umkehrt. Dies 1i8t sich mit grofier Wahrscheinlichkeit fiir Molekiile, die
aus zwei gleichen Atomen bestehen, angeben. Wie immer nimlich das allgemeine
Gesetz sein mag, das den Vorzeichenwechsel bei dem Austausch von Elektronen
und etwa von Stickstoffkeraen regelt, wenn man zwei N, miteinander vertauscht,
kann sich am Ende das Vorzeichen nicht geindert haber, weil ja jede Operation
zweimal ausgefiihrt worden ist. In solchen Fillen wenigstens besteht also die
Einsteinsche Theorie der Gasentartung hichstwahrscheinlich zu Recht. Natiirlich
gilt dies nicht fiir Elektronen.
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Bogen —.—.— itberfiihrt, kennzeichnen wir mit den drei Eulerschen

Winkeln o, 8, . Sie ist aus einer Drehung um die Z-Achse mit dem

Winkel p, um die X-Achse mit § und
aus noch einer Drehung um die Z-Achse
mit dem Winkel o zusammengesetzt. Das
Matrizenelement, das in der 21 + 1-dimen-
sionalen Darstellung in der j-ten Zeile und

der k-ten Spalte steht, bezeichnen wir mit
D}k (j und % laufen von —1 bis +1).
Wir betrachten diejenige Form der Dar- ¥
stellung, die als Darstellung der zwei-
dimensionalen Drehgruppe um die Z-Achse
ausreduziert und auBerdem hermitisch ist. Fig. 1.
D;, hat die Form

DJ"k(“: ﬁ? Y) = eijad]l'k(ﬂ) eiky’
djl- k (B) ist reell, und es gilt
e (B) = (— D djy (— B) = (— 1 T Fdi; ()
= dij(— B) = (— D)IT¥d_; _(B).

Fiir spater merken wir uns die Rekursionsformeln an:

o WE D —FVa+ D —F _

7 Cl+ DI+
l-—-l Vla"".f Wg
— JLcosﬁ+ (2’_*_1)’ =0,
pirr =i+ 1Vi—j+2V0+ 1) —#
Tmnk @I+ DI+ 1)
— Dpsinpeio—pizy JIRINEIZ LR _

Cl+ D1

pitr Vit 1i+i+2yat 1t —#
@I+1+1)

. TV F—F
+Djksmﬂew Dk @14 1)1 =0

+

Durch (11) gehen aus ihnen weitere hervor.

(10)

(11)

(12)

(12 a)

(12 b)
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Es seien noch die ersten zwei Darstellungen fiir reine Drehung
explizite hergeschrieben. Die ,normalen“ und ,gespiegelten® Dar-
stellungen der Drehspiegelungsgruppe ergeben sich daraus gemi8 Punkt 11.

—ta 1 +2cosﬂe_”’ —ia sin_ﬁ, —ic 1 ——Zcosﬁ ¢,
5 o s
sinf . sinf .
— ——c 'Y oS —c'7,
(1): ‘/2 ! ﬁ’ V?‘

. 1—cosﬁe_ir

p . Sin B die 1+ coiée”‘

5 BT 3
14. Ich will nun 27 4 1 Funktionen finden:

f—l(xlx T) 51 coe Ty Yny 5")1 f—l+1(x11 Y1s 51 coe Ty Yn, Zn) LR ]
fl (xp 3/1’ 51 coe Ty Ynsy ‘611)1
die sich bei der Substitution (A) nach MaBgabe der 21 4 1-dimensionalen
irreduziblen Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe trans-
formieren, fiir die also gilt

r ! ’ U U ’ l
fz(xlr Y1y &1 « o« Ty Yy zn) - ;Dﬁ.fl (501, Yis By oo Tny Yny &y), (13)

worin fir z, yi, £ ... %, Yn, 4, die Werte aus (A) zu entnehmen sind.

Ich betrachte die Funktionen an der Uberfliche r, =y, =5, =0.
An dieser Uberfliche sind die Funktionen durch die gegenseitige Kon-
figuration der Teilchen bestimmt, wihrend die Lage der ganzen Konfi-
guration im Raume vorgeschrieben ist, ich nenne sie die Lage B. Fiir
die Koordinaten, die die gegenseitige Konfiguration beschreiben, schreibe
ich g. Die Werte der Funktionen f_; bis f; an dieser Uberfliche be-

zeichne ich mit y_;(9), 2—1+1@0) 7—142(9) .. 1:(9). Die Funktion
fe @)y Yge 2y -+ Xy, Yn, &) ist dann wegen (13)

Fe(®1s Y11 8y oo Tny Yn: 2n) = Z Dil (& By p) 12 (9), (13a)

wo o das Azimut des ersten Elektrons, § sein Polabstand und y der
Winkel zwischen den Ebenen Zr, und r,r, ist'). Umgekehrt bestimme
ich die g2(g) ganz beliebig, so haben die in (13a) definierten Funk-
tionen f, die verlangte Transformationseigenschaft (13).

Sollen die £, die normale Darstellungseigenschaft der Drehspiegelungs-
gruppe haben, so muf
fz (’_ Ty =Yy =&y —Tny —Yn, —Z,,) = (— l)lfz (xn Y1121 Ty Yn 2y) (14)
sein, soll die Darstellungseigenschaft die gespiegelte sein, so ist

fx(—xly —Yi—%4 "‘_xm_f/m_'zn) = "(" l)lfx(xu Y1281 Tny Yy Zn)- (143)

1) Es geht hieraus hervor, daB die D (a, 8, ) ein vollstindiges Funktionen-
system bilden miissen.
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Ist die Anzahl der Teilchen, die in die Differentialgleichung ein-
gehen, mindestens gleich 3 (die gesamte Anzahl der Teilchen also min-
destens gleich 4, da ein Teilchen wegen des Schwerpunktsatzes absepariert
werden muf: z. B. gehen in die Gleichung des H-Atoms nur drei Koor-
dinaten einem Teilchen entsprechend ein. Vgl. z. B. E. Fues, Ann.
d. Phys. 80, 367, 1926), so kann man beides erreichen, indem man etwa
die y in der Lage B nur dort willkiirlich definiert, wo z; > 0 und die
Werte fiir #, <{ 0 durch die Gleichung (14) bzw. (14a) bestimmt. Im
Falle von nur drei Teilchen (z. B. He) ist dies jedoch nicht moglich; dort
kommen nur die normalen Darstellungen in Betracht.

Will man Funktionen bilden?'), die sich bei der Vertauschung von
Elektronen so benehmen, wie eine bestimmte in 11. I beschriebene Dar-
stellung dies verlangt, so hat man lediglich die y nur dort willkiirlich
zu definieren, wo r;, <r, <.:-<r, ist (r; Abstand des i-ten Teilchens
vom Schwerpunkt) und an den anderen Stellen die Funktionen mit Hilfe
ihrer Darstellungseigenschaften (9), (9a) zu bestimmen.

Wegen 9. konnen wir hieraus schliefen: Vom Li ab kommen in
jedem Multiplettsystem Terme jeder in Punkt 11, IIla beschriebenen
Darstellungseigenschaft vor. Bei He und H kommen nur normale
Terme vor.

Die Eigenfunktionen sind durch die Ausdriicke (13 a) gegeben, die
%2 (9) hingen nur von der gegenseitigen Konfiguration der Teilchen ab.

15. In diesem Punkte mochte ich die Auswahlregeln fiir die azi-
mutale Quantenzahl ableiten?). Unter Intensitit ist hier die ,Stirke
des Oszillators“ zu verstehen, also die lineare Polarisation

i J L P Py ],

die hoheren Momente von Heisenberg?3) sind nicht in Betracht gezogen.

1) Es gilt dies nur, wenn ein Teilchen (bei uns der Kern) da ist, von dem
nur ein Exemplar vorhanden ist und dessen Koordinaten man mit Hilfe des
Schwerpunktsatzes absepariert.

2) M.Born, W.Heisenberg und P.Jordan erhielten bereits in ihrer
Arbeit (ZS. f. Phys. 85, 557, 1926) Resultate, die sich in vielen Punkten mit den
hier folgenden decken. Insbesondere findet sich dort die Auswahlregel fiir die
magnetische Quantenzahl m und auch die Intensititsformel (18). Auch bei
P.A.M.Dirac (Proc. Roy. Soc. 111, 281, 1926) finden sich diese Formeln. Unsere
Betrachtungen fithren insofern etwas weiter, als wir auch einen Ubergang mit
l; = Iy (dort j, = j,) ausschliefen konnen, wodurch die Deutung des [ als azi-
mutale Quantenzahl gesichert erscheint. Auflerdem kann ! () dort ganz- oder
halbzahlige Werte annehmen; bei uns sind nur ganzzahlige Werte mdoglich.
Fiir den Fall eines einzigen Elektrons findet sich dies auch bei L.Brillouin,
Journ. de phys. et le Rad. 8, 74, 1927.

8) ZS. f. Phys. 88, 411, 1926.
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Da wir die Wirkung des rotierenden Elektrons nicht berticksichtigen
konnten, werden alle unsere ,Multiplettsysteme¢ (siche Punkt 12) die
Eigenschaften haben, die experimentell bei Singulettsystemen bekannt sind.

Die Dimensionen der Darstellungen der Drehgruppe sind 27 + 1.
Die Zahl I nennen wir azimutale Quantenzahl, da folgendes gilt: I &ndert
sich bei einem Ubergang um + 1 oder — 1. Alle anderen Uberginge
sind verboten.

Es geniigt, nachzuweisen, daf bei solchen verbotenen Ubergingen
die Polarisation, die vom ersten Elektron herrithrt, verschwindet. Be-
zeichnen wir mit »,, r, den Radiusvektor des ersten bzw. zweiten Elektrons,
mit , B Azimut und Polabstand von der Z-Achse des ersten, y ist der
Winkel der Ebenen Z7,, 7, 7,, so ist die %-te Eigenfunktion, die zu einem
Term mit der azimutalen Quantenzahl 7 gehort, wegen (13a)

2 Dl/i (“1 ﬁ: 7) X (g)y

die %'-te Eigenfunktion mit der azimutalen Quantenzahl U’
S DL By ) 2 (9)-
/.l

Die Polarisation in der Z-Achse, die vom ersten Elektron herriihrt,

> [ Dt B 9) 120 Do (0 By 9) 230 (6) 7, cos B

A
oder wegen (12)
1+1 1—1 I3 '
> [ @5 w4 D7 022 1a(9) Do 2 (0) 74,
LA
o+ —wyo+iy—2 _ {r—wyr—2
ek = Cl+ DI+ 1) » = T eT I

dies verschwindet schon bei der Integration iiber e, 8, y wegen (ILD),
wenn weder | + 1 =1 noch 7 —1 = 1. Ahnlich die Polarisation in
der X- und Y-Richtung.

Terme, zu denen eine normale Darstellung der Drehspiegelungsgruppe
gehort, bezeichnen wir als normal, Terme, zu denen eine gespiegelte Dar-
stellung gehort, als gespiegelt. Uberginge zwischen normalen und ge-
spiegelten Termen kommen nicht vor.

Es geniigt, dies fiir eine Anderung von I um 4 1 nachzuweisen, da
andere Uberginge iiberhaupt nicht vorkommen. Die Polarisation in der
Z-Richtung vom ersten Elektron ist (¢! normal, !+ gespiegelt)

[ 9T,

M
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Fihren wir fiir 2, y;, #; neue Integrationsvariable — x;, — 7;, — #; ein,
so #ndert sich ¢* mit dem Faktor (— 1)}; ¢!+ 1 mit dem Faktor — (— 1)I+1
z mit — 1. Es ist also

jwlwl-}-lzl —_ ___J‘wlwl%-lzl — 0.

Dieser Satz wird sich als identisch mit der Laporteschen Regel er-
weisen. [Punkt 25]1).

16. Wirkung des elektrischen Feldes. Durch ein elektrisches Feld
in der Z-Achse wird die Substitutionsgruppe unserer Differentialgleichung
verkleinert. Wir miissen also im Sinne des achten Punktes verfahren
und die Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe als Darstellung
der zweidimensionalen (um die Z-Achse) ausreduzieren. In (11) ist die
Darstellung schon in dieser Form angenommen worden. [Es gilt ndmlich
fir f =0

41 (0) = O,
wie schon daraus hervorgeht, da8 DL, (o, By p) lir o =f=9=20
die Einbeitsmatrix sein muf.] In den irreduziblen Bestandteilen von

D, (et 0, 0), als Darstellung der zweidimensionalen Drehspiegelungsgruppe
um die Z-Achse, sind also

eie e2ie () eite 0
(1)7 <0 e-ia)’ <0 e-—2ia>’ T (0 e—ila)

die Matrizen fiir reine Drebung um den Winkel ¢; fiir die reine Spiegelung
in der Y Z-Ebene (nicht mehr durch den Koordinatenursprungspunkt!)
haben wir, wenn die Darstellung normal war,

01 01 0 1\,
W (1 o>’ <1 0)’ <1 0)
bei gespiegelter Darstellung

=0 (o) G ()7

Wir finden also: im homogenen elektrischen Felde spaltet ein Term
mit der azimutalen Quantenzahl 7 in 7 4 1 Terme auf. Ein neuer Term

1) Vgl. F. Hund, Linienspektren usw., S.132. Die Laportesche Regel soll
also vom Li ab gelten.
2) Vgl. Fufinote 3 und 4, S.636.

eixa 0 0 —1 “
8) Die Matrizen ( 0 e-im) und (_ 10 ) gehen durch eine Ahnlichkeits-

iza 0

transformation in die Matrizen (80 e"““) und (? (1)) iiber.
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ist einfach, und je nachdem der urspriingliche Term normal oder gespiegelt
war, normal oder gespiegelt, die anderen haben noch zwei Eigenfunktionen
und unterscheiden sich in den beiden Fillen nicht in ihren Darstellungs-
eigenschaften.

17. Grofe der Aufspaltung und Auswahlregeln. Ein Term mit der

im e
Darstellung ( ¢ 0

O e—ima

) hat die elektrische Quantenzahl m. Bei einer

/

Strahlung, bei der der elektrische Vektor parallel zum Felde ist, andert
sich m nicht (ein normaler Term geht in einen normalen, ein gespiegelter
in einen gespiegelten iiber). Ist der elektrische Vektor der Strahlung
senkrecht zum Feld, so kann sich m nur mit 4 1 oder — 1 #ndern.
Wir sehen, daf die Auswahlregeln fiir schwache Felder durchbrochen
sind: es kommt gar nicht mehr darauf an, aus was fiir einem Term der
neue entstanden ist, nur die elektrische Quantenzahl m spielt eine Rolle.

18. Mehr Interesse beanspruchen die Verhiltnisse in schwachen
Feldern!), wo wir noch die Stérungstheorie von Schrodinger anwenden
konnen. Das Storungspotential ist

S Ceg.

i=1
Ist keine zufillige Entartung vorhanden, so wird sich der Starkeffekt
immer als quadratisch erweisen; wir miissen also, um zu einer Auf-
spaltung zu gelangen, bis zur zweiten Niherung vorschreiten.

Als linear unabhingige unter den 21 4 1 Eigenfunktionen mit der
azimutalen Quantenzahll nehmen wir diejenigen heraus, deren Darstellungs-
eigenschaft sich in der Form (11) schreiben 1:8t: sie haben die Gestalt (13a).
Die Eigenfunktionen numerieren wir so, daf wir die azimutale Quanten-
zahl und die laufende Nummer des Terms mit dieser azimutalen Quanten-
zahl als oberen Index, die Nummer der Eigenfunktion, die zu diesem
Term gehort, als unteren Index hinzufiigen. Die oberen Indizes sind
also bei allen Eigenfunktionen, die zu demselben Term gehoren, dieselben,
wahrend der untere Index von — 17 bis -4 I l4uft.

Fiir die Storungstheorie brauchen wir Integrale der Gestalt

1,8 8 1} l
. — 181 qpptede 8 8
(8, my;5 1y symy), = j. 2, ¥ 2L",’nz = J.rl cosf &yt Wa? (1B)

(da das i-te Elektron von dem ersten in keiner Weise bevorzugt ist,
rechnen wir immer mit dem ersten).

1) Vgl. auch A, Unsdld, Beitrige zur Quantenmechanik der Atome. Ann.
d. Phys. 82, 355, 1927, § 10.
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Zur Berechnung setzen wir (13a) in (15) ein:

A . e
(1, 8,my;5 1y 85mg) :72 “ Dy 43 (9) D2y 157 () 1y c0s - (152)
ST
und beachten (12), wodurch wir Diﬁz 2, (¢ B, 7) cos 8 durch Difl:}; (o B, 9)

und Dfﬁ;;: (&, B, p) ausdriicken. Dann fithren wir die Integration iiber
o, f und y (d. h. iiber alle Lagen im Raume bei gleicher gegenseitiger
Konfiguration der Teilchen) mit Hilfe von Ib und IIb aus, indem wir

J.fozlzl (@ B, ¥) Dy, (&, B, p) = €1, 04, & Omy my 02, 2,

setzen und erhalten fiir (15a)
P—

! 7
> {wer, 01y, 1, 4 10my my 02,2, + 961, 81y, 13— 1 Omy my 02,2, xz‘ls‘(_(});g;?;’2 (9)r,dyg,

21322

. Va, + 12— md Vi, + 1) — 43 Y — Vig—md Vi —23
- @lL+ D0 +1) ’ @1, + 1)1,

Dies ist fiir I, =1, + 1, m;, = m,

p——
(g + 1, 5,, my; 1,5, my), = ; uc,z_,_lj Z?:I’s‘(g) x?zsz (9)r,dg.
2

fir I, =1l,—1, m, = m, -
jp——
(I3 — 1, 5,my; 1,83my);, = Z”Clz—ljlﬁi_l’ 51 (0)7651223” (9)r,dg.
42

Wir konnen noch die Abhingigkeit von m — auf die es uns allein an-
kommt — besser zum Ausdruck bringen, indem wir fiir 1, =1, 4 1,
mg = m,
(ysymy; 1, —1, 55, my), = Vi2 —m? Cl sy s (162)
firl, =1, —1, my = m,
(ysymy T4+ 1, 59, m), = V(@ + 12 —m? Clg, (16b)
tir m, 9= my und fir |7, —1,| == 1
(I symy; 1ysymy), = 0, my o= m, (16¢)
(G symy; Tgsym), = 0, |, —1,| & 1. (164d)

Ist der eine Term normal, der andere gespiegelt, so gilt offenbar auf
alle Fille

(,8,my; 1y, 8y, my), = 0. (1Ge)

In diesen Formeln hingt Cp 4, 5, und Cj , ,, nicht mehr von m, ab. Da

diese Formeln (16a), (16b), (16¢), (16d) und (16e) nicht nur fiir das

erste, sondern fiir alle Elektronen gelten, gelten sie auch fiir die Summe

> (Iy 8, my; 138, my);, nur daB die Zahlen Cj , ,, und Cy ,, ,, eine etwas
i

andere Bedeutung haben.
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Jetzt konnen wir die Schrodingersche Storungstheorie anwenden.
Fiir den linearen Effekt kommen hierbei — solange keine zufsllige Ent-
artung auftritt — nur Ausdriicke der Art

Iy 8,my; 1, 5ymy)
in Frage. Diese verschwinden aber wegen (16d). Es ist nur ein
quadratischer Effekt zu erwarten.

Die Existenz eines linearen Effekts hingt also (z. B. bei dem
Wasserstoffatom) mit einer zufilligen Entartung zusammen. Auch in
der dlteren Theorie war dies dhnlich der Fall.

Wir konnen noch das quadratische Glied berechnen. Die Ver-
schiebung des Eigenwerts, der zu der Eigenfunktion 711’,1,1,131 gehort, ist

N e Iy sy my; 18y my)?
dbll B e lz%‘z El181 - E1282
oder wegen (16¢), (16d) und (16a), (16D)
AEllslml == @2 {(712 - m:‘lj) A' + ((ll + 1)2 “"mlg)B’}
wo A’ und B’ nicht mehr von m abhingen. Anders geschrieben
AdEy =& (Als"‘Blsm2)- 17

Die Zusatzenergie ist fiir die m-te und — m-te Eigenfunktion die-
selbe, was ja auch natiirlich ist, da diese Entartung selbst bei einem
starken Feld (Punkt 16) nicht aufgehoben wird. Die absolute Grofe
der Verschiebung und Aufspaltung (A4 und B) 1aBt sich nicht allgemein
angeben, jedoch gibt unsere Formel (17) das Bild der Aufspaltung an.

Dieselbe Abhingigkeit von m findet sich auch bei R. Becker?),
dessen Theorie auch eine sehr gute Abschitzung von A und B ermog-
licht. Auf Grund der Quantenmechanik hat seine Rechnung A. Unsld?)
wiederholt, der im wesentlichen zu derselben Formel gelangt.

Unsere Formel (17) muB — wenigstens fiir Singulettsysteme —
etwa ebenso genau gelten wie z. B. die Formeln fiir die Aufspaltung bei
dem Zeemaneffekt. Leider ist sie am experimentellen Material vorliufig
nicht zu priifen, da man bisher eine wirkliche Aufspaltung (auBier natiir-
lich bei H) kaum erreicht hat.

In der Fig. 2 ist das Bild eines solchen Effekts schematisch auf-
gezeichnet. Bei den vier aufgezeichneten Termen (ein S-, P-, D- und
B-Term) sind die Linien mit m = O untereinander gezeichnet, und die
By, sind bei allen vieren gleich gro angenommen, was in Wirklichkeit

1) ZS. 1. Phys. 9, 332, 1922.
Hloe
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natiirlich nicht der Fall sein wird. Die gestrichelten Linien bedeuten
Uberginge, die Zahlen auf ihnen sind Intensititen.

19. Ich mochte noch kurz auf die Verhiltnisse im magnetischen
Felde eingehen. Zu diesem Zwecke mul man wieder die Uberlegungen
des Punktes 8 heranziehen.

Ein Term habe die azimutale Quantenzahl I und gehére zu einem
Multiplettsystem M. Bis kein Feld da ist, ist die Substitutionsgruppe
der Differentialgleichung (vgl. Punkt 11) das direkte Produkt der drei-
dimensionalen Drehspiegelungsgruppe ITla mit der symmetrischen GruppeI.
Die Darstellung unseres Termes entstehf, indem wir die Darstellung, die
zum Multiplettsystem M gehort, mit der Sl
21+ 1 dimensionalen Darstellung der Dreh-
gruppe kombinieren. Ich nehme die letztere
Darstellung in der Form (11) an und das ? l\
entstehende magnetische Feld in der Richtung 5
der Z-Achse. Unsere Darstellung ist dann 2 l J\
als Darstellung des direkten Produkts der i 2
symmetrischen Gruppe I mit der Gruppe Illc 4 r 1
bereits ausreduziert. Sie hat 274 1 irre- ==0 7 Z
duzible Bestandteile. Diese sind zusammen-
gesetzt aus derjenigen Darstellung der Gruppe I, die zu wunserem
Multiplettsystem gehort, mit einer der folgenden Darstellungen von IIlec

(e—ila), (6_ i(l—-l)a) L (e—ia)’ (1)’ (ez'a) (eila)
fir eine Drehung. Diese 27 4 1 Darstellungen sind die Darstellungs-
eigenschaften der entstandenen 27 4 1 Terme.

gt

Dieses Resultat ist von der speziellen Gestalt der Schrédinger-
schen Gleichung sowie von der Darstellungseigenschaft der Gruppe I,
die zu unserem DMultiplettsystem [ gehort, wesentlich unabhingig.
Trotzdem zeigt es sich, daB die Aufspaltung immer in eine ungerade
Anzahl von Komponenten eintritt, was bekanntlich der Erfahrung bei
Dublett-, Quartett- usw. Systemen widerspricht. Diese Schwierigkeit
tritt natiirlich nicht nur an dieser Stelle auf; sie ist aber hier am
krassesten zu formulieren. Es scheint mir, daB hier zur Erklirung der
Verhiltnisse noch ein wesentlicher Punkt fehlt.

20. Wir konnten nun — ebenso wie bei dem Starkeffekt —
durch Beriicksichtigung der speziellen Gestalt der Schrédingerschen
Gleichung (in der allerdings das rotierende Elektron auf keine Weise
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beriicksichtigt ist) eine Aufspaltungsformel erhalten. Es wiirde sich?) —
wie zu erwarten — die fiir Singulettsysteme giiltige Formel des normalen
Zeemaneffekts ergeben (Aufspaltungsfaktor g =— 1). Ebenso konnten
wir die Auswahlregel im beliebig starken Feld berechnen, was allerdings
ein etwas komplizierteres Resultat ergibt. Fiir schwache Felder stehen
die Integrale fiir die Intensititen der m-Komponenten fertig in (16a)
oder (16D) da, die Intensititen der ¢-Komponenten ergeben sich ebenso
einfach durch Anwendung der Formel (12a) und (12b). Wenn wir die
magnetische Quantenzahl mit 7 bezeichnen, so gilt fiir einen Ubergang

Relative Intensititen

Lm-—>141.m (n-Komponente) ¢4+ 1) — m? l
I, m—> 141, m+ 1 (6-Komponente) 1 (1 4+ 1 + m) (I + 2 + m); (18)
I, m—>1+41, m—1 (6-Komponente) 11 + 1 —m) (1 4+ 2 — m)l

Auch diese Formeln gelten fiir Singulettsysteme.

21. Als vorletzten Punkt unserer Uberlegungen behandeln wir das
sukzessive Einfangen von Elektronen von einem Ion. Wir werden
hierbei von dem im wesentlichen von Heisenberg (1. c¢.) gegebenen
Schema der Zuordnung der Darstellungen zu Multiplettsystemen aus-
gehen, die in Punkt 12 beschrieben ist.

Unsere Aufgabe besteht eigentlich aus zwei Teilen. Im ersten Teil?)
gehen wir von einem ,ungestérten System aus, in dem keine Wechsel-
wirkung zwischen den Elektronen vorhanden ist und diese nur unter der
Einwirkung des Kerns stehen. Dann sind die Eigenfunktionen Produkte
von Funktionen der Koordinaten nur je eines Elektrons, oder lineare
Kombinationen solcher Produkte. Es 148t sich dann jedem Elektron 4
eine Hauptquantenzahl N; und eine Azimutalquantenzahl I; zuordnen.
Wir fragen nun, was fiir Terme (Multiplettsystem und Azimutalquanten-
zahl 1 des Atoms) aus diesem Term entstehen, wenn wir die Wechsel-
wirkung zwischen den Elektronen langsam, als St¢rung angewachsen
denken. Wir haben also zu jedem Elektron eine Azimutalquantenzahl
zugeordnet und fragen, wie sich diese zu der gesamten azimutalen Quanten-
zahl des Atoms zusammensetzen. Dieser Teil der Aufgabe lift sich

auch ganz formal erledigen; ich werde indessen hier eine etwas andere
Behandlung wihlen.

1) Siehe auch M. Born und P. Jordan, ZS. f. Phys. 34, 858, 1925, und
E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 81, 139, 1926.

?2) Vgl. F. Hund, Linienspektren usw. §§ 24, 25.
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Die zweite Frage') betrifft die Zuordnung der einzelnen Serien-
grenzen des Atoms zu Termen des Ions. Es ist mir leider nicht ge-
lungen, diese Aufgabe in dieser Allgemeinheit zu liosen, obwohl es mit
den hier entwickelten Methoden durchaus moglich sein muB. Ich ver-
zichte daher auf die Behandlung dieser Frage.

22.  Wir miissen hier eine kleine Hilfsbetrachtung einschalten. Es
sei ein System von n gleichen Teilchen gegeben, die alle unter der
Wirkung einer Kraft stehen (man denke an die » Elektronen des Atoms,
wobei die Wechselwirkung vernachlassigt ist). Die Eigenfunktionen
dieses Systems sind Produkte von Eigenfunktionen der einzelnen Teilchen,
oder Summen solcher Produkte. Insbesondere betrachten wir einen Zu-
stand, in dem d Bahnen doppelt besetzt sind, alle anderen einfach. Zu
einem Term gehoren dann % Eigenfunktionen. Lassen wir nun die
Wechselwirkung zwischen den Teilchen eintreten, so spalten die Terme
im allgemeinen auf, und es entstehen solche, deren Darstellungen fiir
Substitutionsgruppen der Art I irreduzibel sind. Die Frage ist nun,
wieviel Terme einer bestimmten Darstellungseigenschaft aus einem be-
stimmten, ,ungestorten Term entstehen. Das Problem wurde fiir den
Fall d = O bereits in einer vorangehenden Mitteilung gelost?), die
N 1, ...20 geben die Zahlen der Terme an, die zu der Darstellung 4,
Ag ... Ao gehtren (A, 445+ -+ + 1, = n). Im allgemeinen ist das
Problem etwas verwickelter, gliicklicherweise interessieren uns aber nur
diejenigen Termsysteme (vgl. Punkt 12), bei denen in der partitio nur
die Zahlen 1 und 2 vorkommen. Die Anzahl der Zweier bezeichnen wir
mit #, die Anzahl der Einser ist dann n — 22, die Multiplizitit des
Terms n — 22 + 1.

Das Resultat der Rechnung, die ich nicht anfithren méochte (sie
ist mit der fiir d = O vollkommen analog, nur erfordert sie etwas mehr
Rechenarbeit), ist folgendes: Aus einem ungestérten Term mit d doppelt
besetzten Bahnen entstehen

(nz——zdd> - <z i_d 2—d1> (19)

N\

Terme der Multiplizitit n — 22 + 1.

1) Vgl. F. Hund, Linienspektren usw. § 39.
2) E. Wigner, ZS. f. Phys. 40, 883, 1927.
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Diese Formel gilt natiirlich auch fiir d = 0 und ist in diesem Falle
— wie man sich leicht iberzeugt — mit der Formel fiir N; ; 22 iden-
tisch, wenn nimlich alle 4 gleich 1 oder 2 sind.

23. Wir betrachten nunmehr ein ,ungestortes Atom mit n Elek-
tronen mit den Hauptquantenzahlen N, N,, ..., N, und den Azimutal-
quantenzahlen 1,, I,, ..., I,. Die direkte Berechnung der Aufspaltung
der Eigenwerte ist zwar durchaus moglich, doch kommt man einfacher
zum Ziele, wenn man sich ein schwaches magnetisches Feld angelegt
denkt und so den 21; 4 1fachen Term des iten Elektrons in 27, 4 1
Terme zerlegt. Dann ist unsere Aufgabe einfach die: Ein Elektron ist
auf einer der 21, + 1 Bahnen N, I,, m, (m, lauft von —1, bis 4 1),
ein zweites auf einer der 21, 4 1 Bahnen N,, I,, m, usw. und schlieflich
ein Elektron auf einer der 21, 4+ 1 Bahnen N,, 1, m, (m, liuit von
—1, bis +1,). Es ist nun zu beachten, daf die magnetische Quanten-
zahl m des Atoms aufgebaut ‘aus Elektronen mit den magnetischen
Quantenzahlen m,, my, ..., m, gleich m, 4+ m, + --. m, ist. Die Eigen-
funktion des Atoms ist namlich das Produkt der Eigenfunktionen der
Elektronen, diese multiplizieren sich bei einer Drehung mit dem Winkel o
um die magnetische Feldachse mit efmie, e¢imee | eimye die Eigenfunk-
tion des Atoms also mit efm1+ma+t - my)ea

Hiernach konnen wir alle etwa (21, + 1)(21,4+ 1) ... (21, + 1)
Zusténde separat betrachten, die durch spezielle Wahl der m,, m,, ..., m,
entstehen und auf alle separat das Ergebnis des vorangehenden Punktes
anwenden. Dieses geniigt offenbar, da Fille, wo mehr als zwei Elek-

tronen dieselben drei Zahlen N, I, m haben, fiir uns iberhaupt aus-
scheiden (Punkt 12).

24. Ich mochte dies an einem Beispiel illustrieren. Es seien ein
1p- und zwei 2p-Elektronen vorhanden (N, = 1, N, = N, = 2,
l, =1, =13 =1). Die erste Spalte in Tabelle 1 reprasentiert durch

die drei Striche ||| die drei Bahnen N = 1, I =1, m = — 1, 0, 4+ 1,
in der zweiten Spalte sind die drei Striche die drei Zustinde N = 2,
l=1m= —1, 0, + 1. Die Punkte auf den Strichen bedeuten

Elektronen, die in diesem Zustand sind, d die Anzahl der doppelt be-
setzten Bahnen, m sind magnetische Quantenzahlen des Atoms, also
m; + m, | mg. Darunter stehen die Ausdriicke

(n;—zdd> o (zt_;z 2—(1 1>’ (19)
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Tabelle 1.
N=11=1|iN=2 1I=1 4 z=0, Quartett z = 1, Dublett
m= ||—10 1[—10 1 —2|—t[o]1]2)-3|—2f—1fof1]2]3
! 1
$ o+ (o)1 2
t | t§0 1 2
| 4+ 4o 1 2
| 1
F I[1
t ¢ |0 1|1 212
| *d [+ 1 tlo 11 22
| “‘l‘ N A b 1)1
| ¢+ )0 1|1 212
| ] )1 1
die angeben, wieviel solche Terme entstehen. Es entsteht also ein
Quartetterm mit m = — 2, zwei mit m — — 1, drei mit m = 0,
zwel mit # — 1 und einer mit m — 2. Diese kann man nur in ein

4D, 4P, *S zusammenfassen. Ahnlich erhalten wir fiir die Dubletterme
B, *D, ’D, P, *P, °P, 2S. Es sind dies offenbar durchweg dieselben
Terme, die nach dem vorhandenen empirischen Material erwartet werden
miissen. (Vgl. z. B. F. Hund, L c. § 24, 25, wo hierfiir viele Beispiele
gegeben sind.)

Auf die empirische Bedeutung dieses Aufbauprinzipes hinzuweisen,
ist kaum notwendig, kann man doch bekanntlich mit seiner Hilfe einen
groflen Teil des Baues der Serienspektren sowie des periodischen Systems
erklaren.

28. Wir untersuchen noch die Frage, welche Terme normal und
welche gespiegelt sind. Da die Eigenfunktionen eines Elektrons immer
normal sind (Punkt 14), so geht die Eigenfunktion des iten Elektrons
bei der Spiegelung durch den Koordinatenursprungspunkt in den
(— 1)k fachen Wert iiber. Die ganze Eigenfunktion des Atoms geht in
den (— 1)1+ 1+ -+ lnfachen Wert iiber. Ist also I die azimutale Quanten-
zahl des ganzen Atoms, so ist der zugehorige Term normal oder ge-
spiegelt, je nachdem (— 1)1+ + -+ In—! gleich 4 1 oder — 1 ist. Nun
kommen UJberginge nur von normalen in normale, von gespiegelten in
gespiegelte Terme vor. I, + 1, + .- 1, — 1 kann sich also nur um eine
gerade Zahl dndern. Da sich I nur um 4 1 oder — 1 #ndert, darf sich
I, + 1+ --- I, nur um eine ungerade Zahl &ndern. Dies ist der Inhalt
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der Laporteschen Regel. Es ist merkwiirdig, wie wenig anschaulich
diese Deutung ist, so daf man die in der ilteren Quantentheorie von
W. Heisenberg?!) gegebene Deutung kaum wiedererkennen kann.

26. Zum Schluf mochte ich noch darauf hinweisen, dal es leicht
ist — nicht nur die Kugelsymmetrie aller S-Terme [die ja von unserem
Standpunkte aus trivial ist]?) — zu beweisen, sondern das Verschwinden
der Dipolmomente aller stationdren Zustinde zu zeigen. Auch
die Quadrupolmomente lassen sich berechnen. Ich mochte aber hierauf
nicht eingehen, da die vorliegende Note ohnehin schon allzu lang ge-
worden ist. Die Bedeutung dieser Beziehungen besteht hauptsichlich in
der zuerst von A. Uns6ld3) bemerkten Tatsache, daf man bei jeder
Storungsrechnung in erster Naherung so rechnen kann, wie wenn die
elektrische Ladung nach der Schrédingerschen Formel iiber den ganzen
Raum ,verschmiert wire und nach den Regeln der klassischen Elektro-
statik wirken wiirde.

27. Zweck der vorliegenden Arbeit war, zu zeigen, daf man durch
ganz einfache Symmetriebetrachtungen iber die Schrodingersche Diffe-
rentialgleichung schon einen wesentlichen Teil der rein qualitativen
spektroskopischen Erfahrung erkliren kann.

Wie die in Punkt 19 gestreifte Schwierigkeit zu beheben ist, ver-
mag ich nicht zu sagen. Es erscheint einem zunichst recht schwierig,
mit einer Differentialgleichung mit eindeutigem 1 eine Aufspaltung in
eine gerade Anzahl von Komponenten im magnetischen Felde heraus-
zuholen. Auch zeigen sich noch einige andere Schwierigkeiten in solchen
Fillen, wo die rotierenden Elektronen eine Rolle spielen.

Berlin, Institut fiir theoretische Physik der Techn. Hochschule.

1) Z8. f. Phys. 32, 841, 1925.

%) Zu diesem Ergebnis kommt auch A. Unssld (1. c¢.) fiir S-Terme wasser-
stoffahnlicher Spektren und fiir abgeschlossene Schalen (die natiirlich in unserem
Sinne auch S-Terme sind), indem er sich fiir die Wechselwirkung der Elektronen

auf die erste bzw. zweite Niherung beschrinkt. Vgl. auch A. Sommerfeld,
Phys. Z8S. 28, 231, 1927.
H1le




Berichtigung zu der Arbeit:
Einige Folgerungen aus der Schrodingerschen Theorie
fir die Termstrukturen

E. P. Wigner

Zeitschrift fiir Physik 45, 601-602 (1927)

(Eingegangen am 8. September 1927.)

1. Bei der Ableitung der Rekursionsformeln (12), (12a), (12b) in
zitierter Arbeit?! ist mir ein Febler unterlaufen. Genannte Formeln lauten

richtigerweise:
D},‘cosﬂ = u; ukl)_,f,_,:1 + v v D;-:k + wj wy DJI-,JE;I,
Disin Be™ " = wj D) 1+ o5 0u Dy o+ 0w DIEL 4
D;kSill ﬂei“ ] uj-'ukDJ{Ii,k—l- v;z'kD;-+ 1,;:-*- 10;10;;D;ii,k
mit
yr—a » A y Y+ 1= a2
= —_——, R w; = —_————,
Viyer+1 Vivi+1 Vis1y21+1
_ VisaVisa—1 _ VicasVised . Vi—aslVi—as2
QL].:“"——:"‘:——“—‘, 'b'l = =, 101: .
Viveir+1 Yivi+1 Vi+1y21+1

Vica—1yi-2 ot Vied+1V1-2 . Visd+1V52+2

Viveie1 | T Yivier 0 T T Yisiy2ien
L. c. fehlten die Glieder mit den ». Man leitet diese Formeln ab,
indem man die Darstellung D_,'-k D}, ausreduziert.

2. Hierdurch #ndert sich Punkt 15. Aufler den dort erwihnten
Ubergingen sind nimlich noch Uberginge mit 41 = 0 zwischen nor-
malen und gespiegelten Termen erlaubt.

Sy
I

Die Auswahlregel fiir die azimutale Quantenzahl lautet also:

Ist ein Zustand aufgebaut aus einem I-, einem I,- usw. und einem I,,-
Elektron und hat er dabei die azimutale Quantenzahl I, so ist er normal
oder gespiegelt, je nachdem I, + 1, + - - - I, — I eine gerade oder ungerade
Zahl ist2.

Es kommen Uberginge vor: mit /1 = 4 1 von normalen in normale,
von gespiegelten in gespiegelte Terme; mit 47 =— 0, wenn 1 == O ist,

1 ZS. I. Phys. 48, 624, 1927.
2 1. ¢. Punkt 25.




Correction to the Article: Some Consequences of the Schrodinger Theory 83

602 E. Wigner, Berichtigung zu der Arbeit: Einige Folgerungen usw.

von normalen in gespiegelte, gespiegelten in normale Terme!. Alle anderen
Ubergiinge sind verboten.

Man beweist dies ganz nach Punkt 13. Diese Auswahlregel (wie
auch das Verbot von Interkombination zwischen verschiedenen Multiplett-
systemen) gilt zunichst nur — wie Il c. auseinandergesetzt — unter
Vernachléssigung der Elektronenrotation, d. h. bei kleiner Multiplett-
aufspaltung. Die Elemente niedriger Ordnungszahl (z. B. Stickstoff)
fiigen sich diesen Verboten noch gut, wihrend sie bei den hoheren Ele-
menten durchbrochen werden.

3. Auch in Punkt 18 muB man noch einige Glieder in Betracht
ziehen, wodurch jedoch das Resultat nicht geindert wird.

4. In Punkt 20 kommen zu den Formeln (18) noch folgende hinzu:

Relative Intensitit
l, m - I, m (w-Komponente) . . . . m?
l, m — I, m + 1(6-Komponente) . . 11+ 1 4 m)(l —m)

Auch diese Formeln stehen bei Born, Heisenberg und Jordan2

Es ist zu beachten, daB solche Uberginge nur von mormalen in ge-
spiegelte Terme oder umgekehrt vorkommen.

Alles andere bleibt ungesndert.

Berlin, Inst. f. theoret. Phys. d. Techn. Hochschule.

! Diese Auswahlregel ist empirisch zuerst von 0. Laporte (ZS. f. Phys. 23,
135, 1924) und H. N. Russell (Science 59, 512, 1924) mit Bezug auf ,unge-
strichene“ und ,gestrichene* Terme gefunden worden, welche Einteilung nach
W. Heisenberg (ZS. f. Phys. 32, 841, 1925) mit der Einteilung in ,normale*

und ,gespiegelte“ Terme identisch ist. Hierauf machte mich freundlichst Herr
W. Pauli jr. aufmerksam.

% 73. f. Phys. 85, 557, 1926.




Uber die Erhaltungssitze in der Quantenmechanik

E.P. Wigner

Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Goéttingen
Mathematisch-Physikalische Klasse 1927, 375-381

Vorgelegt von Max Born in der Sitzung vom 10. Februar 1928.

1. Durch die ,statistische Deutung der Quantenmechanik?)
mufiten viele unserer gewohnten physikalischen Begriffe einer weit-
gehenden Revision unterzogen werden. Ob das Geschehen selber
akausal ist, soll hier nicht untersucht werden, es sollen nur die
Erhaltungssitze der nunmehr modifizierten Begriffe Energie, Tmpuls
usw. besprochen werden.

Bekanntlich kann man im Sinne der Quantenmechanik niemals
die Frage aufstellen: ,Wie groB ist die X-Koordinate oder etwa
die Energie dieses Korpers?“ Die verniinftige Fragestellung ist:
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf ein Versuch zur
Bestimmung der X-Koordinate (oder Energie) diesen oder diesen
Wert ergibt? In diesem Sinne miissen wir auch die Erhaltungs-
sitze formulieren. Sie lauten dann z. B.: Die Wahrscheinlichkeit,
daf die Energie den Wert E hat, #ndert sich im Laufe der Zeit
nicht. Dies ist also so zu verstehen, daf man bei einer Bestimmung
der Energie eines Systems mit derselben Wahrscheinlichkeit den
Wert E erhilt, gleichgiiltig, ob man den Versuch zur Zeit 0 oder
t ausfithrt. Ist speziell die Wahrscheinlichkeit fiir alle Energie-
werte, abgesehen von E; gleich Null, fiir E also 1, so kénnen wir
sagen, das System hat die Energie E,. Dann wird dies auch zu
jedem spéteren Zeitpunkt der Fall sein.

1. Die analytische Bedingung dafiir, da8 fiir eine GréBe, der
der hermiteische Operator @ entspricht, der Erhaltungssatz gelten
soll, ist die Vertauschbarkeit von @ mit dem Energieoperator H?).

1) M. Born, Zs. f. Phys., 37, 863, 38, 803, 1926; P. A. M. Dirac, Proc.
Roy. Soc. A, 112, 661, 1926, 113, 621, 1927; W. Pauli jr.,, Zs. f. Phys,, 41, 81,
1927; P. Jordan, Zs. f. Phys., 40, 809, 44, 81, 1927.

2) Siehe M. Born, W.Heisenberg u. P.Jordan, Zs. f. Phys., 35, 557,
1926; H. Weyl, Zs. f. Phys., 46, 1, 1027.
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Ist ndmlich @ mit H vertauschbar, so existiert ein vollstédndiges
Orthogonalsystem, dessen Funktionen g,, sowohl von @, als von H
Eigenfunktionen sind. Insbesondere gehire y,, zum Eigenwert s,
von H und 4; von Q.

Es 148t sich nun jede Wellenfunktion v, durch die der Zustand
beschrieben ist, in folgender Form schreiben:

¥(0) = X a1,
r,s

Wegen der Schrodingerschen zeitabhingigen Differentialgleichung
wird die Wellenfunktion zur Zeit ¢

ot

Pl) = 3 a,q,02"h
s

sein. Die allgemein statistischen Ansitze ergeben fiir die Wahr-
scheinlichkeit fiir den Wert 4, von @ zur Zeit ¢ = 0 den Wert

S ,%a,-sxrsi’ = ;la,-sl’f s

zur Zeit ¢ erhalten wir
&t ‘i‘

f ;an's xrseﬂmil = ?la’rsl?‘/‘[xrsl?!

das letztere wegen der Orthogonalitit der g, Die beiden Aus-
driicke sind gleich, die Wahrscheinlichkeit hat sich nicht geindert.

Es gilt aber auch die Umkehrung, daf ndmlich der Erhaltungs-
satz fir eine Grofe nur gelten kann, wenn ihr Operator mit H
vertauschbar ist.

3. Wenn man bemerkt, daB mit einem Operator @ auch alle
seine Funktionen mit H vertauschbar sind, so liegt es nahe nach
denjenigen mit H vertauschbaren Operatoren zu fragen, die nicht
mehr als Funktionen von weniger Operatoren dargestellt werden
konnen. Diese Operatoren werden gewissermafen die voneinander
unabhéngigen FErhaltungssitze liefern. (So z. B. folgt in der
klassischen Mechanik der Drehimpulssatz um jeden Punkt aus
dem Drehimpulssatz um einen Punkt und dem Schwerpunktssatz.)
Unsere Absicht ist die Aufsuchung dieser, voneinander unabhiingigen
Groflen.

Man kann jedem hermiteischen Operator @ im Allgemeinen
in umkehrbarer Weise einen unitdren Operator zuordnen, etwa
0 = ™9 oder 0 = -E%, der gléichzeitig mit Q mit dem
Energieoperator H vertauschbar ist. Wir konnen also an Stelle
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der voneinander unabhédngigen hermiteischen die voneinander unab-
héngigen unitdren, mit H vertauschbaren Operatoren O betrachten.
Ist ¢ Eigenfunktion von H, so ist auch Oy Eigenfunktion u. zwar
zum selben Eigenwert und gleichzeitig mit ¢ normiert:

Hy = ¢y, OHy = H(Oyp) = ¢(0p).

Die Operatoren O haben also die anschauliche Eigenschaft, daf sie
eine Eigenfunktion von H wieder in eine Eigenfunktion tiberfiihren ?).

4. Es werden im folgenden nicht alle Gréflen betrachtet, fiir
die der Erhaltungssatz gilt, sondern nur die, fiir die er unter
ziemlich allgemeinen, von der speziellen Gestalt des H unab-
héngigen Bedingungen gilt.

Zu ihrer Aufsuchung werden wir uns des Resultates des vorigen
Punktes bedienen. Wir nehmen an, daff keine HuBeren Krifte
da sind.

a) Dann ist es klar, dal man die Eigenfunktionen beliebig im
Raume verschieben kann, ohne, daf ihr Charakter, Eigenfunktion
zu bleiben, verloren gehen wiirde. Dem entspricht der orthogonale
Operator: Ersetzen von w;, y;, 2, durch z;,+a, y,+, 2 +c.

b) Weiter kann man die Eigenfunktionen im Raume um einen
beliebigen Punkt, etwa um den Nullpunkt des Koordinatensystems,
beliebig verdrehen. Dem entspricht der orthogonale Operator:
Ersetzen von z; durch «,, z; + a,,y; + @,2;, von y; durch e, z;+ «,, ¥,
+ ¢, 2;, von z; durch «, %, + ¢, ¥; + @2, Wo (&) eine orthogonale
Matrix, |e,| = 1 ist. Wenn die Teilchen magnetische Momente
haben, so sind die ,Spinkoordinaten® mit zu transformieren?).

¢) Zuletzt kann man die Eigenfunktion in einem beliebigen
Punkt des Raunmes spiegeln. Dem entspricht das Ersetzen von
iy Yis % durch — %y —Yiy — &

Weiter konnte man die Koordinaten von zwei gleichen Teil-
chen vertauschen. Das gibt aber wegen der Heisenberg-Diracschen
Forderung der Antisymmetrie der Eigenfunktionen nichts Neues.

Im Ganzen haben wir also 6 von einander unabhingige Ope-
rationen. Diese sind etwa: Verschiebung in Richtung der X-Achse,
in der Y-Achse, in der Z-Achse; Drehung um die X-Achse, um
die Y-Achse (jede Drehung 148t sich aus diesen zusammensetzen),
und Spiegelung im Ursprungspunkt. Alle iibrigen erwéhnten Ope-
rationen lassen sich aus diesen zusammensetzen. Man iiberzeugt

1) Auf diesen Zusammenhang der Erhaltungssitze mit den Invarianzeigen-
schaften von H wurde von Herrn Prof. Born hingewiesen.

2) W. Pauli jr, Zs. f. Phys., 43, 601, 1902, siehe auch J.v. Neumann
und E. Wigner. Zs. f. Phys, 47, 203, 1928.
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sich leicht durch zuriickgehen zu den hermiteischen Operatoren,
dafl aus a) der Schwerpunktssatz, aus b) der Drehimpulssatz folgt.
Von drei Drehimpulssdtzen sind hier also nur zwei unabhingig,
worauf schon M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan?) hin-
gewiesen haben.

Etwas anders verhdlt es sich mit dem letzten Satz: er hat
kein Analogon in der klassischen Mechanik. Ich méchte gleich
bemerken, da8 (wie die anderen) auch er eine wesentliche Bedeutung
fiir die Spektren hat, er liefert ndmlich die sog. Laportesche Regel,
die experimentell vollkommen bestitigt ist.

Um einen hermiteischen Operator aus dem unitéren Operator
¢) zu bilden, bestimmen wir zundchst seine Eigenwerte. Es ist

f(...,—xi,—yi,—z;, ) = )'f("-i Zyy Yiy @iy )

das Eigenwertproblem. Es hat offenbar zwei Eigenwerte, +1
und —1. Der Operator c) ist also schon hermiteisch und wir
nennen einen Zustand, fiir den f(—z;, —vy,, —2) = f(;, ¥;, 2;) gilt,
einen Sp, Zustand, einen fiir den f(—z;, —y,, —2,) = —f(;, ¥, 2,
gilt einen Sp_ Zustand. Unser Erhaltungssatz sagt also aus: die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Sp, oder Sp_ Zustand é&ndert sich
im Laufe der Zeit nicht. (Man kann offenbar diese Wahrscheinlich-
keiten berechnen, indem man die Wellenfunktion ¢ in einen ge-
raden ¢, und ungeraden ¥_ Teil zerlegt und f |¥,)” und f lw_?
bildet.)

Um eine einigermafien anschauliche Vorstellung iiber den Sinn
dieses Erhaltungssatzes zu gewinnen, betrachten wir eine Anwen-
dung. Denken wir uns, um ein moglichst einfaches Beispiel zu
nehmen?) ein Wasserstoffatom, das einem Wasserstoffkern ge-
ndhert wird. Am Ende lassen wir die beiden Kerne zusammen-
fallen, so daf sich ein Heliumion bildet. Die beiden entstehenden
Terme sind im wesentlichen der Grundzustand und der erste P-
Term des He-Jons. Urspriinglich war das System (vom Schwer-
punkt aus betrachtet) mit der Wahrscheinlichkeit & im Sp, und
mit derselben Wahrscheinlichkeit im Sp_ Zustand. Folglich muf}
dies auch am Ende des Prozesses der Fall sein. Der Grundzustand
ist ein Sp, Zustand, der P-Term ein Sp_ Zustand. Beide sollen
also mit gleicher Wahrscheinlichkeit entstehen. Aber auch wenn
mehrere Zustinde entstehen, mufl die Wahrscheinlichkeit der Zu-
stinde mit gerader Azimutalquantenzahl (Sp,) gleich sein der

NLe
2) Siehe F. Hund, Zs. f. Phys., 40, 742, 1927,
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Wahrscheinlichkeit der Zustinde mit ungerader Azimutalquanten-
zahl (Sp_).

Wir haben damit ein Beispiel fiir die Anwendung dieses Ge-
setzes gesehen. Man wird ihn aber nur selten gebrauchen kénnen,
da er nur zwei Eigenwerte (* 1) hat und so zu wenig auszusagen
vermag. Die anderen beiden Gesetze (Impuls und Drehimpuls)
haben eine viel weitere Anwendungsmdglichkeit?).

Die soeben besprochenen Erhaltungssédtze miissen in der Quanten-
mechanik ebenso genau gelten, wie &hnliche Gesetze in der klassi-
schen Mechanik. Wir miissen noch den Energiesatz erwihnen, der
aber offenbar in der jetzigen Formulierung der Quantenmechanik
eine ausgezeichnete Rolle hat.

Wir werden nun noch einige Gesetze besprechen, die nicht
exakt giiltig sind. Diese hidngen mit orthogonalen Operatoren
zusammen, die bei kleiner Wechselwirkung der magnetischen Mo-
mente der Elektronen eine Eigenfunktion in eine Eigenfunktion
iiberfithren. Diese Gréfen werden, solange keine zu grofen Ge-
schwindigkeiten auftreten und man sich auf kurze Zeiten beschriinkt,
dem Erhaltungssatz noch gut gehorchen.

Die beiden hierfiir in Frage kommenden Operatoren sind fol-
gende.

d) Verdrehung der Schwerpunktskoordinaten der Teilchen um
einen beliebigen Punkt (wie in b) ohne Mitverdrehung der Spin-
koordinaten.

e) Vertauschen der Ortskoordinaten gleicher Teilchen, ohne
Vertauschung der Spinkoordinaten.

Es diirfte hierzu noch ein dritter Satz kommen, der sich auf
die Translation bezieht, doch diirfte er nicht besonders bedeutend sein.

Wihrend nun die vorher gegebenen Erhaltungssitze eher prin-
zipiell von Interesse waren, lassen diese eine Anzahl von interes-
santen Anwendungen zu.

Um uns iiber den Giiltigkeitsbhereich dieser Erhaltungssitze
zu orientieren, erinnern wir uns daran, dafl der erste die Auswahl-
regel fiir die Azimutalquantenzahl, die zweite das Verbot der
Interkombinationen verschiedener Multiplettsysteme regelte.

Die physikalische Grofe und das klassische Analogon von d)
sind klar?), die von e) miissen wir etwas genauer betrachten.

Es erweist sich dabei nicht zweckméfig zu einem hermiteischen
Operator zuriick zu kehren und fiir die Eigenwerte desselben den

1) Siebe z. B. F. Hund, 1. c.
2) Siehe auch Punkt 4.
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Erhaltungssatz (der also nur n#herungsweise gilt) zu formulieren,
da wir uns — e) hat kein klassisches Analogon — doch nichts
darunter vorstellen kénnten. Die verschiedenen Zustinde, in denen
das System sein kann, sind ja durch die Zerlegung der Zahl » in
lauter 1 und 2 gekennzeichnet!), Wir bezeichnen den Zustand
also zweckmidfig mit der Anzahl der Zweier #(e) in *dieser Zer-

legung. (Das Argument e bedeutet, daf es sich um Elektronen
n I

handelt.) Es lduft dann 2(¢) von O bis 5 bzw. z_;__l_ iiber alle
ganzen Zahlen. Wenn unser System ein Atom ist, so ist n—22(¢)+1
das Multiplettsystem und unsere Regel sagt aus, daffi sich das
Multiplettsystem nicht dndert.

6. Wir betrachten jetzt einige Anwendungen dieser letzten
Regel auf Stofiprozesse. Der einfachste Fall ist offenbar der, daf
wir das #(¢) des Systems von vornherein kennen, wie z. B. bei
dem StoB eines Teilchens, das gar keine Elektronen hat gegen ein
beliebiges Atom. In diesem Fall ist ndmlich das #(¢) des Atoms
auch das z(e) des ganzen Systems. Da sich dies durch den ProzeB
nicht dndern darf, kommen wir zum Resultat, daB das z(e) des
Atoms bei einem solchen Stofi nicht geiindert wird.

Diese Folgerung kionnte einer unmittelbaren experimentellen
Priifung zuginglich sein. Als stofendes Teilchen, das keine Elek-
tronen enthélt, kommen zunichst «-Strahlen in Frage. Man hitte
nur darauf zu achten, dafi die Sckundirelektronen keinen wesent-
lichen Beitrag zur Lichtanregung geben sollen. Alsdann hitte
man zu erwarten, daf kein anderes Multiplettsystem angeregt
wird, als das Multiplettsystem des Normalzustandes.

Wenn wir nun zu dem Fall iibergehen, wo beide stoSenden
Teile Elektronen enthalten, entsteht die Aufgabe, die moglichen
2(e)-Werte des Gesamtsystems aus den Werten dieser GroBen bei
den einzelnen Atomen (#,(¢) und #,(¢)) zu bestimmen. Diese Auf-
gabe wurde zu einem etwas anderen Zwecke von F. London?2)
gelost. Das Resultat ist, daf das z(e) des Gesamtsystems zwischen
#2,(¢) + #,(¢) und der kleineren der beiden Zahlen n,+2,—2, und
n,+ 2, — &, liegen muB.

Nehmen wir etwa ein He- und ein H-Atom. He sei etwa im
Grundzustand #,(¢) = 1. H hat 2,(6) = 0. Das 2(¢) des ganzen
Systems ist also 1. Nach dem Stof kann 2,(e) sowohl 0, wie auch

1) W.Heisenberg, Zs.f. Phys,, 41, 239, 1927; E. Wigner, Zs.f. Phys.,
43, 624, 1927; siehe auch ¥. Hund, Zs. f. Phys., 43, 788, 1927.

2) Zs. f. Phys., 46, 455, 1928. Siehe auch W. Heitler, ebenda, im Er-
scheinen.
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1 sein, da beide Moglichkeiten ein z(¢) = 1 ergeben konnen. Das

He-Atom kann also durch Stof mit einem H-Atom (oder Elektron)
in den Triplett (#,(¢) = 0) oder auch in den Singulettzustand ange-
regt werden.

Betrachten wir dagegen zwei He-Atome im Grundzustand,
die gegeneinander stoflen, so haben wir

n,o=mn, = 2, z(e) = z() = 1.

Es ist also #(¢) = 2. Nun ist es nicht mebr méglich, daB das
eine He-Atom in einen Triplettzustand angeregt wird, wihrend
das andere unangeregt bleiben wiirde. Dies wiirde nimlich einen
Zustand des Gesamtsystems mit z(e) = 1 bedeuten.

Ahnlich iiberlegt man sich leicht, daf durch den Stof eines
einzelnen Elektrons das #(e) eines Atoms sich im Giiltigkeitshereich
unseres Erhaltungssatzes um * 1 oder O dndern kann. Es ist also
z. B. eine Anregung von Singulett- in den Quintettzustand bei
niedrigen Atomen durch Elektronenstofl unwahrscheinlich. Diese
Beispiele lieBen sich offenbar noch betrdchtlich vermehren.

Zusammenfassung: Nach einer allgemeinen Betrachtung
iiber den Sinn der Erhaltungssitze in der Quantenmechanik wird
der Zusammenhang von Darstellungstheorie und Erhaltungssiitzen
beriihrt. Die Erhaltungssidtze werden aus unitiren Transformationen
gewonnen, die den Energieoperator invariant Jassen. Es ergeben
sich so die drei Impulssitze, zwei Drehimpulssidtze und noch ecin
Spiegelungsgesetz (sowie der Erhaltungssatz) als voneinander unab-
hingig.

Wenn man die Wechselwirkung der Drehmomente der Elek-
tronen usw. vernachlidssigt, ergeben sich noch zwei Erhaltungssiitze.

Es werden einige Anwendungen der gewonnenen Resultate
auf Stofiprozesse gegeben.

Herrn Prof. M. Born bin ich fiir viele wertvolle Ratschlige
und Anregungen herzlich dankbar.

G6ttingen, Februar 1828.




Zur Erklirung einiger Eigenschaften der Spektren
aus der Quantenmechanik des Drehelektrons.
Erster Teil

J.von Neumann und E. P. Wigner

Zeitschrift fir Physik 47, 203-220 (1928)

(Eingegangen am 28. Dezember 1927.)

Die kinematischen Eigenschaften beliebiger Systeme von Drehelektronen wecrden

aus dem Paulischen Bilde des Spins (ohne weitere Annahmen) mit Hilfe der

Dirac-Jordanschen Transformationstheorie hergeleitet. — Die Fortsetzung soll
die Anwendung auf die optischen Spektren bringen.

Erster Teil

Einleitung. Vorliegende Note hat den Zweck, die von W. Pauli
gegebene Beschreibung des Drehelektrons®* zur Erklirung gewisser
spektroskopischer RegelmafBigkeiten heranzuziehen; mit einer Methode die
bereits von einem der Verfasser angewandt wurde, um einen Teil der spektro-
skopischen Erfahrungen aus der Quantenmechanik (ohne Drehelektron!)
herzuleiten *%, Diese Methode beruht auf der Ausnutzung der elementaren
Symmetrieeigenschaiten aller atomaren Systeme, nimlich der Gleichheit
aller Elektronen und der Gleichwertigkeit aller Richtungen des Raumes
(diese letztere wird hauptsichlich benutzt werden); sie findet in der so-
genannten Darstellungstheorie ihr adéquates mathematisches Werkzeug.

Die Einteilung der Arbeit ist diese: im vorliegenden ersten Teile
wird die Kinematik des Drehelektrons (bzw. eines Systems mehrerer
Drehelektronen) aus der qualitativen Grundidee Paulis hergeleitet, so-
dann im zweiten Teile die Anwendung auf diejenigen Gesetzmifiigkeiten
der Spektroskopie, die mit Beriicksichtigung der magnetischen Wechsel-
wirkungen der Elektronen-Spins streng gelten, gegeben. Ein dritter Teil
soll schlieBlich die erst bei Vernachlissigung dieser Wechselwirkungen
giiltigen Regelmafigkeiten behandeln.

DaB die bekannte *** Kinematik des Drehelektrons hier nochmals in
extenso behandelt wird, sei damit entschuldigt, daf sie bisher stets durch
spezielle Annahmen gewonnen wurde. Pauli entwickelt sie durch Ana-
logisieren der Heisenberg-Born-Jordanschen Formeln fiir Dreh-

* 7S. f. Phys. 43, 601, 1927.
** BE. Wigner, ebenda 43, 624, 1927; 45, 601, 1927.
**% Vgl. Anmerkung 1, sowie P. Jordan, ZS. f. Phys. 44, 21—25, 1927, §6.
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impulse* und Jordan durch Anwendung seiner Theorie der kanonisch
konjugierten GréBen. Es soll nun gezeigt werden, daB sie sich ohne alle
weiteren Annahmen aus der Dirac-Jordanschen Transformations-
theorie ** ergeben — wenn die eingangs erwidhnten Prinzipien (Gleichheit
aller Elektronen und aller Raumrichtungen) konsequent beriicksichtigt
werden.

Im AnschluB daran ist es vielleicht nicht unniitz, darauf hinzuweisen,
welche Spiirkraft diesen (und #hnlichen) Symmetrie- (d. h. Invarianz-)
Prinzipien beim Aufsuchen von Naturgesetzen innewohnt: so wird es z. B.
in diesem Falle vom qualitativen Bilde Paulis vom Drehelektron ein-
deutig und zwingend zu den RegelmiBigkeiten der Atomspektren fithren.
Es ist dhnlich wie in der allgemeinen Relativititstheorie, wo ein In-
varianzprinzip die Auffindung der universellen Naturgesetze ermoglichte.

I Vorbereitungen.

1. Der Rahmen der folgenden Uberlegungen ist, wie bereits erwihnt,
die Dirac-Jordansche Transformationstheorie der Quantenmechanik.
Nach derselben erfolgt die Ermittlung des gegenwirtigen Zustandes eines
Systems durch einen ,maximalen Versuch*, d. h. durch eine Anzahl simul-
taner Experimente, die so geartet sind, daf jedes weitere Experiment
(welches eine, durch die bereits gemessenen Grofen noch nicht bestimmte
Grofe mifit) die Resultate derselben storen muf*#* Solche ,maximalen
Versuche“ sind z. B. (bei einem Massenpunkt) die Messungen aller
kartesischen Koordinaten, oder aller dazu konjugierten Impulse, oder
(wenn sie unentartet ist) der Energie allein, usw. Die bei diesem Versuch
gemessenen Grifen bilden das ,Koordinatensystem, jhre méglichen
Werte den ,Zustandsraum®. Ein beliebiger ,Zustand“ des Systems wird
also beschrieben, indem man jedem Punkte (d.h. jedem moglichen Resultat
des maximalen Versuchs) eine komplexe Zahl zuordnet: diese (komplex-
wertige) Funktion im ,Zustandstaum® ist die , Wellenfunktion“, und ihr
Absolutwertquadrat gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir an, da8 das

* 78. f. Phys. 86, 557, 1926, § 4.

*% P, A. M.Dirac, Proc. Roy. Soe. 112, 661, 1926 und 113, 621—641, 1927;
P. Jordan, ZS. f. Phys. 40, 809, 1927 (I) und 44, 1, 1927 (II). Gewisse Teile
dieser Theorie sind schon bei F. London, ZS. f. Phys. 87, 915, 1926 und 40, 193,
1926 zu finden. Vgl. auch J. v. Neumann, Gott. Nachr., Sitzung vom 20. Mai
1927. — Der physikalische Sinn der Theorie tritt bei W. Heisenberg, ZS. f.
Phys. 43, 172, 1927, am klarsten hervor.

*k# Die Frage, ob zwei Messungen simultan ausfiihrbar sind (ohne sich gegen-
seitig zu storen) oder nicht, ist bekanntlich in der Quantenmechanik fundamental.
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Resultat des erwihnten ,maximalen Versuchs“ das System als im be-
treffenden Punkte des ,Zustandsraumes® befindlich erweisen wird. Die
Phasen der , Wellenfunktion“ haben eine weniger unmittelbare Bedeutung,
die erst bei Messung nicht vom ,Koordinatensystem* bestimmter — und
nicht gleichzeitig mit ihm meBbarer — Grofen, sowie bei der zeitlichen
FFortentwicklung des Systems zutage tritt*. Ubrigens bestimmen zwei
Wellenfunktionen, die sich blof um einen konstanten Faktor unterscheiden,
denselben Zustand des Systems; sonst aber gehoren zu verschiedenen
Wellenfunktionen verschiedene Zustinde.

Zu jeder (mefibaren) physikalischen Grofe gehort ein (hermiteisch)
symmetrischer und linearer Funktionaloperator: der, auf eine ,Wellen-
funktion“ angewandt, aus ihr eine andere macht**. Die zu den K{oordinaten-
grofen gehorigen Operatoren multiplizieren jede ,Wellenfunktion® mit
der entsprechenden Koordinate des ,Zustandsraumes®.

Eine physikalische Grofle kann die und nur die Werte annehmen,
die Kigenwerte ihres Operators sind.

2. Wir betrachten nunmehr ein von n Elektronen gebildetes System*##,
deren Goudsmit-Uhlenbecksehen Spin wir (im Paulischen Sinne)
beriicksichtigen wollen. Wie finden wir in diesem System einen ,maxi-
malen Versuch®?

Zuniichst konnen wir allenfalls alle kartesischen Koordinaten .,
Uy Sy ey Eny Yny 2y der w llektronen messen, sodann aber nach Pauli
ein sehr starkes Magnetfeld in Richtung der + Z-Achse einschalten: dies
bewirkt eine Orientierung aller Elektronen in der + Z- oder — Z-Richtung.
Dic Feststellung, welche Elektronen sich nach -+ 7 und welche sich nach
— 7 eingestellt haben, macht den Versuch zu einem maximalen. Er
besteht somit aus einer Messung aller kartesischen Koordinaten sowie

# Auch ist die Bestimmung dieses Teiles der Wellenfunktion mehrdeutig, so-
lange nicht weitere (iiber die Wahl des ,Koordinatensystems* hinausgehende)
Festsetzungen getroffen werden. Vgl.P.Jordan,L c. (IN)undJ.v. Neumann,l. c.

## [inear ist ein Operator 7 (der die Funktion f in die Funktion 7'f iiber-

fithrt), wenn
T(af) = aTh T(+g) = T1+ Ty

(it vine Konstante, f,¢ ,Wellenfunktionen*) ist; zur Symmetrie vgl. das erste Zitat
von Jordan oder auch das von v. Neumann in Anmerkung **, S.204. Wie dic
Kenntnis des Operators 7' die Statistik der zugchirigen Grifie vermittelt, sei hier
nicht erortert, vgl. niiheres a.a. 0.

#+% \Wobei natiiclich beliebige potentielle und Wechselwirkungsenergien vor-
handen sein diirfen: wir treiben zunichst nur Kinematik.
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Spins in der + Z-Richtung fiir alle Elektronen: z,, y,, 2,, S, ..., %n) Y
Lny Sp %
Die z,, ..., #, konnen alle Werte von — oo bis + oo annehmen, die
Sy .., 8, die Werte +1. Die ,Wellenfunktionen* haben somit die
folgende Form:
Q& o0y Zni Sy ey Sp)

wobei hinter dem Semikolon lauter + stehen, sie werden also von 27,
auch mit

Psy, ..., 8y (x1 ceey Bp)

zu bezeichnenden, Funktionen der kartesischen Koordinaten allein (,spin-
freien Wellenfunktionen“) gebildet.

3. Sei £ irgendeine raumliche Richtung, so ist der Spin des wten
Elektrons (v = 1, 2, ..., n) in der £-Richtung eine physikalische Grofe,
zu der also ein Operator gehtren muB, wir nennen denselben 5. 89, ge-
hort zum ,Koordinatensystem“ und ist daher unmittelbar angebbar:
er bewirkt das Multiplizieren der ,Wellenfunktion® mit der ihm ent-
sprechenden Koordinate des Zustandsraumes, s,, Wenn also S{;)Z =1
ist, so gilt

Psy, ... 8, — i%l,..., sp?

je nach dem s, = 4-1 (¢, ¢ , Wellenfunktionen®, @, .. ., Vs,, ...,x, deren
»Spinfreie Wellenfunktionen*).

Um aber die iibrigen Operatoren S?) zu bestimmen (die im allge-

meinen gar nicht mit unserem ,Koordinatensystem* gleichzeitig beob-
achtet werden konnen), sind etwas eingehendere Betrachtungen notwendig:
ein Zuriickgreifen auf die physikalische Natur unseres Systems.

Sei N irgendeine Drehung (um den Nullpunkt) des dreidimensionalen
Raumes, der z, y, 2 in &', ¥, &'

=0y T+ oy ¥+ 0 g 2
y'=“21w+“22y+“2351
Z =ty T Aty Y 0 &

iiberfithrt. Jede ,Wellenfunktion ¢ beschreibt einen gewissen Zustand
unseres Systems; wenn wir auf diesen Zustand die Drehung R ausiiben,

* Wir normieren der Einfachheit halber die Spins mit s = 41 (statt + 4’1,%”.)
C
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so entsteht ein neuer, der die Wellenfunktion ¢ (R) haben moge*. Die

Natur der Zuordnung P> @ R)

laBt sich aus physikalischen Uberlegungen leicht ermitteln. Zunichst
muf sie das Absolutwertquadrat des inneren Produkts invariant** lassen
(|(p, ¥)|? ist ja die Ubergangswahrscheinlichkeit aus dem Zustand ¢ in
den Zustand ¢). Hieraus folgert man leicht, da8 es einen linearen ortho-
gonalen Operator O gibt***, so daB stets
@) = Oggp oder = Oxqp
(— bedeutet: komplexkonjugierte) ist *###,
Man sieht leicht ein, daB nur der erste Fall in Frage kommt <.

* Man beachte, da ¢ (R) bloB bis auf einen konstanten Faktor vom Ab-
solutwert 1 definiert ist!

** Das innere Produkt von zwei ,Wellenfunktionen* f und g ist das iber den
ganzen ,Zustandsraum“ erstreckte Integral des Produktes von f mit dem komplex-
konjugierten von g. Es werde mit (f,g) bezeichnet.

*#% QOrthogonal heift ein linearer Operator, wenn er das innere Produkt in-
variant 18t: (f, g) = (Of, Og). Man beachte, daB ¢ — @ (R) erstens kein ein-
deutiger Operator ist (da @ (R) blof bis auf einen konstanten Faktor Sinn hat)
und zweitens nicht linear sein miifite.

*#k¥% Man wihle nimlich ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem ¢,, @, ...
aus, dann sind die @, (R), @g(R), ... vollstindig und orthogonal und konnen
normiert gewidhlt werden. Weiter schlieBt man unschwer aus der Invarianz des
Absolutwertquadrates des inneren Produktes: wenn

Y=aapr1+aapet-s YR =bipr(R)+baga R) ..
ist, so ist @) = |b,|, |ag| = |bg], .-.; fiir ein v konnen wir also (durch ge-
eignete Wahl der ¢, (R), ¢g(R), ..., unbeschadet ihrer Normierung) @, = b,
ag = by, ... machen, und zwar seien alle |g,| > 0.
Durch Betrachten der iibrigen
VvV =antarpt ¥R =R +haep@R)+ .
zeigt man nunmehr leicht, daf stets (wenn v’ (R) mit einer geeigneten Konstanten
multipliziert wird)
ay = by, ap = by, ... oder a} = b}, aj = by, ...
ist. Das ist aber unsere Behauptung. Hierdurch ist auch gezeigt, da O wirklich
bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist.
T Wenn H der Energieoperator ist, so variiert die Wellenfunktion ¢, (¢ ist
die Zeit) nach Schrédinger gemif der Differentialgleichung
h 9
P TR
Hieraus folgt sofort fiir ¢, (R), je nachdem, ob

gilt P (R) = Ogx ¢ oder = Ogy
h 2 , - _
S5 R = Ho,(R), H = OxHOx' baw. = — 0y H 0"
Also entspricht der Energie im um R verdrehten Raume der Operator H'. H’ hat

im ersten Falle offenbar dieselben Eigenwerte wie H, im zweiten entgegengesetate:
daher scheidet der letztere aus.




96 Applied Group Theory 1926-1935

208 J. v. Neumann und E. Wigner,

Fiir das Folgende ist es von grundlegender Wichtigkeit, daf der
lineare orthogonale Operator Ox bloS bis auf einen konstanten Faktor
(vom Absolutwert 1) definiert ist — dies wird (wie sich im néchsten Para-
graphen zeigt) dazu fiihren, da Og im wesentlichen eine sogenannte mehr-
deutige Darstellung der Drehgruppe ist (vgl. Anmerkung *, S. 210),
was fiir die spektroskopischen Anwendungen entscheidend wird.

Wir gehen nunmehr daran, durch gleichzeitige Betrachtung zweier
Drehungen, &, &, den Darstellungscharakter von Og zu gewinnen.

3 U !
4. Wenn wir @ (3, - .-, Zn; Sy .-+, Sp) durch @ (T, ..., 2n; 8, ..+, 85)
ersetzen (wobei die #;, ..., #, und ,, ..., 2, durch
’
By == 04y Ly + Oy Yy + Oy 2y

Yr == Olgy By + gy Yy + ty5 21,
2y = O3y Ty + Ogg Yy + 0ty 2
verkniipft sind), so iiben wir offenbar eine linear orthogonale Operation
aus, ihr Operator heifle Px'. Betrachten wir nunmehr den (gleichfalls
linear orthogonalen) Operator Pg ' Ox = Qx.
Wenn R,& zwei Drehungen sind, und i & ihr Produkt, so ist
@ () ©) bis auf einen konstanten Faktor definiert und somit
O Og = const Ogg.
Ferner gilt offenbar
Py’ Ps' = Pxe:
Wenn 7' der Operator irgend einer Grofe ist, in die der Spin iberhaupt
nicht eingeht, so ist es klar, daB fiir diese GroBe ¢ (R) derselbe Zustand
ist, wie derjenige, der aus ¢ durch die Koordinatentransformation z,, ...,
&, —> Xy, ..., &y entsteht. Das heiBt: fiir diese GroSe ist ¢ nicht von

P5' Og 9 — Qg verschieden. Aber wenn alle 9 in Qx ¢ iibergehen,
so geht T in Qg T Qx ' tiber, es ist also

T=@xTq' Ton=QxT
Da in die GroBSe 7 der Spin nicht eingeht, entspricht ihr ein
Operator T", der bereits auf die ,spinfreien Wellenfunktionen® ¢,
anwendbar ist, und wir kénnen 7' = v durch

T’(Psl,...,e,, == '(psl,...,sn
definieren. Dabei ist 1" ganz willkiirlich. Da @y mit allen diesen 7'
vertauschbar ist, muf es die folgende Form haben:
Qrp = ¥

_ @)
w:l,...,e" - 2 aal,...;t.n;tl,...,tn ‘Pth...,tn
ty ...,tn=il

N




Explanation of Some Properties of Spectra of the Spinning Electron. Part I 97

Zur Erklirung einiger Eigenschaften der Spektren usw. 209

(die a® sind irgendwelche, blo8 von R und s,..., s,
1""’311;2’-""’t1l 1 3

t, ..., t, abhéngige Konstanten *¥).
Weil Qg orthogonal ist, ist die Matrix

(R) \
{a’al, e 8ty ety
(die s,, ..., s, numerieren die Zeilen, die ¢,, ..., t, die Spalten) orthogonal **.

Weiter ist offenbar Qg mit allen Pg’ vertauschbar, also auch diese mit
Og, daher gilt
Qx Qs = const Qxe,
(af?) (@) = const {12} -

Schlieflich ist Qg blof bis auf einen konstanten Faktor vom Absolut-
wert 1 definiert (weil Og so ist!), wir konnen daher die Determinante
von {“S,Rz)} gleich 1 machen (ihr Absolutwert ist ja wegen der Ortho-
gonalitdit — 1). Dann muB die Konstante unserer obigen Gleichung
eine 2"-te Einheitswurzel sein.

5. Die letzte Gleichung des vorigen Paragraphen gibt uns eine Hand-
habe, die Matrizen {a@‘)} und damit die Operatoren Qg und O = Pg Qx
zu bestimmen: { (‘R)} ist ja eine (hochstens 27-fach) vieldeutige 27-dimen-
sionale Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe ***

Die Bestimmung der Spinoperatoren Sg’) ist dann leicht: wenn die
Drehung R die + Z-Richtung in die £-Richtung tiberfithrt, ist

S = Og 89, g1 **+*,

* Es ist jedenfalls

— RN
wsl,...,sn - . 2t_+1‘431,...,Sn;tl....,tn q)tl,....t"’
boerer by =1%
wobei die Ag:)”_’ tnitir s b blof von R und s,, ..., 8,3 tiy - -1 t, abhingige,

auf ,spinfreie Wellenfunktionen“ anwendbare Operatoren sind. Da diese mit allen

T' vertauschbar sein miissen, sind sie alle von der Form «.1, woraus die Be-
hauptung folgt.

** Tm komplexen Sinne:

(9‘) (9{) {1, wenn alle ¢, = r, sind,
e, =
&7 0, sonst,

2 o0 T {1, wenn alle ¢, = r, sind,
U5 Ore — 0, sonst.

k% Man beachte, dafl, im Gegensatz zur zitierten Arbeit Wigners, eine mehr-
deutige Darstellung herausgekommen ist. Dies wird es uns ermoglichen, die ge-
radzahligen Multiplizitdten der Atomspektren zu erfassen — die eindeutigen
Darstellungen der Drehgruppe haben stets ungerade Dimensionszahl und fiihren
nur zu ungeraden Multiplizititen (vgl. a.a.0.).

**xk Da @ in Oy g ilibergeht, ist jeder Operator T' durch Ok T Ogx! zu ersetzen.
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Hieraus folgt aber, daf

SPf=1y
. — ®
Iouy ..y 8y 2 ﬂsl,...,s";tl,...,tnftl,...,tﬂ
by ooy by =
ist: dies wissen wir bereits fiir g = 4+ Z, mit
1 wenn alle s, = ¢, sind, und s, =1 ist,
14 .
ﬂsij‘.?,sn;tl,...,zn: -1, n S =1l , » S =— — list,

0 sonst

oder kurz
Y v,
ﬂa’(:—l) = $y. 04,5

und fiir andere £ folgt es aus unserer Gleichung, mit

(B0} = la) {842} {a) 7"

II. Der Fall eines Elektrons.

1. Wir setzen zunichst » — 1, da dieser Fall am leichtesten zu
erledigen ist. In diesem Falle ist die Matrix | l } zweidimensional, und
wir konnen alle zweidimensionalen (endhchvxeldeutlgen) Darstellungen
der Drehgruppe ohne weiteres angeben* Es gilt ndmlich:

Entweder sind alle Matrizen {agl ),1} gleich der Einheit {0 ‘1”}, oder
sie entstehen alle durch Transformieren mit einer konstanten Matrix aus

der folgenden:

[e=zie, O } { cos !/, B, sin 1/,[3} {e*llsz, 0 }

| 0 ,ehief | —sin?/, B, cos?/, B 0 , ellir|

wobei ¢, B, y die Eulerschen Drehwinkel von 9 sind **

* Vgl. z. B. H. Weyl, Math. ZS. (2) 24, 342—353, 1925, insbesondere
Satz 6, S. 353. Freilich ist fiir unsere gegenwirtigen Zwecke viel weniger als
Weyls tief liegende Resultate notwendig. Eine Zusammenstellung der fiir uns
wichtigen Begriffe findet sich iibrigens bei Wigner, a. a. 0., auf 8. 628—631. Der
besseren Ubersicht halber sei hier noch erwihnt: Die dreidimensionale Drehgruppe
hat irreduzible Darstellungen aller Grade [ = 1, 2, ..., und zwar fiir jedes ¢ genau
eine. Diese ist ein- bzw. zweideutig, wenn ¢ ungerade bzw. gerade ist. Wenn
a, B, y die Eulerschen Drehwinkel der Drehung R sind (vgl. Anmerkung ** unten),
so lautet das Element in der »ten Zeile und uten Spalte (»,x = —q+1,

—q+3... q—3,q—1)

-4
iv— fus
e *f,, B),

wo f,, (8) ein homogenes Polynom g — lten Grades in cos !/ 8 und sin 1/, 8 ist.
(Die Bezeichnung ist hier etwas anders gewihlt als 1. ¢.)

** Dje Bedeutung der Eulerschen Drehwinkel ersieht man aus Fig.1 bei
Wigner, ZS. f. Phys. 43, 639, 1927, Nr. 9/10 (‘R fithrt den Quadranten —— in
----- iiber).
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Der erste Fall scheidet aus: wegen Og =— 1 wiiren dann alle Spin-
operatoren S{) dem S, gleich, also auch die Spins, was unsinnig ist.
Im zweiten Falle 1st zu beachten, da die Drehungen %t um die Z-Achse
(B = 0) 4+ Z in sich selbst iiberfiihren, also Ok mit S‘l’ vertauschbar
ist, d. h. ‘a(g‘) 1} mit “ L } Somit mufl es eine Dlagonalmatrlx sein.

. . . (e—2ite+ D)
Die konstante Matrix, mlt der transformiert wird, muB somit { 0 !
ol y)} in eine Diagonalmatrix iberfiihren.
Daher hat sie die Form
[& O} oder [0, —&)
10, ln, 0F
wobei sie orthogonal sein mufi (weil {af’“t]} es ist), also
1y
el = |g| = L.
Das Ersetzen der , Wellenfunktion“ ¢ durch ¢, wobei
P, = 811’1, Py = "7110—1 bzw. P, = — &Py, P — 17#’1

ist, ist eine linear orthogonale Operation, ihr Operator sei 4. Wenn wir
alle @ durch A ¢ ersetzen, so geht jeder Operator 7' in 47" A—1 iiber.
Dic spinfreien Operatoren (vgl. Ende von § 4 in I) éndern sich dabei nicht,
ebensowenig (&(1}_)2, d. h. unser ,Koordinatensystem* bleibt ungeindert.
Wir konnen daher diese Operatoren zugrunde legen, wodurch Og in
A Og A—1 iibergeht. Das neue Og hat daher die Matrix
(@) = e~ ie, 0 ) { cos !/, B, sinl/, B) le‘ll"““ 0
318 0 , c'2ief | —sin 4 B) cos 1,8/ 1 0 , ehiaf’
2. Es bereitet nun keine Schwierigkeit, die Matrizen {ﬂsl tx} auszu-
rechnen: wenn £ die Richtungscosinuse u, v, w hat (u® 4 0* + w® = 1),

so findet man (die Eulerschen Drehwinkel von i bestimmen sich aus
cos B = w, ¢t*sinf = u + iv, y = 0)

{ﬁlm} _ {cosﬁ, e~ tesin } __[ww—iv

fh ciesin, —cosBl ~ \u4iv, —wl
Insbesondere ergibt sich fiir die 4 X- bzw. + Y- bzw. 4 Z-Richtung
die Matrix
. bzw
It of b2 o ol b {3}
im Einklang mit Pauli. Somit ist

SP = uSPy + 08Py + 108,
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Der Spin des Elektrons hat ganz bestimmt die Richtung £, wenn
seine , Wellenfunktion“ ¢ Eigenfunktion von Sél) vom Eigenwerte 1 ist:
(1)

PP = o,
d. h.
we;+ U —iv)p_, = @, ]
“w+ivye, —wep_, = ‘P—1J
oder auch

PPy = @—1iv):(1 —w) = (1 + w): (u + iv)
(die zwei letzten Verhiltnisse sind wegen u?® 4 v + w?® = 1 gleich).
Dies kann erreicht werden, wemnn ¢,:@_, konstant ist, also wenn
z. B. @ aulerbalb eines kleinen Bereiches verschwindet, und in diesem
@, ¢, konstant ist*. Dann hat also der Spin eine wobldefinierte
Richtung #*,

IOI. Der allgemeine Fall.

1. Sei nunmehr # beliebig. Wir schreiben fiir {af"?} (s, ¢ steht fiir

81y «+ey Spy byy + o .y by) der groBeren Klarheit halber {"aﬁ)} [ lag’,l} haben
wir bereits bestimmt; wir wollen zeigen, daB

n (9‘) 1 (9!) 1 (R)

Gy f == gy tyy -1 Gy q,

ist. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, daf die Behauptung bereits fiir
n — 1 bewiesen ist — wenn wir sie hieraus auf n iibertragen konnen,
so gilt sie allgemein.

Betrachten wir denjenigen Zustand der » Elektronen, in dem alle ihre
Spins in Richtung der 1 Z-Achse orientiert sind, und zwar mégen sie

* Dies ist im wesentlichen die Umschreibung dafiir, daB die Lage: des Elektrons
genau bekannt ist.

*k Es ist vielleicht nicht ganz uninteressant, zu bemerken, daB im Falle des
Spins auch der komplexe Teil der ,Wahrscheinlichkeitsamplitude“ eine unmittelbar

anschauliche Deutung zulift. Es sei ndmlich F1 konstant, und wir betrachten

-1
die Wahrscheinlichkeit 1 dafiir, daf der Spin in der - Z-Richtung — 1 ist.
le:[?

Diese ist, wie man leicht berechnet, W — — 21
[p1l2 4+ 1oy 2

, und sie steht mit dem

2 __ 2
Cosinus w des Winkels zwischen - Z-Achse und Spinrichtung, w — :-:%:2—4_—!3:% ,
1 -1
im einfachen Zusammenhang:
W=2w+1.
In beiden kommt nur ll' zum Ausdruck. Der Arcus 21 ? L hingegen ist, wie man
1

sich leicht iiberzeugt, glelch dem Winkel zwischen der -+ X-Achse und der Pro-
jektion der Spinrichtung in der X Y-Ebene.
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nach 6, 65, ..., 6, (= 1 1) weisen. Dann ist also ¢, . M
wenn nicht s, = 6,, ..., 5, = 6, ist. Wie wahrscheinlich ist es nun,

daB (beim Einschalten eines Magnetfeldes in der £-Richtung) sich die n— 1

ersten Elektronen nach 7,,..., 7, (= 1 1, in bezug auf £) cinstellen®
Wenn 3 eine Drehung ist, welche + Z in § iiberfiihrt, so ist diese

Wahrscheinlichkeit, an n» — 1 Elektronen formuliert *#,

n—1_(R) 2 __ jn—1 R 12
J. ] Oy oy Ty 1y 01y ey Oy Yoy, ..., a, ' a. !

T aTy s Ol e O]
= cos?#1/, B sin27 1/,

(es gilt ¢-mal 7z, = 6, und jmal z, F6,, v =1,..., m—1; ¢ B, v

sind die Eulerschen Drehwinkel von 3); und an n Elektronen

n (R) 2 n_(R) 12
_“ ' Gry, oy Ty 1, 6y ooy O Yoy, ..., o, + J. ‘ Uy, Ty gy =1, 04, oy o Woy, .0 ;

o Uy
—|n (R |2 |n R) ‘2
= , Or1y ..y Ty s 1,04, ooy 0y + e, .., T =L 01y ety |
Hieraus folgt:
n”(R) 2 In R) ‘2
i ”"11 e Tpqs L0y .0y Iy + a"lv e Ty —L0g 00y Oy
= cos®¢ !/, Bsin2 1/, B. {d)

Nun sind alle Matrizenelemente irreduzibler Darstellungen der Drehgruppe
homogene Polynome in cos !/, , sin!/, B, somit auch alle Matrizen-
elemente beliebiger Darstellungen (vgl. Anmerkung #, S. 210), also auch
die na'(tgl‘,)..., T 21,0y, ..., 0, Daher ist ﬂa'gt,).“, Ty 1,0y, ..., 0 durch
cos!/, B und ‘sini?/, B teilbar. Die Rolle des » kann aber in unseren
Uberlegungen jede andere Zahl 1, ..., n iibernehmen, wihlen wir diese
so, daf ¢ bzw. j moglichst grof wird, so ergibt sich:

"aﬁ?u_, Ty 01y 0, 15t €in homogenes Polynom in cos'/, #, sin e By

und zwar ist es durch cos’!/,# und sini!/, 8 teilbar, wo i bzw. j die

Anzahl der 7, = 6, bzw. 1, 3= 6,, v =1, ..., n ist (ausgenommen, wenn
diese Anzahl = = ist, d. b. wenn stets 7, = 6, oder stets 7, — — G,
ist — dann ist es um 1 kleiner).

2. Fir =0 ist % eine Drehung um die + Z-Achse, liBt also alle

Spins Sf;)z invariant, d. h. esist { ﬁ:‘["z’ } mit {"ai??} vertauschbar, und somit
{"aﬁ?‘t)} eine Diagonalmatrix (die {ﬁ:,(fz’} sind von L. § 5 her bekannt).

Es ist eine Darstellung der zweidimensionalen Drehgruppe (Drehwinkel
¢ + p), daher haben seine Diagonalelemente, wie man leicht zeigt, die
Form ei# 2@+, Es gilt also fir § = 0

nR) __ iugls(a+y)
a',,’t == C'U' 2 76,,,.

* Wir miiften hier, und immer wieder im folgenden, iiber alle riumlichen
Koordinaten integrieren; wir schreiben dafiir kurz f .
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Andererseits entsteht die Matrix {"’af‘??} durch Transformation (also
linear) aus einer Aneinanderrcihung irreduzibler Darstellungen der Dreh-
gruppe (vgl. Anmerkung * S.210). TUnter den dabei vorkommenden
irreduziblen Darstellungen moge die hochstgradige den Grad m haben.

Es sei also

(m) 7 \ R) ’ —1
K }—— {lvs,ul {Jé,v {ﬂt,v}

1 a’a,t

({7, ¢} konstant, {J,f?‘;,)} eine Aneinanderreihung irreduzibler Matrizen),
d. h.

n (R) R Iy

Uyt = 2 Ju, v -l'x, u [l, ve

Uiy ooy n"] .
U1y vy U -

Insbesondere ist fiir ein Diagonalelement
na:(t?? = 2 J‘tf,mv) T.\', u 1—"8,0'
u, v

Die irreduzible Darstellung hochsten Grades, die in J,f‘,f vorkommt,
sei vom Grade m. Thr letztes Diagonalelement ist efm—11: @+
fn—g,m—1(B) = eim—Dll@+N cosm—11/ B (ivie dies etwa aus den Re-
kursionsformeln bei E. Wigner, 1 c., hervorgeht).

In der irreduziblen Darstellung héchsten Grades, ¢ — m, kommt
¢im--n1z @+ cosm—11/, B vor, etwa als Jg‘u., es sei I'y3 &= 0, und wir
betrachten "‘ag‘-;. Dann hat fir § = 0 J:_?:_t) den Koeffizienten |75/,
und ¢ipU2@+7 den Koeffizienten > |75 uf% EI erstreckt tiber alle #
mit Jif?ﬁf = eP'l2@+Ncosp—11/, B - Daher hat efm—D2(+n ejnen
Koeffizienten 4= 0, es ist y; = m — 1, und alle anderen ¢ipta(a+n
haben den Koeffizienten 0. Daher ist I, == 0, wenn nicht J,f:x,l das
Diagonalelement mit ¢!m =120+ (d. h. das letzte) einer irrreduziblen
Darstellung hochsten Grades (= m) ist.

Wenn nun nicht mehr g — 0 ist, so wird

"a%) = ZJ,E?:,) T;;,LT;,,,.
Hier ist 7'y, = 0 bzw. T3, = 0, wenn nicht w,v von der oben ge-
nannten Art sind; Jf?,‘l, = 0, wenn sie es sind, aber « &= v*. Daher
haben wir (2' erstreckt sich auf die genannten u)

tm—1) 27
"R = ST P = const..e ) 2 cosm—11, B,
) y 2

3,8
Da fiir o = f =y =0 {"aly} die Einheit ist, ist diese Konstante = L.

* Dann geht die Zeile « durch eine andere irreduzible Darstellung in {J,‘?‘:}
]

als die Spalte v, so daB Jf‘: auflerhald der irreduziblen Darstellung liegt und
verschwindet.
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3. Aus der Gleichung (I.) in § 1 und der SchluBgleichung von § 2
folgt:

n_ (9% 2
a- - - - — 2 (m—2)1
' Fly e 8380y — &y == cos /Qﬁ
na(j)i) o ~ 2+ na(_‘x) o _Pe= cos? (@ —1) 1/ ﬁ
Blyee 88y enny — 8y By een By 81y -on By 2
na(‘R) 2 na(‘R) 2
Sl g i S e — Ry, —8y Bl 1 ¥pi 8L — 8y g, 3y
= cos? =21/, B sin®!/, B,
also:
D m—11 n_(R) 2
cos2m—1) —"a=" - - -
/ﬂﬁ By B 1 B3 8Ly e — 8y 1, — 8y,
— 2(n—1)1 2 (n—2)1 n21
= cos?®= D1/ B — cos? =1/ Bsin?!/, B,
d. h, wenn wir cos®!/, = = setzen:
”a(_‘m _ _ P ogm—1__ 2an—14 gn—2,

L R P
Die rechte Seite mufl also fiir alle 0 < z < 1 = 0 sein, woraus, wie
man leicht einsieht, m < n + 1 folgt .

Somit hat jede in {J,f?:,)} vorkommende irreduzible Darstellung
einen Grad << » + 1. Die {"a,(,??} sind also (in ihrer Abhingigkeit
von f§) Polynome von cosl/,B, sin!/;f vom Grade << . Daler ist
(vgl. das Schlufiresultat von § 1)

n_(R)

as,t = G, (e, 9).cos'/, Bsini!/, B (IL)
(@ bzw. j ist dic Anzahl der v = 1, ..., » mit 5, = ¢, bzw. s, + t),
ausgenommen fiir s, = ¢, ..., 5, = t, und 5, = — ¢, ..., 5, = —¢,.
In diesen Fillen ist
"o = C,,(« y).cosn—11, B (d,cos'/, B + e.sinl/, B)
n_ (R)

= Couwy). sn=1Y, B (f, 008"y B + gusin, B)
Durch Anwendung (L) in § 1 ergibt sich aber ¢, = 0, f, = 0, so daB
unsere Gleichung (IL) stets gilt.

4. Fir ¢ = y = O hat {"nf,??} die Spur, d. h. Summe der Diagonal-

elemente
const . cos™ 1/, .
Fir # = 0 ist es die Einheitsmatrix, seine Spur 27, also ist die Kon-
stante 2% Dieselbe Spur hat nun (fir « = y = 0) die Matrix
f1 ) o
\l“‘slsl; sy lasn ty )
BTl — 24" L g™ ? st fir 2 = 1 gleich 0, daher mub seine

Derivierte daselbst = 0 sein:
m—1—=2n—1)+n—2=0,m = n-+41
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mit der wir Ubereinstimmen beweisen wollen. Beide Spuren sind Linear-
kombinationen der Spuren der in den betreffenden Darstellungen ent-
haltenen irreduziblen Darstellungen, beide Darstellungen enthalten somit
dieselben irreduziblen Darstellungen (und konnen daher ineinander trans-
formiert werden), wenn die Spuren der irreduziblen Darstellung der Dreh-
gruppe auch fiir « = p = 0 voneinander linear unabhingig sind. Dies
ist aber der Fall: die irreduzibe Darstellung vom Grade ¢ hat fiir
o = y = 0 die Spur gcos?—1!/, 8 (vgl. Anmerkung *, S.210). Damit
steht bereits die orthogonale Transformierbarkeit (wenn auch noch nicht
die Gleichheit) unserer Matrix in die gewiinschte fest.

Fir 8 = 0 ist (vgl. § 2)
gy == €4 g+ 7 6s,t
und die Drehung mit den Drehwinkeln ¢, 3,  ist das Produkt solcher
mit den Drehwinkeln ¢, 0, 0; 0, 8, 0; 9,0, 0%; daher ist allgemein

naly = ¢¢'2% 0, , (0, 0) cosi?[, Bsini Y, B.c e I27
= O, ¢ “ = H #7D cosi 1], Bsini 1), B,

und dabei ist C;?:) konstant. Wenn wir ¢ = f§ = y = 0 setzen, so

ist {?al’}} die Einheitsmatrix: daher sind die ¢ = 1.

Die Spur von {"agmt’} ist somit

ety
Ee‘f‘s 2 - cos™ !, B,
8
und dies muB gleich der Spur von {1(,9‘} y oo o) },
14 n‘n

) ety
Ecl-(%?’") 2 . cosnl/, B

8

sein. Daher stimmen die w, mit den s, bis auf die Reihenfolge

iiberein; d. h. es gibt eine eindeutige und umkehrbare Zuordnung s — §

aller Komplexe s = s,, ..., 8, (8, ..., 1) zu sich selbst, so daB
2 5, ist. Wir sehen also: {"a &) } kann sich von { af,l zl, cen ‘af?,n}

nur in konstanten Faktoren vor den Elementen, sowie einer (gemein-
samen) Permutation aller Zeilen und Spalten unterscheiden. Die dafiir
noch iibrigen Moglichkeiten gilt es nun weiter einzuengen.

5. Betrachten wir einen Zustand der n Elektronen, in dem alle
Spins in Richtung der -+ Z-Achse orientiert sind, aber zwei Orientierungs-

* Das heiBt: Um die Z-Achse mit «, um die X-Achse mit 8, um die Z-Achse
mit y; das ist ja die Definition der Eulerschen Drehwinkel.
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kombinationen méglich sind: s, ..., s, und r, ..., r,. Die ,Wellen-
funktion“ ¢ sei also den Bedingungen

Py oty =0 B f, ety L0000
unterworfen. Wir nehmen weiter vorlaufig s, = £, = 1 an, dann hat
das n-te Elektron sicher den Spin in Richtung der 4 Z-Achse — wir
konnen also von ihm absehen, und auch die n — 1 ersten Elektronen durch
eine , Wellenfunktion“ @* mit

* — s Sly erny &y
Pf, oy =0 Hir &, .., by

Tly ooy S,n_l
charakterisieren. Wie wahrscheinlich ist es nun, daB (beim Einschalten
eines Magnetfeldes in der £-Richtung) sich die n — 1 ersten Elektronen
Tyy -+ Tn—y (= 11 in bezug auf £) einstellen?

\\ enn I eine Drehung ist, welche + Z in £ tiberfiihrt, so ist diese
Wabhrscheinlichkeit, an % — 1 Elektronen formuliert ,

*
n—1 *
J‘ TN NPT T S O S
* 3
n—1,% .
+ "l'tl.....,In_l,rl,...,rﬂ_lq‘)’h caTn—11

und in n-Elektronen

*
” Yt U SIS I P B T S |

(R) |s
n
+ Uy oty Ly g1 Py 1
R
n,
+j Gryy ety =1, 800 ey 8y 1 Payy oy iy g1

(] 2

n

i ety =L s P L Py 1
n—1

Diese beiden Ausdriicke sollen nun gleich sein. Um iiberfliissige Rech-
nungen zu vermeiden, setzen wir ¢ =— 0, § — =/2 und betrachten die
Abh#ngigkeit von y:

n—la(‘x) — - ch”l
Wiy ooy Upy s Vpyeney Uy — __V_,)n ;

e — ! ¢ ey
(lul cee Mg Uy ey Uy T Cu, v V on )

Man sieht sofort, daB der erste Ausdruck darum ein lineares Aggregat

o -— t
von 1, e i(Ze,— Z6) 127 ist, der zweite aber eines von 1, (e 4r) 27

Daher ist
=t =+ (S5, —>3r). (IT1.)

F Die Integration iiber alle ridumlichen Koordinaten werde durch f die iiber
diejenigen der » —1 ersten Elektronen durch \* andedeuntet.
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Dieses fiir s, = 7, = 1 bewiesene Resultat gilt natiirlich ebenso
tir s, = r, = — 1, also braucht man nur s, = r,. Ferner kann die
Rolle von n von jeder Zahl 1, ..., n iibernommen werden, daher gilt (IIL.)
immer, wenn es ein ¥ = 1, ..., n mit s, = r, gibt. D. h. solange
nicht 8§, = —r,, ..., 8, = —r, ist.

Hieraus und aus der Feststellung am Schlusse von § 4 folgt aber, daB
stets p, = >'s, oder stets s = — >s, ist*. Es gilt also:

i'(E .-i+21~l) . .
(E0 52 Z03) gostr, psind ], B

nag?? = Ce, t€

(stets -+ oder stets —), d. h. stets

(R *R) *R
Mg g = Cyt a5ty -y Mgt s
oder stets
R __ R) xR
"t == Gyt @5, —tyy -+ Yy, —,-
[, (R) : 1, (R) 1, (R) . (]
Da l"“a,t} durch Transformation aus { gy, tys » o asn,,ﬂ} = { a,t}

entsteht, etwa mittels der konstanten orthogonalen Matrix [Ty}, so ist

3) R m
nas,t == zAuv Tsul'tvy
uv
also

r4R) X * m
Wn, t As,t bzw. Osl, t A—s, —t = 2 Au,v Tso Ty
U, v
Nun gibt es unter den Afz?, zwar gleiche *#, aber die (bis aufs Vorzeichen)
voneinander verschiedenen sind offenbar linear unabhingig; daher bleibt

die obige Gleichung bestehen, wenn wir alle Afz{f, durch 1 ersetzen:

Cot = D Tou Ty = (S T0 ) (S T,,) = dy .
U, v [ v

* Dieser SchluB gelingt in der Tat mihelos fiir 5 > 2, fiir n — 2 wire
aber zuniichst auch die Maglichkeit
Py = HFg, 1 =0y =12, g1 = F2
zu erwigen. Indessen folgte hieraus fiir n — 3 mit der vorhin benutzten Methode
M, =1 T e T A TR, =
und durch zykliche Vertauschung der drei Indizes
By, By, -1 = T4 Hag, =1 #y, -, = 14
(diese drei + sind voneinander unabhingig). Durch Addition wird hieraus

0 = +4+ 4+ 4, was offenkundig unmoglich ist.

** Aus der Formel fiir lag?")tl folgt:

1(Ze,- 24+ 3,1 , )
A7) = ie( 2 2>°°S”!”ﬂsin“/nﬂ,
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Unser SchluBresultat ist also:

* 7 xR *)
"(lg,t = (lsdt . l(l'\.l’ tr o0 l(lrgn, ty (IV.)
oder stets
5 &) R)
= dody. taZy _y, ..y e, —t,- av.)

Wegen der Orthogonalitdt muB auBerdem

. || ="+ = |d,] =1
sein.

6. Weiter als bis zur Gleichung (IV.) konnen wir direkt nicht ge-
langen: auch fiir » = 1 (IL, § 1) blieb eine entsprechende UngewiBheit
zuriick. Hier wie dort, geniigt aber eine Transformation mit der Matrix

{deds .} Dzw. {dgd, —4),

um zur gewiinschten Matrix zu kommen. Wenn wir daher alle Wellen-
funktion ¢ durch ¢ ersetzen

Q. = d, ¢, bzw. @y = dgP_%
so gewinnt erstens {"‘uf‘” die gewiinschte Form, zweitens gehen alle S,
in sich selbst iiber, und drittens alle spinfreien Operatoren gleichfalls.

D. h.: wir kénnen bei ungedndertem , Koordinatensystem die gewiinschte
Form von {'"af???} erreichen.
Damit sind wir am Ziele: {”ug?‘,’} ist fiir alle n bestimmt.
IV. Folgerungen.

L. Wir bestimmen zuniichst die S;” fiir beliebiges », d. h. die Matrix
“3;,‘5)}- Wenn die Anweisung am Schlusse von I, § 1 befolgt wird, so
ergibt sich fiir die Richtung £ mit den Richtungskosinusen u, v, » ohne
weiteres der Wert dieser Matrix; es ist aber zweckmiiBiger, gleich die
Wirkung des Operators S{” hinzuschreiben (die hervorgehobene Stelle ist
die p-te):

579 = v,
Psyy o1, .., gy — W5 1,8, + (0 — i) gy, ..., —1,....¢

wsl, R T (w4 iv) Pogeon oy, T Wey, o, —1, 0,8,
wobei ¢ bzw. j die Zahl der » mit 5, = ¢, bzw. s, 3 ¢, ist und + bzw. — zu
wihlen ist, je nachdem fiir eine gerade oder ungerade Anzahl von »

s, =Lt = —1

gilt. (Eine Verwechslung der imaginiren Einheit { mit unserem ; ist wohl nicht
zu befiirchten.)

BFiT s = 8§y, ...,8, it —s= —g, ..., —s,; weiter setzen wir
bé.), =1 fiir §; = ¢, ..., 8, = t,, sonst = 0.
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Somit benimmt sich das v-te Elektron genau so wie in II, d. h. als ob
die » — 1 anderen nicht da wiren; insbesondere ist wieder

0 — %S0 ) %)
SP = uSQy + 08P + w8,

2. Fir die Anwendungen wird es von Wichtigkeit sein, die in

{”a,g??} enthaltenen irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe zu kennen;

dies gelingt leicht, da sich seine Spur aus deren Spuren additiv zu-

sammensetzt. Wir setzen sogar f§ —= y = 0, dann hat {”ag??} die Spur
. 14 n . [+2
2 61. 28, T — 2 (n) ez(?a:—n)'-{_’—’
8 z=0\T

wihrend die irreduzible Darstellung vom Grade ¢ die Spur
1S iez—gtng

¢ D
z=0

hat. Wenn somit in {"af,?‘t)} die irreduzible Darstellung vom Grade ¢

genau No-mal vorkommt, so ist

% <n) ei(2:c-—n)2ﬁ _ 2 Nq ‘ ‘Iélci(ﬁx—Q'H)’g"

=0 x q =0
Hieraus folgt sofort, da nur Darstellungen der Grade ¢ = 1,...,n 4+ 1
vorkommen (was wir von ITI, § 3 her sowieso wuBten), und daf dann

N, = 0, fiir gerades n — g,

/ n n
— g1 N
= kn j Tl ;1 1 , liir ungerades n — ¢

ist. Die vorkommenden irreduziblen Darstellungen haben also die Grade
n{n —3)

—
Man beachte, daB fiir gerade » nur eindeutige irreduzible Darstellungen

n+ 1, n—1,n—3, ... und die Vielfachheiten 1, n — 1,

vorkommen, und fiir ungerade n nur zweideutige.

Gottingen und Berlin, Dezember 1927.




Uber das Paulische Aquivalenzverbot

P.Jordan und E.P. Wigner

Zeitschrift fiir Physik 47, 631-651 (1928)

(Eingegangen am 26. Januar 1928.)

Die Arbeit enthilt eine Fortsetzung der kiirzlich von einem der Verfasser vor-
gelegten Note ,Zur Quantenmechanik der Gasentartung“, deren Ergebnisse hier
wesentlich erweitert werden. Es handelt sich darum, ein ideales oder nichtideales,
dem Paulischen Aquivalenzverbot unterworfenes Gas zu beschreiben mit Begriffen,
die keinen Bezug nehmen auf den abstrakten Koordinatenraum der Atomgesamtheit
des Gases, sondern nur den gewohnlichen dreidimensionalen Raum benutzen. Das
wird erméglicht durch die Darstellung des Gases vermittelst eines gequantelten
dreidimensionalen Wellenfeldes, wobei die besonderen nichtkommutativen Multi-
plikationseigenschaften der Wellenamplitude gleichzeitig fiir die Existenz korpus-
kularer Gasatome und fir die Giltigkeit des Paulischen Aquivalenzverbots ver-
antwortlich sind. Die Einzelheiten der Theorie besitzen enge Analogien zu der
entsprechenden Theorie fiir Einsteinsche ideale oder nichtideale Gase, wie sie
von Dirac, Klein und Jordan ausgefiihrt wurde.

§ 1. Schon bei den ersten Untersuchungen zur systematischen Aus-
bildung der Matrizentheorie der Quantenmechanik ergaben sich Hinweise
darauf, daB die bekannten Schwierigkeiten der Strahlungstheorie iiber-
wunden werden konnten, indem man nicht nur auf die materiellen Atome,
sondern auch auf das Strahlungsfeld die quantenmechanischen Methoden
anwendet®. In diesem Sinne sind durch mehrere Arbeiten®* der letzten
Zeit Fortschritte erzielt worden einerseits beziiglich einer quanten-
mechanischen Beschreibung des elektromagnetischen Feldes, anderer-
seits beziiglich einer Formulierung der Quantenmechanik materieller Teil-
chen, welche die Wellendarstellung im abstrakten Koordinatenraum
vermeidet zugunsten einer Darstellung durch quantenmechanische Wellen
im gewdhnlichen dreidimensionalen Raume, und welche die Existenz
materieller Teilchen in #hilicher Weise zu erkliren sucht, wie durch die
Quantelung der elektromagnetischen Wellen die Existenz von Lichtquanten
bzw. jeder durch die Annahme von Lichtquanten zu deutende physi-
kalische Effekt erklart wird.

Man verfihrt bei dieser Beschreibung so, daf man diejenige, als
g-Zahl aufzufassende Gréfe N,, welche in korpuskulartheoretischer Um-

* M, Born, W.Heisenberg und P.Jordan, ZS. f. Phys. 35, 557, 1926.

** P, A.M.Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) 114, 243, 719, 1927; P.Jordan,
ZS. f. Phys. 44,473, 1927 (im folgenden als A bezeichnet); P.Jordan und O.Klein,
Z8. {. Phys. 45, 751, 1927; P. Jordan, ZS. f. Phys. 45, 766, 1927 (im folgenden
als B bezeichnet); P. Jordan undW. Pauli jr., ZS: f. Phys. (im Erscheinen).
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deutung die Anzahl von Atomen (etwa innerhalb eines Kastens) im r-ten
Quantenzustande mift, in zwei Faktoren

N, = b:br (1)
der Form
_me_ 1
bp==e¢ * "N
9mi (2)

b= Nlre n O
zerlegt, wobei man fordert, daB N,, @, kanonisch konjugiert seien.
Legt man nun als Definition kanonisch konjugierter Grofien diejenige
zugrunde, die von einem der Verfasser kiirzlich vorgeschlagen wurde*, so
erhilt man die Méglichkeit, in dieser Form nicht nur die Einsteinsche
Statistik darzustellen, bei der die Eigenwerte N, von N, durch

N,=10,1,23, ... 3)
gegeben sind, sondern auch die Paulische, bei der nur
N.=0 1 (4)

in Frage kommt. Man erbilt dann ferner sofort neben (2) weitere
Gleichungen, und zwar im Einsteinschen Falle
-LLPY
by = (1 + N)'lze 2 r, ,
uni (8)
bl=c® (14 N

aber statt dessen im Paulischen Falle:

L
by =(1—=N)he * 7, l
2 (8"
bI =ch o (1— Nr)1l21 I
wie in A gezeigt wurde.

Diese Formeln stiitzen bereits sehr die Uberzeugung, daB diese Dar-
stellungsweise des Paulischen Aquivalenzverbotes dem Wesen der Sache
entspricht und in ihrer weiteren Verfolgung zu richtigen Ergebnissen
fihren wird. Die Formeln (5'), (58") stehen nimlich in enger Beziehung
einerseits zu den Problemen der stofartigen Wechselwirkungen von
Korpuskeln, und andererseits zu den Dichteschwankungen quanten-
mechanischer Gase.

* P.Jordan, ZS. f. Phys. 44, 1, 1927,
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§ 2. Was zunichst die Wechselwirkungen betrifft, so mag es erlaubt
sein, aus einer fritheren Note folgendes zu wiederholen®: In einem ab-
geschlossenen Kasten mogen (endlich oder unendlich viele) Arten ver-
schiedenér Teilchen (materielle oder Lichtquanten) vorhanden sein. Die
Dichte der I-ten Teilchenart pro Zelle im Phasenraum sei n® (E), wo E
die zu den betrachteten Zellen gehorige Energie bedeutet. Die Gesamt-
zahlen N [Integrale der »® (E) iiber den Phasenraum] seien beliebig
vielen (j = 1, 2, ...) linearen Nebenbedingungen

EI CIN® —= (9 = const (6)

unterworfen (Beispiele dazu a.a. 0.), wo die C{ ganze positive oder nega-
tive Zahlen (oder Null) sind. Dann wird im statistischen Gleichgewicht
n® (E) = — 7 ! T oR— G
= aj T+ PT
e’ +1
wobei das positive oder negative Vorzeichen in + 1 zu wahlen ist, je
nachdem, ob die I-te Teilchenart dem Pauliprinzip oder der Einstein-
statistik gehorcht.

Als Wechselwirkungsprozesse sind nun natiirlich nur solche zuzu-
lassen, bei denen die Forderungen (6) nicht verletzt werden. Eine be-
stimmte Form eines solchen Elementaraktes ist zu beschreiben durch
Angabe der Indizes I und der Geschwindigkeiten der vor dem Elementar-
akt vorhandenen und der nach dem Proze§ vorhandenen mitwirkenden
Teilchen. Es seien nf, n3, ..., n; die zugehtrigen Dichten n® (E) fiir
diejenigen vor dem ProzeB vorhandenen Teilchen, welche der Einstein-
statistik folgen; und ni, s, ..., ny die 2@ (E) fiir die vor dem Prozef
vorhandenen mitwirkenden Teilchen Paulischer Art. Entsprechend sollen
sich mi, mi, ..., m; i my, mg, ..., my; auf die nach dem Proze§ iibrig-
gebliebenen bzw. neu erzeugten Teilchen beziehen. Dann muB aus stati-
stisch-thermodynamischen Griinden die Wahrscheinlichkeit des Elementar-
akts proportional mit

nyng .ongnrng .ong (L4 m) (14 m3) ...

v (U mg) A—m)) (L —m3) ... (1 — mg) (8)
angenommen werden; die des inversen Elementarakts entsprechend pro-
portional mit

mi ..omgmy..omg (L+n]) ... (L+n) A—n)...1—uny). (9)

* P. Jordan, ZS. f. Phys. 41, 711, 1927. Anmerkung nach Abschluf der
Arbeit: Dieselben Formeln sind kiirzlich von Bothe, ZS. f. Phys. 46, 327, 1928,
erneut erértert worden.
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Beziiglich der Faktoren (1 — mj) usw. bei den Einsteinschen Teilchen
ist nun von Dirac bei der Untersuchung der Absorption und Emission
von Licht durch Atome gezeigt worden, daf ihre Gestalt unmittelbar folgt
aus der Gestalt der entsprechenden Faktoren in den Formeln (5'). Ent-
sprechend wird die Form der Glieder (1 — m7) usw. in (8), (9) auf (3")

zuriickzufiithren sein.

Was andererseits die Schwankungserscheinungen anbetrifft, so ist in
A darauf hingewiesen, daf das Schwankungsquadrat der Teilchendichte
in einem Volumen, welches mit einem grofien Volumen beziiglich der zu einem
engen Frequenzintervall #v gehorigen Wellen kommuniziert, nach den
bekannten Einsteinschen Iormeln einen Wert proportional zu

1y (1 + n,) (109

besitzt. (Fir klassische Wellen wire es proportional #2). Die von
Pauli berechnete analoge Grife bei einem Fermischen Gase ist aber

proportional
1 (L —n,); (10")

und in (10"), (10") zeigt sich der Unterschied vom Einsteinschen und
Paulischen Gase wieder in derselben Form wie in (58'), (8").

Von dem Einsteinschen Gas bzw. dem Boseschen Wellenfeld be-
sitzt man auf Grund der Arbeiten, die auf S. 631 genannt wurden, bereits
eine weitgehende Kenntnis. Wir beschiftigen uns im folgenden damit,
in #hnlicher Weise die in A begriindete Theorie des Pauligases zu vertiefen.

§ 8. Wir wiederholen hier der Deutlichkeit halber einige in A ge-
brachte Formeln. Die Gréfen b,, b:, N,, ®, sind darstellbar durch die

Matrizen
=GB =)

N-—(OO _@_h<01' (1)
T 01),’ T 4 10),
Hierbei ist jeweils
%yq Cyg
12
<“s1 “22>r (1)

eine Matrix, deren Zeilen und Spalten bezeichnet werden durch eine Reihe
von Indizes, deren jeder den Wert O oder 1 haben kann; und zwar ist
(12) eine Diagonalmatrix in bezug auf den ersten bis (r — 1)-ten Index
und in bezug auf den (r 4 1)-ten und die folgenden Indizes.
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Neben den schon in § 1 besprochenen Gleichungen gelten die Formeln:
bib, = N,; bbl=1—N,;
N} =N, () = (b)® = 0;

omi
4

T —
e =10,
o

Man kann alle diese GroBen ausdriicken durch drei Grofen k(, k("
kM, die den Multiplikationsregeln der Quaternionen folgen:

EORD = — kP kO = kD,

(13)

................. (14)

B = (b0 = (P = — 1,
wobei durch die Punkte die beiden aus der angeschriebenen Gleichung
durch zyklische Permutation der 1, 2, 3 hervorgehenden Gleichungen

angedeutet sein sollen.

Nimlich:
ik + kO Pk — ko
by = — — 5 by = — — 5
ik — 1 h (18)
N,.:—*-I—Z—“; @,:—Z‘ikéﬂ.

Die Quaternionen k{, k{, k{ werden dabei selbst dargestellt durch
die Matrizen

-4 0 0 @ 01
kD = < 0 i),; ki = (z O)r; kP = <_ 1 0>,. (16)

§ 4. Ebenso wie in B fiir die Bosesche Statistik ausgefithrt wurde
kann man auch bei der Fermischen Statistik die Heisenberg-Dirac-
schen Determinantenformeln fiir die Herleitung der antisymmetrischen
Schrédingerschen Eigenfunktionen des Gesamtsystems aus denen eines
Einzelatoms iibertragen auf beliebige Wahrscheinlichkeitsamplituden. Eine
solche Amplitude sei fiir ein Einzelatom gegeben durch

Qgg = Dqp (ﬁli q) 17)

Um die Vorzeichen der aus ihr zu bildenden Determinanten eindeutig

zu machen, legen wir fiir die Eigenwerte §' von 8 in beliebiger, aber ein
fir allemal bestimmter Weise eine Reihenfolge fest. Wir bezeichnen
die so definierte Anordnung fiir zwei spezielle Eigenwerte §', 8 von g
durch g' << f" bzw. §” < ', ohne jedoch mit dem Zeichen <C notwendig
die Bedeutung ,kleiner als“ zu verbinden. Genau so verfahren wir mit
den Eigenwerten ¢’ von ¢ und allgemein mit den Eigenwerten @' jeder
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mefbaren Grofie @ beim Einzelatom. Danach kann man jeder Amplitude
(17) fiir das Einzelatom in eindeutiger Weise eine antisymmetrische Am-
plitude ?I"gg fiir ein System von N energetisch ungekoppelten Teilchen zu-
ordnen. Wir schreiben

] g’fz - g‘rap (ﬂ(l), ﬁ(g): cey ﬂ(N); q®, Q(Q)) cey Q(N))’ (18)
WOrin ﬁ(l) < ﬂ(ﬂ) < e < ﬂ(N)’ l

g < @ <L < g™ (19)

sein soll; und dann: »

1

o= > én H Dop (BY, ¢), (20)

b4 M@ "
wo die Summe iiber alle N! Permutationen n,, n,, ..., ny der Zahlen 1,
2, ..., N zu erstrecken ist, wihrend ¢, gleich + 1 ist fiir gerade Permu-

tationen und —1 fiir ungerade.

Nach (20) verschwindet ?P‘gz, sobald zwei der Grofen B® einander
gleich werden. Das heifit physikalisch: Es kommt nicht vor, daf
irgend eine nichtentartete GréBe B bei zwei verschiedenen
Teilchen des Systems gleichzeitig denselben Wert annimmt.
Wiblen wir fiir 8 insbesondere das System der Quantenzahlen, so gibt
dieser Satz das Paulische Aquivalenzverbot in seiner urspriinglichen
Fassung. Wir wollen im folgenden das gleichzeitige Bestehen
dieses Satzes fiir alle Grofen 8 als den eigentlichen Inhalt des Pauli-
schen Aquivalenzverbots betrachten.

Wir beschiftigen uns iibrigens im folgenden vorwiegend mit dem
Falle, daB jede Gréfe § am Einzelatom nur endlich viele, sagen wir K,
Eigenwerte hat. Nur gelegentlich werden wir niher hinweisen auf den
Grenziibergang K — oo, der im allgemeinen keinerlei Schwierigkeit
macht. Wir wollen’ die K Eigenwerte jeder Grofe § numerieren mit

B1, B2, .. Bk, und zwar so, daB die oben vorausgesetzte Anordnung der
Eigenwerte gerade die Form

B < B < < B ey
gewinnt.

§ 5. Die in solcher Weise definierten antisymmetrischen Amplituden

sind nun in eindeutiger Weise darstellbar als Funktion von Argumenten

N'(B); N'(@) (22)

mit folgender Bedeutung: N' (') ist die Anzahl von Atomen, bei denen

B den Wert ' hat; ist also B’ ein diskreter Eigenwert, so ist nach dem
allgemeinen Paulischen Aquivalenzverbot

N'(f) = 0 oder 1. (23)
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Liegt dagegen ' in einem kontinuierlichen Eigenwertgebiet, so haben
wir zu schreiben:

N!
N'(@) = gla (B — B (24)

wenn insgesamt N' Teilchen vorhanden sind; das Integral von N'(B)
iiber ein Teilstiick des Eigenwertgebietes ist dann die Anzahl der Atome,
bei denen die Werte von f§ in dieses Teilstiick fallen.

Wir begniigen uns aber nicht mit der rein mathematischen Einfiihrung
der neuen Grofen N'(B'), N'(q'), sondern gehen zu einer neuen physi-
kalischen Theorie iiber, indem wir annehmen, das Gesamtgas sei ein
System, das durch ein kanonisches System von g-Zahlgréfen

N ep) (25)
beschrieben werden kann, wobei die N'(f) gerade die Eigenwerte von
N(f') darstellen. Dann sind dic N(8), @ (8) in der in § 3 erliuterten
Weise durch Matrizen darzustellen; den verschiedenen Eigenwerten g’

entsprechen die verschiedenen Werte der in § 3 gebrauchten Indizes 7, s.
Insbesondere gilt fiir diskretes ' die Gleichung

N@)-[L—=N@B)N =0 (26)

fiir nicht diskretes 8’ kann man statt dessen schreiben:

Y. 36— g — w g — [NEIVNE) i g,
GRUCETFERICHES B PE Asl #RCD
Wihrend nun die g-Zahlen N (') durch ihre physikalische Bedeutung
vollig definiert sind, ist dasselbe natiirlich nicht der Fall fiir die @ (8),
wenn wir von ihnen nur verlangen, daf sie kanonisch konjugiert zu den
N(f') seien. Man muB diese Nichteindeutigkeit natiirlich beseitigen
bzw. beschrinken, wenn man eindeutige Relationen zwischen den Grsfen
N(B), ®(B) und N (¢'), ® (¢') erhalten will. Wir werden nun im weiteren
Verlauf unserer Betrachtungen sehen: Man kann, nachdem fiir jede Groge g,
¢ usw. in der oben besprochenen Weise eine Reihenfolge der Eigenwerte
B’ und ¢’ usw. festgelegt ist, ein gewisses System von konjugierten Phasen
O (B), ©(g") usw. zu den N(f'), N(q') usw. bestimmen derart, da8 ein-
fache und eindeutige Relationen zwischen den verschiedenen kanonischen
Systemen N (8'), @ (8"); N(¢'), ®(¢) usw. entstehen. Man hat dabei
aber noch verschiedene Moglichkeiten fiir die Definition der @ (8') zu den
N (B'), und diese verschiedenen Moglichkeiten konnen eindeutig zugeordnet
werden den verschiedenen konjugierten Impulsen o zu f. Wir bezeichnen
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deshalb die ¢-ZahlgrBen, deren Theorie wir im folgenden entwickeln
wollen, endgiiltig mit

N(B); 0.(8) (28)

N(q'); 0,(q) ust. (29)

Die gebildeten Verhiltnisse besitzen offenbar die denkbar griofite
Analogie zu den in B erdrterten Verhiltnissen im Boseschen Falle, so-
weit man iiberhaupt angesichts der tiefgehenden Verschiedenheit beider
Fille eine Analogie erwarten kann.

§ 6. Die zwei K Groflen

bzw.

N@B) 0.(8)
miissen als ¢-Zahlen gewisse Funktionen der ¢-Zahlen
N(g), 0,()

sein ; dieser funktionale Zusammenhang soll jetzt besprochen werden. Im
Bose-Einsteinschen Falle galt einfach

be (B) = 2 Py (B, 0) by (@),
i i + (30)
be, (ﬂ') = 2 bp (g') q)pa (q') ﬁ');
q 7
aber diese Formeln gelten nicht fiir das Paulische Gas. Statt dessen
gelten Formeln

. (f) = ; D.., (B, 4) a, (¢),

) ; (30a)
% (B) = 2 ay(¢) Dy (4, ),
q
wenn wir die Grofen a, at durch
a5 (9) = v(9)-bp (¢, 31)
4 (¢) = 3(2)-2(@);
v(@) =J[{1 —2N@") (32)
q'léql
definieren. Hier ist also v(q') das Produkt der Griéfen 1 — 2N (g")
fir ¢" = ¢ und alle vor ¢' kommenden ¢”. Es ist also v(q") eine

Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente simtlich gleick -+ 1 oder — 1
sind; und es wird

@) = L (33)

Der vollstindige mathematische Beweis fiir die Richtigkeit dieser

Formeln (30a) wird sich in den §§ 8 und 9 ergeben. Hier wollen wir

lediglich die Multiplikationseigenschaften der Grofen «, a untersuchen
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und die Invarianz dieser Multiplikationseigenschaften gegen Trans-
formationen (30a) nachweisen.
Zunéchst wird
N —v(g").0() fir ¢ < ¢
b Iz = l T ’ o [ "
POV O =1 @) 0> o

( ll) b-r( I) fn ’ < " (34)
' " - q . q ur q — q )
b (@) v ={ v o L=
POV O=1 y@yr@) ¢ > g
Der Beweis ergibt sich leicht daraus, daf z. B.
o , A W) o
bp(@)- {1 —2N (@)} = N(q)e* {1—2N(@))
= — {1 -2N@)} % @) (35)
wird. Dann wird weiter
ap(9) ap(@") = — ap(d") ap (@) | .
ooty Yoo 1o (36)
0, @) 4 (¢") = — (@) 3 (@)- |
Man beweist z. B.
ap(4) 8 (¢") = v (¢) by(4) v (¢") Bp(q")
_ [mr@v@) @) b)) fir ¢ < 4"
L v(@)v(@) b (@) b (¢") fir ¢' > ¢ 37
nun ist aber insbesondere fiir ¢ = ¢':
b (2) By (2") = [Bp(2)])* = 0, (38)
also auch
[a, ()] = O, (39)
womit fiir ¢' = ¢ die Formel (36) schon bewiesen ist. Man sieht danach

aus (37), daB das Produkt (36) in der Tat antisymmetrisch in ¢', ¢" ist.
Ferner gilt
a) (@) ap(¢") + 4, (€") a5(4) = 8 (¢ — ¢"). (40)
Denn es wird der links stehende Ausdruck gleich
b (@) 0 (@) v (@) by (@) + v (¢") by (¢") B (@) 0 (@)
v(@) v (@) 0}(@) by (@)~ (@") v (@) b, (¢") V) (@) Tir ¢’ <"
=1 v@)0@) 5 (@) @) +0@) 0 (@) b @) V(0 fir ¢ =g
—0(@)v (@) 8 @) @) +0 @) v @) b (@) B (@) fiir ¢ > ¢
also verschwindet er in der Tat fiir ¢’ 5= ¢" und wird fiir ¢' = ¢" gleich

[0 @) b} (2) b5 (2) + b, (@) b (2)] = 1. (42)

(#1)
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Nunmehr zeigen wir, da die Gleichungen (36) und (40) wirklich in-
Es ergibt sich
te (B') az (B") + ae (B") ac (B)
= 3By (B10) Py (8,0 (8 @) 0, @) + 8, (@) 4 (@)} = 0; (43)
9'q

0. (B) ax (B") + a. (B") az (B)
= S Dpalds ) Dy (B4 (ah @)y (1) +a,(@") ) (@)} =0 (B'—B"). (44)
qlqll
Wihrend also die Gréfen b, b' im Paulischen Falle ebenso wie im
Einsteinschen Falle die Eigenschaft haben, da8 b () mit b (") und

Ut (") tiir 8" o= B’ vertauschbar ist, kommt den @, at diese Eigenschaft
Trotzdem besitzen die @, at des Fermischen Gases in

variant sind gegen Transformationen (30a).

nicht mehr zu.
gewisser Hinsicht eine engere Analogie zu den b, bt des Einsteingases,
als die b, bt des Pauligases selbst; man sieht das besonders deutlich
durch die Gegeniiberstellung:

BosesEinstein ] Pauli

be (B) b, (B") — b, (8) b, (8) = 05

bl (8') b, (B") — b, (B") b (8")
= 38 —p");

bl (8) b, (B) = N(8);
by (B) = > Py, (8,00, (¢);
ql

a,(BYa, (B")+a,(8")a, (f) = 0;

al (8 a, (B") + a, (8") al (8)
= 0(F—£");

al(8) a, (8) = N(8);
@, (18') = E (I)ap &', ¢I') ey (Q')-
ql

Wir haben diese Gleichungen abgeleitet, indem wir das Paulische
Aquivalenzverbot von vornherein zugrunde legten. Es zeigt sich aber,
daB umgekehrt diese Multiplikationseigenschaften der a, at bereits die
moglichen Eigenwerte der N(8") bestimmen und die Vertauschbarkeit
(gleichzeitige Beobachtbarkeit) von N(B') und N (B") nach sich ziehen.
Infolgedessen konnen wir sagen, da die Existenz korpuskularer Teilchen
und die Giiltigkeit des Paulischen Prinzips als eine Folgerung aus den
quantenmechanischen Multiplikationseigenschaften der de Broglieschen
Wellenamplituden aufgefalt werden diirfen, da in den beiden Gleichungen

N@)NB) —NE)N(B) =0, (45)
N'(B') = 0 oder 1 (46)
diese Tatsachen vollstindig ausgedriickt sind. Die Gleichung (45) folgt

sofort. Der Beweis, da auch (46) aus den Multiplikationsregeln der
a(B), at (B’) folgt, ergibt sich folgendermafen:
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Auf Grund von
a () az (8) + a. () al (B) = 1 (47)
@ (B)* =0

gilt wegen

die Gleichung
al, (8") az (B) ol (B) au (B")
=al (). [1 —al(f) e (B)]. 0 (B) = al (B ae (B); (48)

also wird
N(B).[1—N@)) = at(B) as ().l —ak (B) ae (B)) = 0. (49)

Es sei noch betont: Da v(f') aus den N (B") allein zu bilden ist (nach-
dem eine Reihenfolge der Eigenwerte festgelegt wurde), so kann man
vermittelst

be () = (B as (B, l
b () = al (B)v(B) |
die b, bt eindeutig durch die @, at definieren. Man kann also in der Tat

die a, at als die urspriinglichen Gréfen der Theorie und alle anderen
GroBen als Funktionen der a, at betrachten.

(50)

Endlich sei hervorgehoben, daf die Gesamtzahl N der vorhandenen
Teilchen gegeniiber den betrachteten Transformationen invariant bleibt:

N= ﬁEN(ﬂ') = 2N (). (61)
' ql

Diese Invarianz ist offenbar nur ein anderer Ausdruck dafiir, da (30a)
eine unitare Transformation ist.

Zusatz bei der Korrektur. Es zeigt sich durch eine genauere
Betrachtung, die im Anhang mitgeteilt wird, daB die Multiplikations-
regeln der a, at nicht nur die Eigenwerte der N(B') schon bestimmen,
sondern iiberhaupt die Matrizen a, at bis auf eine kanonische Trans-
formation der Matrizendarstellung festlegen.

§ 7. Fir ein eindimensionales Kontinuum mit der Schwingungs-
gleichung

0z2~ 08
und der Randbedingung
v0, ) =96 =0 (83)

2 02
AR T T Y 52
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war in A versuchsweise die rdumliche Teilchendichte der Wellen-
korpuskeln definiert durch

N(@) = 99, (54
= 2 b, sin r %x, (35)

wo N, = blb, die Anzahl von Teilchen im r-ten Quantenzustand der
Translation bedeutet.
Wir haben jetzt (55) zu korrigieren, indem wir die b, durch ent-
sprechende a, ersetzen:
P = Ea,sinri.x- (56)
r=1 l
Die in A durchgefiithrte Berechnung der Dichteschwankungen kann aber
sofort von (85) auf (56) iibertragen werden und zeigt dann, daf (56),
wie es sein muf, wirklich die richtige Formel liefert. Es wurde nimlich
aus (53) erhalten, daf der fragliche quadratische Mittelwert A* propor-
tional sei mit L
bio,. b, 08 = N,.(1 —N,), (87)
wo die Querstriche die Mittelung iiber ein infinitesimales Frequenzgebiet
im Anschluf an die Frequenz v, bedeuten, so daf sich die in § 2 er-
wihnte Formel
A* = const.n, 1 —n,) (58)

ergibt. Rechnet man nun entsprechend mit (56), so wird A4* propor-
tional mit

dta,. 0.0l =N, T—D) (39)
d. h. das Endergebnis bleibt ungeindert.

§ 8. Wir wollen nun den in § 6 angekiindigten vollstindigen
Beweis fiir die Aquivalenz der Formeln (30a) mit den Formeln der ge-
wohnlichen Darstellung im mehrdimensionalen Koordinatenraum antreten.
Wir miissen uns in diesem Koordinatenraum auf solche GrofBen (Ope-
ratoren) beschrinken, die symmetrisch in den gleichen Teilchen sind;
aulerdem aber beschrinken wir uns in diesem Paragraphen auf Grofen,
die aus einer Summe bestehen, wo in jedem Summand nur ein Elektron
vorkommt. Von dieser Art ist die Energie eines idealen Gases.
Diese Operatoren haben also die Gestalt

V="V, 4+ Vot e+ Vo, ©60)
wo die V; immer dieselbe Grofe darstellen, nur an verschiedenen (am 1-,
2-, ..., N-ten) Teilchen gemessen.




On the Pauli Exclusion Principle 121

Uber das Paulische Aquivalenzverbot. 643

Unsere Wellenfunktion dagegen wird [§ 5, Gleichung- (22), (23))
von den N'(B) abhingen. Dies erscheint in der Tat vom Standpunkt
der Quantenmechanik als der naturgemiBe Ansatz, da ja ein ,maximaler
Versuch® — wegen der Gleichheit der Teilchen — immer nur bestimmen
kann, wie viele Teilchen im Zustand g,, f,, ..., fx sind, wihrend die
Frage, in welchem Zustand ein bestimmtes Elektron ist, nicht ent-
schieden werden kann. Im Sinne des Paulischen Aquivalenzverbotes
haben wir in (23) den Wertbereich der N'(8;) auf 0,1 beschrinkt.

Wir nehmen nun noch, wie in § 4 bereits betont, der Einfachheit
halber an (was in Wahrheit niemals erfiillt ist), da8 ein Elektron nur
endlich viele (sagen wir K) Zustinde annehmen kann, die wir also mit
Bi» Bas --+» Bx bezeichnen. Dann hat die im folgenden einzufiihrende
Wellenfunktion ¥ (N'(By), N'(B3), ..., N'(Bx)) gerade K Argumente
und ist fir 2K Wertsysteme der Argumente definiert. Der Grenz-
ibérgang K — co scheint keine wesentlichen Schwierigkeiten zu bieten.

Die nun folgenden Betrachtungen lassen sich am einfachsten aus-
fiihren, wenn man den Zustand eines einzelnen Elektrons im mehr-
dimensionalen Koordinatenraum mit einer Wellenfunktion beschreibt,
deren- Argument ' ist. Das bedeutet, da8 beim FEinzelelektron die
Messung eben die Bestimmung der GroBe 8 ist, deren Wertbereich also
K Zahlen f;, B, ..., B umfaBt.

Haben wir nun im mehrdimensionalen Koordinatenraum eine anti-
symmetrische Wellenfunktion von N' Elektronen

Y@ B .., ), (61)
so bestimmen wir, da wir diesen Zustand fortan in unserem mneuen
N-Raume durch die Wellenfunktion ¥ (N' (8, N'(B2), --., N'(Bk)) be-
schreiben wollen. Dabei sei

W (B o N (i) = —V—%w(ﬁ'l, LB (62
Diese Gleichung ist so zu verstehen, da ¥ itberall O ist, wo nicht
genau N von den K (K> N) Zahlen N'(;), ..., N'(Bx) gleich 1, die
iibrigen gleich O sind. Um den Wert an diesen Stellen zu bestimmen,
setzt man rechts fiir die 8%, 8, ..., 'Y jene Werte ein, fiir die eben
N'(B;) = 1 ist, und zwar fiir #'' den (im Sinne der in § 4 getroffenen
Anordnung) ersten, fiir §'2 den folgenden, ..., fir §'%' den letzten.

Wir wollen an dieser Zuordnung einer Funktion

TN (B, N'(Ba)s -, N'(BW))
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im neuen N-Raume zu einer Funktion

V(BB B
im mehrdimensionalen Koordinatenraume im folgenden immer (also auch,
wenn ¢ keine Wellenfunktion ist) festhalten. Es ist zu beachten, da8
es fiir das Vorzeichen von ¥ wichtig ist, in o die B, £, .... Bk in der
einmal festgesetzten Reihenfolge

By <P <---<Bk)
einzusetzen, da nur dadurch das Vorzeichen von ¥ eindeutig geregelt
wird; und nur hierdurch ist die Zuordnung einer eindeutigen Funktion ¥
zu der Funktion ¢ méglich.

Umgekehrt wird aber auch ¢ durch ¥ eindeutig bestimmt*: an
den Stellen, fiir welche §7 <C...<f'¥ gilt, durch (62), iiberall sonst
durch die Forderung der Antisymmetrie.

Die einzelnen Teile (z. B. V) des Operators V [Gleichung (60)] im
mehrdimensionalen Koordinatenraum sind im wesentlichen hermiteische
Matrizen von K Zeilen und K Spalten. In der v-ten Zeile und p-ten
Spalte stehe H,,. Dann ist der ganze Operator V mit der Matrix
H,

YiVa ¥ g g e T gy 6“2 ] 61’3 Hg c 6"N'.“N'
+ 6"1 15} H"z Mo 6”3 [ T 6"1\7' 4 + e + 6V1 My 6"2/'2 6"3 g H”N' Nt (63)

identisch. Wir schreiben zur Abkiirzung

Vot .pY) = pB...p'), (64)

dann ist also

K
w(ﬁ:l R ﬁ:’N') == 2 H‘l'l cee YN ML Uz w(ﬁ;ll e ﬁ;‘N’)' (65)

Hiy M2y 0oy iy =1
_Aus diesem ¥ ('Y B ..., B¥) bilden wir — genau wie in (62) —
ein & (N' (B, ..., N' (Bx)) durch
TN B - N'(BR) = B (B, ..., )
Wir behaupten nun, da8
TN (B - N (BR) = QT (N (B), .., N' (), (66)

wo der Operator & K
Q = > H,;ala; (66 a)

1

m- (62a)

ist, mit den a aus (31).

* Wir setzen voraus, daB ¥ wieder iiberall verschwindet, wo nicht

N @)+ +NB) =N

ist.
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Gleichung (63) ist zundchst sicher richtig an allen Stellen (fiir alle
Wertsysteme der Argumente), wo die Anzahl der 1 im Argumentsystem
von ¥ nicht eben gleich N' ist. Dann verschwindet nimlich die linke
Seite wegen (62), (62a), und auch auf der rechten Seite stehen lauter
Nullen, da a!a; die Anzahl der 1 nicht &ndert.

An den Stellen aber, wo etwa die

N‘ (ﬁ;l)) ‘NT’ (ﬂ;g)l R | ‘Nﬂ ([)’;1\”)
(also genau N') gleich 1 sind, ist Vﬁ'—' P gleich
V(B o Biyg

also gleich

K
211t1 ...iNI: LR Ly v w(ﬂ[’.q) AR ﬂ;tAvl)

Uy ooy =1

K K
- EHilyl'lp(ﬂ,:qx ﬂ;y cen /3;"\") + 2}[1'2;12w(ﬂzlrﬂ;qt'-')ﬁ;‘w)'*‘

pfy=1 Uy =1

K
cee + EH“ITA\".“A” w(ﬁ:,s ﬂ;'zi S ] ﬂ;ll\'l)

Uyt =1
N K
== 2 EIIi,.yw(ﬂilv ﬁiz) LR ﬁir—-l’ ﬁ,uv ﬂi,+1) ey ﬁ;:‘vl)f (67)
r=1u=1

das zweite ersieht man aus (63). Unsere Absicht ist nun, die rechte
Seite von (67) durch die ¥ auszudriicken. Zu diesem Zwecke bemerken
wir, daB in (67) rechts die 8; schon in der richtigen Reihenfolge stehen,
nur das jeweils auftretende B, ist an der falschen Stelle. Ist etwa®

ﬂ;s—l <ﬂ;‘ g ﬁ;}.’
so konnen wir die Reihenfolge der ' zur richtigen machen, indem wir
B, ber die zwischenliegenden f; von der Stelle zwischen #;  und
Bi,, , an die Stelle zwischen f; | und f; verschieben. Dabei multi-
pliziert sich die antisymmetrische Funktion 1 mit (— 1)%, wo 2z die
Anzahl der zwischen den beiden angegebenen Stellen stehenden f§; ist.
Wir konnen (67) also auch schreiben
N

K
E(ﬂ;l’ trn ﬁ;'l\'l) = 2 Eiffir,ttzp(ﬁ;'p RS ﬁ;u LR} ﬁ;‘N:)v (67{‘)

r=1 pu=1

* Das Gleichheitszeichen kommt nicht in Frage, da dann das entsprechende
w doch verschwindet.
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wo natiirlich noch das Vorzeichen + von » und p abhingt, aber schon

By <oor < B <o < By
gilt. Wenn wir (62) beachten, kénnen wir dies auch*
W(p,...o05) = > > +Huy®(x,... T, 0, @5 41y @y, 1, 24, 3g)
2j=1 =0
+ D H; W (- ) (68)
zj=1

schreiben, wie man leicht iiberlegt. In den Summanden némlich, in (67a),
wo i, o= w ist ferstes Glied in (68)], sind dieselben Argumente vorhanden
wie an der linken Seite, es fehlt nur {)’}r, was links vorhanden war
(r; = 1), dagegen ist [3,'1 hinzugekommen, und wir kiénnen annehmen,
daf es nicht da war (r; = 0), da sonst 7 doch verschwinden wiirde.
Ist i, = u [2weites Glied in (68)], so sind rechts in 7 dieselben Argu-
mente wie links.

Das Vorzeichen in (68) bestimmt sich offenbar dadurch, daB man
+ oder — setzt, je nachdem zwischen der ausgeschriebenen 0 und 1
eine gerade oder ungerade Anzahl von 1 steht. (Uber ebenso viele f;
mufte man das entsprechende f, hiniiberschieben.) Dies ist aber die
Anzall der 1, die links von #z; stehen, vermindert um die Anzahl der 1,
die links von z; stehen.

Obwohl jetzt die Richtigkeit der vorangehenden Formeln schen
klar ist, wollen wir diese Gedanken doch zu Ende fithren. Wir wissen,
da der Wertbereich der Argumente von ¥ ingesamt 2K Stellen um-
faBt, indem fiir jedes der z, = N'(f;) entweder 4+ 1 oder O gesetzt
werden kann. Ein daraut wirkender linearer Operator ist also eine
Matrix mit 2K Zeilen und ebensoviel Spalten. Wir bezeichnen jede Zeile
oder Spalte mit K Indizes (den z,,..., zx entsprechend), die jeweils 1
oder O sein konnen.

Der Operator a; ist entsprechend § 3 und § 6 zu definieren (wir
schreiben der besseren Ubersicht halber die Indizes als Argumente) durch

a),(.'l?l, Loy ooy Ty, Y Ygr ooy .’/K)

—(—= 121+ 22t 1 N N
__( _l) 1 2 3 16’«'1!’1 azayz-.-axl_lyl_la-llo 6“1331.}_1“_’_1...6,]\.3&.’ (69)

und entsprechend ist dann af

a: (xu ey TR Ypy ooy ?/K)

= (= Dt 1Oy, On Ly 810y, 00 Oagyge (690)

* Wir sctzen aus Bequemlichkeitsgriinden z, fir N' (ﬂ;‘)
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Mit Hilfe dieser Formeln kann (68) auch so geschrieben werden:
il—"(ml, v Bg)

S H, > af (a.:l...xK;y)...y,{).a.;(yl...y,\—;z,...zK)Zlf(.el....«:K). (70)
Jy 2==1 Yo Yp=0,1
e Sp=0,1
Wie man sich mit einiger Mithe iiberlegen kann, was aber schwer hin-
geschrieben werden kann. Damit ist (66) gewonnen.

§ 9. Wir haben also in § 8 folgendes gesehen: Jeder antisymme-
trischen Funktion, welche definiert ist in den Koordinatenriumen mit
allen Anzablen N' < K von Dimensionen, entspricht durch (62) eine
Funktion im neuen Raume. Es entspricht dann dem Operator (60)
V="V,4+V,+:--+ Vy [mit der Matrix in (64) H,, N G ty] 1T
Koordinatearaum der Operator £ von (68) im neuen N'-Raum. Der
Operator £ ist dabei .

Q = X Haadlg (662)

2, A=1
mit den a}:, a; von (69), (69a).

Es folgt hieraus, daf einer Eigenfunktion von V eine Eigenfunktion
von & entspricht. Wenn wir noch zeigen kénnen, daB das innere
Produkt zweier Funktionen im Koordinatenraum denselben Wert hat
wie dasjenige der entsprechenden Funktionen im neuen N'-Raum, so
sind wir mit dem Beweis fertigz. Im Koordinatenraum ist

Pk
W)= = w@ . FI)VFE.. Y, (71)
ﬂlli ceey ﬂllvl=ﬁ'l
was wegen der Antisymmetrie
Pk
@e) =N $@...F¥)F@"...pY) (72)
Bl ¥ =g
ﬁ"'< <‘3I1\"
ergibt. Andererseits gilt im neuen Raume
D)= > T@,...00)D (s, ... 1x), (73)

Ty T =0,1
was mit Riicksicht auf (62) eben (72) ist.
Wir mochten noch bemerken, daf die ¢-Zahlrelationen (36), (40)
natiirlich sofort aus der Formel (69) hervorgehen.
§ 10. Wir miissen schlieflich Operatoren betrachten, die keine
Zerlegung mehr in die Gestalt (60) gestatten. Von dieser Form ist die
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Energie eines nichtidealen Gases. Wir beschrinken uns dabei zunichst
auf solche, die in Teile zerlegbar sind, die jeweils nur zwei, stets ver-
schiedene, Teilchen enthalten. Die Erledigung dieser Aufgabe ergibt
sich durch Analogisierung der entsprechenden Formeln fiir die Bose-
Einsteinsche Statistik* Der Operator ¥ 1a8t sich dann schreiben:

N

V=2 Vi, (60b)
S k=1
i<k
wobei ¥ die Matrix

I{i-l re s VNS Hyel N
‘\ ’
== jLE IHaj i M “lka"l.“l"'alf)'—l'“j-‘l 61:7- 14 +1“'6"k—|.~“le——1 6"k+1a“l:+1"'6"1\”n“-'\" (63 b)
k=
i<k
entspricht. Es ist dann

V@, pY) = (B..., %) (64b)
mit Hilfe von (63b) [ebenso wie (65)] zu berechnen. Dann ist wieder
die ,richtige Reihenfolge* der B auf der rechten Seite herzustellen.
Dabei konnen die f; stehengelassen bleiben, B, und f,s miissen iiber
eine Anzahl von f; hiniibergeschoben werden, wobei sich wieder das
Vorzeichen #ndern kann.

Beachten wir wieder (62), so kidnnen wir wieder links und rechts
fiir ¢ bzw. 9 einsetzen ¥ bzw. ¥. Unter Beachtung von (69) findet
man nun, daf dem Operator (60b) nunmehr der Operator

K
% > Hiywgs 142, allalza;,za;_l (66 b)
2, Zp=1
entspricht. 1 x2=1

Es ist befriedigend, daf die Riickwirkung der Teilchen auf sich
selbst wieder durch die nichtkommutativen Multiplikationseigenschaften
der Wellenamplituden im dreidimensionalen Raume automatisch aus-
geschlossen wird. Im Bose-Einsteinschen Falle wurde dieser Umstand
deutlich gemacht durch Formel (40) der Arbeit von Jordan und Klein.
Daf dieselbe IFormel auch hier gilt, folgt aus der leicht beweisbaren
Formel

alarala,— ajala 0, = Syialay,

Wir wenden uns endlich zu dem Fall von Operatoren, die aus
Summanden bestehen, welche jeweils in 72 > 2 Teilchen symmetrisch sind,

% P.Jordan und O. Klein, a. a. 0.
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wihrend in der Summe alle diejenigen Summanden auszulassen sind,
welche dasselbe Teilchen zweimal enthalten (was eine Wechselwirkung
des Teilchens mit sich selbst bedeuten wiirde). Eine Verallgemeinerung
der obigen Betrachtungen fiihrt dann zu den folgenden Formeln, welche
analog sind der in B angegebenen Verallgemeinerung* der Formel von
Jordan und Klein:

1< - Pt

n—! 2 E }I”1~-~"n; ;.1_“)_"' azl...a,,n (,l,).n...a;.l. (660)

Ao dy=1 zy...29=1

§ 11. Wir konnen endlich die erhaltenen Ergebnisse in einer etwas
anderen Form so aussprechen: Es gibt bei einem Paulischen Mehr-
korperproblem eine Wahrscheinlichkeitsamplitude, welche die Wahr-
scheinlichkeit dafiir bestimmt, daB, nachdem fiir die meBbaren GriBen
N(B1), N(Bs), .-, N(Bx) ein gewisses Wertsystem N'(By), N'(B5), - .-
N'(Bx) gemessen worden ist, fiir die anderen, entsprechend definierten
GroBen N (gy), N (go), - - -, N (qx) die Werte N’ (g;), N' (g3), ..., N' (d%) ge-
funden werden.

Eine solche Amplitude wird erhalten durch

XL gyqn =0 fur SN E F SN
4
und
YO N D gy = N1 WLL fiir SV E) =3V @), 9
7’

wobei (liﬁg, ?P‘ﬁg die in § 4 besprochenen Funktionen sind.

Die in A in der Form

(S H,0l0,— W) =0
rs8

angegebene Funktionalgleichung fiir die zum Gesamtsystem gehorige
Amplitude @ lautet nunmehr bei unserer Vorzeichenbestimmung der in @
enthaltenen Determinanten:

{2 Hrsalas"‘ W} @ = 0;

diese Abiénderung ist notig, weil in A die Vorzeichenzweideutigkeit dieser
Determinanten nicht ausreichend beriicksichtigt wurde; die Matrizen a,
unterscheiden sich, wie wir wissen, von den b, nur beziiglich der Vor-
zeichen ihrer verschiedenen Elemente. Es scheint sehr befriedigend, daB
die fir die Bildung des Energieausdrucks notwendige Einfiihrung der

* Vgl. B, Formel (34).
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GroBen a, at gleichzeitig auch zu einfachen Multiplikationsgesetzen fiihrte,
wie wir in § 6 gesehen haben.

Es sei endlich hervorgehoben, da8 die in § 6 erérterten Multiplikations-
gesetze der gequantelten Amplituden a,(q") in Analogie zu den von
Jordan und Pauli entwickelten relativistisch invarianten Multiplikations-
regeln des ladungsfreien elektromagnetischen Feldes leicht relativistisch
verallgemeinert werden kénnen, so daB man die dem Paulischen Aqui-
valenzverbot entsprechende Quantelung der de Broglieschen Wellen in
relativistisch invarianter Form erhilt. Eine genauere Darlegung soll
jedoch vorldufig zuriickgestellt werden.

Zusatz bei der Korrektur: Zwischen den 2K Operatoren a,,

Ay, ..., Og; al, al, ..., al bestehen die Relationen
a, a; + a3 a, ==
tot o tot (36)
a,a; +a,a, — 0
und
f
ala; + @ a; = 9,,. (40)

Wir wollen nun zeigen, daf diese ¢-Zahlrelationen die Operatoren a, at
schon eindeutig bestimmen, wenn man sich auf irreduzible Matrizensysteme
beschrinkt und Matrizensysteme, die auseinander durch Ahnlichkeits-
transformation hervorgehen, als nicht verschieden voneinander ansieht*.

Um dies einzusehen, bilden wir zunichst folgende Grofen

0 = Gy + aI.y
@

1
OK+2 — 7(&,, - al)

Die 2 K Matrizen « bestimmen umgekehrt die a eindeutig. Nun
gilt fiir die o, allgemein
Oy O3 + 0 Oy — 2 6,,1. (II)

Man iiberzeugt sich z. B., wenn % < K, 4 < K ist, da8
O 03 + a0t = (8 + @) - (@ + a) + (02 + @) (o, + af) = 28,1

Man kann (II) auch schreiben
oy = 1

a,,a;_:-——loc;,a,, fiir %#:l,} (IIa)

* Dies ist die Transformation aller Matrizen g durch dieselbe Matrix §
zu S~1a S, also nach dem Sprachgebrauch der allgemeinen Quantenmechanik die
kanonische Transformation der Matrizendarstellung.
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was aber mit anderen Worten so viel bedeutet, daB die 2 K Matrizen o
zusammen mit der Matrix — 1 eine Gruppe aufspannen. Wenn z. B.
K = 2 ist, so hat diese Gruppe folgende Elemente
L oy g oty 0 00, 00l O 0L, OOl G0,  000;
=15 oy, —tgy —0gy —04; —0iy Oty =0y Oty — iy 00y Ol Oy —0lg 08y, —0Ag0%,; (1)
%y Cg gy Oy 06306,  Oly Obglyy  OLgOLg 0Ly, 0Ly Glg Olg Oy

Oy Oy Olgy — Ol g Olyy — 06y Oig Oy, — Olg Oy Olyy — Ol 0Ly Oy 0L,

Das sind 32 Elemente, im allgemeinen 22KX+1 Elemente. Das
irreduzible Matrizensystem, das (II) geniigt, ist sicher eine irreduzible
Darstellung dieser Gruppe (umgekehrt braucht es nicht der Fall zu sein,
die Isomorphie kann ja mehrstufig sein). Wir werden nur die irreduziblen
Darstellungen bestimmen.

Unsere Gruppe hat den Normalteiler 1, — 1 (das Zentrum), ihre
Faktorgruppe vom Grade 22X ist abelsch. Sie hat also 22X dieser
Abelschen Faktorgruppe entsprechende irreduzible Darstellungen vom
Grade 1, die auch Darstellungen der ganzen Gruppe sind. Indessen
kommen sie fiir uns nicht in Betracht, da sie den Gleichungen II nicht
geniigen (da sie ja kommutativ sind).

Wie viele Klassen hat unsere Gruppe? Die beiden Elemente 1
und — 1 bilden je eine Klasse fiir sich, sonst ist aber jedes Element R
mit — 1. R in einer Klasse. Besteht némlich B in (II) aus einer un-
geraden Anzahl von Faktoren, so ist aRe¢—! =—= — 1. R, wenn « in R
nicht enthalten ist, wenn R aus einer geraden Anzahl von Faktoren
besteht, ist x Ro—! = — 1. R, wenn « in R enthalten ist. Die Anzahl
der Klassen ist also 22X +1; dies ist auch die Anzahl der voneinander
verschiedenen irreduziblen Darstellungen. Da wir 22X Darstellungen
schon kennen und diese nicht fiir uns in Betracht kommen, kann es nur
eine einzige, die letzte sein, die die Gleichungen (IT) befriedigt, alle
anderen Lisungen von (II) gehen daraus durch Ahnlichkeitstransformation
hervor.

Wir bestimmen noch die Anzahl von Zeilen und Spalten, die
Dimension dieser Darstellung. (Es muf dabei natiirlich 2X heraus-
kommen.) In der Tat ist der Grad der Gruppe 22K+1 gleich der
Summe der Quadrate der Dimensionen ihrer Darstellungen. Es haben 22X
die Dimension 1, die letzte muf die Dimension 2X haben, damit
(2K)2 4 22K 13 — 22K+1  Sije stimmt also tatsichlich mit unserem
Matrizensystem (69) oder § 3 und 6 iiberein.

Gottingen, Institut fiir theoretische Physik.




Zur Erklarung einiger Eigenschaften der Spektren
aus der Quantenmechanik des Drehelektrons.
Zweiter Teil

J.von Neumann und E. P. Wigner

Zeitschrift fir Physik 49, 73-94 (1928)

Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 2. Mirz 1928.)

Mit Hilfe der im 1. Teil dieser Arbeit erhaltenen Ergebnisse wird das Aufbau-
prinzip der Serienspektren, die Auswahiregeln fiir die innere und magnetische
Quantenzahl und der quadratische Starkeffekt behandelt.

Einleitung.

§ 1. Dem im ersten Teile dieser Arbeit gegebenen Programm ent-
sprechend * sollen im vorliegenden Aufsatze die spektroskopischen Tat-
sachen, die aus dem Paulischen Modell des Drehelektrons ableitbar sind,
niher untersucht werden — nachdem (im ersten Teile) die hierzu er-
forderlichen Grundtatsachen der Kinematik der Drehelektronen zusammen-
gestellt wurden.

Es sei erlaubt, die dort erzielten Resultate nochmals zusammen-
zufassen.

Der Zustand eines Systems von n Drehelektronen ist (nach Pauli#)
im Sinne der Dirac-Jordanschen Transformationstheorie durch eine
» Wellenfunktion* zu beschreiben, die auBer von den kartesischen Koor-
dinaten x,, y,, 2,,..., ®ny Yn, 2, (oder auch Uy Ygy..., ¥py) der Teilchen
auch noch von ihren ,Spins in der -+ Z-Richtung* 83+ -+ S, abhingt
(die Koordinaten variieren von — oo bis 4 oo, die Spins hingegen sind
nur zweier Werte: + 1 fihig):

Q= @@y - Zu; Sy -y Sp) (1)

Wenn wir s,, ..., s, als Parameter behandeln, so ist @ eine Gesamtheit
von 2" gewghnlichen Koordinatenfunktionen :

Doy ity = Psy, .08, (xlr R zn) =@ (xv ceg @y Sy 8n)- (2)

Demgemif wollen wir die eigentliche Wellenfunktion als »Hyper-

funktion“ und die ¢, .., s, (die ,spinfreien Wellenfunktionen*) als ge-
wiohnliche Funktionen bezeichnen.

* 78. f. Phys. 47, 203, 1928; diese Arbeit soll als I. gzitiert werden. Eine
genaue Kenntnis dieser Arbeit wird nicht vorausgesetzt. Dagegen diirfte die
Kenntnis wenigstens der ersten Hilfte einer Arbeit des einen von uns (E.Wigner,
ZS. f. Phys. 48, 624, 1927, im folgenden als F' zitiert) notwendig sein.

** Z8. f. Phys. 43, 601, 1927.




Explanation of Some Properties of Spectra of the Spinning Electron. Part II 131

74 J. v. Neumann und E. Wigner,

Wenn derjenige Zustand des Systems, zu der die Hyperfunktion ¢
gehort, der raumlichen Drehung 3:

O =08+ 0,y oy 4
Y =ty Bt gy Y + oty *®
7= oy &t oy Y + 0552

unterworfen wird, so entsteht aus ihm ein neuer Zustand, dessen Hyper-
funktion Og ¢ * folgendermalien aus ¢ zu berechnen ist:

' (R
09‘ (Psl, v 8y (5‘71: LR} ‘61’1) = 2 nasl, e S by ety (Ptl, ety (xp .. ')'en)’ (3)

tyeealy

dabei sind die ,Transformationskoeffizienten* "agf)_ vens by eeat, SO de-
finiert:
: n_(R) —1,® 1,(R)
a81,..., 3ns [ S TR tn b a81 tl."-. a’sn tﬂ (4)
und
_tie _i _ie iy
la(_mi == 2 cos—g—e 2, ‘a(ztll = 2 smge ) ]
ie iy ia i (4a)
1a(19‘_)_1 = —¢? sin —g—e— 2 la?‘l) = ¢? cos ——Zﬁ— e?,
wo o, f, y die Eulerschen Winkel der Drehung % sind.
Die "a,g?‘) ot ¢ bilden 2n-dimensionale orthogonale Matrizen,
3 e Oy Uy eeeylp

die eine Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe liefern (ein- oder
zweideutig, je nachdem n gerade oder ungerade ist); deren irreduzible
Bestandteile wurden bestimmt.

AuBler dem Operator Ox wurde in I. noch ein anderer betrachtet,
der @ in Py ¢ iibergefiithrt hat. Es war dabei

Pg Psyy e 8y (x;7 ey Bp) = Pzy, oo 8y @y -+ 2n)- %)

Er bedeutet also quasi die Verdrehung des Zustandes, wobei aber
die Spinkoordinaten nicht mitverdreht werden.

Wir werden hier noch weitere dhnliche Transformationen gebrauchen
miissen. Wenn wir nimlich unter # keine Drehung, sondern eine Per-
mutation der Zahlen 1, 2,3, ..., n verstehen, die 1 in o, 2 in &, usw,
n in a, tiberfithrt (e, oy, - . ., &t ist eine Permutation der Zahlen 1, 2,...,7),
so verstehen wir #hnlich unter Og ¢ die Hyperfunktion, fir die iden-
tisch gilt

Og @ (rals LR ran; Sayr e n san) =@ (1’1, cealay Spyeen sn)r (3 a)
und unter Pg @ die Hyperfunktion

P @ (Tayy 1+ Tayi Sypees Sn) == @ (Vyy -y T Sy - vy Sn)- (Ba)

* In der Bezeichnung F' ist Ok 9 das ¢ (R7).
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Wie in I. verstehen wir weiter unter Qg den Operator
Qn = P&I Og; Og = Pgx Qx, (6)
d. h. wenn R eine Drehung ist, ist

QR P (ty -+ Tns Spy - Sn)
(R) . ..
== Et nasl, cen 8 by ven by ‘P (111 e oo Uy tp LAY tn); (7)

wenn N die erwihnte Permutation ist, ist
QR P (Y -1 Yni Sap -+ Say) = @ (g -1 Tnj Syy -y Sn)- (7a)
Qx bedeutet quasi das Verdrehen oder Vertauschen der Spinkoordinaten

allein. Die @ sind mit den P vertauschbar. Es gilt auferdem fiir be-
liebige R und &

O 0 = + Ogs; Qu@Qs = 1+ Qnes; PxPs = Pge,
also P§g1 frod .PAR—l. (8)

Diese Formeln und Begriffsbildungen werden wir im Laufe der Arbeit
hiufig gebrauchen.

Wir werden auferdem von der Tatsache Gebrauch machen, daf Og
ein orthogonaler Operator ist, also das innere Produkt invariant lagt.
Es ist also, wenn ¢ und 3 beliebige Hyperfunktionen sind

e’ ~

j%«p-%df’—“[tp% ©)
wie man sich leicht tiberzeugt. Das Integralzeichen bedeutet — wie
in I. und immer in dieser Arbeit — Integration von — oo bis + oc iiber
alle Koordinaten #,, ..., 2, und Summation iiber alle 2" Wertsysteme der
84y ...y Sp.  Wir konnen dann, wie in F Ogx ¢ bzw. Oxy auf andere
Weise (mit Hilfe der Darstellungseigenschaften) ausdriicken und zeigen,
daB (9) nur bestehen kann, wenn gewisse Relationen zwischen diesen
Integralen bestehen. Wir werden dies bei der Ableitung der Auswahl
und Intensitdtsregeln benutzen.

Das Aufbauprinzip.

§ 2. Die Bestimmung der Terme, d. h. der Energiewerte eines
Atoms wird natiirlich auch bei Beriicksichtigung der Elektronenmagnete
auf ein Figenwertproblem fiihren. In F wurde das Aufbauprinzip der
Serienspektren bis zu dem Punkte abgeleitet, wo man die magnetischen
Momente der Elektronen einfiithren mu8.

Man kann den Energieoperator H in zwei Teile zerlegen, H— H, 4 H,
8o, da H, die Energieanteile, die von der Schwerpunktsbewegung der
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Elektronen und der elektrischen und magnetischen Wechselwirkung dieser
Bewegung herrithren, H, den Rest, der also auch die magnetischen
Momente der Elektronen beriicksichtigt, enthilt.

Das spinfreie Eigenwertproblem H, y =— 4y, das also in F aus-
schlieBlich betrachtet wurde, enthilt nur die Energieanteile, die von der
Schwerpunktsbewegung der Elektronen herriihren. Thre Eigenfunktionen
waren lediglich Funktionen der Schwerpunktskoordinaten der Teilchen.
Jeder Term hatte eine bestimmte Darstellungseigenschaft gegeniiber Per-
mutationen der Elektronen und eine azimutale Quantenzahl I, die bei
Drehungen zur Geltung kam.

A. Unser erster Schritt wird sein, diese ,spinfreien Eigenfunktionen*
zu Hyperfunktionen zu erginzen.

B. Die vorher erwihnten Darstellungseigenschaften der spinfreien
Eigenfunktionen sind dann die Darstellungseigenschaften der Hyper-
funktionen gegeniiber den Operationen Pg. Wir werden dann die Dar-
stellungseigenschaften gegeniiber den Operationen Og; feststellen, indem
wir zundchst die Darstellungseigenschaften den Qi gegeniiber aufsuchen
und dann die Gleichung (6): Og =— Pg @ benutzen.

C. Zuletzt denken wir uns dann die Energieanteile H,, die von den
magnetischen Momenten der Teilchen herrithren, langsam anwachsen. Da
dabei die Invarianz des Eigenwertproblems gegeniiber den Operationen Og
erhalten bleibt, #ndern sich die Darstellungseigenschaften der Hyper-
funktionen den Og gegeniiber nicht. Dal bei dem Anwachsen von H,
die Eigenwerte von H, im allgemeinen weiter aufspalten, beruht natiirlich
darauf, daB H, nicht nur gegeniiber Ox (X Drehung oder Permutation)
invariant ist, wie /, 4+ H,, sondern auch die Operationen Pgx zulaSt,
was H, - H, nicht mehr tut. Er ld8t also offenbar auch Qg = Pg' Oy
zu, was ja auch sonst klar ist.

Da in der Natur nach Heisenberg und Dirac nur solche Zustinde
vorkommen, deren Eigenfunktionen antisymmetrisch sind:

Onp ==To
(R eine beliebige Permutation, es gilt + oder —, je nachdem R
gerade oder ungerade ist), werden wir uns auf solche beschrinken
konnen.

Wir werden B. in zwei Schritten ausfiihren, indem wir zunichst
solche Og betrachten, bei denen 9 eine Permutation ist, sondern die
antisymmetrischen Hyperfunktionen in bezug auf Ok aus und betrachten
die Wirkung der Og, wo N eine Drehung ist, nur auf diese Hyper-
funktionen.
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3

§ 3. Ist die I'unktion y eine Lisung des spinfreien Eigenwert-
problems H,y = 1y, so konnen wir aus y genau 2" Hyperfunktionen-
losungen dieses Eigenwertproblems bilden. Diese Hyperfunktionen werden
wir mit ¢,z (6 ooy Taj Sy, .. Sp) bezeichnen®, wo die z,, 7y, .., Ty
gleich + 1 sein konnen und zur Unterscheidung der 27 Hyperfunktionen
dienen. Es ist

"p‘tl,.“,zn(ru---xrn,; 31;~~-’5n) =0, (10)
wenn nicht s, = 7,5 s, = 1,5 ... 8, = 7, gilt,
Yz, .., T, (rp co Yni Ty oo T) = Y (T - ) (10a)

Es ist klar, daB diese 2% Hyperfunktionen linear unabhingig (sogar
orthogonal) sind. Auch daB sie das Eigenwertproblem H, ¢y =— 49
losen, sieht man leicht ein. Es ist namlich klar, dal man H, (da es auf
die Spinkoordinaten s nicht einwirkt) auf die 2" Funktionen einer Hyper-
funktion einzeln anwenden kann.

Da im allgemeinen schon mehrere, sagen wir m Funktionen y zu
einem Eigenwert 1 gehiorten (die sich eben bei der Vertauschung der
Elektronen oder Drehung unter sich transformierten), werden wir m . 2n
Hyperfunktionen zu diesem Eigenwert haben.

Wir konnen diese . 2% Hyperfunktionen in eine Tabelle mit m Zeilen
und 2" Spalten anordnen. In einer Zeile stehen die Hyperfunktionen,
die aus demselben y, entstanden sind, sie unterscheiden sich durch ihre
unteren Indizes. In einer Spalte stehen Hyperfunktionen, die dieselben

unteren Indizes haben und aus den verschiedenen y,, y,,... yn ent-
standen sind.
a ) o
wl,)l,.”,l’ wl,l,...,—l’ w—l,-—l,...,—l’
(2) (2) (2)
1,1,...,1’ wl,l,...,-—l’ 1”'-—1,—1,.-..,—1’
(m) (m) (n)
wl',nl,...,l’ wl,l,...,—l’ 1p—1,—1,...,—1'
Py v® . laBt sich durch die 9y ., (¢ = 1,2, ..., m) derselben
Spalte allein linear ausdriicken und die Transformationseigenschaften sind

offenbar die der y, dagegen laBt sich Qg ¢§’j{, - durch die wf,'?,, o

derselben Zeile allein [mit Hilfe von (7) und (7a)] ausdriicken. Fiir
Ox ¢ = Pgx Qg ¥ braucht man zundchst die ganze Tabelle. Wie schon

* yr,..., 17, ist also keine Funktion, sondern eine Hyperfunktion.
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angekiindigt, werden wir nun (§ 4) solche Linearkombinationen @ dieser 7
einfithren, bei denen moglichst wenig @ unter sich transformieren, d. h.

Og @yy = >V @,
I3

gilt, wo die ("(7) irreduzible Darstellungen sind. Zunachst werden
wir dies fiir solche & anstreben, die Permutationen der Elektronen dar-
stellen.

§ 4. Wenn wir in einem Vey, ..ty (g ooy Tai Spy - ooy Sp) eine Ver-
tauschung der s vornehmen, also Qx ., .. z, bilden, so 1aBt sich diese
Hyperfunktion durch die urspriinglichen 2» Hyperfunktionen

Yo,,...,0 (61:--~6n=i1)

n

linear ausdriicken. (Und zwar sind die Koeffizienten, wie nebenbei be-
merkt sei, von allen v, . a, gleich Null, abgesehen von dem, dessen
Indexreihe aus z,,..., 7, durch die Substitution 9—1 hervorgeht.) Es
liegt nun nahe, nach solchen Linearkombinationen der ¥, 7, LU fragen,
deren Transformationsformel eine irreduzible Darstellung der symme-
trischen Gruppe von n Elementen bildet.

Zunzchst ist klar, daB sich von vornherein nur solche %, .. ..
ineinander transformieren, bei denen die Summe der unteren Indizes

T, + .-+ + 7, = v dieselbe ist. Jede neue Hyperfunktion wird also
eine Linearkombination nur solcher v sein, bei denen diese Summe den-

n
selben Wert, sagen wir den Wert ¢ hat; solche ¢ haben wir | n — |1|

Ihre Transformationsformeln sind

(R)
Q% 11’11, Y 2 Cop, ..., Opi iy e T wal, e Oy (1 1)
Oly «ony Op
wo cf,?m’ s Ty oem Ty gleich 1 oder 0, je nachdem 6, ..., 6, durch R—?
aus t,, ..., T, hervorgeht oder nicht. Die (cf,??._ﬂ Ons Ty eem ,n) bilden eine

n
(triviale) | » — |z| |- dimensionale Darstellung der symmetrischer Gruppe

2
von n Elementen, deren irreduzible Bestandteile wir bestimmen miissen.
Es werden niamlich diese die Transformationseigenschaften der neuen
linear unabhingigen Hyperfunktionen den Qg gegeniiber sein (siehe F,
Punkt 5). Wir iibergehen die einfache Rechnung und geben nur das
Resultat an.
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Die irreduziblen Bestandteile sind: je eine Darstellung, die fol-
genden Zerlegungen von 7 in Summanden zugeordnet sind:

n, 14+ m—1),24+mn—2), - n_2|”|+”";|"|.

Die Grade (Anzahl von Zeilen und Spalten) dieser Darstellungen sind
der Reihe nach

n n
0 06 0)-6) - (e~ (-21e
) ’ 1) (P T n—irl P

0 1 0 2 5 5 1] (12)

Wir benennen die Darstellungen nach dem ersten Summanden in ihrer
n

Partitio, den wir iiberstreichen wollen. Aus den (n — |z| | Hyper-
2

funktionen v, .., - mit 7 - .-+ 4- 7, = 7 erhalten wir also neue Hyper-

funktionen, die folgendermafen zusammengefaBt werden:

eine gehort zur symmetrischen Darstellung, benannt O,
G) — (g) gehoren zur Darstellung, benannt 1,
n " —
<2> - (1) ” ” " ] 21
n n
n—|t]|—|n—le|=2] , . n n—|t|
2 2 2
Die neuen Hyperfunktionen [die alle aus derselben Funktion
Yk (tyy ..., ¥,) entstanden sind] bezeichnen wir also folgendermafen:

(D':z y wo ¢t die Werte —n, —n + 2, —n 4+ 4, ..., n annehmen kann,

der Index z die Darstellungseigenschaft bezeichnet, von 0 bis = l | und %
n n
von 1 bis(n—|z||—|n—|7| ; | Lauit. Sie ist eine Linearkombi-
2 2
nation der ¢, ..., mit 7, + <o 4 7, = 7 und es gilt
Q 7, 2, Eza(%) ¢1z 2! (13)

wo also ('—ag)) die irreduzible Da.rstellung 7 ist.

§ 5. Andererseits wissen wir, da8
Pgyr = EAlk i (14)
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wo (A(kgf)) eine irreduzible Darstellung, die Darstellung der spinfreien
Eigenfunktion der symmetrischen Gruppe gegeniiber ist. Es ist also auch

Pm(pizr = EA?‘)@[ z,
. (13)
Pg‘ QRQLEJ == 09‘@137 121 ) a;,, aa [

Die Og (Df’ i sind also Linearkombinationen der @, was ja auch
selbstverstindlich ist, da H, die Operation Og zuliBt. Uns interessierten
aber auch die Darstellungseigenschaften der Hyperfunktionen @, die aus
den Eigenfunktionen von H,y == Ay durch Einfiihrung der weiteren
Koordinaten s,, s,, ..., s, entstehen. Wir haben diese nunmehr in (15).

N

Unsere Aufgabe wire nun, die m [(Z)—(z " 1)]-dimensionale Dar-

stellung (A(SR) zaﬁ”?) auszureduzieren, die irreduziblen Bestandteile zu be-
stimmen. Die Transformationseigenschaften dieser #ndern sich namlich
auch nicht, wenn man nun H,, d. h. den anderen Teil des Energie-
operators langsam anwachsen 1i8t. Da uns indessen nur die anti-
symmetrischen Eigenfunktionen interessieren werden, geniigt es nach-
zusehen, ob und wie oft die antisymmetrische Darstellung in (A(m). a?,?)
enthalten ist. Dies ist aber leicht zu erledigen®.

Stellen wir uns namlich vor, die Matrix (U,;;;) (u bezeichnet die

Zeilen, lauft von 1 bis m[("> _-(
z z —1

" )] % und « beziehen sich auf die

Spalten) hitte die Eigenschaft, (Am) ’af‘?,)) auszureduzieren. Kommt in
der ausreduzierten Darstellung (B

(BR) = W; 1 (4 %af}) (U™ (16)
die antisymmetrische Darstellung in die u-te Zeile, so ist jedenfalls
Bl = ex = 3 Cu, e A o2, (162)
1%

wo die C), ;. gewisse Konstanten, die ex gleich 4 1 oder — 1, je nach-
dem RN eine gerade oder ungerade Permutation ist.

Nun kommt der einzige wesentliche Punkt in der Uberlegung. Wir
beachten namlich, daB die Matrizen

(o) = ex (o) (17)

* Siehe die schone Diskussion bei F. Hund, ZS. f. Phys. 48, 788, 1927,
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auch eine Darstellung, und zwar — da Z eine solche ist — eine irredu-
zible Darstellung bilden. Es ist ndmlich

(). (o) = 2 en (D) ()
4

z R 2 -
= &xg ( afme)) = ( aﬂs)), (17a)
so daf (17) wirklich eine Darstellung gibt. Sie ist offenbar auch irredu-

zibel. Nun liegt es nahe, Gleichung (164a) mit e zu multiplizieren und
iiber alle Permutationen zu summieren:

R

Seh=21= > 3 Cp A} afy. (18)
R X R kyxl 2

Es ist sowohl (Aﬁn), wie (:a?,?) eine irreduzible Darstellung, wir
haben also, wenn sie nicht #quivalent sind,

S1 =a! =0, (18a)
R

was offenbar ein Widerspruch ist, der nur daher rithren kann, daf wir

angenommen haben, die Darstellung (Aﬁ?,‘).zaz‘;_) enthalte die antisym-

metrische, auch wenn (A}:"f)) nicht #quivalent zu (:a?,t;) ist. Dies kann
also hochstens der Fall sein, wenn diese dquivalent sind.

In der Tat iiberzeugt man sich in diesem Falle fast ebenso leicht,
daB die Darstellung (A?l.;a?},;) die antisymmetrische einmal und nur
einmal enthilt. (Siehe z. B. A. Speiser, Theorie der Gruppen von end-
licher Ordnung. Berlin 1923. Erste Auflage. Satz 105, S.112)

§6. Nun schauen wir noch nach, welche irreduzible Darstellung
&R (Eaﬁ?) ist, die also (A(,?,‘) dquivalent sein muB, damit iiberhaupt aus
den CDi;’ ,, (bei festem 7 und #, variablem % und x) eine antisymmetrische
Eigenfunktion gebildet werden kann. Man findet, daB (17) zur Zerlegung
von % in die Summanden

I4+14 1424 .02
n—2z g

gehort*. Es sind # Zweier (daher die Bezeichnung) und n — 2 z Einser

vorhanden. Dies muf also auch die Zerlegung von (Ag‘)) sein.

Unser Resultat ist also folgendes. Gehen wir von einem Term, der
»Spinfreien Differentialgleichung H,y (v, ..., t,) = Ay (r, ..., v,) aus,
deren Darstellungseigenschaft in bezug auf die Vertauschung der Elek-
tronen durch (A}?P) gegeben ist und bilden die m . 2% Hyperfunktionen Cbﬁ 5 %
so liefert jedes Paar 7, # eine oder keine antisymmetrische Hyperfunk’ti’on,
je nachdem in der ,Zerlegung“ von (A,(‘%‘)) genau 2 Zweier und n — 2 ¢

(17h)

* Siehe F oder F. Hund, 1 c.
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Einser sind oder nicht. Diese antisymmetrischen Hyperfunktionen sind
dann gewisse Linearkombinationen

k
T, = zckxgp,;zr
kx Pe

wo uns indessen die Koeffizienten ¢, nicht weiter interessieren. Die
anderen Linearkombinationen der CD::; , Konnen zu Hyperfunktionen mit
sicher nicht antisymmetrischen Darstellungseigenschaften zusammen-
gefait werden und scheiden daher fiir das Folgende iiberhaupt aus.
P, (tyy -y Tn; S5y --.y Sy) ist eine antisymmetrische Hyperfunktion, die
1. an allen Stellen, wo s, 4 --- 4 s, == 7, verschwindet und 2. deren
Funktionen alle Linearkombinationen der y,, ..., y,, sind. Die Dar-
stellungseigenschaft von y(r,, ..., r,) in bezug auf Vertauschung der ¢
entspricht der Zerlegung (17h).

Ist umgekehrt die Darstellungseigenschaft (17b) der y von vorn-
herein vorgegeben, so kann man nur noch 7 variieren und erhilt alle
antisymmetrischen Hyperfunktionen, wenn man es von — (n — 2¢) bis
n — 2z laufen lift. Um den Zusammenhang mit dem Vektorzusammen-
setzungsmodell besser vor Augen zu haben, méchten wir dies noch durch
ein Beispiel illustrieren. Es sei # = 4, fiir ¢ sind dann die Werte

141 4+14+1=414+14+1—-1=2;14+1—1—1=0;
1—1—-1—-1=-—2; —-1—1—1—1=—4
moglich (§ 4).

: || e=—4 —2 o | 2 | 4
0 ¥ .o ¥ 4 E4Y) ¥yo ¥io
1 -21 g’Ol yfﬁl

2 Poq

Wenn nun z. B. y die Zerlegung 1 4 1 4- 2, also # = 1 hatte, so
interessiert uns nur die zweite Zeile, da nur diese antisymmetrische Hyper-
funktionen liefert. Man kann sie abzihlen, indem man 7z von — (4 — 2.1)
= — 2 bis 4— 2.1 = 2 laufen 136t (patiirlich springt r immer
um 2).

§ 7. Damit ist gleichzeitig ein wichtiges Resultat, das in F' voraus-
gesetzt wurde, abgeleitet, daf nimlich nur diejenigen spinfreien Eigen-
funktioven in Betracht kommen, deren Zerlegung aus lauter 1 und 2
besteht. L. c. war dies damit begriindet, daf jede Bahn durch Elek-
tronen hochstens doppelt besetzt sein kann. Jetzt haben wir eine
Erklarung, die aus der allgemeinen Forderung ausgeht, da8 alle Eigen-
funktioneh antisymmetrisch sein miissen.
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Nun ist es Zeit, an die Entwicklungen von 21 — 24 von F anzu-
schlieBen. Das Hundsche Aufbauprinzip ist dort bis auf die Voraus-
setzung abgeleitet worden, daB aus einem Term mit der azimutalen
Quantenzahl | und der Zerlegung (17b) durch Beriicksichtigung der
Elektronenmagnete ein Singulett, Dublett, Triplett usw. entsteht, je nach-
dem n— 224 1 gleich 1, 2, 8 usw. ist. Wenn wir dies noch aus
unseren Resultaten erschliefen konnen, so haben wir das Aufbauprinzip
vollkommen aus der Quantenmechanik abgeleitet.

Genauer gesagt, miissen wir zeigen, daf aus einem Term der spin-
freien Differentialgleichung mit der Partitio (17b) und von der azimutalen
Quantenzahl 1 genau ¢ Terme entstehen, wo ¢ die kleinere der beiden
Zahlen #n—2z+1 und 214 1 ist. Die inneren Quantenzahlen j
(definiert durch die Aufspaltung des Terms in 2j + 1 Komponenten im
Magnetfeld, j ist halb- oder ganzzahlig), dieser ¢ Terme sind ¢ aufeinander-
”—22”—zl, die grote ”_223 +1.
(Siehe z. B. E. Back und A. Landé, Zeemaneffekt und Multiplett-
struktur der Spektrallinien, Berlin 1925, oder F. Hund, Linienspektren
und periodisches System der Elemente, Berlin 1927.)

folgende Zahlen, die kleinste ist

§ 8. Wir miissen zu diesem Zwecke offenbar die innere Quanten-
zahl j einfithren. Dies geschieht #hnlich, wie wir in F die azimutale
Quantenzahl eingefithrt haben. Haben wir némlich eine (etwu anti-
symmetrische) Hyperfunktion, die Losung des Eigenwertproblems

[H, + H)® = A%

ist, so ist offenbar auch Ox ¥ (R eine beliebige Drehung) eine Losung
zum selben Eigenwert. Man schlieft hieraus nach dem bekannten
Schema, daB

Ox 11!"“ == 2 Dvu (St) P, (1 9)

wo die (D, , () bis auf das Vorzeichen (Og ist nur bis auf das Vor-
zeichen bestimmt) eine Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe
ist. Die Grade dieser Darstellungen sind (wie in I. angefithrt) 1, 2, 3,
4, ... Dies ist auch die Anzahl der linear unabhingigen Eigenfunktionen,
die zu diesem Term gehoren, was wir mit 2j 4 1 bezeichnen. Es interes-
sieren uns hauptsichlich diejenigen Matrizen, die den Drehungen um die
Z-Achse (in dieser Richtung denken wir uns ein schwaches Magnetfeld
eingeschaltet) entsprechen. Diese Matrizen konnen gleichzeitig auf die
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Diagonalform gebracht werden und haben bei einer Drehung um den
Winkel « die Gestalt (j halb oder ganz!):

e—‘tja O .......................... O 0
0 Ui 0
e L @)
O O ....... el'(].—l)a O
0 | P 0 etic

Die 2j + 1 Eigenfunktionen, die zu einem Term mit der inneren
Quantenzahl j zusammengefalt werden, miissen also so in linear unab-
hiéngige angeordnet werden konnen, daf sie bei einer Drehung um die
Z-Achse sich lediglich mit e—%i%, ¢—tU—De = gime = efje mylti-
plizieren. Die Hyperfunktion, die sich mit ¢™* multipliziert, hat die
»Trichtige magnetische Quantenzahl“ m *.

§ 9. Aus jedem Term mit der Partitio (17b) entstanden die anti-
symmetrischen Hyperfunktionen ¥',,, wo z von — (n — 22) bisn — 2¢
liuft (§ 6).

Die azimutale Quantenzahl der Eigenfunktionen y(r,,..., r,), von
denen wir ausgingen, sei . Dann sind 21 4 1 so viele vorhanden, als
wir bisher betrachtet haben, da wir lediglich die Wirkung der Ver-
tauschung der Elektronen beriicksichtigten. Diese haben die ,spinfreien
magnetischen Quantenzahlen* —1, —1+41,..., g,..., I—1,1. Be-
zeichnen wir diese spinfreien magnetischen Quantenzahlen (abweichend

von F) mit g und fiigen wir dies als oberen Index zu unserem ¥,

ist .
zZu, SO 18 ngpttz — ¢ine z_p,:z’ (21)

wenn R eine Drehung um den Winkel o um die Z-Achse ist. Da
wegen (7) und § 6

G-
QuTE —¢ WL, (21a)
ist, ist also

O W = Py Qu¥: = e‘(”?)"zy.:,. (21b)
Die richtige magnetische Quantenzahl ist also m — p 4 -;— Wir

schreiben, um den Zusammenhang mit dem Vektorzusammensetzungs-
modell besser zu sehen, diese m in eine Tabelle:

* m hat hier das entgegengesetzte Vorzeichen wie in F.
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T u= —1 —-1l4+1 l—1 4
n n 7 n
-n+2z ~§+z—l BCREAC AR BEEE ——2—+z+l-1 ——2-+z-l
n n n n
- —t 2 — g e | 22 LTI
n+2z2+2 5+ l+1 5tz 1+2 2+z+l 5 2 I+1
n n n . n_ N
n-2z-2 -2——z—l—1 E—z—l —é-—z+l—2 5 z+1-1
7 n n n
n-2z E—z—l E—z—li-l §_Z+l—1 —2——z+l

Jeder der (21 4+ 1) (n — 22 4 1) Stellen dieser Tabelle entspricht
eine Hyperfunktion, ihre magnetische Quantenzahl steht an der betreffen-
den Stelle der Tabelle. Es sind aber natiirlich nicht etwa (214 1)
n— 22z 4 1) Terme da, weil meistens mehrere Hyperfunktionen zu einem
Term zusammengefat werden miissen. Wie diese Zusammenfassung zu
geschehen hat, dariiber gab uns § 8 Aufschluf: die 25 4 1 Hyper-
funktionen eines Terms von der inneren Quantenzahl j haben die mag-
netischen Quantenzahlen — j, — 4§ + 1,...,4, zu solchen Komplexen
miissen die Zahlen der Tabelle vereinigt werden.

Die Figuren 1 und 2 sollen diese Tabelle (abgesehen von der ersten

n—2¢ bow. 1> n—22z
veranschaulichen. Die Stellen der Hyperfunktionen mit gleicher magne-
tischer Quantenzahl sind durch gestrichelte Linien verbunden.

‘Wir haben:

Zeile und Spalte) fiir die beiden Fille 1 <C

1 Hyperfunktion (H.F.) mitm — —g-—- 241,

2 linear unabhingige H. F. , m — g-—— g4+ 1—1,

3 ) ) w2 M=g—e+1—2

3 linear unabhingige H. F. mit m =—g+z——l—|— 2,
n

2 ” ” n o m=—'2-+5-—-l+1,

n
1 ” " " n m='—‘§+z_‘l'
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Dies ergibt einen Term mit j —= g — 2z 41, einen mitj:%z —g 411,

n

einen mit j — 5 —* + 71— 2 usw. Das kleinste j hat in der Fig. 1
n—2z . . n—2z
den Wert — I, in der Fig. 2 den Wert I — 5 Es
entspricht dies genau dem in § 7 angekiindigten Ergebnis.
7 '
// // // // //
7 ~/ 2
7 /// 7 7 L7
e V4 7 7] P
P A R e L7 e /// A e P A
’ P z /]
// // // // ’/ // /// /// /// /// // //
4 s 7 7,
// /’/ L7 // // // /’/ // e ,// // //
/ 7 1 7 P
// // // // // // /// // // // /////
4 // 4 4 ’ s ’ 7 4 ’ 4 4
// 7 4 7 7 ’ s s ’ ’ ’ //
Fig. 1. Fig. 2.

Damit ist wohl die wichtigste qualitative spektroskopische Regel
abgeleitet. Man wird sich — abgesehen von der ungeheuren Leistungs-
fahigkeit der Quantenmechanik (in der klassischen Mechanik wire es
natiirlich absolut unmgglich, eine zhnliche Rechnung durchzufiithren oder
z. B. die nun folgenden Intensitiétsformeln streng zu berechnen) — dariiber
wundern, daf alles, wie man sagt, ,durch die Luft* ging, d. h. ohne Be-
zugnahme auf die spezielle Form der Hamiltonschen Funktion, ledig-
lich aus Symmetrieforderungen und der qualitativen Idee Paulis. Aller-
dings war dies bis zu einem gewisse Grade zu erwarten, daf ndmlich
eine dem Wesen der Dinge angepaBite Theorie diese qualitativen Er-
fahrungen auch ohne explizite Rechnung wird erschliefen kinnen. Dabei
mochten wir bemerken, daf die verhiltnismiB8ige Kompliziertheit unserer
Uberlegungen erstens daher riihrt. daB das Resultat nicht ganz einfach
ist und daf wir zweitens — um an Begriffsbildungen zu sparen — etwas
mehr gerechuet haben, als unbedingt notwendig.

§ 10. Aus diesem Grunde auch méochten wir das Geschehene an
einem Beispiel illustrieren*. ~Wir wihlen dazu den in ¥ angefangenen
(Punkt 24) Fall. (Der Fall kommt praktisch nicht vor. Es kommt
uns aber auch nur darauf an, ein moglichst einfaches Beispiel zu nehmen,

* Man kann § 10 ruhig iiberschlagen. Er dient nur dazu, das Vorangehende
an einem Beispiel auszufiihren, wobei von der Gruppentheorie kaum Gebrauch
gemacht wird und an seine Stelle etwas umstindliche Abzihlungen treten.
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das alle wesentlichen Eigenschaften beliebig komplizierter Beispiele schon
aufweist.)

Wir betrachten also ein Li-Atom, mit einem Elektron in der
IL-Schale mit der azimutalen Quantenzahl 1 und zwei weiteren in der
M-Schale, ebenfalls mit der azimutalen Quantenzahl 1.

Wenn wir von den Elektronenmagneten zuerst absehen, ist

L3(n,) Pir(cos &) 101 Li(ng) Pz (cos §y) 202 L] (1) Pys (cos &) efa vs (22)

eine Eigenfunktion dieses Zustandes, wenn man Polarkoordinaten fiir alle
drei Elektronen einfithrt und %,, %,, %, proportional zu den drei Radius-
vektoren, &,, &, ¥; die drei Polarwinkel und ¢,, @,, @, die Azimute
sind. Dabei kann u,, gg, g, die drei Werte — 1, 0, + 1 annehmen*.
Wir wollen zuerst alle linear unabhingigen Eigenfunktionen aufsuchen.
Dazu miissen wir zwei Félle unterscheiden.

I uy = s das sind die neun Moglichkeiten p, = — 1, 0, + 1;
gy = g, = — 1, 0, + 1. Jede Moglichkeit gibt drei Eigenfunktionen,
da wir noch %,, &, ¢, mit n,, &,, @, oder mit x,, &;, @, ver-
tauschen konnen. Bei einer Wechselwirkung der Elektronen erhalten
wir#** je einen ,entarteten“ und einen ,symmetrischen Term. Im ganzen
erhalten wir folgende Terme:

Wtugtug=u= -3 -2 -1 0 1 2 3
Antisymmetrisch . . . . . . 0 0 0 0 0 0 0
Entartet . . . . . . . .. 1 1 2 1 2 1 1
Symmetrisch . . . . . . . 1 1 2 1 2 1 1

wie eine einfache Abzihlung ergibt (das sind 27 Eigenfunktionen, da
die entarteten doppelt zu zidhlen sind).

II. u &= my, das sind wieder neun Moglichkeiten. Jeder Moglich-
keit entsprechen vier Terme: ein antisymmetrischer, zwei entartete, ein
symmetrischer *. 'Wir haben also folgende Tabelle:

U+ UugFuz == -3 -2 -1 0 1 2 3
Antisymmetrisch . . . . . . 0 1 2 3 2 1 0
Entartet . . . . . . . .. 0 2 4 6 4 2 0
Symmetrisch . . . . . . . 0 1 2 3 2 1 0

* Siehe z. B. E. Schréodinger, Ablandlungen zur Wellenmechanik, Leipzig
1927.

** B Wigner, ZS. f. Phys. 40, 492, 1926; W.Heisenberg, ebenda 41,
239, 249—251, 1927; A. Unséld, Ann. d. Phys. 82, 355, 1927.
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Im ganzen haben wir also folgende Terme:

n= -3 -2 —1 0 1 2 3
Antisymmetrisch . . . . . . 0 1 2 3 2 1 0
Entartet . . . . . . ... 1 3 6 7 6 3 1
Symmetrisch . . . . . .. 1 2 4 4 4 2 1

Das sind 81 linear unabhingige Eigenfunktionen, wie man auch direkt
abzdhlen kann. Wenn wir die durch die Drehgruppe geforderten Zu-
sammenfassungen vornehmen, so erhalten wir:

l=

3 2 1 0
(7fache Terme) | (5fache Terme) | (3fache Terme) |(einfache Terme)

Antisymmetrisch . . . 0 1 1 1
Entartet . . . . . . . 1 2 3 1
Symmetrisch . . . . . 1 1 2 0

Wenn wir die Wechselwirkung der Elektronen beriicksichtigen, wird also
der urspriingliche Term in diese 14 Terme aufspalten. Bisher ist dies
alles eine Wiederholung aus F.

Wenn wir jetzt die Elektronenmagnete einfiihren, so entstehen aus
allen 81 linear unabhingigen Eigenfunktionen je 8 Hyperfunktionen.
Wenn wir noch nachweisen konnen, daf ein (natiirlich nur in den Elek-
tronenschwerpunkten) antisymmetrischer Term der vorigen Tabelle mit
1-=0,1, 2 ein Quartett von S-, P-, D-Termen, je ein entarteter mit
1=0, 1, 2, 3 je ein Dublett von S-, P-, D-, B-Termen liefern, wihrend
die symmetrischen gar keine antisymmetrischen Hyperfunktionen liefern,
so sind wir am Ziel.

Da es sich ohnehin nur um ein Beispiel handelt, zeigen wir dies
nur an einem einzigen Term der Tabelle, an einem entarteten Term mit
1= 1

Wir haben, wenn wir die Elektronenmagnete einfiihren, folgende
linear unabhingigen Eigenfunktionen (der obere Index bedeutet die spin-

freie magnetische Quantenzahl, die unteren Indizes haben dieselbe Be-
deutung wie in § 3):

—1 —1 —1 -1 —1 —1 —1 —1
(D—l—-l-—l (D—l—ll ¢—11~-~1 @1—1—-1 cpll—l m1—11 Q—lll q)lll

0

0 0 0 0 0 0 0
Q—'l —1—1 . (D—l —11 Q—11-—1 Ql —-1—1 (Dll—l Ql -—11 Q—111 Q111
1 1 1 1 1 1 1 1
¢-—1 —1-1 ¢—-1 -—11 Q—l 1—1 Ql —-—1-—1 m1 1—1 ¢1 —11 Q—‘lll ¢l.l 1
Das sind 24 Eigenfunktionen. Hierbei wurde aber so getan, als ob zum

urspriinglichen Terme nur eine Eigenfunktion gehorte; da er in Wahrheit
zweifach entartet ist, erhoht sich die Anzahl von 24 auf 48. Aus den
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acht @ ,,,, einer Reihe der Tabelle lassen sich Hyperfunktionen bilden,
die bei der Vertauschung der Elektronen (r und s) sich nach irreduziblen
Darstellungen der symmetrischen Gruppe transformieren *.

D ist entartet,

oL gy DU, DY, gibt 1 symm., 2 entartete, 1 antisymm. Hyperf,
Q“ltl -1? Qlllt—ll7 Qﬁ2lll ” 1 n 2 " 1 ” ]
@u

“ ist entartet.

Wir haben im ganzen zwei antisymmetrische Hyperfunktionen aus
den @*. Da y = —1, 0, 1 sein kann, haben wir im ganzen sechs

solche Hyperfunktionen. Dabei nimmt p 4 % die Werte —3, —1, -1,

11 s s m "o g . eos 1 s
3 303 an.  Das ist ein Term mit j = § und einer mit j = }, wir

haben also ein Dublett mit den richtigen inneren Quantenzahlen.
Auswahl- und Intensititsregeln.

§ 11. Wir wenden uns nun den Auswahl- und Intensititsregeln zu.
Dabei ist das Folgende zu beobachten: Die Paulische Theorie des rotie-
renden Elektrons gilt nur fiir den Fall, daB die Geschwindigkeit des
Elektrons gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit zu vernachlissigen ist.
Wie das rotierende Elektron bzw. ein System von rotierenden Elektronen
relativistisch zu behandeln ist, i1st zurzeit eine offene Frage**. Es hitte
also fiir uns nicht viel Sinn, an Stelle der elektrischen Feldstirken mit
den Vektorpotentialen zu rechnen, obwohl es sicher ist, da8 dies der
richtige Weg wire *#*,

Bevor wir die Auswahlregeln ableiten konnen, miissen wir die Sym-
metrieverhiltnisse etwas genauer betrachten, als dies bisher notwendig
war. DaB das Energieeigenwertproblem gegeniiber einer Drehung in-
variant ist, ist selbstverstindlich und wurde auch im vorangehenden schon
benutzt. Wie steht es aber mit der Spiegelung? Wenn wir ein System,
das sich im Laufe der Zeit gar nicht #ndert (also eine Eigenfunktion des
Energieoperators darstellt), in einem Spiegel ansehen, so muB die Zu-
standsfunktion des so betrachteten Zustandes auch eine Eigenfunktion des
Energieoperators (und zwar zum selben Eigenwert) sein. Im Raume an
und fiir sich ist ja rechts und links nicht bevorzugt.

* Sjehe Zitate ** auf S. 87, insbesondere das zweite. (Die Arbeiten enthalten
keine gruppentheoretischen Rechenmethoden.) Es ist zu beachten, daB die & bei
der Vertauschung der r allein sich wie entartete Funktionen benehmen.

** Sjehe jedoch P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A) 117, 610, 1928.
** Derselbe, ebenda (A) 114, 710, 1927.
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Wie sich die Hyperfunktion eines Zustandes bei der Verdrehung
desselben transformiert, haben wir in der Einleitung (und hauptsichlich
in 1.) gesehen. Aber auch was bei einer Spiegelung geschieht, ist leicht
zu ibersehen. Im Koordinatensystem, das durch Spiegelung im Ur-

sprungspunkt aus dem alten hervorgeht, wo also X' = — X, ¥' = —1,
Z' = — Z ist, entspricht einem Zustand mit der Hyperfunktion
W Xy, Y1y 1y <) Ty Yny &3 Sy v ey Sn)
der Zustand mit der Hyperfunktion ¥
W (1, Y1 811 -1 Tny Yny Zns S5y o=y Sp)
=P (— &, —Yyy — &y +ovy — Ay — Yny — Znj Sqs - -1 Sp)- (23)

Dies geht daraus hervor, daB ein Nordpol in einem Spiegel zu einem
Stidpol wird: | ¥ (2,, ..., Zs; ;s ..., S| gibt die Wahrscheinlichkeit an,
daB das v-te Elektron an der Stelle z,, y,, #, mit dem Drehimpuls in der
Z-Achse s, (= 1+ 1) gefunden wird. Dem entspricht im zweiten Ko-
ordinatensystem, dafl das v-te Elektron an der Stelle — z,, — ¥y,, — 2,,

aber ebenfalls mit dem Drehimpuls s, (in der Z'-Achse!) gefunden wird.
Hieraus folgt

| W @y vy 205 Sy ooy S P = | T (— 2y, oy — 205 Sy -y S) |5 (282)

womit (23) bis auf die ,Phasen“ bewiesen ist, durch weitere Versuche
beweist man sie miihelos ganz.

Das Energieeigenwertproblem lift also folgende Operationen zu:

I. Vertauschung aller Koordinaten beliebiger Elektronen. Indessen
wird dies uns hier nicht mehr interessieren, da wir uns auf antisym-
metrische Liosungen beschrinken.

II. Weiter ist mit ¥ auch Ox¥ eine Losung des Eigenwertproblems.
IIL. Zuletzt ist mit ¥(x,, ..., 2,5 S;, ..., 5,) auch

P(—oy, .oy —&n; Sy --ny Sp)
Liosung.

Da die Operationen von 1., II., TII. vertauschbar sind, kann man sie
der Reihe nach einzeln betrachten. Die Darstellung, die den Operationen
von I. entspricht, ist immer die antisymmetrische.

Die Darstellungen, die denen von II. entsprechen, sind natiirlich die
Darstellungen der dreidimensionalen Drehgruppe. Wir sahen, daf bei
Elementen mit ungerader Ordnungszahl die zweideutigen, bei geraden
Elementen die eindeutigen auftreten. Die Dimension der Darstellung
bezeichneten wir mit 2§ 4+ 1 und j war die innere Quantenzahl.

§ 12. Die Operation von III. war auch Substitution des Problems
Hy(, ..t = Ay (,, ..., ,). Wir nannten in F' die Funktion y
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normal oder gespiegelt*, je nachdem der Substitution von III. die Matrix
(— 1% oder (— 1!+1) entsprach. Bei unserem jetzigen Standpunkt ist
es zweckmifiger, eine andere Unterscheidung einzufiihren, nimlich die
Terme in positive [der Operation III. entspricht die Matrix (1)] und
negative [mit der Matrix (— 1)] einzuteilen. Die richtiggestellte ** Aus-
wahlregel von F lautet dann (I @ndert sich um + 1 oder 0): positive
Terme kombinieren nur mit negativen, negative nur mit posi-
tiven. FEine Hyperfunktion hat positiven oder negativen Charakter, je
nachdem der Term, aus dem sie entstanden ist, diesen oder jenen Charakter
hatte. Die gesperrt gedruckte Auswahlregel gilt auch bei Beriicksichtigung
der Elektronenmagnete streng. Es verschwindet nimlich etwa

> JxIW(x1, e 805 Sy ey ST @y, e, B Sy e Sy, (24)

S1y -y 8

wenn sowohl ¥ wie P positive, oder beide negative Hyperfunktionen
sind. Man sieht dies leicht ein, indem man fiir die #,, y,, 2, die Variable
— %,, — Yy, — 2, einfithrt.

Wir wollen jetzt die Wirkung eines schwachen magnetischen Feldes
in der Z-Achse betrachten. Dieses zerstért die Symmetrie II. unserer
Diiferentialgleichung, so daf sie nur die Achsensymmetrie in der Z-Achse
behilt. Da die irreduziblen Darstellungen der iibrigbleibenden Gruppe
samtlich von der Dimension 1 sind, spaltet der 2j 4 1-fache Eigenwert
in 2§ 4 1 einfache Terme auf. Wir haben 2j + 1 Eigenfunktionen, die
sich bei der Drehung um die Z-Achse um den Winkel « bzw. mit e—#is,
e—t—ne . ¢ti® multiplizieren. Der Term, dessen Hyperfunktion sich
mit ¢!m* multipliziert, hat die magnetische Quantenzahl m.

m #ndert sich bei einem Ubergang nicht, wenn die Strahlung in der
Z-Achse polarisiert ist. Betrachten wir ndmlich das Integral

[6,@n T =7 (25)

von einem um den Winkel ¢ verdrehten Koordinatensystem, d. h. bilden
wir das Integral

’—--, ' '
IOmzqum.qu"ml = J,
wo I eine Drehung um die Z-Achse um den Winkel & ist, so finden

wir dafiir ~
Izqume""m“?,'n: gm'e — J'. (25a)

* Diese Einteilung ist mit der Laporte-Russellschen in ungestrichene und
gestrichene identisch.
** Z7.8. f. Phys. 45, 601, 1927.
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J muB bis auf das Vorzeichen gleich J' sein (da die Darstellung Og
orthogonal ist), dies ist aber nur der Fall, wenn m — m' ist, sonst muB
J = J' = 0 sein.

Bei einer Strahlung, die in der X Y-Ebene polarisiert ist, muB sich
m um 1 dndern. Die Integrale

[@+ip)®n®n wd [ (2, —iy) TuTp (251)
verschwinden némlich beide, wenn |m — m’'| = 1. Daher verschwindet

dann auch J'xl T, %,;,, und J‘ 9, T a,’n, Damit haben wir die Auswahl-
regeln fiir die magnetische Quantenzahl.

Jetzt ist es auch sehr leicht, die Regel 45 =— 0, 4 1 herzuleiten.
Betrachten wir den Ubergang von j zu j', wo etwa j =J + 2 seien.
Die 2j'+1 Eigenfunktionen von der inneren Quantenzahl j' seien W’ ;,
Pty ..., Ty, die 2§41 von der inneren Quantenzahl j seien ¥_,
¥_ji1 - P Daj =i+ 2, existiert vom Zustand P kein Uber-
gang (weder in der XY-Ebene, noch in der Z-Richtung polarisiert) zu
irgend einem ¥,. Die Integrale

[ @o+ By + yo . B) = 0 (26)
verschwinden also bei beliebigem o, 3, y alle. Es gilt dies also auch fiir
die Integrale

’ ! ! ,--/l 5
[@oet v+ 2. 00%,. O5®; = 0 (26)
mit beliebigem R, also auch
’ ' ' ' 26 b)
[ o+ By + 7o) ®, 05 = 0, (
da ja die Ox %P, Linearkombinationen der ¥, sind und umgekehrt. Nun ist
Ox®j = 2 Dy )T, (26¢)

J—
was mit D;; () multipliziert und tiber R integriert

———
[ D2y @) 0. W) = cW; (26 d)
ergibt. %
Multiplizieren wir also (26b) mit D;; (%) und integrieren iiber R,
so erhalten wir*

[@ant By+ya®,w =0 @7)
Ein Ubergang mit |j' —j| = 2 kommt also nicht vor, § #ndert sich

um O oder +1. AuBerdem zeigt man leicht, daB ein Ubergang von
J = 0 zu j = O nicht vorkommt.

* Da (26b) identisch in ', 8, y' gilt, konnen wir sie bei der Integration
konstant halten,
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§ 13. Hiermit haben wir also gesehen, daf die Auswahlregel fiir
die magnetische Quantenzabl m, fiir die innere Quantenzahl j und die
nLaportesche Regel® auch bei Mitberiicksichtigung der Elektronen-
magnete gilt. Zu beachten ist natiirlich, daB die Beriicksichtigung der
Elektronenmagnete bei ganz hohen Geschwindigkeiten nicht ganz korrekt
sein diirfte, worauf wir schon in § 11 hingewiesen haben. Immerhin ist
es bemerkenswert, dal uns keine einzige Durchbrechung dieser Regeln in
irdischen Lichtquellen bekannt ist.

Wenn H, im Verhiltnis zu H, klein ist, so gelten auch die Regeln
fir die Anderung von 7 noch gut, auch gilt dann das Verbot der Inter-
kombination verschiedener Multiplettsysteme. Bei den normalen Serien-
spektren, die also aus (im Sinne von F') normalen Termen bestehen, gilt
die Auswahlregel 41 = 41 noch streng, da eine Durchbrechung dieser
Regel gleichzeitig die Auswahlregel fiir j oder die Laportesche Regel
verletzen wiirde.

Leicht zeigt man auch die einfachen Summensitze, die in F (18)
und * vorkommen und die genau gelten, wenn man 7 durch j ersetzt.
Sie regeln das Verhidltnis der Intensititen der verschiedenen Zeeman-
komponenten derselben Linie. Man findet diese Formeln auch bei
M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan ** und bei P. A. M.
Dirac®##,

Dasselbe gilt vom Verschwinden des linearen Starkeffekts und den
Formeln fiir den quadratischen, die in F' Punkt 18 gegeben sind. Diese
gelten also — entgegen der dortigen Annahme — streng bei beliebigem
Multiplettsystem, wenigstens solange die Aufspaltungen nicht allzu groS
werden. Zu beachten ist natiirlich, da8 auch # bei den ungeraden Ele-
menten halbzahlig ist. Zusammenfassend kann man also sagen, daB ein
linearer Starkeffekt nur im Falle der zufilligen Entartung (Wasserstoff-
atom) auftritt und das die quadratische Aufspaltung nach der Formel

AE = (A + Bm?) & (28)

vor sich geht, wobei 4 und B von Term zu Term verschiedene Kon-
stanten sind. Es ist bemerkenswert, daf diese Formel bei beliebigen
Kopplungsverhiltnissen in Strenge gilt (im Gegensatz z. B. zu der
Landéschen g-Formel), allerdings kann man den Wert der Koeffizienten
A und B hier nicht angeben.

* 7S. f. Phys. 45, 601, 1927.
** Ebenda 35, 557, 1926.
*#% Proc. Roy. Soc. (A) 111, 281, 1926.




Explanation of Some Properties of Spectra of the Spinning Electron. Part II 151

94  J. v. Neumann und E. Wigner, Zur Erklirung einiger Eigenschaften usw.

§ 14. Wesentlich komplizierter ist die Ableitung der Summensitze,
die sich auf das Verhiltnis der Intensitdt verschiedener Linien eines
Multipletts beziehen. Sie gelten nur, wenn die Multiplettauispaltung
klein ist, und man muB zu ihrer Ableitung auf die Uberlegungen zuriick-
greifen, die wir zur Ableitung des Aufbauprinzips der Serienspektren an-
gewendet haben. Auch erfordern sie die Kenntnis einiger mathematischer
Formeln, die in der Literatur nicht vorkommen und die einfach hinzu-
schreiber nicht angingig erscheint. Ahnliches gilt von den Landéschen
g-Formeln. Wir mochten daher die Behandlung dieser Fragen auf den
,dritten Teil“ verschieben.

Gottingen und Berlin, Februar 1928.




Zur Erklarung einiger Eigenschaften der Spektren
aus der Quantenmechanik des Drehelektrons.
Dritter Teil

J.von Neumann und E. P. Wigner

Zeitschrift fur Physik 51, 844-858 (1928)

(Eingegangen am 19. Juni 1928.)

Es wird — ausgehend von der Losung der spinfreien (aber die spin-Freiheitsgrade

der Elektronen beriicksichtigenden) Differentialgleichung fiir ein Atom, d. h. der

Schridingergleichung, in der die magnetischen Momente der Elektronen nicht ein-

gefilhrt sind — die erste Niherung fiir die Eigenfunktionen mit Spin abgeleitet.

Hieraus ergibt sich die Landésche g-Formel, die Burger-Dorgeloschen Summen-
sitze usw.

Dritter Teil.

§ 1. Nach dem im ersten Teile dieser Arbeit* gegebenen Programm
sollen hier diejenigen GesetzmiBigkeiten der Spektren besprochen werden,
die bei Mitberiicksichtigung der Elektronenmagnete nach der Quanten-
mechanik nicht mehr streng, sondern nur, wenn die Multiplettaufspaltung
klein ist, gelten. Hierher gehort vor allem die Landésche g-Formel,
von den Burger-Dorgeloschen Summensitzen diejenigen, die das Ver-
hiltnis der Intensititen verschiedener Linien eines Multipletts regeln
(wihrend die Sitze, die das Verhiltnis der Intensititen der einzelnen
Zeemankomponenten einer Linie regeln, streng gelten und in 1I besprochen
worden sind #¥), und schlieflich die Intervallregeln. Was die Intervall-
regel anbetrifft, so ist es bekanntlich bei unserem unrelativistischen
Standpunkt nicht moglich, die richtige absolute GriBe dieser Aufspaltung
herauszubekommen ; und nachdem die Berechnung mit Hilfe der Formeln
des § 2 elementar ist, mochten wir auf eine nihere Ausfithrung ver-
zichten.

Von bisherigen Untersuchungen iiber diese Frage ist zunichst die
Arbeit von W. Heisenberg und P. Jordan®** zu nennen, die den
Fall von Dubletts und die von P. A. M. Dirac **** die allgemeine Multi-
pletts behandelt. Indessen sind beide Arbeiten unter der Voraussetzung
geschrieben, dafl wir es mit einem Leuchtelektron zu tun haben, das sich

* ZS. f. Phys. 47, 203, 1928; diese Arbeit soll als I zitiert werden. Der
ebenfalls hiufig benutzte zweite Teil (ebenda 49, 73, 1928) als II, eine etwas
dltere Arbeit des einen von unms: ZS. f. Phys. 48, 624, 1927, als F.

** Sie sollen trotzdem von einem etwas anderen Standpunkt aus noch ein-
mal kurz besprochen werden.

*x% 78. 1. Phys. 87, 263, 1926.
**4% Proc. Roy. Soc. 111, 281, 1926.
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unter dem Einfluf eines geladenen und mit einem magnetischen Moment
behafteten Kerns, des ,Rumpfes“, bewegt. Wir werden diese Annahme
nicht machen, sondern das Atom regelrecht als Mehrelektronenproblem
auffassen. Wir mochten bemerken, daB der hier eingeschlagene Weg
nicht der eleganteste ist, durch den man zu den erwihnten Regeln gelangt.
Wenn wir doch diesen wihlen, so geschieht das, weil dieser Weg der
naheliegendste ist und bei der Berechnung anderer Griofen auch immer
beschritten werden kann. Wir berechnen nimlich zuerst die ,erste
Niaherung* fir die Eigenfunktion und dann mit ihrer Hilfe die fraglichen
Matrixelemente. Es zeigt sich, da man dabei keine Integrale wirklich
auszuwerten hat.

Um auch eine andere Methode zu zeigen, sollen mit ihrer Hilfe die
»streng giiltigen Summensitze“ nochmals abgeleitet werden. Wir méchten
empfehlen, zuerst den mathematischen Anhang etwas anzusehen*.

§ 2. Die erste Ndaherung fiir die Eigenfunktionen. 1In II
gingen wir von einem Eigenwert der spinfreien Differentialgleichung aus,
der die azimntale Quantenzahl ! und die Darstellungseigenschaft gegen-
iiber der symmetrischen Gruppe (Vertauschen der Elektronen) z hatte.

Die dazu gehorigen Eigenfunktionen seien 9,; (x,,..., ), so daf
! SN . LN l u '
P‘X d’,u;(lu ten ln) - '4"#'{(11’ ER ‘n) -_ ZDv,u (m) wv';(ll) ey tn) (1)
>
(wenn % eine Drehung ist und 13, ..., v, aus v, ..., v, durch diese Drehung

hervorgeht) und
Pg w,xtC(ral) CERS) 1'azn) = YPyu¢ (tp ce by) = 2 A;C (@) 11);“, (raly LY ran ) (1 a)
n

wenn & die Permutation der Zahlen 1, 2,...,n in die Zahlen «,, o, ..., &,

ist. Aus jedem dieser (..., bildeten wir dann 2» Hyperfunk-
tionen, und zwar war

w;t'g‘tl,...,’ln(rli“'irn’ S TRERY) s$p) = 0, (2)
wenn nicht 8, = 7,, §; = 7,,..., 8, = 1, und
%;zl,...,xn(l'u ey Ty Tyy ey Ty) = ¢,,§(f1, ceey 1"n)' (23‘)
Dies war der Inhalt des § 1 in IL

* Die 2!+ l-dimensionale Darstellung der Drehgruppe bezeichnen wir mit
(Diz (ER)), wo % und A2 von — bis -4~/ laufen. Um bei den hiufig vorkommen-
den Summationen die Summationsgrenzen nicht immer explizite hinschreiben zu
miissen, bestimmen wir, daB wir unter Di 20 wenn |x| > oder || >, die Zahl O
verstehen. Dadurch ist es moglich, die Summationen immer von — oo bis oc aus-

zudehnen, so da wir nur in §5 an einigen Stellen auf die Grenzen der Summation
achten miissen.




154 Applied Group Theory 1926-1935

846 J. v. Neumann und E. Wigner,

Dann bildeten wir in II alle antisymmetrischen Linearkombinationen
der Yutey,.onzy Tas e ees Yoy Spy oo vy Sp)- War insbesondere I — 0, so ist
g = 0 und die antisymmetrischen Linearkombinationen seien

2J.l-rm (11)"-1 ’Cn,Sl,...,Sn)-— chmé';zl,...,zn %;11,...,1,, (lp---’lm su---ysn)

{zy. ..ty
:ZZCmC;sl,...,sn¢oC(r1x-'-’Yn)x (3)
<

wo wir zur Eindeutigkeit die Darstellungseigenschaft z der v, ; gegen-
iber der symmetrischen Gruppe noch als oberen Index bei Cpy; s, ... 2,
hinzufiigen *. Solche antisymmetrischen Linearkombinationen hatten wir
n —2z-+ 1, m soll daher von — (}n —2) bis ;n — 2 laufen. Die
n— 2¢ + 1 Hyperfunktionen von (3) mufiten zu einem Term mit
j = 1n — 2z zusammengefalt werden, so daf wir annehmen konnen, daB

2
m die magnetische Quantenzahl ist. Aus der Orthogonalitit

E j.lp‘m i:i“.'m = Opm’

Ty Ty

folgt
Ezomc;zl,...,1nzom’§;'rl,...,1n = 6mm'~ (4)
T1.--Tp

«

¢
AuBerdem ist nach dem Vorangehenden

OR P (X, oy T Spy v Sp) = E, D O) W (¢ o V05 Sy ey S,
und mit Hilfe von (3) in II: "
OR W (Yyy -y T Spy - oy Sp) :zlgzzs" e S b oy P(Tyr e Vni Sy S1)
folgt hieraus durch (3) #*:

z . Yon—z =z
E Oy, .y Tp; 010050, Cmg;ol,...,un-:zl)nigm ~‘Cm’;;¢1,...,rn. )
01...0p m'

Nun gibt aber (3) nicht nur im Falle von I = 0, sondern natiirlich
immer alle antisymmetrischen Hyperfunktionen. Diese sind also

Dy (ru ceey Uny Ty ee Ty) = 2 zCk‘g; Ty een Ty wx;‘ (rp B rn)’. (6)
S

wo fiir die 2Cy¢s), ..., -, Gleichungen (4) und (5) gelten. Aus diesen @y,
miissen wir nun Linearkombinationen bilden, die sich bei der Operation Og

* Die szC;zl, ey T,
hingen. Wir bevorzugen auch sonst immer das Ausschreiben aller Indizes und
Argumente, weil dies zwar die Formeln etwas verlingert, dem Leser aber viel
unnotiges Nachdenken erspart.

#* Die Formeln (4) und (5) werden wir im folgenden o6fters verwenden.

sind dann reine Zahlen, die nur von ihren Indizes ab-
J
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nach irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe transformieren. Wir
bilden zunichst

09{ ka(rlly ] r;l; Tyreen tn) :20’11, e Tpi 01y ...,Gn(gn)'gpkz(rp---y rn;(jp .. -16n)

01...0,

z(Y . o
—_— 2 Za’h'"’"n;“h--'v”n (vki;ol,...,on'lpx;(ll:---: Ln)
01...0, &

= S DT R %0y, w Bt (5 e or ) ™

T e Tp
wegen (5). Dies ergibt nunmehr mit Riicksicht auf (1):
OER Dy, (rir ceey r’;l; Tys o "n)

< llon—z ! | |
—_ Z E—Dk'zk zCk’L_';‘tl,...,1nDz’zwz’i_'(1'l’ RS 1';1)

;k/ g
—_ E 2 S;c’-{v-z',k' (%’n-——z, Z)EZ_}_Z,L.(-}n—z, l) _DlLv +u kAt
Kz
.@krzv(f’l,...,Y;z;‘[],...,‘l}n), (73,)
wegen (III) im Anhang und (6). Wenn wir fir x = m — &k und fiir
%' = m' — k' setzen, erhalten wir nach Multiplikation mit sJ, und
Summation iiber % unter Beachtung von (II) des Anhanges:
09( % S'Z;Lk @k’ m—k — E D',’;,/'m (9?) % szzlkl Qk', m—k (8)
ml r

Die Funktionen
q’fn (1‘1,...,1‘”; Typeeny Tp) = ? ank (%"’_51 )] q’k,m—-k
= ? sznk(%n — 4 l) zokc;zln"-:tn wm-kyc (rl’ ) rn) (9)
s &

sind also antisymmetrische Hyperfunktionen, die sich nach irreduziblen
Darstellungen der Drehgruppe transformieren, sie bilden die gesuchten
ersten Naherungen fiir die Eigenfunktionen, wenn die Wirkung der
magnetischen Momente der Elektronen klein ist und als Stérung be-
trachtet werden kann.

Formel (9) gibt auch das Vektorzusammensetzungsmodell wieder,
da aus ihr unmittelbar hervorgeht, da8 j von |l — jn + 2| bis1 4 3n —2
laufen kann. Wir wollten diese Formel ableiten, da mit ihrer Hilfe
Matrixelemente in der hier betrachteten Ndherung im allgemeinen ein-
fach zu berechnen sind.

§ 3. Einige streng giiltige Formeln. Wir wollen zuerst die
streng giiltigen Summensitze auf einem etwas anderen Wege, als in F
und II ableiten. Wir bezeichnen das innere Produkt, also bei Hyper-
funktionen :
> j.f(xl, s 23Sy ST By ey 2 Sy, oty Sy) Ay . A2y,

<8y

8140
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wie in II mit (f,g). Dann ist die Ubergangswahrscheinlichkeit vom
Zustand ¥, in den Zustand ¥,,, wenn man die magnetischen Krifte
vernichlissigt, durch das Quadrat von

Unm = (P XoTm) (10)
gegeben, wenn wir fir

xl..i_....l_xn:Xl

?/1+"'+yn:X2J (11)

&+ o+ o = X,
setzen. Wir haben auBerdem, wenn 9t eine Drehung ist:

O X, W == X, O s, (12)

wo X, aus X, durch die Drehung R hervorgeht, also X, — 2 Rop X

ist*. Bezeichnen wir (¥, X§ ¥,,) mit U, B, so ist

Uit = 2 Rap Unbyry

E Umm’ Umm' — %’ 5)chﬂ SRazﬂ’ mm' U'mfn' (13)

— % Unb Unk.
Da Og ein unitirer Operator ist, ist zudem
Uy = (O By O Xo W)
= = Dim Dismt @y Xa B (14

wegen (12). Erheben wir d1es zum Quadrat und summieren iiber & von
1 bis 3 und itiber m', so gilt

2 | U:Lm' I2 2 E D u m' 'Dwgmﬁ{”m’ U U”a

am'

!
Y m'

= 2 2 Dym -Dxm Uyu’ ~1"“a, (14:&)
' ve
wegen der Orthogonalitit von (Df;"m:).
Integrieren wir dies iiber alle Drehungen 9%, so erhalten wir wegen
der Orthogonalititsbeziehungen der Darstellungselemente (siehe z. B. F,
Formel 1b) und (13):
¢ 2 |Unw | = ¢S 3 [ uie P, (15)

u au

* Wir bezeichnen hier die Matrix der Drehung R durch (R, ), weiter gehore
¥, zu einem Term mit der inneren Quantenzahl j, ¥, %u einem mxt der Quanten-
zahl g
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d. b. die Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten in allen Richtungen,
die zum anderen (j') Term fiihren, ist unabhingig von sm. Dies ist die
urspriingliche Gestalt der Summensitze. Hatten wir unsere Uberlegungen
nicht auf Hyperfunktionen, sondern auf einfache Funktionen angewandt
und Py an Stelle von Oy geschrieben, so hitten wir die Summenregeln
von F' erhalten.

Es scheint bemerkenswert, da (15) die Auswahlregeln fiir die innere
bzw. azimutale Quantenzahl mit enthilt, wenn man diejenige fiir die
magnetische Quantenzahl als bekannt voraussetzt. Nehmen wir nimlich
J =< j—2 und setzen in (15) m — j, so verschwindet die linke Seite,
da m hochstens den Wert j annehmen kann. Hieraus folgt, daf auch die
rechte Seite von (15), d. h. simtliche Ubergangswahrscheinlichkeiten ver-
schwinden.

Wenn man die magnetischen Krifte der Lichtanregung nicht ver-
nachlissigt, so haben die Ubergangswahrscheinlichkeiten eine etwas andere
ehA k0
2pc 2mide
Vektorpotential ist und wir haben noch ein Glied, das von den magne-
ehd
dmpc

Gestalt. An Stelle von ¢€g; steht dann P, — , wo U das

tischen Momenten der Elektronen herriihrt P, — ;. Im allgemeinen

]
ist P, viel viel griofer als P, <gr63enordnungsmﬁﬁig V%—) und fiir P,
v

d. b. fiir die Matrixelemente (¥, P, ¥y,) leitet man die Summensitze
gevau wie fiir (¥, X ¥, ) ab. Die Beobachtbarkeit einer Abweichung
wegen P, ist umso weniger zu erwarten, als die Auswahlregeln fiir j
— bei denen allein eine so feine Priifung moglich wire — auch fiir
P, gelten.

§ 4. Die Proportionalitit der Aufspaltung mit der magnetischen
Quantenzahl m gilt auch bei beliebigen Kopplungsverhiltnissen. Das
Zusatzglied in der Hamiltonschen Funktion, das einem Magnetfeld in
der Z-Achse entspricht, besteht nimlich aus zwei Teilen. Der erste Teil
rithrt von der Bahnbewegung der Elektronen her und lautet

heD 7} 0
B, = 4w62<”ka‘y7“~’km>’ (16)
wo ¢ und g Ladung und Masse des Elektrons sind. Der zweite Teil des

Zusatzgliedes riihrt von den magnetischen Momenten der Elektronen her
und lautet

__ hed
H, 47:@02 & (16a)
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Sie ist durchaus von der GroBenordnung von H,. Leicht zu berechnen
sind die Matrixelemente

Z1 = [¥n, (H1 + %Hz) qu]- (17)
Verstehen wir ndmlich unter R eine infinitesimale Drehung um die
Z-Achse um den Winkel A ¢, so ist

091?13",”(50;,...,,e,',;tl,...,rn)—_—ei(’1+"‘+‘n)§A“.Wm(xl,...,z,l;zl,...,tn) (18)
wegen (3), (4) und (4a) in II. Dabei gilt fiir
T = xp — Aoy

Y = Y+ dawz, (18a)
= 2;“

so daf man (18) auch schreiben kann

’ ’
Oﬂzp.m(xla-")zn; '517“-;1711)

’ ’ d r ’
—_—[1 +1 E:rk-%da][l +da §:<xkdi,—yk———, ]."P‘m(xl,...,z,,;tl,...,tn)l
3 P yr =~ Ox

4x 1 . '
:{ +ida e g <HI+EH2)}wnz(x1,---yzn;tu-","n)

(19)

Es ist also
OSR 1 he&j

ida dmuc

1
(#,+ 5 7)o = @, (192)

da aber
O ¥, = eimde P, — (1 +imdo) W,

ist, haben wir

1
<H, +§H2>?P‘m = e@ i, 20)
so daf fiir
heéj heH
7. — |1 X
z, (Ifm, - p'm> Trus™ (17a)

in der Tat die Aufspaltung des normalen Zeemaneffekts folgt.
Die Berechnung des zweiten Teiles des Zusatzgliedes

he nhe@

8ruc

1
Z2=<2P‘m,§Hazp. ) E(Ifmytkqu) (Fm,zqum) (21)

gestaltet sich merkwiirdigerweise sehr komphz1ert, wenn man streng
rechnet, d. h. nicht die Naherungsformel (9) benutzt. Wir berechnen
zuerst

091‘51 T (I;,...,T;,; 71""7‘5”) = 2 a‘tl,...,in;ol,...,anﬁlzp'm(rp'“: Tas 611'"161&)

01...0n
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und dies ist wegen

2 &'gl,...,-gn; Olyenny an(gt) qurm(rli ) 1‘.;1; Q15--+3 Qn)
01-+:0p
:2&91’\__., Oni O1r- -y dn(gt) Z-Dm’m (9?) Dy (1‘;, ey T Q151 0n)

- 2“911 3 0piU1yeeey Un@t)Ea'Ju 2 O3 My ---"‘n(ge)wm(rl""’r'"r;vl""’v")
Q..

—q‘.m(l'l?""lﬂ’ 17 1611)
gleich
-’ 0’ .
Omtl 2-p.m(lli y Tny Tyye ey 111)
S I
- 2“71)'-'y1n;011- - 0, 6 Ezagb )@n)ah B} n mm z'I"’m'(l17 n?@u‘";@n)y
01...0p Q1. n'm

worin man die Summation wegen (4) in 1I

Ozyyoiy Ty 01y .oy 0, = Bz g - Ozyqy - - Or,q,

iiber g6,, d;,..., 6, direkt ausfithren kann und erhalt
’
ORTy (X1 - v vy Tni Tyye e -y T)
—_— pe ./ oy
== 2 2 Gz, 0y Glaglotpm'mqrm'(lli o3 Tnj Q1) Tgy- vy Tn)

g1, 01 m’
szqum’mzpm'(r'l:---:r;z; Q]ytm"rr'n) (22)
m' o
mit .'lJ.,e == 2“&;06&@0’
ag
X_y_;=—cosf Z_1,= e sinf
% —; = e*sin f %, = cos f.

Da der Summationsbuchstabe g in (22) nur die beiden Werte 7, und — g,
anzunehmen hat

Ont, T (ty,..., ty; Tyreeoy Tn)
:me'm(“i ﬁ: ?)[7:1 cos ﬂ -qur(l‘l, sy Uny Ty Toy e ey Tn)
ml
+eénesin . Wiy, ...,y — 1, Ty, .., Tp))- (23)
Nun ist
(zp‘mrtl 2-l:"m) = (O‘ﬂq“m: Om‘l:qum)

— 2 szu m‘m ?p‘mll (rl’ ) l‘n; 'L'l, ceey fn) (233)

mlltl 1

(z,cos BT, (rl,...,rn,r,,r,,..,rn)+e—z‘naSinﬂifm, (Tgreees Tni =Ty Tare 1 T))
Nun ist (F, S.640) D¢, (o, B, ) = cos f und Dz, (o, B, y) = —reite S-_in_ﬂ.
2

Setzt man dies in (23a) ein, so kann man wegen IITaff. des Anhanges
iiber alle Drehungen integrieren. Die Integration ergibt auf der rechten Seite

St (3, 1) 8hm Gy 1),




160 Applied Group Theory 1926-1935

852 J. v. Neumann und E. Wigner,

so dal man den Faktor sJ (j,1) = __ (V des Anhanges) aus-

Vi Vei+1
klammern kann und der Klammerausdruck unabhingig von m wird.
Auf der linken Seite steht (¥, , 7, ¥),) mit einer Konstanten multipliziert.
Hiermit ist also bewiesen, daB auch Z, proportional zu m ist. Es folgt,
daf die Termaufspaltung des Zeemaneffekts bei kleinen Feldstirken mit m
proportional ist, d. h. die Zeemanterme bei beliebigen Kopplungs-
verhdltnissen #quidistant sind.

§ 5. Landésche g-Formel. Fiir den Fall, daB die Multiplett-
aufspaltung klein ist, d. h. die Wirkung der Elektronenmagnete fiir die
Eigenfunktionen in erster Niherung zu vernachlissigen ist, konnen wir
mit Hilfe unserer Formel (9) auch Z, berechnen und miissen dann, wenn
wir den Wert fiir Z, aus (17a) entnehmen, fiir Z, + Z, die Landésche
g-Formel erhalten.

Auch hier scheinen wir etwas weiter ausholen zu miissen. Denken
wir in (5) die Abhingigkeit von den drei Eulerschen Winkeln o, §, ¥
eingeschrieben und differenzieren wir (5) nach y. Wir erhalten

1 .
. 2” gy T3 01y O 3 0, + -+ 06n) -“Cmg;al,...,an
1... n

= %}Dm:mm.zcm';;zl,...,zn} (52)

multiplizieren wir dies — um das a von der linken Seite wegzuschaffen —
mit &, ...z e,...,0, Und Summieren wir tiber z,...7,. Wenn wir dann

noch mit ?Cpt.q,, ... o, multiplizieren, erhalten wir
1 2R
.9-(91 +”' +Qn) zcmé';@h"-:l’n mE; 015 .- 0p

== 2 2 -Dm'mma'zl,...,'tn;gl,...,gn sz’g;rl,...,zﬂ "Cmt;el,...,gn'

m T...T,

Summieren wir dies iiber g, ..., und benutzen rechts wiederum (5)

';' 2 (@14 -+ o0 |zafn'§;€'n---.(’nla
ql...@n

2 2 Dm'mm-D.m"m zém"t;fl, . sz’C;'tl, e Tyl
Ty Ty mym'’
was schlieBlich wegen (4) und iiber alle Drehungen integriert wegen der
Orthogonalititsrelationen der Darstellungselemente
%E@ ?Izoﬂ:(‘;;el.....qnlz (91 +"'+9n) =m (5b)
1+++0n

ergibt.
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. . heH
Betrachten wir also Z, — Sz . (?Ifm, (Ty++1p) ’Fm) und setzten

fir ¥, (9) ein, so haben wir*

2 J. %} S‘;,;Lk (7‘, Z) zCki_‘; Tiy v ey Ty wm—k, e
Y

TL... Ty

~; LA ~
. (1:1 + e + ’En) ’glsmkl (r, l) "Ckl;l;,th‘“,,tnzp.m__kl"gl’
)

worin wir die Integration wegen der Orthogonalitit der ¥ ausfiihren
konnen (sie ergibt dzr.d;p), und wir haben

Bruc : g
Z2 —yl' - 2 2 s}’nk (7‘1 l) Smrk (1‘, Z) IzCk;';tl,...,'r |2 (fl + s + ‘Kn)
hc‘g) Ty .. Ty kL n
=23 shi (n ) Fnr (n D k. (24)
k

Wir wissen aus dem vorangehenden § 4, daB Z, proportional zu m
ist. 'Wir konnen also

s 0 ) Fnk (R D k=1 Gy Ty m (25)
fiir |m| < j schreiben. Fir |m| > j ist dagegen natiirlich
S st () S (k= 0. (253)
k
Bilden wir jetzt
mf () = > Shie (1, 1) S (D B
j=m j

Hierin konnen wir mit Hilfe von (II) des Anhanges die Summation iiber j
ausfithren. Nach ihr ist

> st (r, D) () = 1, (1)
j=m

wenn |k| < r und |m — k| <1, sonst natiirlich 0. Wir erhalten folglich,

DDl He D= k=" iy,

j=m

so da8

Srun =Ll lironth gy,

j=m

* Wir setzen der Bequemlichkeit halber » fir 1/, n — 2.
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wird. Setzen wir fiir m jetzt m 4 1 und ziehen die so entstandene
Gleichung aus (25b) ab, so erhalten wir

Ef(Jl I,7) _Ef(szxr) = f (m,1,r)
j=m j=m+1

_ m—=14n(lt+r—m+1) m+1—1+7r)0+4r—m)

- 2m o 2(m+ 1)

_omm A1) =104+ 1) +r(+1)

- 2m (m 4 1) !

wie man leicht verifiziert. Fithren wir diesen Wert fiir £ in (24) ein,
so erhalten wir fir Z,

gy 128 5§+ D=1+ D +rE 4D
Bruc 5 G+ 1)
so daB wir fiir Z, 4 Z, mit (17a)
e [ GGED—I0EDFre+ D] .
s 1 %G+ D J» @
d. h. die Landésche g-Formel erhalten. (Siehe z. B. E. Back und
A. Landé: Zeemaneffekt und Multiplettstruktur der Spektrallinien.

Berlin 1925. S.41, Formel (20"). Dort steht J — 1 fiir unser j; K — 3
fir unser ! und R — ; fiir unser r — 3 — 8).

m, (24a)

Z,+Zg=m

§ 6. Wenn zur Ableitung von (26) viel Rechnung notwendig
erschien, so ist es umso angenehmer zu sehen, da man die Summensitze
im wesentlichen schon sieht, wenn man die entsprechenden Ausdriicke
aufgeschrieben hat.

Wir betrachten zwei Terme der spinfreien Differentialgleichung.
Die Eigenfunktionen des einen seien ¢ (x,, ..., v,), er habe die azimu-
tale Quantenzahl | und gehore zur Partitio #, die Eigenfunktionen des
anderen Terms seien ¢y (,, ..., 1), die azimutale] Quantenzahl sei 7,
die Partitio ebenfalls #, da sonst die Ubergangswahrscheinlichkeiten in
der hier betrachteten Ndherung iiberhaupt verschwinden. Wir bezeichnen
das Integral

f s Xe By = Ul Oy, @7
wo X, in (11) definiert ist. Der spinfreie Summensatz besagt dann, daB
S U U = ¢, (15a)

d. h. unabhingig von g ist.
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Die erste Niherung (9) fir die Hyperfunktion mit der inneren
Quantenzahl j und der magnetischen m, die aus dem ersten Term entsteht, ist

% Sg;r.k (r, 1) zCk;‘; LTI Ym—r, ¢ ("11 ceg b)) = gﬂm (9 b)
5

Fir die Hyperfunktion, die aus dem zweiten Term entsteht und die
Quantenzahlen j',m' hat, haben wir
>3 s (1) Oy U =t (- 1) = Wl (OB)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist also das Quadrat. von
Vimmt = 2 [ W Xo Tl

Ty, Ty

— J oo . 2 20
- 2 Eﬁmk o)) °{n'k' (7, 7') . 'th; Tiyeun 1,,_'Ck’C';11, .- _“wm— k';‘Xa Ymr—p'ey

Tyeea 2y KEEY

oder wegen (27) und (4)
Vinsw = 3 Unp i hi (D) s (1) (273)

Die Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten vom Zustand j, m in
alle Zustinde j', m' in allen Richtungen X, Y, Z ist

: o Tra
Sjm - 2 ij, i'm' ¥jm,j'm'

aj'm’
= 2 D Ui nstmi—ie STA) - S (1) - Shia, 1) st (1), (28)
a]’m' o I
worin aber die Summation iiber j° wegen (II) des Anhanges leicht aus-
zufithren ist. Wenn man fir ¥ == m + n und m' = m + 9 + 7’ setat,

erhilt man
Sim = =3 U Uyt Shym 40 00 Sy m 40 (1), (282)
was wegen (15a) o
Sjm = ¢ ; om0 (D) Fnm gy () (281)
Dies ist aber nach (IV) des Anhanges
Sim = ¢ Znsf;,, a1 ) = ¢ (29)

wegen (IT) des Anhanges. Die Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten
ist also unabhingig von j und m.

§ 7. Hiermit schlieBen wir unsere Rechnungen ab. Man sieht, da8
man ohne besondere Miihe fast beliebig viele Zusammenhinge zwischen
Ubergangswahrscheinlichkeiten und dergleichen herstellen kénnte. Wir
glauben, daf es niitzlich ist, die streng giiltigen Gesetze von denen ab-
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zusondern, die nur bei gewissen Kopplungsverhiltnissen gelten, da nament-
lich die Priiffung der ersteren zur Entscheidung fiir oder wider die Not-
wendigkeit und Art von Zusatzgliedern geeignet erscheint. Sonst kam
es uns hauptsichlich darauf an, die Theorie der qualitativen Struktur der
Atomspektren zu einem gewissen Abschlu8 zu bringen.

Anhang.

Es sei (Df. »(R)) die 214 1-dimensionale Darstellung der drei-
dimensionalen Drehgruppe, (D}; (%)) die 27 4 1-dimensionale. Die Ma-
trizen (1L, ;. (R)) mit

M, 10 R) = Doz ). Dior ()
bilden dann offenbar auch eine Darstellung, und zwar eine (21 + 1) (21’ 4 1)-
dimensionale, die aber nicht irreduzibel ist. Wir konnen seine irre-
duziblen Bestandteile aber leicht bestimmen. Die Spur von (I, 1 (R))
ist das Produkt der Spuren von (D ) und (D,: ), also, wenn @ der Dreh-

winkel ist,
! v 140

J
2 elzg 2 ey — 2 2 ethep,

r=—1  A=—1 ==t 1=~j
D. h. die irreduziblen Bestandteile sind je eine Darstellung (Df, ) Wo j
von |l —1'| bis 1 4 I' in ganzzahligen Schritten lauft. Es muf daher
eine Matrix s;;1 ;, existieren, die ([, ;) in die Form
‘Dhv-=rl 0
0 D|'—"l+1...0

bringt. Fithren wir zur Charakterisierung der Drehung R die drei
Eulerschen Winkel &, $, y ein, so kinnen wir setzen (F, (10))

Dil (a, ﬁ, ‘)}) - eiﬁa dl/; (ﬂ) eﬁ-r_
Fir die s, ;, gilt dann

x' ) o "] ] :
12"“” X e d; (B) duw (B) A+ Y8y 5 = S5, ju Ve, (B) 677,
»

Wenn wir darin die Glieder mit gleicher Abhéngigkeit von ¢ und y ein-
ander gleichsetzen, erhalten wir unter anderem

S, jo =0 fir 144 F
Wir bezeichnen also s;, 4, mit

Saw, jv = Si’vz 5z+z', vy ()

; DDy s u—28:0, 1) = sl 1) D, @

was
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ergibt. Aus der Orthogonalitit von s, ;, folgt
2 Suu, jvg'xx', jr = 0,20, 2[37.].', jv gli.', i = 6jj' 0.
Jv Al

Dies ergibt, zusainmen mit (A), wenn man 4 + 4’ = % + »' = pu bzw.
v = v setzt:

S ELGT) = 0.0 DshaNFE 1) = 8. @D
j 2
Wenn man dies mit (I) kombiniert, erhalt man schlieBlich
DDy umr = 28, (, 1) 8,0, 1) DI, (III)
J

T DDy = e a GO F iz, 1 Di g 1er (a)
In (I), dT), JII) und (fIIa) sind die sJ; (1, ') reine Zahlen, die nur von
ihren Indizes und Argumenten abhingen.

Wir wollen noch bemerken, daB es — da die komplexe Phase der
linken Seite von (IIT) gleich der komplexen Phase eines jeden Gliedes
der rechten Seite (nimlich v + wy) ist — maglich ist, die s, 7,7y alle
reell anzunebmen. Dann erhalten wir, wenn wir etwa in ([Ila)
A = A’ = O annehmen, mit T)£+x',0 multiplizieren und iiber alle
Drehungen integrieren,

[ Do Dio Do = eshyw, L(L1) sy O, T).

Weiter kinnen wir sf, (I,1') = s{, (I',1) setzen und erhalten unter
anderem , ; ,
Sw, (W) = by o @), (IV)

Fir den Fall I' = 1 wurden diese Formeln schon angegeben *.
Dort findet man auch fiir die Koeflizienten s

1/ — _ P_ 2
Sf:-ll,z(l» 1) = _M. Si,xl 1) = V %

V2iy21+1 Viver+ 1’
—1 Vi—x—1Vi-x Viex+1Vien
S, I.l e i e S_’_’,l = —_—
+1,x (1) Veiy21+1 =12 (b1) V2iyi+1
. 2 . View+ 1Yi—n
S, 1,1 == —=e——————, S, " ],1 _ == (V)
%e (1) Viver+1 +x(hD) V21yi+1

Viex+1 Vi—x+2 44

Cgrig gy — YD
‘/21“‘1‘/21.‘_2 ! Z, 7% \"? =

Vis1y21+1’

sti.on =

V1+x+1 Vl+x+2.

l+1
% % l, - )
St D) V2i+2 V21+1

* E.Wigner, ZS. f. Phys. 45, 601, 1927.
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oft sind auch die Koeffizienten fiir ' =  wichtig*:

St (D) = Menes, St 0, 1):‘/’_“"_““_%;
v V2i+l S T VD)

Vl-%'*'fl" 141 ]+,¢+_

S = gy S0 Vv—oﬁ

Sowohl bei (V) wie bei (VI) verschwinden alle iibrigen s.

Goéttingen und Berlin, Juni 1928.

* Bs ist Dif?, 1y, = @, .- Siche I.

Fehlerberichtigung.
Im ersten Teile dieser Arbeit * kommen bedauerlicherweise mehrere Druck-
und Schreibfehler vor.
S.206 Zeile 7 von oben steht +; richtig: 4 1,

S.206 Anmerkung * steht ]——; richtig: _he
e 4 me

S.209 Zeile 8 von oben steht @y o; richtig: Q-

S.210 Anmerkung * steht [ = 1, 2, ...; richtig: ¢ = 1, 2, ...

S.211 Zeile 5 von oben steht { m,)sl} ; richtig: { ﬁbh} .

S.214 , 14 " " fm_?’m_l; richtig : fm—x, m—1-

S.214 , 6 , unten , 2; richtig: E

S.215 , 3 , oben , cos®™72 1, 2. richtig: cos?™ V1), B,

b

$.216 , 8 , oben , qeos?T11,8; richtigz ) e™P.

m=—-,;-(f]—1)

.216 , 16 , , ., 0 richtig: £¢°

217 " 5 " " " Ny; riChtig: Uy,
217, 3 ., . >t michtig: > 7,

* 7S. f. Phys 47, 203, 1928.

S
S.217 , 8 , unten , ﬂ:—g—;richtig: ﬂ:%
S
S




Uber die Struktur der zweiatomigen
Molekelspektren nach der Quantenmechanik

E.P. Wigner und E. E. Witmer*

Zeitschrift fiir Physik 51, 859-886 (1928)

Mit 3 Abbildungen. (Eingegangen am 23. Juli 1928.)

Die Struktur der Molekelspektren wird mit Hilfe der gruppentheoretischen Methode
behandelt. Im ersten Teile (§1 bis 9) werden — nach Aufstellung der ersten
Néherung fiir die Eigenfunktionen — die Auswahl- und Intensititsregeln und die
Aufbauregel einer Rotationsbande behandelt. Im zweiten Teile (§ 10 bis 15) wird
die Aufbauregel der Elektronenterme des Molekiils gegeben, indem es durch Zu-
sammenfithren von zwei Afomen entstanden gedacht wird. Es werden so die-
jenigen Elektronenterme des Molekiils gleichzeitig ins Auge gefaBt, die dieselbe
Bandenkonvergenzstelle haben.

§ 1. Wir wollen im folgenden die Struktur der zweiatomigen
Molekelspektren, wie sie sich aus der Quantenmechanik ergibt, mit Hilfe
einer Methode darstellen, die schon frither zur Analyse der Atomspektren
verwendet worden ist**  Diese scheint uns erstens eine einheitliche
Behandlung der hier auftauchenden Fragen zu gestatten und ergibt
zwangslidufig alle RegelmiBigkeiten, Auswahlverbote oder nicht ganz
normale Typen von Spektren.

Von bisherigen Untersuchungen iiber die qualitative Struktur ##*
dieser Spektren sind in erster Reihe die grundlegenden Untersuchungen
von F. Hund**** zu nennen, der auf halb quantenmechanischem, halb
korrespondenzmifigem Wege diese Frage zu losen versucht hat. Besonders
wichtig erscheint uns seine Idee von der adiabatischen Zusammentfiithrung
der Atome zu einem Molekiil, auf die sich unser Vektorzusammensetzungs-
modell griindet. Durch die Franck-Condonschen Ideen iiber die Be-

* Fellow of the National Research Council (U. S. A.) and the International
Education Board.

** B.Wigner, ZS. {. Phys. 40, 492, 883, 1927; 48, 624, 1927, im folgenden
als F zitiert; J. v. Neumann und E. Wigner, ebenda 47, 203, 1928; 49, 73,
1928; b1, 844, 1928, als I, II, III zitiert. — Es wird hier keine Vollstindigkeit
angestrebt. Der Zweck ist vielmehr, nach dem Aufschreiben der ersten Niherung
tir die Eigenfunktionen — woraus eigentlich alles herzuleiten ist — nur einige
uns besonders wichtig erscheinende Regelmifiigkeiten anzufiihren.

**% Dije Arbeiten von L. Mensing, ZS. f. Phys. 36, 814, 1926; E: Fues,
Ann. d. Phys. 80, 367, 1926; 81, 218, 1926; H. Rademacher und F. Reiche,
Z8. {. Phys. 39, 444, 1926; 41, 453, 1927; R. de L. Kronig und I I. Rabi,
Phys. Rev. 29, 262, 1927, beschiftigen sich in erster Reihe mit den Termen eines
mehr oder weniger idealisierten Modells.

*%% B Hund, ZS. f. Phys. 86, 657, 1926; 40, 742, 1927; 42, 93, 1927; 43,
788, 1927.
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deutung der Bandenkonvergenzstelle * erhilt der ProzeB der Zusammen-
fihrung der Atome bzw. Trennung der Molekel in Atome einen unmittel-
baren physikalischen Sinn. Weiter méchten wir die Arbeit von R. de
L. Kronig ** erwihnen, die einige unklare Punkte in der Hundschen
Theorie aufgeklirt bat. Von W. Heisenberg*** stammt die Erklirung
der ausfallenden Linien und des Intensititswechsels in Banden mit zwei
gleichen Atomen. Eine Begriindung erfuhren die stillschweigenden
Voraussetzungen dieser Arbeiten durch M. Born und J. R. Oppen-
heimer®*** die unmittelbar gezeigt haben, warum man die Kernbewegung
in erster Ndherung vernachldssigen darf; diese Arbeit gab den unmittel-
baren Anlaf zu vorliegendem Aufsatz. Vor einigen Tagen schlieflich
erschien eine Ankiindigung einer Arbeit von J. H. van Vleck und R. S.
Mullikeny iiber die Grofe der sogenannten ¢-Typ Dubletts, so daB

* J. Franck, Trans. Faraday Society (1925); E. Condon, Phys. Rev. 28
1182, 1926.
** R.de L. Kronig, ZS. f. Phys. 46, 814, 1927.
#% W, Heisenberg, ebenda 41, 239, 1927.
*%¥% M, Born und J. R. Oppenheimer, Ann. d. Phys. 84, 457, 1927.

+ J. H. van Vleck und R. S. Mulliken, Bull. Amer. Phys. Soc. June 15,
1928, 8.13.

Wir haben diese Rechnung auch ausgefiihrt, indem wir zuerst die richtige
nullte Ndherung (7) fir die Eigenfunktion in die Schrodingergleichung Hy — Evy
eingefiihrt haben und damit die erste Niherung E = (y, Hy) fir den Eigenwert
berechneten. Diese ergab

’

oy B2 My My ( 4,2 P42
B = B+ [LQ+1)— 2] g A}im“f i dg,

(1 Rotationsquantenzahl, M, und M, Massen der beiden Atome), wo K, nicht mehr
von | abhdngt und die Energie der Elektronenbewegung und Kernschwingung
darstellt. Das reziproke Trigheitsmoment ist also

M,+ M, wi,;.cbz,;.d
M, M, zr 7
Die o-Typ-Aufspaltung tritt bei I7-Termen in der zweiten Niherung auf. Die

Aufspaltung fiir E; betrigt i IA I‘J L4 1)
n
> (@)
n E—E,,

n,

wo der Summationsbuchstabe n alle 3-Terme durchliuft, E",, die Energie des
betreffenden Z-Zustandes mit der Rotationsquantenzahl ! ist. Die Elektronen-
eigenfunktion, die zum n-ten X-Term gehort, sei @,. Dann ist
W M+ M, 1 ./ d¢ do
— N My M, Lo (2,09
n T 8x M, M, ijg‘fn(ﬂ”razr zrbxr)dy,
WO x,, Y, 2, die in § 4 ecingefithrten, die relative Lage des s-ten Elektrons
kennzeichnenden Koordinaten sind, deren Gesamtheit mit Z zusammen g ergibt.
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wir beziiglich dieser Irage auf diese Arbeit hinweisen zu diirfen
glauben.

Wir mochten schlieflich nicht unerwihnt lassen, wie wertvolle
Dienste uns die Arbeiten von R.S.Mulliken* geleistet haben und
Herrn Prof. F. W. Loomis fiir viele interessante Diskussionen und Be-
merkungen auch an dieser Stelle herzlich zu danken.

§ 2. Einteilung dieser Arbeit. Im ersten Teile (§ 3 bis 8)
werden wir die verschiedenen Typen von Termen und die zwischen ihnen
giiltigen Auswahl- und Intensititsregeln diskutieren. Im zweiten Teile
(§ 10 bis 12) werden wir ein Aufbauprinzip abzuleiten versuchen.

Bei der Ableitung der verschiedenen Typen werden wir uns zuerst
die Kerne auf einer Geraden festgehalten denken (§ 3 fiir ungleiche, § 4
fiir gleiche Kerne). Dann miissen wir aber zwei verschiedene Fille unter-
scheiden, je nachdem b) die Rotationsenergie grofer (§ 7) oder a) kleiner
als die Energie der Multiplettaufspaltung ist (§ 8 und 9). Dies entspricht
dem Falle b) bzw. a) von Hund und Mulliken. Molekiile aus leichten
Elementen (H,, He, usw.) sind Beispiele fiir den ersten, Molekiile aus
schweren Elementen (J,, Hg, usw.) sind Beispiele fiir den zweiten Fall.
Gliicklicherweise ist das Ubergangsgebiet sehr klein, da die Rotationsauf-
spaltung mit der Ordnungszahl fillt, die Multiplettabspaltung dagegen
ansteigt. Ist die Rotationsaufspaltung groB, so beriicksichtigen wir zuerst
diese (§ 6) und fithren danach die Elektronenmagnete, die die Multiplett-
aufspaltung bedingen, ein (§ 7). Ist dagegen letztere grof, so fiihren wir
noch bei festgehaltenen Kernen die Elektronenmagnete ein und beriick-
sichtigen erst dann die Rotation (§ 8).

Die Aufbauregel versuchen wir, wie gesagt, durch adiabatisches
Zusammentiihren der Kerne nach Hund zu gewinnen. Wir mochten aber
bemerken, daf wir zu mit den seinigen nicht ganz iibereinstimmenden
Resultaten kommen. Beziiglich der Benennung der Terme weichen wir
etwas von Mullikens Nomenklatur ab, da wir Namen wie azimutale
Quantenzahl, S, P, D usw. Terme, auch bei Molekiilen, nicht auf ganz
andere Begriffe anwenden wollen, als man sie gewhnlich bei Atomen

Die o-Typ-Aufspaltung der «/-Terme kommt erst in der nichsten Naherung zum
Vorschein, sie sollte also im Verhiltnis zur Aufspaltung bei I7-Termen klein sein.

Was die Lage der beiden entstehenden Terme anbetrifft, wurde in Tabelle 1
angenommen, daf die Summe («) negativ ist. Dies ist nur dann sicher, wenn
unter dem betrachtetem II-Term kein 3-Term — wenigstens desselben Multiplett-
systems — mehr liegt.

* R. S. Mulliken, Phys. Rev. 28, 481, 1202, 1926; 29, 391, 637, 1927;
30, 138, 785, 1927.
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anwendet. Im letzten Paragraphen geben wir eine vergleichende Tabelle
der heiden Nomenklaturen *,

Im folgenden denken wir uns in der Schrédingergleichung die
Schwerpunktskoordinaten schon absepariert; «,, 4, £,, ..., %y, Yn, 2 be-
deuten dann die kartesischen Koordinaten der Elektronmen, wofiir wir
auch v, vy, ..., v, schreiben, X, Y, Z bedeuten die Koordinaten des
M, M.

X, —=17Y,

einen Kerns, die des anderen Kerns sind dann —
M, M,

— —n—IlZ, wenn 1, und 3/, die Massen der beiden Kerne sind und wir
]
den Schwerpunkt in den Ursprungspunkt unseres Koordinatensystems legen.
Das Vertauschen der beiden Kerne bei Molekiilen mit gleichen
Kernen bedeutet das Ersetzen von X, Y, Z durch — X, — ¥, — Z.

§ 3. Betrachten wir ein Molekiil mit zwei ungleichen Kernen. Wir
sehen zunichst von der Rotation des ganzen Molekill ab und denken uns
die Kerne auf der Z-Achse fixiert, also X = ¥ = 0 angenommen. Das
Problem hat dann die Z-Achse als Symmetrieachse, jede durch Z gehende
Ebene als Symmetrieebene. Wenn wir also auch von den Entartungen, die
durch die Gleichheit der Elektronen bedingt sind, fir den Augenblick
absehen, ist die Symmetriegruppe eine zweidimensionale Drehspiegelungs-
gruppe. Sie hat (siehe F) zwei irreduzible Darstellungen vom Grade 1,
bei beiden entspricht einer reinen Drehung einfach die Matrix (1), d. h. die
Eigenfunktion ist achsensymmetrisch. Bei der einen entspricht auch
einer Spiegelung diese Matrix, bei der anderen die Matrix (— 1). Alle
anderen Darstellungen sind vom Grade 2. In ihnen entspricht einer
Drehung um den Winkel y die Matrix

eil‘y 0

<O e‘“’) W
einer Spiegelung in der ¥ Z-Ebene die Matrix

0 1

(0 o) (12)

so daB jeder positiven ganzen Zabl A eine Darstellung entspricht: A ist
der Drehimpuls der Elektronen um die Kernverbindungslinie, soweit er
von ihrer Schwerpunktsbewegung herrithrt. Bei Termen, die zu einem
der beiden ersten Darstellungen gehoren, sagen wir, daf 1 = O ist, und

* Wie uns Herr F. Hund freundlichst mitteilt, schligt er in einer demnéclist
erscheinenden Arbeit fast genau dieselbe Bezeichnungsweise vor, die wir hier ver-
wenden.
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den zweiten der beiden Darstellungen unterscheiden wir noch durch einen
Strich an der 0'. Die verschiedenen Arten von Elektronentermen sind also

benannt mit 1=20,0,1,23,4, ... (2

Zieht man noch die Gleichheit der Elektronen in Betracht, so hat jeder
Term noch eine Darstellungseigenschaft der symmetrischen Gruppe gegen-
iiber, diese Darstellung bezeichnen wir mit 2.

§ 4. Bei einem Molekill mit zwei gleichen Kernen kommt zur be-
trachteten Symmetriegruppe noch die Spiegelung in der X Y-Ebene hinzu,
die ganze Gruppe ist das direkte Produkt dieser Spiegelung mit der vorhin
(§ 3) betrachteten Gruppe. Da in den beiden Darstellungen der einfachen
Spiegelungsgruppe einer Spiegelung die Matrizen (4 1) und (— 1) (beide
Darstellungen sind vom Grade 1) entsprechen, entstehen aus jeder der
vorhin beschriebenen Darstellungen zwei Darstellungen unserer ver-
groBerten Gruppe. Wir erhalten sie, wenn wir denjenigen Operationen,
die keine Spiegelung in der X Y-Ebene enthalten, dieselbe Matrix wie
in § 3 zuordnen, denjenigen, die eine solche Spiegelung enthalten, ent-
weder auch diese Matrix oder die mit — 1 multiplizierte Matrix zu-
ordnen. Im ersten Falle erhalten wir die Darstellungen, die wir mit

0+, O'+, 1+, 2+, e (23.)
bezeichnen ¥, die des zweiten Falles bezeichnen wir mit
0_,0_,1_,2_, ... (2a")

§ 5. Wenn A nicht O (besser gesagt nicht 0 oder 0’ bzw. 0, 0,
O_ oder 0_) ist*# konnen wir die beiden Eigenfunktionen, die zum
selben Elektronenterm gehoren, mit

Q4,22 vy, ooy ) und @ (2, vy, .., 1) 3)
bezeichnen. Ist 1 aber O bzw. 0', so haben wir nur je eine Eigenfunktion
Qo(Z, ¥yy s t) bzW. @ (Z, vy, ..., Tp) (Ba)

Wir konnen in (3) und (3 a) neue Koordinaten einfiihren, nimlich erstens
die gegenseitige Konfiguration der Elektronen und Kerne, wofiir wir den
Buchstaben g setzen und zur Bestimmung der Lage dieser Konfiguration
im Raume etwa den Winkel 4, den die r, Z-Ebene mit der Y Z-Ebene

* Diese entsprechen den ,in den Kernen symmetrischen* Eigenfunktionen
von Hund, die O_, 0., 1_ usw. den ,in den Kernen antisymmetrischen®.

*% Wenn wir von A sprechen, oder wenn wir 4 als Index von Eigenfunktionen
benutzen, verstehen wir unter 4 immer das ganze Symbol von (2) bzw. (2a), (2a').
Wenn dagegen Z in einer Formel als Zahl vorkommt, bedeutet es nur den Zahlen-
wert von 4, den man also erhilt, wenn man das Komma und die - und — weglift.
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einschlieBt. Wenn wir also @+ 3 (Z, 1y, ..., 1) = @+, (y, 9) setzen und
den Zustand um den Winkel y’ um die Z- Achse verdrehen ¥, erhalten wir
Prosa(y +9,9) = e @iy +9,9) = @2 (,0). (4
Wenn wir g = 0 und fiir 4" wieder y setzen, ergibt dies
Pz, (7, 9) = F 27 @4, (g). (4a)
Die Eigenfunktion des in der Y Z-Ebene gespiegelten Zustandes
sei @, dann ist wegen (1a)
P2 =¢_1 und Q_,; = @42 3)
wenn 4> 0. Sonst ist

60 = @, und 60: = — Qy'- (5 a.)

§ 6. Wir nehmen nun an, wir hitten den Fall b) vor uns,

d. h. Rotationsenergie grof gegen Wechselwirkungsenergie der Elektronen-
magnete. Dann miissen wir jetzt die Rotation des Molekiils beriick-
sichtigen und die Kerne nicht mehr an der Z-Achse festhalten, sondern
ihr Azimut ¢ und Polabstand 8 in die Wellenfunktion einfiihren. Gleich-
zeitig erhoht sich die Symmetrie unseres Problems, indem wir nunmehr
eine dreidimensionale Drehspiegelungsenergie haben. Diese Tatsache
reicht hin (wie wir sehen werden), um die Abhingigkeit von ¢ und 8 zu

bestimmen. Wir haben namlich, wenn % die Drehung mit den Euler-
schen Winkeln ¢, 8, y ist #*

Payy' (o By7,9) = 91°(0,0,0,9) = )DL, (a, B 9)- (ot Bu7r9)- (6)

woraus

¥ @ By 9) = 2D (@ B,7) 91 (0.0,0,9) (6a)
folgt. Fir & = 8 = 0 wollen wir aber wegen (3) und (4a)

wjtl 0,0, 7 g) = e~ ity Py,2 © + ce“"P—, 2(9)
mit vorldufig beliebigem ¢ haben. Es folgt hieraus
W @B 9) = Dz (@ B,9) 94,:9) + ¢ Dy~ (@ fr7) 9—,2(6) (B1)

fir die Eigenfunktion mit der magnetischen Quantenzahl g, der azimu-
talen I (Rotationsquantenzahl) und dem Elektronendrehimpuls 4. Ist

*D.h Pgry(Z 1y, ..., r,) bilden, mit R = Drehung um die Z-Achse um
den Winkel y' (siehe I und II).

** Wir erinnern uns aus F, daB bei dreidimensionaler Symmetrie jeder Term
eine azimutale Quantenzahl hat und fithren hierfiir den Buchstaben [ ein. Dieser
Term hat 27+ 1 Eigenfunktionen, zu ihrer Unterscheidung filhren wir » ein:
» lauft von — ] bis 4 {.
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A =0, so ist das zweite Glied auf der rechten Seite von (6b) weg-
zulassen. o, f3, y, g stehen fiir X, Y, Z, x,...2,: es sind a, f3, y die
Eulerschen Winkel, durch die X, Y, Z, z,, ..., #, so verdreht wird, daB
Y'=X'= = 0 wird, g ist die gegenseitige Konfiguration der
Teilchen.

Zur Bestimmung der Konstante ¢ miissen wir die Spiegelungs-
symmetrie unseres Problems heranzuziehen. Unter der Spiegelung im

Ursprungspunkt verstehen wir das Ersetzen von X, Y, Z, z,, ..., #, durch
—X,—Y, —Z%Z, —=, ..., —&,. Wir konnen dies erreichen, wenn

wir in (6b) fir @y ; und @_ ; wegen (5) @_ ; und Q4,2 fire, B,y
aber w + o, x — f, ® — p setzen. Fiihren wir dies in (6b) aus, so
erhalten wir *

U (o By, 9) = @A (m—f)e—E=D g_, ()
+ ce—tu(@+ @) dfl’ ) (Tt _ ﬂ) eil(n -9 ‘P+,Z (g)
= (- Iy+2femivad, 5 (B) e 1 (g) + ce— e dl 1 (B) e~ 4T g 4 (g)],
das letztere wegen
dur (m— B) = (— 1)+edl _,(B).
12—

. > —1 4 1 . Sy 7 2
Da bei positiven Termen w, ~ = 1 . bei negativen ¢, = = — y}

sein muf, sind die beiden richtigen Linearkombinationen von (6 a)**
(abgesehen vom Normierungsfaktor)

Wt = Dl B9 9+,:0) + (— D'+ 2D, 1 (@, B,9) o—,2 (0} )

Y T 7
Wi = Di () 9s,1(0) — (— !4 D, 2 (e B, ) 9,1 (9). 1 “

Wenn 2 = 0 oder 0’ ist, fallt das zweite Glied in der Klammer weg,
und wir erhalten bei A — O fiir gerade ! nur positive, fiir ungerade 1
nur negative Terme, fiir A = 0’ umgekehrt fiir gerade I negative, fiir
ungerade ! positive Terme.

Haben wir es mit einem Molekiil aus zwei gleichen Atomen zu tun,
so miissen wir noch bestimmen, ob die Eigenfunktionen (7) in bezug auf
Vertauschung der Kerne symmetrisch oder antisymmetrisch sind. Zu
diesem Zwecke miissen wir X, Y, Z durch — X, — Y, — Z ersetzen,
was wir so tun konnen, daB wir zuerst @ in der Ebene senkrecht zur

* Hier bedeutet also das Uberstreichen die Spiegelung im Ursprung. Dies
ist eine etwas andere Transformation, als sie R. de L. Kronig (l. ¢.) benutzt
hat. Sie hat den Vorteil, dafi sie offenbar in die Symmetriegruppe des Molekiils
gehort, wihrend R. de L. Kronigs Transformation nur bei kieiner Rotation mog-
lich ist (wir vermeiden auch seine Mittelung iiber ).

** Vgl. die Formel von R. de L. Kronig, Lec.




174 Applied Group Theory 1926-1935

866 E. Wigner und E. E. Witmer,

Kernverbindungslinie spiegeln, bei Termen (2a) #ndert dies michts, bei
(2a’) gibt dies einen Faktor — 1. Dann ersetzen wir y durch x + 9,
was einen Faktor (— I1)* ergibt. Diese Operationen lassen X, Y, Z un-
gedandert, ersetzen aber z;, y;, #; durch — x;, — y;, — #;. 'Wir miissen
also noch das Ganze im Ursprungspunkt spiegeln, was bei positiven
Termen den Faktor 1, bei negativen den Faktor — 1 gibt. Die Eigen-
funktion ist also symmetrisch in den Kernen, wenn sie z. B. der Spiegelung
im Ursprungspunkt gegeniiber positiv ist, wir einen A,-Term haben

Ungleiche Herne Gleiche Herne
-0 7 2 3 ¢ -0 7 2 3 4
A A
0y + +- X
7 5 g ) sy
04— 35
0 - - P +
z 174 x * 5
; e 7 et T,
7- +——t- - JC
2+ +—+ w44
2 + 4
2- et —t-A
Is -+ 3¢ .B.,.
K] r +
5 3- bt B
1 | ! [ H ! 1 ! ! 1
Tt 7w 2w M g
x kombinrert nur mit x kombiniert nur mit |
] . . o X 1 « X
x ,

1 rox
A2=0, £7, 4r=0,+ 7
Fig. 1.

und 4 gerade ist. Fehlt eine gerade Anzahl dieser Voraussetzungen,
dann haben wir eine symmetrische, wenn eine ungerade Anzahl nicht
zutrifft, eine antisymmetrische Eigenfunktion. Obwohl wir noch die
Spinkoordinaten der Elektronen einfithren miiften, wollen wir die ge-
wonnenen Ergebnisse in der Fig. 1 zusammenstellen® Jeder horizon-
tale Strich reprisentiert einen Typ von Elektronenschwingungstermen,
links davon die Darstellungseigenschaft des Elektronenterms § 3 und 4,

* Die Figur gilt natiirlich genau fiir Singuletts.
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! bedeutet die Rotationsquantenzahl, positive Terme sind durch X, nega-
tive durch | angegeben®. In den Kernen symmetrische sind nicht weiter
bezeichnet, in den Kernen antisymmetrische durch einen kleinen Strich
unter dem X oder | . Die Auswahlregeln, die auch bei Hinzunahme der
magnetischen Momente der Elektronen streng gelten, sind: positive Terme
kombinieren nur mit negativen, negative mit positiven. In den Kernen
symmetrische bzw. antisymmetrische Terme kombinieren nur unter sich.
Die Regel 71 = + 1 oder O gilt nur bei kleiner Multiplettaufspaltung,
was wir allerdings im Falle b) voraussetzen konnen. Die Regel
A4 = 11,0 gilt nur, solange auch die Rotationsaufspaltung klein ist,
praktisch ist sie gut erfillt**. Der horizontale MaBstab ist in der
Tabelle natiirlich verzerrt und entspricht nicht dem energetischen, dieser
ist vielmehr 7(7 + 1) und ist unten aufgetragen.

Wir schreiben noch die Bandentypen auf, wie sie sich aus dem
Vorangehenden (7) ohne weiteres ergeben und auch aus der Tabelle (ab-
gesehen vom Verbot 0 <> 0') abgelesen werden kinnen.

Ungleiche Kerne.

0«>0 P und R Zweig
0 <«> 0 Nichts ”
0'<> 0 Pund R

0,00 <«>1 P, Qund R "
l(——))« P,.P, Q,Q; RqRa "

Z(——)/:—}—l P’_Py Q’Q) RiR) ”

Gleiche Kerne.

0. <> 0, 0_ <> 0_ Nichts (Ausfall der reinen
0, <> 0} 0. <> 0. Rotationsschwingungsbanden)
0, <> 0_ 0, <> 0. P und R Zweig
0, <> 0, 0_ <> 0" Nichts
0, <« 0_ 0_ <> 0} "

0,0, <> 1, 0_,0_ <> 1_ P, @, R Zweig

0_,0_ <> 1, 0_,0_ «>1_ Nichts
ey <> A, I <> i_ ”
by <> L_ o<, P,P, @,Q, R,R, Zweig
by <> (A4 1)_ e <> (L4 1), Nichts .
A’+ <> (2' + 1)+ ;‘— <> (}‘ + 1)— -P1 P’ Q? Q'I RvRa ”
* Unter positiven bzw. negativen Termen verstehen wir also — ebenso wie

bei Atomen — solche, deren Eigenfunktionen sich bei der Spiegelung im Ursprungs-
punkt mit 4- 1 bzw. — 1 multiplizieren. Bei Atomen wird der Spiegelungscharakter
(siehe II) durch die Summe der Azimutalquantenzahlen I, 4--..4 ] der einzelnen
Elektronen bestimmt. Ist diese gerade, so haben wir es mit einem positiven, ist
sie ungerade, mit einem negativen Term zu tun.

#% Dije Auswahlregeln leitet man aus (7) leicht ab.
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Es tritt also bei gleichen Kernen die zusitzliche Regel auf, daf 4 .-Terme
mit A,-Termen mit 41 — +1 und A_-Terme mit A,-Termen mit
A2 = 0 kombinieren. Der Wortlaut dieser Regel stimmt mit dem
Wortlaut der Laporteschen Regel iiberein *, wenn wir 1 fiir 1 sagen, so
daB es naheliegend ist, alle Auswahlregeln, die hier auftreten und fiir die
Molekelspektren charakteristisch sind, folgendermafen zusammenfassen:
A @ndert sich bei einem Ubergang um 41 oder O, bei gleichen Kernen
ist bei 41 = + 1 nur der Ubergang von A, zu (A+ 1), oder i_ zu
(A+1)_, bei 42 = 0 von A, zu A_ mdglich; 0 <> 0 und 0' <> 0’
gibt P- und R-Zweig, 0 <> 0’ ist verboten, 0 <> 1 oder 0' <= 1 gibt
einen P-, einen Q- und einen R-Zweig; A <> 4 oder A <> 4 4 1 gibt
zwel P-, zwei Q- und zwei R-Zweige.

AuBer diesen gilt noch die Regel A1 = +1, 0, solange die
Multiplettaufspaltung klein ist (also praktisch immer), und die Regeln:
X kombiniert nur mit | bzw. | nur mit X, vollkommen streng.

Wenn der Kern keinen Drehimpuls hat, so fallen im Molekiil mit
zwei gleichen Atomen entweder die Linien X und | oder die Linien X
und | ginzlich fort. Im ersten Falle haben die Kerne Fermische,
im zweiten Falle Bose-Einsteinsche Statistik. Ist der Drehimpuls des

/ ..
Kerns Z—;: , 80 1st das Verhiltnis der Intensitdt der Uberginge zwischen

den in den Kernen symmetrischen Termen (zwischen X und |) zu der
Intensitat der Uberginge zwischen den in den Kernen symmetrischen

, Je nachdem die Kerne

., n42 n
T X und .
ermen (X und |) gleich m bzw )

Bose-Einsteinsche oder Fermische Statistik haben #*.

§ 7. Wir wollen noch die magnetischen Momente der Elektronen
berticksichtigen.  Die jetzt darzustellenden Verhiltnisse des Falles b)
sind bei allen Termen der leichten Elemente (etwa bis 4) und bei allen
> -Termen realisiert**. Wir kénnen nach II sofort sagen, daf, wenn
die Partitio des Terms (3) bzw. (3a) aus #-Zweiern und n — 22 — 27
Einsern besteht (n Anzahl der Elektronen im Molekiil), dann aus
einem Term mit I <<1ln — 2z — r die Terme mit den 21 1 inneren
Quantenzahlen j — r —1, r —14+ 1, ..., r 41, aus einem Term mit

* Trotzdem hat dies nichts mit der eigentlichen Laporteschen Regel zu tun,
da diese das Verbot von X <> X und | <> | bedeutet und bei ganz beliebiger
Wechselwirkung streng, wihrend diese Regel nur bei kleiner Rotationsaufspaltung
gilt. Eine dhnliche Regel hat F. Hund I. ¢, angegeben.

** F. Hund, l.c.
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I=>3n—2z=r die 2r 4 1-Terme mit den inneren Quantenzahlen

j=1—r,1—r+41,..., 1+ r entstehen. Auch die Eigenfunktionen
kénnen wir nach (9) von III leicht hinschreiben, indem wir

j z { . .
lp'{n (rp ey Uni Tyy oo ey r’n) = EL sfnk(r, ])"Cks;'tl, e Ty wm—k, £ ("17 L) ln)
s
fiir (7) einsetzen, erhalten wir:

]l/
(a!ﬂ177 ga t]; ey ‘E")
= kE st (07) [Dia (@ By ) 9%,2(0) £ (— '+2D5 5 (04 B,9) - 9.1 (9)]

z
M—K, €;Tyy ov0y T,

. ®)
; f’_ 1) zur Partitio z gehérenden Eigen-
funktionen ¢ haben wir den Index & eingefihrt* Ist 1 = 0, so fallt
der zweite Summand in der eckigen Klammer weg.

Das Termschema wird hierdurch schon reichlich kompliziert, man
muf sich z. B. bei einem Triplettsystem vorstellen, daB alle Terme der
Fig 1 (abgesehen von demen mit I = 0) dreifach werden. Beziiglich
der Intensititen miissen wir uns vor Augen halten, daB wir es hier —
ganz genau s0, wie in III — mit einem spinfreien Term mit der
Azimutalquantenzahl 7 und der Partitio 2z zu tun haben, alle in IIT ab-
geleiteten Regeln bleiben bestehen. Da wir indessen also z. B. bei einem
Triplettsystem schon aus einer Linie sechs bzw. sieben Linien erhalten,
die alle sehr nahe zueinander sind, wird die Multiplettfeinstruktur dieser
Banden schwer analysierbar sein**. Theoretisch kann man sie leicht ab-
leiten, wenn man sich nur das Gesagte vor Augen hilt, daB wir namlich
einfache Multipletts aus jedem der in Fig.1 angegebenen Terme er-
halten. In dieser Weise ergeben sich auch die Intensititsformeln.

Im Sinne von III ist nimlich die Summe der Ubergangswahrschein-
lichkeiten aus einem oberen Zustand (mit bestimmtem m, j und 1) in
alle unteren Zustinde mit vorgegebenem I' (simtliche m' und j) gleich
der Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten, die man berechnet, wenn
man die Elektronenmagnete nicht einfithrt und die von einem s und 1
ausgehenden ﬁbergﬁnge in ein 7', aber ebenfalls alle m', betrachtet.

Zur Unterscheidung der <Z> — (

* Beziiglich der Bezeichnung vgl. 1II.

** Gliicklicherweise sind immer pur die Linien mit &/} = 44 4 intensiv, wie
man sich mit Hilfe der Intensititsregeln bei mormalen Kopplungsverhiltnissen
(mit denen wir es hier eigentlich zu tun haben) (Summenregeln) leicht iiberlegt.
Eine Auswahlregel, die die Linien 4] = 4j verbieten wiirde, wie sie vielfach
angenommen wurde, scheint jedoch nicht zu existieren (siehe das Folgende).
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Um alle Intensititsverhiltnisse zu beherrschen, miissen wir also nur
diejenigen von Ubergiingen mit verschiedenen I und g in verschiedene I' und
p' berechnen. Dies leisten uns im wesentlichen die Hénl-Londonschen*
Formeln, die man mit Hilfe von (7) und einiger weiterer Formeln** leicht
ableitet.

Hiermit haben wir den Fall b) erledigt und gehen zu a) iiber.

§ 8. Ist die Multiplettaufspaltung gro8 der Rotationsaufspaltung
gegeniiber, so miissen wir zuerst die magnetischen Momente der Elek-
tronen beriicksichtigen und erst dann die Rotationsfreiheitsgrade der Kerne.

Wir gehen also von (3) bzw. (5a) aus und fithren die Spinkoordi-
naten s, ..., S, ein. Aus einem Term mit der Partition # entstehen
n—22+ 1 = 2r 4 1 neue antisymmetrische Terme *** mit den Dreh-
impulsen um die Kernverbindungslinie t —= + (@1 — ), + (A —r + 1),
...y (& 4+ r). Den Spinimpuls um die Kernverbindungslinie bezeichnen
wir mit %, er kann also die Werte —», —r 4 1, ..., r annehmen, der
gesamte Drehimpuls ist + = 4 (n + 4). Wir haben fiir die Eigen-
funktion #¥#

Fily

qji, 2 (71 Gy Sy o0y sn)- - 2 C:‘z:n, LTI oy € (pi, i (g) (9)

Die GroBe 5 durchlsuft dabei alle Zahlen von — r bis 4 7. Zu einem
Elektronenterm gehoren die in (9) mit + unterschiedenen beiden Eigen-
funktionen, Eigenfunktionen mit verschiedenen % gehdren zu verschiedenen
Elektronentermen. Wenn wir jetzt wieder die Rotation des Molekiils
beriicksichtigen, miissen wir zwei neue Koordinaten o und 8 einfiihren,
die Azimut und Polabstand der Kerne bestimmen. Die Symmetriegruppe
des Eigenwertproblems erhtht sich indessen zu einer dreidimensionalen
Drehspiegelungsgruppe, was wiederum geniigen wird, um die Abhingig-
keit von o und f§ zu bestimmen. Es gilt nimlich, wenn j die innere und
m die magnetische Quantenzahl ist und R die Drehung mit den drei
Eulerschen Winkeln o, §, y:

0 Ti** (g, By Ys 9581y eer Sn)

- EDiLv‘(“: [3) ?’)Qp'g;:lli(“r ﬁ! y,g;Sl,...,Sn) (10)

D e TS

- Etaslr ceaSpilty gty (06, ﬁ! 7) q‘r{:qli(o’ 0’ 07 g; tl’ RS t")’

tll vy ly

* Z7S. . Phys. 33, 803, 1925.

*+ Ebenda 45, 601, 1927.
*** Die Bezeichnungen sind wie in II und IIIL
#*%% Siehe III.
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WOraus . DI
g”fnnli(% ﬂx Y195 81 -0y Sp) = 2 tl)zm’(“’ ﬁ’ 7)

Yot ety
indt
sty et @ B D) TITEO0,0,0, 958, .., 6 (10a)

folgt. Setzen wir hierin ¢« = f == 0, so muf die Abhingigkeit von
Py 0y Sy - ++, Sp durch (9) gegeben sein. Wir erhalten also *

wﬁbﬂl(ai ﬂ: V958 -0y Sn)
= E Dza,l-}-n(“; ﬂ) 7) Aty vy Spstis ooty (e, ﬂ) y). qu,a;tl, ceaty ‘Pi—,).(g)

LN PO

+c"ﬁ.’".ly “Z_W(U"ﬁ’y) ash e 8p ity ety (Oﬂ,ﬁ,’y) C'z—ﬂy &l iy ‘Pa—,l(g)’ (1Ob)

was mit Hilfe der Formel (3) von IIT

21].{’?7.(“, ﬂ) Yy g3 80y Sn)
= 2 {jﬁfn,l+ 7 (2 ﬁ; 'Y) D;I’gﬂn—z(a, ﬁ, 7) Cz, 8581, vun Sy (P:-,). )

+ Cﬁzn, -2, —7 (e ﬂ) 7) D:ll,zﬁ;z(“) ﬂr 7) CZ, & 814 .ny 8y CPE—, Yl (g)} (lOc)
ergibt. Hierin missen wir noch ¢ bestimmen, was ebenso wie in § 5
mit Hilfe der Spiegelungssymmetrie unseres Problems geschieht. Wenn
wir namlich in ¥ die Koordinaten X, Y, Z, x,, ..., 2, durch — X, — Y,
—Z, — &, ..., — #, ersetzen, miissen wir, je nachdem der Term positiv
oder negativ ist, 4~ ¥ oder — ¥ erhalten. Anstatt das Vorzeichen der
Koordinaten zu dndern, kénnen wir auch ‘P:—, 2 und goa_, » durch @ ; und

@, 1, auberdem o, B, y durch w + o, w— B, x — p ersetzen. Wir er-
halten (abgesehen vom Normierungsfaktor) #*

ind £
Zp'i:’ (e, ﬁ» 7’79;31,-“7511)
- =) r z g
- 2 {Dmal+71DF‘1’7 O.u: E 81y vy 8y (P+,l(g)
su

+ (— 1)f+"+2'5z," —2 -—aD;,—q C:, &80 e 8y ‘Pe—,l(g)' (11)

Diese Formel gilt auch fiir t = 94+ 1 = 0 oder y = 0. Fiir L =0
gilt sie hingegen nicht, was aber fiir uns nichts ausmacht, da wir es bei
= O immer mit dem Falle b) zu tun haben.

§ 9. Bevor wir zur Aufbauregel iibergehen, wollen wir die
Auswahlregeln der Uberginge zwischen Termen vom Falle a) berechnen.

2

* 051 05t e by ist nur fir £ 4 ... 4 t, = 7 von O verschieden.

* —
SNn—2z=r
2
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Wir haben das Integral
[l T x (12
auszuwerten, wenn wir mit X?® das Moment
(X3 =2, + -+ 2, + Z. Kernladungszahl)

bezeichnen. Fiir X3 konnen wir auch >, Dj, (o0, By ) Xg" setzen, wenn wir
14

unter X; die Momente im Koordinatensystem verstehen, der auch zur Be-
schreibung von g dient. (Seine Z-Achse lduft durch den Kern, seine
X Z-Ebene durch das erste Elektron, sieche § 5.) Setzen wir (11) in
(12) ein, so lassen sich die auftretenden recht langen Ausdriicke auf-
fallend leicht berechnen. Aufler den bekannten Auswahlregeln (45 — + 1
oder 0; 44 = =1 oder O; usw.) erhalten wir no¢h die: 49 = 0,
was dem Ausfallen sehr vieler Linien Rechnung tragt*.

Wir wollen noch die erhaltenen Resultate kurz zusammenfassen.

1. Ungleiche Kerne. Im Falle b), also bei leichten Elementen und
allen X-Termen, wird ein Feinstrukturterm bestimmt durch den Elektronen-
drehimpuls i, der die Werte 0, 0, 1, 2, 3, ... durch die Azimutal-
quantenzahl 7, die nur ganzzahlige Werte O, 1, 2, ... annehmen, durch
den positiven bzw. negativen Charakter und durch die innere Quanten-
zahl j, die alle Werte |l — 7|, | —7|+ 1, ..., 1+ r annehmen kann.
Mit 27 + 1 ist die Multiplizitst des Terms** bezeichnet, so daB j bei
Molekiilen mit ungerader Elektronenzahl halbzahlig ist, bei gerader
Elektronenzahl ganzzahlig ist. Die Auswahlregeln sind bei der Tabelle 1
fir 4, I und Spiegelungscharakter beschrieben, fiir j gilt 45 — 41, 0,
wie immer. Auch die Intensititen sind, wie im Falle normaler Serien-
spektren, die sie auch in Hinsicht der Multiplettstruktur sind.

Im Falle a), also bei II-, 4- usw. Termen schwerer Elemente,
wird ein Term durch den Elektronendrehimpuls 4, der alle ganzzahligen
Werte (bei II-Termen 1, 4-Termen 2 usw.) annehmen kann, durch das 7,
das von — r bis -+ r lduft, durch die innere (Rotations-) Quantenzahl j,
die die Werte |2 4 x|, |A + 5| + 1, |A + 7| + 2, ... annehmen kann, und
durch den positiven bzw. negativen Charakter des Terms bestimmt. Die
Auswahlregeln sind /4 = + 1, 0, positive Terme kombinieren nur mit
negativen und umgekehrt, /9 = 0 und 4§ = +1 oder 0.

Bei den Kombinationen vom Falle a) zum Falle b) (X — IT- Uber-
ginge bei hoheren Elementen) gelten nur die Regeln 45 = 11, 0;

* Diese Regel ist schon bekannt (sieche Zitate in § 1).
** Also im Singulettsystem » — O, im Dublettsystem r — 1/, usw.
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A4 = 11,0, und daB positive Terme nur mit negativen und umgekehrt
kombinieren. In den Diagrammen findet man gewdhnlich noch einige
Linien punktiert angegeben, diese sind jedoch keine verbotenen Ubergsnge,
auch wenn man die Rotations- und Multiplettenergie als klein annimmt,
sondern nur solche, deren Intensititen sich bei der Berechnung als
verhaltnismifig klein herausstellen.

2. Molekiile mit gleichen Atomen. Fir Molekiile mit zwei
gleichen Atomen gelten zunichst alle Regeln, die soeben angegeben
worden sind, natiirlich ebenfalls. Es kommen nur einige weitere
Auswahlverbote hinzu, die darauf beruhen, daf Terme, die in den Kernen
symmetrisch sind, nicht mit Termen, die in den Kernen antisymmetrisch
sind, kombinieren. Hierdurch werden nicht etwa Intensititsregeln ver-
letzt, da diese nur das Intensititsverhéltnis solcher Linien bestimmen, die
entweder alle ausfallen, oder alle vorkommen.

Wir miissen also nur noch bestimmen, welche Terme von den vorhin
beschriebenen symmetrisch und welche antisymmetrisch in den Kernen sind.

Im Falle b) ist dies einfach dadurch geschehen, daB wir bemerken,
daf das Hinzufiigen der magnetischen Momente der Elektronen an der
Symmetrie bzw. Antisymmetrie des Terms in bezug auf die Kerne nichts
dndert. Im Triplettsystem entstehen z. B. aus einem X-Term mit I > 0 drei
Terme mit j =1— 1,1, I 4+ 1, aber alle sind ebenfalls X-Terme. Etwas
genauer miissen wir uns den Fall a) iiberlegen. Die Frage ist hier, ob
qrf;,”“ eine symmetrische oder antisymmetrische Funktion der Kerne ist,
d. h. ob sie das Vorzeichen bei dem Ersetzen von X, Y, Z durch — X,
— Y, — Z beibehiilt oder verdndert. Wie spiegeln zunichst wieder die
Elektronen in der Symmetrieebene der Kerne, was einen Faktor 4 I oder
— 1 gibt, je nachdem A aus (2a) () oder (2a’) (A_) stammt. Dann
ersetzen wir p durch = + p, was den Faktor (— 1)* ergibt. Jetzt haben
wir 2, ..., 2, durch — &, ..., — 2, ersetzt, wihrend X Y Z unveréndert
blieben. Wir ersetzen noch alle Koordinaten durch ihre negativen
Werte, d. h. spiegeln das System im Ursprungspunkt, was den Faktor
+ 1 ergibt.

In den Fig.2 und 3 sind wiederum einige Diagramme fiir den
Fall b) bzw. a) gegeben.

§ 10. Das Aufbauprinzip. Wenn man die Elektronen unter dem
EinfluB von zwei sehr weit voneinander festgehaltenen Kernen betrachtet,
so ist es leicht, die Eigenfunktionen und Eigenwerte dieser Zusténde
anzugeben. Die Eigenfunktionen sind einfach Produkte der Eigen-
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funktionen von zwei Atomzustinden, der zugehorige Eigenwert ist die
Summe der betreffenden Eigenwerte der Atome. Man wird also* die
Eigenfunktionen und Eigenwerte in dem Falle, daf die Kerne nicht mehr
sehr weit von einander sind, so zu berechnen versuchen, daB man die
weit getrennten Kerne einander nihert. Wenn sie schlieflich in einem
Punkte zusammengetroffen sind, kennt man die Eigenwerte wieder (aus
spektroskopischen Daten), da wir es dann mit einem Atom zu tun haben.

Ungleriche Kerne rall & Glelche Herne
l=0 7 2 3 =0 7 2 J

Singuletterme in Jabelle 7
Dubletterme(r-3)

2 A
L 0, + x ++—2,
0 . > s T 73 # tH tH
J=3 EF] 33 23 O0- = + 5
. 7 T -
J=% 33 2] 2
0h | = i w5
2 -
T e i H 4
J- i3 $7 , 201
z zz 22 2 oL —+ 20t + we—L.
- 7
J-3 33 3 32
7, e +0¢ s0c-+— 4
7 ooty I mooE i
J= 343 5393 %g 7, 4 e -7
J= 33 3835 3335
Triplefierme (r=7)
Os 5 - -,
0. -t 3 J=7 072 723 234
-7 072 723
J 234 0- 4+ 200 =
J=1 0712 723 234
usw.
Fig. 2.

Der Vorschlag, die Elektronenterme der Molekiile auf diese Weise
abzuschitzen, stammt von F. Hund*. W.Heitler und F. London **
machen dagegen geltend, daB nicht alle auf diese Weise berechneten
Energiewerte stationdren Zustinden des Molekiils entsprechen werden,
viele vielmehr im kontinuierlichen Spektrum liegen werden.

* F. Hund, lLec.
**% W, Heitler und F. London, ZS. f. Phys. 44, 455, 1927. Auch aus den

Uberlegungen von M. Born und J.R. Oppenheimer (I. ¢.) scheint dies hervor-
zugehen. Vgl. auch F. Hund, 1. c. S, 761.
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Diesem Umstand wollen wir Rechnung tragen, indem wir folgender-
maBen verfahren. Wir denken uns zundchst die weit getrennten Atome
einander genihert und berechnen, was fiir Elektronenterme des Molekiils
aus zwei bestimmten Atomtermen entstehen. Diese Terme nennen wir

fall a.
Ungleiche Herne Gleiche Herne
r=0, =0 in Tabelle 7
rez
s 7 J AR 4 4
-3 5 % 2 J 7 z  Zz
7-%
A A

7 -—!—5——5—*——%)_(—?7’[, 4
PERE—— xgj
2, 7

¢ ety STt A
7--%

7 gttt T, [~ L

o R R i %

r=7

7,4. -———5—.——9—&'.72}/7)
1t TT_(7)

7=0

7 ————————e 7 (7)

7 p st T4 (0)

+ i/
¢ ) 7. ——p—rt—- T (0)
7=-7

74 ettt T s (~7)

7 z7) 7t ST _ [~ 7)

Y P —— | W)

J -
2 4(7) 2 ———sb——t—+- A_(-7)

Fig. 3.

die ,gruppentheoretisch moglichen Terme*, da man bei ihrer Bestimmung
nur von gruppentheoretischen Uberlegungen ausgeht und auf energetische
Fragen keinerlei Riicksicht nimmt. Zweifellos $cheint, da8 alle Terme,
deren Energie bei grofen Schwingungsquantenzahlen zu dem betreffenden
Energiewerte der getrennten Atome konvergiert, auf diese Weise erfaBt
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werden, wir werden sogar im allgemeinen viel mehr gruppentheoretisch
miogliche Terme haben, als wirkliche existieren.

Nur zur weiteren Abschitzung der Molekelterme werden wir die
Terme des Atoms, das durch Vereinigen der beiden Kerne entsteht,
benutzen. Dabei muB man bei der Zuordnung streng auf die Aufrecht-
erhaltung simtlicher Symmetrieeigenschaften achten®. Solche ,gruppen-
theoretisch moglichen Terme®, denen auf diese Weise kein tiefliegender
Atomterm des Atoms mit vereinigten Kernen zugeordnet werden kann,
muf auch selber hoch — wahrscheinlich im kontinuierlichen Spektrum
— liegen. Er existiert vom spektroskopischen Standpunkte aus nicht.
Die Bestimmung derjenigen miglichen Terme, die zu diskreten stationiren
Zustinden des Molekiils fithren, ist eine recht schwierige Aufgabe, die
man wahrscheinlich nur — wie bei Atomen — an Hand von erfahrungs-
mifig bewshrten Modellen lgsen kénnen wird.

Fir ungleiche Atome in S-Zustdnden hat F. London** die ,gruppen-
theoretisch moglichen Terme“ bereits bestimmt. Er geht von Glei-
chung (14) fiir die Eigenfunktionen aus, die eine Darstellung der sym-
metrischen Gruppe von m + m' — n Elementen vermitteln. Er reduziert
diese Darstellung aus und bestimmt die irreduziblen Bestandteile nach
einer sehr schonen Methode, womit seine Aufgabe gelost ist. Da die
Ausdehnung seiner Resultate auf P-, D- usw. Terme keinerlei Schwierig-
keiten bietet, hat er die moglichen Terme bei ungleichen Atomen eigentlich
bestimmt.

Etwas anders steht es bei gleichen Atomen, namentlich in dem —
praktisch sehr wichtigen — Falle, wenn sie im selben Zustand sind. Hier
miifite man eine wesentlich kompliziertere gruppentheoretische Aufgabe
losen *#* die wir, obgleich sie durchaus ldsbar ist, umgehen wollten.
Deshalb haben wir eine von der seinigen wesentlich abweichende Dar-
stellung gegeben, die auch im Falle von ungleichen Atomen etwas ein-

* Bei F. Hund ist dies nicht der Fall. Wir glauben, daf zum Teil dies
die schlechte Ubereinstimmung seiner Resultate mit der Erfahrung verursacht.

#* Z7S. f. Phys. 50, 24, 1928. Bei der Abfassung dieser Note kannten wir
bereits seine Ergebnisse und mochten ihm hierfiir auch an dieser Stelle bestens
danken. Vgl. auch W. Heitler, ZS. f. Phys. 47, 835, 1928.

**%%¥ Das Bestimmen der irreduziblen Darstellungen derjenigen Gruppe, die
folgende Permutationen von 2 Elementen enthilt: 1. Diejenigen, die die ersten
n Elemente unter sich und die letzten # Elemente unter sich permutieren. 2. Die-
jenigen, die die ersten n Elemente an die letzten » Stellen, die letzten n Elemente
an die ersten # Stellen bringt. Dann miiSte man wieder bestimmen, welche
irreduziblen Darstellungen dieser Gruppe in einer ins Auge gefaSten Darstellung
der ganzen Permutationsgruppe enthalten sind.
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facher zu den mit den seinigen dquivalenten Resultaten fithrt, wihrend sie
bei gleichen Atomen eine vollstandige Bestimmung aller Symmastrie-
eigenschaften gestattet.

Auch die zweite Frage beziiglich der wirklichen Existenz der
,moglichen Terme wird von London untersucht. Er stellt gewisse
Formeln auf, die indessen notwendigerweise gewisse Integrale enthalten,
iiber die wir nichts wissen. Unsere Methode hat den Vorteil, daB sie
mit viel einfacheren Hilfsmitteln als die strengeren Rechnungen von
London auskommt.

§ 11. Bestimmung der gruppentheoretisch méglichen
Terme. Um die 4 und Partitio (¢) des ganzen Molekiils zu bestimmen,
gehen wir zuerst von unendlich weit getrennten Atomen aus, in denen
die Spin der Elektronen schon beriicksichtigt sind. Durch Zusammen-
fihren erhalten wir die vorkommenden ¢ = 4 4 5 und, sofern es not-
wendig ist, den Spiegelungscharakter (§ 11). Wenn wir andererseits
die Atome, ohne die Spin einzufithren, zusammenbringen, erhalten wir
ohne Weiteres die Zahlenwerte der vorkommenden A. Wenn auch die
Partitiones dieser Terme bekannt wiren, konnten wir aus den A und 2
die ¢ berechnen (§ 7). Umgekehrt konnen wir, da wir die ¢ schon (aus
der ersten Uberlegung) kennen werden, aus ihnen die Partitiones # be-
rechnen (§ 12).

A. Betrachten wir zwei unendlich weit getrennte verschiedene Atome

Der eine Kern liege im Punkte 0, 0, Z, der andere in O, 0, Z/,
wobel Z' = ——%Z ist. Die beiden Atome sind, jedes fiir sich, in

1
stationdren Zustinden, das erste hat m Elektronen, die innere Quanten-

zahl j und die Eigenfunktionen
wy.(xp?/l)zp-")xm) ymyzm;sly--ﬂsm) (13)
(w0 von —j bis j),
das zweite m' Elektronen, die inneren Quantenzahlen j' und die Eigen-
funktionen
1I’;4'("'”m+1;?/m+1> Zmt1rec o Tmtmh Ymtms Fm w3 Sm 1y Smamr) (132)
(u' von —j' bis j').
Die Hyperfunktionen o, und 4, sind antisymmetrisch. Die Eigen-
funktionen des ganzen Zustandes sind die Hyperfunktionen

quy'al,...,am(rp"'lrm+m’7s1’~")sm+m')
= Yu (e, —Z, -y Yo, — Z; Sqyy - - Sa)

1 ’ I.
Y (ram“-z, ceny r,,m+m,-—2 $ Sy e s¢m+m,), (14a)
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worin Z und Z' als Vektoren mit den Komponenten 0, 0, Z bzw. 0, 0, Z
aufzufassen sind. In (14a) haben wir (25 + 1) (25 + 1) (m —;m)

linear unabhingige Eigenfunktionen, da es wegen der Antisymmetrie der 4,
und ¢, weder auf die Reihenfolge der e, ..., o0, nOch der oty 4y, - .-,
Om +m in der Permutation o, ..., oy, ®nt1y -++) Gmym ankommt. Bei

m + m’
»)

einem bestimmten y und g’ haben wir noch ( Eigenfunktionen,

von denen man aber nur eine antisymmetrische Linearkombination bilden
kann ¥, nimlich

Py = % ER Yy (tay — Zy + -y Vo, — 25 Sayy -o o) sam)
' ' . '
.wﬂ,(ramﬂ—z, cen 1,,m+m,—2, Sap 410 0 S“m+m')’ (15a)

worin R die Permutation o, ..., oy, Omy1) -1 Omyne der Zahlen
L, 2 ...,mm+1, ..., m+m und eg = 1 oder — 1, je nachdem
diese gerade oder ungerade ist.

Aus (1ba) ersehen wir, daB wir zu jedem Paare g, u' eine
Eigenfunktion erhalten, die sich bei der Drehung um die Z- Achse
mit dem Winkel p mit ¢ ®+#77 multipliziert, den Drehimpuls g 4 u' in
dieser Richtung hat.

B. Bei zwei gleichen Atomen in verschiedenen Zustinden haben
wir auBer (14a) noch die Eigenfunktionen

'
w,u#'al,...,am(rl: ceoy Yoy gy oe ey S2m)
U
= P (o, —2Zy ey Yo, —Z; Sayy -1 Sa_)
1 m m
.1p#,(ram+1——2’, T St 417+ Sag ) (14b)
es ist diesmal Z' = — Z und m = m’. Wir haben zu jedem Paare yu, u’

zwel antisymmetrische Hyperfunktionen, ndmlich aufler (15a) noch
117‘,"_“: = 259“.[’;4 (ral —Z, ... r“m —Z; Say v sam)
R

W Qo gy F 2o Ty F 25 Sapyy Sy (18D)

* Man kann ja auch in dem Falle, daB alle (m - m')! voneinander linear
unabhiingig sind, nur eine bilden.
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Wir wollen ihren Spiegelungscharakter bei der Spiegelung im Ursprungs-
punkt bestimmen® Je nachdem der erste bzw. der zweite betrachtete
Term des Atoms positiv oder negativ war, sei w, bzw. w, gleich + 1
oder — 1. Wenn man in (15a) — v; fiir v; einsetzt, erhilt man

gfiu.u’(—rl: coey ™ Yy _tm+11 ceey — Voun; 517 cey S2m)
— 253{1/;#(—13,,1—2, coas Sayy et w;.(—ram+1+z, o3 Sap 4 o)
R

= D enw, Wy P (tay + 2, -5 Sayy ) Y (apy y — Zy oo Sap yyr ++2)
R

— wlw2w‘!"’#(r“m+1’ oo Yoy s Yayy oo Yo
sa,'n+17 M | sa2m7 Sali cey Sam)

! . . o . .
= (= 1) w, wy Pur (Cays o1 Yayyy Yoy g o1 Yag s Sagr - o1 Sag ) (16)
das letzte wegen der Antisymmetrie von ¥,/,. Es ist also

Fuw+ (— Dmw, w, T, (16 2)

eine positive und )
7Ip',u‘u.’ - ('— ])m 101 wz qr,u’ g (16 b)

eine negative Eigenfunktion ist. Bei gleichen Atomen in verschiedenen
Zusténden erbalten wir also zu jedem Paare p, u' eine ,positive®
und eine ,negative Eigenfunktion mit dem Drehimpuls g 4 u'.

C. Sind schlieBlich die Atome in gleichen Zustinden, so ist
¥, = Py, und wir erhalten, wenn p 3= u’ ist, zu jedem Paare g, w/,
diesmal ohne Riicksicht auf die Reihenfolge, eine ,positive“ und
eine ,negative“ Eigenfunktion. ~Wenn u — u' ist, so verschwindet
entweder (16a) oder (16b) identisch, und wir erhalten eine positive
oder eine negative Eigenfunktion, je nachdem (w, — w,) die Anzahl
der Elektronen in einem Atom m gerade oder ungerade ist.

Nach dieser Vorbereitung konnen wir zu unserem eigentlichen
Problem zuriickkehren.

§ 12. Wir haben zwei Atome mit m bzw. m' Elektronen, ihre
azimutalen Quantenzahlen sind 7 und 7', die Spiegelungscharaktere w und w’'
und die Partitiones # und 2. Wir setzen r und +' fiir Jm — ¢ bzw. ;m' — &'
(die r bedeuten dann so etwas wie Rumpfimpuls). Unsere Aufgabe besteht
nun darin, daf wir die Terme des Molekiils bei festgehaltenen Kernen
(Elektronenterme) kennenlernen wollen, die aus diesen Atomen durch
adiabatisches Zusammentiihren der Kerne entstehen, d. h. ihre Darstellungs-

* Nur dieser ist eindeutig, wenn man die Spin eingefiihrt hat (vgl. I und II).
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eigenschaften in bezug auf Vertauschung der Elektronenschwerpunkte und
Drehspiegelung um die Z-Achse bestimmen wollen. Die spinfreien Eigen-
funktionen der Atome seien o, und 9, p, worin der Index ¢ zur Unter-

scheidung der (1:) — < p " 1) zur Partitio #z gehérenden Eigenfunktionen
dient.

A. Bei ungleichen Kernen haben wir die Eigenfunktionen fiir das
Molekiil

q“‘vv’cg’at...am == 1Pv§(1‘a1—2, sy Yam_'z) 1P;'§' (ram+1y LERY} r“m+m’)’ (17)

worin wir die o, ..., 06y, und die oy 41y -y G4+ m in der natiirlichen
Reihenfolge denken konnen. Wir sehen unmittelbar, daf wir zu jedem
Paare v, v' dieselben Partitiones fiir das Molekiil erhalten, ja, daB dieses
von den azimutalen Quantenzahlen ! und I' ganz unabhéngig ist.

Wir konnen also zur Bestimmung dieser Partitiones I =1 = 0
setzen, dann ist auch v = 9" = 0. Wenn wir die B-Werte R,, R, usw.
fiir das Molekiil erhalten, so miissen wir bei der Einfiihrung der Spin
die folgenden (-Werte erhalten (§ 7):

wegen RE;: R, R —1,... — R, | (182)

wegen R, R,, R,—1, ... — R, usw. I
Andererseits wissen wir, daf, wenn wir die Spin noch bei den
getrennten Atomen einfithren, wir bei dem ersten Atom ein j = r, bei
dem zweiten ein j' = 7' erhalten. Dies ergibt die (-Werte

r+7¢, rdor—1, .., r—7

r+r—1, ..., r—rr—r—1 (18b)
—r 47 —r—7

Der Komplex (182) muf mit dem Komplex (18b) identisch sein. Dies
ergibt *
R =r+4+7r, Bp=r+r—1,...bisR=|r—r| (19)

Diese Partitiones entstehen fiir die Molekiilterme fiir jed es Paar v, v'.

Andererseits ergibt das Paar v, v' und —v, — ' ein A = |v 42|,
nur wenn 9 =— — v ist, haben wir ein A = 0 und ein 4 = 0’ und,
wenn v = v’ = 0, ein 4 = 0 oder 0/, je nachdem (— 1)!+¥ ww' gleich

+ 1 oder — 1 ist.

* Dies ist, da 2 die Anzahl der Einser in der Partitio ist, genau das
Londonsche Resultat. Vgl. ZS. f. Phys. 50, 24, 1928.
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Hiermit haben wir im Falle von ungleichen Atomen das Aufbau-
prinzip: aus zwei Atomtermen mit 7, w, r und 7, w', r' (es sei I > 1))
entstehen die 4

L+0, 147 —1, .. 1,0 0’
14 —1, 1,0 0’
L 1—1, ... 1,0 oder* 0"\ (20)
1—1, 1,
1—1, 1

Jedes hier aufgeschriebene 4 gibt je einen Term mit allen in (19) ge-
gebenen R, R,, ...

B. Im Falle von zwei gleichen Atomen in verschiedenen Zustinden
haben wir aufler den Eigenfunktionen

qrvv’;'g"al, e Gy T Yyt (ral —Z .. ) U)L';" (ram_*_ 1 +2Z, .. ) (17 ‘I:L)
noch die
q“ml'v';‘;’al, vy By — w;’é" (1‘0,1 - Zr e ) va(ram+ 1 + Z, .- ')7 (17 b)
und wir erhalten sowohl aus (17a) zu jedem Paare », v/, wie aus (17 b)
zu jedem Paare 1, v die folgenden R fiir das Molekiil
R =r-+4r, R2=r+r’—1,...bisR—_:[r—r’|. (19)
Das Molekiil hat also alle in (20) aufgeschriebenen A, und ebendiese A_
mit allen in (19) gegebenen R.
C. Gleiche Atome in gleichen Zustinden. Die Eigenfunktionen sind
gj‘,.,,lc;lah e Gy - ‘l/),.; (fal —_ Z, e ) ’l,b,,!é'l (tam+1 + Z, . ) (17 C)

Zuerst konnen wir genau wie im Falle A verfahren und erhalten die
A-Werte

14+, 1T —1, 1,0, 0’
1, 1,0 oder* 0% (20)
t—1], 1,

jedes mit allen R-Werten

rtry, rr =1, = L —r). (19)
Ist ¥ =4/, so haben wir fiir jedes Paar v, »' ohne Riicksicht auf die
Reihenfolge einen (v 4 ') .- und einen (v 4 9")_-Term mit allen R von (19).

* Je nachdem (— l)H’z'ww’ gleich 41 oder — 1 ist.
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Ist aber v = 2, so haben wir nur einen Term und miissen seinen
Spiegelungscharakter bestimmen.

Diese hiangt nicht von » ab, so daB wir v — O setzen konnen.
Dann ist auch 4 = 0, wir haben die 2+ + 1-Werte R von (19), jedes

einmal (r = r') 2r, 2r—1,...,0. (19)

Um die Spiegelungscharaktere dieser 2r 4 1 Eigenfunktionen zu be-
stimmen, erinnern wir uns, da8 wir in § 11, C die Spiegelungscharaktere
der aus ihnen entstandenen Hyperfunktionen schon bestimmt haben. Wir
konnen die dortigen Ergebnisse fiir j — j' =— r anwenden und erhalten
folgende Tabelle:

Spiegelungscharaktere der Terme.

2r (—=nm

2r—1 (—1m — (="

2r—2 —nm — (=" (— 1™

0 (—nm — (=" =n™ . .... 1
R = 2y 2y —1 2r—2, . . . .. 0

Das Paar y = u' == r ergibt nimlich einen Term mit dem Charakter
(— 1)m, das Paar y, ' = r, r — 1 zwei Terme, einen mit positivem,
einen mit negativem Charakter: das Paar g, ' — r, r — 2 ebenfalls,
das Paar g = p' =7 — 1 einen Term mit dem Charakter (— 1)™ usw.
Die Terme, die in einer vertikalen Kolonne stehen, miissen wir zu je
einem A = 0-Term zusammenfassen. Die erste Kolonne gibt einen Term
mit B = 2, die zweite einen mit R — 27 — 1 usw.

Gegeniiber der Spiegelung im Ursprung sind die Eigenfunktionen
positiv oder negativ, je nachdem R gerade oder ungerade ist.

Die Terme mit » — 2’ von (19’) sind also i,- bzw. i_-Terme, je
nachdem R + 1 — R 4 2 v gerade oder ungerade ist.

Bei gleichen Atomen in gleichen Zustinden lautet also die Aufbau-
regel, wenn die Azimutalquantenzahl der Atome I, ihr Multiplettsystem »
ist: Man hat je ein A von (20")

21,  21—1, ... 1, 0, 0
21—1, ... 1, 0, 0
l: l""‘l; 11 01 (201)
1—1, )
L,
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mit allen B von (19'). Die ungeraden i kommen in (20') geradzahlig
oft vor, es sind unter ihnen gleich viele 1, und A_. Die gerad-
zahligen A kommen ungeradzahlig oft vor, man hat ein A, mehr oder
weniger als A_, je nachdem R gerade oder ungerade ist. Im ersten
Fall (R gerade) hat man auch lauter 0, und 0, im zweiten (B un-
gerade) O_ und 0. Man kann dies zum Ausdruck bringen, indem man

(20') schreibt:

(21)1:; (2l_l)i1 (21_2)i: 211 li; Oi) O;—.
@l—1), @1—2) ... 2 I 0s, O
21— 9, ... 2, 1, 0., 0.
( )i + + pa 0+ (20’3)
2; 15,
l.t;

worin das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem man aus (19"
ein gerades oder ungerades R wiahlt. Mit anderen Worten, wir haben
zu jedem R von (19):0,1,2,...27 so viele Terme mit einem be-
stimmten 4, als dieses 4 in (20") vorkommt. Ist diese Zahl eine gerade
Zahl, so haben wir gleich viele 1, - und A_-Terme. Ist die Anzahl der
Ziffern A in (20") dagegen eine ungerade (wie dies z. B. fiir die Ziffer
A = 21 immer zutrifft), so haben wir um eins mehr A-Terme mit dem
Index (— 1)%, als mit dem entgegengesetzten Index — (— 1)®. Alle
O-Terme haben den Index (— 1)E, alle 0-Terme den Index — (— 1)

§ 13. Hiermit haben wir fiir die drei Kopplungsverhiltnisse
a) Multiplettaufspaltung groB gegen Rotationsaufspaltung, chemische
Bindungsenergie gegen beide; b) Rotationsaufspaltung groB8 gegen
Multiplettaufspaltung, chemische Bindungsenergie grofi gegen beide;
c) Multiplettaufspaltung gro8 gegen chemische Bindungsenergie, diese
groB gegeu die Rotationsaufspaltung, die méglichen vorkommenden Terme
bestimmt.

Fiir die beiden ersten Fille haben wir die vorkommenden A- und
zugehorigen r-Werte bestimmt. Der Fall ¢) ist in § 10 erledigt, bei ihm
sind die ¢-Werte so zu erhalten, daf man j und j' in bezug auf die Kern-
verbindungslinie quantelt. Natiirlich werden sehr oft noch ganz andere
Koppelungsverhiltnisse vorkommen als die hier betrachteten drei Fille,
es ist aber anzunehmen, daf diese besonders hiufig sein werden.

§ 14. Wir wollen noch die Resultate zusammenfassen. Wir gehen
von zwei Atomen mit m' bzw. m Elektronen aus; die azimutalen Quanten-
zahlen sind 1 und I', die Multiplettsysteme » und +', die Spiegelungs-
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charaktere w und %'. Bei ungleichen Atomen erhalten wir die 4 von (20)
fiir das Molekiil, jedes mit jedem R-Wert, d.h. Multiplettsystem von (19).
Bei gleichen Atomen in verschiedenen Zustinden haben wir doppelt
soviel Terme, alle 2 von (20) kommen sowohl als 1, wie auch als A_
vor. Sind die Atome in gleichen Zustinden, so haben wir zu jeder Kom-
bination eines A aus (20°) mit einem R aus (19°) nur einen Term; welche
A4- und welche 4_-Terme sind, ist aus (20'a) zu entnehmen. Dies sind
die gruppentheoretisch moglichen Terme.

Wir miissen noch angeben, was fiir Molekiilterme einem bestimmten
Atomterm, der zu dem Atom mit den vereinigten Kernen gehort, zuge-
ordnet werden miissen *. Ein Atomterm mit der Azimutalquantenzahl 1
gibt je einen Term mit A =1,1—1, ..., 1, 0. Und zwar ist der letzte
Term ein O-Term, wenn ! gerade und der Atomterm positiv, oder wenn !
ungerade und der Atomterm negativ ist, sonst haben wir einen O'-Term.
Erfolgt die Trennung in zwei gleiche Kerne, so haben wir O4-, 1_-, 2,-

.. usw. Terme, wenn der Atomterm positiv, dagegen O_-, 1,-, 2_-,
... Terme, wenn der Atomterm negativ war. Hiernach 1Bt sich nunmehr
die im § 10 beschriebene Zuordnung der Terme der getrennten Atome
zu den Termen des Molekiils und das Aufsuchen der Atomterme des
Atoms mit vereinigten Kernen, die fiir den betreifenden Molekelterm in
Frage kommen, eindeutig ausfiihren.

§ 15. Als Beispiel wollen wir das Spektrum von H, behandeln **,
Als Zustinde mit weit getrennten H-Atomen seien folgende betrachtet:

Atomzustinde ITonisierungsfrequenz Gtuppcnthe'(lx_;er:l::h mégliche
1528+ — 1538+ 109700 . cm~1 13, (1 35_ (2)
1528+t —2g28+ 27400 1y, (3 33 _ (4)

15 (5 33, (6)
1528+ —2p 2P~ 27 400 12, (7) 35_ (8)
130 (9) 32, (10)
7 1) 3, (19)
T (13) S (14)

Von den He-Termen miissen wir fiir (1) und (2) diejenigen in
Betracht ziehen, deren Ionisierungsfrequenz kleiner ist als 109 700, fir

* F. Hund, Z8. f. Phys. (im Erscheinen).

#k Literatur sieche bei R. T. Birge, Proc. Nat. Acad. 14, 12, 1928. Die
Deutung von T.Hori, ZS. f. Phys. 44, 834, 1927, stimmt im wesentlichen mit
der unseren iiberein, nur Annahme einer Aufspaltung fiic den oberen Zustand der
Lymanbanden (5) scheint uns nicht zuzutreffen.
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die tibrigen diejenigen, deren Ionisierungsfrequenz kleiner oder ungefihr
27400 ist. Diese sind in fogender Tabelle aufgetragen:

HesAtomzustand Io?:::;::fs' Molekiilterme
(1s)218% 198400.cm™1 13, (1)
(1s)(2s) 18+ | 32000 1z, 3)
(1s)(2s) 35+ | 38500 8%, (6)
(L1s)(2 p)tP~| 27 200 3_(5) o, (11)
(1s)(2 ) 3p-| 29200 3¥_(2) 30O, (12)

Zunichst soll also, in Ubereinstimmung mit der Heitler wund
Londonschen Theorie, nur der eine der beiden Molekiilterme, die bei
hohen Schwingungsquantenzahlen unangeregte Atome geben, zum diskreten
Spektrum gehoren (1), der zweite (2) dagegen nicht. Von den Zustinden,
die bei hohen Schwingungsquantenzahlen ein unangeregtes Atom und
ein angeregtes Atom mit der Gesamtquantenzahl 2 geben, sollen zwei,
(5) und (11), mit dem Grundzustand kombinieren diirfen, alle anderen
Kombinationen sind durch Auswahlverbote ausgeschlossen.

Die ersteren scheinen die Liyman-, die letzteren die Wernerbanden
zu sein. Nach dieser Auffassung sind also die Lymanbanden 'X_ <> 12,
Ubergange, und die Wernerbanden JT, < X, Uberginge.

Es liegt nicht in dem Rahmen dieser Arbeit, auf weitere Spektren
niher einzugehen, wir wollten nur zeigen, wie man die hier erhaltenen
Resultate zur Analyse verwenden kann. Wir mochten nur noch be-
merken, daB wir diese Methode mit gutem Erfolg auf die Spektren von
He, und Na, angewendet haben, wihrend das Spektrum von O, — nament-
lich die A4'-Teilbande der atmosphérischen Banden — Schwierigkeiten zu
bereiten scheint.

§ 16. Vergleich der Mullikenschen Bezeichnungsweise mit der
unseren.

Mulliken Hier Mulliken Hier
jk ! o ¢
J J 8§ z
o y) P a
o, i D 4

Anmerkung bei der Korrektur. In einer inzwischen er-
schienenen Arbeit* behandelt R. de L. Kronig die Molekiilspektren

* 78S. f. Phys. 50, 347, 1928.
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noch einmal und kommt zu Resultaten, die mit unseren §1 bis 6
dquivalent sind.

In einer demndchst in dieser Zeitschrift erscheinenden Arbeit leitet
F. Hund ein Aufbauprinzip ab. Seine Resultate stehen in keinem Wider-
spruch mit den unseren, es ist im Gegenteil zu hoffen, daB sich die beiden
Methoden bei der Abschitzung von Molekeltermen ergénzen werden.

Bei Hund bewegen sich die Elektronen im ungestérten Falle nur
unter der Wirkung der festgehaltenen Kerne, die Wechselwirkung der
Elektronen ist entkoppelt.

Hierdurch hat F. Hund den Vorteil, daf er sich von der Kenntnis
der Atomterme weitgehend unabhingig machen kann. Die von uns ver-
wendete Methode hat dagegen den Vorteil, daB dem Auseinanderziehen
der Kerne ein Vorgarg entspricht, dessen Verlauf an der Bandenkonver-
genz direkt abgelesen werden kann, so daf die Zuordnung der Molekiil-
terme zu Termen der getrennten Atome durch die Spektren selbst
eindeutig gegeben ist. Der Entkopplung der Wechselwirkung der Elek-
tronen entspricht kein #hnlicher Proze8 und die Zuordnung der Terme
zu den ,ungestdrten Termen“ kann daher vielfach willkiirlich geschehen.

Gottingen, Juli 1928.




Uber die elastischen Eigenschwingungen
symmetrischer Systeme

E.P. Wigner

Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen
Mathematisch-Physikalische Klasse 1930, 133-146

Vorgelegt von M. BorN in der Sitzung am 23. Mai 1930.

1. Bekanntlich kann man in der Quantenmechanik die Sym-
metrieeigenschaften eines Systems zur Bestimmung seiner Be-
wegungstypen nutzbar machen. Durch die Angabe ,die Energie?)
ist I“ ist eine endliche Mannigfaltigkeit von Zusténden in drehungs-
invarianter Weise charakterisiert. So etwas ist in der klassischen
Mechanik im allgemeinen nicht moglich, weil die Anfangsbedin-
gungen eine zu grofie Rolle spielen.

Eine Ausnahme hiervon bilden die elastischen Schwingungen
eines Punktsystems um seine Gleichgewichtskonfiguration. Die Be-
wegungsgleichungen sind in diesem Falle linear (d. h. die Super-
position zweier moglicher Schwingungen ist wieder eine mdgliche
Schwingung), sodal die Verhiiltnisse ganz analog zu denen der
Quantenmechanik sind. Es ist daher zu erwarten, daf man mit
denselben Mitteln, die man dort gebrauchen kann, auch hier zum
Ziele kommt.

Die Frage der elastischen Schwingungen symmetrischer Ge-
bilde, die wir hier untersuchen wollen, bildet auch den Gegenstand
einer #lteren Arbeit von Brester?), der sie mit ganz elementaren
Hilfsmitteln vollstdndig gelost hat. Wenn hier diese Aufgabe
noch einmal behandelt wird, so sei das damit entschuldigt, daf
die eingangs erwihnten gruppentheoretischen Mittel ihr ganz be-

1) Wenn I eine Stelle des diskreten Spektrums mit nur endlich vielen Eigen-
funktionen ist.

2) C. J. BREsTER, Diss. Utrecht 1923, angefertigt im Géttinger Institut fir
theor. Physik. S. 8—90. Einen speziellen Fall behandelt auch D. M, DENNISON,
Astroph. Journ. 62. 87. 1925, den der Schwingungen eines CH,-Molekiils, den wir
als Beispiel gebrauchen werden.
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sonders angepafit erscheinen und daf man mit ihrer Hilfe auch zu
einer besseren Ubersicht der Brester'schen Theorie gelangt.

Wir betrachten im folgenden die Schwingungen eines Systems
von # Punkten, die durch elastische Krifte aneinandergebunden
sind ®). Der Schwerpunkt des Systems befinde sich im Nullpunkt
des Koordinatensystems; in der Ruhelage seien die Koordinaten
der Atome die Komponenten der Vektoren®) v, 1,,..., t,, wihrend
die Verriickungen aus den Gleichgewichtslagen durch die Vektoren
fis 12y - - s |u gegeben sind, die Koordinaten der Teilchen die Kompo-
nenten von t,+f{,, t,+f,, ..., t,+f, sind. Die {, hingen noch
von der Zeit ab, aber sie sind immer klein gegen die t,, fiir die
Eigenschwingungen ist die Zeitabhidngigkeit der §, durch einen
Faktor sinr(t—t) gegeben. Die n Vektoren {,,f§,,...|,, einer
Verriickung kann man auch zu einem 3% dimensionalen Vektor |
zusammenfassen.

Das ganze System soll eine Symmetrie haben, d.h. es soll
eine Gruppe @ von dreidimensionalen Drehungen®) (R,g) existieren,
die die Gleichgewichtskonfiguration in sich iiberfiihrt. Es gilt
also fiir jede Transformation R der Gruppe und alle % und .

3
(1) > Ragtag = Yia oder einfach Ry = T,

=1
wobei noch das kte und das Ite Teilchen gleichartig (z. B. beide
Wasserstoffatome) sein miissen ¢). Die Nummer ! des Teilchens,

auf dessen Platz das kte Teilchen durch R geriickt wird, nennen
wir R(k), dann lautet (1)

3
(1a) ﬁleaﬂrkﬂ = TRG),a; BY = Crp.

Eine Eigenschwingung des Systems kann durch die n Vektoren
fis §s» -+ - |» beschrieben werden, die die Verriickungen der Atome

3) Man denke etwa an ein CH,-Molekill, wobei die Atome durch Punkte
idealisiert sind.

4) Die Vektoren ¢ sind hierdurch noch nicht eindeutig bestimmt, weil eine
Drehung des ganzen Systems noch frei ist. Im folgenden denken wir sie irgend-
wie willkiirlich festgelegt (etwa: v, liege in der Z-Achse, r; in der ZY-Ebene).

5) Die Indizes «, § beziehen sich immer auf die Koordinatenachsen X, = X,
X, = Y, X; = Z und werden zur Kennzeichnung der Komponenten eines Vektors
als untere Indizes angefiigt.

6) Man bezeichnet in der Kristallographie Punkte, die durch Symmetrieele-
mente ineinander ubergefiihrt werden, als ,gleichwertig. Gleichwertige Punkte
sind immer auch gleichartig, aber nicht notwendig umgekehrt.
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aus den Gleichgewichtslagen angeben, wenn die Amplitude der
Schwingung eben im Maximum ist. Sind §{,{,, ..., |, Amplituden
einer Eigenschwingung, und unterwirft man die durch sie gegebene
Konfiguration des Systems einer Transformation R der Gruppe
®, so erhdlt man wieder die Konfiguration einer Eigenschwingung
derselben Frequenz, weil man ja die relative Konfiguration der
Teilchen gar nicht geéindert hat. Die Koordinate des %ten Punktes
ist jetzt Rrx+ Ry = tew + Rix, auch jetzt ist in der N&he einer
jeden Gleichgewichtslage ein Punkt.

Man kann daher eine mit dieser Konfiguration identische auch
durch kleine Verriickungen der Punkte aus ibren Gleichgewichts-
lagen erzeugen: man mufl hierzu das ! = R(k)te Teilchen um
Rjy = Rig-1(g) verschieben. Die Verriickungen

RiR“(l)’ RiR—x(g), ceey RfR"(n)
@) Rf, = Rig-1qy; Ry, = %Raﬁ 1R"(l),ﬁ

bilden das Amplitudensystem R einer Eigenschwin-
gung, die die gleiche Frequenz, wie die Eigenschwin-
gung | hat. Die Operationen R ersetzen die ,Drehungen“ und
» Vertauschungen von Elektonen“ der Quantenmechanik.

Bezeichnet man die linear unabhingigen Eigenschwingungen
einer bestimmten Frequenz mit |, {*, ..., |, so miissen die R{®
durch diese linear ausdriickbar sein

- f
(3) Ri® = ¥ D(R),
=1
und man schlieBt ebenso wie in der Quantenmechanik durch An-
wendung einer weiteren Operation S, die einem Element S der
Gruppe & zugeordnet ist,

- f < _ L L
SEI” = 2 D@®uST" = 2 2 D(B)y DS)af”

= Zf] D(8 R),.{*
p=1
daB die f-dimensionalen Matrizen (D(R),) eine Darstellung der
Gruppe ® bilden. Es wird auf diese Weise jeder Eigenfrequenz
eine Darstellung zugeordnet. Man schliefit weiter ebenso, wie in
der Quantenmechanik, daB diese Darstellungen als irreduzible
angenommen werden konnen. Ks gibt also so viele Typen
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von Eigenschwingungen, als?) @& irreduzible Dar-
stellungen d. h. Klassen hat, die Anzahl der linear
unabhéngigen Eigenschwingungen einer Frequenz ist
durch die Dimension der zugehdrigen Darstellungen
gegeben.

2. Es interessiert noch die Frage, zu wie vielen Frequenzen
eine vorgegebene Darstellung gehort, wie viele Eigenfrequenzen
eines bestimmten Typs existieren. Die analoge Frage konnte in
der Quantenmechanik nicht auftreten, weil diese Zahlen dort alle
unendlich waren.

Es 148t sich bekanntlich jede Bewegung des Systems, bei der
die Gleichgewichtslagen nicht verdndert werden, aus Eigenschwin-
gungen zusammensetzen. Zur Erzeugung jeder Bewegung mufl
man noch die drei Parallelverschiebungen in Richtung der drei
Koordinatenachsen und die Drehungen um die drei Achsen hinzu-
nehmen (es wird angenommen, dafl die Punkte nicht alle auf einer
Geraden liegen). Diese Verriickungen kénnen auch als Eigen-
schwingungen aufgefalt werden, nur sind ihre Frequenzen Null.
Die zugehorige Darstellung ist im ersten Fall DV (R), die Dar-
stellung polarer, im zweiten Fall D*”(R), die Darstellung axialer
Vektoren.

Bezeichnen wir das Amplitudensystem der Verriickung, bei

der nur das kte Teilchen seinen Platz und dieses nur in der X, -
Richtung um die Einheit verdndert hat, mit e** (d.h. es sei

el = dMde?), Man kann durch die e** alle Verriickungen linear
ausdriicken :
n 3
@ =3 3 fhe
k=1lae=1

Umgekehrt kann man auch durch die | (wenn man auch die Ver-
riickungsvektoren der Translation und Rotation hinzunimmt) die e
ausdriicken (ihre Zahl ist also 3#), die Koeffizienten seien 9)

7) Eigentlich kommen nur die in reellen irreduziblen Darstellungen in
Frage und die Eigenfrequenzen zu denen eine komplexe Darstellung gehort, fallen
immer mit einer Eigenfrequenz zusammen, zu der die konjugiert komplexe Dar-
stellung gehort. Hierdurch kommen bei den Gruppen, bei denen die im reellen
irreduziblen Darstellungen nicht auch im komplexen irreduzibel sind, sogenannte
zufillige Entartungen zu Stande, die jedoch leicht zu iibersehen und fiir das fol-
gende belanglos sind.

8) Wegen der Orthogonalitit der j ist in Wirklichkeit, wenn man die §j
normiert annimmt {%) = Ska; x
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(4 a) e(ka) R ZZ ska, z,i(x).
Alle Eigen-
schwingungen

Denken wir uns jetzt fiir einen Augenblick, dafi wir die Ampli-
tudensysteme aller 3n Eigenschwingungen kennen. Fiir die zur
gleichen Frequenz gehorigen gilt (3), fiir das ganze System also

() R{* = 4RI,
X
wo 4(R) eine Darstellung der Gestalt
D™R)y 0 ...
(ba) 4(R) = < 0 D®(R) >

ist. In (ba) sind die D(R), D®(R), ... die zu den einzelnen
Frequenzen im Sinne von (3) zugeordneten Darstellungen. Wenn
wir also wissen wollen, wie viele Frequenzen eine gewisse Dar-
stellung gemeinsam haben, so miissen wir bestimmen, wie oft diese
Darstellung in 4(R) vorkommt. Hierzu geniigt es bekanntlich,
den Charakter von 4 (R), die Summe 3« A(R),,, fiir alle R zu
kennen. Diesen kénnen wir folgendermafen bestimmen.

Wenn wir in (5) mit Hilfe von (4), (4a) an Stelle der | die e
einfithren und Re* durch die e“® linear ausdriicken

®) Re* = 2 Z Z’(R)ﬁ k€
i=1 =
so bilden die Koeffizienten wiederum eine Darstellung Z (R) der
Gruppe ®, die zu 4(R) dquivalent ist und aus ihr durch Ahnlich-
keitstransformation mit der 3n-dimensionalen Matrix si4;. hervor-
geht. Thr Charakter y(R) = 3, 4(R);s;;; ist also gleich dem von
JB

4(R) und es geniigt den ersteren zu bestimmen.

Nun ist e*” die Verriickung, die das %te Teilchen in der X -
Richtung um 1 verschiebt, die anderen in der Grlelchgewxchtslage
148t, Re"“" entsteht aus dleser Verriickung, indem man das ganze
Punktsystem um R dreht. Dann ist jede Gleichgewichtslage be-
setzt, nur das R(k)te, wo das kte Teilchen hinkommt, nicht:
dieses hat nach (2) die Verriickungskomponenten R,,, R,a, R,
Es ist also

(7) Re(ka) —_ ZR qe(R ®,6) — ZJ(R)ﬂ ka© Jﬁ)

Gleichung (7) bestimmt die Darstellung A(R). Um noch
ihren Charakter zu berechnen, miissen wir die Summe der Dia-
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gonalelemente bilden. Nun steht in der %« Spalte in der Haupt-
diagonale sicher Null, wenn % == R™'(k) ist, in diesem Fall braucht
man ja €* zum Ausdriicken von Re*” garnicht. Ist dagegen
k = R'(k), so steht in 4(R) in der % Spalte in der Hauptdiago-
nale R,. Es ist daher

®) 4 (R)ka:ka =

und daher

(8 a’) 2 Z(R)ka; ka =
o

0 fir R(k) ==k
R,, fir R(k)=Fk

0 fir R(k) ==k
2 R,, = Spur (R) fiir R(k) = k.
o

Bezeichnen wir noch die Anzahl der Gleichgewichtslagen, die R
unverdndert 148t mit uz, so wird

(9) Z(R) = %EZ(R)ka;ka = Up Spur (R) = i'u}a(l 42 cos ¢]{),

wo Spur (R) = % (1+2cos pz) eingesetzt ist: @p ist der Dreh-
winkel von R und es gilt das obere oder das untere Vorzeichen,
je nachdem R eine reine Drehung oder eine Drehspiegelung ist.
Aus (9) kann man den Charakter von y(R) berechnen, es geniigt
natiirlich, dies fiir je ein Element jeder Klasse zu tun.

Schreibt man x(R) als Linearkombination der Charaktere

1 (R), *(R), ... der verschiedenen irreduziblen Darstellungen
von @

(10) 1(B) = a1 (B) +a; 7" (R) + -~

so geben die Koeffizienten aj, a},... an (sie sind nichtnegative

ganze Zahlen), wie viele Eigenfrequenzen des Problems zu den
verschiedenen Darstellungen D (R), D®(R), ... gehoren. Die
Zahlen a/, a,, ... kann man auch mit Hilfe der expliziten Formeln

(11) a, = },;%: 1(R) 1P (R)

berechnen, wo die Summation iiber alle A Gruppenelemente von &
zu erstrecken ist. Es ist indessen zu beachten, daf man auf diese
Weise auch die beiden entarteten Schwingungen, die Translation
und Drehungen mitbekommt. Will man diese nicht haben, so mufl
man aus dem nach (9) bestimmtem y(R) die Charaktere dieser ab-
ziehen. Fiir die Translationen ist dies der Charakter von D" (R),
d. i. (1 +42cos pp), fiir die Drebungen der von D®(R), d. i
+(14+2cos pr). Im ganzen mufl man also aus dem Charakter der
reinen Drehungen 2 (1 + 2 cos pz) abziehen, den der Dreispiegelungen
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unverindert lassen. Fiir die Anzahlen ¢ der nichtentarteten
Eigenfrequenzen der verschiedenen Typen erhdlt man

(ur—2)(1 + 2 cos g) J reine

Drehung
—ur(l1+2cos pg) B Dreb-

spiegelung

(108) @, (B) + @, (B) + -+ = E(R) =

oder die explizite Formel
1
(lla)a,= & %} 17 (R) E(R) = X (ur—2) (L +2cos gr) — 3" ur(1+2 cos gr)

wo die erste Summation iiber die reinen Drehungen, die zweite
iiber die Drehspiegelungen von & zu erstrecken ist. Dabei ist ug
die Anzahl der Teilchen, die durch R nicht verriickt werden,
1P (R) der Charakter der irreduziblen Darstellung des betreffenden
Typus. Die Anzahl der linear unabhingigen Eigenschwingungen,
die zu einer Eigenschwingung eines bestimmten Typs gehoren, ist
die Dimension der zugehtrigen Darstellung.

Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen der meisten
Symmetriegruppen hat H. Berae®) bestimmt; da sie fiir verschiedene
Probleme der Quantenmechanik wichtig sind, sind sie am Schlusse
der Arbeit alle zusammengestellt.

Die Symmetriegruppe des Methans ist die Tetraedergruppe
T;, sie besteht aus der Einheit E, vier dreizdhligen Drehachsen
C, (acht Gruppenelemente), drei zweizdhligen C, (drei Elemente),
sechs Spiegelebenen 6, (sechs Elemente) und drei vierzdhligen Dreh-
spiegelachsen S, (sechs Elemente). Die Charaktere der fiinf irre-
duziblen Darstellungen sind (die Gruppe ist der symmetrischen
vierten Grades holomorph) in der Tab. 1 zusammengestellt.

Tab. 1.
E() G, (8) C,(3) 04(6) 5,(6)
™ 1 1 1 1 1
1® 2 -1 2 0 0
7® 3 0 -1 1 -1
1 3 0 -1 -1 1
1@ 1 1 1 -1 -1

Um den Charakter von o (R) zu bestimmen, stellen wir in einer
zweiten Tabelle die Anzahlen uz der unverdndert gelassenen Atome,
die Drehwinkel ¢g, die Groflen * (142 cos pg), die Charaktere
2(R), die die entarteten Schwingungen noch mitenthalten und
schlieflich den Charakter Z(R), wo diese schon abgezogen sind,
zusammen.

9) Ann. d. Phys. (5) 8, 133, 1929,
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Tab. 2.

E C@®) CB) () 56

Ug 5 2 1 3 1

®r 0 2x(3 T T x4

* (142 cos pr) 3 0 -1 1 -1

1 (R) 15 0 -1 3 -1

E(R) 9 0 1 3 -1

Mit Hilfe von (10a), oder auch direkt nach (11a) ergibt sich
Z(R) = y"(R)+1"(R)+ 21" (R).
Die Eigenschwingungen des Methans haben (auBier den Null-
frequenzen) vier verschiedene Frequenzen, zu einer gehort eine,
zu einer anderen zwei und zu den beiden letzten je drei Eigen-
schwingungen.

Den letzten Teil der Rechnung kann man sich ziemlich ver-
einfachen, indem man die Tabelle 2 nicht fiir das ganze System,
auf einmal, sondern fiir alle gleichwertige Punkte separat aufge-
stellt (also separat fiir das C Atom und dann separat fiir die vier
H Atome). Dann muf man in allen Tabellen bei den y(R) stehen
bleiben und nur in einer die Charaktere der Translation und
Drehung abziehen, d. h. zu den 5(R) iibergehen, diese Tabelle muf
allerdings, damit aiese Ab7i-hung moglich sei, Punkte enthalten,
die nicht alle auf einer Geraden liegen, wahrend bis-
her dies nur von der Gesamtheit aller Punkte ver-
langt wurde. Die Vereinfachung liegt darin, daf man die ein-
zelnen y(R) bzw. das 5(R) einfacher in eine Summe irreduzibler
Charaktere zerlegen kann, als die in der Tabelle 2 auftretende
Summe dieser. Das gesamte «, erhilt man in diesem Fall durch
Addition der aus den einzelnen Tabellen gewonnenen a,.

3. Es ist noch leicht, die ,aktiven® Eigenschwingungen zu
bestimmen, deren Anregung mit einer Dipolstrahlung verbunden
ist. Bezeichnen wir den Gesamtpolarisationsvektor mit &

(12) & = efetalat - +ell,
so berechnet sich aus (3)

_ f f
(13) RE&Y = p> 1D(R)zn('-'a ot e+ +efi =l§10(3)u Chal

Andererseits transformiert sich & offenbar wie ein Vektor

_ 3
(13a) Rew =ﬁ§ RICE
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Es ergibt sich

3 f
(14) 52 R,67 = 3 D(B),E7; ©F = XX R,;D(R).S.
=1 =1 P«
Summiert man die rechte Seite iiber alle Gruppenelenmente R von
®, so ergibt sich Null, wenn die Matrizen (R,;) als Darstellung
von @ die irreduzible Darstellung D(R) der betreffenden Eigen-
frequenz nicht enth#lt?). Die Bedingung hierfiir ist, daf
18) X' (I+2cospu)y”(R)— X" (1+2cos o)y (R)

reine Dreh-
Drehungen spiegelungen

verschwinde. In diesem Fall ist die Schwingung inaktiv, sonst
aktiv ). Im vorangehenden Beispiel sind nur die beiden dreifachen
Eigenschwinkungen aktiv.

In dhnlicher Weise kann man auch iiber das Vorhandensein
oder Verschwinden htherer Momente Rechenschaft geben.

Zur expliziten Bestimmung der Amplitudensysteme der ein-
zelnen Eigenschwingungen geht man am besten aus einem Ver-
gleich der Formeln (2) und (3) aus. Diese ergibt

(16) Biy, = %Raﬁ iz10,p = 2D@B), fia

woraus man

8  f
(% _— A,
(17) B8 = ﬁzl 12 lRaﬁD (B, Ve
erhdlt. Dies ist eine Gleichung zwischen den Verriickungen lauter
gleichwertiger Punkte, die in vielen Fillen die Eigenschwingungen
schon ganz zu bestimmen gestattet. Sonst muf man noch die
Bewegungsgleichungen zu Hilfe nehmen.

10) Die Hochstzahl der aktiven Eigenschwingungstypen ist also drei, diese
miissen dann alle ,unentartet* sein, d.h. zu einer Eigenfrequenz dieser Typen
kann nur je eine Eigenschwingung gehoren. Es kionnen auch zwei Typen aktiv
sein, zu den Eigenfrequenzen einer dieser Typen gehoren dann je zwei Eigen-
schwingungen. Schlieflich ist es moglich, daB nur ein dreifach entarteter Eigen-
schwingungstyp aktiv ist (wie im Falle der Tetraedersymmetrie). Dies folgt
daraus, daf (R4z) entweder aus drei eindimensionalen, oder aus einer ein und
einer zweidimensionalen oder schlieBlich aus einer dreidimensionalen irreduziblen
Darstellung von @& bestehen kann,

11) Es ist zu beachten, daB die Tabellen 1 und 2 fiir je eine Klasse nur
eine Spalte enthalten, deshalb muB man jedes Produkt so oft nehmen, als die
betreffende Klasse Elemente hat. Z. B. ist 3 7% (R)(1+ 2 cos ¢;) = 1.8.8
8.0.0+3.—1.—1.4+6.—1.146.1.—1 = 0.
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Um hierin an Stelle der Darstellungskoeffizienten D(R),, die
Charaktere einzufiihren, multipliziert man (16) mit dem Charakter
7" (R) einer irreduziblen Darstellung von & und summiert iiber
alle Gruppenelemente. Man erhdlt mit Hilfe der Orthogonalitits-
relationen der Darstellungskoeffizienten

(18) 2SI i

h .

SY (2 ¢ N
_— %%’xu)(R) D(p)(R)luj‘l; = —f;af"l’ila’

also insbesondere Null, wenn 7”’(R) der Charakter einer von
D'”(R) verschiedenen Darstellung ist.

4. Die Eigenfrequenzen sind die Quadratwurzeln der Eigen-
werte einer 3#-dimensionalen symmetrischen Matrix Hjg, ., die
zugehorigen Eigenvektoren bilden das Amplitudensystem der ent-
sprechenden Eigenschwingungen. Bezeichnen wir die zu der Dar-
stellung D'?(R) gehtrigen Eigenfrequenzen mit v, v,,, ..., v, ...,
die zu v, gehorigen f, Eigenschwingungen mit {**", ... {#*, so
gilt

(19) EHA,? W8 = vpoiil5”

und wenn man die {7 normiert annimmt 3} (j;7)* = 1
lee

(19a) 2 2 E Va8 = Hyp 1o

Wenn man hierin R‘1 (¢) fiir k& einsetzt, mit B, und dem Charakter
2"’ (R) einer irreduziblen Darstellung multipliziert, iiber f und iiber
alle Gruppenelemente summiert, erhdlt man

(20) S BB DS g (D,

p a =
= 22 Bt (B gy, 1
Dies ist nach (18)
h
2 (pan) 6 (pax) — (p)
@) BEE 5 0l = SRR B g 5

was iiber ! und « summiert wegen der Normierung der Eigenvek-
toren

. I
(21) 7 E = SR T B 1" (B Hy g0

fir die Summe der Quadrate aller zur Darstellang D'*’(R) ge-
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horigen Eigenfrequenzen ergibt. Die Summe rechts in (21) ldft
sich, wenn die Bewegungsgleichungen des Systems, also die Matrix
Hyg. 1o bekannt ist, miihelos berechnen, (21) entspricht genau der
Herruer'schen Mittelwertformel 2). Sie geniigt zur Berechnung der
Frequenzen derjenigen Eigenschwingungen, zu deren Darstellung
keine andere Eigenschwingung mehr gehiort.

Ist dies nicht der Fall, so muB man dem Hrisensera'schen Ver-
fahren !*) entsprechend das Quadrat, die dritte Potenz usw. von
Hig,1e bilden, dessen Eigenwerte die vierten, sechsten usw. Po-
tenzen der Eigenfrequenzen sind, wéhrend die zugehdrigen Eigen-
vektoren die |?* bleiben. Wendet man auf diese das vorher fiir
Hig.1. geschilderte Verfahren an, so erhdlt man Formeln fiir die
Summe der vierten, sechsten usw. Potenzen der zu derselben Dar-
stellung gehorigen Eigenfrequenzen:

h 2 '
B 3 = F TR e (O r e e

wo die Hif.i. Matrixelemente der ften Potenzmatrix von His; i
sind.

Aus diesen Gleichungen (sie sind der sogenannten irreduziblen
Sékulargleichung der Quantenmechanik #dquivalent) kann man die
Eigenfrequenzen verhiltnisméBig leicht berechnen.

In den folgenden Tabellen sind die irreduziblen Darstellungen
der 32 Kristallklassen zusammengestellt ). Die Charaktere der
Kristallklassen C, die das direkte Produkt einer anderen Kristall-
klasse C, mit der Spiegelungsgruppe C; = (E,1) (oder C, = (E, 5)))
sind, C = C,><C; (bezw. C = (,>C), sind nicht separat ange-
geben. Man erhdlt aus jeder Darstellung von C, je zwei von C
in der Weise, dafl man den Elementen A4 von C, die auch in C,
vorkommen, dieselbe Matrix wie in der Darstellung von C, zu-
ordnet. Die Elemente, die in C nicht vorkommen, lassen sich
immer A¢ (bezw. Ag,) schreiben, wo A in C, vorkommt. Man
ordnet ihnen dieselbe Matrix, die man 4 zugeordnet hat, zu, ent-
weder durchweg mit positivem, oder durchweg mit negativem Vor-
zeichen. So erhdlt man alle Darstellungen von C, genau doppelt
so viele wie C, hat.

Die Kristallklassen, die sich als direkte Produkte schreiben
lassen, sind bekanntlich die folgenden:

12) W. HEITLER, Zs. f. Phys, 46. 47, 1927.

13) W. HEISENBERG, Zs. f. Phys. 49. 619. 1928,

14) Die Bezeichnungen sind dieselben, die auch in P. P. EwaLp’s Artikel
in Geiger-Scheels Handbuch der Physik, Band XXI1V, verwendet sind.
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Cp=0C<C;=0C,%<C; C,, = C;<C; C,, =C,<C;= C,=<C;
C, =0C=<C,; C;, =C;<C,= C,<C,

Dy, = D,=<C;; D;>=<C;=D,>< C;; Dy = D;><C,= D, C;

C;, =0,<C; V,=Vx<C,=Vx<0C; D,,= C,><C,

T, =TIx<C(C; 0,=0xC,

Die Darstellungen der zueinander holomorphen Gruppen sind
in den folgenden Tabellen zusammengefafit. In jeder Tabelle steht
zuerst der Name der abstrakten Gruppe, zu der die in den fol-
genden Zeilen in der ersten Spalte angefiihrten Kristallklassen
holomorph sind. In der Zeile einer jeden Kristallklasse stehen die
Zeichen ihrer einzelnen Klassen mit der Anzahl der in ihnen ent-
haltenen Elemente (z. B. bedeutet 3 C, eine Klasse, die aus drei
zweizdhligen Drehungen besteht). Einander entsprechende Klassen
stehen untereinander. Unter dem Strich kommen die Charaktere der
irreduziblen Darstellungen, jeder Zeile entspricht eine Darstellung.
Die konjugiert komplexen Darstellungen sind durch Klammern zu-
sammengefaBt.

Spiegelungsgruppe Vierergruppe

;| E g C.| E C, G, )

C, | E C, C., | E C, o, G,

C.| E i v | E C, C,

l 11 1 1 1 1

1 -1 1 -1 -1 1

1 1 -1 -1

1 -1 1 -1

3. zyklische (0 = — 4 +44V3) 3. Diedergruppe

¢,| E G, C; C,|E 2C, 3o,
1 1 1 D, |E 2C, 3¢,
1 ® o’ 1 1 1
(1 '’ @ ) 1 1 -1
2 -1 0

4. zyklische
E ¢ €  C
S, |E C, 8, S;
1 1 1 1
1 1 -1 -1

(1 -1 ) -—z)
1 -1 =i i
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4. Diedergruppe
c,. | E ¢, 2€ 26 2,
D,\E €, 20, 20 2¢C,
v, | E ¢, 28 26 2C,

1 1 1 1 1
1 1 1 -1 -1
1 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 1
2 -2 0 0 0
6. zyklische @ = }+i4 V3
G| E G, C, A Gy G
1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1
(1 «’ @' 1 o o'
1 o o’ 1 o' (02)
(1 ® o’ -1 -0 -0
1 -0 —o -1 o’ © )
6. Diedergruppe
C.,| E C, 2C, 2C, 3o, 36,
D, | E C, 2C, 20, 3C, 3C,
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 -1 -1
1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 1 -1 -1 1
2 2 -1 -1 0 0
2 =2 -1 1 0 0
»,Tetraedergruppe’ © = —}+i3 V3
T l E 30, 4C, 40,
1 1 1 1
(l 1 @ m2)
1 1 o’ ®

3 -1 0 0
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»Oktaedergruppe*
O| L 8C 3C, 6C 6C,
I,| E 8C, 3C, 6q¢, 68,
1 1 1 1 1
1 1 1 -1 -1
2 -1 2 0 0
3 0 -1 1 -1
3 0 -1 -1 1




Uber eine Verschirfung des Summensatzes

E.P. Wigner

Physikalische Zeitschrift 32, 450-453 (1931)

Zur Zeit der Entdeckung der Quantenmecha-
nik spielte der Summensatz der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten?) eine groBe Rolle; er diente
als Fingerzeig bei der Aufstellung der Ver-
tauschungsrelationen. Fiir die wirkliche Berech-
nung von Ubergangswahrscheinlichkeiten kann

1) W. Kuhn, Zeitschr. f. Phys. 33, 408, 1925;

W. Thomas, Naturw. 183, 627, 1925; F. Reiche und
W. Thomas, Zeitschr. f. Phys. 84, 510, 1925,

man ihn dagegen nicht sehr leicht verwenden,
weil er eigentlich nur die Summe der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten (genauer: der f-Werte)aller
Spriinge, die von einem Niveau ausgehen, zu
berechnen gestattet, nicht dagegen die Summe der
Wahrscheinlichkeiten fiir die Uberginge der ein-
zelnen Elektronen. Dies ist vielmehr nur in einer
gewissen Anniherung und auch so nur in den ein-
fachsten Fillen méglich, nimlich nur dann, wenn
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die Wirkung der anderen Elektronen auf das
Leuchtelektron als die einer Ladungswolke be-
trachtet werden kann?),

Deshalb wird auch eine Verschirfung (wenig-
stens die hier behandelte Verschiarfung) des Sum-
mensatzes nicht von grofem Nutzen bei der
Berechnung von Ubergangswahrscheinlichkeiten
sein. Ich teile sie hier doch mit, weil sie im
vorher erwidhnten Fall, wie sich zeigen wird,
einige Ubergangswahrscheinlichkeiten auch ein-
zeln zu berechnen gestattet.

1. Bezeichnen wir in einem Atom mit z-Elek-
tronen die Summe der » Heisenbergschen Z-
Koordinatenmatrixelemente, die den stationiren
Zustinden P und Q entsprechen, mit

ZPQ=/...ﬁ,,;,(z1 +2+- -+ 2)ye, (D

so ist bekanntlich nach den Vertauschungsrela-
tionen?)

. 7n
;‘Eo—fp>lzpoi”=—m’ =)

wo Ep bzw. E die Energien der beiden Zustinde
P bzw. Q sind, und die Summation iiber alle
Zustinde (iiber alle orthogonalen Schrédinger-
schen Eigenfunktionen) zu erstrecken ist, » ist
die Elektronenmasse. Dieselbe Gleichung gilt
fir die Summe der X- und Y-Koordinaten-
matrizen:

DN Eo— Ep) | Xpolt fon
P( o—£p)|Xpo =—gan 9

Bn
Z(EQ"—EP”YPQP =—gan @D

P

Nun ist die Ubergangswahrscheinlichkeit 4pg
vom Zustand Q in den Zustand 2P, also die pro-
zentische Anzahl der Atome im Zustand Q, die
pro Sekunde durch spontane Ausstrahlung in

1) Nach Y. Sugiura (Phil. Mag. 4, 495, 1927)
gilt dies fiir die inneren Elektronen des Va in bezug
auf das Leuchtelektron, die Summe der f~Werte fiir
die Uberginge des Leuchtelektrons allein ist 1,05.
Dagegen kann man in den Rontgenspektren nach
R.deL.Kronigund A.H.Kramers(Zeitschr. f. Phys.
48, 174, 1928) die duBeren Elektronen bei der Betrach-
tung der Uberginge der X-Elektronen nicht mehr mit
einer Ladungswolke beschreiben, weil sie — abge-
sehen von ihrer abschirmenden Wirkung — die
Uberginge der X-Elektronen auch dadurch beein-
flussen, daBl wegen des Pauliprinzipes Uberginge in
die von ihnen besetzten Bahnen unméglich sind. Bei
Sugiura dagegen sind die durch das Pauliprinzip
verbotenen Uberginge ohnehin sehr schwach und
betragen nur etwa § Proz. der gesamten f-Werte.

2) Da die Impulsmatrixelemente jeweils die
2nim(Ep—E, Q)/Iz-fachenderentsprechenden Koordi-

nantenmatrixelemente sind.

den Zustand P iibergehen:
apy = 7EE— Epy
343 &)
(| Xpol + [ Ypolt + | Zpol,
wo e die Ladung des Elektrons ist. Es gilt daher

fiir die Summe derUbergangswahrscheinlichkeiten
der Summensatz

2 Apo __ 87%én @
= (Ep—EgP  Bmc 4

aus dem die Vertauschungsrelationen eigentlich
entstanden sind. Durch das Vorangehende ist
Apo nur fir Ep<< Ej definiert, ist £p> Eg,
so soll nach (3) Apg =— Ao pdie Ubergangs-
wahrscheinlichkeit von 2 nach Q mit dem nega-
tiven Vorzeichen sein.

Wir wissen andererseits, daB die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten 4o nur dann von Null
verschieden sind, wenn die Azimutalquantenzahl
des Zustandes 2 entweder um 1 gréB8er, oder um
1 kleiner oder gleich ist der Azimutalquantenzahl
/ des Zustandes Q. Man kann daher die Summe
(4) in drei Teile zerlegen

+ 0
dop Aor
+
;”(EQ'—'EP)Z ;1(EQ—‘1':1=)2

< Aop _ 8nein
+ ;(EQ—EP)* = Fma’

wo die erste Summe iiber jene Zustinde P zu er-
strecken ist, deren Azimutalquantenzahl /4 1
ist, die zweite und dritte Summe iiber jene Zu-
stinde, deren Azimutalquantenzahl./ bzw, /—1
ist. Es fragt sich nun, ob man die drei Summen
in (4 a), die wir mit

(42)

j Aop _8n2e2fg
> (EQ-—-EP)’—— hmcd
0
2 2,0
S1_Aor T )
S (Eq—Ept #mé
Z—: Aor sateyr?
< (Eg—Ep?  RBmd

bezeichnen wollen, nicht auch gesondert bestim-
men kann?

Dies ist nun zwar im allgemeinen nicht még-
lich, wie man schon daraus ersieht, daB bei # = 1,
bei dem Einelektronenproblem, die Uberginge
ohne Anderung der Azimutalquantenzahl ver-

boten sind, so daf3 f‘? = o wird, wihrend sonst




On a Sharpened Sum Rule 211

452

Wigner, Uber eine Verschirfung des Summensatzes.

Physik.Zeitschr. XXXII,1931.

im allgemeinen /' g nicht Null ist. Man kann aber
noch sehr wohl aufler

P+ 4+/%=n (s)
eine weitere Gleichung zwischen fg, fg, f‘_—’

angeben, die dann bei # = 1 mit f g =0 zusam-

men ff und fg auch gesondert zu bestimmen
gestattet.

2. Fiihren wir an Stelle von 2 dreifache In-
dizes &, /', y' fiir die Atomzustinde ein, wo /'
und g’ die azimutale und magnetische Quanten-
zahl bedeuten, und N zur Unterscheidung der
verschiedenen Zustinde mit derselben azimutalen
und magnetischen Quantenzahl dient. Es 148t sich,
wenn Q ein Zustand mit der azimutalen und
magnetischen Quantenzahl / und y ist, (2 c¢) ahn-

/
/41

| Znus, ot =

_
Z (XNt + | Yorw,off + | Zwiw, 0
=

lich zu (4 a)

E(ENH- 1—EQ) | Zni+14 0P
N
+2(ENI—EQ)|ZNIMQI2
v ()]
+ E(ENI—I_EQ)IZNI—IMQF
N

Mn

= 87m

schreiben, wo man iiber g’ nicht zu summieren
hat, weil die Z-Matrixelemente alle verschwinden,
wenn ' + p ist. Setzen wir noch u =/, so ist
nach den bekannten Intensititsformeln fiir den
Zeemanefiekt bei einem /— / Ubergang, der
J/({ + 1)-te Teil der Strahlung des Zustandes Q
in der Z-Richtiung polarisiert, so daB

(72)

wird. Ahnlich ist fiir 4 =/ die Strahlung des Zustandes Q bei einem 7+ 1— /-Ubergang zum
(27 + 1)/(z2/+ 3) ( + 1)-ten Teil in der Z-Richtung polarisiert, so daB

2/41

5
1ZNn1411, 012 = ——————-—-—-—Z (| Xvivaw, 0 + | Y41, 0 + | Zn14 100D (7b)
/+30+1) =

ist, wihrend bei einem /— 1 — ~Ubergang die
ganze Strahlung des Zustandes Q senkrecht zu Z
polarisiert ist, so dafB3

ZNni-11,0=0 (709

gesetzt werden mufBl. Wenn man (7) in (6) ein-
setzt, folgt mit Hilfe von (3)

2/4+1 2 3443 AN 4+ 14,0
(/43U +1) Vo 6amt et (Eg— Eniy1)
8
+ ! 2 3MA Ay 0 _ /‘z”()
/41 o~ 647t (Eg— En ) 8ntm
I
oder mit Hilfe der f ausgedriickt
2/41

o, L 0o_ 1t

O E A A
Diese Gleichungen gelten zunichst nur fiir einen
Zustand Q, dessen magnetische Quantenzahl
gleich seiner azimutalen Quantenzahl ist. Da aber
nach den erwihnten Ornstein-Burgerschen
Intensitatsregeln die Summe der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

ZANI' "0
<

von der magnetischen Quantenzahl von Q unab-
hiingig ist, gilt (9) auch allgemein.

3. Betrachten wir zuerst ein Einelektronen-
problem, dann ist f g =o und es ergibt sich aus

(5) und (9)
o (@I+3)U+1) o (2l—1)!
3f+""“———21+x ) 3f—“_"—_—21+1 .
(10)

Es zeigt sich also, daB f g fiir / = 1 negativ ist,

was soviel bedeutet, daB unter den Ubergingen
mit A/ =1 die Emission stirker vertreten ist,
als die Absorption. Es folgt hieraus, daB wenig-
stens ein Zustand mit der Azimutalquantenzahl
/— 1 tiefer liegen muB, als selbst der tiefste Zu-
stand mit der Azimutalquantenzahl /. Daher
ist auch der Grundzustand bei dem Einelektronen-
problem immer ein S-Zustand.

Bezeichnen wir das tiefste Niveau mit der
Azimutalquantenzahl 7 mit £; und setzen wir
voraus, daf3 unter £; nur ein Niveau £;_, mit
der Azimutalquantenzahl /— 1 liegt, wie das
etwa im Spektrum des Wasserstoffatoms fiir alle /
der Fall ist. Ist dann 7, ein Zustand mit der
Energie £}, so sind in der Summe 3 ff ! nur jene
Glieder negativ, die Ubergingen in die Zustinde
des Niveaus Zjp_, entsprechen. Die Summe
3fE,_, p; jener Glieder in 3 71, die diesen Uber-
gingen entsprechen (sie ist fiir alle Zustinde
des Niveaus £; gleich) muB also dem Betrag
nachgroBerals/(2/—r1)/(2/41) = I—14-1/(20+ 1)
sein, Andererseits enthalt die Summe 3 ff’ -1
= (2/ 4 1) /(2 — 1) lauter positive Glieder,
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und daher muB die Summe 3 fg,p,_, jener Glie-
der, die Ubergingen in die Zustinde des Ni-
veaus £ entsprechen, kleinerals 3 ff’ “l=(2/41)
J/(27— 1) sein. Da weiter nach den Summenregeln
— (!4 1) fg_p = @I—1) fg,p_; ist, er-
gibt sich

(11a)

< 3fE1P1._1

oder

/—1+

”l—I—I —3fE1_1F1<1. (11b)

Man sieht, daB bei hohem / die Ubergangswahr-
scheinlichkeit von 2; nach £;_; (und nach
Ey, ) cca. wie / zunimmt, und je groBer / ist,
umso genauer aus (11) entnommen werden kann.
Es folgt auch, daB je groBer / ist, die Interkom-
binationen von P, mit den anderen Zustinden
immer mehr in den Hintergrund treten: da

=it

2/41

ist und davon auf den Ubergang nach £, allein
wenigstens /- 1 entfallt, bleibt fir die anderen
Ubergiinge von Py mit 4 /= 1 einschlieBlich des
kontinuierlichen Spektrumshdchstens 1+1/(2/4-1)
iibrig. Ahnlich ist dic Summe der Glieder in
3 ff‘ die von Absorptionsiibergingen (also nicht

von Ubergéingen nach £,_;) herrithren, sicher
kleiner als 1 — 1/(2/ 4 1).

All dies gilt natiirlich nur fiir das Einkérper-
problem oder fiir Systeme, die man als Einkorper-
probleme behandeln darf. Die letzten Regeln
setzen zudem voraus, daB unter #ynur ein einziger
Term mit der Azimutalquantenzahl /— 1 liegt.

Das Grenzgesetz fg,p,_, ~ /3 ergibt sich
auch aus dem Korrespondenzprinzip unabhingig
vom Kraftgesetz, wenn man beachtet, dafl die
Bahnen des Niveaus £;und £;_, als Kreisbahnen
anzusehen sind.

4. Es sei hier noch fiir den Fall, daB auch
Uberginge ohne Anderung der Azimutalquanten-
zahl vorkommen, eine Abschitzung angegeben.
Wir saben, daB der Grundzustand ein .S-Zustand
sein muB, wenn dicse Ubergange verboten sind.’
Umﬂekehrt missen die Uberginge mit A/ =o
eine wesentliche Rolle spielen, wenn die Azimutal-
quantenzahl des Grundzustandes / # o ist. In der

Tat folgt aus (5) und (9), wenn man aus ihnen f_(-‘_)
eliminiert

I4+1 0 2l+1 o 2
A ey e
Da fiir den Grundzustand f 8 positiv sein muB,
ist
oy L »
fo> I+1 3
und ahnlich folgt aus (g), da 3 9 positiv sein muf
o _ I+1m
8<=EE,

d. h. daB f fiir den Grundzustand, wenn seine
Azimutalquantenzahl groB ist, ~ /3 ist.

Die Formeln (s5) und (g) gelten auch, wenn
man in ihnen die Azimutalquantenzahl durch die
Gesamtquantenzahl (innere Quantenzahl) ersetzt.
Im Falle normaler Termordnung folgen indessen
die so zu erhaltenden Formeln aus (5) und (9) mit
Hilfe der bekannten Intensititsformeln fiir Multi-
pletts.

(Eingegangen 31. Mirz 1931.)




Uber die Operation der Zeitumkehr
in der Quantenmechanik

E.P. Wigner

Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen
Mathematisch-Physikalische Klasse 1932, 546-559

Vorgelegt von M. Born in der Sitzung am 25. November 1932.

1. H. A. Kraners?) hat bei der Untersuchung der magnetischen
Drehung der Polarisationsebene wichtige allgemeine Regelmifig-
keiten der Lisungen der quantenmechanischen Eigenwertgleichung
gefunden. Er hat u. a. nachgewiesen, daB solange die #ufleren,
auf ein System wirkenden Krifte rein elektrischer Natur sind, bei
ungerader Teilchenzahl immer eine wenigstens zweifache Entartung
der Energieniveaus auftritt. Kramers legte seinen Betrachtungen
in erster Reihe die Eigenwertgleichung zugrunde, die G. Breir?)
aufgestellt hat, und die noch in zweiter Ordnung relativistisch in-
variant ist. Er zeigte dann durch direkte Rechnung, daf man aus
einer Liosung der Brerschen Gleichungen eine zweite finden kann,
die bei ungerader Elektronenzahl von der ersten verschieden sein
muf.

Im folgenden soll es versucht werden, dic Kramersschen Re-
sultate auf eine etwas allgemeinere Grundlage zu stellen. Es wird
sich insbesondere zeigen, dafl die von ihm benutzte Operation die
Operation der Zeitumkehr ist. Auflerdem soll diese Operation in
das normale Schema der Gruppentheorie der Terme eingebaut
werden, was, wie wir sehen werden, wegen ihres nicht linearen
Charakters nicht géinzlich trivial ist.

Bekanntlich beruhen viele allgemeine Eigenschaften quanten-
mechanischer Systeme, insbesondere die fiir die Spektroskopie wich-
tigen, auf Symmetrieiiberlegungen. Fiir die Anwendung dieser

1) H A. KraMERs, Proc. Amsterdam, XXXIII, 959, 1930. § 2. Neuerdings
hat J. H. vaN VLECck die KraMERsschen Resultate mit sehr groBem Erfolg auch
auf Fragen des Paramagnetismus angewendet. (Electric and magnetic suscepti-
bilities, Oxford 1932.)

2) G. Brerr, Phys. Rev. 34, 553. 1929.
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Uberlegungen ist es wichtig, daB die betrachtete Energiestufe nur
eine endliche Entartung aufweise. Dies ist fiir im Raume frei
bewegliche Systeme (z. B. Atome) wegen des kontinuierlichen Spek-
trums, das mit der Bewegung des Systems als Ganzes verbunden
ist, von vornherein nicht der Fall. Man kann sich da auf zwei
Arten helfen: entweder rechnet man die Kerne nicht zum System
und betrachtet diese als an feste Stellen des Raumes gebunden,
oder aber man fiihrt eine Zusatzbedingung ein, die die freie Be-
weglichkeit des Systems im Raume ebenfalls aufhebt, indem man
auBer der Energie noch vorschreibt, da der Gesamtimpuls des
Systems Null sei®). Bei Atomen fithren beide Betrachtungen zu
denselben Resunltaten, bei Molekiilen verwendet man bekanntlich
die erstere, wenn man sich fiir die Elektronenterme interessiert,
die zweite dagegen, wenn man auch die Bewegung der Kerne mit
erfassen will. Da die Kerne in Wirklichkeit nicht an feste Punkte
im Raume gebunden sind, fiibrt die erste Betrachtungsweise nur
zu niherungsweise richtigen Resultaten?).

Die folgenden Betrachtungen, deren Zweck die Zuriickfiibrung
der Krantgrsschen Regelmifigkeiten auf eine bisher nicht betrachtete
Symmetrieart ist, konnen in beiden Féllen, die wir als ,erste
(festgehaltene Kerne) und ,zweite“ (Gesamtimpuls Null) unter-
scheiden wollen, angewendet werden.

2. Wenn man seinen Betrachtungen ein frei bewegliches Sy-
stem zugrunde legen wiirde, wiirde im Falle, da8 keine #uBeren
Felder vorhanden sind, die Symmetriegruppe des Systems die ganze
inhomogene Lorentzgruppe bzw. im nicht-relativistischen Falle die
entsprechende GraviLeigruppe umfassen, die aufler den gewdhnlichen
Lorextz- bzw. Gavmer- Transformationen noch Verschiebungen in
Raum und Zeit enthalten (z; = z;+a,). Dadurch, da man nicht
ein frei bewegliches System betrachtet, erfahrt die Symmetrie des
Problems natiirlich Einschrénkungen.

In der ,ersten“ Betrachtungsweise wird durch die festen An-
ziehungszentra vor allem .eine absolute Ruhe definiert, und dies
schlieBt die Transformationen, bei denen die beiden Koordinaten-
systeme gegeneinander bewegt sind, aus. Auch die meisten rein
riumlichen Transformationen fallen aus dem gleichen Grunde fort,
es bleibt von ihnen nur die Symmetriegruppe der Anziehungs-

3) Die Forderung, daB sowohl die Energie, wie auch der Gesamtimpuls feste
Werte haben sollen (daB beide ,scharf* sein sollen) ist bekanntlich zulissig, wenn
keine @uBeren Felder da sind.

4) Uber die Berechtigung dieser Betrachtungsweise vgl. M. Bor~ und 1. R.
OPPENHEIMER, Ann. d. Phys. 84. 457. 1927.
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zentren iibrig, die bisher auch immer in Betracht gezogen wurde.
Aufler diesen existieren aber noch die rein zeitlichen Transforma-
tionen ¢ = ¢{4¢, und ¢ = —¢ Durch die Angabe der Energie
ist die Darstellung (e—'E%/h) schon gegeben, zu der der Zustand
in Bezug auf die ersteren Transformationen gehort; diese Symme-
trie hat u. a. die Folge, daf Zustinde mit scharfer Energie zeitlich
unverdnderlich sind. Die Transformationen # = ¢+ £, geben also
nichts Neues mehr. Es bleibt demnach nur die Transformation
t' = —¢ zu untersuchen, die die Reversibilitdt der Zeit ausdriickt.
Sie wird, wie wir sehen werden, tatsdchlich die Krauersschen
Regeln ergeben. Die Reversibilitidt der Zeit gilt natiirlich nur so
lange die Anziehungszentra auch durch ihre innere Bewegung keine
Zeitrichtung auszeichnen, also insbesondere keine magnetischen
Felder erzeugen?®). Die Felder, die durch den Kernspin verursacht
sind, sind allerdings so klein, daf sie in der ersten, ohnehin nur
ndherungsweise giiltigen Betrachtung aufler Acht gelassen werden
konnen.

Ahnlich verhilt es sich bei der ,zweiten“ Betrachtungsweise.
Bei ihr ist der Gesamtimpuls des Systems in einem Koordinaten-
system gleich Null gesetzt, dieses Koordinatensystem ist ausge-
zeichnet und kann als ruhend betrachtet werden. Von den rein
rdumlichen Transformationen brauchen wir die Translationen nicht
zu beriicksichtigen, weil das System, dessen Gesamtimpuls Null ist,
in Bezug auf diese zur identischen Darstellung gehort, d. h. durch
eine Translation iiberhaupt nicht gedndert wird. Mit den iibrigen
rein ridumlichen und mit den rein zeitlichen Transformationen ver-
hélt es sich ebenso wie vorher, mit dem einzigen Unterschied, da8
die rein rdumlichen gewhnlich (wenn keine dufleren Felder vor-
handen sind) die ganze dreidimensionale Drehsiegelungsgruppe um-
fassen.

Wir sehen also, daB sowobl das erste, wie auch das zweite
quantenmechanische Problem aufier den Symmetrien, die man bisher
immer betrachtet hat (rein rdumliche Transformationen), noch das
Symmetrieelement der Zeitumkehr enthidlt. Es sei im folgenden
die Wirkung dieses Symmetrieelements untersucht, und zwar nur
im nicht relativistischen Falle.

3. Zunidchst miissen wir untersuchen, welche Operation K eine
Wellenfunktion ¢ in die Wellenfunktion K¢ desjenigen Zustandes

5) Uber die Frage, unter welchen Bedingungen die Zeit ,reversibel® ist,
was wir fortan ausdriicklich annehmen wollen, vgl. die Diskussion von ONSAGER,
Phys. Rev. 38. 2265. 1931.
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iiberfithrt, dessen Zeit umgekehrt der von ¢ liuft, dessen Zukuanft
also identisch mit der Vergangenheit und dessen Vergangenheit
identisch mit der Zukunft von ¢ ist. Nehmen wir zunichst die
einfache Scaropiveursche Theorie, die den Spin unberiicksichtigt
liBt. Damn ist ¢ = ¢ (2,, z,,..., 2,) eine Funktion der Cartesi-
schen Koordinaten der Teilchen allein.

In der einfachen Scrropinekrschen Theorie ist bekanntlich
Ko = ¢* doch wollen wir die Bezeichnung K beibehalten und
nur die folgenden drei Rechenregeln fiir die Operation K beniitzen:

@) Ko =9¢ K =1,

(1) K@p+by) = a* Ko+ b* Ky,
(1) (9, ¥) = (¥ 9)* = (Ko, K¢)

oder

(111a) (Ko, ¥) = (9, Kp)* = (K9, 9).

[Hier bedeutet (x,v) das hermiteische skalare Produkt der Funk-
tionen # und v, also das iiber den ganzen Konfigurationsraum er-
streckte Integral von w*v.] Es zeigt sich ndmlich, daB die fol-
genden Betrachtungen in dieser Weise auch fiir die Theorie, die
den Spin beriicksichtigt im Falle gerader Elektronenzahl wortlich
gelten, mit dem einzigen Unterschied, daB K nicht mehr einfach
den Ubergang zum konjugiert Komplexen bedeutet, sondern eine
etwas andere Operation ist, die den Regeln (1), (II), (11I) ebenfalls
geniigt. Gleichung (II) zeigt, was fiir das folgende entscheidend
ist, daB K kein linearer Operator ist. Alle anderen vorkommenden
Operatoren werden jedoch linear sein, sodaf dies nicht immer be-
sonders angegeben wird.

Reell ist eine Funktion, fiir die K¢ = ¢ gilt, imaginir
eine, fiir die K¢ = — ¢ gilt. Von einem hermiteischen linearen
Operator 4 sagen wir, daf er reell ist, wenn er eine reelle Funk-
tion in eine reelle fiberfiihrt, er fiihrt dann konjugiert komplexe
in konjugiert komplexe iiber, so daf

(1) AKp = KAg, AK = KA A= KAK
gilt. Ein imagindrer Operator B fiihrt reelle Funktionen in ima-
gindre iiber, es gilt fiir ihn
2) B = —-BKB.

Aus der Umkehrbarkeit der Zeit folgt nach 1, daf mit ¢ auch
K ¢ eine Eigenfunktion ist. Man kann ¢ und K¢ durch die reellen

Funktionen @ + K¢ und i(p — K¢) ersetzen. Es konnen also alle
Eigenfunktionen reell angenommen werden. Daher mufi auch der
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Energieoperator reell sein, wie wir das vom Scaropingerschen Ope-
rator auch wissen.

Dasselbe gilt auch fiir alle rein riumlichen Symmetrieope-
ratoren. Man erhédlt ndmlich denselben Zustand, gleichgiiltig, ob
man zuerst eine rdumliche Drehung ¢ und dann die Zeitumkehr
vornimmt, oder zuerst die Zeit umkehrt und dann im Raume
dreht. Ks gilt daher fiir alle @

) EQg = ¢;,Q Ko,

wo ¢, eine Konstante vom Absolutbetrag 1 ist, die zunéchst fiir
verschiedene Wellenfunktionen verschieden sein konnte. Wiire aber
¢, verschieden von ¢,, so folgt aus der Linearitit von @ doch

KQp+v) = KQop+ KQv = ¢, QKgp+¢,Q Ky
= Cr4 QK (@+9) = ey @QKp+ 64y QK
€p = €psp = ¢, Ersetzt man noch Q durch 0 = Ve, @, so wird
(3a) KOp = OKgp

O tatsiichlich reell. Bei der einfachen Scaropixcerschen Theorie ist
dies auch natiirlich, da die Symmetrieoperatoren reelle Trans-
formationen der Argumente der Wellenfunktionen sind.

Der reelle Charakter von Wellenfunktionen und Operatoren
bat bei der Betrachtung des Symmetrieelements # = —¢ ent-
scheidende Bedeutung. Allgemein sind Operatoren, die die Zeit
nicht, oder nur in gerader Potenz enthalten, reell, weil ihr Er-
wartungswert fiir ¢ und Ko gleich ist. Reelle Operatoren sind
demnach die Koordinaten und ihre Funktionen, das Quadrat der
Geschwindigkeit, die kinetische Energie, Gesamtenergie usw. Ima-
gindr sind dagegen die Operatoren, die die Zeit in ungerader Po-
tenz enthalten, wie etwa die Geschwindigkeit, der Drehimpuls usw.
weil ihr Erwartungswert fiir @ und K¢ entgegengesetzt gleich ist.
Im ersten Falle ist z. B.

(Ao, 9) = (p, Ap) = (Ko, AKgp) = (KA Ko, p),

sodafl tatsdchlich 4 = KAK gelten muf,, weil die quadratischen
Formen beider Operatoren gleich sind. Im zweiten Falle erhilt
man aus (¢, Bp) = ~ (K¢, BK¢) ebenso B = — KBK.

4. Wir sahen eben, daB es moglich ist, alle Eigenfunktionen
reell anzunehmen. Daraus folgt unmittelbar, daf der Mittelwert
eines rein imagindren hermiteischen Operators fiir alle Zustdnde
derselben Energie

) (., Bo,) + @,y Bo)+ (¥, Bop)+-- = 0
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verschwindet, weil in (4) schon alle Glieder einzeln Null sind, wenn
die Eigenfunktionen in rein reeller Form angenommen sind:

(V’-n Bwi) = (B'Pia wi) = (K'Pi: I{B'/’i) = “(#’n BK’/’;‘) = _(11’1'; Bd’.’)-

Fiir den Fall, daB keine Entartungen vorliegen, wie z. B. wenn
keine rdumliche Symmetrie vorhanden ist, gilt dies auch fiir die
einzelnen Eigenfunktionen. So z B. ist der Erwartungswert der
Geschwindigheit fiir jeden stationdren Zustand Null. Dasselbe gilt
von der dritten und jeder ungeraden Potenz der Geschwindigkeits-
komponenten und daher hat jede Geschwindigkeit dieselbe Wahr-
scheinlichkeit, wie die entgegengesetzte Geschwindigkeit. Ebenso
verhdlt es sich mit dem Drehimpuls.

5. Gehen wir nun zu dem Fall iiber, daf auch eine ridumliche
Symmetrie vorhanden ist, und betrachten wir Eigenfunktionen
¥y, ..., ¥, die in Bezug auf diese zur irreduziblen Darstellung D
gehiren :

l
(5) 0/: U, = N Z 1 D (R)lx ll’z-

Die Zeitumkehr ist mit allen rdumlichen Symmetrieelementen ver-
tauschbar, so daf die gesamte Symmetriegruppe abstrakt das
direkte Produkt der rdumlichen Symmetriegruppe und der Zeit-
umkehr ist. Man kann aber die Darstellungstheorie nicht in der
Form, wie das sonst iiblich ist, anwenden, weil die Operation der
Zeitumkehr nicht linear ist. Man mufl vielmehr eine etwas de-
tailliertere Uberlegung anwenden, indem man die drei Fille®)
unterscheidet:

a) Die Darstellung D kann in eine rein reelle Form trans-
formiert werden.

b) Die Darstellungen D und D* sind nicht dquivalent.

¢) Die Darstellungen D und D* sind zwar Hquivalent, aber
sie konnen in keine rein reelle Form transformiert werden.

a) Im ersten Falle (wie z. B. bei allen eindeutigen Darstellungen
der dreidimensionalen Drehgruppe und Drehspiegelungsgruppe, der
zweidimensionalen Drehspiegelungsgruppe und der symmetrischen
Gruppen) kann man D von vornherein in reeller Form annehmen.
Dann folgt aus (5), wenn man zum konjugiert Komplexen iibergeht

!
(6) KOy, = Oy Ky, = ZEID(R)MK%-

6) Vgl. G. FroBENIUs und L ScHUk, Berl. Ber. 186. 1906.




On the Operation of Time Reversal in Quantum Mechanics 219

562 E. WIGNER,

Dieselbe Gleichung gilt fiir die reellen Funktionen v, + K9y, = u,
und i(y,— Kv,) = v,, so daB sich die u,, ..., v, sowohl bei rdum-
lichen Transformationen, wie auch bei der Zeitumkehr nur unter
sich transformieren. Dasselbe gilt von den v,,...,v,. Es liegt
daher kein Grund vor, daB diese, wenn sie von den « linear unab-
hiingig sind, zu dem Eigenwert der u gehoren sollen, es sei denn,
daf eine zufdllige Entartung vorliegt.

Im Falle a) bedingt also die Zeitumkehr keine zusitzliche
Entartung, sie bewirkt nur, daB die Eigenfunktionen, die zur
reellen Form der Darstellung gehoren, durch Multiplikation mit
einer Konstante alle reell gemacht werden konnen.

Ist A ein reeller hermiteischer Operator, und gehéren %, und
¥; beide zu Eigenwerten der Klasse a), so folgt fiir das Matrix-
element von A, das sie verbindet,

(7) ('pi) ij)* = (Ky;,, KA ‘/’j) = (wi, 4 ‘/’j),

daB es reell ist. Hat A noch die rdumliche Symmetrie des Pro-
blems, so kann man dies noch mit (7) kombinieren und erhilt
einiges weitere fiir seine Matrixelemente. Es sei hierauf jedoch
nicht weiter eingegangen, nur als Beispiel erwihnt, daf der Er-
wartungswert eines imagindren hermiteischen Operators, der
die rdumliche Symmetrie des Problems besitzt (wie z. B. von

Exnpnz+pn=waz+ynp1zy+pnyyn+znpnz'*-pnzz oder xMz+yMy+z‘z'[z)
n

fiir jeden stationdren Zustand a,y,+ -+ + a,¥, verschwindet, wenn
keine zufdllige Entartung vorliegt:

(Eaﬂl’m BZ“A%) = Y ayq (¥, By);
% A %k

(¥y, By,) verschwindet fiir x = 1, weil ¢, reell ist; fiir » == 2,
weil 9, und ¢, zu verschiedenen Zeilen von D gehéren.

b) und ¢) Wenn die Eigenfunktionen alle reell sind, ist die
zugehirige Darstellung auch reell. Dies folgt aus (5):

(¢l) Oan) = D(R)).m

weil links sowohl v,;, wie auch Oy, reell sind. Kann daher eine
Darstellung nicht rein reell gemacht werden, so kinnen die zuge-
hérigen Eigenfunktionen auch nicht reell sein. Trotzdem gehren
auch Ky, ..., Ky zu dem Eigenwert von v,,... ¥,; aber sie
konnen durch die y,, ..., ¥, nicht mehr linear ausgedriickt werden,
wie das vorher der Fall war. Aus (5) und (3a) folgt
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i

®) KOpp, = Or Ky, = 121D(R)fo¢).-

Im Falle b) sind D und D* nicht &dquivalent, und die Ky, die zu
D* gehbren, sind demnach orthogonal auf den y,. Die Existenz
des Symmetrieelements K verdoppelt die Entartung, es gehiren
zwei Terme mit verschiedenen (zueinander konjugiert komplexen)
Darstellungen zu demselben Eigenwert. An Stelle von (7) gilt
diesmal :

9) s, Ay)* = (Kv,, KAy) = (Ky;, AKy),

daf die Matrixelemente in ihre konjugiert komplexen Werte iiber-
gehen, wenn man die Eigenfunktionen durch die konjugiert kom-
plexen Eigenfunktionen ersetzt, wenn der Operator reell hermiteisch
ist. Auch im Falle b) kann man noch auf weitere Eigenschaften
eines reellen oder imagindren Operators schliefen, wenn er auch
die Symmetrie des Problems besitzt.

Auch im Falle c) bewirkt das neu hinzutretende Symmetrie-
element der Zeitumkehr eine zusdtzliche Entartung, es fallen in
diesem Falle zwei Eigenwerte mit der gleichen Darstellung zu-
sammen. Die Diskussion des Falles ¢) kann hier umsomehr unter-
bleiben, als die dreidimensionale Drehgruppe keine Untergruppe
hat, die auch nur eine eindeutige Darstellung dieser Art hitte.
Die Resultate sind #hnlich wie bei Mitberiicksichtigung des Spins
bei ungerader Elektronenzahl im Falle a).

6. Wir gehen jetzt zur Theorie iiber, die auch den Spin be-
riicksichtigt 7). Zuerst bestimmen wir wieder die Operation K, die
,die Zeit umkehrt“. Die Lagenstatistik darf K nicht indern, da-
gegen wird die Wahrscheinlichkeit entgegengesetzter Ge-
schwindigkeiten und Spin-Orientierungen fiir ¢ und K¢ gleich sein.

Die Operation K kann entweder ein unitdrer Operator sein,
oder ein unitirer Operator verbunden mit dem Ubergang zum
konjugiert Komplexen das letztere ist der Fall®).

Setzen wir daher K = UK,, wo U linear - unitir ist, und K,
einfach den Ubergang zum konjugiert Komplexen bedeutet. Dann
miissen nach dem Vorangehenden z,y, # vertauschbar, p,,p,, p,,

S,y 8y, 8, schief vertauschbar mit K sein:

7) W. Pauwy, Zs. f. Phys. 43, 601, 1927.

8) E. WIGNER, Gruppentheorie usw. Braunschweig 1931, S.251—254. Die-
selbe Argumentation, die dort den Ubergang zum konjugiert komplexen verbietet,
fordert hier diesen Ubergang, da die Zeitrichtung eben umgekehrt werden soll.
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zp = KaeKop = UKz K, U9 = UzU™" p;
yp = UyU9; 29 = UzU™g;

h o]
Ser o ? = ~ VR e KUe = + U5t 2 U7
h o h 9o ., h 0 h 0 .,
i’ VUt w U Y i n? = Vel
s, = —UK,s, KU ¢ = —Us;U™" p;
s, = —=Us;Ug;  s,9 = —=UsiU .

Die ersten beiden Gleichungen zeigen, daB U wmit z, y, ¢, p,, »,, p.
vertauschbar ist und daher auf die Cartesischen Koordinaten gar
nicht einwirkt. Die dritte Gleichung zeigt, daB es mit den reellen
Pavuischen Spinmatrizen (s, und s,) schief vertauschbar, mit der
imagindren (s,) vertauschbar ist. Es kann daher bis auf eine Kon-
stante, die man jedoch weglassen kann, nur s, sein. Im Falle
mehrerer Elektronen ergibt sich entsprechend, daB U gleich dem
Produkt der s, Operatoren aller Elektronen ist, also

(10) Ko(2,; 4,y 2y -y Tuy Yus i Gpy o5 0)
= slxszz"‘snz(p<xn yn 217 A xn) ym Z"; 61) te Y 611)
— P\ ~ . ®
- (_”) '61"'671(;’(561)?/“ Byy s Xy Yy Zoy 0y ooy ——6") .

Dies ist genau die Kramerssche Transformation.
An Stelle der Gleichungen (I), (II), (IIT) erhalten wir somit
(Ta) Ko =UKUK,9p =UU*p =5,,...8,,8% ... s5, 9 = (—1) ¢,

(ITa) K(agp+by) = UK, (ap+by) = a*UK, o +U*UK, vy,
(Ila) (9, ¥) = (K,v, K,9) = (UK, 9, UK, 9) = (K¢, K¢).

Fiir gerade n sind dies genau dieselben Gleichungen, die den
vorangehenden Betrachtungen zugrunde lagen, so daf diese auch
in der Paurischen Theorie wortlich gelten, wenn die Zahl der

Elektronen gerade ist. Bei ungerader Elektronenzahl dagegen gilt
an Stelle von (I)

(IDb) Ko =—¢p; K = -1

Mit diesem Fall wollen wir uns im néchsten Abschnitt be-
schiftigen.

Sind aufler den Elektronen auch andere Teilchen im System
enthalten, so gilt (I) oder (Ib), je nachdem die Gesamtzahl der
Teilchen gerade oder ungerade ist. Dabei miissen jedoch Teilchen
mit s-fachem Elektronenspin s-fach gezihlt werden.
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7. Schon im Falle gerader Elektronenzabhl ist das K¢, das
wir das konjugiert Komplexe von ¢ nennen, nicht das konjugiert
Komplexe im gewdhnlichen Sinn, sondern UK, ¢ = Ug*. Bei un-
gerader Elektronenzahl kann man aber gar nicht mehr von reellen
Funktionen sprechen, da K¢ nicht mehr gleich ¢ sein kann, viel-
mehr auf ¢ orthogonal steht

(11) (Ko, 9) = (Ko, KK¢g) = — (Ko, ¢) = 0.

Es soll K¢ die zu ¢ konjugierte Funktion genannt werden, zu
Ko ist dann — p konjugiert, usw.

Reelle und imagindre Operatoren sind auch etwas anders defi-
niert, wie vorher. Fiir reelle gilt nimlich anstatt 4 = K7 AK
= KAK jetzt A = K'AK = — KAK, fiir imaginire

B = —-K"'BK = KBK.

Wichtige reelle Operatoren aufler den in 3. erwidhnten sind die
Transformationen P, der Cartesischen Koordinaten allein, die
Transformationen @, der Spinkoordinaten, wichtige imaginire
Operatoren sind die SpingréBen s, s, s,.

Matrixelemente reeller hermiteischer Operatoren, die konju-
gierte Funktionen verbinden, verschwinden

(12) (Ko, Agp) = (KAg, K’9) = —(AKg, 9) = — (Ko, Ap).

Der Erwartungswert eines reellen hermiteischen Operators ist fiir
zwei konjugierte Funktionen gleich, der eines imaginiren Ope-
rators B entgegengesetzt gleich

(13) (p, Bp) = (K By, K¢) = —(BK¢, K9) = — (K9, BKy).

Da man die Eigenfunktionen orthogonal so wihlen kann, da8 sie
Paare von konjugierten Funktionen bilden, verschwindet in Folge
von (13) der Mittelwert eines imagindren Operators fiir die Ge-
samtheit aller Zustdnde gleicher Energie.

8. Infolge der Gleichung K*® = —1 sind die Verhiltnisse bei
ungerader Elektronenzahl auch in Bezug auf Entartung wesent-
lich anders als bei gerader Elektronenzahl. Vor allem sieht man
sofort, daB, wenn auch keine rdumliche Symmetrie vorhanden
ist, immer eine doppelte Entartung auftritt, die zwei orthogonalen
Funktionen ¢ und K¢ gehoren immer zu demselben Eigenwert.
Die Matrixelemente reeller Operatoren sind fiir konjugierte Funk-
tionen konjugiert komplex

(14-) (wu A¢,) = (KAQZJ” sz,) = (If'pw Aij)*
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Auch bei Vorhandensein rdumlicher Symmetrie verdndern sich
die Verhiltnisse weitgehend, und wir miissen die drei Fille von
5. wieder gesondert betrachten.

a) Ist die Darstellung des betrachteten Terms K reell D = D¥
so folgt aus (5)

l
(15) KOpp, = 04K, = 3 D(B K,

dal auch Ky, zur A-Zeile von D gehort. Mithin bewirkt das
Symmetrieelement K eine zusdtzliche doppelte Entartung, reelle
Darstellungen treten immer doppelt auf.

Fiir Operatoren, die die rdumliche Symmetrie des Problems
besitzen, 148t sich aus den iiblichen Formeln der Darstellungs-
theorie fiir Matrixelemente durch Kombination mit (13) bis (15)
noch einiges gewinnen. Insbesondere gilt fiir einen ,symmetri-
schen“ reellen hermiteischen Operator, daf die Matrixelemente alle
verschwinden, die verschiedene Eigenfunktionen derselben Energie
verbinden; die Erwartungswerte fiir die einzelnen Eigenfunktionen
sind dagegen gleich. Innerhalb eines Eigenwerts verhilt sich daher
die reduzible Darstellung so, wie wenn sie irreduzibel wire.

b) Die Verhidltnisse liegen am einfachsten, fiir Eigenwerte,
deren Darstellung der konjugiert komplexen Darstellung nicht
iquivalent ist. Hier gelten die Betrachtungen von 5. wértlich.

c) Wenn D und D* Hquivalent sind, so lassen sie sich durch
ein unitires S ineinander transformieren. Es sei

(16) SD(R)S™ = D(R)*, S*D(Ry*S** = D(R).
Es folgt, daB
(17 S*SD(R)S™8** = S*D(R)*S** = D(R),

S§*S mit allen D(R) vertauschbar, also ein Vielfaches der Einheits-
matrix ist. Somit ist § = ¢S’ und hieraus erhdlt man auch
8 = ¢8, so daf ¢ = * 1 ist. In unserem Falle ist ¢ = —1,
da fiir ¢ = + 1 die Darstellung rein reell gemacht werden kann.
Es gilt somit

(18) 8 = -8

Daraus folgt auch, daf die Darstellungen der Art c) alle gerade
Dimensionszahl haben. Transformiert man noch die Darstellung
D(R) mit einer unitiren Matrix U, so geht die Matrix S, die sie
in die konjugiert komplexe Form iiberfiihrt in U’SU iiber. Durch
zweckméBige Wahl der Form von D(R) kann man es also immer
erreichen, daf das S in (18) die Form
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00 0 i
, _ 0 0—i O
(18a) S=1.0 i 0 o
- 000

habe®). Es ist zweckmiBig, dies von vornherein anzunehmen, die
halbzéhligen Darstellungen der dreidimensionalen Drehgruppe (die
in diese Kategorie gehtren) werden gewthnlich von vornherein in
einer Form angenommen, fiir die S die Form (18a) hat. Weiterhin
empfiehlt es sich, in Analogie zu diesen halbzihligen Darstellungen,
die Zeilen und Spalten von D und S (und demgemif auch die
Eigenfunktionen) anstatt mit 1,2, ... mit —j, —j+1, ..., j=1, 5
zu numerieren, wobei j halbzdhlig und 2j+1 die Dimension der
Darstellung ist. Aus (16) wird dann?9)

(16a) D(R);, = i*™" D(B).ey = (—1)" D(B)..,-

4134

Durch Anwendung von K auf die Transformationsformel (5)
der y, sieht man mit Hilfe von (18a) leicht, daB i* Ky, zur
— u-Zeile von D(R) gehort

(19) OJi 11’# = E D (‘R)r‘u 1»[)1') 01;’1:2'“ K‘l[}” = 2 ‘D (R)—r-p. i” K#’v
4 v

Betrachten wir daher die Funktionen # bzw. v
(20) w, = Y+ i Kyp_, bzw. 9, = i(y,— 17 Ky_),

so sehen wir, daB sie sich sowohl bei rdumlichen Transformationen
R, wie auch bei der Zeitumkehr K unter sich transformieren, so
daB kein Grund fiir das Zusammenfallen des Eigenwertes der u
mit dem Eigenwert der v vorliegt. Daher bedingt fiir Eigen-
werte mit einer Darstellung der Art c) bei ungerader Elektronen-
zahl keine zusitzliche Entartung. TFiir die Eigenfunktionen kann
von vornherein die sowohl fiir die » wie fiir die v geltende Glei-
chung

@1) Ky +i*y,, = 0

angenommen werden.
Betrachten wir, um eine Anwendung dieser Gleichungen zu
sehen, die Matrixelemente eines imaginéren hermiteischen Operators,

9) Vgl. L. Scavur, L c.

10) Auch die ganzzahligen Darstellungen der dreidimensionalen Drehgruppe,
obwohl sie in die Kategorie a) gehiren, werden gewohnlich in solcher Form ange-
nommen, daB fir sie (16a) gilt.
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die die Kigentunktionen eines Eigenwerts der Klasse ¢) verbinden.
Es ist

@) (4, Bo) = —(BKv,, Ku) = — (=1 (v.,, By_)"

Hat B noch die volle Symmetrie des Problems, so verschwinden
alle Matrixelemente (22): fiir u == v weil dann ¥, und ¥, zu ver-
schiedenen Zeilen von D gehoren, fiir ¢ = v dagegen miiBten sie
alle gleich sein und (22) zeigt, daf sie demzufolge alle rein ima-
gindr sein miifiten. Das ist aber nicht moglich, weil sie wegen
des hermiteischen Charakters von B reell sein miissen. Es folgt,
daf der Erwartungswert eines imaginiren hermiteischen Operators,
der die volle Symmetrie des Problems besitzt, fiir alle stationéren
Zustdnde verschwindet.

Es ist wohl nicht zu verkennen, daB bei gerader Elektronen-
zahl der Fall a) dieselbe Rolle spielt wie der Fall ¢) bei ungerader
Elektronenzahl, und umgekehrt. Dies steht wohl damit in Zu-
sammenhang, dafl die Darstellung, die @ bildet, bei gerader Elek-
tronenzahl zur Klasse a), bei ungerader zur Klasse ¢) gehort.
Wenn auch andere Teilchen als Elektronen im System enthalten
sind, sollte dabei eigentlich nicht ,gerade Elektronenzahl®, sondern
»gerade Zahl der Teilchen, deren Spin halbzahlig ist* stehen.

9. Es soll nochmals auf die Verschiedenheit in der Behandlung
der ,Zeitumkehr® und der gewdhnlichen rdumlichen Symmetrien
hingewiesen werden. Sie ist dadurch bedingt, daB die Operation,
die die Zeit in einer Wellenfunktion umkehrt, nicht linear ist. —
Die Voraussetzung fiir die vorangehenden Uberlegungen ist die,
dafl das ganze Problem invariant sei gegeniiber der Transformation
! = —¢

Wenn das Problem auch gegeniiber der Transformation ¢ = —¢
nicht invariant ist, so existieren doch 6fters Transformationen, die
die Zeitumkehr enthalten. So z. B. besteht bei einem homogenen
Magnetfeld das Symmetrieelement: Spiegelung an einer Ebene
durch das Magnetfeld mit gleichzeiger Zeitumkehr. Sie bedingt,
daB die Eigenfunktionen, wenn man den Faktor ei™® abspaltet,
reell werden.

Die Wirkung der Zeitumkehr ist bei den beiden Betrachtungs-
arten des Abschnittes 1 sehr verschieden. Bei der zweiten Be-
trachtungsart (Gesamtimpuls Null) besagt sie z. B. bei gerader
Teilchenzahl, daf Terme ohne Entartung existieren, die sich be-
sonders einfach verhalten. So z. B. ist ihr mittleres magnetisches
Moment in jeder Richtung exakt Null. Dies folgt natiirlich nicht
aus dem Verschwinden des Gesamtdrehimpulses, da man ja nicht
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nur eine Art Teilchen hat. Bei ungerader Teilchenzahl existieren
dagegen keine unentarteten Zustdnde.

Bei der ersten Betrachtungsart (festgehaltene Kerne) ergeben
sich je nach der Symmetrie verschiedene Resultate, so z. B. ist der
mittlere Drehimpuls der Elektronen bei génzlich unsymmetrischer
Konfiguration der Kerne bei gerader Elektronenzahl immer Null.
Dies ist nach van Vikck fiir den Diamagnetismus der meisten
Stoffe verantwortlich, weil das von der Kernbewegung herrithrende
magnetische Moment sehr klein ist.




Uber die experimentelle Priifung
des Spinerhaltungssatzes

R.Dépel, K. Gailer und E. P. Wigner

Physikalische Zeitschrift 35, 336-337 (1934)

1. Die Diskussion iiber eine vor kurzem er-
schienene Arbeit mit diesem Titel!) hat einige
Ergebnisse gehabt, die wir fiir erwihnenswert
halten und daher hier mitteilen wollen.

Wir maéchten vor allem eine mehr theoreti-
sche Bemerkung einschalten. Die Erhaltungs-
sitze der Quantenmechanik zerfallen - in zwei
Gruppen. In die erste Gruppe gehort der Energie-
satz, der lineare Impulssatz und der Drehimpuls-
satz (sowie ein Satz iiber die Erhaltung des

Spiegelungscharakters, der jedoch bei dem Sto8
nicht gepriift werden kann). Eine Giiltigkeits-
grenze fiir diese Erhaltungssitze ergibt sich aus
der (gegenwirtigen) Quantenmechanik nicht, sie
sollen ebenso wie in der klassischen Theorie unter
allen Umstanden gelten. In die zweite Gruppe
der Erhaltungssitze fillt der Erhaltungssatz fiir

1) R. Dé6pel u. K. Gailer, Physik. Zeitschr.
34, 827, 1933.
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den gesamten Elektronenspin (auch ein Erhal-
tungssatz fiir den gesamten Protonenspin usw.).
Diese sollten in der Quantenmechanik nur in-
sofern gelten, als man ,,die Wechselwirkung der
Drehmomente der Elektronen usw. vernach-
lassigen kann‘‘!).

Der Spinerhaltungssatz wurde bisher bei
zwei verschiedenen Arten von ZusammenstéBen
gepriift. Erstens bei solchen, bei denen die
Energie der Umwandlung von vornherein als
Anregungsenergie in den Atomen bzw. Molekiilen
vorhanden war, und zweitens in Fillen, wo sie
durch die kinetische Energie der Partner ge-
liefert wurde.

2. In die erste Gruppe kann die bekannte
Stabilitit des Parawasserstoffes, die Versuche
von R. W. Wood und F. W. Loomis iiber die
Jodfluoreszenz?), das Studium der Reaktion
3Kr+ \Hg = 1Kr - *Hg (die links angefiigten
Zahlen deuten das Multiplettsystem des betref-
fenden Atomzustandes an) durch H. Beutler
und W. Eisenschimmel?) gerechnet werden.
Alle drei Versuche bestitigen den Spinerhal-
tungssatz in den beziiglichen Fillen — die sché-
nen Versuche von Beutler und Eisenschim-
mel allerdings nur in statistischem Sinne. Dies
wurde aber bei den schweren Elementen K und
Hg, wo die Spin-Bahnwechselwirkung nicht mehr
klein ist, auch nicht anders erwartet?).

3. Der Fall, daB die kinetische Energie der
StoBpartner die Umwandlungsenergie liefert,
unterscheidet sich scheinbar theoretisch nicht
von dem vorangehenden Fall. Trotzdem ist es
natiirlich von vornherein maoglich, daB der Spin-
erhaltungssatz hier seine Giiltigkeit verliert.

K.F.Bonhoeffer und P.Harteck?®) haben
Parawasserstoff im Entladungsrohr zum Leuch-
ten gebracht und gefunden, daB er durch den
anregenden Elektronensto8 nicht in Ortho-
wasserstoff umgewandelt wird. Der Spinerhal-
tungssatz scheint also in diesem Fall bestitigt
zu sein.

In der obengenannten Arbeit®) wurde das
Leuchten von Hg untersucht, das von neutralen
He-Kanalstrahlatomen angeregt wurde. Die
Untersuchung war zunichst auf den Nachweis
eines Triplettzustandes eingestellt, und ein sol-

1) E. Wigner, Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu G6t-
tingen, S. 379, 1927.

2) Phys. Rev. 31, 705, 1928.

3) Zeitschr. . phys. Chem. (B) 10, 89, 1930.

4) Wir méchten an dieser Stelle bemerken, daB
auch die Versuche von J. H. Lees [Proc. Roy. Soc.
London (A) 137, 173, 1932], die J. H. Lees und
H.W.B.Skinner (ebenda, S. 186) als einen Fall der
Verletzung des Spinerhaltungssatzes interpretiert
haben, neuerdings L. R. Maxwell (Journ. of the
Franklin Inst. 214, 533, 1932) anders gedeutet hat.

5) Zeitschr. f. phys. Chem. (B) 4, 113, 1929.

6) R.Dopel und K. Gailer, L. c.

cher (z3S,) wurde durch das Vorhandensein
mehrerer Linien nachgewiesen. (Das Vorhanden-
sein noch eines Triplettzustandes 3 3D ist sehr
wahrscheinlich.) Da gleichzeitig iiberhaupt keine
He-Linien beobachtet wurden, wurde angenom-
men, daB die bombardierenden He-Atome im
Grundzustand bleiben. Es liegt daher eine Sto8-
reaktion vor:

1He 4+ 1Hg = 1He 4 3Hg. (1)
Da die ganze linke Seite von (1) im Singulett-
zustand, die rechte dagegen, als Ganzes be-
trachtet, im Triplettzustand ist, liegt hier schein-
bar eine Verletzung des Spinerhaltungssatzes vor.

Nun geht es aus den vorangehenden theo-
retischen Uberlegungen hervor, daB eine strenge
Giiltigkeit des Spinerhaltungssatzes bei Hg gar
nicht zu erwarten ist, weil die Krifte, die von
den magnetischen Momenten der Elektronen
ausgehen, in diesem Fall bekanntlich nicht mehr
klein sind. Die sogenannten Singuletterme sind
keine wirklichen Singuletterme, sondern nur
Terme, bei denen die Spin der beiden Valenz-
elektronen mit groBerer Wahrscheinlich-
keit antiparallel sind als parallel, und dhnlich
verhilt es sich mit den Triplettermen. Deshalb
kann das Auftreten des Triplettzustandes 2 3S;
auch so interpretiert werden, daB bei diesem
Term die individuellen, fiir die Anregung mit
He-Atomen giinstigen Eigenschaften des be-
treffenden Triplettzustandes seinen Triplett-
charakter iiberkompensieren. Ein SchluB iiber
die Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit des Erhaltungs-
satzes kann bei Hg nur aus einem statistischen
Material gewonnen werden, aus dem Vergleich
der Anregungen mehrerer Singulett- und Tri-
plettzustinde. (Vgl. das iiber die Arbeit von
Beutler und Eisenschimmel Gesagte.)

Hierzu kommt noch ein Einwand, auf den
uns Herr R. Ladenburg freundlichst aufmerk-
sam gemacht hat. Es 148t sich die Mdoglichkeit
nicht von der Hand weisen, daB die Atome im
Zustand 23S, zum Teil nicht direkt durch Sto
entstanden sind, sondern durch Strahlung von
anderen, héher gelegenen Zustinden hervor-
gingen. Diese konnten entweder selber Singulett-
zustinde sein oder aber hoch angeregte Zu-
stinde, bei denen der Singulett- bzw. Triplett-
charakter noch weniger eindeutig ist als bei den
niedrigeren Termen.

Aus diesen Griinden wurde beschlossen, den
Spinerhaltungssatz in einem anderen Falle zu
untersuchen, in dem diese Einwinde leichter
ausgeschaltet werden kénnen. Als dieser wurde
der Sto8 von neutralem He auf Mg gewihlt,
und die diesbeziiglichen Versuche wurden von
R. Dépel und K. Gailer bereits in Angriff ge-

nommen. (Eingegangen 19. Mirz 1934.)




Separation of Rotational Coordinates
from the Schrodinger Equation for IN Particles

J. O. Hirschfelder and E. P. Wigner

Proceedings of the National Academy of Sciences (USA) 21, 113-119 (1935)

Communicated November 9, 1934

1. Introduction.—In quantum mechanics, as well as in classical me-
chanics, the number of variables involved in the equations of motion may
be reduced by utilizing the constants of motion of the system. For a set
of N particles moving in a field-free space there are six integrals if N is
greater than two. These correspond to the laws of conservation of linear
and of angular momentum. It is the purpose of this paper to elimi-
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nate the codrdinates of rotation and of translation of the total system
from the Schrédinger equation and to obtain a new set of differential
equations involving only 3/N-6 variables.!

The separation of the translation coérdinates is simple. The total
energy may be decomposed into the sum of the energy due to the motion
of the center of mass and to the motion relative to the center of mass.
The energy of the motion about the center of mass is obtained by subtract-
ing the operator corresponding to the energy of translation of the center
of mass from the total energy operator

N 3 3 /N .
m=-Cyy L%, <Z a>¢+V¢=E¢,(1>

Pt 1My, arnki 2Mk=1 ne=1 OXpp

where M is the total mass of the system.! 1t may be shown that if ¢ is
an eigenfunction of H and U is a function of the codrdinates of the center
of mass, the product Uy is also an eigenfunction. Therefore equation (1)
is really independent of the translational motion of the system. For our
purposes, it will be convenient to consider (1) as the Eulerian equation
of the variational problem:?

h? oy |2 kP
s [{zx Lip)
2 4k a-”‘7nk 211[ k
and the condition J* | ¢ |2dr = 1
The dependence of the eigenfunctions of I on the rotation of the total
system is well known from group theory.® The eigenfunctions possess
two quantum numbers ! and u, characteristic respectively of the total
angular momentum /i and the Z component of angular momentum uh,
and may be labeled ¢4 (xy, . . ., 2y). If one defines for every configura-
: “« [ " ’ ’ . .
tion xi, ..., 2y a ‘‘standard position’’ x;, ..., zy which is the same for
all configurations in which the relative position of the particles is the
same, one can write

D

n OXyp

2+ V|¢|2}dr=0, (2)

Yu@ ... 2y) = Z D(l)(R)ur Xy (%0 . 20). ®
gl
Here R is the rotation which brings the standard position xj, . . ., zy
into x,, . . ., 2y, the D® (R),r are the coefficients of the irreducible repre-
sentations of the three dimensional rotation group. The
X, (1, - - 2n) = Yoy, - . ., 2) (3a)
are such functions of the x,, .. ., 2y which depend on the relative posi-
tions of the particles only, since x;, ..., 2y is the same set of numbers

for all possible orientations of a relative configuration.
Once the standard position has been selected, (3) may be stubstituted
into (2) and the integration performed over the rotational coérdinates.
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2. Modified Schrodinger Equation in General Form.—In order to sub-
stitute (3) into (2), it is necessary to evaluate the derivatives of the repre-
sentation coefficients. Letting R and RS™ be the rotation which brings

the standard position into xy, ..., xysand xy, ..., %X + € ..., XNz
(xnx is the k-th codrdinate of the n-th particle)
0]
0D (R _ yip 1 [DYRS™),, — DY(R),,]. (4)
bx,,k e=( €

Evidently S™ is an infinitesimal rotation and can be decomposed into
three infinitesimal rotations about the codrdinate axes. The correspond-
ing angles of rotation about the X, ¥, Z axes may be denoted respectively
by €Sk, eSt¥, eSif. The S} are functions of the codrdinates, their forms
depending on the choice of the standard position. If the standard posi-
tion is independent of rotation and of translation of the total system, they
satisfy the identities:

TSF=0 (@] (52)

b o _ a, b, c as well as 1, 7, k form -
2,,: %na S = %up Si' = Ry cyclic permutations of 1, 2, 3. (5b)

[(5b) will not be used further on.] Using (4) and the explicit form of
the representation coefficients we obtain
oD® (R),r

bxnk = irS;f D @ (R)ur -

1
3 S —iSHVIFN -7+ 1D DRy, +

1
58w +iSH) VIFr+ 1) 0= 1 D°®R)uss (6)
And therefore w’ z
5 = 2 DO S (7a)
Xnk -1
oX, . 1 .on
S = 5 U SHX =5 (S +iSH VIFT D =1 X

1 .
+5 S =S VIFNC— 7+ DX,y ()
These derivatives may be substituted into the variational principle, (2),
h2 61m' 1 *
S dR S dr 3 DO®L DO 5 T (B — 3 Yt
rr!

nn' \ Mz M
k
+ VX,X,"i] =0 (8a)

Using the orthogonality relations between the representation coefficients,
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the integration may be performed over the rotational coérdinates, R.
One obtains:

8 S dr 23 [%2 > (5— - ;%[)r:.k o+ VIX,|2] =0  (8b)

nn' \ My
k

with the boundary condition

J 2| X, |*dr = Const.

3. The Standard Position.—The next problem is that of defining the
standard position for any configuration of the system. The best standard
position should make the final equations as simple as possible without
disturbing the symmetry between equivalent particles. We investigated
several possibilities for the standard position and the most simple results
were obtained if the center of gravity was in the origin of the coérdinate
system and the principal axes of inertia parallel to the coérdinate axes.
Therefore, we shall define R as the orthogonal matrix which brings:

My Xnti My'Xn'k
Ty = Z mn<xm‘ - Z T> (xnk - E M ") 9)

”® n’ n'

into the diagonal form
; Tix Rep = 1y Rip. (10)

The R;, and the ¢, are functions of the x-codrdinates. It will be con-
venient to define the coérdinates, v,,, of the particles referred to the prin-
cipal axes of inertia

M X'k
Ynp = ; Rkp <xuk - ”Z' —_”EF) (11)
They satisfy the identities:
D My Yup Ynpr = 0 p % p (12a)
2 My Yup = 0. (12b)

For the sake of definiteness we shall take: ¢ < 4 < &.

The x,, can be completely replaced by the three codrdinates of the
center of mass, the R;, (three independent variables) and the y,, (3N-6
independent variables). Of course, the wave function is defined only for
such y,, which satisfy the six identities (12). However, in order to pre-
serve the symmetry, it is advantageous to define the X, also for such y,,
which do not satisfy the identities by assuming that they depend only
on the relative configuration in the y-space. These generalized wave
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functions might still depend on the R’s and the coérdinates of the center
of gravity, but they do not, since they are functions only of the relative
configuration in x-space.

It is easy to calculate the Si% matrix by the Rayleigh-Schrédinger per-
turbation method. The R;;, R;,, R;; are the three characteristic vectors
of the Ty; for the original configuration xy . .. xy;. If %, is changed by
the small quantity ¢, the SZﬁ'e are the coefficients of the original R;, in
the p’-th characteristic vector of the ‘“‘perturbed” Tj,. The formulas of
the Rayleigh-Schrodinger theory give

; My
Si = P— (Rij Yui t Rei Yuj) (14a)
¢l 3
and
ot
bx:,, = 2y Rpp Vup- (14b)

From (14) it follows that

0X, oX,
oy ”Z,I’Rkﬂ <5nn' - M> s Z Siestr MpX,  (152)

Where

0 0 a, b, ¢ are cyclical per-
M. = z,,: (y "y O by,,a> mutations of 1, 2, 3. (15b)

Inserting this into the variational principle, (8), we obtain an explicit
form:

2 {25 (

h? bpt1 T+ bpto
2 ? (tp+1 - tp+2)2

6nn’ 1 be aX;k
- —~> e T VX

My ayn# ayn'p

h2
|4, - ’Q'Eﬁ(A:LpXr‘FAﬂLpX:‘)}dT- (16)

Here

1 0 o)
L, = > (y,,a oy + Y bym) (16a)

ta""tbn

1 1
A =MX, + 3 Vi+r+ )0 —-NXygy — 5 Vi+ni—r+ DX, -,

Ay =MX, + ?2- Vi+tr+ D0 =Xy, + % Vitnl—-r+DX,_,

Az = M:X, + oX,. (16b)
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The Eulerian equations for the vanishing of the first variation of (16) are
EX, =H X, +G_, X, ,+G_, X, ., + G, X, +
G’; Xr+1 + Grz Xr+2 + F'—I Xr—l + Fg X, + F; Xr+1 (17)

where

N 3 h? 02
H=-% %

2
n=1 p=1 2712,, ynp

+ V. (17a)

];;G’ = —i\/[l(l-l—l)—(r—-1)“’]2—(r—-1)2<

2

;:;G;= —-zli\/[l(l—f—l)—(r+1)2]_(r+])2<

b+ 4 h+ 6

(—8)? (b— la)2>
b+ 4 h+bh

(ta — 4)? - (b — 13)2>

h—G’ = — VIl +1) —r(r —1) (L — iLy) (17b)
,;G’ Vil + 1) = rr + 1) (L + iLy)
I%Gr kst 4, 3 +:)2 et é W+ =r <(tte2 jLtt:)2 + (: jf)*)
and
h—QF' =Vil+1) - - 1)[(:%:)21% —iﬁM]
,2—2 F==VIl+1) —rr+1) [ﬁ M, +ié‘—_+_—:—)—2 Mz] (17¢)
L

25 L, M, + 3, ¥ > > Z)y,jby,,:,

This is the Schrédinger equation after the elimination of the six integrals
of motion. The unknown functions, X,, in (16a) may be interpreted in
two ways. First, if they are considered as functions of such variables,
Yap, Which satisfy the identities (12), it can be shown that the X, need
to be defined only in the quasi-hyperboloidal regions satisfying the identi-
ties.# Second, they may be regarded as functions of unrestricted y’s,
but they must be of such a form that they are invariant under all trans-
lations and rotations. In the second case, however, the ¢, must be con-
sidered as the characteristic values of the T}, formed from the y’s (not
from the x’s) and this would make the actual calculations impractical
since the characteristic values of a three rowed matrix are not easily
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obtainable. The terms with the F in (17) can be omitted for both inter-
pretations, if the X, are expressed explicitly as such functions of the y,
which depend only on the relative configuration.

It will be noticed that whenever any two of the £, become equal, the
principal axes of inertia as well as the standard position become indeter-
mined. This manifests itself in the equations by producing singularities
of the first and second order for these configurations. As a result, the
wave functions will not be continuous as ¢, and f, approach equality
from the two sides ¢, > ¢,yand ¢y > ¢, However, a detailed discussion
of this behavior will not be given in this paper.

! For application to the He-atom see G. Breit, Phys. Rev., 35, 569 (1930). In a paper
which appeared a short time ago (Phys. Rev., 46, 383 (1934)) C. Eckart developed the
theory of rotation and inner motion of a system of particles in classical dynamics. His
results are such, however, that one can deduce from his eq. (26) a quantum mechanical
equation, which must be equivalent to our (17), except for the use of different codrdi-
nates. It does not seem to be quite easy, however, to specify Eckart’s coérdinates in
such a way as to conserve the symmetry between identical particles. The elimination
of the translational codrdinates and applications of the resulting equation were given
already by D. S. Hughes and C. Eckart, Phys. Rev., 36, 694 (1930).

2 The system must be considered as being in a finite box in order to make the integrals
finite. However, the box may be made sufficiently large so as to have no effect on
the system.

3 See any book on the applications of group theory to quantum mechanics, e.g.,
H. Weyl, Theory of Groups and Quantum Mechanics, or E. Wigner, Gruppentheorie,
etc. Formulas (3) and the expressions for the D (R),, may be found in the latter
one in chapters XIX and XV, respectively.

1 This can be proved directly by substituting f(Ii, ..., Is)X: for the X, in (17),
where Iy, . . ., Is are the expressions on the left side of the identities. The new X’s will
still satisfy (17) for all points I; = ... = Iy = 0.
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The Mathematical Papers
Annotation by George W. Mackey

Eugene Wigner is above all a theoretical physicist. However he was one of
the two men (Hermann Weyl was the other) who introduced a powerful new
mathematical tool into quantum mechanics in its earliest years. This is the
theory of group representations, invented by Frobenius in 1896, and apparently
not applied outside of pure group theory until E. Artin’s startling application
to number theory in 1923. Wigner’s first application of this theory to quantum
mechanics was published only four years later in 1927. Weyl’s contribution was
of a completely different character and was made a few months after Wigner’s.

Wigner’s involvement with this new mathematical theory led him to par-
ticipate in its development and thus to work which can be considered as contri-
butions to mathematics as well as to physics — some of it indeed of considerable
mathematical importance. Moreover Wigner was by no means immune to the
lure of mathematics for its own sake. When his work suggested interesting
generalizations or questions, he sometimes pursued these even when their im-
portance for physics was hard to see.

Although it is certainly the best known, Wigner’s work on group represen-
tations accounts for only about half of his papers with serious mathematical
content. As a physicist, the single largest component of his voluminous output
is his work on nuclear physics. He of course applied group representations there
as well as to other branches of physics; above all to nuclear structure. How-
ever, his work on nuclear reactions led him in quite a different mathematical
direction - specifically to a series of papers on a class of meromorphic functions
which he called R-functions. These are meromorphic functions (analytic func-
tions of one complex variable whose only singularities are poles) which map
the upper and lower half planes into themselves and have (necessarily) all their
singularities on the real axis. Wigner concerned himself chiefly with those R-
functions for which there are an infinite number of poles and in which both
the pole locations and their residues have certain statistical properties — e.g.,
well-defined densities and averages. The aspect of his work which led to the
study of R-functions also led to several papers on probability theory.

Together the papers on group representations, other group theory, R-
functions and probability account for about three-quarters of Wigner’s con-
tributions to mathematics. The remainder are of a miscellaneous character
with only one or two papers in each category; abstract operator theory, non-
associative algebra, perturbation theory, etc. All of these contributions will be
described in greater detail in the body of this essay.
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Of course, the distinction between a mathematical contribution and a con-
tribution to physics is far from clear cut. An ostensible contribution to physics
may be found, on close examination, to rest on a not very clearly formulated
mathematical theorem of some novelty and of independent mathematical inter-
est. Contrariwise an interesting mathematical analysis may have been suggested
by a real physical problem but be interesting only under conditions not realized
in the world; e.g., scattering theory with unrealistic potentials. Finally a very
common type of paper in physics involves a well-defined mathematical model
and a well-defined question about it which is much too difficult to settle by
available mathematical techniques. Suppose that the author makes a number
of approximations and qualitative assumptions of uncertain validity and by a
non-air-tight chain of reasoning is led to a definite conclusion about the an-
swer. Most mathematicians would not count this work as a contribution to
mathematics. In some cases, however, a close examination may reveal that the
author, somewhere in the course of his reasoning, has suggested a proof of a
new and interesting mathematical theorem which he, however, leaves unformu-
lated — perhaps even in his own mind. Should one consider this a contribution
to mathematics?

Because of such difficulties it has not been easy to decide which of Wigner’s
papers to discuss in this essay. Despairing of finding a clear and defensible
criterion I have done more or less what I felt like doing and I am sure that some
readers will object to my selections. In the same spirit I have not hesitated to
comment on papers that are part of the task of one of my half dozen or so
collaborators on this project.

A. Wigner’s Papers on Group Representations

The basic mathematical theorem underlying Wigner’s discovery that the the-
ory of group representations can be useful in quantum mechanics can be un-
derstood as a simple (but not obvious) generalization of an elementary fact
about eigenvalues of commuting linear operators. Let U be a linear operator
and let o1, s, ... be a basis for the underlying vector space consisting entirely
of eigenvectors of U, U(p;) = Ajp;. Let H be any linear operator in the same
space which commutes with U (HU = UH). Then U(H(p;)) = H({U(p;)) =
H(Ajp;) = AjH(p;). In other words, H applied to any ¢; is again an eigen-
vector of U and one having the same eigenvalue };. Let M); denote the linear
span of all the ¢ such that Ay = A;. Then M), contains all ); eigenvectors
of U and the above argument tells us that H takes every element in M), back
into an element in M); and so defines a linear operator H 2 in the subspace
M), . Evidently in order to find a basis of eigenvectors for H, it suffices to find
such a basis for each H);. In other words, a diagonalization of an operator U
which commutes with an operator H provides a partial diagonalization of H.
Suppose now that we have several operators Uy, Us,.. ., all of which com-
mute with H and each of which has a basis of eigenvectors. If the U; commute
among themselves, the argument of the preceding paragraph can be used to
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find a basis ¢1,p2,... whose elements are simultaneous eigenvectors of all of
the Uj, Uj(¢x) = M.k and each sequence AL, A2 ... can be considered a joint
eigenvalue of Uy,Us,.... Let M ALDZ,.. be the subspace of all ¢ such that

Uj(p) = /\{(cp) for all j. Then H carries each element of each My )z into
itself and, just as above, the joint eigenspaces of Uy, Us,... define a partial
diagonalization of H — a diagonalization that becomes less partial and more
complete the more U; one can find.

The theory of group representations enters in when one tries to extend the
above results to operators U; which commute with H but do not necessarily
commute among themselves. One no longer need have joint eigenspaces, but it
is hard to believe that some synthesis of the partial diagonalizations provided
by the individual U; does not exist. To find it one specializes to the case in
which all the U; are invertible and considers the set G of all products of the

U; and their inverses. It is evident that all members of G also commute with
H, so that we might as well assume at the outset that the set of all U; is
closed with respect to the formation of products and inverses and hence is
a group of operators. Let G be the corresponding abstract group and let U,
z — U, denote an isomorphism of G with G. Then this mapping U of G into
the invertible linear operators in our vector space is a representation of G in
the sense of that U;y = U,U, and U,-1 = (U;)™?! for all z and y in G. This
particular representation has the additional property of being “faithful”. This
means that U, = U, implies that £ = y. However, since the analysis of faithful
representations leads to the study of those that are not faithful it is convenient
to study both kinds together. Indeed one is rather seldom interested in whether
a given representation is faithful or not.

Our problem has now been replaced by the following. We have a group G,
a representation U of G in a vector space H(U) and a linear operator H such
that U, H = HU, for all z in G. We wish to find a partial diagonalization of
H generalizing that described above when the U, commute with one another.
We shall find it, almost made to order, in the general theory of the equivalence
and reducibility of group representations.

This theory was first developed in the special case in which G is a finite
group and the representation space H(U) is a finite-dimensional vector space
with the complex numbers as scalars. We shall explain it first in that case
and introduce generalizations later. If U is such a representation of a finite
group G, it is said to be reducible if the vector space H(U) admits a proper
subspace M (i.e., # 0 and H(U)) which is invariant in the sense that Uz(p)
is in M whenever ¢ is in M and z is in G. Every invariant subspace defines
a new representation whose space is M by simply restricting all U, to M and
ignoring what they do outside of M. This new representation whose space is
M is called the subrepresentation defined by M. A representation U is said to
be irreducible if there are no proper invariant subspaces and hence no proper
subrepresentation.

Now let M; and M, be two invariant subspaces of H(U). These subspaces
are said to be complementary if they have only zero in common and every
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vector in ‘H(U) is the sum of a vector in M; and a vector in M,. If M,
and M; are complementary, then every element of H(U) is uniquely a sum
of an element in M; and an element in M; and one sees that U itself is
completely described by giving the subrepresentations UM and UM? defined
by M; and Ms. One says that U is the direct sum of the representations
UM1 and UMz, Tt turns out to be possible to prove that every proper invariant
subspace M has a complement so that every representation is either irreducible
or the direct sum of two proper subrepresentations. Of course, one can look
for subrepresentations of component representations and in a finite number of
steps obtain a decomposition of every U as a direct sum of a finite number
of irreducible subrepresentations. Finding such a deccomposition is an exact
analogue of finding a basis of eigenvectors for a single operator. In neither case
is the decomposition unique. However, in the operator case the eigenvalues
and their multiplicities of occurrence are uniquely determined. Moreover the
linear span of these basis vectors with a common eigenvalue is just the total
eigenspace for that eigenvalue and is uniquely determined. The decomposition
as a direct sum of eigenspaces is unique. The non-uniqueness is due to the fact
that an arbitrary basis in each eigenspace is a basis of eigenvectors.

This partial uniqueness has an analogue in the decomposition of group rep-
resentations. It involves finding an analogue for equality of eigenvalues. What
are we to understand by “equality” for two group representations? We have de-
fined group representation in a rather abstract way but if we introduce a basis
©1,...,9n in H(U) every operator U, has a matrix with respect to ¢1,...,¢x
and our abstract representation becomes a representation by matrices. It is
obvious what it means to say that two matrix representations are equal and
natural to define two abstract representations to be equivalent if bases can be
chosen so that the corresponding matrix representations are equal. In more
abstract terms one defines U! and U? to be equivalent representations of the
group G if there exists a one-to-one linear transformation T of H(U) onto H(U)
such that TUXT~! = U? for all z in G.

Now let U be a representation of G and let H(U) be a direct sum of invari-
ant subspaces M; @My +...0 M| which define irreducible subrepresentations.
For each irreducible representation L of G, which is equivalent to one of these
subrepresentations, let M be the direct sum of all the M; for which L is
equivalent to the subrepresentation defined by M;. It is easy to prove that the
subspace M contains every invariant subspace of H(U) whose corresponding
subrepresentation is equivalent to L and no other irreducible subspaces. Hence
it is uniquely determined by the equivalence class of L. It is the invariant sub-
spaces M which are the analogues of the eigenspaces of a single operator.
H(U) is a direct sum of the M and this decomposition is unique. The fur-
ther decomposition of the M, into irreducible invariant subspaces which define
mutually equivalent irreducible sub-representations is not unique. The decom-
position of U as a direct sum of the UM is called the canonical decomposition
into primary representations, where we define a representation to be primary
if all its irreducible subrepresentations are equivalent.
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We may now state the fundamental theorem which underlies Wigner’s ap-
plications of the theory of group representations to the quantum mechanics of
the atom in 1927 and 1928.

Theorem 1. Let U be a representation of group G which can be decomposed
as a direct sum of irreducible finite dimensional subrepresentations and let
HU)=Mp®Mip2+... define the canonical decomposition of U into primary
subrepresentations. Then any linear operator H which commutes with all U,
must map each of the Myp; into itself.

Corollary. To find a basis for H(U) consisting of eigenvectors of H it suffices
to find such a basis for the restriction Hy; of H to each My;.

This, however, is not the end of the story. The operators Hy; which remain
to be diagonalized also commute with certain representations of G. Clearly
H;; commutes with the primary component of U defined by M and primary
representations, unlike constant operators, are far from trivial. Theorem 1 tells
us nothing but perhaps there is some other way of exploiting the commutativity
of Hy; with the primary L’ component of U. There is and it depends upon
two lemmas whose proofs are trivial.

Lemma 1. Let U =L@ L+...0 L be a direct sum of replicas of the same
representation L. Then every operator H in H(U) is completely described by a
matriz | Hij|| of operators in H(L) and H commutes with all U, if and only if
H;; commutes with L, for all z and all pairs 1,j.

Lemma 2. If U s irreducible and finite dimensional then H commutes with
all U, if and only if H = Al for some complez number ).

Proof. Since H(U) is finite dimensional H must have a nonzero eigenvector
@. H(p) = Ap for some A. Let M) be the vector space of all ) eigenvectors.
If v € My, HU,(¢)) = U, (H(¢)) = Uy(A\p) = \U,(¢) for all z. Hence
U:(¥) € My and M) must be a U invariant subspace of H(U). Since U is
irreducible M = 0 or H(U) and M) = 0 is impossible because ¢ is in M.
Thus H = AL a

Corollary (of Proof). If U is arbitrary and H commutes with all U, then
every eigenspace My of H i3 a U invariant subspace of H(U).

This corollary may be regarded as a sort of dual of Theorem 1 although
its proof requires nothing but the definition of a group representation and no
decomposition theory.

Let us return now to Theorem 1 and consider the operators in H; in M.
Since U restricted to My, is equivalent to the direct sum of m; replicas of
L it follows from Lemma 1 that H; may be described (in the obvious way)
by an m; x m; matrix of operators in H(L’) and that each of these is a con-
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stant operator by Lemma 2. It is thus clear that to diagonalize H; it suffices
to diagonalize this m; x m; matrix of complex numbers and that each of its
eigenvalues appears d; times in the diagonalization of H; where d; is the di-
mension of the representation L’. In short, the fact that H; commutes with a
primary representation of dimension djm;, where mj is its multiplicity, tells us
that we may replace diagonalizing a matrix with djm; rows and columns by
one with m; rows and columns. In particular, if m; = 1, then H; is already a
constant operator and there is no more work to do.

Theorem 1, and the refinements of it implied by Lemmas 1 and 2, are not
only useful in determining the exact eigenvalues of an operator H which com-
mutes with a group representation U. They are also useful in obtaining a first
approximation to the eigenvalues of an operator H + V when H is a self ad-
joint operator whose eigenvalues and eigenvectors are known and V is in some
sense “small”. In the special case in which H has no multiple eigenvalues the
so-called first order perturbation theory provides Aj +(V(¢;)- ;) as a first ap-
proximation to the eigenvalue of H + V' which the eigenvalue A; of H becomes
when H is continuously deformed into it. When H has multiple eigenvalues,
however, the perturbation V may cause a fixed multiple eigenvalue A to split
into as many distinct eigenvalues as the dimension of the eigenspace M. To
determine these one must project V on M) and diagonalize the resulting op-
erator V* on the space M. The eigenvalues into which A splits will then be
A1, A+ g ... A+ pg, where pq, pia, . . . , g are the eigenvalues of VX, If U is a
group representation which commutes with both H and V, M willbe a U in-
variant subspace and the subrepresentation defined by M will commute with
V. Thus Theorem 1 and its refinement may be applied to the diagonalization
of the V* and hence to the determination of the splitting of the eigenvalues of
H under the change from H to H + V.

The fact that H has known eigenvalues usually arises in quantum physics
from the fact that H commutes with a representation U of some group G.
It follows from Theorem 1 and its refinement that whenever U has irreducible
constituents which are more than one dimensional, then H necessarily has mul-
tiple eigenvalues. V' will usually not commute with U but will often commute
with the restriction of U to some non trivial subgroup Gy of G. When this is
the case one may apply the considerations of the preceding paragraph. When
the restricted representation has irreducible constituents which are more than
one dimensional V* will have multiple eigenvalues itself and the splitting of A
will be incomplete. Of course an irreducible representation of a group G need
no longer be irreducible when restricted to a subgroup. Thus in applying the
above theory it becomes important not only to know the irreducible represen-
tations of the groups which occur but also to know how they decompose when
restricted to certain subgroups.

Wigner was led to discover and apply the above principles by his study of
the following problem. Let H be a self adjoint operator in a separable Hilbert
space H and let ¢;,¢,,... be an orthonormal basis in H whose elements are

eigenvectors of H (H(y¢;) = Ajp;). Then the tensor product HQ H... @ H of
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‘H with itself n times, which we will denote by H", has an orthonormal basis
consisting of all possible products ¢j, X @j,... X @;, where ji,J2,...jn are
positive integers. Moreover if we define H™ to be the sum (H x I... x I) +
(IxHxI...xI)+...(IxI...x H)one sees at once that each basis element
©jy XPj, ... Xj, 1s an eigenvector of H™ with eigenvalue Ay A, Ay s
any permutation of the integers 1,2...n then setting Ux(¢j, X ¢j, ... X @j,) =
Pieqy -+ X Pien defines a permutation of the basis elements of H" which,

when extended by linearity, defines a unitary operator Ur in H™. 1t is clear
that H® commutes with all the Ur. Let V be any self adjoint operator in H"
which also commutes with all U, _and is small enough so that H"™ +V may be
regarded as a “perturbation” of H". Wigner’s problem was to study the effect
of the addition of V to H™ on the known eigenvalues Aj, + Aj, .. jn of H".
This problem arises in quantum mechanics when n replicas of the same system
interact with one another, the most important special case being that of the n
electrons in an atom.

Wigner’s work on the problem was published in two parts in Volumes 40
(1926) and 43 (1927) of the Zeitschrift fir Physik [1,2] and was stimulated by
a slightly earlier paper of Heisenberg [3] published in Volume 38 of the same
journal. When n = 2 the situation is rather transparent and one can derive
the conclusions of the theory sketched above by simple elementary arguments.
Heisenberg did this and then speculated about what one might hope to do
along the same lines for larger n. In Wigner’s Volume 40 paper he was able to
handle the case n = 3 quite completely by elementary methods but had to use
rather more elaborate algebraic calculations than Heisenberg. He promised to
deal with n > 3 in Part II. At the beginning of Part II, however, he remarks
that the algebra becomes progressively more difficult as n increases but that the
work can be vastly simplified by applying the theory of group representations.
He credits von Neumann with calling his attention to the existence of this
theory and its relevance to his problem. He also credits von Neumann with
correctly guessing some of his results. He then goes on to analyze the general
case using the principles described in detail above.

As applied to an atom, the group representation which Wigner exploited
arises from the identity of all electrons so that permuting them is a “symmetry”
of the system. It did not take Wigner long to realize that an atom has other sym-
metries — notably rotations about the nucleus which lead to exploitable group
representations in the same way. Indeed one can regard the “Hamiltonian” self
adjoint operator H of the atom as a perturbation Hy + V of the operator Hy,
where Hj is what the Hamiltonian would be if the electrons did not repel one
another but were subject only to the attraction of the nucleus. Hy turns out
to commute with a unitary representation U of the direct product of n replicas
of the group R of all rotations and reflections about an origin in 3 space and
H itself to commute with the restriction of U to the “diagonal” subgroup of
Rx R... X R, i.e., to the subgroup of all z;,zs,...2, with z; = 22... = z,.
Combining the rotational and permutational symmetries one obtains a unitary
representation of the natural “semi direct product” of Rx R... x R = R" and
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the permutation group S™. (In this semi direct product one defines the prod-
uct of 21,%2...Zn, M1 Y1,Y2--- Y2, T2 t0 b€ T1Yry(1), T2Yra(2) - - - TnYmy(n), T1 72
where r; and y; are elements of R and 7, and 7, are elements of S,.)

In a long paper [4] published a few months later in Volume 43 of the
Zettschrift fur Physik, Wigner gave a systematic account of the theory of group
representations, followed by a detailed treatment of the extent to which the
theory of the energy levels of an atom may be understood by applying this the-
ory in the manner indicated above — bringing both R and S, into the picture.
He warns the reader that his conclusions cannot be expected to agree with
experiment in all cases because he has assumed a simplified model of the atom
in which the recently discovered “spin” of the electron is neglected. This defi-
ciency was removed the following year (1928) in a three part article by Wigner
and von Neumann published in Volumes 45, 47, and 51 of the same journal
[5-7].

In the course of the work, certain basic questions about the von Neumann
Hilbert space formulation of quantum mechanics are elucidated. In particular
it is argued that every symmetry of a quantum mechanical system is imple-
mented, either by a unitary operator or by an anti-unitary operator, in the
Hilbert space of states. and pointed out that an operator and any product of it
with a complex number of modulus one define the same symmetry. Because of
this last fact there is an ambiguity in defining a group of symmetries by a group
of operators which forces one to consider so-called “projective” or “ray” repre-
sentations along with ordinary group representations. This was noted slightly
earlier by Weyl in a different context. We shall give a precise definition below in
a discussion of Weyl’s work. In the present context it plays a key role because
the discussion of the quantum mechanics of electron spin demands a consider-
ation of the two-dimensional projective representations of the rotation group.
While anti-unitary operators are ruled out in most important cases, e.g., when-
ever the group in question is such that every element has a “square root” they
do occur. Perhaps the most important case is that of “time reversal symmetry”.
Wigner’s work on this subject is discussed in detail in the annotation of Arthur
Wightman. It is convenient to distinguish between two rather different ways
of applying the theory of group representations to quantum mechanics by the
names of the men who discovered them using the terms Wigner’s program and
Weyl’s program. In the end each man contributed to the other’s program and
the Volume 45 paper is certainly a contribution to Weyl’s program.

Wigner’s book “Gruppentheorie und ihre Anwendung auf die Quantenme-
chanik der Atomspektren” [8] was published three years later in 1931. This
book is mainly a detailed reworking of the material just described. It is more
than that in two important respects. First of all it introduces and studies the
concept of “tensor operator” and a theorem about such operators now known
as the Wigner-Eckart theorem. Secondly it takes advantage of Slater’s impor-
tant observation that quite substantial simplifications can be made by taking
account of the spin of the electron before rather than after considering the
consequences of the Pauli exclusion principle. Slater made his observation in
an extremely influential paper [9] published in 1929.
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Actually Slater’s paper went considerably further than this and for two
decades convinced most physicists that they could be spared the trouble of
learning such an “unphysical” branch of mathematics as group theory. However,
before explaining how Slater accomplished this or the nature of tensor operators
it will be useful and convenient to go back to 1927 and explain a rather different
application of the theory of group representations to quantum physics published
by Hermann Weyl in Volume 46 of the Zeitschrift fur Physik [10].

Weyl’s fundamental paper “Quantenmechanik und Gruppentheorie” is not
nearly so well known as his comprehensive book “Gruppentheorie und Quan-
tenmechanik” which appeared in 1928 three years before Wigner’s. The book
contains expositions of the ideas of both Wigner and Weyl and a large part of
it is devoted to systematic presentations of background material on linear al-
gebra, group theory, group representations, and quantum mechanics. However,
it is the paper which I want to describe here. Weyl’s idea differed from that
of Wigner in that he wanted to apply group representations to get a better
understanding of the foundations of quantum mechanics in general and not so
much to gain insight into particular problems. In the introduction to his paper
Weyl began by distinguishing two questions in (the foundations of) quantum
mechanics.

(1) How does one arrive at the self adjoint operators which correspond to
various concrete physical observables?

(2) What is the physical significance of these operators, i.e., how does one
deduce physical statements?

He asserts that (1) is the deeper question and has not yet been satisfactorily
treated while (2) has been more or less satisfactorily answered by the (now well
known) von Neumann formulation of quantum mechanics (which had been
published earlier in 1927). He goes on to say that he proposes to treat question
(1) with the help of group theory “Hier glaube ich mit Hilfe der Gruppentheorie
zu einer tieferen Einsicht in den wahren Sachverhalt gelangt zu sein”. He cites
Wigner’s work of earlier in the year but declares that this connection with
group theory lies in quite a different direction.

In more concrete terms Weyl wanted to find a deeper reason for assuming
the Heisenberg commutation relations P;Qx—QP;j = h/i&;‘ than that provided
by analogy with the classical Poisson brackets. His first step was to globalize
the problem by replacing each of the self adjoint operators P;, Qx by the one-
parameter group which it generates. If 4 is a self adjoint operator in a finite
dimensional Hilbert space, then for each real t, e*4! may be defined by the
infinite series 1 + 1At + %ﬁ + ... and it is easy to prove the following:

(i) t — €' is a continuous unitary representation of the real line, i.e., of
the group formed by all real numbers under addition.

(ii) Every finite dimensional continuous unitary representation of the real
line is of the form e'4* for a uniquely determined self adjoint operator A.

(ili) 74 is equal to %(e"“)] +o and so may be appropriately referred to as
the infinitesimal generator of the group representation ¢t — e*At.
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More or less exact analogues of these theorems are true when the Hilbert
space is infinite dimensional but are much more difficult to prove at least when
A has a spectrum which is in part continuous. These proofs had not been found
when Weyl wrote but he took it for granted that they soon would be and made
the simple calculations showing that (on a formal level) the commutation rela-
tion P;Qr — Qi P; = %5;‘ holds if and only if the two one-parameter subgroups
itP;

t — e'tPi| s — €9 obey the commutation relation

ezsP,, e:tQ, isth§; e:tQ, ezst

=e
for all s and ¢.

Weyl’s next step was to reinterpret his globalized form of the Heisenberg
commutation relation by introducing a unitary operator valued function of 2n
real variables by the definition

th t2 : 51,89 s — eit; Px 6itzP2 L. eit"Pn eilel . eis,.Q" .
One readily checks that the P; and Q satisfy the globalized forms of the Heisen-
berg commutation relations if and only if the function ¢, ..., = Wy, 4,...6,...5,
satisfies the following identity

—iht'-s
Wt+t',s+s' =e€ Wt,sWt',s’

where t, s,t', s’ are vectors with n real components and ¢ -s is the scalar product
t181 +ths2 ..., sn. This identity almost says that the mapping t,s — W; s is a
unitary representation of the commutative group R?" (under vector addition) of
all 2n-tuples of real numbers. It fails to do so only because the numerical factor
e~ih(fis1..1,3n) interferes. However, it says something almost equally interesting.
It says that t,s — W, , is a projective or ray representation of the commutative
2n-dimensional group R?".

Quite generally if G is a group and 2z — L, is a linear operator valued
function on G one says that L is a projective (or ray) representation if Ly =
o(z,y)L; Ly for all z and y where o(z,y) is a complex number depending on =
and y. When o(z,y) = 1 the definition reduces to that of group representation
as given earlier. For finite groups projective representations were studied in
some depth by I Schur in papers published in 1904 and 1907. Weyl points out
that projective representations are especially relevant in quantum mechanics
because whenever V! and V? are unitary operators in a Hilbert space H and
V? = ¢V for some real number 6 then V! and V? define ezactly the same
permutations of the pure states of the system. It follows that in dealing with
groups of symmetries, each unitary operator defining a symmetry is determined
only up to a “phase factor” '’ and so the identity L., = L, L, must be relaxed
to read L,y = o(z,y)L, L, where o(z,y) is a complex number of modulus one.

Weyl regarded it as of fundamental significance that the Heisenberg com-
mutation relations for P, ... Py, Q1 ... Q@ are formally equivalent to the asser-
tion that W is a projective unitary representation of the group R?". This view
derives much of its strength from the following two facts:
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(a) Any two irreducible projective unitary representations of R?" with

!

N 1 1
O(t1,ts ..ty 1. Sy th .t sh . sh) = eTth(tisittnsn)

are equivalent — in fact unitarily equivalent.

(b) Every projective multiple o’ for R*" which is “non-degenerate” is equiv-
alent to the o of (a) in the sense that if W is any o' representation then one can
convert W into a ¢ representation by multiplying each operator Wy, ¢, s,...5,
by a suitable complex number of modulus one.

The above considerations constitute Weyl’s contribution to the first of the
two problems stated in the introduction to his paper. While more suggestive
than persuasive or logically compelling, they are of importance as perhaps
the first step in the program of deriving fundamental relationship in quantum
mechanics from group-theoretical symmetry principles.

It is interesting to compare the uniqueness theorem stated in (a) above with
a theorem added in proof to a paper of Wigner and Jordan [11] also published
in 1928. One says that a set of n operators A;, Az,..., A, in a Hilbert space
'H satisfies the canonical anti-commutation relations if

AiAj+ AjAi =0 and AA]+AJA; =6

for all < and j. The theorem of Wigner and Jordan states that these relations
have an irreducible solution which is unique to within equivalence. If one makes
the change of variable a; = A; + A}, anyj = +(A; — A?) one obtains 2n
operators which are self adjoint and satisfy a? = I and ajax = —aka;j when
j # k. These operators and +I generate a group of 2°"*! elements and Jordan
and Wigner show that their theorem is equivalent to showing that (to within
equivalence) this group has a unique irreducible representation which is not the
identity on the two element center. Although they do not say so, their theorem
is also equivalent to a complete analogue of Weyl’s theorem in which the group
R is replaced by the direct product of 2n replicas of a group of order 2. This
group also has an essentially unique non-degenerate projective multiplier o and
(to within equivalence) a unique irreducible o representation. The case n = 2 is
given in Weyl’s paper. There is a generalization which includes both theorems
as special cases but it was not formulated for two decades and discussion of it
will be postponed to later in this essay.

The uniqueness theorem of Wigner and Jordan was much easier to prove
than that stated by Weyl because it only involves finite dimensional repre-
sentations of finite groups. Indeed Weyl offered only a heuristic proof of this
theorem. Moreover Weyl did not attempt to prove the (by no means trivial)
infinite dimension extension of the theorem connecting self adjoint operators
with unitary representations of the real line which played such a key role in
his paper of 1927. He contented himself with the conjecture that this would
now be proved using the techniques of recent work of von Neumann and others
on spectral theory for unbounded self adjoint operators. These gaps in Weyl’s
paper were soon filled by work of M. H. Stone and von Neumann published in
1930 and 1931 [12,13] and directly inspired by Weyl’s work.
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Wigner and Weyl not only introduced group representations into quantum
mechanics in quite different ways with different goals but they reached this
interaction between physics and mathematics from opposite directions. While
Wigner was above all a theoretical physicist, Weyl was a pure mathematician.
Moreover while Wigner had to have the existence of the theory of group rep-
resentations called to his attention by von Neumann, Weyl had been actively
working in the field since 1924. In particular, he and I. Schur had been respon-
sible for the recent extension of the theory from finite groups to compact Lie
groups. In 1924 Schur noticed that a great deal of the theory that had been
developed by Frobenius, Burnside and himself in the preceding quarter of a
century could be carried over to the orthogonal group in n dimensions by using
a certain invariant integration process which had been discovered in 1897 by
Hurwitz. Specifically one simply had to replace the frequently occurring sum-
mations over the set of all group elements in the finite case by integrating over
the group manifold. Weyl, on learning of Schur’s results, soon realized that one
could extend the theory to all compact semi-simple Lie groups. He published
a fully detailed account in 1925 and 1926 in a celebrated three part paper. In
particular, he succeeded in determining all equivalence classes of irreducible
representations for the groups in question.

With the description of Weyl’s 1927 paper to refer to, let us return to
Slater’s paper of 1929 and explain how Slater was able (for the time being at
least) to eliminate the “group pest” from the theory of atomic spectra. The
idea (although Slater hardly looked at things in this way) was to do just the
reverse of what Weyl had done in replacing ) and P by the one-parameter
unitary groups s — €%, t — e Let a — U, be a continuous unitary
representation of the group G = SO(3) of all rotations about some point 0 in
three dimensional Euclidean space. When this representation is restricted to
the subgroup G4 of all rotations about an axis A going through 0 (and one
has chosen a unit in which to measure angles) this restriction defines a unitary
representation of the real line and, as indicated above, this representation may
be written uniquely in the form t — e**M4 where M4 is a self adjoint operator.
Let M., M,, M, denote M4 when A is chosen to be the z, y, and z axes in
some rectangular coordinate system. One can show that for every A, M4 is of
the form aM, + bM, + cM, for suitable real numbers a, b and ¢ so that the
three operators M,, M, and M, determine all M4. Moreover one can show
that, when the unit of angular measure is suitably chosen, M., M, and M,
obey the following simple commutation relations

MMy - MM, _ MM, - MM, _

1 1
(+) M.M, — M, M,
e T e M,

M,

[

Conversely, at least when H(U) is finite-dimensional, it is easy to show that U is
uniquely determined by the three operators M,, M, and M, and moreover that
(modulo one simple qualification) every triple of self adjoint operators which
obeys the relations * arises from some unitary representation of G = SO(3).
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This qualification is that one may have to be content with projective represen-
tations or equivalently with representations of the “double covering” SU(2) of
SO(3). When H(U) is infinite dimensional the formulation and proof of this
proposition is more complex and difficult but essentially the same result holds.
In short, one may replace considerations involving the group representation U
by considerations involving the operator triple M, My, M, satisfying .

The great advantage of such a replacement, from the point of view of the
physicists of the time, was that groups and group representations were to them
difficult and unphysically abstract new concepts while linear operators and
matrices had become familiar to them from their appearance in the very foun-
dations of quantum mechanics. Moreover operators M,, M, and M, satisfying
* occur explicitly throughout quantum mechanics as the operator counterparts
of the z, y and 2z components of angular momentum. At any rate when Slater
showed how Wigner’s results could be obtained by computations with “angular
momentum” the physicists were delighted and by and large postponed learn-
ing group theory for a quarter of a century. The standard treatise on atomic
spectroscopy for over a decade was the book, “The Theory of Atomic Spectra”
(14], published by E.U. Condon and G.H. Shortley in 1935. An exposition of
Slater’s method, which is clearly the core of the book occupies most of their
Chapters VI and VII. Toward the end of their introductory Chapter I, one finds
the following statement: “We wish finally to make a few remarks concerning
the place of the theory of groups in the study of the quantum mechanics of
atomic spectra. The reader will have heard that this mathematical discipline is
of great importance for the subject. We manage to get along without it.” On
the other hand, Chapter III entitled “Angular Momentum” is little more than
a very complete account of the representation theory of SU(2) (and hence of
its quotient SO(3)) carried out from the point of view of a systematic study of
triples of operators satisfying the commutation relations *.

Of course this correspondence between unitary representations of SO(3) or
U(2) and angular momentum triples is just a very special case of the fact that
every connected Lie group G admits an “infinitesimal version” which is called
its “Lie algebra” and that this Lie algebra has a representation theory which
largely parallels that of the group. Once one understands this, it seems almost
bizarre that the physicists should have made such a big thing of the difference
between working with angular momentum operators and working with repre-
sentations of SO(3). However, at the time most physicists did not know what
a group was, much less a Lie group or its Lie algebra. The reader will find sup-
port for this contention on page 555 of “Inward bound” by A. Pais who, after
calling attention to the knowledge of Lie groups possessed by graduate students
in 1986 says “It was not so in, say 1960. Whatever the average well-educated
theorist then knew about groups concerned rotations, Lorentz transformations
and various discrete symmetries”. One might also read the last eight lines of
page 163 and all of page 164 of J.Bernstein’s “The Life it Brings” where we
learn that Murray Gell Mann, in the fall of 1960, had to be told by a mathe-
matician that the “cute” objects he was playing with in the early development
of current algebra were well known to mathematicians as Lie groups and had
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an elaborate theory. The fact that Bernstein referred to these objects as Lie
groups when he was really talking about Lie algebras was not exactly a mis-
take on his part. In those days at least, many physicists used these two terms
interchangeably.

Let us return to Wigner’s book and explain the concept of tensor operator
which is introduced therein. Just a a real-valued observable in quantum me-
chanics is associated with a self adjoint operator, a vector-valued observable,
such as a velocity or a momentum, is associated with a triple of self adjoint
operators. However, as in classical mechanics, the particular triple one uses
depends upon the coordinate system. A little reflection shows that this depen-
dence must take the following form. Let U be the unitary representation of the
rotation group defined by the rotational invariance of the whole system and let
Ay, Ay, A; be the self adjoint operators describing our vector valued observ-
able in some coordinate system. Then if we change coordinates by a rotation
a the three components A;, A2, A3 must be replaced by U,4:U;?, Us AU,
UaA3U;!. So much would be true for any triple of observables. The fact that
they are the components of a vector implies further that for each j = 1,2,3
ULAj U;! is a linear combination of A;, Az, and A3, say, bj1A1+bj2A2+bj3 A3
and that the mapping

bll(a—l) blz(a—l) b13(a—l)
a— | bar(a™!) by(a™l) by(a7?)
bsr(a™!) by(a”l) baz(a”?)

of the rotation group is equivalent to the unique three dimensional irreducible
unitary representation D! of this group. This implies, in particular, that each
of the three components A;, A;, A3 has the property that the continuum many
operators Ua4;U;! have a three-dimensional vector space as their linear span
and that this three-dimensional vector space is independent of j and invariant
under all U,. Although this does not seem to be customary in physics, one
could take the three-dimensional vector space spanned by A;, A; and A3 as
a coordinate independent quantum representation of the vector observable in
question.

Quite generally, Wigner defined a triple A;, A;, A3 of self adjoint operators
in the Hilbert space of a rotationally invariant quantum mechanical system
to be a vector operator if it has the above stated properties with respect to
the representations U and D! of the rotation group. He then generalized this
notion by replacing D! by an arbitrary irreducible representation D7 of the
rotation group. Since D7 is 2j + 1-dimensional, the triple A1, A2, A3 must be
replaced by a 2j +1 triple A;, Ay, ..., A2j4+1. Repeating the definition of vector
operator with these changes one obtains Wigner’s definition of an irreducible
tensor operator.

Wigner introduced this notion in Chapter XXI, Section 5 of his book in
order to formulate and prove a generalization of a very useful theorem about
the matrix elements of an operator S which commutes with all U,. To say
that an operator S commutes with all U, is the same as to say that it is an
irreducible tensor operator in the special case in which j = 0. Thus to be a
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component of an irreducible tensor operator for some j not necessarily equal
to zero is a natural generalization of actually commuting with all Ug.

The theorem which Wigner generalized is a theorem about the matrix ele-
ments of an operator S which commutes with all U, with respect to a so-called
“angular momentum basis”. This latter notion can be defined in somewhat
greater generality than in the case considered by Wigner and it will be more
convenient to give the more general definition. Decompose the Hilbert space
as a direct sum H(U) = H; & H, + ... of invariant subspaces each of which is
such that the restriction U¥ of U to Hy is multiplicity free for all k. This means
that each U* is uniquely a direct sum of irreducible representations D' where
no ! occurs more than once. Let H; denote the 2! + 1-dimensional subspace
on which U™ is equivalent to D' (whenever U* actually contains D'). Finally,
choose once and for all a particular axis and consider the restriction of U™ to
rotations about this axis. Under this restriction H, ; splits into 2!+ 1 invariant
subspaces which we label with an integer m with — < m < I. Choosing a
unit vector ¢n 1m, in each of these one-dimensional subspaces one obtains an
angular momentum basis for H(U).

The theorem which Wigner generalized, and which is proved in an earlier
part of the book, asserts the following. If {¢pnim} is an angular momentum
basis for U and S is an operator which commutes with all Uy, then the matrix
element (S(¢n,i,m) * Pn',/,m') is zero unless | = I' and m = m' and in that
case its value is independent of m. In the generalization S is replaced by the p
component of an irreducible tensor operator for D“ (p = one of the integers:
—w,—w +1,...w). The theorem asserts that the matrix element is zero unless
I' lies in the interval || —w| < I' < I+ w and m' = m+ p. When these conditions
hold it is a product of two factors one of which is independent of the particular
tensor operator chosen and the other of which depends only on n, n', [, and
I' and not on m or m'. The former factor can be computed from the general
properties of tensor products of the irreducible representations of the rotation
group once w, p, I, ', and m are known.

In the special case of vector operators this theorem appeared in a survey ar-
ticle by C. Eckart [15]. The generalization to other irreducible tensor operators
was implicit in Eckart’s paper. However, Wigner was the first to give a for-
mal definition of irreducible tensor operator and work out the general theorem
explicitly. It is now known as the Wigner-Eckart theorem.

The notion of tensor operator may be defined in Lie algebra terms and in
this form played an important role in the work of Racah a decade later.

A few months before finishing work on his book, Wigner began applying
the theory of group representations to problems in physics other than those of
atomic spectroscopy. In [16], published in 1930, he exploited the fact that a
classical dynamical system with a potential energy which is a quadratic form
in the coordinates (such as in the small vibrations about an equilibrium point)
has a phase space which can, in a natural way, be given the structure of a finite
dimensional Hilbert space. Any finite group G of symmetries of the system
gives rise to a unitary representation of G and the self adjoint operator H
whose eigenvalues give the normal modes lies in the commuting algebra of this
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group representation. The general principles explained earlier in the essay can
then be applied to obtain information about the normal modes. Wigner refers
to an earlier paper of Brester where the same results are obtained by elementary
methods but asserts that using group representations produces better insight
into the problem.

Two years later Wigner published a paper [17] showing that some recent
work of Kramers could be explained by a slight extension of the theory of
unitary group representations and proceeded to study this extension system-
atically. This extension consists in allowing the representing operators to be
anti-unitary as well as unitary. A norm-preserving real linear operator U is
said to be anti-unitary if the condition U(Az) = AU(z) for complex A is re-
placed by U(Az) = AU(z) where X is the complex conjugate of A. If U is such
an extension, one checks easily that the subset of all  for which U, is actually
unitary is a closed normal subgroup of index 2. In other words, U can always
be obtained from a unitary representation by adjoining a single anti-unitary
operator and its products with the unitary U,. The point is that there can be
symmetries of a quantum system which are described by anti-unitary opera-
tors, the simplest example being 1 — ¥ for spinless collections of interacting
particles. This will be a symmetry whenever the Hamiltonian is real and is
called “time reversal”. For a discussion from a somewhat different of point of
view see the annotation of Wightman in Volume III.

Two other applications of group representations which Wigner found in the
1930’s were intimately related to his own activities as a physicist — activities
in which his main contributions were not group theoretical. In 1932 Wigner
gave a course at Princeton on solid state physics, for which lecture notes were
made available. In the ensuing six years he published nine papers on the sub-
ject. In the same period he published over a dozen papers on nuclear physics.
Nuclear physics changed radically (and may even be said to have begun) with
Chadwick’s discovery of the neutron in 1932. Wigner became interested almost
immediately. Indeed he was one of the pioneers in studying the nature of the
nuclear interaction, the structure of nuclei, etc. As far as solid state physics is
concerned he was also a pioneer in that in 1934 [18] he introduced and made
the first calculation of the “correlation energy” in the problem of calculating
the cohesive energy of metals. It was of course natural for Wigner to attempt to
apply the theory of group representations to these new interests. The attempt
succeeded in each case and led to two much cited papers [19,20] published in
1936 and 1937.

We shall discuss the 1937 paper, “On the consequence of the symmetry of
the nuclear Hamiltonian on the spectroscopy of the nuclei” first because it is
more closely related to Wigner’s work on atomic spectroscopy, and because the
1936 paper can best be discussed in connection with later work; especially the
celebrated 1939 paper [21] “On unitary representations of the inhomogeneous
Lorentz group”.

It will be useful to begin our discussion of the 1937 paper by recalling the
mathematics underlying the celebrated Pauli exclusion principle. Let H; and
‘H, be the Hilbert spaces of states for two particles in quantum mechanics.
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Then the Hilbert space for the system obtained by putting the two particles in
interaction is the tensor product H; ® Hs of the two Hilbert spaces — at least
when the two particles are “distinguishable”. More generally, if one has n parti-
cles with Hilbert spaces H; ... H, (and they are “distinguishable”) the Hilbert
space will be the n-fold tensor product H; @ H; ... ® Hy,. That this simple prin-
ciple did not necessarily hold for “indistinguishable” particles became clear in
the earliest applications of quantum mechanics to atoms with more than one
electron. The failure of many expected spectral lines to appear was soon shown
to be explainable by the hypotheses that the Hilbert space HQ H... @ H (n
factors), where H is the one electron Hilbert space, must be replaced by the
anti-symmetric subspace HOH@ ... H. To define this one recalls the natural
unitary representation U of the symmetric group S, on HOHQ...QH, defined
earlier and chooses the subspace on which U, is minus the identity for all odd
permutations m. The Pauli exclusion principle as first formulated by Pauli is
an immediate consequence.

Later it was found that whenever one has several particles of the same type
in interaction, the product of the corresponding identical Hilbert spaces must be
replaced either by HAH®) ... H - the anti-symmetrized tensor power - or by
the subspace HQH® ... H defined by replacing —I by I in the anti-symmetric
definition. Accordingly one speaks of the particles in question as being fermions
or bosons. Electrons, protons and neutrons turn out to be fermions and photons
to be bosons.

A nucleus is formed by an interaction between n; protons and n; neutrons
and the appropriate Hilbert space is

(HP@HP® ... Hp) @ (HNOHNG ... H,)

where Hp is the proton Hilbert space, Hy is the neutron Hilbert space, and the
two parentheses contain n; factors and n, factors respectively. This statement
exemplifies a general principle whose precise formulation we leave to the reader.

The content of Wigner’s 1937 paper is perhaps most easily explained in
terms of a simple and general mathematical theorem concerning the connection
between direct sums of Hilbert spaces and anti-symmetrized tensor powers. Let
H, and H; be two Hilbert spaces and consider (H; ® H) ®(H1 ®H2) B ...
(H1 ® Ha) where there are n factors, i.e., the anti-symmetrized n-fold tensor
power of the direct sum H; & Hz. The theorem asserts that there is a nat-
ural isomorphism between this Hilbert space and the following direct sum of
products of anti-symmetrized tensor powers

Hre (ﬁ;“‘ OH2) @ (1“%;“2 8 (Ha@Hs)) + .. +HE.

(Here we have introduced the notation ’}/-1[ ™ for HOH® ... H with m factors.)

Because of this theorem one can simplify the problem of studying the
interaction between n; protons and n, neutrons by considering simultane-
ously the interaction between n; + k protons and n, — k neutrons for k£ =
ng,ngo—1,n9—2...—n;. The direct sum of all of these n; +n,+1 Hilbert spaces
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may be identified with a single anti-symmetrized power ('Hp -?— ’)'{1\1)'11+'12 and
our problem is more or less reduced to that of considering n; + n; identical
“particles” the Hilbert space of each of which is the direct sum Hy & Hp of
the proton and neutron Hilbert spaces. A key point here is that one can look
at the Hilbert space Hy @ Hp as the Hilbert space of a particle which is nei-
ther a proton or a neutron but which can be either. The idea of looking at
the neutron and proton as two different states of a single particle (sometimes
called a nucleon) was introduced by Heisenberg in 1932 in the same year that
the neutron was discovered. He used it in formulating a hypothesis about the
nature of the force between two nucleons. The theorem about anti-symmetrized
tensor powers cited above plays an essential role in establishing the consistency
of Heisenberg’s point of view.

In Wigner’s 1937 paper the above described way of viewing the interaction
between protons and neutrons is exploited to set up an analogy between atomic
structure and nuclear structure. One replaces the n identical electrons in an
atom by the n identical nucleons in a nucleus. The role of the atomic nucleus
is played by the center of gravity of the nucleons and one finds that much the
same group theoretical methods may be applied. The analogy would be even
closer than it is “because of the fact that the electron has spin %” if it were not
for the fact that the proton and neutron also have spin % At the same time
this circumstance makes it necessary to consider the representation theory of
somewhat higher dimensional compact Lie groups than the rotation group and
its simply connected covering group SU(2) - in particular SU(4). (In general
SU(n) is the group of all n X n unitary matrices of determinant one.)

To clarify these, perhaps somewhat cryptic, remarks let us recall the Hilbert
space formulation of the concept of the “spin” of a particle. For a particle with-
out spin the Hilbert space can always be realized as £2(S, 1) where S is physical
space and p is the volume measure in S. However, certain anomalies in atomic
spectra could be explained very satisfactorily by assuming that for electrons
L%(S, u) is replaced by a slightly different Hilbert space which may be equiv-
alently defined as £2(S, u) ® H, where H, is a two-dimensional Hilbert space
or as L2(S, u, Hz) the space of all square summable functions from S,  to this
same two-dimensional Hilbert space. This change leaves the operators defining
the coordinate and linear momentum observables essentially unchanged. More
precisely it replaces them (in the £2(S, u) X H, form) by their tensor products
Q; x I and P; x I where Q; and P; are the old operators in £L%(S, 1). Each an-
gular momentum operator 2 in £2(S, u) is, however, replaced by a sum of the
form {2 x I+ I x o where o is a self adjoint operator in H,. The “extra” angular
momentum term I X S is thought of as due to a rotation or “spin” of the elec-
tron about an axis through its center. Hence the term “spin”. The mathematics
of course is independent of such imaginative interpretations. The operator o
depends upon which axis of rotation one considers but in all cases has the same
two eigenvalues and trace zero. Once one has chosen an axis (the Z axis, say)
the space H, may be written as a direct sum of two one-dimensional subspaces
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in each of which o, has a definite value and correspondingly £2(S, ) x Hz may
be written as a direct sum of two replicas of L2(S, u).

Notice the analogy between its direct sum decomposition into subspaces
of positive and negative spin with that for nucleons into proton and neutron
subspaces. It is important to remember, however, that the analogy is not com-
plete because the proton neutron splitting does not depend upon choosing a
direction in space. Moreover since neutrons and protons also have non-zero spin
and in fact a spin also described by a two-dimensional Hilbert space one has
to deal with both effects at the same time. The Hilbert space of a nucleon is of
the form L£%(S,u) @ H2 & L2(S, 1) ® H or equivalently £3(S, 1) ® (Hz & Ha)
where of course H; & H; is a four-dimensional Hilbert space.

In the end the crucial analogy is that between the anti-symmetrized n-
th power of the Hilbert space £2(S,u) ® H, which underlies the quantum
mechanics of the n electrons in an atom and the anti-symmetrized n-th power
of the Hilbert £3(S,u) ® (H2 & Hz) or (equivalently) £2(S,p) ® Hq which
underlies the quantum mechanics of a nucleus with n nucleons. The analogy
1s incomplete, because rotational symmetry is implemented rather differently
in the Hilbert spaces H; and H, - the relevant representations of the rotation
group in these two spaces being irreducible in the first case and a direct sum
of two equivalent irreducible representations in the second. It is incomplete in
another and more profound way which we shall describe in the next paragraph.

So far everything we have said would still be valid if the neutron and the
proton were not only of different charge but also of different mass and at-
tracted one another by forces which varied with distance and spin in quite
different ways. However, a new symmetry group (more precisely a new approx-
imate symmetry group) is available because the neutron and proton are almost
identical ezcept for charge. The ratio of the mass of the neutron to that of
the proton is approximately 1.0014. Moreover in the very first sentence of his
1937 paper. Wigner cites two experimental papers, published in 1936 which
“appear to show that the forces between all pairs of constituents of the nucleus
are approximately equal”. Of course, this statement must be interpreted to
imply the qualification “after allowing for the electrostatic repulsion between
two protons”. This suggests that a good approximation to a model for a nu-
cleus will be invariant under an action of the group of all unitary operators in
L2Q ® H2 ® Ha of the form I x I x U where U is a unitary operator in Hz and
that the action of this group on the n nucleon Hilbert space will be analogous
to that of the rotation group. To be more explicit than this would require a
more detailed discussion than seems appropriate. Of course, this symmetry and
the rotational symmetry must be combined and one has finally to deal with
an analogue of the problem of atomic spectra on which the underlying group
theory is somewhat more involved.

The extra degree of group theoretical difficulty increases considerably when
one considers with Wigner a less accurate but more symmetrical approximation
in which the full group of all unitary operators in Hy = H, ® H, appears
as a symmetry group. Whereas the direct product of the rotation group and
the group U°(2) of all unitary operators in H, has a representation theory




260 The Mathematical Papers

easily deducible from that of the rotation group (which was in turn familiar to
physicists from the theory of angular momentum), that of the unitary group
in four dimensions was new and unfamiliar. Indeed a substantial part of the
paper is devoted to recalling the classical theory of Cartan, Schur, and Weyl in
its application to the four dimensional unitary group and indicating how the
theory of rotational symmetry changes when U(4) replaces the rotation group.

Actually Wigner discusses two degrees of approximate symmetry in addi-
tion to that of the preceding paragraph. In one of these he allows forces which
depend on the spin of the particle but not on whether it is a proton or neu-
tron and in the other he does the opposite. As is clear from the foregoing, the
mathematics of the reversal of spin and that of passing from the neutron state
to the protein state are very similar and involve groups which have isomorphic
Lie algebras. To emphasize this Wigner introduced the term isotopic spin to
describe a concept which was destined to play a key role in later developments
in elementary particle physics.

Concerning the significance of the work for physics, it is useful to quote
a few lines from David Brink’s book “Nuclear forces” first published in 1965.
“They did not, however, work out more general consequences of the theory or
show how it could be used for more complex nuclei. This was done by Wigner
(1937) in a very important paper which also included the first work on a general
method of classifying nuclear states called supermultiplet theory. This theory
was much more involved than isobaric (isotopic) spin theory, and Wigner’s
paper was too difficult for most experimental and many theoretical physicists,
and the simple consequences of charge independence were not widely recognized
until many years later.”

Before discussing the Wigner papers of 1936 and 1939 mentioned above
it will be useful to explain a general theorem about group representations,
which was known to Frobenius for finite groups, and generalizations of which
to certain infinite groups play a role in Wigner’s two papers. In the interests
of later generalizations and unifications we shall formulate this theorem rather
differently than Frobenius did. In particular we shall emphasize representations
rather than their characters.

Let G be an arbitrary group (not necessarily finite) and let N be a normal
subgroup of Gj that is a subgroup such that znz~! is in N for all n in N
and all z in G. One says that G is an extension of N and that “the extension
splits” if there exists a second subgroup H such that N N H consists only of
the identity element e (N N H = {e}) and every element z in G is a product
nh of an element n in N and an element h in H. One proves easily that the
decomposition z = nh is unique and that the subgroup H, when it exists is
unique up to isomorphism. On the other hand, it is often possible to find more
than one subgroup H' which effects the splitting when one exists.

Starting at the other end, so to speak, let N and H be two arbitrary
groups and suppose that we are given a mapping h — aj taking each element
h of H into an “automorphism” of N (i.e., an isomorphism of N with itself).
Suppose further that ~ — « is a homomorphism of H into the group of all
automorphisms of N (i.e., preserves group multiplication). Consider the set G
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of all pairs (n,h) where n € N and h € H and define a multiplication in G
by the following rule (ny, hy)(n2, h2) = (nyap,(n2), h1ha). It is straightforward
to prove that under this rule G is a group, that the set of all (n,e) where e is
the identity of H and n € N is a normal subgroup isomorphic to N and that
the set of all (e,h) with h € H is isomorphic to H and makes G into a split
extension of N. Every split extension of a group G by a normal subgroup can
be constructed in this way. G is said to be a semi-direct product of N and H
and to be the semi direct product defined by the homomorphism h — ay. It
is easy to see that a semi-direct product N H reduces to the ordinary direct
product whenever «y, is the identity for all h.

The theorem of Frobenius, which we are about to explain, is a theorem
about the classification of all irreducible representations of a semi-direct prod-
uct N@H, when both N and H are finite and N is commutative. It reduces
the problem to that of classifying the irreducible representations of H and cer-
tain of its subgroups. Both finite and infinite semi direct products occur in
important places in physics. In the 1936 paper of Wigner cited above N is the
group of translations in the so-called “space group” of a crystal lattice and H
is a finite group. In Wigner’s 1939 paper N is the four-dimensional translation
group in space time and H is the Lorentz group.

Before actually stating Frobenius’ theorem we shall need the notion of
“induced representation”. Let K be an arbitrary subgroup of a finite group G
and let L be an arbitrary representations of K. We propose to use L to define
a representation of the whole group G. Let H(L) be the vector space in which
the operators Li (k € K) act. Define F’ to be the vector space of all functions
f from the group G to the vector space H(L) which satisfy the identity

(%) f(kz) = Li(f(z))

for all k € K and all z € G. Evidently the right translate of any member of FZ
by any member of G is again a member of FZ. Hence we obtain a representation
UL of G whose space is F by defining UL f(y) = f(yz). By definition UZ is
the representation of G induced by the representation L of K. It is easy to check
that the dimension of FL is the dimension of H(L) multiplied by the number
of right K cosets in G; that is, by o(G)/o(K).

Now let G = N@H be a semi-direct product of the finite commutative
group N and some other finite group H. Let N denote the so-called character
group of N; that is the set of all functions x from N to the complex numbers
of modulus one such that x(niny) = x(n1)x(n2) for all n; and n; in N. These
functions clearly form a group under multiplication. The members of N are
precisely the one dimensional representations of N and, since IV is commutative,
precisely the irreducible representations. Let aj be the automorphism of N
defined by h in H. Then for each h and x, n — y(ax(n)) is also a member of N
which we denote by (x)aj. It is easy to see that x — (x)a} is an automorphism
of N and that for each X € N the set of all hin H with (X)a} = x is a subgroup
of H. We denote this subgroup by H,.
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Theorem (Frobenius). Choose any x € N and form the subgroup Gy of G
consisting of allnh with n in N and h in Hy. Choose any irreducible represen-
tation L of H,; then

(a) nh — x(n)Ly is an irreducible representation of G. Denote it by xL.

(b) The induced representation UL of G is irreducible.

(c) Every irreducible representation of G is equivalent to UL for some choice
of X and L.

(d) UXL and UM are equivalent if and only if L and M are equivalent rep-
resentations of H,.

(e) If x1 and x2 are in the same H “orbit”, that is, if Xo = (Xy)aj for some H
then every irreducible representation of G of the form U¥?L is equivalent
to UMM for some M.

Corollary. Let C be a “cross section” for the H orbits in N, that is, o subset of
N with the property that for each y € N there is one and only one member of
C which lies in the same orbit as x. Then, as x varies over C and L varies over
the inequivalent irreducible representations of H,, the irreducible representation
UXL of G passes through each equivalence class of representations of G once
and only once.

It follows from this theorem and its corollary that the classification of the
irreducible representation of G = N ®H proceeds in two steps. First, study
the action of H on N defined by the a} and pick a cross section C for the
orbits. Then, for each x in C classify the irreducible representations of H,. This
method does not necessarily give a complete classification. It merely reduces
the classification problem to several presumably easier ones. However, in many
important cases the easier problems can be solved by other methods, or even
by a second application of Frobenius’ theorem. Moreover, it usually happens
that many of the H, for x in different orbits are isomorphic groups, so that the
number of essentially different Hx’s to analyze is much less than the number
of orbits. To give more insight into the situation we remark that the orbit
associated with a given irreducible representation of NQH is precisely the
set of all members of N which occur when one regards this representation
as a representation of N and reduces it into its (one-dimensional) irreducible
constituents.

Wigner’s 1936 paper [20] was written jointly with L.P.Bouckaert and
R. Smoluchowski and is entitled: “Theory of Brillouin zones and symmetry
properties of wave functions in crystals”. A solid crystal is a collection of an
enormous number of atoms arranged in space in a regular pattern capable of
indefinite extension. For the purposes of mathematical analysis it is convenient
to pass to the limit in which the extension is continued to infinity. The “regu-
larity” of the pattern is then defined by the existence of a large discrete group
of isometries of space which leave the pattern unaltered. In particular the sub-
group of translations is such that every atom is a translate of a member of a
finite subset of the atoms. Thus the whole pattern is determined by specifying




A. Wigner’s Papers on Group Representations 263

the nature and position of a finite number of the atoms. The group of all such
isometries is called the space group of the crystal. In the most important cases,
it is a semi-direct product of the translation subgroup and a finite group. One
speaks of the space group as being symmorphic in these cases.

In studying the quantum mechanics of crystal structure, one starts with
an approximation in which the outer electrons in each atom move freely and
independently in the field generated by the ion cores held in fixed positions
in a crystal lattice. In a further refinement one modifies this ion core field by
adding to it the average of the fields due to the moving electrons. In either case,
in the limit of an infinite crystal, one considers the motion of a single electron
moving in space subject to an effective potential function v defined in space,
which is not only triply periodic but invariant under the action on space of the
relevant space group. As is usual in quantum mechanics, one is interested in the
spectrum of the self adjoint operator which defines the motion. This operator
18 K2/ &? o2 o2

2m (8:c2 + Oy? + 3z2) to=4,

and evidently commutes with the unitary representation W of the space group
I', defined by its natural action on Euclidean three space Ej. If it were possible
to decompose W as a discrete direct sum of irreducible representations, this
decomposition would imply a partial diagonalization of H,, as explained early
in this essay. However, I" is not a compact group and W decomposes “con-
tinuously” rather than discretely. Nevertheless an analogue of the theorem for
compact groups continuous to hold and H, can be “continuously” decomposed
into self adjoint operators parametrized by irreducible unitary representations
of I'. Moreover, each member of this continuous family of self adjoint oper-
ators turns out to have a discrete spectrum. These discrete eigenvalues vary
continuously with the representation of I' which parametrizes them and the
representation theory of I becomes an indispensable tool. The 1936 paper of
Wigner el al. (BSW), which we are now proposing to discuss, studies the rep-
resentation theory of I' with this application in view.

This paper only considers the case in which the relevant space group is
symmorphic so that one can hope to deduce its representation theory from
a suitable generalization of the Frobenius theorem cited above. This hope is
justified; moreover, the generalization turns out to be a rather easy one because
the only induced representations that occur are those in which the relevant
subgroup has finite index in the whole group. In this case the definition of
induced representation given above may be used without change. However, one
is only interested here in unitary representations so we add the remark that
UL can be made unitary in a natural way whenever L is unitary. This said,
one can extend the results of Frobenius immediately to all semi direct products
N®H where H is finite and N is an arbitrary locally compact commutative
group, provided that one changes the statement by putting “unitary” in front
of representation, wherever it occurs. Of course, one must assume that the
automorphisms aj of N respect the topology of N, but this is automatically
true in the space group case because N is discrete. The classification of the
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unitary representations of N@H, described by the generalization of Frobenius
theorem is assumed in the BSW paper and is summarized in Section II. The
reader is referred for details to a paper of Seitz, published a year earlier in
“Annals of Mathematics”. Seitz was a recent Ph.D. student of Wigner but
seems to have attacked this problem independently.

The main concern in BSW is with the way in which the subgroups H, of
H vary as x varies over N and how this influences the spectrum of the self
adjoint operator H,. They discuss the general situation in Sections III and
IV and analyze three special cases in Sections V, VI, and VII. A key fact is
the following. Whenever H' is a subgroup of H which is not just the identity,
then the set of all x in N for which H, = H' is either empty or is a closed
lower dimensional closed subset of the three dimensional torus N. Since there
are only a finite number of subgroups of H, the subset N° of all x for which
H, = {e} is an open everywhere dense subset of N, i.e., any x sufficiently close
to a member of N° is in ]Y ° and every member of N either in N° or a limit of a
sequence of members of N°. Evidently having H, = {e} is the “generic” case.
In that case the set of all a} () (which BSW call the “star” of A) contains o( H)
elements and is as large as possible. Leaving out the representations associated
with non generic members of N, one has a perfect one-to-one correspondence
between irreducible representations and stars. The authors also study the more
complex behavior of the non generic representations.

In order to study the connection between the unitary representations of I"
and the spectrum of the self-adjoint operator H, one does not need to study
the theory of continuous decomposition of Hilbert spaces (which in any case did
not exist at the time). One can be led to the component self-adjoint operators
in question by following F.Bloch and others in considering the eigenfunctions
of the operator H, which are not square summable but have the following quasi
periodicity property instead.

(*) f(x+n1,y+n2,z+n3)=x(nl,ng,n;;)f(a:,y,z)

for all real triples ,y, z and all real triples n;,ny,n3 contained in N. Here x is
some member of NV _and one gets a different class of functions for each choice of
x- Now every x in N may be written (non uniquely) in the form x(n1,n2,n3) =
eiAmitAanatAana) 5 it is trivial to show that every “Bloch function”, that is,
every function that satisfies (*) above may be written (uniquely once Aq, Az, A3
have been chosen) in the form

f(z,y,2) = ePrmtAavtdaz) g gy )

where ¢ is periodic with respect to translations by members n;,ns,n3 of N.
An easy computation then shows that f is a p eigenfunction for H, if and only
if g is a p eigenfunction for the operator

0

A
8+3

a 0
-v? (/\1a + Az a)-l-/\rf-l-/\ + A2 4.
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But, this operator may be regarded as an operator defined on the compact
group obtained from the additive group of all triples z,y, z of real numbers by
identifying two triples when they differ by a member ny,ny,n3 of N. Hence
under very mild restrictions on v it is an operator with a discrete spectrum. In
its dependence on Aq, A7, A3 it depends only upon the member x of N which
it defines by the formula above. We denote it by H, . These operators are
precisely those that H, decomposes into when the unitary representation of N
in £2(E3?) is decomposed into its irreducible constituents which of course are the
characters x of N. Since one can show that each eigenvalue of each H, , varies
continuously with x, the whole spectrum is a union of countably many closed
intervals on the real line. This union does not need to be connected, and when
it is not, there will be open intervals separating the connected components.
The spectrum has a so-called “band structure”.

We now turn our attention to one of Wigner’s most celebrated papers [21].
This paper, published in 1939 in the Annals of Mathematics, is entitled On
unitary representations of the inhomogeneous Lorentz group. Its basic result is
an analysis of the irreducible unitary representations of the group of the ti-
tle, including a complete classification of those that are “physically relevant”.
The analysis includes the so-called “ray” or “projective” representations (see
above discussion of 1927 paper of Weyl), as well as a proof that the only pos-
sible projective multipliers are rather special. The physical motivation for the
study is the fact that the Hilbert space of states of any relativistically invariant
quantum mechanical system is the space of a naturally associated projective
or ordinary representation of the group in question. This kind of application
of the theory of group representations to quantum mechanics is much more in
the spirit of Weyl’s 1927 paper in the Zeitschrift fur Physik than that of most
of Wigner’s work up to this point. In the terminology introduced earlier in this
essay, Wigner’s 1939 paper was a further contribution to “Weyl’s program”. At
the same time it constituted a key step in the purely mathematical program
of developing a general theory of unitary group representations. Except for the
trivial representation in which every group element is taken into the identity, all
of the irreducible unitary representations of the inhomogeneous Lorentz group
are infinite dimensional. This was the first time that the irreducible unitary
representations of such a group had been even partially classified in a more
or less rigorous measure — at least explicitly. Actually many years later it was
realized that the work of Stone and von Neumann on the uniqueness of the irre-
ducible solutions of the Heisenberg commutation relations (see above) could be
regarded as being such a theorem and trivially implying another. In addition to
this the completion of Wigner’s classification by dealing with the non-physically
relevant representations was one of the stimuli eight years later for the work of
Bargmann and of Gelfand and Neimark on the unitary representation theory
of the groups SL(2,R) and SL(2,C). This, in turn, stimulated the vast and
still incomplete program of classifying the irreducible unitary representations
of the non compact semi simple Lie groups.

It is easy to describe the precise nature of Wigner’s results by remarking
that they follow from a general theorem whose statement (but not its proof)
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can be immediately guessed from the theorem about the representations of
finite semi direct products N@H in which we have formulated the results of
Frobenius.

Indeed let G = N@H where N and H are arbitrary locally compact groups,
N is commutative and the a; act continuously on N. Suppose that the notion
of induced representation has been generalized so that UL is a well defined uni-
tary representation of G, whenever L is a finite or infinite dimensional unitary
representation of an arbitrary closed subgroup K of G (and not just for those
in which K has finite index in G). Then it is obvious how to formulate an exact
analogue of the Frobenius theorem, and the only question is whether it is true
or not when N is the four dimensional group of all space-time translations and
H is the Lorentz group acting on N in the natural way. Wigner’s result asserts
that it is, so that the problem of classifying the ordinary unitary irreducible
representations of the group is reduced to classifying the ordinary unitary ir-
reducible representation of H, for each x in N. While there are a continuous
infinity of characters x in N, the H x are largely mutually isomorphic groups.
Indeed there are only three different isomorphism classes in addition to H itself.

These are (a) the Lorentz group in three space time dimensions, (b) the two-
dimensional Euclidean group, and (c) the rotation group in three dimensions.
Both H itself and the Lorentz group in three space time dimensions lead to
representations which, it could be plausibly argued, could not occur in physical
problems. The representations of the rotation group in three dimensions were
well known to Wigner because of his work in atomic spectroscopy and only the
two-dimensional Euclidean group presented a problem. Note, however, that this
group is also a semi-direct product — the semi-direct product of the translations
and rotations in the plane. Moreover the group of rotations in the plane is
commutative so that none of the H, in this group present problems. Thus
did Wigner classify the “physical” irreducible unitary representations of the
inhomogeneous Lorentz group and reduce the determination of the rest to the
solution of the corresponding problem for the homogeneous Lorentz group, in
three and four space time dimensions — or, essentially equivalently, the groups
SL(2,R) and SL(2,C).

What about the projective representations? We shall content ourselves with
the remark that there is a straightforward generalization of the inducing process
and of the Frobenius theorem, although the latter is less straightforward when
the projective multiple is non trivial on N. In Wigner’s case all projective
multipliers are trivial on N.

A much more serious difficulty is that of extending the proof of the Frobe-
nius theorem to the case of semi direct products N@H in which H is not
only infinite but continuous. The problem is that, in general, this forces the
irreducible unitary representations of N@H to have restrictions to N which
are not discretely decomposable, and direct integral theory in some form must
be used. More precisely the irreducible unitary representations associated with
the character x, of N reduce, when restricted to N, to a multiple of a sum

(or integral) of all members of N of the form [xoJan, where h varies over H.
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Whenever there are a continuum of right H, cosets an integral will be called

for. The problem of dealing with direct integ;a.ls of Hilbert spaces already oc-
curs in “diagonalizing” self-adjoint operators with continuous spectra, and, as
far as bounded operators are concerned, was completely solved by Hilbert with
his spectral theorem in the first decade of the twentieth century. The ideas and
techniques of the spectral theorem are just what is needed for dealing rigorously
with the problems at hand. These ideas and techniques have however always
been considered “too abstract” by the great majority of physicists; they prefer
to make do with (unrigorous) use of Dirac § functions. Accordingly, Wigner’s
paper is incomplete at this crucial point. He is quite explicit about this and
gives a sketch of the argument with a promise that full details will appear in a
forthcoming paper of von Neumann. An incomplete manuscript of this promised
paper was found among von Neumann’s manuscripts, after his death in 1956,
and published as it stood as part of his “Nachla8” in his collected works. In the
meantime, it had been rendered superfluous by more general work of others.
More details will be found below.

It should be mentioned that the formulation in terms of induced represen-
tations is not given in Wigner’s paper, nor in that of Seitz. They simply apply
Frobenius’ method of analysis which physicists today sometimes call the “little
group” method. The H, are the little groups. Using the language of induced
representations makes the nature and unity of the results more apparent.

In 1940 Wigner published a short note, in collaboration with von Neumann
[22], which is not closely related to any of his other papers, nor to any physical
applications. Its chief content is the presentation of three examples of infinite
discrete groups which have different properties as far as the existence of almost
periodic functions is concerned. It is an example of his interest in occasional
forays into mathematics for its own sake.

A year later in 1941 he published another short note [23] of a similarly pure
and (apparently) isolated character. However, the main result is surprising —
almost bizarre — and the paper introduces a theme to which Wigner was to
return three times beginning in 1968. The paper is about finite groups which
have the following two properties:

(a) Every group element is conjugate to its inverse.

(b) If Ly and L, are any two irreducible representations then their tensor
(Kronecker) product is a direct sum of mutually inequivalent irreducible
representations — in later terminology is “multiplicity free”.

Wigner called such groups simply reducible (abbreviated S.R.). The main result,
Theorem 2, characterizes simply reducible groups in terms which do not invoke
representation theory. For each group element R, let p(R) denote the number of
square roots of R; that is, the number of group elements X such that X% = R.
Let v(R) denote the number of elements X such that XR = RX. Theorem 2
asserts that the finite group G is simply reducible if and only if ) 5 p(R)® =
Y g v(R)? and that, in any case, the left hand side of the equation is not greater
than the right hand side.
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A second paper on S.R. groups [24], believed to have been written around
the same time, circulated as a mimeographed typescript but did not appear
in print until 1965 when Biedenharn and van Dam included a slightly revised
version in their anthology “Quantum theory of angular momentum”. This paper
is rather longer than its predecessor and is entitled “On the matrices which
reduce the Kronecker products of S.R. groups”. It begins with a definition of
simply reducible group, but now applied to compact groups, as well as finite
groups. The main point seems to be that some of the most important properties
of the representation theory of the compact groups SO(3) and SU(2) which play
a role in atomic spectroscopy, follow from the fact that these groups are S.R.
groups and may be proved for all S.R. groups. Taking advantage of this Wigner
reorganized the theory and presented it in abstract form before specializing to
the groups SO(3) and SU(2) of interest to physics. At the same time he carried
the abstract theory further than the concrete theory had been carried earlier
and in so doing anticipated a part of the very significant work done by Giulio
Racah in the later 1940’s. Specifically, he defined and established some of the
properties of what are now known as Racah coefficients.

To be a bit more specific, let G be any simply reducible group, let L! and L?
be irreducible representations of G, and let L® be any irreducible representation
of G which is equivalent to a constituent of the decomposition of the Kronecker
product L' ® L? of L! and L2. This representation takes place in the tensor
product H(L') ® H(L?) of the Hilbert spaces of L' and L?, and because of the
hypothesis of simple reduciblity, the constituent equivalent to L3 takes place in
a uniquely determined subspace Hp, of H(L!) ® H(L?). Thus, if ¢1, ¢2, and
(3 are arbitrary vectors in H(L'), H(L?), and H[, then one can ask for the
scalar product of 3 with ¢; X 5. This scalar product is a complex number
which is a function of the six variables L', L2, L3 1, 2, p3. When normalized
by dividing by /d(L3), where d(L?®) is the dimension of H(L?), it is what is
known variously in the literature as a Wigner coefficient, a Clebsch-Gordan
coeiiﬁcignt or a 3j symbol. The latter term is used especially for the denotation

L' L* L
( P1,¥2,P3 .
notation for the 2j + 1-dimensional representation of SO(3) in SU(2) is D’.
We remark that the unitary equivalence between L3, given externally, and the
appropriate subspace of H(L!) ® H(L?) is unique only up to multiplication
by an arbitrary complex number of modulus one. Thus if @3 is ch?ser; frc3>m
H(L®) rather than from M, C H(L') ® H(L?) the coefficients (L L% L )

$1,92,¥3
are ambiguous up to a (universal) multiplicative constant of modulus one. In

practice one chooses canonical bases in H(L!), H(L?), and H(L?) and chooses
1, P2, and @3 from the basis elements.

) for the number in question and refers to the fact that a common

When one is making actual calculations of atomic spectra by perturba-
tion theory, these coefficients enter in an essential way and one needs efficient
methods for their explicit computation. This can be done by recursion for-
mulae and by exploiting various symmetries under permutations of the vari-
ables. The rather elaborate theory that has developed was begun in Wigner’s
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1931 book and repeated, in Lie algebra language, in Condon and Shortley’s
1935 treatise “The Theory of Atomic Spectra”. The further developments in
Wigner’s abstract theory result from applying similar considerations to triple
Kronecker products, such as (L' ® L?)® L3, and comparing (L' ® L?)® L® with
L' ® (L* ® L3). The analysis of this situation leads to a complex valued func-
tion of siz irreducible representations whose 1va.hl.,le %t any particular sextuple
L', L% L3, L* L% L% Wigner denotes by {24’25’26
and calls a 6 — 7 symbol. The 6 — j symbols have ’recursion relations and sym-
metries just as the 3 — j symbols do. While the 6 — j symbols may be expressed
in terms of the 3 — j symbols, this is not the best way of dealing with them.

To set this paper of Wigner in its proper context it seems wise to digress
briefly and say a few words about the work of Guilio Racah who was inspired
by the 1929 paper mentioned earlier, in which Slater showed how to do almost
everything in atomic spectroscopy which Wigner had done, without explicit use
of groups or their representations. It turned out that Slater’s methods, while
valid, led to prohibitively long and tedious calculations whenever more than
a very few electrons were involved. Racah set out to find short cuts, and suc-
ceeded to an astonishing degree, by applying a number of ingenious arguments
and methods. The results were published in a series of four papers [25], [26], [27],
and [28] with the running title “Theory of complex spectra X” where X = I,
II, 111, and IV. These papers appeared in the Physical Review in 1942, 1942,
1943, and 1949, respectively. They are much too complicated for brief sum-
mary. The interested reader is referred to a lengthy article by the author of
this essay for further details. This article appears as an introduction to the two
volume contribution of L. C. Biedenharn and J. D. Louck to the Encyclopedia of
Mathematics and its Applications. For editorial reasons it is published at the
beginning of the second volume (Volume 9 of the Encyclopedia). A description
of Racah’s four papers from the point of view of the theory of group represen-
tations occupies Sections 20, 21, 22, and 23. For our present purposes it will
suffice to say that in the second of his four papers Racah introduces a slight
variant of the 6 — 7 symbols (now called the Racah coefficients) and uses them
to make a considerable simplification in one of his formulae. They find a rather
different use in a later paper. It is interesting that Wigner found the 6 — j
symbols while theorizing about S.R. groups while Racah found essentially the
same theory while working on practical problems in atomic spectroscopy. We
remark here that, slightly later, Racah found that his work could be applied to
nuclear structure for much the same reasons that made it possible for Wigner
to adapt his approach to atomic spectroscopy to nuclear structure in his 1937
paper on that subject {20].

It is interesting that although Racah began with the anti-group theoretical
approach initiated by Slater, and developed and made standard by the book of
Condon and Shortley, he finally capitulated in Part IV and brought in group
theory explicitly.

In December 1941 the United States entered World War II and, in April
1942, Wigner went to work in Chicago on theoretical work connected with the

} (using curly brackets)
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design of an atomic bomb. His work on groups and group representations was
interrupted and no more papers by him on the subject appeared until 1948.

In 1948 and 1949 Wigner returned to the theme of his 1939 paper on the uni-
tary representations of the inhomogeneous Lorentz group by publishing closely
related joint papers with V. Bargmann and T. D. Newton respectively [29] and
[30]. The first of these is entitled “Group theoretical discussion of relativistic
wave equations” and a footnote at the very beginning informs us that “All the
essential results of the present paper were obtained by the two authors inde-
pendently, but they decided to publish them jointly”. The idea is to exploit the
fact that every relativistically invariant quantum mechanical system is intrin-
sically associated with a unitary representation (or projective representation)
of the inhomogeneous Lorentz group in the simplest possible special case —
that in which the system consists of a single particle moving freely in space. In
this case one can argue that the representation must be irreducible and hence
that the classification of such representations, given by Wigner in 1939, pro-
vides a classification of particles. Given any particular class, one can deduce a
great deal about the quantum mechanics of particles in this class directly from
the properties of the associated representation. In particular, having chosen
a coordinate system, one can deduce the Hamiltonian operator H by simply
restricting the representation to the one parameter subgroup of time transla-
tions and computing the infinitesimal generator of this one parameter unitary
group. Given H one can write down the relativistic Schrédinger equation, re-
ferred to here as the “wave equation”. Replacing the time translation by the
translations in some fixed direction in space, the same procedure leads to the
operators associated with the linear momentum in that direction. The authors
do this in detail on a case by case basis. The most important case is that in
which the “little group” is SO(3). In that case a real number describing the
orbit of x is the rest mass of the particle and the irreducible representation
(or projective representation) of SO(83), which completes the description of the
representation in question determines, its spin. Notice how much of the physics
of a free relativistic particle is deducible from symmetry principles combined
with group representations (Weyl’s program!!).

Wigner and Bargmann have nothing to say about the operators correspond-
ing to the position observables. This is a somewhat tricky question and is the
subject of the cited 1949 paper of Wigner and T.D. Newton entitled “Local-
ized States for Elementary Systems”. Among other things, it turns out that
not all of the physically acceptable irreducible unitary representations of the
inhomogeneous Lorentz group can define particles which possess any such thing
as a position observable. As discovered some four or five years later by Arthur
Wightman, the considerations of Wigner and Newton can be made mathemat-
ically rigorous and easier to understand by introducing a certain concept from
the theory of unitary group representations. This concept was first defined by
the author of this essay in a paper [31], submitted to the editors in July of
1949, the same month in which the paper of Wigner and Newton appeared in
print. This concept is that of a continuous system of imprimitivity for a group
representation. The main point of [31] was to state and outline the proof of a




A. Wigner’s Papers on Group Representations 271

general theorem known as “the imprimitivity theorem” which has as corollaries
many theorems about group representations which are of interest in physics.
These include the main results in Wigner’s 1939 paper [21] and the results of
Stone and von Neumann on the uniqueness of the irreducible solutions of the
Heisenberg commutation relations. Because of its multiple connections with
Wigner’s work and its use in clarifying the Wigner-Newton paper, it seems
appropriate to digress briefly to define the concept of system of imprimitivity
and state the imprimitivity theorem.

The notion of discrete system of imprimitivity for unitary representations
of finite groups was known to Frobenius and is defined as follows. Let U be
a unitary representation of the finite group G in the Hilbert space H(U) and
let HU)=H1®H2® ... D Hn be a direct sum decomposition of H(U) into
mutually orthogonal subspaces Hy, Hs ... Hy. If U, maps each H; into itself for
all z, we say that U itself is a direct sum of subrepresentations defined by the
H;. One says that the H; define a discrete system of imprimitivity for U, if the
following weaker condition holds. For each j and each z in G, U (H;) = H; for
some k depending on j and z, but not necessarily equal to j. In other words,
while the U, do not necessarily leave the H; fixed, they preserve their individ-
uality and merely permute them amongst themselves. One says that a discrete
system of imprimitivity H;,Hy ... H, for U is transitive, if for each 7 and ;
there exists an z € G with U.(H;) = H,. Evidently, every discrete system of
imprimitivity may be broken up uniquely into subsets on each of which the U,
act transitively. Correspondingly, U breaks up as a direct sum of subrepresen-
tations each of which has some subset of the H; as a transitive discrete system
of imprimitivity. It follows that one need only study transitive discrete systems
of imprimitivity to know them all. Suppose, then, that H;, Hs,...H, defines
a transitive discrete system of imprimitivity for U. Let K denote the set of
all z € G for which U,(H;) = H;. Then K is evidently a subgroup of G and
the restriction of U to K defines a representation L of K in H;. It is easy to
check that if we know only the representation L of K and they way in which
G permutes the H; we may reconstruct U and verify that it is equivalent to
the representation of G induced by the representation L of K. Conversely, if K
is any subgroup of the finite group G, and L is any unitary representation of
K, then one can construct a transitive discrete system of imprimitivity for the
induced representation U~ of G, as follows. Recall that the space H(UL) of UL
is the set of all functions f from G to H(L) such that f(kz) = Lx(f(z)) for all
r € G and all k € K. Recall also that one defines a right K-coset of G to be
the subset Kz of all kz for fixed z and arbitrary k in K, and that two right
K-cosets Kz and Ky are either disjoint or identical. Given f in H(UL), we
may write it uniquely as a sum fi1 + ... + f, where each f; is zero except on a
single right K'-coset. It is an immediate consequence of the definitions that each
fj is also in H(UL) so that H(UL) is a direct sum of subspaces one for each
right K-coset, and consisting of all members of H(U’) which vanish outside of
this coset. The proof that this decomposition is a discrete system of imprim-
itivity for UL is a straightforward verification. We shall call it the canonical
system of imprimitivity for UZ. The so-called “imprimitivity theorem” (in the
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special case of finite groups) asserts the existence of the canonical system of
imprimitivity just described together with the key fact that every transitive
system of imprimitivity arises in this way from an induced representation. The
above remarks are an outline of a proof which it is easy to fill in. One may
regard the theorem as an abstract characterization of induced representations.
However, it is more than just an elegant theorem. Systems of imprimitivity
arise naturally in various parts of mathematics and physics, and the fact that
this implies that the representation is induced by a lower dimensional repre-
sentation of a subgroup is quite useful. In particular Frobenius’ analysis of the
irreducible representations of semi-direct products of finite groups is a corollary
of the imprimitivity theorem for finite groups.

Returning now to the 1949 paper [31] whose title is “Imprimitivity for
representations of locally compact groups I” we now indicate what is involved
in generalizing the discrete imprimitivity theorem, whose (quite elementary)
proof we have just sketched, so as to apply to general separable locally compact
groups. Actually, the only serious difficulty in making the generalization occurs
(just as in generalizing the Frobenius semi-direct product theorem) in dealing
with induced representations in which the set of right K-cosets is not discrete.
When this happens, a system of imprimitivity can no longer be a direct sum
decomposition of the representation space but must be a direct integral or
continuous direct sum decomposition. As far as the basic definitions (but not
the proofs) are concerned the difficulty can be met by introducing the concept
of a “projection valued measure”. This notion is not familiar to most physicists
but is simple and easy to explain. Let H = H; ®H, . .. be an ordinary discrete
sum decomposition of a Hilbert space H. For each subset E of the real line, let
Pg be the projection operator in H whose range is the direct sum of all H; for
which j is a member of E. If E = @ (the empty set) let Pg = 0. Then E — Pg
is a function defined on all subsets of the real line, having projection operators
in the Hilbert space H as values. It is easy to check that this function has the
following properties:

(a) For all El and E2, PE]_PEz = PEQPEI = PElnEz-
(b) Whenever the sets E;, E, . .. are pairwise disjoint then Pg,yEg,u... = Pg, +
Pg, + ... where the sequence may be infinite.

(¢) Pr =1I and Py = 0 where R is the whole real line.

(a), (b), and (c) are the defining properties of a projection valued measure.
In general it is not defined on all subsets but only on the measurable or Borel
subsets of some measure space or Borel space which need not be the real line. In
this example there is a countable subset, namely the positive integers Z* such
that Pz+ = I. Whenever this happens, one has a direct sum decomposition of
the Hilbert space from which P can be reconstructed as in the example above.
However, such examples are exceptional and the non exceptional examples may
be used as substitutes for continuous direct sum decompositions. Consider the
Hilbert space H of all square summable complex valued functions on the unit
interval 0 < z < 1. For each measurable subset £ of 0 < z <1 let Pg denote
the linear operator which takes f in H into ¢ g f, where pp(z) =1ifzisin E
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and pp(z) = 0 if z is not in E. It is easy to see that each Pg is a projection
operator in H and that the function taking E into Pg is a projection valued
measure, in the sense that it satisfies (a), (b), and (c) above. On the other
hand, for every E which has only countably many elements, P = 0, so no
discrete direct sum decomposition is associated with it.

Having the notion of projection valued measure defined, it is now easy to
generalize the notion of system of imprimitivity in the appropriate way. Let V
be a unitary representation of the separable locally compact group G. Let M be
any set on which G acts as a group of transformations and let {m]z denote the
transform of m in M by z in G. Then by definition of transformation group [m|z
is in M for all £ and m, [[m]z]y = [m]zy and [m]e = m for all z,y in G and all
m in M. As usual e denotes the identity element of G. Suppose that M has part
of the structure of a measure space, in the sense that a family of “measurable”
sets has been defined which is closed under complementation and countable
union, and that the transformations m — [m]z preserve this structure. One
says that a projection valued measure defined on the measurable subsets of
M, and whose values are projections in H(V'), is a system of imprimitivity for
V, provided that the V, and the Pg satisfy the following simple commutation
relation

(*) VIPE = P[E]z:"“vz

where [E]z~! denotes the transform of the set E by =1 (that is, the set of all
[m]z~1 for m € E).

To see the connection of this definition with that of the very special discrete
case considered above, suppose that M is the set Z* of all positive integers
and every subset of M is measurable. Let E; be the set whose only element is
J and let H; be the range of Pg;. One verifies at once that H(V') is the direct
sum of the H; and that () is equivalent to the assertion that each V,; permutes
the H; among themselves.

The reader should now have no trouble in formulating the general imprimi-
tivity theorem which is the principal result of [31]. The proof is not so easy and
this is not the place to give or even outline it. The chief difficulty is constructing
the representation L of K which induces V. The method used in the discrete
case fails because the anlogue of H; is an “infinitesimal” slice of H(V') and is
only defined “almost everywhere”. Once the proof has been carried out, how-
ever, one has done all the difficult analysis necessary to rigorize the arguments
which Wigner sketched in his paper [21] and said that von Neumann would
fill in later. Indeed, there is an easy corollary of the imprimitivity theorem of
[31] which generalizes the Frobenius theorem, stated earlier, to any separable
locally compact semi direct product N@H, in which N is commutative and in
which the action of H on N defined by the a}, divides N into orbits in a manner
which is not too wildly chaotic. Specifically it suffices that there should exist a
cross section for the orbits which is a Borel set. When this regularity condition
does not hold, the Frobenius classification still applies to a large subset of the
irreducible unitary representation, but there are other representations which
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can only be partially classified and ergodic theory enters the picture in a way
which it would take us too far afield to describe.

The imprimitivity theorem of [31] has another application which is directly
relevant to this essay and is historically interesting because it is this application
which inspired the writer to discover the theorem as well as rediscover and gen-
eralize the notion of induced representation. It turns out that the commutation
relation (x) may be looked upon as a generalization of the Heisenberg commu-
tation relations in the global form, given them by Weyl in his 1927 paper [10],
introducing group representations into physics and inaugurating what we have
called Weyl’s program. The uniqueness theorem for the irreducible solutions of
these relations, formulated by Weyl and proved rigorously by Stone and von
Neumann (see above), may in fact, as already mentioned above, be obtained
as a corollary of the imprimitivity theorem. The same is true of the theorem
of Jordan and Wigner [11] on the uniqueness of the solution of the canonical
anti-commutation relations. However, in this case the finite discrete version of
the imprimitivity theorem suffices.

Wightman’s observation that the paper [30] of Wigner and Newton could
be clarified and made more rigorous by using the notions of [31], although made
in the early 1950’s, was not published until 1962 when Wightman included it
in a long paper [32] in “Reviews of Modern Physics” dedicated to Wigner on
the latter’s sixtieth birthday. (It is amusing that the Wigner-Newton paper
was published in the same journal and dedicated to Einstein on his seventieth
birthday.) Wightman’s paper also includes a detailed exposition of the results
of [31], in the special case of the group £° generated by the translations and
rotations in Euclidean 3 space. This group is a semi direct product of its trans-
lation and rotation subgroups and is a subgroup of the inhomogeneous Lorentz
group. To get the operators corresponding to position observables, when they
exist, Wightman restricts the irreducible representation of the inhomogeneous
Lorentz group to £% and finds that it has a system of imprimitivity £ — Pg
based on the action of the Euclidean group on physical space. The projection
operator Pg then corresponds to the observable which is one, when the particle
is observed to be in F, and zero when it is not.

Long before Wightman’s paper was published, probably in the very early
1950’s, the author of [31] (and this essay) received a postcard from our mutual
friend, Irving Segal, informing him in rather vague terms that Wightman had
found an application of [31] to [30]. The author of [31] found [30] incomprehen-
sible but was engaged at the time in trying to achieve a better understanding
of quantum mechanics. Eventually he was led to ideas which he assumed must
be close to Wightman'’s, and this was verified in 1955 when he and Wightman
met for the first time and discussed the matter. His approach was rather dif-
ferent from Wightman’s and started with an axiomatic definition of the notion
of a quantum mechanical particle. Further details will be found in #10 of the
published version [33] of the author’s 1961 American Mathematical Society
Colloquium lectures and in several later publications. Suffice it to say that the
commutation relation (*) can be justified a prior: as following from applying
invariance principles to position observables and that the imprimitivity theo-
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rem then allows one to deduce the usual realizations of position, momentum
and angular momentum operators. Spin appears automatically when one ana-
lyzes the angular momentum operators. (This completes our digression and we
return to the main theme.)

Three years later Wigner began a brief collaboration with E. Inoni which
resulted in three closely related papers [34], [35], and [36]. In the first of these
the authors studied the unitary representation theory of the so-called inho-
mogeneous Galilei group. This is the group of symmetries of space time as it
was understood before the discovery of special relativity. The authors wished
to explore the connections between its representation theory and the ordinary
non-relativistic Schrédinger equation for a free particle, in analogy with the
work of Wigner and Bargmann, and of Wigner and Newton. The Galilei group
is a semi-direct product to which the theory described above may be applied and
the authors found no difficulty in determining its irreducible unitary represen-
tation. However, they found the (at first rather surprising) result that none of
them were associated with position operators or with the usual non-relativistic
free particle Schrodinger equation.

The second paper is entitled “On the contraction of groups and their repre-
sentations” and connects with the first through the final Part III. In this part,
the fact that the Galilei group is a contraction of the inhomogeneous Lorentz
group is exploited to throw light on the surprising results of the first paper.
Actually, the fundamental source of the mystery is that in physical applica-
tions projective representations must be considered as on a par with ordinary
representations and that they play a much bigger role in the Galilei group than
in the inhomogeneous Lorentz group. Specifically, up to equivalence, there is
only one non-trivial projective multiplier for the inhomogeneous Lorentz group
and it is trivial on the translation subgroup. By contrast, the Galilei group has
continuum many inequivalent projective multipliers which are non trivial when
restricted to the translation subgroup. Moreover all the particles which have
mass and position operators correspond to projective representations. Indeed
different masses come from representations with inequivalent projective multi-
pliers. A full account of this aspect of things was published by V. Bargmann a
year later [37). What Wigner and Inénii point out in Part III of their paper is
that in the passage to the limit described in Part II, ordinary representations
can pick up a non-trivial projective multiplier and do so in the case at hand.

Parts I and II are of a more general and purely mathematical character.
The contraction notion is defined in Part I and the effect of contraction on rep-
resentations is discussed in Part II. The basic idea may be described as follows.
Let G be a connected Lie group and let S be a closed Lie subgroup so that
the space G/S of right S cosets has the structure of a differentiable manifold
and right multiplication gives us an action of G on G/S ([SyJz = S(yz)). Let
the right coset Se = S be chosen as an “origin” and let T denote the tangent
space to the manifold at this origin. Then since each element = of S leaves
Se fixed, it carries T onto T and defines a linear transformation in the vector
space T'. The semi-direct product of the additive group of T and the subgroup
S defined by the just described action of S on T is what Wigner and Inénii call
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the contraction of G by S. The Galilei group, for example, is the contraction
of the inhomogeneous Lorentz group by the group generated by spatial rota-
tions and time displacements, and the Euclidean group in two dimensions is
the contraction of the rotation group in three dimensions by any one param-
eter subgroup. One thinks of the contraction as a sort of limiting form of the
original group G in much the same sense that Galilian relativity is a limiting
form of special relativity or that ordinary Euclidean space is a limiting form
of a three dimensional curved Riemannian space. In the latter connection note
that the coset space of SL(2,C) by the subgroup SU(2) of all unitary matrices
is a three dimensional Riemannian manifold in a natural way and that the con-
traction of SL(2,C) by SU(2) is a double covering of the Euclidean group &£3.
Because of this interpretation, one can hope to regard unitary representations
of contractions as limiting forms of unitary representations of the contracted
group and this possibility is explored in Part II. Actually, the authors find it
easier to discuss all of these issues in terms of the Lie algebras of the groups
where convergence questions can be put into more concrete form. They call
attention to a paper of I. E. Segal [38], published a year earlier, in which quite
similar ideas were discussed. This paper of Segal also contains ideas close to
some of those of the paper [31] on the imprimitivity theorem and was cited
in the immediate predecessor of [31]. The contraction idea turned out to be of
some importance and was further developed later. See, for example, [39] and
the papers cited therein.

The third paper of Wigner and Inénii is mainly in the nature of a technical
correction to an argument in the second paper.

These three papers were published in 1952, 1953, and 1954. In 1954 Wigner
also published a one-page note [40] presenting a new way of looking at the Racah
coeflicients. In 1955 Wigner gave a course of lectures at Princeton. Thirteen
years later these lectures were written up and published by J.D. Talman [41]
under the title “Special functions — A group theoretic approach”. The book
begins with an elementary introduction to Lie groups, Lie algebras and their
representations. In the later chapters there are some examples illustrating the
known fact that many of the classical “special functions” appear as matrix
coefficients of the irreducible representations of familiar Lie groups and that
this fact can be used to elucidate some of the properties of these functions.

After 1955 Wigner put aside the theory of groups and group representations
for over a decade, except for three isolated and rather minor contributions in
1957, 1964, and 1967. Then in 1968 he returned to the subject long enough to
write three papers related to his work on S.R. groups and two survey articles.
We conclude this part of our essay on Wigner’s mathematical papers with brief
summaries of these eight contributions.

The 1957 paper [42], written jointly with E. Hewitt, is in the spirit of gen-
eralizing theorems about the additive group of the real line to arbitrary locally
compact commutative groups. W.Magnus published a paper in 1955, gener-
alizing the Plancherel formula and the Fourier inversion theorem on the line
from complex valued functions to matrix valued functions. In [42] Wigner and
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Hewitt simplified the inversion formula and showed that the theorem is true in
the generality indicated above.

The 1964 paper [43] is a conference report which is mainly a review of
Wigner’s work on the inhomogeneous Lorentz group but includes an analysis
of what happens when spatial reflections are included.

The 1967 paper [44] was written jointly with A.W.Saenz. It is mainly
devoted to generalizing the well known theorem according to which the Lorentz
group is isomorphic to the quotient of the group SL(2,C) by its center. In
this generalization the Lorentz group in 3-spacelike dimensions is replaced by
the Lorentz group in n > 2 spacelike dimensions. The results differ slightly
depending upon whether n is even or odd.

The tensor product L ® M of two irreducible representations of a finite
group G is the restriction of the irreducible representation L x M of G x G
to the G isomorphic subgroup G of G x G consisting of z,y with z = y. This
subgroup is often called the diagonal subgroup. Since every irreducible subrep-
resentation of G x G is of the form L x M, to say that every tensor product
L ® M of irreducible representations of G is multiplicity free is equivalent to
saying that every irreducible representation of G x G is multiplicity free when
restricted to the diagonal subgroup G. Now this condition is the main compo-
nent of the definition of simply reducible groups. Thus in view of the results
of Wigner’s 1941 paper [23] characterizing SR groups, it is not unreasonable
to seek some characterization of finite group subgroup pairs H C G with the
property that every irreducible representation of G is multiplicity free when re-
stricted to H. Wigner sought and found such a characterization and published
it in 1968 [45]. The result is simple and elegant enough to be quoted. Let us
generalize the familiar conjugacy class notion by defining two elements z and
y of G to be in the same H class if £ = hyh~! for some h in H. Wigner’s
necessary and sufficient condition is, then, that the set theoretic products of
the H classes should commute with one another. It should be mentioned that
Wigner’s motivation was not the purely mathematical one indicated here. In
applying a combination of perturbation theory and symmetry considerations
to physical problems one often is confronted with restricting a representation
of an approximate symmetry group to a more exact symmetry subgroup. To
have this restricted representation turn out to be multiplicity free is very useful.
Indeed, Wigner’s original reason for being interested in S.R. groups is of this
character.

Three years later, in 1971, Wigner published a paper [46] putting the result
of the 1968 paper in a larger context. Specifically he studied the representations
obtained by restricting the irreducible representations of a finite group G to a
subgroup H in a systematic way which led to a general relationship connecting
properties of the H classes with the multiplicities occuring in the restrictions
of irreducible representations of G. The main result of the 1968 paper comes
out as a corollary.

A year later in 1972 Wigner, in collaboration with F. E. Goldrich, published
a third and final paper [47] on the subject. In it the authors prove a version
of the theorem of the 1968 paper which applies to compact groups. The for-
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mulation of the theorem has to be changed because Wigner’s definition of the
product of two H classes in the 1968 paper involves attaching multiplicities
of occurrence to the elements in the product. The authors apply their result
to obtain a new proof of the known fact that irreducible unitary representa-
tions of U(n) are multiplicity free when restricted to U(n — 1). In the final
few lines they give a further condition for the multiplicity freeness of restricted
representations which is sufficient but not necessary.

In the interests of unity, it seems appropriate to mention that in the early
fifties the writer of this essay found an approach to Wigner’s 1941 charac-
terization of S.R. groups through the theory of induced representations and
published it in [48]. It turns out that the two sides of the mysterious equation

Y rec P(x)* = X ,eqv(z)? have a simple meaning in terms of the Gs : Gs

double cosets in the triple product G x G x G. Here Gs is the subgroup of all
z,y,2z with = y = z. One can show that BTI'G')'ExeG p(z)? is equal to the

number of 53 : G3 double cosets in G x G x G and that O—(IG—) ZzGG v(z)? is
equal to the number of self inverse double cosets. Thus Wigner’s criterion may
be restated as: every G3 : G3 double coset is self inverse. In this form Wigner’s
theorem makes sense and is true for compact groups as well as finite ones. See
also [49] for more work in this direction.

In 1968 Wigner gave the annual J. Willard Gibbs lecture before the Ameri-
can Mathematical Society and published it in the same year [50]. Its six sections
have the titles: Introduction and summary, The evolution of the physical sci-
ences, Crystal symmetry, The role of the group of rotations in three space,
Decompositon of the tensor products of representations, Symmetry problems
of particle physics. Of these the next to the last is by far the longest and most
detailed (six pages). It is entirely about simply reducible finite groups and the
3 —j and 6 — j symbols. The section on crystal symmetry is a history going
back to the work of Hensel in 1830. The final section is not quite two pages
long and is mainly devoted to a rather sketchy description of the eight fold
way of Gell-Mann and Ne’eman with emphasis on the Gell-Mann Okubo mass
formula. The important work of Wigner, Bargmann, and Newton is treated
rather briefly in the section on quantum mechanics and not mentioned at all
in the final section.

We conclude this account of Wigner’s work on group representations with
a description of a second review lecture published five years later in 1973 [51].
It is entitled “Reduction of direct products and restriction of representations to
subgroups: the everyday tasks of the quantum theorists”. It begins with a three
page section entitled “The difference between the roles which symmetry plays
in classical and quantum mechanics”. This is followed by ten pages (divided
into two sections), giving an even fuller treatment of the material in the fifth
section of Wigner’s 1968 lecture and including some identities which Wigner
suggests might be new. The final section is basically an account of Wigner’s
1971 paper on restrictions to subgroups.
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B. Wigner’s Papers on Linear Operators
and Other Questions of Linear Algebra

There are ten of these of a very heterogeneous character. All but two of them
are short notes of from one to five pages and they are spread out irregularly in
time from 1929 to 1970 with none in the 1940’s and only one in the 1950’s. We
shall describe their contents in chronological order.

The first two, [52] and [53], appeared in 1929 and were written jointly with
von Neumann. The point of the first is to present two examples of self adjoint
operators of the form

h? 0? 0? 0?
~gri (2 + 37 + 31 +V (VIR )

in which the discrete spectrum overlaps the continuous spectrum so as to
present an apparent paradox, from the point of view of the quantum mechanics
of a particle moving under the influence of the potential V. The examples are
chosen so as to illustrate two distinct ways in which the situation can arise.
The second is concerned with how the eigenvalues of a self adjoint operator H,
which depend upon one or more real parameters, vary when the real parameters
vary continuously. For simplicity only operators in finite dimensional spaces are
considered and special emphasis is placed on the question of how many param-
eters are necessary in order to be sure of causing two variable eigenvalues to
blend into one. “In general” the authors find that there must be at least three.

The first of the two long papers (36 pages) [54] appeared in 1934 and was
a joint effort of Wigner, von Neumann, and P. Jordan. From one point of view
it is a development of certain ideas of Jordan published in 1932 and 1933 and
summarized in Part A of the present paper. From another it is a study of a class
of non associative finite dimensional commutative linear algebras culminating
in a complete structure theorem analogous to the celebrated Wedderburn the-
orem for finite dimensional associative algebras. The motivating idea is that
in quantum mechanics, in the von Neumann formulation, the observables are
represented by self adjoint operators and bounded self adjoint operators con-
stitute a commutative non associate algebra under ordinary operator addition,
and with H,; o Hy = H,H, + H,H; as the product. The authors express the
hope that their analysis will suggest a modification of the standard von Neu-
mann formulation which will help overcome some of the difficulties arising in
reconciling quantum mechanics with special relativity. They realize of course
that they will have to extend their theory to the infinite dimensional case. Al-
gebras with closely related properties have since been studied from the point
of view of pure mathematicians and are called Jordan algebras. The style of
the paper strongly suggests that von Neumann did most of the writing.

A year later Wigner published a paper [55] containing his contribution to
a method in perturbation theory. It is known as the Brillouin-Wigner method
and involves finding an equation of the form E — Ey = P(E — E,) where P is
an infinite series and determining the energy shift by solving this equation. The
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point is that this series tends to converge more rapidly and in more cases than
the explicit series of the older Rayleigh-Schrédinger method. Wigner explains
the relationship of his work to that of Brillouin as follows:

“The infinite series was first found by L. Brillouin?) who obtained it by an intuitive
consideration of the usual scheme. He has already pointed out in his important paper
that his series converges much more rapidly than the power series of Schrodinger. He
has not investigated, however, the successive approximations and their relations to
the actual problem.” The footnote reads: Brillouin’s paper was published in 1933 in
Journal de physique.

Wigner’s next contribution in this category [56] was published a full nine-
teen years later in 1954. It, too, is concerned with the effect of perturbations
on the eigenvalues of self adjoint operators but now with the older Rayleigh-
Schrodinger theory of such perturbations. Its aim is to present a family of
examples in which the first approximation to the energy shift produced by the
perturbation is zero, and the second approximation is finite and non zero for
only one value of a certain parameter. For all other values the second approxi-
mation is either zero or infinity.

In 1960 Wigner published two short notes [57] and [58] on anti-unitary op-
erators. In the first of these he states and proves the analogue for anti-unitary
operators of the well known theorem describing the most general unitary op-
erator with a discrete spectrum in terms of its eigenvectors and eigenvalues.
In the other he describes a way in which unitary and anti-unitary operators
differ, and which can be used to distinguish them in quantum mechanical ap-
plications. The motivation of this work stems from the fact that anti-unitary
operators define automorphisms of the space of states in quantum mechanics.

Let ¢, and ¢, be two orthogonal unit vectors in the Hilbert space H and
let T denote either a unitary or an anti unitary operator. Let ¢; and ¢, both
be eigenvectors of T and for all real « let Yo = (@1 + €%p2)/v/2. In the
unitary case |(¥a - T(%q))|? is independent of a while in the anti unitary case
|(Ya - T(¥a))|? = %(1 + cos 2a).

In a paper [59] published in 1963 Wigner generalized the notion of positive
definite matrix by defining a matrix to be weakly positive whenever it is similar
to a diagonal matrix all of whose elements are positive real numbers. He then
gave the following elegant and somewhat surprising characterization of such
matrices.

Theorem 1. A matriz i1s weakly positive if and only if it can be written as a
product of two positive definite matrices.

In addition he proved two further theorems.

Theorem 2. If the product of a positive definite and of a weakly positive matriz
18 Hermitian it is also positive definite. The same holds of the product P, P, P;
of three positive definite matrices Py, P, and P; if this product is Hermitian.
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Theorem 3. Theorems 1 and 2 hold also for bounded linear operators on
Hilbert space.

In 1968 Wigner published a paper [60] entitled “On a generalization of
Euler’s angles”. Let F' be the matrix (I(;' _(} ) where I denotes the k-
dimensional identity matrix and n > m. The two main theorems of the paper
assert

(1) U is any (n + m) x (n + m) matrix which satisfies U*FU = F then

U= Uy 0 Q S (5] 0
- 0 Ug S Cl 0 Va2 ’

where u; and v, are n-dimensional unitary matrices, u; and v, are m-
dimensional unitary matrices C and C' are real diagonal matrices, S is the
transpose of S, both are real and C? — §S = I,, C'? — SS = I

(2) If Ris any (n+m)x (n+m) real matrix such that RFR = F then it can
be factored in the same way except that now u;,v;,us, v, are real orthogonal
matrices.

The degree of non uniquencess of these factorizations is specified. The refer-
ence to Euler’s angles in the title is to the a, 3, and v in the following theorem
of Euler. Any real orthogonal 3 x 3 matrix may be factored as

cosa sina 0 cosf 0 —sinf cosy siny O
—sina cosa 0 0 1 0 —siny cosy O
0 0 1 sinB 0 cosf 0 0 1

Wigner indicates at the beginning how he was led to these considerations in
his well known R matrix theory of nuclear reactions (see Feshbach’s essay on
Wigner’s work in nuclear physics); specifically from an attempt to extend R
matrix theory so as to account for peripheral reactions more generally.

Wigner’s final paper in this category is a short (two page) note [61] pub-
lished in 1970 with H. C. Schweiner as co-author. Principal result is an alterna-
tive to the well known Schmidt procedure for orthogonalizing linearly indepen-
dent sets of vectors. This alternative gives a result independent of the order in
which the original vectors are put. The result is shown to maximize a certain
quartic form on the original vector.

C. Wigner’s Papers on Analytic Functions
and Probability

Five of the eight papers in this category are concerned with a special class of
analytic functions introduced by Wigner and called R functions. All five were
published between 1951 and 1954. The remaining three deal with the eigenvalue
distributions of random matrices and were published in 1955, 1957, and 1958.
The 1957 and 1958 papers are brief supplements to the 1955 paper. All eight
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are included in the same category to avoid one extremely small category and
because they are connected in two ways. First, two of the papers on R functions
have a strong probabilistic flavor. Secondly, the two sets of papers were inspired
by two closely related aspects of Wigner’s work on nuclear physics.

An R function is, by definition, a meromorphic function R defined on the
whole complex plane and having the property that R(z) is in the lower half
plane, the real axis or the upper half plane according as z is in the lower half
plane the real axis or the upper half plane. It follows easily from this definition
that all the poles of an R-function are on the real axis, are simple, and have
residues which are negative real numbers. For each R function Wigner defines
(dR/dz)/(1 4+ R?) to be its invariant derivative and denotes it by f' where the
function f is consequently determined up to an additive constant. Integrating
(dR/(1 + R?) = f'(z)dt one concludes that arctan R(z) = f(z) + ¢ where ¢
is a constant and hence that R(z) = tan(f(z) + ¢). Evidently the poles of f'
which are not on the real axis occur at those z for which R(Z) = +i and are
symmetrically placed about the real axis.

These definitions and remarks are made in Section II of Wigner’s first paper
on R functions [62] which was published in the Annals of Mathematics in 1951
and entitled “On a class of analytic functions from the quantum theory of
collisions”. Section II contains several other theorems about R functions the
most important of which are two so-called “normal form” theorems. The first of
these states that every R function has an absolutely convergent Mittag-Leffler
series expansion of the special form

R T
(z)=a2+ﬂ+z —ZE—Z

where Z,,Z,,... are the positions of the poles of R, —v%,—42... are the
residues of these poles, @ > 0 and J is real. Wigner presents a proof which
he attributes to M. M. Schiffer and V. Bargmann. The other normal form the-
orem expresses R in terms of the poles above and below the real axis of the
invariant derivative f'. Let the poles of f' which are not on the real axis be
Ty + 1Ky, T2 £ 1K2, T3 + ik3,... where z1,25 ... are real and «;, k; are real and
positive and let n; be the order of the zero of R — i at zj + ik;j. Then f' can
be shown to be of the form

_ n,‘fc,,
TIZ'*'Z (z—z,) + K2

where n > 0, from which it follows that

R(z) = tan f(2) = tan {172 +6+ Z n”(arcta,n ¥ 4t arctan iE—”—} .

Fp Fp

Wigner presents a proof for which he gives credit to von Neumann. The fact
that R can be so expressed implies that, up to the choice of the constants 7
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and 0, R is completely determined by the zeros of R — i together with their
multiplicities.

For the purposes of quantum mechanical collision theory Wigner was in-
terested only in R functions with rather special properties. These are defined
and discussed in Section III, Uniform R functions, and Section IV, Statistical
R functions. Before reviewing these sections we shall give a brief explanation of
the relevance of R functions to physics. Consider a spinless particle moving in a
force field described by a potential function V' defined in space and spherically
symmetrical about some origin so that V(z,y,z) = v(y/z? + y% + 22). When
v vanishes sufficiently rapidly at oo, there will be motions of the particle such
that, in the distant past, as well as the distant future, it will move like a free
particle. However, as a result of the distortion of the free particle motion by the
force field the free particle motion in the distant future will be different from
that in the distant past. Under mild restrictions on v one can prove that this
transformation from one free particle motion to another is completely described
by a certain unitary operator S in the underlying Hilbert space H. This opera-
tor is called the S operator or the scattering operator. Because of the assumed
rotational invariance, the unitary operator S commutes with the natural rep-
resentation of the rotation group SO(3) in H, and from this it follows that S
breaks down as a direct sum of unitary operators, S!, one for each equivalence
class of irreducible unitary representations of SO(3). These are parameterized
by the non negative integers 0,1,2, ... and each unitary operator S' turns out
to be describable by a function k — s!(k) from the positive real numbers to the
complex numbers of modulus one. This is so because S' is a direct integral of
the one dimensional unitary operators defined by s'(k). It turns out that the
computation of the functions s'(k) can be reduced to a study of the solutions
of the differential equation

2
) _i_r;/_;+ (v(r)+l(l:2-1))y=k2y

for positive real k. Indeed in the case in which v(r) = 0 for r > a one can show
that
—2ika {1+ ik¥(a)/¥'(a)
sl E=e¢ 2ika ( :
(k) 1 - iky(a)/y'(a)

where 1 is any solution of * which is asymptotic at co to e*". Of course
¥(a)/¢'(a) depends upon k2 as well as a. Let us denote it by R,(k?). Thus we
have

__aika 1+ 1kR(K?)
) 0= (iR)

so that s'(k) and hence S' is completely determined by knowing the function
R, for any a for which v(r) vanishes for r > a. The key fact is that under
quite general hypotheses the functions R, are R functions. One immediate
consequence is that the functions s'(k) have extensions into the complex plane
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which have a singularity structure which can be deduced from (*x) and the
properties of R functions.

The preceding description of the connection between R functions and the
scattering operator is considerably more detailed than that given by Wigner
in Section I of the paper under discussion. On the other hand, Wigner goes
on to discuss the more general case in which v(r) need not vanish for r > a
but is equal to some simple well understood function there. As a matter of fact
Wigner’s point of view is also somewhat different and leads him to describe the
scattering by a function s such that

F'(k*)R(k?) — F(k?)
—G'(k)R(k?) + G(k?)

s(k2) =

where F', F', G, and G are real valued functions which vary with &2 much more
slowly than R does, and can be approximated by constants. Since F'G—G'F =
1, s(k?) to the indicated approximation will also be an R function. Our point
of view will be useful in our description of a later paper.

In Section III Wigner begins be defining what he means by the “pole den-
sity” and the “strength” of an R function and defines an R function to be
uniform if its “pole density” and “strength” actually exist and if in addition
the linear term az in the first normal form is zero. The “strength” is the
“average value” of the residues of the poles and the formal definitions of “pole
density” and “average value”, when they exist, are more or less what one would
expect. It is clear that (a; R + b;)/(a2 R + b2) is an R function whenever R is
an R function and ay, b1, ag, by are real numbers such that a; b, — bjaz > 0 and
a short proof shows that if R has a pole density then (a; R+ b;)/(a2 R+ b2) has
the same pole density. Another useful fact about R functions with a strength
s is that this strength can be determined from the asymptotic properties of R
in the upper half plane whenever the linear term az in the first normal form
is zero and in particular when R is uniform. Indeed the paper contains a proof
that the imaginary part of R(z + iy) converges to 7s as y tends to co and that
this convergence is uniform in z. It also contains a proof of a converse; namely
that the uniform existence of the limit in question and its independence of z
together imply that R has a strength and no az term in its first normal form.
The proof of this converse is rather long and so is the proof of the next theo-
rem. The latter asserts that a hypothesis (called the subsidiary condition) on
the rapidity of convergence to the limit defining the strength of an R function
implies correspondingly rapid convergence of the imaginary part of R(z + iy)
to ms as y increases to co. Other results in III have shorter proofs. The final
theorem asserts that for any uniform R function, the residues of its poles are
bounded above in absolute value and that there is a lower limit to the distances
between successive poles.

If one knows the pole density for a uniform R function one cannot conclude
very much about the statistical properties of the differences between consecu-
tive poles. On the other hand, one might hope that, if one knows both the pole
density and the strength of a uniform R function one might be able to deduce
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something about the gross statistical properties of the poles of f' = R'/(1+R?).
This hope turns out to be vain, and the final Section IV entitled “Statistical R
functions” reports a preliminary investigation of what one can do in this direc-
tion using finer statistical properties of the sequences of poles and residues of
R and f. By definition a statistical R function is a uniform R function in which
certain specific finer statistical measures exist. The main result is the existence
of a class of statistical R functions which is invariant under linear fractional
transformations of the special form R — (sin¢ + Rcos ¢)/(cos — Rsiny) and
which are in a certain sense normalized. Connections between the statistical
properties of R and f' of the sort indicated above are made plausible but are
not proved. The details are both complicated and lengthy and are best omitted
in an essay of this nature.

One year later, in 1952, Wigner published no less than three more articles
about R functions. One of these is a direct continuation of Section IV of the
introductory 1951 article [62]. The other two are of a quite different character.
We shall deal first with the direct continuation [63]. Its contents, for our pur-
poses, are perhaps sufficiently indicated by the following quotation from the
introduction to the paper itself:

“Similarly, it is plausible that conversely, the distribution functions for
k, and z, differences, together with the statistical correlations between these
quantities, determine the distribution functions for the g, (9, = 1/7,2) and
the Z, differences and their statistical correlations.

The present article will deal with an example for the latter problem: it will
give, explicitly, the distribution of the g, and of the differences of subsequent
Z, for the case that the k, have an arbitrary distribution, the corresponding
z, are distributed entirely at random and n > 0.”

Another of the papers on R functions [64] published in 1952 concerns the
relationship discussed above in connection with Section I of the 1951 paper and

labelled (*x)
Uy _ —2ika [ 1+ ikRq(K?)
s(k)=e (1 — kR, (k?)

where ! and a are held fixed, R, is an R function and s’ the complex valued
function of modulus one describing the I-th component of the scattering oper-
ators. Rewriting (x*) as S(k) = e~2*¢((1 + ikR(k?))/(1 — ikR(k?))) where S
and R are abstract functions defined on the positive real axis, Wigner studies
the properties of S which imply that R must be extensible to an R function and
conversely. Evidently R is uniquely determined by S. If R is indeed extensible
to be an R function it is easy to check that the corresponding extension of S
has the following properties:

(a) S(k)S(-k)=1
(b) S(k)(S(k*))* =1 (where * indicates the complex conjugate)
(c) S(k)e?** is uniformly bounded for p > a and Imk > 0.

In a paper [65] published in 1951 by Schutzer and Tiomno, these proper-
ties for s' were shown to be a consequence of “causality” on purely physical
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grounds and without reference to the relationship (**). Wigner’s basic question
is whether (a), (b), and (c) imply conversely that R is an R function and if not
by what they might be supplemented. In Part II he gives an example showing
that (a), (b), and (c) do not suffice and in Part III finds a new property of
S which is not implied by (a), (b), and (c) but is implied by R’s being an
R function. He asserts, however, that (a), (b), and (c) together with the new
property still do not suffice to prove that R is an R function.

It seems appropriate to mention that a trend which almost dominated el-
ementary particle physics for more than a decade began with a paper [66]
published in 1954. It was concerned above all with exploiting the hypothesis
that the scattering operator may be continued into the complex domain.

The third paper in this category [67], which appeared in 1952, was published
in the American Mathematical Monthly. Its purpose was to present a new way
of deriving the main properties of the elementary trigonometric and exponential
functions for complex values of the argument without using their properties for
real values of the argument. It does this by exploiting the fact that the tangent
function is in a sense the simplest R function and the expansion theorems
involved in the two normal forms for general R functions. The author takes
the opportunity to acknowledge that some of the more elementary parts of his
1951 paper on R functions were published some decades earlier by G. Herglotz.

In 1954 Wigner published a joint paper with von Neumann [68] which
concluded his work on the mathematical aspects of the theory of R functions.
This paper is entitled “Significance of Loewner’s theorem in the quantum theory

of collisions”. Let R be an R function and let z,z2,...,2, be positive real
numbers with z; < z3... < z, and not including any singularities of R. Form
the n x n matrix ||x;;|| where k;; = R'(2;) and for i # j, xij = (R(z:) —

R(zj))/(i—j). It is not difficult to prove that for alln = 1,2, ... and all n-tuples
21 < z3... < zp te matrix ||ki;|| is a positive semi definite. The main concern
of the paper is the extent to which this theorem has a converse. Specifically
let R be a real valued differentiable function defined on the positive real axis,
except for a discrete sequence of points Z;, Z, called its singularities. Suppose
that the matrices ||x;j|| defined above are all positive semi definite. To what
extent can we conclude that R must be the restriction to the positive real axis
of an R function in which some of the Z; may not be singularities. The answer
is that R can be extended over the whole complex plane with the negative
real axis removed and there has all the defining properties of an R function.
The proof is far from trivial and makes essential use of ideas which appear
in a paper of Loewner [69] published in 1933. Indeed the authors assert that
although Loewner’s problem is rather different from theirs, his arguments come
very near to constituting a complete proof of their result. They admit, however,
that they have simplified Loewner’s argument in some respects.

We have described the connection between R functions and scattering the-
ory in only the simple special case of spinless potential scattering. It should
be pointed out, however, that Wigner’s interest in these functions stems from
much more difficult problems in the theory of the interactions between nuclei.
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We refer the reader to H. Feshbach’s annotation for a description of Wigner’s
R matrix theory of nuclear reactions and its importance.

One can also consult Feshbach’s annotation for a description of Wigner’s
work on the “giant resonance model” in the theory of the interaction of a single
nucleon with a complex nucleus. This work also led to some purely mathemat-
ical investigations. These were published in three papers'in Annals of Mathe-
matics in 1955, 1957, and 1958, respectively [70, 71 72]. We conclude our essay
with a brief description of the contents of these papers.

Let H be a Hilbert space and let ... p_3,0_-1,%0, %1, 2, - . be an orthonor-
mal basis for H indexed by the positive and negative integers. Let H be a
self-adjoint operator whose matrix elements with respect to this basis have the
following properties: (a) (H(¢n)* ¢m) = 0 for [m —n] > N, where N is some
fixed positive integer. (b) (H(¢n) * ¢n) = n. (¢) (H(¢n) - ¢m) = v when
0 < |n —m| < N where v is some fixed positive number. Given v and N the
matrix elements of H are completely determined up to a choice of sign at each
pair n > m with n —m < N. Supposing these chosen independently with equal
probabilities of being 1, one has a well defined probability distribution on the
class of possible matrices. The problem is to study the statistical properties of
the eigenvalues of these matrices. The results of [70], which are admittedly in
part only heuristically established, are meant to apply in the limit of very large
N and v with v2/N remaining bounded. The analysis begins with a detailed
study of the eigenvalue structure in the special case in which N = 1. In another
preliminary section, a study is made of the eigenvalue statistics for finite real
symmetric matrices of very large odd dimension in which the diagonal elements
are all zero and the off diagonal elements all have the same absolute value.

In the 1957 paper [71] the analysis given in [70] is improved as follows.
An integral equation for one of the main results of [70] is “transformed into a
much simpler equation from which the approximate expressions for p (for large
and small values of ¢) which were obtained before can be obtained much more
easily”.

The 1958 paper [71] is only two pages long and consists mainly of an an-
nouncement that the preliminary results about finite matrices contained in the
section of {70] entitled “Random sign symmetric matrices” can be considerably
generalized. The final sentence reads “The heuristic proof given for the special
case considered before applies equally under the more general conditions here
specified”.
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Uber merkwiirdige diskrete Eigenwerte

J.von Neumann and E. P. Wigner

Physikalische Zeitschrift 30, 465-467 (1929)

1. Es sind in der quantentheoretischen Lite- |

ratur mehrfach anschauliche Schliisse von der Art
gemacht worden, daB} z. B. aus der Tatsache, daB
ein Elektron geniigend kinetische Energie hat, um
sich aus einem atomaren System (klassisch gerech-
net) ins Unendliche zu entfernen, geschlossen
wurde, daB der betreffende Energiewert zum kon-
tinuierlichen Spektrum des genannten Systems ge-
hoért. Im folgenden soll gezeigt werden, daB derar-
tige Uberlegungen mit duBerster Vorsicht zu hand-
haben sind, denn es kommt hiufig ein entgegen-
gesetztes Verhalten vor. Dieser Umstand, dafl
ein Elektron auf einer stationiren Bahn verharrt
(Punkteigenwert!), obwohl es Energie genug
hitte, um sich aus dem Anziehungsbereich des
ihn umgebenden Systems zu befreien, ist nur
scheinbar paradox. Wir werden* uns an zwei
verschiedenen Beispielen klar machen, daB dieses
Phanomen zwei ganz verschiedene Ursachen
haben kann — aber in beiden Fillen bis zu einem
gewissen Grade anschaulich deutbar ist.

Wir werden stets ein Elektron im Bereiche
eines geeigneten kugelsymmetrischen Potentials
betrachten, also die Wellengleichung

=0

ﬁz
g‘T,;A'P +(Vn - E)y

ot et @ o 28 . .
(A:Ex—z—{-—(,m-i——gt—z:—gﬁ%—Té;,dawu

uns auf kugelsymmetrische y beschranken und die
Abletungen nach den Winkeln 0 und ¢ weglassen
konnen). Damit £ = o ein Punkteigenwert mit
der kugelsymmetrischen Eigenfunktion ¢ = ()

A2 (1;_)’_’ 21p’>
v + ry

sei, mufB} also V' = sein. Wir

8nim
werden nun durch geeignete Wahl von y dem V'
die oben erwiihnten, scheinbar paradoxen, Formen
erteilen. sin sin (7 3)

72

Sei zuerst yp = , dann ergibt sich?)

(unter Weglassung des unwesentlichen Faktors
2
P ) V=2r"2—9r4 Ein ebener Schnitt

8nim
durch den Potentialverlauf sieht also wie auf
der Figur angedeutet aus. Nach allem Erwarten
miiBte das Elektron den Potentialabhang hinab-
stiirzen und daher nur ein Streckenspektrum be-
sitzen — dennoch ist eine stationire Bahn und
der Punkteigenwert £ = o da!

Jedoch ist dieses Verhalten sogar auf Grund
klassisch-mechanischer Analogien zu verstehen?).

1) Man setze versuchsweise w(r) = rasin (7%).

Damit das Quadratintegralvony, d.h f anr?|(y (r)dr

——f4n ra+2sin? (78)dr endlich sei, muﬁ mit Riick-

sxcht auf das Verhalten bet 7 =0:2¢+ 6+ 2> —1
und auf das Verhalten bei 7 =00:22+ 2 < — 1 sein.
Die Regularitit von V' () fiir % o erfordert 22+ 6
+ 1 =0. Beides erfiillt a= — 2, é=

2) Diese Bemerkung riihrt von Herrn L. Szi lard
her.
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Auf dem Potentialabhang V = 2772 — g»* wird
ein Punkt (falls er sich lings einer durch die den
Nullpunkt gehenden Geraden bewegt) die Bahn

m [dr\?
7(5) + V(f) = Konst.

dr 2 4 1 18
Z —V; Konst. — Z F + ;’
beschreiben.

Man erkennt leicht, daB8 schlieBlich » — o0,
dr

7% und dann ist asymptotisch
dr 3 3 . 3 ]/z—
dt ]/,; ’ l/;_”—
—
"
312t — )
Der Punkt geht also noch in der endlichen Zeit
=/, ins Unendliche.
In diesem Moment héren nun die Aussagen

der klassischen Mechanik auf. Es scheint aber,
als ob die Quantenmechanik sich ‘durch diese

4

A

%'-_— (t—12)

Flucht des zu untersuchenden Punktes ins Un-
endliche nicht davon abhalten lieBe, sein ferneres
Schicksal zu verfolgen. Die stationire Losung
y(») deutet an, daB er aus dem Unendlichen
wiederkehrt, daB er dort sozusagen reflektiert
wird — um dann das Pendeln wieder zu beginnen.
DaB y(?) fiir » = 0o gegen o strebt, d. h. daB sich
der Punkt vorwiegend bei miBig groBen » auf-
halt, rithrt daher, daB er bei groBen Werten
enorme Geschwindigkeiten hat (er ist ja bis dahin
einen groBen Potentialberg hinuntergestiirzt),
also nur kurze Verweilzeiten. Da der ganze
Pendelvorgang (von 7pmin nach oo und zuriick)
periodisch ist, ist es sehr verniinftig, daB das ent-
sprechende quantenmechanische Problem eine
stationdre Losung besitzt.

Ein weiterer Beleg dafiir, daB die Stationaritat
dieser Bahn wirklich nur durch die klassische
Analogie einer Reflexion im Unendlichen ver-
standlich ist, ergibt sich, wenn man im Sinne von

sin(7%)

Fhe+1)
(&> 2) setzt, dann wird V= (8% — 1) (4791 — 42
#2562 Man erkennt miihelos, daB bei klassisch-
mechanischer Bewegung die fiirs Erreichen des
Unendlichen in endlicher Zeit charakteristische Be-
dingung 4 > 2 ist — genau das, was zur End-
lichkeit des Quadratintegrals von ¥, d. h. fiir die
Stationaritit dieser Bahn, notwendig und hin-
reichend ist.

Anm. ?) der vorigen Seite allgemeiner p=

2. Wir gehen nun zu einem zweiten Beispiel
iiber, das auf Grund solcher Erwigungen nicht
mehr zu deuten ist.

. sin » .
Zuerst setzen wir p = ——, dann wird V=
4

— 1. Esist die wohlbekannte Kugelwellenl6sung,
einem sich ins Unendliche entfernenden Elektron
entsprechend, die Energie £ = o ist dabei groBer
als das Potential /= — 1, so daB} ein positiver
Betrag fiir die klassische kinetische Energie
iibrigbleibt. Wir sind dabei im kontinuierlichen

d o
Spektrum, da f4nrz| () |Pdr= 4ytfsin’rdr
0 ]

unendlich ist. Nun werden wir aber versuchen,
so abzuidndern, daB8 sein Quadratintegral end-
lich wird und 7 doch in der Nihe von — 1
variiert.

Hierzu machen wir den Ansatz:
sin »

vO)=—-f().

r

Wenn f(7) stetig ist und fiir » —00 einem 7% mit
I . . . .
a< — e asymptotisch gleich ist, soist das Qua-

dratintegral von p in der Tat endlich. 7 dagegen
bestimmt sich zu

£0 o)
7O 7O

Damit dieses ¥ stindig in der Nihe von — 1
bleibt, und (was wir zusitzlich verlangen wollen)
fir »—>00 gegen — 1 konvergiert, miissen
o £
tgr——r:,
8770 F0

gegen o streben.

V=—1+ 2tgr

stets klein sein, und fiir » -0

G
£

verschwinden, d. h.

In erster Linie muB also

firtgr =00,

2,2,2,...

fiir cos 7 =o. Das ist gewiB der Fall, wenn /() dem
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r

7 1, L
fcos’ rdr= Y + ” sin 27 gleich ist, oder

irgendeiner Funktion davon. Wir setzen (da 7 ()
fir » 00 asymptotisch 7%, a< ——:— sein soll)
() = [4* + (27 + sin 22)?] 71 wo iiber 4 noch
verfiigt werden wird. Dann ist:
o _8(zr + sin 27) cos?7
Vi) A+ (27 + sin27)?
S’() _ 128(27 4 sin 27)%costr
f@ [42 + (27 + sin 27)%]?
32cost7 — 16 (27 4 sin 27) cos7sin7
A%+ (27 + sin 27)?

Hieraus folgt (es heben sich zwei Glieder weg,
was -aber unwesentlich ist)

32costr

T x (27 + sin 27)?

128 (27 + sin 27)%cos 47

[4% + (27 + sin 27)%)?
A% — 3 (27 + sin27)?
{42 4 (27 + sin27)%)?
Diesem Ausdruck sieht man es aber sofort an,
daB erstens zu jedem & > o ein 4 gewihlt werden
kann, daB er stets zwischen— 1 —eund — 1+ ¢

liegt, und daB er zweitens fiir » —00 gegen — 1
strebtl),

V=—1

= — 1 — 32costr

1) Ebenso liegen alle seine Derivierten beliebig
nahe bei o.

Ein
sin7
7(4% + (27 + sin 27)?)

mit geniigend groBem 4 leistet also alles Ge-
wiinschte.

Eine Deutung wie im vorigen Punkt kommt
hier nicht in Frage: ¥ schmiegt sich ja beliebig
gut an — 1 an! Das einzige, was sich in Anleh-

‘lp:

‘nung an allgemein geldufige anschauliche Be-

trachtungsweisen vorbringen liefe, ist dieses:
Das obige Potential 7" weist gewisse Wellungen
mit der Periode = auf (cos? » und sin 27 gehen
in die Formel ein), welche mit » — o gegen o ab-
fallen. Diese scheinen nun eine interferenzartige
Ausléschung des Wellenpaketes ¢ in den ent-
fernteren Raumgegenden zu veranlassen?).

So wie wir hier in der Nihe des Potentials
V = —1 eines mit stationiren Bahnen fanden,
lassen sich auch in der Nihe anderer Potentiale,
z. B. V' = x solche angeben. Dies ist darum er-
wiahnenswert, weil es zeigt, daB eine Diskussion
der Frage, ob das durch ein homogenes elek-
trisches Feld gestorte Wasserstoffatom (Stark-
effekt) Punkteigenwerte besitzt oder nicht, mit
gewissen Schwierigkeiten verbunden ist!). Ins-
besondere muB dabei die ,,Glattheit" des elek-
trischen Storungsfeldes eine wesentliche Rolle
spielen.

1) Vgl. J. R. Oppenheimer, Phys. Rev. 31,
80, 1928, wo die Annahme des Fehlens von Punkt-
eigenwerten gemacht wird.

2) Das Potential V() = 27-2 — 97* war nicht
so, es war vollkommen ,,glatt*.

(Eingegangen 25. Mai 1929.)




Uber das Verhalten von Eigenwerten
bei adiabatischen Prozessen

J.von Neumann und E. P. Wigner

Physikalische Zeitschrift 30, 467-470 (1929)

1. In vielen Fragen der Quantenmechanik ist
es wichtig, die Verinderung der Eigenwerte und
Eigenfunktionen bei stetiger Anderung eines oder
mehrerer Parameter zu untersuchen. Namentlich
interessiert oft der Fall, in dem man fiir zwei
spezielle Werte der Parameter Eigenwerte und
Eigenfunktionen kennt und sich fiir das Zwischen-
gebiet interessiert. Man fragt gewdhnlich, ob
im Zwischengebiet Uberschneidungen der Eigen-
werte vorkommen, in welchen Eigenwert ein be-
stimmter Eigenwert iibergeht, wenn man von dem
einen Wertsystem der Parameter kontinuierlich
in das andere Wertsystem iibergeht usw. Fragen
dhnlicher Art hat F. Hund aufgeworfen) und
insbesondere die letzte Frage fiir den Fall eines
Parameters — auf Grund von Beispielen — dahin
beantwortet, daB Uberschneidungen im alige-
meinen — wenn dafiir kein spezieller Grund vor-

1) F. Hund, Zeitschr. f. Phys. 40, 742, 1927.

handen ist — nicht vorkommen?). Wir wollen hier
dies allgemein begriinden, unsere Methode erlaubt
dabei gleichzeitig die Untersuchung von Systemen
mit mehreren veranderlichen Parametern.

Die Energiewerte eines Systems sind bekannt-
lich die Eigenwerte einer Hermiteschen®) Matrix
(H,,), die wir der Einfachheit halber endlich-
vieldimensional, etwa #z-dimensional, annehmen
wollen. Dabei miissen wir uns vorstellen, daB
alle »? komplexen GréBen A, , noch von einigen
reellen Parametern %, %,, ... abhdngen, und wir
fragen, durch Anderung wie vieler Para-
meter man im allgemeinen ein Zusam-
menfallen zweier Eigenwerte erreichen
kann. Wir werden sehen, daB dazu im allge-
meinen drei reelle Parameterwerte ent-

2) Siehe insbesondere S. 752. .
3) DaB die Matrix Hermiteisch ist, ist entscheidend

“fiir das Folgende.
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sprechend bestimmt werden missen (,im all-
gemeinen‘* bedeutet, daB zwischen den Zahlen
H,, keine Bezichungen bestehen, die nicht aus
dem Hermiteschen Charakter folgen)!). Wenn
man also nur einen oder zwei Parameter
verandern kann, ist esi.a. nicht méglich,
einUberschneiden der Eigenwerte zu er-
reichen.

Um dies zu zeigen, zihlen wir die freien reellen
Parameter einer #-dimensionalen Hermiteschen
Matrix mit und ohne doppelte Eigenwerte ab.
Die Differenz dieser Zahlen wird uns die Anzahl
der zu verandernden Parameter %, %,, . .. angeben,
durch deren Verinderung man ein Zusammen-
fallen von Eigenwerten bewirken kann.

Man kann bekanntlich jede Hermitesche Ma-
trix (&, ,) durch eine unitire Matrix (U,,) auf
die Diagonalform bringen

H,yy =X E,U, Uy (1)
e

wo E,, E,, .. .die Eigenwerte sind. Zur Bestim-
mung der &, muB man also die  reellen Zahlen
E, und die unitire Matrix ({,,) kennen, diese
letztere allerdings nur bis auf eine unitire Matrix,
die mit der Diagonalmatrix

Eio o...0
oFEyo...o0
o okKz. ..0
(2)
|00 o0...E

n

vertauschbar ist. Mit ciner solchen darf man
niamlich (U, ,) von hinten multiplizieren, ohne dafl
(1) sich dndern wiirde. Da eine unitire Matrix 7?
reelle Parameter hat, ist die Anzahl der freien
Parameter einer Hermiteschen Matrix 7% + f— v
wo f die Anzahl der voneinander verschiedenen
Zahlen unter £y, E,, ..., E, und v die Anzahl
der Parameter einer mit (2) vertauschbaren uni-
tiren Matrix ist. Sind alle £,, £,, . . ., £, ver-
schieden, so ist mit (2) nur eine Diagonalmatrix
vertauschbar, kann man dagegen die £, in Grup-
pen einteilen, etwa so, da in den umrahmten
Quadraten lauter gleiche £ vorkommen

Eiolo oo ... o
o Ej|o o o o
o olEyo0 o o
o ojo ko o )
o o|o ok, o
o o o o o-- Ef

1) Man sollte meinen, dafl das Zusammenfallen
von zwei (natiirlich reellen) Eigenwerten nur eine
reelle Bedingung ergibt. Es soll aber gerade ge-
zeigt werden, daf8 ein singulirer Fzll vorliegt und
sich die Zahl der Bedingungen so erhoht.

50 ist mit (3) jede Matrix vertauschbar, die nur
an den den umrahmten Stellen entsprechenden
Stellen von o verschiedene Koeffizienten hat.
Soll die Matrix unitir sein, so miissen in den
umrahmten Quadraten unitire Matrizen stehen.

Kann man also die Eigenwerte in Gruppen
mit gy, g, - - » &f Grtet...+g=n
Eigenwerten einteilen, so daB alle Elgenwerte
derselben Gruppe gleich sind, so ist die Anzahl
der freien Parameter gleich

g —&6— . &

In der allgemeinen Hermiteschen Matrix ist
g1 =g =...=g,=1, die Anzahl der freien
Parameter ist 72 + 2 — 12 — 12 —
wie man auch auf anderem Wege leicht ab-
zahlt!).  Sollen aber zwei Eigenwerte zu-
sammenfallen, so ist g, =12, g, =g,= =
gq_1 =1, die Anzahl der freien Parameter ist
Wt m—1)—22—12—12— . —12=s24
(ﬂ—-l)—4—(ﬂ—2)=ﬂ2—3. Man sieht
auch etwa fiir # = 2, daB nur ein reeller Para-

L— 2=

meter p frei ist, da nur die Matrix ‘: ;) einen
doppelten Eigenwert hat. Man kann also im
allgemeinen nur durch Verinderung von drei
Parametern ein Zusammenfallen von zwei Eigen-
werten erreichen.

Haben wir es mit einer reellen Hermite-
schen Matrix zu tun, so andert sich an dem
Vorangehenden nur das, dal man iiberall reelle
orthogonale Matrizen an die Stelle der unitiiren
setzen muB. Die Anzahl der freien Parameter
einer reellen orthogonalen Matrix von 7 Dimen-

sionen ist —:—n (n—1)= (:), so daB die An-

zahl der freien Parameter im reellen Fall

” (& _ (&\ _ . __ (&7) .
(2> + £ (2 ) (2 ) (2 ) betrigt.
Fiir die allgemeine reelle symmetrische Matrix

ergibt dies % n (n+ 1); soll ein doppelter

. . B
Eigenwert da sein, so haben wir Y n(n+ 1)—2:

in diesem Fall geniigt es schon, zwei reelle
Parameter zu verdndern diirfen, um zwel
Eigenwerte zum Zusammenfallen zu bringen.

Bei der Analyse der Struktur der Terme
atomarer Systeme konnten die Eigenwerte in ver-
schiedene Gruppen eingeteilt werden, jede Gruppe
war etwa durch eine azimutale Quantenzahl, den
Spiegelungscharakter, und das Multiplettsystem
gekennzeichnet und solange die beziigliche Sym-

1) Es sind 2 reelle Diagonalelemente und
—;—(n — 1)z komplexe Elemente oberhalb der Haupt-

diagonale.
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metrie nicht gestért wird, hat kein Term der einen
Gruppe irgendeine ,,Kenntnis* von den Termen
der anderen Gruppe!). Terme verschiedener
Gruppen (d. h. verschiedener Transformations-
eigenschaft) haben sich beliebig iiberkreuzt.
AuBerdem waren simtliche Terme der meisten
Gruppen mehrfach entartet. Dies steht jedoch
in keinem Widerspruch zu dem Vorangehenden,
da hier das ,,im allgemeinen‘‘ nicht zutrifft, da
eine geniigende Anzahl von Matrixelementen
immer identisch verschwindet. Ebenso wie in der
Gruppentheorie der Terme angenommen werden
konnte, daB keine ,,zufélligen Entartungen‘* vor-
kommen, kénnen wir hier annehmen, da8 keine
Beziehungen existieren, die nicht aus der Sym-
metrie des Systems auf gruppentheoretischem
Wege folgen wiirden, also, dal innerhalb einer
Termgruppe immer der ,,allgemeine Fall* vor-
liegt.

2. Fiir den Fall von zwei nahe aneinander vor-
beigehenden Eigenwerten wollen wir die Verhalt-
nisse noch rechnerisch verfolgen. Dazu benutzen
wir das Schrédingersche Stérungsverfahren?),
indem wir die Verinderung der Eigenwerte und
Eigenfunktionen des Operators A + %V bei

wachsendem x betrachten, wobei wir jedoch an-
nehmen, daB die Entfernung von zwei Eigen-
werten — etwa £; und £, — in der GroBen-
ordnung von %V, oder xV7,, liegt.

In der Figur sind die Eigenwerte als Funktion
von?) x (die ausgezogenen Kurven) aufgetragen.
Es ist dabei das urspriingliche % so durch eine

1) Siehe z. B.: E. Wigner, Zeitschr. f. Phys.
40, 883, 1927 (S. 892) und 43, 624, 1927.

2) Sie ist hier mit dem Born, Helsenberg,
Jordanschen identisch.

3) In der Figur steht X und — X an Stelle von
% und —z.

neue Variable x + ¢ ersetzt, daB fiir x = o die
beiden Kurven parallel verlaufen.

Fiir x = o seien die Eigenfunktionen ¢, (o) =
und @,(0) = ¢’ die Eigenwerte £,(0) = E—¢
und £,(o) = £ + &. Dann setzen wir an

() = () p + () y" + 241» Gy,
P2 () =, G)yp + @z Gy’ + X ap 9y,
und erhalten, indem wir dies in
H + %V) @, (%) = E, (%) g, () (s)
(H + %V) @y (%) = E (2) @, (%)
einfithren und
W Vy)=uv; @, Vy)=1" ©
W, V=725 @ Vy)=Vyy)=7
setzen, in bekannter Weise (durch Koeffizienten-
vergleich) fiirr £,(x)
(B — e+ %v — E (%) ) (%) + 27 @ () = o( )
xv' ey (0) + (E+ e+ #v”" — E) (¥))ey(¥) =0 7
Die Determinante dieses Gleichungssystems Null

gesetzt ergibt fiir £,(x) (unter Beachtung von
v = 9", was aus der Parallelitit der £,(x) und

4

E () Rurven fiir % = o folgt)

E (%) = E+ v — Jet + 202 ®)
und entsprechend fiir £,(x)

E,() =E+xv+ Y+ . (8a)

Die beiden Kurven E,(x) und £,(x)
bilden also die beiden Aste einer Hy-
perbel. Die Steigung der beiden Asymptoten
ist v— |o/| bzw. » + ||, die minimale Entfer-
nung der beiden Aste 2 &, die Entfernung nimmt

auf das Doppelte zu, wenn x = li”fl; wird, die
2V3e
: des Vorbels T

Die Eigenfunktionen @;(x) und @,(x) sind —
wenn man sich auf die erste Niherung be-
schrinkt — nach (4) Linearkombinationen von
w und ¢, zu ihrer Kennzeichnung geniigt es

Dauer des Vorbeigehens ist Ax ~

Bud =2 wna g0 =22 )
zu berechnen. Dlese ergeben sich zu
_ ®o' _ €+ y’ei + ;¢2|v_']—2
ﬁl(x)_a_}/m_ zﬂl
(10)

%’ ¢ —]’a”—{—_y’[_’-l?
P T
(102)

und sindin der Figur gestrichelt aufgetragen, wobei
natiirlich ¢’ reell angenommen werden muBte.

B () =
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Man sieht, daB fiir sehr kleine %

~r -’

7 T
ﬂl(.—m)='|_y_tl"/32(—m)—‘_|v/|y (II)
wahrend fiir sehr groe »
7 v )
ﬂl(m)="‘|—v,‘|3ﬂ2(m)=m: (112)

gilt, so daB B, in B, und B, in B, iibergeht. Fiir
x fiir die | %" | > 1 ist, verhalten sich Eigenwerte
und Eigenfunktionen so, als ob sie sich iiber-
kreuzen wiirden?).

Die », v’ sind die Matrixelemente von 7 be-
rechnet mit denjenigen Eigenfunktionen y, y/,
die die richtigen Linearkombinationen fiir x = o
sind. Es ist oft niitzlich, den kleinsten Abstand
2 ¢ und 4 %, die ,,Dauer des Vorbeigehens* mit
den Matrixelementen Vy,, Vi, = V,,, V,, auszu-
driicken, die mit Hilfe der Eigenfunktionen bei
einem beliebigen x gebildet werden konnen.

Man erhalt nach etwas umstandlicher Rech-
nung fir die kleinste Entfernung der Eigenwerte

| Vlﬂl’ (E2 _ El)2
%(Vil - 22)2+I V12 |2

(E?, - El)min =2&8=

(12)
fiir 4 %, die Dauer des Vorbeigehens
Awn— 2)3¢ - V3(&y — £y) | V1| . (x3)
[ 1Vn — Ve + | Vi |?
Der Wert (£, — E)min wird fiir
Vi — Vo) (Ey— E.
z=‘(11 22) (£, ) (14)

4 1V —)*+ |Vl
angenommen. Ist ¥,, = o wie immer, wenn £,
und £, in verschiedene Termgruppen gehéren,
so wird sowohl (12) als auch (13) gleich o; das
sind dann ausnahmsweise doch die Verhaltnisse
der Uberkreuzung.

Wird der Parameter x» nicht nur gedanklich
aufgefafit, sondern dndert man ihn wirklich am
mechanischen System selber, so erfolgt die Ande-
rung adiabatisch (d. h. ¢, (—o0) geht in ¢,(o0)
und @,(— 00) — in @,(00) iiber), wenn

A%> ;—é‘k—t (IS)
ist; ist dagegen
k dx
Ax <L Py —d-t—, (16)

50 geht @;(— 00) in @4(00), @a(— ) in @,(00)
iber. In diesem Fall hat die Wellenfunktion
keine Zeit sich zu andern.

3. Eine Anwendung kann das Vorangehende
vor allem auf Zuordnungsfragen finden. U. a.
folgt die Zuordnungsregel fiir den Ubergang von

1) Auf diesen Punkt hat bereits F. Hund wieder-
holt hingewiesen.

schwachen in starke Magnetfelder). Terme mit
gleichem 7 iiberkreuzen sich nicht. Sogar bei
gleichzeitiger Anderung eines magnetischen und
in derselben Richtung liegenden elektrischen
Feldes wird man keine Uberkreuzung erreichen
konnen, da die Differentialgleichung komplex ist
und zur Erreichung einer Uberkreuzung drei
Parameter notwendig wiren. Andert man auch
den Winkel der beiden Felder, so 148t sich eine
Uberkreuzung erzwingen.

Bei der Anwendung auf Fragen der Zuord-
nung von Molekeltermen zu Termen getrennter
Atome sind jedoch die Bemerkungen von F.
Hund? zu beriicksichtigen, unsere Formeln
(12), (13) gestatten prinzipiell eine Ubersicht der
Verhaltnisse.

Auch fiir den Adiabatensatz diirfte das Voran-
gehende nicht ganz ohne Belang sein, da die Ver-
hiltnisse bei ,,Uberkreuzungen' wohl niemals
ganz klar waren.

Die wichtigste Anwendung scheint sich aber
bei der Londonschen Theorie der chemischen
Reaktion zu ergeben3). Wir wollen darauf hier
nicht naher eingehen, nur auf folgenden Umstand
hinweisen: Im 1. c. betrachteten Falle dreier
Atome, deren eines in einer durch die beiden
anderen gelegten Ebene beweglich ist, haben
wir zwei freie Parameter, etwa die X und V'
Koordinate des beweglichen Atoms. Da die
Differentialgleichung reell ist, ist ein Zusammen-
fallen zweier Eigenwerte zwar mdglich, aber
nur in einzelnen Punkten. In der Tat kommt
es nach F. London in erster Niherung nur in
einem einzelnen Punkt vor. Es gilt das nun nach
dem Vorangehenden streng, d. h. in beliebig
hoher Ndherung. Man kann also eine untere
und eine obere Energiefliche unterscheiden, die
nur einzelne Punkte gemeinsam haben. Diese
Betrachtung 148t sich noch verallgemeinern und
gestattet dann einen Einblick in den Mechanismus
mehratomiger Systeme.

1) A. Sommerfeld, Zeitschr. f. Phys. 8, 257,
1922; A. Landé, Zeitschr. f. Phys. 19, 112, 1923.

2) Zeitschr. f. Phys. 52, 601, 1928. Bei streng
adiabatischer Auseinanderfiihrung der Atome wiirden
sich nach dem Vorangehenden — wegen der Spin-
wechselwirkung — auch Terme verschiedener Multi-
plettsysteme nicht kreuzen. In diesem Fall ist jedoch
die Exzentrizitit der Hyperbel (wegen der Kleinheit
von Vj,, der Spinwechselwirkung) so klein, daB die
Hyperbel praktisch in zwei sich schneidende Gerade
ausartet. Dasselbe muB nach F. London fiir zwei
Terme gelten, deren einer zwei aneinandergebrachten
Atomen (X und F) und deren anderer zwei anein-
andergebrachten Ionen (X* und F) entspricht,
wenn die Uberschneidung in grofSier Entfernung er-
folgt (Zeitschr. f. Phys. 46, 455, 1928, S. 475).

1) F. London, Sommerfeld Festschrift. S. 104
S. Hirzel. 1929.

(Eingegangen 25. Mai 1929.)
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Introduction

One of us has shown that the statistical properties of the measurements of a
quantum mechanical system assume their simplest form when expressed in
terms of a certain hypercomplex algebra which is commutative but not associa-
tive.! This algebra differs from the non-commutative but associative matrix
algebra usually considered in that one is concerned with the commutative
expression 3(4 X B 4+ B X A) instead of the associative product A X B of two
matrices. It was conjectured that the laws of this commutative algebra would
form a suitable starting point for a generalization of the present quantum
mechanical theory. The need of such a generalization arises from the (probably)
fundamental difficulties resulting when one attempts to apply quantum me-
chanics to questions in relativistic and nuclear phenomena.

The mathematical foundations underlying this generalization have already
been investigated completely? and the results obtained are summarized in Part I
of this paper except for the following alterations: 1) We restrict ourselves
entirely to commutative systems while in the investigation mentioned the com-
mutative law was partly excluded. Further, it is of basic importance that we
assume the ‘““field of coefficients’” of the algebra considered to be always real.
(In this way we meet an old objection to the quantum mechanical formalism,
namely, that it does not confine itself to the real domain. Complex numbers
and the like are used here only as technical expedients.) 2) We give the
unpublished proof of the deducibility of the law (a?)a = a(ba?) from the law
ata’ = a**tv  3) We give determinative conditions for the further investiga-
tion in Part III of the structure of the “r-number systems”; these conditions
appear in (23), (24), and (25) below.

Part IT contains a summary discussion of the concepts ‘“‘trace’” and ‘‘inter-
changeability’’; the investigation of these concepts has already been begun.?

The essential achievement of this paper is contained in Part III. There the
structure of all (formally real, finite, and commutative) r-number systems is
fully determined. It is shown that, with but one exception, all such systems
are merely matrix algebras. This is noteworthy in itself from the mathematical
point of view. But of more importance is the fact that the above mentioned

1 P. Jordan, Zschr. f. Phys., vol. 80, 1933, p. 285.
* P, Jordan, Gottinger Nachr., 1932, p. 569; 1933, p. 209.
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physical considerations demand an algebra essentially more general than matrix
algebras. Our results therefore point to the necessity of further generalizations.
Although we found one r-number system which is not a matrix algebra (D%,
cf. paragraph 22), this system is too narrow for the generalization needed. It
may nevertheless be usable as a first step in this direction.

Apart from the possibility of dropping the requirement of commutativity, one
first thinks of omitting the condition of finiteness, all the more so since the
algebra appearing in quantum mechanics is, as well known, infinite (that is, it
has no finite linear basis). It may well happen that new types of algebra will
arise with the removal of some of the present restrictions. This possibility is
further suggested by the fact that in the ordinary quantum mechanies many
important features first appeared in terms of an infinite algebra.? But it is too
early to make conjectures concerning these difficult questions.

However, our procedure can be regarded as a phenomenological basis for the
matrix calculus of the quantum theory.

We wish to express here our appreciation to Dr. C. C. Torrance for his valuable
assistance in connection with the preparation of this manuseript.

Foundations of the theory

1. We consider an algebra A with elements a, b, ¢, --- such that from the
elements a and b we can form the sum a + b, the difference ¢ — b, and the
product ab; also from the element a we can form the element Aa, where ) is a real
number. (In what follows, greek letters will always denote real numbers.) In
our algebra all the usual rules of calculation are to hold (including the commu-
tative law of multiplication) with the single exception of the associative law of
multiplication.* Our algebra will have a finite linear base, that is, there will be a
finite number of linearly independent elements a,;, as, ---, ay such that each
element of the algebra is linearly dependent upon these a’s. Further, our
algebra will be “formally real” in the sense that

9] Ifa?+0+¢2+ - =0,thenSa=b=c= --. =0.
We call this algebra an r-number algebra if it has the properties
(I1) akta’ = gk +7, m,v=12, --9)
(I11) (a?b)a = a*(ba),
3 For example, the possibility of satisfying the commutation relations pg — gp = é’—L; 1,
us

where  is a real number different from zero.

4 That is, it is not necessary that (ab)c = a(bc), though we desire that (\u)a = A(ua) and
that (\a)b = A(ab).

5 An algebra fulfilling this condition which, in a more general form, is better adapted to
non-commutative algebras, has been called by Jordan? semi-simple. The present name,

i.e., real, (used by E. Artin and I. Schreier, Hamb. Abh., vol. 5, 1926, p. 83) seems to be more
suitable.
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where a* is defined by
a1=a, ai‘+1=aal‘ (#:1’2, ...).

FunpaMENTAL THEOREM 1. According to the assumplions made above, in-
cluding (I), III 4s a consequence of II and 11 is a consequence of II1.

The importance of this theorem lies in that (II) must be regarded as a neces-
sary axiom because of the physical meaning of the theory,® whereupon the theo-
rem shows that (III) is also a necessary law of any meaningful generalization of
quantum mechanies.

The derivation of (III) from (II) is given at the end of paragraph 4. The
derivation of (II) from (III) comes about in the following way:

We use the notation

1) la, b, ¢] = (ab)c — a(be).
From the commutative law it follows immediately that
(2) [a, b, c] + [¢, b, a] = 0,

3) [a, b, ¢c] + [b,¢c,a] + [c, a, b] = 0.

If we replace b and a in (III) respectively by » and Aa + ub + »c, then an iden-
tity results in A, u, » such that the terms proportional to Auv give

4) [ab, u, c] + [be, u, a] + [ca, u, b] = 0.

Now suppose that it has already been shown that (II) follows from (III) for all
pand vsuch that 4 + » £ N, where a* is determined by the definition given in
(ITII). By (2) and (4) it follows thatfor1 S v £ N

[a» *4, b,a¥ =*~ 1] = [a, b, a"¥ =’] + [a, b, a¥ —1].
Hence
[a?, b, a¥ —#] = pla, b, a¥ ~Yforp=1,2, ---, N — 1,
and therefore we have in particular that
— [a,b,a¥ 1] = [a¥ — 4 b,a] = (N — 1) [a, b, a¥ 1],
[a, b, a¥ — 1] = 0, las, b, a¥ = #] = 0.

This gives the relation a# +1a¥ —# = qra¥ —#+1 = glg¥ = g¥ +! in the case
where b = a. Hence (II) also holds foru + v = N + 1. Hence (II) holds in
general and we have incidentally shown that [a#, b, a’] = 0.

In what follows we use (II) as a hypothesis; the further development will
show that (1II) is a consequence.

2. Before we undertake the actual investigation of A we point out that the
mathematical foundation (equivalent to the physical basis, cf. footnote 1) may

¢ Cf. footnote 1.
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also be based on a =& b, \a, and a* instead of a = b, Aa, and ab. For then we-
could define ab as 3((a 4 b)? — a® — b?) from which it follows automatically that
ab is commutative. Accordingly the postulation assumes the following form in
this case:

In the algebra A with elements a, b, ¢, ---, one can form from the elements
a and b the elements ¢ =+ b, \a (A a real number), and a* (u = 1,2, ---, at = a);
all the usual rules of calculation hold for the operations ¢ 4= b and Aa;and 4 hasa
finite linear basis. a*is a continuous function of a (that is, if we represent all the
elements as linear aggregates of the basis elements, then the coefficients of a*
depend continuously on those of a). A is “formally real”, that is,

Y] Ifa?+ b4+ -+ =0,thena=b=c= --- =0.
((I') is the same as (I).) It isalways the case that
Y (a* + a”)? = a** 4 a¥ + 2a* +7,

((IT") is equivalent to (II), but it has the definition a! = a, a**! = g a* as a
consequence.) Finally,

™M @@+db+er+a+d+c2=(@+b24+ (@+c)?+ (b+ )

((®) is equivalent to (e + b)c = ac + be, but because of the continuity of a? (and
therefore also of ab), it has the condition (Aa)b = A\(ab) as a consequence. This
completes the list of the desired rules of calculation.—(*) could be replaced by
the simpler rule (a + b)? + (a — b)? = 2a% + 22

All of these postulates, except for (*), necessarily arise from the assumed
physical conditions.

Part I. Structure of the r-number algebras.

3. We now begin the investigation of the properties of 4.

TueoreM 1. Ifa = 0, then a* £ 0.

Proof: If a” # 0, then, by (I), (a*)? ¢ 0. Therefore a*+! £ 0 since we have
a’tlgr—1 = g = (¢")% (If v = 1, the factor a* ~!is to be omitted.) Hence
if @ # 0, then a* # 0.

We call an element ¢ = ¢? # 0 a unit element (or idempotent element). If
two distinet unit elements e and e’ are such that ee’ = 0, we say that they are
mutually orthogonal. If ee’ = 0, then ¢ + ¢’ is also a unit element (because
(e+e)=e +e?+4 2 = ¢4 ¢ and e(e 4 €') = € 4 ¢’ = e 7 0 so that
e+ e #0).

TueorEM 2. Corresponding to each a # 0 there exists a unit element e = e(a)
(where e is a polynomial in a, and e = ¢* % 0) such that, for p = 2, ea* = a*.

Proof: Since the basis of A is finite, only a finite number of the elements
a, a2, --- are linearly independent. Suppose that a* depends linearly on aq,

-+, a* ~lso that

o+ Xy —rar b4 oo 4 Nar = 0.
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Since a 7% 0 and a* # 0, it follows that \, # 0 and p < pif p is given its largest
possible value. The condition p > 2 would imply that
a*+ A a4 N = (a2 N ek e e~ Da2 =0,

(@* =2+ N—wa* =3+ - N0 )2 =0,
so that, by Theorem 1,
(@~ 24N~ 3 o N " Na = e - N ek T - At =0,
Therefore if u is given its smallest possible value it follows that p = 1or2. Now
put
(@2 +N_1a*7 P71 4 ...+ Ny10)

(= N)e

(5) e = ela) =

Then
a4+ Nrarrm 4 L4 Naaa
-\

a? = a’,

Hence ea? = a*,and ea* = a¥ if u’ 2 p, and therefore a fortioriif ' = 2. Hence
e? = ¢ e(a) = e, and since ea? = a? # 0, it follows that e # 0, i.e., e is a unit
element. (Note that, having dealt in this proof only with powers and poly-
nomials involving one element a, we could use the associative law because of (1I).)

The simplest special case of (II) is a%a? = at, that is, a?a® = (a%a)a. If we
now replace a by Aa + pb and compare the terms proportional to A% and Ap*
respectively, then

6) 4(ab)a® = a%b + a(a?) + 2a(a(ad)),

7 4(ab)? + 2a%? = a(ab?) + b(ba?) + 2a(b(ad)) + 2b(a(ad)).
If in (6) we replace a by a uni} element e and replace b by z, then

8) 2e(e(ex)) — 3e(ex) + ex = 0.

TuaEOREM 3. If ¢ 7s a unit element and if N = Na(e) is the set of «’s such that
ex = )z, then Ny is obviously a linear manifold, but if X £ 0, %, and 1, then N\
conststs of zero alone.

Each z can be represented in the form

9 z=xo+ 24+, ZoeNo xteNi, TieNy

in one and only one way.

Proof: If z € N, then, by (8), (2A\* — 3\2 + M)z = 0, and if A # 0, }, and 1,
thenz = 0. If z ¢ N, then 2e(ex) — 3ex + 2 = (222 — 3\ + 1)z. ForA =0
this expression reduces to = and for A = 1 or 1 it reduces to 0. Hence, by (9),

Ty = 2e(ex) — 3ex + =z,

(10) xy = — 4e(ex) + 4ez,

]

I

x1 = 2e(ex) — ex,
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where the latter two formulas are obtained in a similar way. Thus equation (9)
can have no solution other than (10). But (10) is a solution, for the equations
exo = 0, exy — 3x3 = 0, and ex, — 7, = 0 are equivalent to (8), and it is evident
that z = zo 4+ 21 + 2.

THEOREM 4. If a € No and b € No, then ab ¢ Ny; if a ¢ Ny and b € Ny, then
abeNi;ifaeNoandbe Ny, thenab = 0. Thus Ny and N, are mutually orthogonal
sub-algebras of A. IfaeNyandbe Ny, then abe (No+ Ny);if ae Nyand b e N,
then™ ab e (No + Ni);if a e Nyand b e Ny, then” ab (Nt + Ny).

Proof: in (7) we set @ = e and replace b by \a + ub. If we consider the
terms proportional to Ay, then

8(ea)(eb) + 4e(ab) — 2e(e(ad)) — (ea)b — (eb)a
— 2e(a(eb)) — 2e(b(ea)) — 2a(e(ed)) — 2b(e(ea)) = 0,
and ifa e N,and be N, then
— 2e(e(ab)) + (4 — 2p — 20)e(ab) + (8ps — 20> — 262 — p — o)ab = 0.
If we resolve ab according to Theorem 3, then
(8p0 — 2p* — 2¢® — p — o) (ab)o + (8po — 2p* — 20 — 2p — 26 + ¥) (ab)y
+ (8ps — 20 — 26> — 3p — 30 + 2) (ab); = 0.

Since this may be regarded as a resolution of zero in the sense of Theorem 3,
each of the three terms separately vanish. Hence if one of the three conditions

8po — 2p* — 20 — p — 0 # 0, 8ps — 2p* — 2% — 2p — 20 + 3 0,
8p0 — 2p° — 20 —3p—3c+2#0

is satisfied, the corresponding equation (ab), = 0, (ab); = 0, (ab); = 0 must be
true. Substitution of p, ¢ = 0, }, and 1 leads to the desired results.
CoroLLARY. If a € Ny, then, by Theorem 4, a® ¢ (No + N1); yet were it the case
that a? € Ny or a® € N, then a would be zero.
Proof: It would follow that ea = 1 a and ea? = a2 with A = Oor 1. Hence
if b = ¢, then (6) becomes

2a° = ea® + \a® + @,
so that ea® = (1 — Na® and a® ¢ N, _ ). By Theorem 4, it follows that
a® = a%a?* =0 (a?e N\, a*e N, _)),sothata = 0,
THEOREM 5. There exists one modulus 1, that is, one unit element ¢ = 1 such
that 1a = a for every a.
Proof: We select a unit element e so that the resulting dimension & of the

algebra Nj(e) is as small as possible. Suppose No(e) contained an element a 5 0.
Then, by Theorem 2, it would contain a unit element ¢’. Since e’ ¢ No(e), it

7 We shall later (Theorem 7) restrict this to ab ¢ Nj.
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follows that ee’ = 0. Hence ¢ 4 ¢’ is also a unit element. Since (¢ + €')e = ¢,
e belongs to Ny(e 4 ¢'), and if a e No(e + ¢’) then, by Theorem 4, ea = 0 and
a € No(e). Therefore No(e + ¢’) S No(e). e € No(e), but ¢’ does not belong to
No(e + €’) since (e + ¢’)e’ = ¢’ # 0. Therefore No(e + ¢’} # No(e). Hence
the dimension of Ny(e 4 ¢’) isless than §, contrary to assumption. Consequently
No(e) consists of 0 alone.

If a € Ni(e), then, by Theorem 4, a? e [No(¢) + Ni(e)]. By the above argument
a? e N1(e), and by the Corollary, a = 0. Hence Ni(e) consists of 0 alone.

In the notation of (9) it follows that x always equals z;, hence that 2 ¢ N1(e),
and hence that ex = z. Therefore ¢ is the modulus.

4. Because of the existence of the modulus we may restate in more complete
form the considerations which led up to Theorem 2. Among the elements 1,
a,a? --- linear dependence must occur so that there exists a relation of the form

(11) fl@ =ar4+ N _1a* =14 - + Na+ Al = 0.

If this relation is such that p has the smallest possible value, then we call (11)
the characteristic equation and we call u the order of a. These notions are
uniquely determined, for if there existed two equations f(a) = 0 and g(a) = 0 of
this form, then f(a) — g(a) = 0 would be an equation of lower degree unless
the polynomials f and ¢ were identical.

Let £ be a variable whose values are real numbers. Suppose the equation
f(&) = 0 had a complex root £ = p 4 70 with ¢ » 0. Then it would also have
theroot § = p — 70. Hence f(£) would be divisible by the polynomial

(= (p+10) (£ — (p —10)) = (¢ — p)? + 0%

Again, if f(£) = 0 had a multiple real root ¢ = p, then f(¢{) would again be
divisible by (¢ — p)? + o2, where ¢ = 0. In either case f(£) is of the form

J&) = (& — p)* + o)g(8).

If f(a) = 0, then f(a)g(a) = 0, and hence ((a — pl)g(a))? + (og(a))? = 0. It
follows by (I) that (@ — pl)g(a) = 0. But this is impossible since (¢ — p)g(¢)
is a polynomial of the same form as f(£) but of lower degree.

It follows that f(£) = 0 has u distinct simple real roots &, &, -+, £, which we
call the proper values of a.

If two polynomials g(¢) and h({) have the same value at each of the points
=ty &, -+, &4 theng(F) — h(¢) isdivisible by f(§) = (§ — &) --- (¢ — &,)
so that g(£) — h(£) = f(£)k(¢). Hence

g(a) — h(a) = f(a)k(a) = 0 and g(a) = h(a).

THEOREM 6. Each element a may be represented as a linear combination of a set
of pairwise orthogonal unit elements whose sum is the modulus; the coefficients in
this representation are the proper values of a.
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Proof: Let p,(§) = (E———fg))f'Tr) (v =1,2, -+, u) be that polynomial whose
value is zero when £ has any of the values &, &, ---, £, except £,, in which
case p,(¢) has the value unity. Since p,(£) is not identically zero and since the
degree of p,(¢) is less than p, it follows that p,(a) # 0. Let

(12) e, = p,(a) =12 ---, p.

For each £ = &, &, -+, &, py(£)* = p,(§) and p.(§)p.(§) = 0, where » = »';

also pi(§) + -+ +pu(§) = land & pu(8) + -+ + £p.(8) = £ It follows
from the last remark before Theorem 6 that

]

el =e = 0,ee, = 0forv =/,
(13) eet+ - +e=1,
Elel+ ot +£ye“=a.

‘This completes the proof of all parts of the theorem.

Since the relation g(£)pi(£) + ++- + g(£.)pu(§) = g(£) holds for any poly-
nomial g(£) foreach & = &, &, -+, &,, then

(14) 9(51)61 + -+ g(f#)eu = g(a).

If £ # 0, we can find a polynomial A(£) which is zero for § = 0, &, &, - -,
and £, except £, and which has the value unity for ¢ = £, Then by (14),
h(a) = e, and h(£) contains no constant term. Hence h(a) contains no term 1
but only terms a, a?, ---. This proves the following

CoroLLARY. If a belongs to a sub-algebra B of A, then each of its e, whose £, 5 0
belongs to B.

TaEOREM 7. Theorem 4 may be modified as follows: if a ¢ Ny and if either
beNoorbeNy, thenabe Ny

Proof: By Theorem 6 and its corollary it is sufficient, since N, and N; are
algebras, to consider only unit elements b = e’. 1 — ¢ is a unit element, for
(1 —e)? =1 —¢ andif 1 — e were zero, then it would be the case that e = 1
and Ny = 0, so that no proof would be necessary. Since the substitution of
(1 — e) for e carries No, Ny, and N, over into Ny, Ny, and N, respectively, it is
sufficient to consider only those elements b ¢ No; for these elements, ce/ = 0.
(In this argument N has really signified N'(e).)

Since e and e’ are orthogonal it follows that e 4 ¢’ is a unit element and
according to (9) we are able to resolve a with respect to e + ¢’ as follows:
@ = a0+ ai + a;. Since a ¢ Ny(e) and ea = 3a, we have

eas + eay + ea; = 3ao + ja; + iai.
By application of Theorem 4 to e + ¢’ it follows that
eag = 0, eay € [No(e + ¢') + Nyle + ¢')), eay € Ni(e + €')
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since (e + ¢')e = e and e ¢ Ni(e + ¢’). From the right hand side of the above
equation we have that

(300 + 3a1) € [No(e + €') + Nile + €)],  3aieNi(e + ¢).
Because of the uniqueness of the resolution (9) it results that
eay = 1a, + Llay, ea; = 1a,.
By definition,
(e + e)ap = 0, (e + €ay = 3as, (e + e)a, = a,,
so that
e'ap = 0, eay = —1Lay, ea; = ja.

Hence ¢’(¢’as) = 0. Resolving a3 by (9) with respect to ¢’ shows that this implies
ay e No(e'). Therefore —3ao = e’ay = 0 and ag = 0. Consequently

e'a = e'ag+ e'ay + e'a; = 0 + 0 + ia;, = ia..

Since ea, = 3a,, a1 ¢ Ny(e), and €’a ¢ Ny(e), we have finally that ab € Ny(e).

Theorem 6 and Formula (14) give us the means to prove (III), that is, that
{a%, b,a] = 0. If we resolve a by Theorem 6 then, by (14), it is sufficient to
prove the relation [e,, b, e,] = 0 for all » and »'. If » = +' this relation fol-
lows from (2), but if » 5 »', then e,e,» = 0 and it remains to show that

(15) e(e’'d) = e'(ed)

if e and ¢’ are orthogonal unit elements. By Theorem 3 it suffices to consider
the cases b € No(e), b € Ny(e), and b e Ni(e). ee’ = 0 implies ¢’ ¢ N, (e), and so
theorems 4 and 7 prove the statement.

5. In accordance with the usual general terminology, the algebra A is called
irreductble if it contains no invariant subalgebra B, that is, if no subalgebra B
(except A itself and 0) is such that if a ¢ A and b ¢ B, then ab ¢ B. A is called a
direct sum if it is the sum of two orthogonal subalgebras B and C, that is, if every
a ¢ A can be written in the form ¢ = b + ¢, where b ¢ B and ¢ ¢ C and where B
and C are such that if b ¢ B and c ¢ C, then bc = 0 (neither B nor C being 4 or 0).8
Every r-number algebra is completely reducible, that is, the properties of being
reducible and of being a direct sum are equivalent. For it is clear that B is an
invariant subalgebra if A is the direct sum of B and C. Conversely, if B is an
invariant subalgebra then it has a modulus 1*, and from its invariance it follows
immediately that N,(1*) = B, Ny(1*) C B, so that Ny(1*) = 0. Consequently
A is the direet sum of B and C if No(1*) = C.

8 If b belongs to B and C simultaneously, then b2 = 0 and b = 0. Hence the resolution
a = b + cisunique, whereb e BandceC.
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We can represent every r-number algebra A as the direct sum of finitely many
irreducible subalgebras B, - -, B: (all # 0), that is,each a ¢ 4 is

(16) a=b+ - + by bieBy, -, b€ By,

where if b; e B; and b; e B; for 7  j, then b;b; = 0> Moreover, By, ---, By are
uniquely determined except for their order. For let Cy, - -, Ci be a second
resolution of this kind. Since B, and C, are invariant subalgebras of 4, so also
is their intersection which is likewise an invariant subalgebra of B, and C,.
Since both B, and C, are irreducible, their intersection must be 0 or else it must
equal B, and C,. Henceif B, = C,, the intersection of B, and C, is zero. The
sum of all the C, is A which in turn contains B,. Thus not all of these inter-
sections can be zero. Hence for each p there is a » such that B, = C,. Because
the C, are pairwise orthogonal there is only one such ». Similarly for each »
there is one and only one p such that B, = C,. Hence k¥ = h and the B, go
over by a permutation into the C,.

The By, ---, By are the irreducible components of A. It is apparent from the
above discussion that it is sufficient to investigate the irreducible algebras A
since the other algebras may be constructed from these in the simple manner just
indicated. Consequently we shall confine our interest merely to the irreducible
aigebras, although we shall word our theorems for all algebras wherever the
proofs do not make use of irreducibility.

6. We now examine systems of pairwise orthogonal unit elements e, ---
ey (6] = e, % 0,¢,, = 0forp o).

THEOREM 8. Let e1, - - -, e, be a system of pairwise orthogonal unit elements
with the sum 1. Let the set of all x such that'®

(17) er = %(’spr + 5")2} (T = 1; Tt 'Y)

be denoted by M*°, where p,c = 1, -+, v M?7 {s obviously a linear manifold.

’

Every x can be represented in the form

-
(18) z = Z/ Tpo, Z,0 € MPe,
pSc
in one and only one way.
Proof: It follows from (17) and (18) that
I4e,(e,x) = 4e,(e,x) = 2,0 (p # 0),

l2e,,(e,,:c) — e = I,

I

(19)

® Consequently the resolution (16) is unique. Cf. footnote 8.
1 3,,is the Kronecker symbol, that is, §,, = {3 :z; :: : :’

11 Tt is obvious that M#” = M??, so that for the most part we shall be able to limit our-
selves to the consideration of M?° forp < o.
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Therefore (18) can have no solution other than (19) and, as we shall show, (19)
is a solution of (18). ((15) shows that (19) is self-consistent.) Comparison of
(19) with (10) shows that z,, belongs to Ni(e,). For 7 # p, e,e, = 0 so that
these e, belong to No(e,). Hence for 7 £ p, €,2,, = 2,, and e,z,, = 0. Hence
by (17), z,, e M?». If in (4) we seta = b = ¢,, ¢ = z, and u = e,, then for
p # o (since 2 = ¢, and e e, = 0)

[em es, 7] + 2le,, €qy 6,] =0,
—6,(6,:1:) + 26,,(6,(6,@)) =0,
ep(e(e,7)) = %e,(eox), €Tpr = }2p0.

By symmetry it follows that e,z,, = 3}z,,. Hence (¢, + e,)r,, = z,, and
Zoo € Ni(e, + ;). If 7 5 pand o, then (e, + €,)e. = 0 and e, e No(e, + e,) so

that e,z,, = 0. By (17), z,, e M?°. Finally, (since 2 e, = 1)

P

D) 50 = D) Qo) — e3) + 2 (2ey(e) + 2u(e2))

pSc p<oc
=22e,(e,x) - Ee,,x =2r—z =1
I X4 P

This completes the proof of all parts of the theorem.

THEOREM 9. Supposea e M??and b e M. Then: if both p and o are distinct
Jrom both = and 7, then ab = 0; if p, o and =, T have one common index, say p = =
but ¢ # 7, then ab e M°"; if p, o are the same pair as =, T (except possibly for order;
¢f. footnote 11), say p = w and ¢ = 7, then ab e (M + M°°) for p #~ ¢ and ab e Me»
for p = o.

Proof: We set

[e,,+e,forp # g, , {e,-}-e, for # # 1,
e = e =

e, forp = o, er form = 1.

By (17) it follows that ea = a and e’b = b so that a ¢ Ni(e) and b e Ny(e’). If
both p and ¢ are distinct from both = and , then it is obvious that ee’ = 0 and
€' € No(e). Hence, by Theorem 4, e'a = 0, a € No(e’), and ab = 0.

Suppose that ¢, 7, and p = = are three distinct numbers. By Theorem 4,
B = Ni(e, + ¢, + e.) is an algebra and its modulus is ¢, + ¢, + e,. If we re-
solve the condition (e, 4+ e, + e,)z = z according to (17) and (18), the result
shows that z can contain only those addends z,, in which y, » = p, o, 7. Hence

B = Nie, + ¢, + 