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Vorwort des Obersetzers. 

Das Moultonsche Werk bietet eine anerkannt gute Einflihrung in die 
Himmelsmechanik, die einem allgemeinen Bedlirfnis entspricht. Aus
fUhrliche Angaben liber Ziel und Inhalt des Buches finden sich in den 
beiden Vorworten des Verfassers. 

Herr Professor Dr. E. Finlay Freundlich hatte die groBe Liebens
wlirdigkeit, das ganze Manuskript einer eingehenden Durchsicht zu 
unterziehen. Ich bin ihm fUr zahlreiche wertvolle Belehrungen und 
Ratschlage zu ganz besonderem Dank verpflichtet. An der Durchsicht 
der Druckbogen beteiligte sich auch Herr Professor Dr. v. Brunn, dem 
ich ebenfalls bestens danke. 

Endlich gilt mein Dank der Verlagsbuchhandlung fUr sorgfiiJtige Aus
stattung des Werkes. 

Berlin, im Juni 1927. Walter Fender. 

Vorwort zur ersten Auflage. 

In diesem Buch wird der Versuch gemacht, mehr einen umfassenden 
Uberblick liber verschiedene Gebiete der Himmelsmechanik als eine 
erschOpfende Darstellung einzelner Spezialgebiete zu geben. Hierbei 
wurde Wert gelegt auf logische Anordnung, auf systematische Steigerung 
der Schwierigkeiten und angestrebt, den verschiedenen Problemen die
jenige Stellung zuzuweisen, die ihre wissenschaftliche und erzieherische 
Bedeutung beanspruchen. Mit einem Worte, das Buch solI dem
jenigen, welcher liber eine genligende mathematische Ausbildung ver
fUgt, in kurzer Zeit und auf die mliheloseste Weise zu einer hinreichend 
ausgedehnten und richtigen Orientierung liber das ganze Gebiet ver
helfen, so daB er imstande ist, das Buch mit wirklichem Gewinn zu 
benutzen oder doch einzelne Teilgebiete, die seiner Wahl liberlassen 
seien, mit bestem Vorteil zu studieren. 

Der Zweck des Buches machte eine EinfUhrung in das Dreikorper
problem erforderlich. Dieses gehOrt nicht nur mit Recht zu den berlihm
testen Problemen der Himmelsmechanik, sondern hat auch in neuerer 
Zeit ein besonderes Interesse durch die Untersuchungen von Hill, 
Poincare und Darwin erlangt. Die Theorie der absoluten Storungen 
steht im Mittelpunkt der mathematischen Astronomie, und ein Werk 
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wie dieses wiirde einen unverzeihlichen Fehler begehen, wenn es dieser 
Theorie nicht einen hervorragenden Platz einraumte. Ein Kapitel wurde 
geometrischen Betrachtungen iiber Storungen gewidmet. Obwohl diese 
Methoden fiir Berechnungen kaum in Betracht kommen, so gestatten 
sie doch auf einfache Weise einen klaren Einblick in die Natur des 
Problems und sind von der hOchsten Bedeutung fiir Anfanger. Die 
Grundprinzipien der analytischen Methoden wurden mit groBer Voll
standigkeit gegeben, aber viele Einzelheiten bei der Entwicklung der 
Formeln wurden unterdriickt, damit Umfang und Zweck des Buches 
im richtigen Einklang stehen. Der Bahntheorie wurde nicht die iiber
triebene Bedeutung zuerkannt, die man ihr in diesem Lande einraumt, 
ohne Zweifel auf Grund des Einflusses von Watsons ausgezeichneter 
Abhandlung iiber diesen Gegenstand. 

Die Darstellung unterliegt dem methodischen Gesichtspunkt, vor 
allem die Probleme selbst in den Vordergrund zu riicken und von 
langeren mathematischen Entwicklungen nur einen AbriB zu geben. 
Der Ausdruck "Ordnung kleiner GroBen" wird nur bei Potenz
reihen mit expliziten Parametern gebraucht; auf diese Weise erMlt 
das Werk jene Prazision und Einfachheit, welche dem Verfahren der 
Reihenentwicklung eigen ist. Dies tritt besonders deutlich in dem Kapi
tel iiber Storungen hervor. Besondere Sorgfalt wurde darauf verwendet, 
auf alle Stellen aufmerksam zu machen, wo Annahmen eingefiihrt oder 
nicht sicher begriindete Methoden benutzt wurden; denn nur dann, 
wenn man sieht, wo die schwachen Punkte sind, konnen Verbesserungen 
vorgenommen werden. Die zahlreichen im Text angefiihrten Zitate und 
die Literaturangaben am Schlusse der Kapitel werden, wenn sie auch 
keineswegs vollstandig sind, geniigen, um fiir weitere Studienzwecke 
als Hinweise zu wichtigen Orientierungsquellen zu dienen. 

Das Buch bildet das Ergebnis eines Vorlesungskursus, der von dem 
V erfasser in den letzten sechs J ahren j edes J ahr an der U ni versitat Chicago 
abgehalten wurde. Diese Vorlesungen fanden statt im "senior college 
students" und vor "graduate students", die keinen mit dem Buch 
gleichwertigen Bildungsgang hinter sich hatten. Sie wurden besucht 
von Studierenden der Astronomie, aber auch von vielen, die vorzugs
weise Mathematik studierten, und endlich von solchen, deren Spezial
studien zwar in ganz anderer Richtung lagen, die aber einen Begriff 
von den Verfahren zu erlangen wiinschten, welche die Astronomen fiir 
die Deutung und Voraussage der Himmelserscheinungen anwenden. So 
haben sie dazu gedient, vielen zu einer Anschauung von den Forschungs
methoden und Ergebnissen der Himmelsmechanik zu verhelfen, und 
haben manche fUr Spezialstudien vorbereitet, die sich in die verschiedenen 
Gebiete moderner Forschung erstrecken. Durch diese Erfahrungen 
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haben wohl Zweck und Inhalt des Werkes, wie seme methodischen 
Verfahren, weitgehende Rechtfertigung gefunden. 

Mr. A. C. Lunn, M. A., hat das ganze Manuskript mit groBer Sorgfalt 
und vollkommener Kenntnis der behandelten Gegenstande gelesen. 
Seine zahlreichen Verbesserungen und Ratschlage waren, was Korrektheit 
und methodische DurchfUhrung betrifft, vielfach von groBem Nutzen. 
Professor Ormond Stone hat die Beweise der erst en vier Kapitel und 
des sechsten nachgepriift. Bei seiner Erfahrung als Forscher und Lehrer 
waren seine Ausstellungen und Verbesserungen von unschatzbarem 
Werte. Mr. W. O. Beal, M. A., hat die Beweise des ganzen Buches mit 
groBer Aufmerksamkeit gelesen, und ihm sind viele Vervollkommnungen 
zu danken. Der Verfasser spricht dies en Herren seinen aufrichtigen Dank 
aus fiir die Bereitwilligkeit und den Erfolg, mit welchem sie dem Werke 
soviel Zeit gewidmet haben. 

F. R. Moulton. 

Vorwort zur zweiten Auflage. 
Die Notwendigkeit einer neuen Auflage dieses Buches ergab die Ge

legenheit zu einer vollstandigen Durchsicht. Der allgemeine Plan ist 
derselbe wie bei der ersten Auflage, weil sich herausgestellt hat, daB es 
einem wirklichen Bediirfnis nicht nur in diesem Lande entgegenkommt, 
fiir dessen Studierende es urspriinglich bestimmt war, sondern auch in 
Europa. Allen Versuchungen zum Trotz wurde sein allgemeiner Charak
ter bewahrt, auch sein Umfang ist nicht sehr vergroBert worden. Sehr 
viele Verbe3serungen wurden vorgenommen, zum Teil auf die Vorschlage 
von zahlreichen Astronomen und Mathematikern hin, und hoffentlich 
erweist es sich nun wiirdiger der Gunst, mit welcher es eine so weit 
verbreitete Aufnahme gefunden hat. 

Die wichtigste, einzelne Anderung betrifft die Erorterung der Methoden 
der Bahnbestimmung. Dieser Gegenstand folgt logisch dem Zweikorper
problem und hat einen weit elementareren Charakter als das Drei
korperproblem und die Storungstheorie. Aus diesen Griinden fand es 
seinen Platz im VI. Kapitel. Der Inhalt erfuhr ebenfalls eine starke 
Abanderung. Die Methoden von Laplace und GauB, auf denen alle 
anderen Methoden von allgemeiner Anwendbarkeit mehr oder weniger 
direkt beruhen, wurden beide gegeben. Von den iiblichen Darstellungs
methoden wurde abgesehen, weil sie, wenn sie auch fUr die praktische 
Anwendung brauchbar sein mogen, sich nicht durch mathematische 
Klarheit auszeichnen. Dberdies besteht kein Mangel an ausgezeichneten 
Werken, welche Einzelheiten liber die besonderen Methoden und An-
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ordnungen fUr die Berechnungen enthalten. Die anderen Anderungen 
und Zusatze von Bedeutung finden sich in den Kapiteln liber das Zwei
korperproblem, liber das Dreikorperproblem und in dem liber geometri
sche Storungsbetrachtungen. 

Es ist mir eine Freude, meinem Kollegen, Professor W. D. MacMillan 
und Mr. L. A. Hopkins besondere Anerkennung fUr ihre Hilfe zu zollen; 
sie haben die samtlichen Beweise nicht nur einmal, sondern wiederholt 
nachgesehen, sie haben wichtige Vorschlage gemacht und viele Mangel 
beseitigt, die sonst nicht bemerkt worden waren, und sind so in 
hohem Ma13e beteiligt an den Vorzligen, welche dem Buche zukommen 
mogen. 

F. R. Moulton. 
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Erstes Kapitel. 

Grundsiitze und Definitionen. 
1. Elemente und Gesetze. Jedes wissenschaftliche Problem bezieht 

sich auf gewisse GroBen, die als Elemente bezeichnet werden sollen, und 
seine Losung hangt ab von gewissen Prinzipien und Gesetzen. Die Ele
mente entstammen dem eigentlichen Wesen der Sache und werden bei 
der Formulierung der Probleme entweder ausdrucklich angegeben oder 
stillschweigend vorausgesetzt. Die Prinzipien und Gesetze bilden die 
Beziehungen, die, wie man weiB oder annimmt, zwischen den ver
schiedenen Elementen bestehen. Sie ergeben sich induktiv aus der Er
fahrung oder als SchluBfolgerungen aus vorlaufig angenommenen Prin
zipien und Gesetzen, oder beruhen einfach auf Dbereinkommen. 

Eine besondere, gleich am Anfang erfolgende Darlegung der behandel
ten Probleme, sowie eine Aufzahlung der in sie eingehenden Elemente, 
ihrer Prinzipien und Gesetze wird dem Verstandnis dienlich seine Wollte 
man aber ein vollkommenes Verstandnis von der Natur dieser SchluB
folgerungen gewinnen, so ware man zu einer philosophischen Diskussion 
tiber die Realitat der Elemente und tiber den Ursprung und Charakter 
der Prinzipien und Gesetze genotigt. Auf diese Fragen kann hier 
wegen der Schwierigkeit und Kompliziertheit derartiger philosophischer 
"Oberlegungen nicht eingegangen werden. Das soIl indessen nicht heiBen, 
daB solche Untersuchungen keinen Wert haben; sie fUhren stets zu 
Annahmen von groBerer Einfachheit und Sicherheit. 

Wir mtissen uns darauf beschranken, gewisse Grundelemente und 
Gesetze als sicher anzunehmen, ohne auf die Fragen nach ihrer Realitat 
oder Geltung besonders einzugehen. Es wird nur unterschieden, ob 
sie Definitionen darstellen oder aus der Erfahrung hergeleitet sind, und 
gezeigt, daB sie in weiterem Umfange ihre Bestatigung gefunden haben. 
Wir nehmen sie also als richtig an und ziehen die Folgerungen, soweit 
Ziel und Begrenzung des Werkes es gestatten. 

2. Die behandelten Probleme. Die Bewegungen eines materiellen Kor
pers, auf den irgend eine zentrale Kraft einwirkt, werden kurz betrachtet. 
Aus dieser Betrachtung und aus Beobachtungen, die sich auf die Be
wegungen der Planeten und ihrer Satelliten beziehen, wird die Gultigkeit 
von Newtons Gravitationsgesetz fUr das Sonnensystem abgeleitet. Mit 
groBer Wahrscheinlichkeit IaBt sich aus der Bewegung der Doppelsterne 

Moulton-Fender, Himmelamechanik 1 
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schlieBen, daB das Gesetz auch fur sie gultig ist, und man kann es daher 
sehr wohl als das universale Gravitationsgesetz bezeichnen. Fur diese 
SchluBweise sprechen auch die Ergebnisse der Spektralanalyse, wonach 
die uns bekannten chemischen Elemente unseres Sonnensystems sich 
auch auf den Stemen vodinden. 

1m besonderen werden die Bewegungen von zwei freien, homogenen, 
kugelf6rmigen K6rpern, die nur ihrer gegenseitigen Anziehung unter
woden sind, bei beliebigen Anfangsbedingungen untersucht, sodann 
wird der Fall betrachtet, daB die beiden Korper st6renden Einflussen 
mannigfacher Art unterliegen. Die wesentlichen St6rungserscheinungen, 
welche von der Einwirkung eines dritten K6rpers herriihren, werden 
vom geometrischen und analytischen Gesichtspunkt aus entwickelt. 
Dabei werden zwei verschiedene FaIle unterschieden. In dem einen 
FaIle wird die Bewegung eines Satelliten um einen Planeten durch 
die Sonne gest6rt, in dem anderen die Bewegung eines Planeten um 
die Sonne durch einen anderen Planeten. 

Eine andere Klasse von Problemen bildet die Bestimmung der Bahnen 
unbekannter K6rper auf Grund von Beobachtungen ihrer Richtungen 
zu verschiedenen Zeiten, welche von einem K6rper mit bekannter Be
wegung aus gemacht werden, mit anderen Worten, es wird die Theorie 
der Bahnbestimmung der Kometen und kleinen Planet en aus Beob~ 
achtungen ihrer scheinbaren Orte von der Erde aus entwickelt. Dieser 
unvollstandige AbriB uber die behandelten Probleme mag fur die 
Aufzahlung der in Frage kommenden Elemente genugen. 

3. Aufzahlung der Grundelemente. Fur die in diesem Buche zu be~ 
handelnden Probleme brauchen wir die folgenden Elemente: a) die 
reellen Zahlen und gelegentlich der Losung gewisser Probleme auch 
die komplexen Zahlen; b) den dreidimensionalen Raum, welcher in jeder 
Richtung dieselben Eigenschaften besitzt; c) die eindimensionale Zeit, 
welche als die unabhiingige Variable genommen werden soIl; d) die 
Masse, welche die gew6hnlichen Eigenschaften der Tragheit, Undurch
dringlichkeit usw. besitzt, die in den Elementen der Physik angenommen 
werden; e) die Kraft, welcher dieselbe Bedeutung zukommen soIl wie in 
der Physik. 

Die positiven Zahlen treten auf in der Arithmetik und die positiven, 
negativen und komplexen Zahlen in der Algebra. Der Raum erscheint 
als wesentliches Element zuerst in der Geometrie, die Zeit zuerst in der 
Kinematik. Masse und Kraft erscheinen zuerst in physikalischen Pro~ 
blemen als wesentliche Elemente. Definitionen dieser bekannten Ele
mente brauchen hier nicht gegeben zu werden. 

4. Aufzahlung der Prinzipien und Gesetze. Indem man die verschie
denen physikalischen Gr6Ben durch Zahlen darstellt, muB man gewisse 
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Festsetzungen hinsichtlich der Vorzeichen treffen. Die Axiome der geo 
wohnlichen Geometrie werden als richtig angenommen. 

Die Prinzipien, welche in jedem Werk uber Theoretische Mechanik 
zugrunde gelegt werden, sind Newtons drei Axiome oder Beweg·ungso 

gesetze. Die erst en zwei Gesetze waren bereits Gallilei und Huyghens 
bekannt, obgleich sie beide in vollstandiger Fassung erst in den Principia 
von Newton 1686 sich vorfinden. 

Es sind die folgenden Gesetze: 1) 
Gesetz I. Jeder Korper beharrt in seinem Zustande der Ruhe oder der 

gleichformigen, geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende 
Krafte gezwungen wird, seinen Zustand zu andern. 

Gesetz II. Die Bewegungsanderung ist proportional der einwirkenden 
Kraft und findet in der Richtung der Geraden statt, in welcher die Kraft 
einwirkt. 

Gesetz III. Jeder Wirkung entspricht eine gleiche und entgegengesetzte 
Gegenwirkung; oder die W irkungen zweier Korper aufeinander sind stets 
gleich und von entgegengesetzter Richtung. 

5. Die Bewegungsgesetze. Newton nennt die drei in Rede stehenden 
Gesetze Axiome und macht nach ihrer Aufstellung einige Bemerkungen 
uber ihre Bedeutung. Spatere Autoren, unter ihnen Thomson und Tait 2), 
betrachten sie als Erfahrungsergebnisse, nehmen aber Newtons Formu
lierung als praktisch endgiiltig an und machen sie sich in der genauen 
Form zu eigen, in welcher sie in den "Principia" vorliegen. Eine Anzahl 
kontinentaler Autoren, unter ihnen Dr. Ernest Mach, haben tiefe -ober
legungen uber die Grundprinzipien der Theoretischen Mechanik an
gestellt. Sie gelangen zu dem Ergebnis, daB diese Prinzipien nicht nur 
InduktionsschlUsse oder bloBe Verabredungen darstellen, daB Newtons 
Darlegungen weitschweifig sind, und wissenschaftlicher Strenge und 
Einfachheit entbehren. Das besagt indessen nicht, daB Newtons Be
wegungsgesetze mit den gewohnlichen astronomischen Erfahrungen nicht 
streng ubereinstimmen, oder daB sie nicht als Grundlage fUr eine 
Himmelsmechanik dienen konnen. In einigen Gebieten der Physik, be
sonders in der Lehre von der Elektrizitat und dem Licht, finden sich 
freilich Tatsachen, die sich den N ewtonschen Prinzipien nicht ganzlich 
fUgen; das hat kurzlich Einstein und andere zu der Aufstellung des 
sogenannten Relativitatsprinzips gefUhrt. Fur die Astronomie ist in
dessen diese Abanderung der mechanischen Prinzipien von sehr geringer 

1) Man kann auch andere Grundgesetze aufstellen, wie das auch tatsachlich 
geschehen ist; indessen ftihren sie zu schwierigen mathematischen Ansatzen. Solche 
sind das d'Alembertsche Prinzip" daB Hamiltonsche Prinzip und die 
Systeme von Kirchhoff, Mach, Hertz, Boltzmann usw. 

2) Natural Philosophy, vol. I: Art. 243. 
1* 
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Bedeutung, falls man nicht sehr groBe Zeitraume betrachtet, und kann, 
ganz abgesehen von ihrer Berechtigung, in einem einftihrenden Werke 
ohnehin nicht berticksichtigt werden. 

6. Bemerkungen zu dem ersten Bewegungsgesetz. In dem ersten Ge
setz liefert der Satz, daB ein Korper, der keinen Kraften unterworfen 
ist, sich mit gleichformiger Geschwindigkeit bewegt, eine Definition der 
Zeit. Dies nicht zugeben, wtirde besagen, daB Methoden der Zeitmessung 
best and en, die das Moment der Bewegung nicht voraussetzen. Es ist 
aber Tatsache, daB die wirklich ftir die Zeitmessung verwendeten 
Methoden dies en Teil des Gesetzes zur grundlegenden Voraussetzung 
haben. So z. B. wird angenommen, daB die Erdumdrehung gleichformig 
verlauft, weil keine Krafte vorhanden sind, die sie merklich beeinflussen.1) 

Der zweite Teil des Gesetzes, welcher besagt, daB die Bewegung in 
einer Geraden vor sich geht, wenn keine Krafte auf den Korper wirken, 
konnte zugleich als Definition der Geraden gelten, wenn sich feststellen 
lieBe, wann ein Korper keinen Kraften unterworfen ist; oder er konnte, 
zusammen mit dem ersten Teil, dazu benutzt werden, um festzustellen, 
ob einwirkende Krafte vorhanden sind oder nicht, wenn es moglich ware, 
eine unabhangige Definition der geraden Linie aufzustellen. Die eine 
wie die andere Moglichkeit ftihrt aber zu erheblichen Schwierigkeiten, 
falls strenge und folgerichtige Definitionen angestrebt werden. 

7. Bemerkungen zu dem zweiten Bewegungsgesetz. In dem zweiten 
Gesetz kann der Satz, daB die Bewegungsanderung proportional ist 
der einwirkenden Kraft, als Definition der Beziehung zwischen Kraft 
und Masse geIten, durch die man die Kraft oder die Masse bestimmen 
kann, je nachdem die eine oder die andere GroBe als bekannt voraus
gesetzt wird. Dabei soIl unter Bewegungsanderung die Geschwindig
keitsanderung muItipliziert mit der Masse des bewegten Korpers ver
standen werden. Da man das Produkt aus der Masse eines Korpers 
in seine Geschwindigkeit als die Bewegungsgrof3e des Korpers bezeichnet, 
so kann man das zweite Gesetz auch so formulieren: Die Anderung der 
Bewegungsgrof3e ist proportional der einwirkenden Kraft und findet in 
der Richtung der Geraden statt, in welcher die Kraft einwirkt. Oder: Die 
Beschleunigung, die ein Korper erfahrt, ist direkt proportional der ein
wirkenden Kraft, und umgekehrt proportional seiner Masse und erfolgt 
in der Richtung der einwirkenden Kraft. 

Es mag auf den erst en Blick scheinen, daB es gar nicht notig ist, eine 
Kraft mit Hil£e der von ihr erzeugten Beschleunigung zu bestimmen, 
und im gewissen Sinne trifft das auch zu. So z. B. kann man die Messung 
der Kraft, mit welcher die Schwere einen Korper abwarts zieht, durch 

1) R. S. Woodward, Astronomical Journal, vol. XXI. (1901). 
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die Ausdehnung einer Feder oder die Messung einer magnetisehen Kraft 
dureh die Drehung eines Fadens bewerkstelligen. Indessen muB man 
in allen derartigen Fallen bedenken, daB die Wirkungsgesetze der Ma
sehine allerdings auf andere Weise bestimmt werden. Wenn das aber 
aueh nieht un mittel bar mit Hilfe von erzeugten Gesehwindigkeiten 
gesehieht, so kommt es doeh letzten Endes darauf hinaus. Es mag aueh 
an dieser Stelle hervorgehoben werden, daB die Definitionen samtlieher 
Krafteinheiten des absoluten MaBsystems, wie z. B. die Dyne, aus
drueklieh das Moment der erzeugten Gesehwindigkeit enthalten. 

Aus dem zweiten Gesetz ergibt sieh ohne weiteres, daB die Wirkung 
einer Kraft vollig unabhangig davon ist, ob der Korper in Ruhe oder in 
irgendeiner Bewegung begriffen ist, und welehe anderen Krafte noeh 
auf ihn einwirken. Ein Korper erfahrt sehlieBlieh dieselbe Bewegungsan
derung, mag er der gleiehzeitigen Einwirkung mehrerer Krafte unterliegen, 
oder mag eine jede von diesen Kraften wahrend derselben Zeit allein auf 
ihn einwirken. Das zweite Gesetz liefert daher das folgende Ergebnis: 
Wenn irgendeine A nzahl von K raften gleichzeitig auf einen in Ruhe oder in 
Bewegung befindlichen Korper einwirken, so ruft jede einzelne Kraft die
selbe vollstandige Ande'rung der Bewegungsgro(3e hervor, wie unter ihrer 
alleinigen Wirkung auf den ruhenden Korper. Es ist augenseheinlieh, 
daB dieses Prinzip zu wesentliehen Vereinfaehungen meehanischer Pro
bleme fiihrt, da es erlaubt, die Wirkung einer jeden Kraft besonders zu 
betraehten. 

Aus dem zweiten Bewegungsgesetz folgerte Newton ferner den Satz rom 
Kriifteparallelogramm 1): Wenn Krafte dureh die Besehleunigungell', die 
sie hervorrufen, bestimmt werden, so muE sieh die Resultante von etwa 
zwei Kraften dureh die Resultante ihrer Besehleunigungen bestimmen 
lassen. Da namlieh eine Besehleunigung GroBe und Riehtung aufweist, 
so kann sie dureh eine geriehtete GroBe oder einen Vektor dargestellt 
werden. Die Resultante der beiden Krafte laBt sieh folglieh darstellen 
dureh die Diagonale eines Parallelogramms, dessen Seiten die beiden 
Einzelkrafte andeuten. 

Eine der haufigsten Anwendungsgebiete des Satzes vom Krafte
parallelogramm bildet gerade die Statik, die seIber die Elemente der 
Bewegung und Zeit nieht voraussetzt. In ihr ist also das Element der 
Masse ganzlieh ausgesehaltet. Man hat daher Newtons Beweis des 
Satzes vom Krafteparallelogramm zum Vorwurf gemaeht, daB er die 
Einfiihrung von Grundbegriffen eines Wissensgebietes erfordert, das 
sehr viel komplizierter ist, als dasj enige, in dem der Satz Anwend ung findet. 
Dnter den Beweisen, welehe von diesem Vorwurf nieht betroffen werden, 

1) Principia, Cor. 1. zu den Bewegungsgesetzen. 
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riihrt einer von Poisson l ) her; dieser geht von dem Axiom aus, daB die 
Resultante von zwei gleichen an einem Punkt angreifenden Kraften 
dargestellt wird von der Halbierenden ihres Winkels. Sodann wird die 
GroBe der Resultante abgeleitet und durch einfaches Verfahren der 
allgemeine Satz gewonnen. 

8. Bemerkungen zu dem dritten Bewegungsgesetz. Die erst en beiden 
Bewegungsgesetze geniigen, um die Bewegung eines Korpers zu bestim
men, an dem eine Anzahl bekannter Krafte angreifen; indessen ist ein 
weiteres Prinzip erforderlich, wenn die Untersuchung die Bewegung 
eines Systems von zwei oder mehreren Korpern betrifft, zwischen denen 
Wechselwirkung besteht. Dieses Prinzip findet aber gerade seinen Aus
druck in dem dritten Bawegungsgesetz. Dieses besagt: Wenn ein Korper 
auf einen anderen einen Druck ausiibt, so widersteht dieser der 
Wirkung des ersten mit derselben Kraft; und ferner, was schon etwas 
schwerer einzusehen ist, wenn ein Korper auf einen anderen aus der 
Ferne wirkt, so wirkt dieser auf den ersten mit der gleichen und entgegen
gesetzt gerichteten Kraft. 

Falls es moglich ist, eine beliebig gegebene Kraft auszuiiben. ist man, 
vermoge des zweiten Bewegungsgesetzes, imstande, das Verhaltnis der 
Massen zweier Korper zu bestimmen, denn nach diesem Gesetz ver
halten sich ihre Massen umgekehrt wie die Beschleunigungen, welche 
gleiche Krafte in ihnen hervorrufen. Wenn man aber die Massen ver
schiedener Korper kannt, so kann man das dritte Bewegungsgesetz 
priifen, indem man die Korper aufeinander wirken laBt und ihre Be
schleunigungen bestimmt. Newton selbst machte mehrere Versuche, 
um das Gesetz zu bestatigen, so z. B. bestimmte er die Beschleunigungen 
elastischer Korper nach ihrem ZusammenstoB, ferner die Beschleuni
gungen, die schwimmende Magneten im Wasser erfuhren. Die Haupt 
schwierigkeit bei derartigen Versuchen bildet die Beseitigung von Kraf
ten, welche dem betrachteten System nicht angehoren, und offen bar 
ist eine solche nicht restlos durchfiihrbar. Newton schloB ferner auf 
Grund gewisser Dberlegungen, daB eine Ablehnung des dritten Be
wegungsgesetzes zum Widerspruch mit dem ersten fiihren wiirde.2) 

In dem beigefiigten Scholium macht Newton einige Bemerkungen, 
die eine wichtige Seite des dritten Bewegungsgesetzes betreffen. Dieses 
lag zuerst in einer Fassung vor, welche es im Jahre 1742 d'Alembert 
ermoglichte, es in die mathematisclie Symbolik zu fassen, und in welcher 
es unter seinem Namen bekannt ist. 3) Diese Fassung ist im wesentlichen 
folgende: Wenn ein Korper eine Beschleunigung erfahrt, so kann man 

1) Traite de Mecanique, vol. I., p. 45 et seq. 
2) Principia, Scholium zu den Bewegungsgesetzen. 
3) Appells Mecanique, vol II., cha.p. XXIII. 
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sich auf den Standpunkt stelIen, daB er eine Kraft ausiibt, welche gleich 
und entgegengesetzt ist zu der Kraft, welche die Beschleunigung hervor
rief. Dabei ist es gleichgiiltig, ob diese Kraft herriihrt von einem anderen 
Korper, der mit dem erst en dem betrachteten System angehOrt, oder 
ob sie ihre Quelle auBerhalb des Systems hat. Allgemein sind in einem 
System, das aus einer beliebigen Anzahl von Korpern besteht, die 
Resultierenden der samtlichen eingepragten Krafte gleich und entgegen
gesetzt zu denen der Reaktionskrafte. Mit anderen Worten: Die ein
geprdgten und die Reaktionskrafte bilden Systeme, welche im Gleich
gewicht sind fUr jeden einzelnen Korper und fiir das ganze System. 
Hierdurch aber wird jedes Problem der Dynamik auf ein statisches 
zuriickgefUhrt, und seine Beschreibung durch mathematische Symbole 
vereinfacht. Diese Fassung des dritten Bewegungsgesetzes bildete den 
Ausgangspunkt fUr die eleganten und sehr allgemeinen Untersuchungen 
von Lagrange auf dem Gebiet der Dynamik. 1) 

Der Hauptzweck der Grundprinzipien einer Wissenschaft besteht 
darin, eine Ordnung der verschiedenen Tatsachen nach der Allgemein
giiltigkeit ihrer Erscheinungsformen zu ermoglichen; ihr Wert bestimmt 
sich nach der Vollstandigkeit dieser Ordnung und nach ihrer Bedeutung 
fUr die Forschung. Sie miissen in sich folgerichtig sein, mit allen be
obachtbaren Erscheinungen vertraglich, zugleich einfach und nicht 
iiberfliissig. 

Newtons Gesetze ermoglichen eine geradezu hervorragende Ordnung 
der mechanischen Tatsachen; ihre Bedeutung fiir die Forschung erhellt 
aus dem glanzenden Aufschwung der physikalischen Wissenschaften in 
den letzten zwei J ahrhunderten, zu dem die geringen und unsicheren 
Fortschritte aller friiheren J ahrhunderte in keinem Verhaltnis stehen. 
Sie stimmen untereinander und fast mit samtlichen bisher gemachten 
Beobachtungen iiberein. Sie sind von erstaunlicher Einfachheit, wahrend 
ihre Folgerichtigkeit von einigen nicht in jeder Beziehung anerkannt wird. 
Naheliegend ist die Frage, ob sie zumal in ihrer durch das Relativitats
prinzip abgeanderten Fassung urspriingliche und grundlegende Natur
gesetze darstellen. Beriicksichtigt man aber die Geschichte von Philo
sophie und Wissenschaft, so ist es nicht angangig, jeweilige Ergebnisse 
fUr letzte und absolute Wahrheiten zu halten. Die Aufstellung anderer 
Grundprinzipien der Mechanik laBt vielmehr die Moglichkeit offen, 
daB einmal eine Zeit kommen wird, wo das Newtonsche System bis in 
die elementaren Lehrbiicher hinein durch ein einfacheres ersetzt sein 
wird, auch wenn es nicht auf einen offenbaren Irrtum fiihren soUte und 
durch das Relativitatsprinzip eine Vervollkommnung erfahren hat. 

1) Gesammelte Werke, Bd. XI u. XII. 
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Definitionen und Bauptgleiehungen. 

9. Geradlinige Bewegung. Geschwindigkeit. Ein Massenpunkt be
findet sich in geradliniger Bewegung, wenn er stets auf derselben 
geraden Linie verbleibt, und wenn seine Entfernung von einem Punkte 
der Geraden sich mit der Zeit andert. Er bewegt sich mit gleich
formiger Geschwindigkeit, wenn er in gleichen Zeiten stets gleiche 
Strecken auf der Geraden zurucklegt, wobei die Wahl der Zeitlangen 
willkurlich ist. Der Betrag dieser Geschwindigkeit wird durch eine po
sitive Zahl dargestellt und durch die in der Zeiteinheit zuruckgelegte 
Strecke gemessen. Die Geschwindigkeit eines Massenpunktes ist eine 
VektorgroBe und je nach der Bewegungsrichtung positiv oder negativ. 
Daher ist bei gleichformiger Bewegung die Geschwindigkeit gegeben 
durch die Formel 

(1) 

wo s und folglich auch v sowohl positiv wie negativ sein kann. Der Wert 
von v ist unabhiingig von der Wahl der Zeitlange, falls nur der entspre
chende Wert von s genommen wird. 

Die Geschwindigkeit ist veranderlich oder ungleichformig, wenn 
der bewegliche Punkt nicht gleiche Strecken in gleichen Zeiten zuruck
legt; in diesem Falle muB angegeben werden, was unter momentaner 
Geschwindigkeit, d. h. unter Geschwindigkeit in einem bestimmten 
Zeitpunkte, zu verstehen sei. Der bewegliche Massenpunkt moge auf 
der Geraden die Wegstrecke LI s in der Zeit LI t zurucklegen, das 
Zeitintervall L1 t moge sich der Grenze null in der Weise annahern, 
daB es stets den Augenblick t enthiilt, und fUr jedes L1 t sei das entspre
chende L1 s genommen. Alsdann definiert man seine Geschwindigkeit 

. zur Zeit t durch 

(2) v = lim (~~) = ~ . 
dto 0 LJt dt 

Gleichformige und ungleichformige Geschwindigkeit werden analytisch 
definiert, indem man die Entfernung s des beweglichen Punktes, von 
einem festen Punkte seiner Bahn an gerechnet, als Funktion der Zeit 
betrachtet: s = tP(t); 

alsdann hat man fur die Definition der Geschwindigkeit die Gleichung 

v = ~~- = tP'(t) , 

wo tP' (t) die Ableitung von tP (t) nach t ist. Die Geschwindigkeit ist 
im FaIle der geradlinigen Bewegung konstant oder gleichf6rmig, wenn 
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f/>'(t) von t unabhangig ist, oder mit anderen Wort en, wenn f/>(t) eine 
line are Funktion von t ist, also f/> (t) = at + b, wo a und b konstant 
sind. Sie heiBt veranderlich, wenn die Funktion f/>' (t) von t abhangt. 

Zur Bestimmung der Bewegungsrichtung mussen wir eine Festsetzung 
treffen: Auf der Geraden, auf der die Bewegung vor sich gebt, nehmen 
wir einen beliebigen Punkt als Anfangspunkt und rechnen von ihm aus 
die Entfernungen nach recbts als positiv und nach links als negativ. 
Nach dieser Festsetzung hat man, wenn der Wert von s, der die Lage 
des beweglichen Punktes bestimmt, mit der Zeit zunimmt, die Geschwin
digkeit positiv zu nehmen, sie ist hingegen negativ, wenn der Wert von 
s mit zunehmender Zeit abnimmt. 1st alsdann v nach GroBe und Vor
zeichen gegeben, so ist die Geschwindigkeit seIber nach GroBe und 
Richtung bestimmt. 

10. Beschleunigung bei geradliniger Bewegung. Die Beschleunigung 
ist das MaB der Geschwindigkeitsanderung und kann konstant oder 
veranderlich sein. Da der Fall, wo sie veranderlich ist, den Fall, wo sie 
konstant ist, einschlieBt, so genugt es, den ersteren zu betrachten. Die 
Definition der Beschleunigung zur Zeit t ist ahnlich der fUr die Geschwin
digkeit und ist, wenn die Beschleunigung mit a bezeichnet wird, bei 
geradliniger Bewegung 

(3) 

Aus (2) und (3) folgt 

(4) 

Hinsichtlich des Vorzeichens der Beschleunigung treffen wir die Fest
setzung: Wenn die Beschleunigung mit zunehmender Zeit zunimmt, 
solI sie positiv, wenn sie abnimmt, negativ sein. 

11. Geschwindigkeit bei krummliniger Bewegung. Die Geschwindig
keit, mit welcher ein Massenpunkt eine beliebige Bahn durchlauft, ist 
das MaB fiir die GroBe der auf der Bahn zuriickgelegten Strecken. 
Bezeichnet v wieder die Geschwindigkeit und s die Bogenlange der 
Bahnkurve, dann ist auch hier 

(5) ds v=-· dt 

Wie bisher stellt die Geschwindigkeit eine gerichtete GroBe oder einen 
Vektor dar. Ein Vektor laBt sich nun nach drei beliebigen, nicht in einer 
Ebene gelegenen Koordinatenachsen auf eine und nur eine Weise in drei 
Komponenten zerlegen, und umgekehrt liefern drei solche Komponenten 
eine eindeutige Bestimmung des Vektors. Wenn also die Geschwindigkeit 
gegeben ist, so sind, falls man das angegebene Koordinatensystem 
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zugrunde legt, ihre drei Komponenten eindeutig bestimmt; und wenn ihre 
drei Komponenten gegeben sind, so hat man eine eindeutige Bestimmung 
der Geschwindigkeit. 1m allgemeinen benutzt man am einfachsten 
rechtwinklige Koordinatenachsen fur die Zerlegung der Geschwindigkeit 
in ihre Komponenten. Bezeichnen A, f1" 11 die Winkel zwischen der 
momentanen Bewegungsrichtung und der x-, y- und z-Achse, so ist 

A d a; d y dz 
(6) cos = ds' cos f1, = dB' cos 11 = dB • 

Bezeichnen V<ll' VlI ' v. die Komponenten der Geschwindigkeit langs der 
drei Achsen, so ist , dsdx da; 

Vx = v cos 1\ = it ds = lit ' 

(7) 
ds dy dy 

VII = V cOSf1, = tT{ ds- =d{' 

ds dz dz 
v. = v cos 11 = dt ds = lit . 

Aus dies en Gleichungen folgt 

(8) 

Dabei mussen fUr jede der drei Koordinatenachsen die positive und 
negative Richtung festgesetzt werden. 

12. Beschleunigung bei krummliniger Bewegung. Wie die Geschwin
digkeit, so zerlegt man am einfachsten auch die Beschleunigung in ihre 
Komponenten langs der Koordinatenachsen. Benutzt man entsprechende 
Bezeichnungen wie in 11, so ergeben sich die folgenden Gleichungen: 

(9) 

Der absolute Wert der ganzen Beschleunigung ist 

(10) 

Dieser ist im allgemeinen nicht gleich der Beschleunigungskomponente 

langs dar Bahn; fur diese Komponente hat man namlich den Wert :~: . 

Aus Formel (8) v =:; = -V(~~-r + (~;r + (~;r 
folgt aber durch Differentiation 

d a; d 2 a; d Y d 2 Y d Z d 2 Z 

(if dt2 + dt (jj2 + -d{ dt2 da; d 2 a; dy d 2 y dz d2~ - _. .. --- +- --+ ---- . 
-V-(~Tr + (-~;-r + (~;r - dB dt2 dB dt 2 ds dt

2 
(11) 
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Wenn man also die Beschleunigungskomponenten kennt, so ist die 
ganze Beschleunigung durch (10) gegeben, und die Beschleunigung langs 
der Bahn durch (11). DaB diese beiden Beschleunigungen voneinander 
verschieden sind, mag auf den erst en Blick befremden. Man versteht 
aber die Bedeutung dieses Umstandes, wenn man etwa einen Massen
punkt betrachtet, der einen Kreis gleichfarmig durchlauft. Die Be
schleunigung langs der Bahn ist hier gleich null, weil die Geschwindig
keit in der Bahn als konstant vorausgesetzt ist, aber die Beschleunigung 
selbst ist von null verschieden, weil die Bahn des Punktes keine 
Gerade darstellt. 

13. Die Komponenten der Geschwindigkeit Hings und senkrecht zum 
Radius Vektor. Die Bahn des Massenpunktes liege in der xy-Ebene, 
und es seien r und (J seine Polarkoordinaten, so daB also 

(12) x = r cos (J, y = r sin (J. 

Die Komponenten der Geschwindigkeit lauten dann 
dx . dO dr 
-dt = v", = - r sm (J -lif + cos (j dt ' 

dy dO . dr 
lit" = VII = + r cos (jilt + sm (j dt' 

(13) 

Der bewegliche Massenpunkt mage auf der Bahn die Strecke Q P 
zuriicklegen. In dem Augenblick, wo der Massenpunkt in P anlangt, 
ist seine Bewegungsrichtung die Richtung von 
P nach V, und seine Geschwindigkeit wird y Achse 
durch den Vektor P V dargestellt. Es seien 
Vr und vI} die Komponenten der Geschwindig
keit langs und senkrecht zum Radius Vektor. 
Dann ist die Resultante der Vektoren vr und 

vI} gleich der Resultante der Vektoren ~i und 

~~, namlich gleich P V. Die Summe der 0 Fig. 1. 

v 

x-Achse 

Projektionen von Vr und VI} auf eine beliebige Gerade ist mithin gleich 

der Summe der Projektionen von ~:; und ~y auf dieselbe Gerade. Pro-
t • 

jiziert man daher Vr und vI} auf die x- und y-Achse, so folgt 

1 
dx (J • (j liT = Vr cos - VI} sm , 

~f = Vr sin (J + VI} cos (J. 

(14) 

Durch Vergleich der Formeln (13) und (14) findet man fUr die gesuchten 
Geschwindigkeitskomponenten 
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(15) 
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dr 
Vr = d{' 

VI) = r dO . 
dt 

Das Quadrat der Geschwindigkeit ist daher 

V~ + v~ = (~fr +r2 (~~t 
Die Komponenten Vr und Vo der Geschwindigkeit lassen sich durch 

ihre Komponenten parallel zur x- und y-Achse ausdrucken, wenn man 
die GIeichungen (14) das eine Mal mit cos 8 und sin 8, das andere Mal 
mit - sin () und cos () muItipliziert und sodann jedesmal addiert. Dies 
ergibt 

I Vr = + cos (J ~; + sin () .~~ , 

Vo = - sin (J .d~ + cos 0 r!:JL. 
dt dt 

(16) 

14. Die Komponenten der Beschleunigung. Differentiation der Glei
chungen (13) nach t ergibt 

dZx IdZr (dO)2' [dZO d,· dO·' . lax = dtZ =LdtZ-r dt Jcoso- r dii+ 2 dtdd sm (), 
I dZy [dz(J drdO, [dzr (dO)2]. 
a y = -J:tZ- = r([t2 +2dt diJ cos 0 + di2 - r dt" sm O. 

(17) 

Es seien a r uml au die Komponenten der Beschleunigung langs und 
senkrecht zum Radius Vektor. Wie in § 13 folgt aus Zusammensetzung 
und Zerlegung des Vektors 

(18) 
I ax = a r co::; 0 - a(J sin (), 
l ay = a r sin () + ao cos (J. 

Vergleich von (17) und (18) liefert 

(19) 

dZr 'dO)2 I ar = dt Z - r Crt ' 
dZO dr dO 1 d (2 dO) 

al) = r dJz + 2 dt dt =.~ r dt r dt . 

Die Komponenten der Beschleunigung lang::; und senkrecht zum 
Radius Vektor, ausgedruckt durch ihre Komponenten parallel zur 
x- und y-Achse, findet man aus (18) 

dZ x . dZy 
ar = + cos 0 dt2 + sm 0 d f2 ' 

. dZx dZy 
ao = - sm 0 -dtz· + cos 0 dt 2- • 

(20) 
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Durch ahnliche Verfahren lassen sich die Komponenten der Geschwin
digkeit und Beschleunigung parallel zu beliebigen Geraden ermitteln. 

15. Anwendung auf die gleichformige Kreis
bewegung eines Massenpunktes. Ein Massenpunkt 
moge sich gleichformig auf einem Kreise bewegen, 
dessen Mittelpunkt mit dem Koordinatenanfang 
zusammenfallt; man bestimme die Komponenten 
der Geschwindigkeit und Beschleunigung parallel 
zur x- und y-Achse, ferner parallel und senkrecht 
zum Radius Vektor. Bezeichnet R den Radius 
des Kreises, dann ist 

x = R cos (), y = R sin (). 

y Achse 
v 

Figo 20 

m-Acftse 

Wegen der gleichformigen Bewegung verandert sich der Winkel () pro
portional zur Zeit, d. h. () = ct. Folglich werden die Koordinaten 

(21) x = R cos (ct), Y = R sin (ct). 

D de d dB hoolt fOO dO K t d a dt = c un dt = 0, so er a man ur Ie omponen en er 

Geschwindigkeit parallel zur x- und y-Achse 

(22) v'" = - R c sin (ct), VlI = R c cos (ct). 

Aus (15) ergibt sich 

(23) Vs = R c. 

Fur die Komponenten der Beschleunigung parallel zur x- und y-Achse 
erhalt man wegen (17) 

{ a", = - R c2 cos (ct), 

(24) all = - R c2 sin (ct). 

Und aus (19) ergibt sich 

(25) 

Man beachte, daB trotz der gleichformigen Bewegung die Geschwin
digkeit in bezug auf die Achsen nicht konstant und die Beschleunigung 
selbst von Null verschieden ist. Wenn man also annimmt, daB eine 
auBere Kraft die einzige U rsache der Bewegungsanderung oder der Be
schleunigung eines Massenpunktes sein kann, so folgt, daB ein Massen
punkt auch eine gleichformige Kreisbewegung nur dann ausfuhren kann, 
wenn eine Kraft auf ihn einwirkt. Ferner folgt aus (25) und dem zweiten 
Bewegungsgesetz, daB die Wirkungslinie der Kraft in jedem Augenblick 
durch den Mittfllpunkt des Kreises hindurchgeht. o 
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16. Die Flii.chengeschwindigkeit. Das MaB fUr die GraBe der Flachen, 
die der Radius Vektor von einem festen Punkt nach dem beweglichen 

y I Achse Massenpunkt tiberstreicht, ist die Fla
chengeschwindigkeit in bezug auf den 
festenPunkt. Der Massenpunkt mage sich 
in der x y-E bene bewegen, und es sei 
A A die Flache des Dreiecks 0 PQ, welche 
von dem Radius Vektor in dem Zeitinter
vall A t tiberstrichen wird. Dann ist 

r'r 
AA = 2 sin (A 0); 

~~--::~ ____ --=a::-,-.A_cllse und folglich 

Pig. S. (26) LI A r'r sin eLi 0) LI 0 
LIt =2-· LlO • At· 

Wenn der Winkel AO der Null zustrebt, nahert sich das Verhaltnis 
der Flachen des Dreiecks und des Sektors der Null als Grenze. Ferner 
ist derGrenzwert von r'gleich r und der Grenzwert von s~ e~ 0) gleich eins. 

Aus Gleichung (26) folgt daher, wenn man zur Grenze At = 0 tiber
geht 

(27) 

als Ausdruck ftir die Flachengeschwindigkeit. Ftihrt man rechtwinklige 
Koordinaten ein durch die Substitution 

tg 0 = lt., 
a; 

so wird Gleichung (27) 

(28) ~~ =.~ (x ~~ - y ~-f)· 
Geht die Bewegung nicht in der xy-Ebene vor sich, so benutzt man 

die Projektionen der Flachengeschwindigkeit auf die drei Koordinaten
ebenen. Diese sind 

d~? = i (x ~f - y~{), 
(29) d:t = ~ (y ~Zt - z -~~-) , 

dA.a: = .! (z da; _ x dZ) 
at 2 dt dt· 

Bei gewissen mechanischen Problemen bewegt sich der betrachtet& 
Karper mit konstanter Flachengeschwindigkeit, wenn man den Koordi
natenanfang geeignet wahlt. In diesem FaIle sagt man, daB die Bewegung 
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des Korpers dem Flachensatz gehorcht in bezug auf den Koordinaten 
anfang. Dann ist aber 2 dO _ k t t 

r dt - ons an , 

und folglich, wenn man Gleichung (19) beachtet, 

ao = 0; 

d. h. die Beschleunigung senkrecht zum Radius Vektor ist gleich Null. 
17. Anwendung auf die Bewegung in einer Ellipse. Ein Massenpunkt 

moge sich in einer Ellipse bewegen, deren Halbachsen a und b seien und 
zwar so, daB seine Bewegung in bezug auf den Mittelpunkt der Ellipse 
als Koordinatenanfang dem Flachensatz gehorcht. Es sind zu bestim· 
men die Komponenten der Beschleunigung Hings und senkrecht zum 
Radius Vektor. Die Gleichung der Ellipse lautet in Parameterform 

(30) x = a cos cp, Y = b sin cp , 

woraus durch Elimination von cp die gewohnliche Gleichung 
X2 y2 
a2- + b2 = 1 

hervorgeht. Aus (30) folgt 

(31) dx . dcp dy dcp 
Cit = - a sm cp (ft- , (it = b cos cp (it' 

Setzt man die Werte von (30) und (31) in den Ausdruck fUr den Flachen 
satz ein dy dx 

x d(- Y(it = c, 

so findet man d cp c 
(it = (ib= C1 ' 

Das Integral dieser Gleichung ist 

CP=C1 t+C2 ; 

und falls cp = 0 fiir t = 0, so ist C 2 = 0 und daher cp = C1 t. 
Setzt man den schlieBlichen Ausdruck fUr cp in (30) ein, so ergibt sich 

Wenn man diese Werte fur die Ableitungen in (20) einsetzt, so werden 
die Komponenten der Beschleunigung langs und senkrecht zum Radillf\ 
Vektor gefunden zu 

{ 
ar = - cj 2 r, 
ao = O. 
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I. Aufgaben. 
1. Ein Massenpunkt bewegt sich gleichformig liings einer Schraubenlinie auf 

dem Kreiszylinder mit dem Radius R; man bestimme die Komponenten der 
Geschwindigkeit und Beschleunigung parallel zu der x-, y- und z-Achse. Die 
Gleichungen der Schraubenlinie sind 

x = R cos ro, y = R sin ro, z = hro. 

00 r v., = - Re sin (et), Vy = + Re cos (et), V z = he; 
Losung: 1 

\ a., = - Re2 cos (d), a y = - Re2 sin (et), az = O. 

2. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer Ellipse mit dem Halbparameter 

p = ~~ und der numerischen Exzentrizitiit e = Va 2 --~ (a und b Halbachsen 
a a 

der Ellipse), und zwar mit gleichformiger Winkelgeschwindigkeit in bezug auf 
den einen der beiden Brennpunkte als Koordinatenanfang (x-Achse gleich groBe 
Achse der Ellipse); die Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung 
liings und senkrecht zum Radius Vektor und parallel zur x- und y-Achse sind 
durch den Radius Vektor und die Zeit auszudriicken. 

Losung: 

( 
v,. = eo . r2 sin (et), Vo = re; 

p 

+ er2 0 ( ) + Ie 2 0 ) V.,= 2-sm et 2r sm (2ct , p ,p 

vlI = er cos (et) + ~~. r 2 sin2 (et); 
p 

ee2 2e2 e2 
a,.=p--' r' cos (et) + -p'-- r'sin2 (et) -e2r, 

2ee2 
0 

ao = ·r2 sm (et); 
p 

ee' 3ee2 
a., = - e2 r cos (et) +p- . r2 - - p • r 2 sin2 (et) 

2e2 e2 + ---. r3 sin2 (et) cos (et) , 
p' 

o 3ee' 2 0 2e2 e2 • 3 a = -e2r sm et + ---. r sm (2et) + -.-.-. r sm (et). 
~ y 2p p2 

3. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer Ellipse nach dem Fliichensatz in 
bezug auf den einen der Brennpunkte als Koordinatenanfang (x-Achse gleich groBe 
Achse der Ellipse); die Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung 
liings und senkrecht zum Radius Vektor und parallel zu den Achsen sind durch 
die Polarkoordinaten auszudriicken. 

Losung: 

eA . 
V,. = -. SInO, 

p 
A 

Vo= -; 
r 

eA . 20 AsinO 
V., = ') SIn -~~-

~p r 

A2 1 
a -_ .. 
,.- p r2 ' 

ao=O; 

A2 cos 0 
a",=- p- ri " 

eA. + A cosO 
VII = ·sm2(} 

p r 
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4. Die Beschleunigungen liings der x- und y-Achse sind die Ableitungen der 
Geschwindigkeiten nach diesen Achsen; warum sind nun auch nicht die Be
schleunigungen liings und senkrecht zum Radius Vektor gegeben durch die Ab
leitungen der Geschwindigkeiten nach diesen Richtungen? Die Beschleunigung 
liings einer Achse, welche in der xy-Ebene urn den Koordinatenanfang mit der 
Winkelgeschwindigkeit eins rotiert, solI durch die Beschleunigungen in bezug auf 
die festen Achsen ausgedriickt werden. 

18. Der Massenmittelpunkt von n gIeichenMassenpunkten. DerMassen
mittelpunkt eines Systems von gleichen Massenpunkten wird definiert 
als derjenige Punkt, dessen Entfernung von einer beliebigen Ebene gleich 
ist der mittleren Entfernung der samtlichen Massenpunkte von jener 
Ebene. Dies gilt im besonderen in bezug auf jede der drei Koordinaten
ebenen. Es seien (xv YI' ZI), (xz, Yz, zz) usw., die rechtwinkligen Koordi
naten der verschiedenen Massenpunkte, und X, y, z die rechtwinkligen 
Koordinaten ihres Massenmittelpunktes: dann ist nach Definition 

It 

:E Xi 
- Xl + x~ + ... + X" ;=1 
X = -----n----- --~ =~n ' 

(32) 

Die Masse eines jeden Punktes sei m und die des ganzen Systems sei M, 
so daB also M = nm ist. Multipliziert man Zahler und Nenner mit m, 
so werden die Gleichungen (32) 

r 

'Ii 'Ii 

m:E Xi ~ rnxi 
X 1" ''''' t i=1 - ---- - --M nm 

" " ~ Yi ;;S my; (33) m...;;.. 

f! (~t (=-:1 - M nm 
1/ 'II 

?It .:::.' Zj 2'mz; 
z - ___ j_~~l -

i~-:: I 

~ nm M 

Es ist noch zu zeigen, daB die Entfernung des Punktes (x, y, z) von 
einer ganz beliebigen Ebene auch gleich der mittleren Entfernung der 
Massenteilchen von dieser Ebene ist. Ihre Gleichung sei 

ax+by+cz+d=O. 
M. 0 1.1 1 ton ~ F 0 n d e r, HimmE'lBmechallik 2 
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Die Entfernung des Punktes (x, y, Z) von dieser Ebene ist 

(34) d = ax+b~+cz+d. 
Va2 + b2 + c 2 

Ebenso hat man fur den Punkt (Xi' Yi' Zi) die Entfernung 

(35) d = axi+_bYi+Czitd . 
i V· a2 + b2 + c2 

Aus den Gleichungen (32), (34) und (35) folgt aber, daB 
n n n 

a ~ Xi + b .:E Yi + C.:E Zj + nd id j 

iI == $'=1 _____ '=1 =-,-!=..:..' __ ;=1 __ 

n Va2 + b2 + c' n 

Der durch die Gleichungen (32) definierte Punkt (x, y, z) genugt also der 
Definition des Massenmittelpunktes in bezug auf eine ganz beliebige 
Ebene. 

19. Der Massenmittelpunkt von n ungleichen Massenpunkten. Wenn 
die Massenpunkte von verschiedener Masse sind, hat man zwei Faile 
zu unterscheiden: a) die Massen sind kommensurabel, b) die Massen 
sind inkommensurabel. 

a) Man wahle die Einheit m so, daB sich die samtlichen n Massen als 
ganzzahlige Vielfache von m ohne Rest ausdrucken lassen. Es sei also 
die erste Masse gleich Plm, die zweite gleich P2m usw. und Plm = ml> 
P2m = m2, Pam = ma, usw., wo PI' P2, ... ,p .. ganzzahlig sind. Als
dann kann man das vorliegende System ersetzen durch ein solches von 
PI + P2 + ... + p .. gleichen Massenpunkten von der Masse m, und 
folglich nach Art. 18 schreiben 

(36) 

n n 

.:EmPiYi .:EmiYi 
Y = .~1 n" = f=" M'-" , 

;;Em Pi 
;=1 
fI 

~mpizi 
If = i~l_, 

.imp; 
i=1 

M 

b) Man wahle die Einheiten ganz beliebig, aber kleiner als jede der 
n Massen, so daB sich also die n Massen als ganzzahlige Vielfache von 
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m plus einem positiven Rest ausdriicken lassen. Kann man die Reste 
vemachlassigen, so liefem die Gleichungen (36) den Massenmittelpunkt 
auch in diesem FaIle. Wahlt man eine neue Einheit iii so, daB 
m = piii und p ganzzahlig ist, so bleiben die Reste entweder die gleichen, 
oder sie werden kleiner, je nach der GroBe der Einheit. iii kann nun so 
klein gewahlt werden, daB ein jeder Rest kleiner ist als eine beliebig 
klein festgesetzte positive Zahl. Die Gleichungen (36) behalten ihre 
Geltung, wenn die mi die Massen der Korper weniger den Resten be
deuten. Wenn sich aber iii der Null als Grenze annahert, so gilt das
selbe auch von der Summe der Reste, und folglich haben alsdann die 
Ausdriicke (36) diejenigen Ausdriicke zu Grenzwerten, in welchen die 
mi die Massen der Korper seIber bedeuten. Daher bilden die Gleichungen 
(36) in samtlichen Fallen einen Ansatz, welcher der Definition des Massen
punktes geniigt. 

Die Tatsache, daB, wenn die Definition des Massenpunktes fur die drei 
Bezugsebenen erfullt ist, sie auch fiir eine ganz beliebige Ebene erfiillt 
ist, laBt sich auch leicht ohne Benutzung der allgemeinen Formel fiir 
den Abstand eines Punktes von einer Ebene beweisen. Man beachte, 
daB z. B. die yz-Ebene in eine beliebige Lage gebracht werden kann 
durch eine Verschiebung des Koordinatenanfangs und eine Folge von 
Drehungen des Koordinatensystems um seine Achsen. Es ist daher zu 
zeigen, daB die Gleichungen (36) ihre Form nicht andem: (1) durch eine 
Verschiebung des Koordinatenanfangs, und (2) durch eine Drehung um 
eine der Achsen. 

(1) Verschiebt man den Koordinatenanfang auf der x-Achse um die 
Strecke a, so entspricht dies der Transformationsformel x = x' + a; die 
erste der Gleichungen (36) wird daher 

n 

;Emi (x/ + a) 
X' + a = ,---i--=-l_--;;M:-= 

und man erhalt, 

als Gleichung von derselben Form. 
(2) Dreht man das Koordinatensystem um die z-Achse um den Winkel 

(J, so lauten die Transformationsformeln 

{
X = x' cos () - y' sin (J, 

Y = x' sin () + y' cos (). 

Die ersten beiden Gleichungen (36) gehen folglich durch diese Trans
formation iiber in 

2* 



20 I. Grundsatze und Definitionen 

r ~,~ , 
..,.;;. mixi ..,.;;.miYi 

x' cos () - y' sin () = cos () ,-1 lM.-- - sin () i-I M- , 

I nn .... ', ,"', 
~miXi ..,.;;.miYi 

x' sin () + y' cos () = sin () !::1 M . + cos () i~IM 

Durch Auflosung dieser Gleichungen nach x' und y' ergibt sich aber 

" ~miY/ 
y' = i~l M-

Der Punkt (x, y, z) geniigt also in der Tat der Definition des Massen
mittelpunktes in bezug auf jede Ebene. 

20. Der Schwerpunkt. Die Teile eines Systems von Massenpunkten, 
die sich samtlich in der Nahe der Erdoberflache befinden, sind abwarts ge

richteten Kraften unter
woden, welche merklich 
parallel und proportional 
sind zu ihren Massen. 
Das Gewicht oder die 
Schwere eines Massen
punktes wird definiert als 
eine solche V ertikalkraft t, 
welche gleich ist dem Pro-

---JI-_-=.JI.~~ ___ ---,B:::..r(;r:"':-) __ -i'--'-i:=-=-';f--- dukt aus der Masse m des 

Fig. 4. 

Punktes in seine Be
schleunigung g. Unter 
dem Schwerpu,nkt des Sy
stems versteht man einen 
Punkt von der folgenden 
Beschaffenheit: Wenn die 

samtlichen Teile des Systems starr miteinander verbunden sind, so 
daB es also einen starren Korper darstellt, und eine Vertikalkraft, 
welche gleich ist der Summe der samtlichen Schwerkriifte, an diesem 
Punkte angreift, alsdann ist die Wirkung jener Vertikalkraft auf die Be
wegung des Systems dieselbe wie diejenige der Gesamtheit der ur
spriinglichen Kriifte, und zwar bei den samtlichen Lagan des Systems. 

Es soll jetzt gezeigt werden, daB der Schwerpunkt eines starren 
Korpers mit seinem Massenmittelpunkt zusammenfallt. Wir betrachten 
zwei Vertikalkriifte It und t 2' welche an dem starren KOl'per M in den 
Punkten PI und P 2 angreifen. Man zerlege diese beiden Krafte in die 
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Komponenten lund gl' lund g2, so da.6 die beiden Komponenten I ent
gegengesetzt gleich sind und sich daher aufheben. Die Komponenten 
gl und g2 verschieben wir nach dem Punkt A und zerlegen sie nun ihrer
seits wieder so, daB wir parallel zu PIP 2 zwei entgegengesetzt gleiche 
Komponenten erhalten; die beiden anderen Komponenten sollen in die 
Linie A B fallen, welche zu den urspriinglichen Kraften 11 und 12 parallel 
ist; mit diesen sind sie folglich gleich und gleichgerichtet. Mithin 
stimmt die Resultierende der urspriinglichen Krafte 11 und 12 mit der 
Kraft 11 + 12 nach GroBe und Richtung iiberein. Wegen der ahnlichen 
Dreiecke hat man 11 AB 

t = pJi' 
AB. 
P B' ).; 

und folglich durch Division 

11 P2 B X 2 -X 
'2 = pJj = x - Xl . 

Auflosung nach X ergibt als Angriffspunkt 

- '1 Xl+l.x. x = ------ - ---~ --. '1 + I. 
Vereinigt man die Resultierende der beiden Krafte 11 und 12 mit einer 

dritten Vertikalkraft 13 zu einer neuen Resultierenden, so ist diese nach 
GroBe und Richtung gleich 11 + 12 + 13' und fiir ihren Angriffspunkt 
erhalt man auf ahnliche Weise 

- _ fl Xl + f2 X• + fsxs. x ---~-----~ 
fl + f2 + f3 

Die analogen Gleichungen gel ten fiir parallele Krafte beliebiger Anzahl 
und beliebiger Richtung, insbesondere auch fiir entgegengesetzt gerich
tete Parallelkrafte. 

Sind daher die n Massenpunkte mj eines starren Korpers den n Verti
kalkraften /;, welche von der Erdanziehung herriihren, unterworfen, so 
lauten die Koordinaten des Schwerpunktes in bezug auf den Koordinaten
anfang 

(:17) 
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Damit ware aber gezeigt, da.B der Schwerpunkt eines starren Korpers mit 
seinem Massenmittelpnnkt zusammenfallt; dies trifft im allgemeinen 
nicht zu fur ein System, fur welches die Beschleunigungen, die die ver
schiedenen Teile des Systems erfahren, nicht "nach Richtung und GroBe 
iibereinstimmen. Euler (1707 -1783) schlug fur den Massenmittelpunkt 
die Bezeichnung Triigheitsmittelpunkt vor. 

21. Der Massenmittelpunkt eines Korpers von kontinuierlichem 
Zusammenhang. Wenn die Massenpunkte eines Systems an Zahl und 
Dichte standig zunehmen, so nahert es sich als Grenze einem Korper 
von kontinuierlichem Zusammenhang. Bei den Korpem, mit denen 
es die Mechanik fur gewohnlich zu tun hat, sind die Massenpunkte an 
Zahl und Dichte so groB, daB sie als kontinuierlich zusammenhiingende 
Massen behandelt werden konnen. Fur solche Massen hat man die 
Grenzwerte der Ausdrucke (37), da fur sie m, der Null zustrebt, auf
zustellen. In der Grenze wird m gleich dm und die Summe geht in ein 
bestimmtes Integral uber. Die Gleichungen fur den Massenmittelpunkt 
lauten daher 

(38) 

(xdm 
x ='Jdm ' 

(ydm 
Y=jdm' 

_ .fzdm 
Z = Jdm' 

wo die Integrale uber den ganzen Korper zu erstrecken sind. 
Fur einen homogenen Korper ist die Dichte gleich dem Quotienten aus 

einem beliebigen Teil seiner Masse und dem Volumen dieses Teiles. Fur 
z einen unhomogenen Korper ist die 

]<'ig.5. 

mittlere Dichte gleich dem Quotien
ten aus seiner gesamten Masse und 
seinem gesamten Volumen. Die 
Dichte in einem beliebigen Punkt 
ist der Grenzwert der mittleren 
Dichte eines Volumens, welches 
gegen null konvergiert und dabei 
den Punkt standig enthiilt. Bezeich-

Y net man die Dichte mit (1, so ist das 
Massenelement in rechtwinkligen 
Koordinaten 

dm = (1 dx dy dz. 
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Mit diesem Wert werden die Gleichungen (38) 

_ IfIaxdxdydz x - ---
- I I I adxdydz ' 

(39) 
_ If I aydxdydz 

'!I = I II adxdydz ' 

_ ff I azdxdydz 

Z = II Iadxdydz ' 

wo (] eine Funktion der Koordinaten ist, und die Grenzen der Integrale 
der Begrenzung des Korpers anzupassen sind. 

In gewissen Fallen vereinfachen sich die Integrationen durch Anwen
dung von Polarkoordinaten. Fiir das Massenelement ist 

dm = (] • ab • be • ed. 

Aus der Figur folgt l
ab = dr, 

be = rdrp, 

Daher ist 
(40) 
und 

(41) 

ed = r cos rpdO. 

dm = (]r 2 cos rpdrp d o dr, 

{ x = r cos rp cos 0, 

{ y = r cos rp sin ~, {j 

~ z = r sin rp. 

Folglich :werden die Gleichungen (38) 

(42) 

J 
x - fff ar3 cos2 rp cos OdrpdOdr 

- If far! cos rpdrpdOdr - , 

_ ff f arB cos2 rp sin Od rp dO dr y = ----- - -----~- --------~ , 
If f ar2 cos rp drp dO dr I Z = Iff arB sin rp cos rp d rp dO d~ _. 

\ f f J ar3 cos rpdrpdOdr 

Die Integrale erstrecken sich wieder iiber den ganzen Korper; (] ist eine 
Funktion der Polarkoordinaten. Wenn der Korper in eine Flache oder 
Linie ausartet, erfahren die Gleichungen wesentliche Vereinfachungen. 
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22. Symmetrieebenen und Symmetrieachsen. Wenn ein homogener 
Korper in bezug auf eine Ebene symmetrisch ist, so £allt der Massen
mittelpunkt in diese Ebene hinein, weil alsdann jedem Massenelement 
auf der einen Seite der Ebene ein Massenelement auf der anderen Seite 
entspricht, und der ganze Korper sich in solche Paare von entsprechen
den Elementen zerlegen liiBt. Man nennt diese Ebene Symmetrieebene. 
Besitzt ein homogener Korper zwei Symmetrieebenen, so liegt der 
Massenmittelpunkt auf ihrer Schnittlinie, die man als Symmetrieachse 
bezeichnet. Besitzt er drei sich in einem Punkte schneidende Symmetrie
ebenen, so £allt der Massenmittelpunkt mit ihrem Schnittpunkt zusam
men. Mit Hilfe von Symmetriebetrachtungen konnen die Massenmittel
punkte in vielen einfachen Fallen ohne Integrationen bestimmt werden. 

23. Anwendung auf einen unhomogenen Wiirfel. Die Dichte eines 
unhomogenen Wiirfels moge mit dem Quadrat der Entfernung von einer 
der Seiten£lachen des Wiirfels zunehmen. Drei zusammenstoBende 
Kanten des Wiirfels mogen mit den Koordinatenachsen, und die Seite 
von der Dichte Null mit der yz-Ebene zusammenfallen. Dann ist 
a = kX2, wo also k die Dichte im Abstande eins bedeutet. Setzt man 
die Kantenlange des Wiirfels gleich a, dann nehmen die Gleichungen (39) 
die Gestalt an a a a 

k r r r x 3 dxdydz 
X - ~~j-------- a a a , 

k r I' I' x 2 dxdydz 
'0 '0 0 

a (t a 

kIll' x 2 ydxdydz 
fj == ~ ~I ~-a-

kIll x 2 dxdydz 
000 

" a a 
k I' rr x 2 zdxdydz 

-;; _ 000 
w - ~aa(i----

k r r r X2 d X d Y d z 
<i 0 (, 

Fiihrt man die Integrationen aus und setzt die Grenzen ein, so erhalt man 
_ 3a _ a _ a 
x=4' Y=2' z=2' 

Wollte man bei dieser Aufgabe Polarkoordinaten benutzen, dann 
wiirden die oberen Grenzen bedeutend komplizierter, und die Integra
tionen dementsprechend schwieriger sich gestalten. 

24. Anwendung auf den Oktanten einer Kugel. Von dem Oktflnten 
einer homogenen Kugel, deren Dichte gleich eins sei, ist der Massen
mittelpunkt zu bestimmen. Bei dieser Aufgabe wendet man besser 
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Polarkoordinaten an, wenngleich es nicht etwa notwendig ist; man hat 
stets die Wahl zwischen den Gleichungen (39) und (42). Diese wird 
davon abhangen, welche Form die Integrationsgrenzen in beiden Fallen 
annehmen, und man wird nach Moglichkeit darauf bedacht sein, kon
stante Integrationsgrenzen zu erhalten. Fallt der Mittelpunkt der Kugel 
mit dem Koordinatenanfang zusammen, so werden die Gleichungen (42), 
falls der Kugelradius gleich a gesetzt wird 

1t 1t 
2"2 a If f r3 cos! rp cos Od rpdO dr 

x=oo~1t 
22" I.r.f r2 cos rpdrpdOdr 

000 
1t 1t 
22 a .r.rf rB cos! rpsinOdrpdOdr 

Y = L9 : iC------~--~-, 
"j 2 a 
fff r! cos rpdrpdOdr 
o 0 0 

1 j a 
(, (r3 sinrpcosrpdrpdOdr 

z=LLL--
1t 1t 
"22 a 

f II r 2 cos rp d rp dO dr 
U 0 0 

Da die Masse einer homogenen Kugel mit dem Radius a und der Dichte 
eins den Wert t na 3 hat, so ist der Nenner eines jeden Ausdrucks gleich 
i na3, wie sich auch sogleich durch Integration ergibt. Integriert man 
die Zahler nach q; und beriicksichtigt die Grenzen, so erhalt man 

:n;j~/ 
4 .J rBcosOdOdr 

X = II tl 

1t 

1 2 Ii 2./J rldOdr 
Z = "0 

~a3 
6 
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Integriert man nach 8, so ergeben sich die Gleichungen 
a 

~-Jrldr 
it = 0 , 

-~a8 
6 

n '1 4.1 rldr 
f]=_o_--, 

~a8 
6 

und schlie.Blich liefert die Integration nach r 
x = y =; = i a. 

Der Oktant einer Kugel besitzt drei Symmetrieebenen, die bestimmt 
sind durch den Kugelmittelpunkt, die Ecken des begrenzenden spbari
schen Dreiecks und die Mittelpunkte ihrer Gegenseiten. Da diese drei 
Ebenen nicht nur einen Punkt, sondern eine Gerade gemeinsam haben, 
so ergeben sie keine vollstandige Bestimmung des Massenmittelpunktes. 

Fast samtliche Korper, mit denen es die Astronomie zu tun hat, sind 
Kugeln oder Spbaroide mit drei sich nur in einem Punkte und nicht in 
einer Geraden schneidenden Symmetrieebenen. In der Astronomie 
sind daher die Anwendungen der obigen Formeln au.Berst einfach, und 
es brauchen keine weiteren Beispiele besprochen zu werden. 

TI. Aufgaben. 

1. Man bestimme den Massenmittelpunkt eines dUnnen geraden Drahtes von 
der Lange R, dessen Dichte a zunimmt mit der nten Potenz der Entfernung d 
von dem einen Ende, so daB a = d" ist. 
..- fa + 1 

Losung: d=n-+2B. 
2. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes eines dUnnen 

Drahtes von konstanter Dichte, welcher einen Kreisquadranten von dem Radius R 
bildet. 

L" - - 2B osung: a; = Y = --.;--, 

wenn der Mittelpunkt des Kreises mit dem Koordinatenanfang zusammenfii.llt. 
3. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes einer dUnnen 

Platte von konstanter Dichte, welche die Form des Quadranten einer Ellipse mit 
den Halbachsen a und b besitzt. 

1
- 4a 
a;=3n' 

Losung: 
_ 4h 
Y= 33l' 

4. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes einer dUnnen Platte 
von konstanter Dichte, welche die Form einer vollstii.ndigen Schlinge der Lemniskate 
rl =al cos 2 (] hat. 

I - na x = --;;- , 
Losung: 2-2-

I Y= o. 
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5. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes, den der Oktant 
eines Ellipsoides von konstanter Dichte besitzt, dessen Halbachsen a, b, e sind. 

_ Sa 
X= 8' 

Losung: 
_ Sb 
Y= If' 
_ Se 
z = 8-· 

6. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes eines Kugeloktanten 
von dem Radius R, dessen Dichte (1 zunimmt mit der n ten Potenz der Entfemung 
d vom Mittelpunkt, so daB (1 = dn• 

L - - - n+S R 
osung::c=y=z=;".--=t-4 ·2· 

7. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes eines Rotations
paraboloides, welches im Abstande h von der Spitze durch eine Ebene senkrecht 
zur Achse geschnitten wird. 

f x=_2 h , 
Losung: 1 _ ~ 

y = z = o. 
8. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes eines geraden 

Kreiskegels mit der Hohe h und dem Radius R. 

9. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes einer bikonvexen 
Linse von homogenem Glas, welche die Radien r 1 und r 2 = 2rl und die zentrale 

. r1 + r. b ·t t DIcke -4-- eSI z . 

10. Die Krummungsradien einer konvex-konkaven Linse seien r1 und r2, wo 
'"I < r2 < 2r1 • Man bestimme die Dicke und den Durchmesser der Linse so, daB 
der Massenmittelpunkt auf der konkaven Oberflache liegt. 

Geschichtliche Vbersicht vom AItertum bis Newton. 

25. Die beiden Einteilungen der Geschichte. Die Geschichte der 
Himmelsmechanik zerfiillt naturgemiiB in zwei getrennte Gebiete. Das 
,eine handelt von der Entwicklung der Erkenntnis der rein formalen 
Verhiiltnisse des Universums, der nattirlichen Zeiteinteilungen, der For
men der Sternbilder, und der Bestimmung der Planetenbahnen und 
ihrer Perioden. Das andere betrifft die Bestrebungen und ihre Erfolge, 
gtiltige Vorstellungen der physikalischen Verhaltnisse der Naturerschei
nungen zu gewinnen, der fundamentalen Eigenschaften von Kraft, Masse, 
Raum und Zeit und insbesondere der Beziehungen, die zwischen ihnen 
bestehen. Diese beiden Entwicklungslinien in der astronomischen Wis
senschaft wurden freilich nicht immer streng auseinander gehalten, ge
rade von denen, welche sie ausgebildet haben; vielmehr wurden sie oft 
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so innig miteinander vermengt, daB die Betrachtungen in der einen 
Richtung von ungunstigem EinfluB auf die SchluBfolgerungen in der 
anderen waren. Wenn diese beiden Richtlinien offen bar vom Forscher 
streng zu unterscheiden sind, so ist es ebenso einleuchtend, daB sie zur 
standigen gegenseitigen Bestatigung dienen sollen. In den nachsten 
beiden Paragraph en solI mit moglichst wenig Wort en die Entwicklung 
dieser beiden Richtungen in der Himmelsmechanik von den Zeiten der 
fruhen griechischen Philosophen bis zu dem Zeitpunkt angegeben wer
den, wo Newtons uberragendes Genie die Analyse der Elemente und 
ihre Synthese zu einer der erhabensten SchOpfungen des mensch lichen 
Geistes vollfuhrte. 

26. Formale Astronomie. Der erste Abschnitt, der die Erscheinungen 
seIber ohne Berucksichtigung ihrer Ursa chen behandelt, soIl als "For
male Astronomie" bezeichnet werden. Der Tag, der Monat, das Jahr 
sind so auffallig naturliche Zeiteinteilungen, daB sie sich den primitivsten 
Volkern aufdrangen muBten. Aber die Bestimmung der Beziehungen 
zwischen diesen Perioden erforderte etwas von jenem wissenschaftlichen 
Geist, der fUr sorgfaltige Beobachtungen Voraussetzung ist; das erste 
Aufdammern chaldaischer und agyptischer Geschichte weiB jedoch an
scheinend schon von sehr genauer Kenntnis dieser Beziehungen zu be
richten. Die Dberlieferungen dieser Volker von ihren fruheren Kulturen 
sind aber so durftig, daB sich mit Sicherheit wenig von ihren wissen
schaftlichen Erkenntnissen in jenen Zeiten sagen laBt. Die authentische 
Geschichte der Astronomie beginnt in Wirklichkeit erst mit den Grie
chen, welche, ihre ersten Kenntnisse und Anregungen von den Agyp
tern empfangend, sich diesem Gebiet mit jenem Enthusiasmus und 
Scharfsinn widmeten, welche fur das griechische V olk charakteristisch 
waren. 

Thales (640-546 v. Chr.) aus Milet machte eine Studienreise nach 
Agypten und grundete nach seiner Ruckkehr die Ionische Schule fUr 
Astronomie und Philosophie. Einen gewissen Eindruck von den astro
nomischen Fortschritten der Agypter gewinnt man daraus, daB Thales. 
die kreisformige Gestalt der Erde, die Schiefe der Ekliptik, die Ursachen 
der Finsternisse lehrte, und nach Herodot die Sonnenfinsternis von 
585 v. Chr. voraussagte. Nach Laertius bestimmte er als erster die Lange 
des J ahres. Man wird aber annehmen mussen, daB er vieles den Agyp
tern entlehnte; die Grundlage fur die Vorausbestimmung von Finster
nissen, jene Periode von 6585 Tagen, welche man als Saroszyklos be
zeichnet, wurde indessen von den Chaldaern entdeckt. Nach dem Ab
lauf dieser Periode kehren die Sonnen- und Mondfinsternisse unter fast. 
gleichen Umstanden wieder, auBer daB eine Verschiebung urn 1200 west
warts auf der Erde stattgefunden hat. 
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Anaximander (611-545 v. Chr.), ein Freund und wahrscheinlich ein 
Schuler von Thales, konstruierte geographische Karten, und steht in 
dem Rufe, den Gnomon erfunden zu haben. 

Pythagoras (etwa 569-470 v. Chr.) machte weite Reisen in Agypten 
und Chaldaea und drang in Asien bis zu den Ufern des Ganges vor. Auf 
seiner Ruckkehr begab er sich nach Sizilien und griindete eine Schule 
fur Astronomie und Philosophie. Er lehrte, daB die Erde einen Umlauf 
vollfuhrt und sich dabei gleichzeitig um sich seIber dreht, und daB die 
Kometen wie die Planet en sich in Bahnen um die Sonne bewegen. Er 
steht in dem Ruf, als erster behauptet zu haben, daB derselbe Planet 
Venus als Abend- und Morgenstern zu verschiedenen Zeiten erscheint. 

Meton (etwa 465-385 v. Chr.) entdeckte nach den Angaben der hel
lenischen Gelehrten den Zyklus von 19 Jahren, welcher fast 235 syno
dische Monate betragt, und der Metonische Zyklus heiBt. Nach dem 
Ablauf dieser Periode kehren die Mondphasen an denselben Tagen des 
Jahres wieder, und beinahe zu derselben Tageszeit. Der noch genauere 
Zyklus des Calippus ist gleich vier Metonischen Zyklen weniger einen 
Tag. 

Aristoteles (384-322 v. Chr.) stellte die Theorie von der Kugelgestalt 
der Erde auf, und seine Begrundung dieser Theorie wird zum groBen 
Teil noch in der Gegenwart gebraucht. 

Aristarchos (310-250 v. Chr.) schrieb ein wichtiges Werk, betitelt 
Grof3en und Entfernungen. In ihm berechnete er aus der Konstellation, 
wo die Erde mit dem Monde in Quadratur steht, daB der Mond etwa ein 
Neunzehntel soweit von der Erde entfernt ist als die Sonne. Jener Zeit
punkt wurde bestimmt, indem man beobachtete, wann der Mond im 
erst en Viertel steht. Die praktische Schwierigkeit, genau zu bestimmen, 
wann der Mond eine bestimmte Phase besitzt, bildet den einzigen Grund, 
weshalb mit dieser Methode, wenn sie auch theoretisch einwandfrei ist, 
keine exakten Resultate erzielt werden konnen. 

Eratosthenes (275-194 v. Chr.) stellte einen Katalog von 475 Sternen 
groBter Helligkeit zusammen und ist beruhmt durch seine Bestimmung 
des Erdumfanges, welche er durch Messung des Breitenunterschiedes 
und der Entfernung der beiden Orte Syene in Oberagypten und Alexan
dria bewirkte. 

Hipparchus (etwa 190-120 v. Chr.) aus Bithynien, welcher auf der 
Insel Rhodos und moglicherweise auch in Alexandrien Beobachtungen 
anstellte, war der groBte Astronom des Altertums. Mit dem Eifer und 
Geschick eines Beobachters vereinigte er die Fiihigkeiten des Mathe
matikers. 1m AnschluB an Euklid (etwa 330-275 v. Chr.) in Alexandrien 
entwickelte er das wichtige Gebiet der spharischen Trigonol11etrie. Er 
bestil11l11te Erdorte durch ihre Langen- und Breitengrade, und solche 
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der Sterne durch ihre Rektaszensionen und Deklinationen. Das Er
scheinen eines neuen Sternes veranlaBte ihn zur AufsteHung eines Kata
loges von 1080 Fixsternen. Er maB die Lange des tropischen J ahres, 
die Lange des Monats mit Hilfe von Finsternissen, die Bewegung der 
Mondknoten und die ihres Apogaums; er war der Autor der erst en 
Sterntafeln, entdeckte die Prazession der .A.quinoktien, und machte 
ausgedehnte Planetenbeobachtungen. Von den Werken des Hipparchos 
haben wir keine direkte Kunde, seine eigenen Schriften gingen verloren 
bei der Zerstorung der Alexandrinischen Bibliothek durch die Sarazenen 
unter Omar, im Jahre 640 n. Chr. 

Ptolemaus (100-170 n. Chr.) fiihrte das Werk des Hipparchos ge
wissenhaft fort und hinterlieB den Almagest als das Dokument seiner 
Arbeiten. Gliicklicherweise ist dieses Buch, welches sehr wertvoHes 
Material enthalt, bis auf unsere Zeit vollstandig erhalten geblieben. 
Ptolemaus groBte Entdeckung ist die Evektion der Mondbewegung, 
welche er bewerkstelligte, indem er die Bewegung des Mondes den ganzen 
Monat hindurch verfolgte, anstatt seine Aufmerksamkeit, wie es die Be
obachter vor ibm getan haben, auf gewisse Phasen zu beschranken. 
Ferner entdeckte er die Refraktion, ist aber vor aHem beriihmt durch 
sein geozentrisches Weltsystem und die Aufstellung der epizyklischen 
Theorie, die die schein bare Bewegung der Planeten darstellte. 

Auf Ptolemaus folgte eine &tationare Periode, in welcher von keinem 
Volke Wissenschaftspflege getrieben wurde auBer von den Arabern, die 
aber mehr eine nachahmende und erlauternde Betatigung als originale 
Forschungsarbeit leisteten. 1m 9. Jahrhundert lebte der groBte arabische 
Astronom Albategnius (850-929); er fiihrte in der Ebene von Singiar 
in Mesopotamien genauere Messung eines Meridianbogens aus. 1m 
10. Jahrhundert stellte AI-Sufi ein Sternverzeichnis ::tuf Grund eigener 
Beobachtungen zusammen. Ein anderer Katalog wurde unter der 
Leitung von Ulugh-Beigh (1393-1449) in Samarkand 1433 aufgestellt. 
Zu dieser Zeit findet die arabische Astronomie ihren eigentlichen Ab
schluB. 

Gegen Ende des 15. Jahrhunderts lebte die Astronomie in Europa in 
den Arbeiten von Purbach (1423-1461), Waltherus (1430-1504) und 
Regiomontanus (1436-1476) wieder auf. Eine hervorragende Forderung 
erfuhr sie durch den beriihmten deutschen Astronomen Kopernikus 
(1473-1543), und wurde bis zur Gegenwart mit wachsendem Eifer fort
gefiihrt. Kopernikus veroffentlichte 1543 sein Meisterwerk De Revo
lutionibus Orbium Coelestium, in welchem er der Welt die heliozentrische 
Theorie des Sonnensystems bescherte. Das System des Kopernikus 
wurde von Tycho de Brahe (1546-1601) verworfen, welcher seinerseits 
eine Theorie aufstellte, weil er keine Parallaxe bei den Fixsternen be-
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obachten konnte. Tycho war von norwegischer Herkunft, tibte aber 
unter dem Patronat des Konigs Friedrich einen groBen Teil seiner 
astronomischen Tatigkeit in Danemark aus. Nach Friedrichs Tode ging 
er nach Prag, wo er den Rest seines Lebens eine freigiebige Pension von 
Rudolph II. bezog. Er war ein unermtidlicher und meist unverdrossener 
Beobachter und lieferte sehr wichtige Beitrage zur Astronomie. In den 
spateren J ahren war Kepler (1571-1630) sein Schtiler und Assistent; 
die Beobachtungen Tycho Brahes ftihrten Kepler fast 20 Jahre nach dem 
Tode seines Lehrers zu der Aufstellung seiner drei Gesetze der Planeten
bewegung. Aus diesen Gesetzen leitete Newton (1642-1727) das Gravi
tationsgesetz abo 

Galilei (1564-1642), italienischer Astronom und Zeitgenosse Keplers, 
doch bedeutender und von gro.Berem Ruf, benutzte als erster das Fern
rohr flir astronomische Beobachtungen. Er entdeckte vier den Jupiter 
umkreisende Satelliten, die Ringe des Saturn und die Sonnenflecken. 
Er war wie Kepler ein begeisterter Anhanger der heliozentrischen 
Theorie. 

27. Dynamische Astronomie. Die dynamische Astronomie untersucht 
die Zusammenhange der mechanischen und physikalischen Ursachen mit 
den Beobachtungstatsachen. Die formale Astronomie ist so alt, daB es 
nicht moglich ist, auf ihren Ursprung zurtickzugehen; die dynamische 
Astronomie andererseits beginnt erst nach Aristoteles, und wirkliche 
Fortschritte erfahrt sie nur in ganz vereinzelten Zeitabschnitten. 

Archimedes (287-212 V. Chr.) hatte die ersten zutreffenden Vor
stellungen tiber mechanische Verhaltnisse. Er fand die Hebelgesetze 
und erkannte die Bedeutung des Schwerpunktes eines Korpers. Seine 
Lehren erfuhren durch Leonardo da Vinci (1452 bis 1519) in dessen 
Untersuchungen tiber statische Momente eine Verbesserung in bezug 
auf Form und Allgemeinheit. In dem ganzen Gebiet der Statik eines 
starren Korpers tritt die mathematische Seite vollig in den Vordergrund. 

Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, da.B fast wahrend zweitausend 
Jahren nach Archimedes kein einziger wesentlicher Fortschritt in der 
Mechanik erzielt wurde, bis zu der Zeit, wo Stevinus (1548 -1620) als 
erster die Gesetze der schiefen Ebene erforschte, und wo Galilei (1564 
bis 1642), zu den ersten wichtigen Ergebnissen in der Kinetik gelangte. 
So blieben die mechanischen Prinzipien der Bewegungen von Korpern 
bis zu verhaltnisma.Big modernen Zeiten unentdeckt. Der Grundirrtum 
der meisten Forscher bestand in der Annahme, da.B eine standig wirkende 
Kraft erforderlich sei, um einen Korper in Bewegung zu erhalten. Der 
Zustand der Ruhe erschien ihnen flir einen Korper nattirlicher als der 
Zustand der Bewegung, eine Anschauung, die zum Tragheitsgesetz 
(Newtons erstes Gesetz) im Widerspruch steht. Dieses Gesetz wurde von 
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Galilei ganz zufiiJlig bei dem Studium der Bewegungen von Korpern 
entdeckt, welche von einer schiefenEbene aus aufeine horizontale Ebene 
gelangten. Galilei machte zu seinem Grundprinzip, daB die Bewegungs
anderung oder Beschleunigung durch Krafte hervorgerufen wird, welche 
auf den Korper einwirken. Dies bildet beinahe den ganzen Inhalt der 
heiden ersten Newtonschen Gesetze. Galilei benutzte seine Prinzipien 
mit vollkommenem Erfolge zur Entdeckung der Fall- und Wurfgesetze. 
Der Wert seiner Entdeckungen ist derartig, daB man ihn geradezu als 
den Begrunder der Dynamik betrachtet. Ais erster wandte er das Pendel 
auf die Zeitmessung an. 

Huyghens (1629 -16(5), eiR hollandischer Mathematiker und Physiker 
veroffentlichte 1675 sein Horologium Oscillatorium, welches enthalt die 
Theorie uber die Intensitatsbestimmung der Erdanziehung durch 
Pendelversuche, die Theorie des Schwingungszentrums, die Evoluten
theorie und die Theorie des Zykloidenpendels. 

Newton (1642-1727) vervollstandigte die Formulierung der mecha
nischen Grundprinzipien und wandte sie mit unvergleichlichem Erfolge 
bei der Losung von mechanischen und astronomischen Problemen an. 
Seine geometrischen Methoden, mechanische Vorgange darzustellen, 
waren so vollkommen, daB sie bis auf den heutigen Tag eine Anderung 
kaum erlitten hahen. 

Nach Newtons Zeit wandten sich die Mathematiker bald den allge
meineren und wirkungsvolleren Methoden der Analysis zu. In seinem 
Werk Mechanica sive Motus Scientia (Petersburg 1736) begrundete 
Euler (1707 -1783) die Analytische Mechanik; sie erfuhr eine Verbesse
rung durch Maclaurins (1698-1746) Werk A Complete System of Fluxions 
(Edinburgh 1742) und wurde durch Lagrange (1736-1813) in seiner 
Mecanique Analytique (Paris 1788) zu hoher Vollendung gefUhrt. Die 
Mecanique Celeste von Laplace (1749-1827) brachte die Himmels
mechanik auf dieselbe Hohe. 

Literatur. 

Grundprinzipien der Mechanik: Dr. E. Duhring, Prinzip'ien der Mechanik 
(Geschichte und ErUiuterung der verschiedenen mechanischen Systeme von Archi
medes bis zur Gegenwart); Vorreden und Einleitungen zu den klassischen Werken 
der Mechanik, herausgegeben von der Philos. Ges. der Univers. Wien; Heinrich 
Hertz, Die Prinzipien der Mechanik, Ges. Wer7ce, Bd. III; E. Mach, The Science 
of Mechanics; Boltzmann, l'rinzipe der Mechanik; P. G. 'l'ait, Newtons Laws 
of Motion; Planck, Das Prinzip der Erhaltung der Energie; Lange, Die geschicht
liche Rntwic7clung des Bewegungsbegriffes. 

Relativitatstheorie: M. La ue, Das Relativitatsprinzip; R. D. Carmichael, The 
Theory of Relativity. 

Geschwindigkeit und Beschleunigung, ihre Zusammensetzung und Zerlegung: 
Die ersten Kapitel von Tait und Steele "Dynamics of a Particle", G. Koenigs, 
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LeQons de Cinematique; Poincare, Cinematique et Mecanismes; und die Werke uber 
Dynamik (Mechanik) von Routh, Love, Budde und Appel. 

Geschichte der Himmelsmechanik und Astronomie: Delambre, Histoire de 
Z'Astronomie Ancienne (altes Werk); L. Ideler, Astronomische Beobachtungen der 
Alten (altes Werk); Paul 'fannery, Recherches sur Z'Histoire de Z'Astronomie 
Ancienne; Grant, History of Astronomy; H.Hankel,Geschichte der Mathematik im 
Altertum und Mittelalter; Whewell, History of the Inductive Sciences (2 Bande); 
H. Suter, Geschichte der Mathematischen Wissenschaften (2 Bande); M. Cantor, 
Geschichte tier Mathematik (3 Bande); W. W. R. Ball, A Short History of Mathe
matics; Florian Cajori, A History of Mathematics; M. Maximilian Marie, Histoire 
des Sciences Mathematiques et Physiques (12" Bande); R. Wolf, Geschichte der 
Astronomie; Arthur Berry, A History of Astronomy; Ernest Lebon, Histoire 
Abregee de Z' Astronomie. 

Zweites Kapitel. 

Geradlinige Bewegung. 
28. Die Himmelsmechanik hat es zum groBen Teil mit der Losung von 

Differentialgleichungen zu tun, welche wegen der Anzahl der abhangigen 
Varia bien meistens recht kompliziert sind. Den gewohnlichen Fall 
bilden in ausgedehntem MaBe die Differentialgleichungen mit einer un
abhangigen und einer abhangigen Varia bien ; der Obergang von diesen zu 
Systemen simultaner Differentialgleichungen mit mehreren Varia bien, 
auf welche man durch physikalische und mechanische Probleme gefiihrt 
wird, ist im allgemeinen mit Schwierigkeiten verbunden. Das vorliegende 
Kapitel enthalt die Aufstellung und Losung von Problemen, deren Be
handlung sich eng anschlieBt an die in rein mathematischen Lehrbiichern 
auseinandergesetzten Verfahren. Es leitet daher von den Methoden, 
welche sich in den Lehrbiichern der Infinitesimalrechnung finden, zu 
denjenigen iiber, welche speziell fiir mechanische und astronomische 
Probleme charakteristisch sind. 

Die Beispiele, die zur Erlauterung dienen sollen, sind zum groBen Teil 
astronomischen Problemen entnommen. Da sie an sich von hinreichen
dem Interesse sind, so ist ihre Wahl ohne Riicksicht darauf erfolgt, ob 
sie zur Vorbereitung auf die nachfolgenden schwierigeren Betrachtungen 
unbedingt notwendig sind. Sie beziehen sich auf die Fallgesetze, die 
Entweichungsgeschwindigkeit, die parabolische Bewegung, die met eo
rische und die Kontraktionstheorie der Sonnentemperatur. 

Die Fallbewegung. 
29. Die Differentialgleichung der Fallbewegung. Ein Punkt von der 

Masse m moge bei seiner Fallbewegung den Weg s zuriicklegen, wobei 
die Richtung nach oben positiv genommen sei. Nach dem zweiten Be· 

Moulton-Fender, WmmelBmeohanik 3 
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wegungsgesetz ist die Anderung der BewegungsgroBe oder das Produkt 
aus Masse und Beschleunigung proportional zur Kraft. 1st daher k 2 der 
Proportionalitatsfaktor, d. h. der numerische Wert, der von der Wahl 
der Einheiten abhangt, dann lautet, wenn f die Kraft darstellt, die 
Differentialgleichung der Bewegung 

(1) 

Das ist aber auch die Differentialgleichung der Bewegung fur jeden 
Fall, wo die Resultierende der samtlichen KriLfte standig in derselben 
Senkrechten liegt und ihr auch die Anfangsrichtung der Bewegung an
gehOrt. Die Gleichung gewinnt also eine allgemeinere Bedeutung, wenn 
f nicht nur die Erdanziehung darstellen solI, welche der Massenpunkt 
erfahrt. 

Die Kraft f hangt im allgemeinen von verschiedenen Umstanden ab, 
solche sind die Lage von m, die Zeit t und die Geschwindigkeit v. Dies 
deuten wir an, indem wir Gleichung (1) in der Form schreiben 

(2) 
d2 B 

m dta = - k2 f (s, t, v) , 

wo f (s, t, v) also bedeutet, daB die Kraft von den in der Klammer auf
tretenden GroBen abhangt. Die Losung dieser Gleichung erfordert zwei 
1ntegrationen; ihr Charakter ist bestimmt durch die Art, wie f von s, 
t und v abhangt. Die verschiedenen FaIle mussen daher besonders er
ortert werden. 

30. Die Kraft ist konstant. Der Fall einer konstanten Kraft ist an
nahernd verwirklicht, wenn Massenpunkte unter dem EinfluB der 
Schwere verhaltnismaBig kleine Raume nahe der Erdoberflache durch
fallen. Nimmt man die Sekunde als Zeiteinheit und das Zentimeter als 
Langeneinheit, so ist k 2f = mg, wo g die Schwerebeschleunigung an der 
Erdoberflache bedeutet, deren numerischer Wert, welcher sich mit dem 
Breitengrade ein wenig andert, etwa 981 betragt. Gleichung (1) wird 
alsdann 

(3) 

Einmalige Integration liefert 
dB 
dt = - gt + Clf 

mit C1 als 1ntegrationskonstante. Fur den Zeitpunkt t = 0 sei die Ge
schwindigkeit des Massenpunktes v = Vo, dann erhalt man aus der 
letzten Gleichung fur t = 0 
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und folglich 
ds 
(it =- gt + Vo· 

Das Integral dieser Gleichung ist 
gt2 

s =-2-+ vot + c2• 

35 

Der Massenpunkt mage in der Entfernung So von der Erdoberflache seine 
Fallbewegung zur Zeit t = 0 begonnen haben, dann ist 

(4) 

So = C2 ; 

gt2 
s = - -2- + vot + So· 

und folglich 

Bei gegebenen Anfangsbedingungen bestimmt diese Gleichung die Lage 
des Massenpunktes in einem beliebigen Zeitpunkt; oder aber, sie be
stimmt den Zeitpunkt, in welchem der Karper eine gegebene Lage hat, 
als quadratische Gleichung in t. 

Wenn anstatt - g irgendeine andere positive oder negative Konstante 
die Beschleunigung darstellen wurde, so ware die Bewegungsgleichung 
von der Gleichung (4) nur im Koeffizienten von t2 verschieden. 

Man kann aber auch eine wichtige Beziehung zwischen der Ge
schwindigkeit und der Lage des Massenpunktes zu einer bestimmten 

Zeit ableiten. Multipliziert man beide Seiten der Gleichung (3) mit 2 ~~, so 

erhalt man, da die Ableitung von (~{) 2 gleich 2 (:~) :;: ist, als Integral 

die Gleichung (dS)2 
dt = - 2 g s + Ca • 

Da aus den Anfangsbedingungen 

Ca = V0 2 + 2gso folgt, so ergibt sich 

(5) (dS)2 (dS)2 
,dt - dt 0 = - 2g(s - so)· 

31. Die Kraft ist zur Entfernung direkt proportional. Ein anderer 
einfacher Fallliegt vor, wenn die Kraft zur Entfernung vom Anfangs
punkt 0 direkt proportional ist. Sie mage eine Anziehungskraft, d. h. 
eine Kraft mit der Richtung nach dem Anfangspunkt 0 darstellen. 
Innerhalb der Elastizitatsgrenze verhalt sich nach Versuchen die Span
nung eines dehnbaren Fadens annahernd wie eine derartige Kraft. Unter 
dem EinfluB einer solchen Anziehungskraft nimmt die Geschwindigkeit 
mit der Zeit ab, wenn sich der Massenpunkt auf der positiven Seite, 
d. h. rechts von 0 befindet. Dabei kann die Bewegung in der einen wie 
in der anderen Richtung erfolgen. Mithin hat man fur diese Lagen des 

S* 
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Massenpunktes eine negative Beschleunigung. Die Differentialgleichung 
fUr positive Werte von S ist folglich 

(6) 

Fiir die Lagen des Massenpunktes auf der negativen Seite des An
fangspunktes hat man fiir jede der heiden Bewegungsrichtungen eine 
mit der Zeit zunehmende Geschwindigkeit, die Beschleunigung und folg
lich auch die rechte Seite von Gleichung (6) muB jetzt also positiv sein. 
Das ist aber in der Tat der Fall, da S auf der negativen Seite des Anfangs
punktes negativ ist. Die Gleichung (6) behiiJt daher ihre Giiltigkeit auch 
fiir negative Werte von s. Sie ist folglich die allgemeine Bewegungs
gleichung eines Massenpunktes, auf den eine zur Entfernung direkt pro
portionale Anziehung wirkt. 

MuItipliziert man beide Seiten der Gleichung (6) mit 2:i und inte

griert, so ergibt sich 
(dS)2 k2 2 m lit = - s + C1• 

Fiir 8 = So und :~ = 0, zur Zeit t = ° wird diese Gleichung 

(~i)2 = ~ (s02 - 82), 

oder nach Trennung der Variablen 

~_ ds ~_ = ± ~!~. 
VS 0 2 -S2 JIm 

Das Integral dieser Gleichung ist 
. s kt 

arc sm ~- = ± --c- + C2• 
SO JIm 

Da aus den Anfangsbedingungen C2 = -~ folgt, so erhalt man hieraus 

(7) 

S arc sm 
So 

kt 1£ 
±-=-, +-2 Jim 

s = So sin (± t; +;) = So cos (:&). 
und mithin 

Diese Gleichung stellt also eine Schwingungsbewegung dar, welche sym

metrisch zum Anfangspunkt verlauft und die Periode 21£ r 'IIi besitzt. 

Aus diesem Grunde bezeichnet man sie als die Differentialgleichung der 

harmonischen Bewegung. Da offenbar :~ bei samtlichen Anfangsbe

dingungen in irgend einem Zeitpunkt wahrend der Bewegung ver-
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schwindet, so bildete die Annahme, daB ~i fiir t = 0 den Wert Null haben 

solI, keine Beschrankung der Allgemeinheit. 
Auf Gleichungen von der Form der Gleichung (6) fiihren eine groBe 

Anzahl von physikalischen Pro blemen. J e nach den Anfangs bedingungen 
bestimmt diese Gleichung die Bewegung des einfachen Pendels, die 
Schwingungen der Stimmgabel und der meisten musikalischen Instru
mente, die Atomschwingungen eines strahlenden Korpers, die kleinen 
Schwankungen in der Lage der Erdachse usw. Aus dies em Grunde soUte 
man ihre Losungsmethoden wie die Bestimmung der Integrationskon
stanten vollkommen beherrschen. 

ID. Aufgaben. 

1. Ein Massenpunkt hat eine Anfangsgeschwindigkeit von 20 m/sec und eine 
Beschleunigung von 20 m/sec2 • Wie groB ist nach 4 Sekunden seine Geschwindig
keit und der zuriickgeIegte Weg? 

L" { v = 100 m/sec 
osung: s = 240 m. 

2. Ein Massenptmkt mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 10 m/sec und mit 
konstanter Beschleunigung Iegt 2050 min 5 Sekunden zuriick. Welche Beschleu
nigung hat er? 

Lasung: a = 160 m/sec'. 

S. Ein Massenpunkt bewegt sich mit einer Beschleunigung von 5 m/sec'. WeI
chen Weg muB er zuriicklegen, damit seine Geschwindigkeit eine Zunahme von 
10 m/sec bis auf 20 m/sec erfahrt? 

Lasung: SO m. 

4. Ein Massenpunkt mit einer positiven Anfangsgeschwindigkeit von 10 m/sec 
und mit einer positiven Beschleunigung von 20 m/sec2 legt einen Weg von 420 m 
zuriick. Welche Zeit braucht er hierfiir? 

Lasung: t = 6 sec. 

5. Man beweise den folgenden Satz: Wenn ein Massenpunkt sich von der Ruhe
Iage aus unter dem EinfluB einer Anziehungskraft (nach dem Anfangspunkt 0 ge
richtet) bewegt, welche zur Entfernung von 0 direkt proportional ist, so ist die 
Zeit, die er braucht, urn von einer beliebigen Stelle zu dem Anfangspunkt 0 zu 
gelangen, unabhangig von seiner Entfernung von O. 

6. Ein Massenpunkt bewege sich unter dem EinfluB einer Anziehungskraft 
(nach dem Anfangspunkt gerichtet), welche zur Entfernung direkt proportional ist, 
und seine Beschleunigung sei in 1 m Entfernung gleich 1 m/sec>. Wenn der Punkt 
sich von der Ruhelage aus bewegt, welche Zeit braucht er alsdann, urn den Weg 
von 20 m Entfernung auf 10 m Entfernung zuriickzulegen? (Die Entfernungen 
geIten von dem Anfangspunkte aus.) 

Lasung: 1,0472 sec. 

7. Ein Massenpunkt bewege sich unter dem EinfluB einer AbstoBungskraft (von 
dem Anfangspunkte fort geriehtet), welche zur Entfernung 8 von dem Anfangs-



38 II. Geradlinige Bewegung 

punkte proportional ist; es ist zu zeigen, daB alsdann fiir '/J = 0 und S = So zur 
Zeit t = 0 die Beziehung besteht 

log (s + V8i=B.Z) = ~_ t; 
SO Vm 

k 
woraus, wenn man V m = K setzt, folgt 

So s= 2 (e TCI + e-Kt ) = So coshKt. 

Beachte, daB Gleichung (7) sich in iihnlicher Form schreiben liiJ3t 

so,~ -~ 
S = 2 (er -lKI+ e - V-l KI) = So cos Kt. 

8. Auf der Sonnenoberfliiche ist die Schwerkraft 28mal so groB wie auf der Erd
oberfliiche. Wenn durch Explosion Sonnenteile 160930 km hoch emporge
schleudert wiirden, mit welcher Geschwindigkeit miissen sie alsdann die Sonnen
oberfliiche verlassen? 

Losung: 296.1112 km pro Sekunde. 

32. Losung von linearen Differentiaigleichungen mit Hilfe der Expo
nentialfunktion. Die Differentialgleichung (6) und ebenso die entspre
chende fur AbstoBungskrafte ist eine lineare, homogene Differential
gleichung mit konstanten Koeffizienten. Man hat allgemein gezeigt, daB 
eine solche Gleichung sich mit Hilfe von Exponentialausdrucken losen 
laBt; oder, in besonderen Fallen, mit Hilfe von Exponentialausdrncken 
multipliziert mit Potenzen der unabhangigen Variablen t. Diese Methode 
hat nicht allein den Vorteil der Allgemeinheit, sie ist auch sehr einfach 
und solI an der Gleichung (6) erlautert werden. Man nehme die beiden 
Formen 

(8) 

Nimmt man an, daB 8 = ell ist, und fuhrt diesen Wert in die Differen
tialgleichungen ein, so erhalt man 

{ 
A,2elt + k2eH = 0, 

A,2el.t - k2elt = o. 
Diese Gleichungen mussen aber fur samtliche Werte von t erfullt sein, 
wenn ell eine Losung darstellen solI; folglich hat man 

{ 
A,2 + k: = 0, 

(9) A,2 _ k2 = o. 
Sind A,I und A,z die Wurzeln der ersten Gleichung (9), so bilden el,t und el•t 

in der Tat die beiden partikularen Losungen der ersten Gleichung (8). 
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Die allgemeine Losung ist die Summe dieser heiden partikularen Lo
sungen, eine jede noch multipliziert mit einer willkiirlichen Konstanten. 
Ganz ahnliche Resultate liefert die zweite Gleichung (8). Durch Ein
setzen der heiden Wurzeln erhalt man fiir die Gleichungen (8) als all
gemeine Losungen 

(10) { 
8 = C1 eV=i kt + c2e-Y -Ikt, 

8 = c1'ekt + c2'e- kt, 

WO c1> c2, c1' und c2' die Integrationskonstanten sind. 

E · d ds , f" t 0 D fIt s sel 8 = 80 un d t = 8 0 ur =. ann 0 g 

80 = c1 + c2, 

80 = c1 ' + c2'· 

Die Ahleitungen von (10) sind 

I d! = c -V - 1 keY -Ikt - c -V-I ke-V- 1kt dt 1 2 , 

ds - - c 'kekt - c 'ke- kt dt - 1 2 • 

Aus :~ = 80' fiir t = 0 ergiht sich daher 

{ 
Cl -v-=-Ik - C2 -v-=-Ik =80', 

c1'k - c2'k = 80'. 

Folglich hat man fiir die Integrationskonstanten die Werte 

( C1 = -~- (80 + k;~~l)' 

c2 = { (~o - k~o~ I) , I, 1 ( so') 
C1 = 2 80 + -tr: ' 

, 1 ( so') 
C2 = 2 80 - -k . 

Die allgemeinen Losungen nehmen daher die Gestalt an 

I 8 =~(eV=Ikt+ e-v=-u.t) + So'. (eY=ikt_e-y::iu), 
(11) 2ky - 1 

S s' 
8 = ~ (ekt + e- kt) +2°" (ekt - e- kt). 
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Diese Ausdrticke lassen sich aber auch schreiben in der Form 

1
8 = 80 cos kt + ~isin kt, 

8 ' 
8 = 80 cosh kt + i- sinh let. 

Diese Losungsmethode zeigt die enge Beziehung zwischen den beiden 
Fallen der Anziehungs- und AbstoBungskrafte viel deutlicher als die 
anderen. 

33. Die Kraft ist umgekebrt proportional zum Quadrat der Entfemung. 
Wir betrachten jetzt den Fall, wo die Kraft umgekehrt proportional ist 
zum Quadrat der Entfemung vom Anfangspunkt 0; sie sei wieder nach 
diesem hin gerichtet. Fiir die Lagen auf der positiven Seite vom An
fangspunkt 0 (rechts von 0) nimmt alsdann die Geschwindigkeit mit der 
Zeit ab und zwar fiir jede der beiden Bewegungsrichtungen. Man erhii.lt 
daher auf der rechten Seite von 0 eine negative, und ebenso auf der 
linken Seite von 0 eine positive Beschleunigung. Da aber k 2 stets positiv 
ist, so muB folglich die rechte Seite der Bewegungsgleichung in den 
beiden Fallen mit verschiedenen Vorzeichen versehen werden. Der Ein
fachheit wegen setzen wir die Masse des beweglichen Punktes gleich 
eins. Dann lautet die Bewegungsgleichung fiir die samtlichen Lagen des 
Massenpunktes auf der positiven Seite des Anfangspunktes 0 

(12) 
dIs k= 
dV= -82 • 

Multipliziert man die beiden Seiten dieser Gleichung mit 2:~ und inte
griert, so erhii.lt man 

(18) (::r = 2~1 + Ct. 

E . ds d f" d' s sel dt = Vo un 8 = 80 ur t = 0, ann 1st 
2kl 

C1 = Vo 2 - --- , 
So 

uud folglich geht die Gleichung (18) tiber in 

:: = ± -V~~~ + V 02 - ~8:~ . 
1st V02 - 2 S~~<o so gibt es eine endliche Entfemung 8lJ fiir welche :: 
verschwindet. Wenn der Massenpunkt die Stelle 81 erreicht, so wird er 
dort umkehren und in die entgegengesetzte Bewegungsrichtung iiber-

gehen. 1st V 0 2 - ~-B~~ =0, so verschwindet :: fiir 8 = 00, d. h. wenn sich 
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der Massenpunkt von 0 aus unbegrenzt fortbewegt, so daB seine Ent
fernung vom Anfangspunkt unendlich groB wird, so nahert sich seine 

Geschwindigkeit dem Werte null. 1st V 0 2 - 2 8~'~ > 0, so verschwindet :: 
niemals, d. h. wenn der Massenpunkt auch unendliche Entfernungen 
erreicht, so nimmt seine Geschwindigkeit doch nie den Wert null an. 

Es sei V 0 2 - 2 8~' < 0 und :~ = 0 fur 8 = 81, dann folgt aus (13) die 
Gleichung 

(14) 

Das positive Zeichen gilt fUr die Bewegungsrichtung vom Anfangspunkte, 
das negative fur die entgegengesetzte. 

Diese Gleichung laBt sich schreiben in der Form 

ihr Integral ist folglich 

- Y818 - 82 + ~~ arc sin (~-~ 81) = ± y~~ kt + c~. 

Da 8 = 80 fur t = 0, so ergibt sich, daB 

Y---2 81 . (280-81) 
C2 = - 81 8 0 - 80 + 2arc sm-~ ; 

und mithin 

(15) 

Diese Gleichung bestimmt den Zeitpunkt, in welchem sich der Massen
punkt an irgendeiner Stelle rechts von 0 befindet, deren Entfernung 
8 von 0 kleiner als 81 ist. Fur Werte von 8 gr6Ber als 81 und fur aIle 
negativen Werte von 8 enthalt sie imaginare Ausdrucke. Das besagt, 
daB die Gleichung fur diese Werte von 8 ihre Bedeutung verliert; in der 
Tat sollten die Gleichungen (13) und (14) auch nur gelten fUr das 
Intervall 

0< 8< 81" 

DenZeitpunkt T der Ruhelage erhalt man, wenn man in Gleichung (15) 
8 = 81 setzt; es ergibt sich der Wert 
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Die Zeit T 2' die der Massenpunkt braucht, urn den Weg von der Stelle 
8 = 80 bis zum Anfangspunkt 0 zuruckzulegen, wird erhalten, wenn man 
in (15) 8 = 0 setzt; diese Zeit ist 

Fur den Weg von der Ruhelage 8 = 8 1 bis zum Anfangspunkt 0 braucht 
daher der Massenpunkt die Zeit 

(16) 

34. Die Wurfhijhe. Wenn man die Konstante C1 aus den Anfangs
bedingungen bestimmt, so laBt sich Gleichung (13) auch schreiben 

(dS)2 _ v 2 = v2 _ V 2 = 2k2 (} _ !) . 
d tOO S So 

Aus dieser Gleichung folgt, daB der absolute Betrag der Geschwindig
keit nur abhangt von der Entfernung des Massenpunktes vom Kraft
zentrum (Anfangspunkt 0) und nicht auch von der Bewegungsrichtung. 
Die groBte Entfernung 8 1, die der Massenpunkt erreichen kann, oder, 
wenn man speziell die Fallbewegung betrachtet, die WurfhOhe, gerechnet 
von 0 aus, erhalt man aus der Gleichung 

1 1 vo" 
S1 .~o- - 2-k2 , 

die sich fur v = 0 ergibt. Rechnet man hingegen die WurfhOhe von 
8 = 80 aus, wie es naturgemaB geschieht, wenn man den Wurf eines 
Korpers von der Erdoberflache aus betrachtet, deren Entfernung von 
o durch 8 0 gegeben ist, so haben wir fiir diese Wurfhohe die Formel 

35. Die Entweichungsgeschwindigkeit. Wenn der Massenpunkt an 
der Stelle 8 = 80 die Geschwindigkeit null besitzt, so hat Gleichung 
(13) die Gestalt 

(17) 

Fallt der Massenpunkt aus unendlicher Entfernung, so ist 8g unendlich 
groB und die Gleichung reduziert sich auf 

(18) (dS)2 = 2k'. 
dt 8 

Aus den Ergebnissen des § 34 folgt aber, wenn der Massenpunkt von 
einer Lage 8 aus in der positiven Richtung (Richtung nach oben) mit der 
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durch Gleichung (18) definierten Geschwindigkeit emporgeworfen wird, 
daB er bis zur unendlichen Hohe emporsteigt. Das Anziehungsgesetz 
nach Gleichung (18) ist aber das Newtonsche Gravitationsgesetz; daher 
kann diese Gleichung benutzt werden fUr die Berechnung der Geschwin
digkeit, welche ein Korper besitzt, wenn er von unendlicher Hohe aus 
auf der Oberflache eines Planet en oder Satelliten oder der Sonne selbst 
auffallt. Wenn umgekehrt der Korper mit dieser Geschwindigkeit von 
der Oberflache eines Korpers des Sonnensystems aus emporgeworfen 
wiirde, so wiirde er eine unendliche Hohe erreichen. Dabei ist aber in 
beiden Fallen Voraussetzung, daB der Korper nur der Anziehung des 
einen Himmelskorpers unterliegt. In Wirklichkeit wiirde er der Ein
wirkung der samtlichen Himmelskorper des Sonnensystems, vor allem 
der Sonne selbst, unterworfen sein, und seine Bewegung daher im all
gemeinen einen vollig anderen Verlauf nehmen. 

36. Anwendung auf das Entweichen von Molekeln aus der Atmosphare. 
Nach der kinetischen Gastheorie sind die Volumen- und Druckverhalt
nisse der gasfi:irmigen Korper bedingt durch die gegenseitigen Zusammen
sti:iBe der einzelnen Molekel, welche durchschnittlich sehr groBe Ge
schwindigkeiten besitzen. Die Dichte der Erdatmosphare und die GroBe 
ihres Druckes von 760 mm lassen einen SchluB zu auf die hohe Ge
schwindigkeit der Luftmolekeln und die groBe Haufigkeit ihrer Zu
sammenstoBe. In einem bestimmten Gas besitzen unter festgesetzten 
Bedingungen aber keineswegs aIle Molekiile ein und dieselbe Geschwin
digkeit; die Anzahl derjenigen, deren Geschwindigkeit von dem mitt
leren Werte der Quadrate der molekularen Geschwindigkeiten abweicht, 
nimmt jedoch sehr rasch mit zunehmender GroBe der Abweichung abo 
Theoretisch finden sich in allen Gasen die samtlichen Geschwindigkeits
werte von null bis unendlich, die auBersten aber verschwindend selten 
gegeniiber den anderen. Bei konstantem Druck sind die Geschwindig
keiten direkt proportional der Quadratwurzel aus der absoluten 
Temperatur und umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus dem 
Molekulargewicht. 

Da in allen Gasen die samtlichen Geschwindigkeiten auftreten, so 
miiBte die Lufthiille der Himmelskorper Molekeln enthalten, deren Ge
schwindigkeit groBer ist als die in § 35 definierte Entweichungs
geschwindigkeit. Wenn solche Molekel an der oberen Grenze der At
mosphare eines Himmelskorpers sich von dies en entfernen, so werden 
sie, ohne noch ZusammenstoBe mit anderen Molekeln zu haben, endgiiltig 
entweichen. 1) Da die kinetische Gastheorie durch sehr beweiskraftiges 

1) Diese Theorie riihrt von Johnstone Stoney her, Trans. Royal Dublin Soc., 
1892. 
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Beobachtungsmaterial gestutzt ist, und da im FaIle ihrer Gultigkeit einige 
Molekulesich sicher mit Geschwindigkeiten bewegen, die die Entweichungs
geschwindigkeit noch ubertreffen, so besteht die Wahrscheinlich
keit, daB die Atmospharen der samtlichen Himmelskorper eine Verodung 
erfahren; in den meisten Fallen ist dies aber ein auBerst langsamer 
Vorgang, welcher zudem einen gewissen Ausgleich durch die Ansamm
lung von meteorischen Massen und atmospharischen Molekeln anderer 
Himmelskorper erfahrt. In den oberen Schichten der Lufthullen, von 
denen allein die Molekule entweichen konnen, herrschen niedrige Tempera
turen, wenigstens auf planetarischen Korpern ahnlich der Erde, und hohe 
Geschwindigkeiten sind daher in ihnen selten. Wenn der mittlere Wert 
der Quadrate der Geschwindigkeiten so groB oder groBer ware als die 
Entweichungsgeschwindigkeit, so wurde die Verodung ein verhaltnis
maBig schneller ProzeB sein. In diesem FaIle wurden sich Elemente 
oder Verbindungen von geringem Molekulargewicht auBerst schnell im 
Weltall verlieren, und daher kann man immerhin als sicher annehmen, 
daB es Massenteilchen gibt, die schnell entweichen, wahrend andere 
freilich in starkem MaBe zuruckgehalten werden. 

Wie die Entweichungsgeschwindigkeit von der Oberflache einer Kugel, 
welche eine anziehende Wirkung ausubt, von deren Masse und Radius 
abhangt, soIl jetzt untersucht werden. Die Masse einer Kugel ist direkt 
proportional dem Produkt aus ihrer Dichte und der dritten Potenz 
ihres Radius. Die GroBe k 2, der Wert der Anziehungskraft in der Ent
fernung eins, ist seinerseits zur Masse direkt proportional. Foiglich er
gibt sich aus (18), daB die Entweichungsgeschwindigkeit auf der Ober
flache eines Himmelskorpers direkt proportional zu dem Produkt aus 
ihrem Radius und der Quadratwurzel aus ihrer Dichte ist. Dichte und 
Radius eines Korpers des Sonnensystems drnckt man fUr gewohnlich 
in Werten der Dichte und des Radius der Erde aus; daher IaBt sich 
die Entweichungsgeschwindigkeit leicht fur einen jeden Himmelskorper 
bestimmen, nachdem man sie fur die Erde seIber bestimmt hat. 

1st R der Erdradius, und g die Schwerebeschleunigung auf ihrer Ober
£lache, so foIgt 

(19) 

Wenn man den Wert von k 2 aus dieser Gleichung in (18) einffthrt, so 
wird der Ausdruck fur das Quadrat der Geschwindigkeit 

(:{)2 = 2gr. 
FUr 8 = R sei ~~ = V, dann ergibt sich foiglich 

V2 = 2gR. 
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Nimmt man die Sekunde als Zeiteinheit und das Meter als Langeneinheit, 
so ist R = 6371000 und g = 9.8094. 1) Einsetzung diesel' Werte in 
die letzte Gleichung und Ausfuhrung del' Rechnung liefert fur V den 
Wert V = 11180 m/sec unter Benutzung del' Werte fur die Dichte und 
die Radien del' Planeten, die in Moulton, Introduction to Astronomy, 
Chapter VIII, angegeben sind, erhalt man die folgende Tabelle: 

Himmelskorper Entweichungsgeschwindigkeit 
Erde . . . . . . . . . . . .. 11180 m/sec 
Mond ............ 2396 
Sonne ............ 618200 
Merkur. . . . . . . . . .. 3196 
Venus .......... . 
:!VIars ........... . 
Jupiter .......... . 
Saturn .......... . 
Uranus ......... . 
Neptun ......... . 

10475 
5180 

61120 
37850 
23160 
20830 

Die Entweichungsgeschwindigkeit nimmt mit zunehmender Entfernung 
vom Mittelpunkt des Planet en ab, so daB auch die Geschwindigkeit, die ein 
Molekel besitzen muB, um die Anziehungssphare des Planeten zu uber
winden, entsprechend abnimmt; dabei werden die Geschwindigkeiten 
gewisser Molekeln durch die Zentrifugalkraft vergroBert, welche von der 
Rotation des Planet en herruhrt. 

Es entsteht nun die Frage, ob unter den auf den Oberflachen del' vel'
schiedenen aufgezahlten Himmelskorper herrschenden Bedingungen die 
mittlerenMolekulargeschwindigkeiten del' atmospharischen Elemente klei
ner oder groBer als die entsprechende Entweichungsgeschwindigkeit sind. 

Man kann experiment ell den Druck bestimmen, den ein Gas von ge
gebener Dichte und Temperatur auf die Flacheneinheit ausubt, und 
hieraus den mittleren Wert del' Geschwindigkeitsquadrate berechnen. 
In der kinetischen Gastheorie wird gezeigt, daB die Quadratwurzel aus 
dies em mittleren Wert fUr die Wasserstoffmolekel bei del' Temperatur 
00 C unter atmospharischem Druck etwa 1700 m/sec betragt. Unter 
denselben Bedingungen ist der Wert fur Sauerstoff- und Stickstoff
molekel etwa nul' ein Viertel so groB. 

Die Oberflachentemperaturen del' inneren Planet en sind sicherlich auf 
den Teilen, welche meistens direkter Sonnenbestrahlung unterliegen, 
hoher als 00 C, selbst wenn man die Warme aus dem Innern der Planet en 

1) Annuaire du Bureau des Long. g bezieht sich auf den Breitengrad von 
Paris: 48 0 50' 
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nicht beriicksichtigt. Die geologischen Anschauungen iiber die vulkani
schen Vorgange auf der Erde machen es wahrscheinlich, daB sie in ferner 
Vergangenheit eine bedeutend hohere Temperatur besaB, und daB die 
auBeren Planeten noch nicht bis zum festen Aggregatzustande abgekiihlt 
sind. Offenbar waren die schwerst schmelzbaren Substanzen eine Zeit 
lang im fliissigen Zustande, woraus folgt, daB sie eine Temperatur von 
3000-40000 C hatten. Daher wird fUr sie die Quadratwurzel aus dem 
mittleren Wert der Geschwindigkeitsquadrate sehrviel groBer gewesensein 
als der obige Wert fUr Wasserstoff, und wird diesen groBeren Wert wahr
scheinlich fiir einen groBen Zeitraum beibehalten haben. Vergleicht man 
diese Ergebnisse mit der Tabelle der Entweichungsgeschwindigkeiten, so 
ist ersichtlich, daB der Mond und die inneren Planet en nach dieser Theorie 
unmoglich freie Wasserstoffmolekel und andere Elemente von kleinem 
Molekulargewicht, wie Helium, in ihren Lufthiillen zuriickhalten konnten; 
beim Mond, Merkur und Mars muB sogar haufiges Entweichen von schwe
ren Molekeln wie Stickstoff- und Sauerstoffmolekeln stattgefunden 
haben. Das ist besonders wahrscheinlich, wenn die hoch erhitzten Atmo
spharen sich weit ausdehnten. Die auBeren Planet en und besonders die 
Sonne konnten aIle bekannten Erdelemente zuriickgehalten haben, und 
man sollte nach dieser Theorie erwarten, daB diese Korper von ausge
dehnten Lufthiillen umgeben sind. 

Die beobachteten Tatsachen sind folgende: Der Mond hat keine irgend
wie nennenswerte Atmosphare; Merkur hat eine auBerst diinne, wenn 
sie iiberhaupt besteht; der Mars hat eine sehr viel diinnere als die Erde; 
Venus vielleicht eine etwas dichtere als diese; andererseits sind die 
auBeren Planeten von ausgedehnten Lufthiillen umgeben. 

37. Die Kraft ist proportional zur Geschwindigkeit. Wenn sich ein 
Korper in einem widerstehenden Mittel bewegt, so ist er Kraften unter
worfen, welche von seiner Geschwindigkeit abhangen. Versuche haben 
gezeigt, daB innerhalb der Erdatmosphare der Widerstand bei einer 
Geschwindigkeit von weniger als 3 m/sec sich nahezu mit der ersten 
Potenz der Geschwindigkeit andert, bei Geschwindigkeiten von 3 bis 
300 m/sec nahezu mit der zweiten Potenz der Geschwindigkeit; und bei 
Geschwindigkeiten von iiber 400 m/sec nahezu mit der dritten Potenz 
der Geschwindigkeit. 

(a) Ais erstes betrachten wir den Fall, daB sich der Widerstand mit 
der ersten Potenz der Geschwindigkeit andert; die Bewegung erfolge 
auf der Erdoberflache in horizontaler Richtung unter der Einwirkung 
von Kraften, welche nur von dem widerstehenden Mittel herriihren. 
Alsdann lautet die Differentialgleichung der Bewegung 

(20) 
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wo k eine positive Konstante bedeutet, welehe von den benutzten Ein
heiten, von der Natur des Korpers und des widerstehenden Mittels ab
hiingt. Gleiehung (20) ist eine lineare Differentialgleiehung, auf welehe 
wir die allgemeine Losungsmethode anwenden konnen. 

Setzt man das partikuIare Integral 

8 = elt. 

in (20) ein und dividiert dureh ell, dann folgt 

).2 + k2). = o. 
Die Wurzeln dieser Gleiehung 

{ 
).1 = 0, 

).2 = - k 2 

liefern das allgemeine Integral 

(21 ) 
f 8 = c1 + c2 e- k' t, 

I ds = - c k2 e- k2t 
dt 2 • 

Ist ~~ = Vo und 8 = 80 fiir t = 0, so lassen sieh die Konstanten C1 und C2 

dureh Vo und 80 ausdriieken, und man erhiiJt die Losung 

(22) 8 = 8 + ~o _VOe - k' t 
o k2 k2 • 

(b) Der Widerstand andere sieh wieder mit der ersten Potenz der Ge
sehwindigkeit, die Bewegung erfolge jetzt aber in vertikaler Riehtung. 
Bei positiver Bewegungsriehtung (Riehtung naeh oben) hat man eine 
positive, infolge des Widerstandes abnehmende Geschwindigkeit und 
folglieh eine negative Besehleunigung. Die Differentialgleiehung fiir die 
aufwarts gerichtete Bewegung ist daher 

( d2s 2 ds _ 
23) -cit2 + k dt - - g. 

Ist die Bewegung abwarts geriehtet, so vergroBert der Widerstand die 
negative Gesehwindigkeit (die dem absoluten Betrage naeh abnimmt) 
und hat daher in diesem FaIle eine positive Besehleunigung zur Folge. 
Da aber die Gesehwindigkeit in den beiden Fallen von entgegengesetztem 
Vorzeiehen ist, so gilt die Gleiehung (23) aueh fiir die abwarts geriehtete 
Bewegung. 

Gleiehung (23) ist linear, aber nieht homogen, kann jedoeh leieht mit 
Hilfe einer Methode gelOst werden, welehe man als Variation der Para
meter bezeiehnet. Diese Methode ist fiir astronomisehe Probleme so 
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wichtig, daB sie anlaBlich des gegenwartigen einfachen Problems be
sonders eingefiihrt werden solI, was fiir die Lasung der Gleichung (23) 
nicht in dieser Vollstandigkeit erforderlich ware. Zu dies em Zweck be
trachten wir zunachst die Gleichung 

(24) 

welche man aus (23) erMlt, indem man einfach das von s unabMngige 
Glied unterdriickt. Die allgemeine Lasung dieser Gleichung ist die in 
(21) gegebene. Die Methodeder Variation der Parameter oder der Kon
stanten, besteht in der Bestimmung der GraBen C1 und C2 als Funktionen 
von t in der Weise, daB die Differentialgleichung bei Hinzunahme des 
Gliedes auf der rechten Seite erfiillt ist. Dies bedeutet aber nur eine 
einzige Bedingung fiir die beiden GraBen C1 und Ca, eine zweite kann daher 
noch beliebig gewahlt werden. 

Betrachtet man die GraBen C1 und C2 als Funktionen von t, so erhalt 
man aus der ersten Gleichung (21) durch Differentiation 

~~ = k2c e-k't + ~I!.~ + e-k't dCI. 
dt 2 dt dt 

Ais zweite Bedingung fiir die GraBen C1 und C2 wahlen wir die Be-
ziehung 

(25) dc~_ + e-k't ~.~ = 0 
dt dt' 

welche den Ausdruck fiir ~~ vereinfacht. Dann findet man 

(26) 

und Gleichung (23) liefert daher 

(27) 

Hieraus und aus (25) folgt 

crr=--k& ' 
(28) I dCI g 

C1 = - ~ t + c]', 

WO c1' und c2' die neuen Integrationskonstanten sind. Setzt man diese 
Werte von C1 und c. in (21) ein, so erMlt man 

(29) 
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Die Konstante ~ kann natiirlich mit der wiIlkiirlichen Konstante GI ' 

zu einer einzigen zusammengezogen werden. 
Der Ausdruck (29) ist das allgemeine Integral von (23), weil er die 

beiden wiIlkiirlichen Konstanten GI ' und G2' enthalt; in Gleichung (23) 
eingesetzt, erfiillt er diese in t identisch. Man bemerkt, daB der Teil 
der Losung, welcher von GI ' und G2' abhangt, von derselben Form ist 
wie die Losung von (20). Offenbar erhalt man die allgemeine Losung 
nach derselben Methode, wenn die rechte Seite von (23) - an Stelle 
der Konstanten g - eine bekannte Funktion von t gewesen ware. 

Fiir die Geschwindigkeit des Massenteilchens findet man aus (29) 
den Ausdruck 

(30) d_s = _ k2c 'e- k'/_1L-. 
dt 2 k2 

ds 
Setzt man fiir t = 0: 8 = 80 und dt = Vo und fiihrt diese Werte in 

die Gleichungen (29) und (30) ein, so ergibt sich 

v = - k 2 c2' - JL_ . o k2 , 

und folglich 

Wenn man also die Konstanten aus den Anfangsbedingungen bestimmt, 
so nehmen die Ausdriicke (29) und (30) die Form an: 

(31) I 8 = 80 + f: + -~ - {.- t - (%~ +~,) e- k' t , 

~t-= -~2 + (vo + -~) e- k·/. 

Der Massenpunkt erreicht seine hochste Lage fiir ~~ = O. Es sei T 

die Zeit, die er braucht, urn diese Lage zu erreichen, und S - 80 die 
Rohe dieser Lage; dann findet man aus den Gleichungen (31) 

I ,'-T ~ 1 ::~"; ( k2Vo
) 

S - So = -k2 - k' log 1 + -9- . 

38. Die Kraft ist proportional zu dem Quadrat der Geschwindigkeit. 
Bei der Geschwindigkeit eines starken Windes oder eines aus betracht-

Moulton-Fender, HimmeiBmeohanik 4 
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licher Hohe herabfallenden Korpers oder eines geworfenen Balles andert 
sich der Luftwiderstand sehr nahe mit dem Quadrat der Geschwindig
keit. Es soIl jetzt die Bewegung eines Korpers untersucht werden, 
welcher senkrecht emporgeworfen wird und dabei dem EinfluB der 
Schwerkraft und des Luftwiderstandes unterliegt, welcher mit dem 
Quadrat der Geschwindigkeit sich andert. Der Einfachheit halber solI 
die Beschleunigung, welche von dem Luftwiderstand bei der Geschwindig
keit eins herruhrt, gleich k2g gesetzt werden. Dann lautet die Differen
tialgleichung der Bewegung fUr einen Korper von der Masse ems 

(32) 

Diese Gleichung laBt sich in der Form schreiben 

ihr Integral ist 

(33) 

d ( dS) 
en k dt = _ kg 

1 + k2 (~1r ' 
arc tg (k ~) = - kgt + C1 • 

Wenn ~ = Vo und s = 0 fur t = 0 gesetzt wird, so ist 

C1 = arc tg (kvo). 

Fuhrt man dies en Wert in (33) ein und nimmt auf beiden Seiten die 
Tangenten, so ergibt sich 

(34) ds 1 vok - tg (kgt) 
-df = k 1 + vok tg (kgt) • 

Diese Gleichung stellt die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit dar. 
Multipliziert man Zahler und Nenner der rechten Seite von (34) mit 
cos (kgt) , so wird der Zahler die Ableitung des Nenners nach der Zeit. 
Durch Integration erhalt man daher schlieBlich die Losung 

(35) s = k!g log [vok sin (kgt) + cos (kgt)] + C2 • 

Aus den Anfangsbedingungen ergibt sich C2 = O. Diese Gleichung stellt 
den zuruckgelegten Weg als Funktion der Zeit dar. 

Die Gleichungen Mnnen so umgeformt werden, daB die Geschwindig
keit als Funktion des Weges erscheint. Gleichung (32) kann geschrieben 
werden d ds 2 

~i {k2 Cull = _ 2gk2 .~~ , 
1 + k' (~~r dt 
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so daB ihr Integral lautet 

log {1 + k2 (~~) a} = - 2 g k2 S + Cl ' • 

Aus den Anfangsbedingungen folgt 

c/ = log (1 + k2vo2). 

Mithin ist 
(36) (dB)2 = _~ (1 + k2 2\ -2gk', _ ~ • 

dt kl VOl e kl 

Die groBte Rohe S, welehe der Gesehwindigkeit Null entsprieht, findet 
man aus (36) zu 1 

S = 2g1.2 log (1 + k2vOZ)· 

Die Zeit T, welche erforderlieh ist, damit der Korper die hOehste Lage 

erreicht, ergibt sieh, wenn man in (34) :; = 0 setzt, zu 
1 

T = -kg arc tg (vok), 

Wenn der Karper fallt, so wirkt der Luftwiderstand in der entgegen
gesetzten Richtung, das Vorzeiehen des letzten Gliedes auf der reehten 
Seite von (32) muB daher umgekehrt werden. Dies laBt sich erreiehen, 
indem man kY-=-1 an Stelle von k sehreibt (wenn man diese Anderung 
durchgangig vornimmt, so geJangt man zu den richtigen Ergebnissen). 
Um das Auftreten von imaginaren Ausdrueken zu vermeiden, tut man 
besser, die ResuItate in der Exponentialform anzugeben, anstatt in 
der trigonometrisehen Form wie in (34) und (35). Fur die Anfangs
geschwindigkeit Vo = 0 erbaIt man so die folgenden (34), (35) und (36) 
entspreehenden Gleichungen: 

dB 1 ekyt - e-kg t 

tIt -k- ekyt + e-kg l ' 

(37) 
ekgt + e--kg t e- gk2 • = --, 

2 

( dS)2 = 1 (1 _ 2g k") 
dt kz e . 

IV. Aufgaben. 

1. Man beweise, daB die Gleichung 

dIs s 
.. =-kl -, 

dtl Jlss 
wo die positive Quadratwurzel von s zu nehmen ist, fiir das Problem § 33 giiltig 
ist, wobei sich der Massenpunkt auf der positiven wie auf der negativen Beite von 
o befinden kann. Man integriere diese Gleichung. 

4* 
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2. Man setze in GIeichung (23) s = s' - ::. t, fUhre die direkte Integration 

aus und zeige, daB man so zu demselben Resultat gelangt wie durch Variation 
der Parameter. 

3. Man finde die GIeichungen (37) durch direkte Integration der Differential
gleichungen. 

4. Ein Massenteilchen bewegt sich von der Ruhelage aus unter dem EinfluB 
einer AbstoBungskraft, welche umgekehrt proportional ist zu dem Quadrat der 
Entfernung vom Anfangspunkt 0; man driicke fiir einen bestimmten Augenblick 
Geschwindigkeit und Zeitlange durch den zuriickgelegten Weg aus. 

Losung: v2 =2k2(! _ !), k ll!t=yl,s'-s-';-s+ ~o log ( JlS2=SoS +8-~~) . 
So S V So 2 So 

2-
5. Man bestimme die Grenzgeschwindigkeit in bezug auf die Sonne fiir ihre Ent

fernung von der Erde. 
Liisung: 42220 m/sec. 
6. Ein Massenpunkt bewegt sich unter dem EinfluB einer Anziehungskraft, 

welche direkt proportional zur Entfernung vom Anfangspunkt 0, und eines Wider
standes, welcher direkt proportional zur Geschwindigkeit ist; man integriere die 
Differentialgleichung mit Hilfe der allgemeinen Losungsmethode fiir lineare Diffe
rentialgleichungen. 

Liisung: Ist 1.2 der Proportionalitatsfaktor fiir die Geschwindigkeit und 12 fUr 
die Entfernung, so lauten die Losungen 

s = c1e <. t + c.e <2 t , 

wo 

Man diskutiere im einzelnen die Losung und ihre physikalische Bedeutung, wenn 
(a) k' - 412 < 0, (b) k' - 41' = 0, (c) k' - 412 > O. 

7. Zu den Kriiften der Aufgaben 6 moge noch eine Kraft JLe ~t hinzukommen; 
man fUhre die Liisung aus mit Hilfe der Variation der Parameter und diskutiere die 
Bewegung des Massenpunktes. 

8. Man entwickle die Methode der Parametervariation fiir eine lineare Differen
tialgleichung dritter Ordnung. 

9. Fiir k2 = 0 definiert GIeichung (23) die Fallbewegung. Man beweise, daB der 
Grenzwert der Losungen (31) und (35), wenn k 2 gegen Null konvergiert, 

s = 8 0 + vot -! gt2 ist. 

39. Die parabolische Bewegung. Eine Reihe von Problem en erfordern 
mathematische L6sungsmethoden, welche den bisherigen dieses Kapitels 
ahnlich sind, obwohl sie sich nicht auf geradlinige Bewegung beziehen. 
Wegen dieser Ahnlichkeit in der analytischen Behandlung solI hier nur 
eine kurze Diskussion dieser Probleme gegeben werden. 
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Ein Karper bewege sich unter dem EinfluB einer konstanten, abwarts 
gerichteten Vertikalkraft; es soIl seine Bahnkurve bestimmt werden, 
wenn er in beliebiger Weise emporgeworfen wird. Die Bewegung wird 
in einer Ebene erfolgen; diese Ebene sei die xy-Ebene, und die positive 
y-Achse sei vertikal nach oben gerichtet. Alsdann lauten die Differen
tialgleichungen der Bewegung 

(38) \ ;: ~ 0, 

dts=-g· 

Da diese Gleichungen voneinander unabhangig sind, so k6nnen sie fiir 
sich integriert werden, und liefern 

I x=alt+a2, 
gtB 

y = - 2 + b1 t + ba • 

Setzt man fiir den Zeitpunkt t = 0, x = Y = 0, ~: = Vo cos a, 

~; = Vo sin a, wo a den Winkel zwischen der Anfangsrichtung und der 

Horizontalebene (Abgangswinkel) und Vo die Anfangsgeschwindigkiit 
bedeuten, dann ergeben sich die Integra-
tionskonstanten zu IT 

a1 = Vo cos a, 

b1 = Vo sin a, 

und es folgt 

{
X = Vo cos a . t , 

gtB • 
Y = - 2 + Vo sm a . t . 

(39) 
Fig. 6. 

Durch Elimination von taus diesen beiden Gleichungen erhalten wir 
die Bahnkurve 

g sec1a 
(40) Y = x tg a - -2 B x2 • 

Vo 

Diese ist also eine nach unten offene Parabel (mit vertikaler Achse). 
Man kann ihre Gleichung auch schreiben 

( VOl • )2 2VoI ( V02 sin 2 a) X - - sm a cos a = - ---- y - --- • 
g gsecBa 2g 

Verschiebt man also die Parabel parallel mit sich selbst, bis ihr 
Scheitel in den Koordinatenanfang hineinfallt, so lautet ihre Gleichung 

x2=-2py 
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mit 2p als Parameter. Vergleicht man diese Gleichung mit der fiir die 
Bahnkurve des geworfenen Korpers, so findet man fiir den Scheitel, 
oder den hOchsten Punkt, die Koordinaten 

V 2 
it = ~ sin a cos a , g 

- V 02 • 2 y=---sm a. 
2g 

Die Entfernung der Direktrix vom Scheitel ist gleich dem vierten 
Teil des Parameters. Die Direktrix hat daher die Gleichung 

__ + p _ V 02 sin2 a + VOl COS2 a _ Vol 
y - y 2" - 2g ~-- - 2g • 

Fiir die Geschwindigkeit erhalt man 

v2 = (~:r + (~fr = V 02 - 2gy . 

Urn den Ort zu finden, wo der geworfene Korper die Horizontalebene 
wieder erreicht, setzt man in (40) Y = 0 und erhiiJt dann eine in x 
quadratisclw Gleichung, deren von null verschiedene Wurzel den ge
such ten Ort liefert; sie hat den Wert 

2v 2 • V 2 • 
X = _0 sm a cos a = --"-- sm 2 a • 

g g 

Hieraus folgt, daB man bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit die groBte 
Wurfweite fiir den Abgangswinkel a = 450 erhalt. Aus (39) ergibt 
sich flir die Horizintalgeschwindigkeit Vo cos a und folglich fiir die Flug-
zeit der Wert 2vo sin a. Unter den gegebenen Anfangsbedingungen ist 

g 
diese also direkt proportional zum Sinus des Abgangswinkels. 

Den Abgangswinkel fiir eine gegebene Wurfweite findet man durch 
Auflosung der Gleichung 

x = a = Vo2 sin 2a 
g 

nach a. Fiir a > ~~ besteht keine Losung. Fiir a < VOl ergeben sich 
g g 

zwei Losungen a, die von dem Werte (a = 450) fiir die groBte Wurf
weite urn gleiche Betrage abweichen. 

Die obige Untersuchung beriicksichtigt nicht die Anderung der Schwer
kraft mit der Hohe iiber der Erdoberflache, die Kriimmung der Erd
oberflache und den Luftwiderstand. Fiir Korper von groBem spezifi
schem Gewicht in der Nahe der Erdoberflache liefert sie jedoch bei 
kurzen Wurfweiten Resultate von ziemlicher Genauigkeit. Nimmt man 
jetzt die Richtung der Schwerbeschleunigung nach dem Erdmittel-
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punkt hin und setzt die Schwerkraft umgekehrt proportional zum 
Quadrat der Entfemung vom Erdmittelpunkt, so stellt die Bahnkurve 
eine Ellipse dar, deren einer Brennpunkt mit dem Erdmittelpunkt 
zusammenfallt. Das solI im nachsten Kapitel gezeigt werden. 

v. Aufgaben. 

1. Man beweise den folgenden Satz: Wenn die Beschleunigungen parallel zur 
1£- und y-Achse konstant sind, so ist die Bahnkurve des Korpers unter beliebigen 
Anfangsbedingungen eine Parabel. 

2. Die Richtung der Parabelachse in Aufgabe 1 solI durch die konstanten Kom
ponenten der Beschleunigung ausgedruckt werden. 

3. Unter den Annahmen des Paragraphen 39 solI die Wurfweite OS auf einer 
Geraden durch 0 gefunden werden, welche mit der a;-Achse den Winkel P bildet 
(S zweiter Schnittpunkt der Bahnkurve mit der Geraden). 

4. Es ist zu zeigen, daB die Wurfrichtung im FaIle der groBten Wurfweite auf 
einer gegebenen Geraden g, welche durch die Anfangslage 0 hindurchgeht, den 
Winkel zwischen der y-Achse und der gegebenen Geraden halbiert (d. h. diejenige 
Wurfrichtung, fiir welche die Strecke OS ein Maximum ist, wo S den anderen 
Schnittpunkt der Bahnkurve mit der Geraden 9 bildet). 

5. Es ist zu zeigen, daB der Ort der hechsten Punkte der Wurfparabeln, welche 
den siimtlichen Werten des Abgangswinkels a entsprechen, eine Ellipse ist, fiir 

welche die groBe Achse den Wert "°1
, die kleine den Wert 2"°2 hat. 

9 9 
6. Es ist zu zeigen, daB an einer Stelle der Wurfparabel der Kerper die gleiche 

Geschwindigkeit (absolut genommen) erlangen wiirde (wie bei seiner Wurfbewe
gung), wenn er von der Hehe der Leitlinie herabfiele. 

Die Sonnenenergie. 

40. Albeit und Energie. Wenn eine Kraft unter Dberwindung eines 
Widerstandes einen Korper fortbewegt, so sagt man, die Kraft leistet 
Arbeit. Die GroBe der Arbeit ist bei geradliniger Bewegung proportional 
dem Produkt aus der Kraft oder dem iiberwundenen Widerstande 
und dem Weg, langs welchem sie wirkte. 1m FaIle eines frei beweg
lichen Korpers riihrt der Widerstand ausschlieBlich von der Tragheit 
des Korpers her; wenn Reibung vorhanden ist, so liefert sie auBerdem 
noch einen Anteil zum Widerstand. 

Unter Energie versteht man das Vermogen, Arbeit zu leisten. Wenn 
eine Arbeit von gegebener GroBe an einem frei beweglichen Korper ge
leistet wird, so erlangt der Korper einen Bewegungszustand, der ihn 
befahigt, genau denselben Betrag an Arbeit seIber zu leisten. Diesen 
Zustand bezeichnet man als Bewegungsenergie oder kinetische Energie. 
Wenn die Bewegung des Korpers durch ReibungskrMte verzogert wird, 
so wird ein Teil von der an dem Korper geleisteten Arbeit zur Dber
windung der Reibungskrafte verbraucht; in dies em Fall kann daher der 
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Korper seIber nur soviel Arbeit leisten, als notig war, um ihn in seinen 
Bewegungszustand zu versetzen. Etwa bis zum Jahre 1850 wurde all
gemein angenommen, daB die zur t'rberwindung der Reibung aufgewandte 
Arbeit zum Teil oder vielleicht ganz verloren ware. Mit anderen Worten, 
man war der Ansicht, daB der gesamte, in einem einzelnen System auf
gespeicherte Betrag an Energie allmahlich in Nichts verschwinden 
konne. Indessen machte man die Beobachtung, daB Reibung je nach 
den Umstanden Warme, Schall, Licht, Elektrizitat usw. erzeugt, daB 
diese AuBerungen der Energie von derselben Natur wie die urspriinglich 
betrachteten sind und sich nur in der Form von ihr unterscheiden. Es 
wurde dann nachgewiesen, daB in jedem FaIle diese anderen Energie
formen zusammen von demselben Betrage sind, wie der Verlust an jener. 
Die glanzenden Versuche von Joule u. a. Mitte des neunzehnten Jahr
hunderts haben mit groBer Sicherheit bestatigt, daB der Gesamtbetrag 
an Energie durch Umwandlungen keine Veriinderung erfahrt und stets 
von derselben GroBe ist. Dieses Prinzip, welches unter dem Namen 
Prinzip der Erhaltung der Energie bekannt ist, gehOrt, wenn es sich fUr 
das gesamte Weltall als giiltig erweist, zu den Entdeckungen von groBter 
Allgemeinbedeutung, welche die Naturwissenschaften in den letzten 
hundert Jahren hervorgebracht haben.1) 

41. Die GroBe der Arbeit. Es soIl jetzt die GroBe der Arbeit bestimmt 
werden, welche eine nach dem Newtonschen Gesetz wirkende Kraft an 
einem frei beweglichen Korper leistet, wenn derselbe um eine bestimmte 
Strecke verschoben wird. Bezeichnet m die Masse des Korpers und k2 

eine von der Masse des anziehenden Korpers und den angewandten 
Einheiten abhiingige Konstante, so ist 

(41) 

Das Glied auf der rechten Seite bedeutet die GroBe der Kraft, welche 
an dem Korper angreift. Nach dem dritten Newtonschen Gesetz ist 
diese numerisch gleich der Reaktionskraft oder dem Tragheitswider
stande. Die an dem Korper auf dem Wegelement ds geleistete Arbeit ist 
d~& ~s ~m 

m - . - ds = -- - ds = d W 
dt l Sl ' 

wobei die Richtungen der Kraft und des Wegelementes zusammen
fallen. Um die Arbeit zu finden, welche die Kraft auf dem Wege von 
s = 80 bis s = 81 (s Weglange) an dem Korper leistet, integriert man 
diesen Ausdruck zwischen den Grenzen 80 und SI. Dies ergibt 

1) Herbert Spencer betrachtet dieses Prinzip als Axiom und setzt seine An
.sichten hieriiber in seinem First Principles, part II., chap. VI auseinander. 
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~ (~~)2 _ ~ (d80)2 = k2m (~ _ ~) 
2 dt 2 dt 81 80 

(auch fiir krummlinige Bewegung, falls an jeder Stelle der Bahnkurve 
die Richtungen der Kraft und der Tangente zusammenfallen). Setzt 
man die Anfangsgeschwindigkeit gleich null, so ist die kinetische Energie 
an der Stelle 81 gleich der an dem Korper von 80 bis 81 geleisteten Arbeit 
W, fiir welche man erhiilt 

(42) 

Unter dieser Voraussetzung, daB der Massenpunkt am Anfang der 
Bewegung keine kinetische Energie besitzt, ist also das Vermogen des 
Punktes, Arbeit zu leisten, an der Stelle 81 gleich dem Produkt aus der 
halben Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit. Fallt der Massen
punkt aus unendlicher Rohe herab, so daB also 80 unendlich groB ist, 
so ergibt sich fiir die kinetische Energie der Wert 

(43) 

Wird der Fall des Korpers, etwa beim Auftreffen auf dem Boden, p16tz
lich gehemmt, so verwandelt sich seine kinetische Energie in andere 
Energieformen, so z. B. in Warme. Man hat experimentell gefunden, 
daB ein Korper von 1 kg Gewicht, welcher in der Nahe der Erdoberflache 
einen Raum von 425 ml), unter dem EinfluB der Erdanziehung herab
fallt, beim Auftreffen eine Warmemenge erzeugt, die hinreicht, um die 
Temperatur von 1 kg Wasser um einen Grad Celsius zu erhohen. Diese 
Warmemenge bezeichnet man als Kalorie. 2) Die durch Fall erzeugte 
Warmemenge ist also proportional zu dem Produkt aus dem Quadrat 
der Geschwindigkeit und der Masse des beweglichen Korpers. Bedeutet 
daher Q die Anzahl der Kalorien, so folgt 

(44) Q = Cmv 2• 

Es sei m in Kilogramm und v in Metern pro Sekunde ausgedriickt. 
Um die Konstante C zu bestimmen, setzen wir Q und m gleich eins; die 
Geschwindigkeit ist dann diejenige, welche der 425 m herabfallende 
Korper erlangt. Nach § 30 hat man fiir die Fallbewegung 

{ 
8 = -! gt2, 
V = -gt. 

1) Joule fand 423, 5; Rowland 427, 8. Wegen Versuchsergebnissen und 
Literaturangaben siehe Preston, Theory of Heat, p. 594. 

2) Ein Tausendstel von dieser Einheit, welche man verwendet, wenn man an
statt des Kilogramms das Gramm benutzt, wird auch als Kalorie bezeichnet. 
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Elimination von taus dies en beiden Gleichungen ergibt 
v2 = 2gs. 

Bei den angewandten Einheiten ist g = 9,8094, und da s = 425 und 
v2 = 8338 ist, so folgt aus (44) der Wert 

1 
0= 8338· 

Die allgemeine Formel (44) lautet alsdann 

(45) 

wo Q die Anzahl der Kalorien bezeichnet, wenn Kilogramm, Meter und 
Sekunde als Einheiten der Masse, Lange und Zeit genommen werden. 

42. Die Temperatur von Meteoren. Die Temperaturzunahme eines 
Korpers ist bei passender Wahl der Einheiten gleich der Zunahme der 
Kalorien dividiert durch das Produkt aus der Masse und der spezifischen 
Warme des Korpers. Wir nehmen den Fall, daB ein Meteor, dessen 
spezifische Warme gleich der Einheit ist (in Wirklichkeit ist sie wahr
scheinlich sehr viel kleiner als die Einheit) auf der Erde mit einer ge
gebenen Geschwindigkeit auftrifft; es solI seine Temperaturzunahme 
berechnet werden, wenn der Meteor die gesamte beim Aufschlagen 
erzeugte Warmemenge aufnimmt. Die spezifische Warmemenge wurde 
so angenommen, daB fiir die Masseneinheit die Temperaturzunahme 
numerisch gleich der Zunahme der Kalorien ist. Meteore erreichen die 
Erde gewohnlich mit einer Geschwindigkeit von etwa 40233 m pro 
Sekunde. Setzt man daher in (45) v = 40233 und m = 1, so findet 
man T = Q = 194134 als Betrag der bei einem Korper von der Masse 
eins erzeugten Kalorien, oder fiir die Anzahl der Grade, um welche die 
Temperatur des Meteors sich erhOht. In Wirklichkeit wiirde ein groBer 
Teil der Warme auf die Atmosphare iibergehen; diese Warmemenge ist 
jedoch von so ungeheurer GroBe, daB trotzdem nicht zu erwarten steht, 
daB selbst die groBten Meteore sich bis zu ihrer Ankunft auf der Erde 
halt en konnen. 

Nach den Ausfiihrungen des § 36 wiirde beim Fall aus unendlicher 
Hohe ein Meteor die Sonnenoberflache mit einer Geschwindigkeit von 
ungefahr 618 km/sec erreichen. Die hierbei erzeugte Warmemenge wiirde 
daher (¥!)2 oder 239 mal so groB sein als beim Auftreffen des Meteors 
auf der Erde. Daraus folgt, daB ein Kilogramm beim Herabfallen auf 
die Sonne 45815624 Warmeeinheiten erzeugen wiirde. 

43. Die meteorisehe Theorie der Sonnenenergie. Wenn man bedenkt, 
was fiir eine ungeheure Anzahl von Meteoren (nach H. A. Newtons 1) 

1) Mem. Nat. Acad. of Sci., vol. I. 
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Schiitzung ungefahr 8000000 taglich) auf die Erde fallen, so liegt es 
nahe, anzunehmen, daB die Anzahl derjenigen, die die Sonne treffen, so 
groB ist, daB ihre Temperatur allein dadurch auf derselben Rohe erhalten 
bleibt. Auf dieser Auffassung hat man in der Tat eine Theorie auf
gebaut, um die Quellen der gewaltigen Warmemengen zu erklaren, welche 
die Sonne durch Ausstrahlung verliert. In qualitativer Rinsicht ist 
diese Theorie fraglos richtig, es bleibt nur ihre quantitative Seite zu 
priifen. 

Wir nehmen an, daB die Sonne in jeder Richtung gleiche Warme
mengen ausstrahlt und von einer gleichen Anzahl von Meteoren getroffen 
wird. Vnter dieser Annahme ist fiir einen jeden Teil der Sonnenober
flache der durch Ausstrahlung verlorene Betrag an Warme gleich dem 
durch das Auftreffen der Meteore gewonnenen. Diejenige Warmemenge, 
welche die Erde durch Sonnenausstrahlung empfangt, verhalt sich dann 
zu der gesamten von der Sonne ausgestrahlten Warmemenge wie der
jenige Teil einer Kugeloberflache, welcher vom Sonnenmittelpunkt aus 
von dem Tangentenkegel an die Erdkugel projiziert wird, zu der ge
samten Oberflache der Kugel, deren Mittelpunkt mit dem Sonnenmittel
punkt 0 zusammenfallt und deren Radius gleich der Tangentenlange 
von 0 an die Erdkugel ist (oder naherungsweise gleich der Entfernung 
der Erde von der Sonne). Diese beiden FlachengroBen verhalten sich 
wieder wie derjenige Teil der Sonnenoberflache, welcher von dem pro
jizierenden Kegel ausgeschnitten wird, zu der ganzen Sonnenoberflache. 
Nun werden von der Erde genau ebenso viele Meteore abgefangen als 
von jenem Sonnenoberflachenteil aufgefangen wiirden. Die Erde nimmt 
daher einmal Warme auf durch ZusammenstoB jener Meteore mit ihr 
selbst und unter den gemachten Annahmen noch auBerdem soviel Warme 
durch die Ausstrahlung der Sonne, wie durch ZusammenstoB zwischen 
dieser und der gleichen Anzahl von Meteoren entsteht. 

Die Warmemengen, welcher der Erde aus diesen beiden Quellen 
zuflieBen, miissen sich also wie die Quadrate der Geschwindigkeiten ver
halt en, welche die Meteore beim Auftreffen auf Erde und Sonne besitzen. 
Dieses Verhaltnis hat nach § 42 den Wert 2!9' SoIl daher die meteorische 
Theorie von der Erhaltung der Sonnenenergie zutreffen, so miiBte 
die Erde durch ZusammenstoB mit Meteoren ':6 mal soviel Warme 
.empfangen wie durch Sonnenausstrahlung. Da dieser Warmebetrag sicher 
millionenmal groBer ist als jener, welcher der Erde von den Meteoren 
zugefiihrt wird, so laBt sich die Theorie, daB der konstante Charakter 
der Sonnenenergie allein von dem ZusammenstoB mit Meteoren her
riihrt, nicht aufrechterhalten. 

44. Die Kontraktionstheorie von Helmholtz. Die Arbeit ist propor
tional zu tlem Produkt aus del' Kraft und dem Weg, auf welch em sie 
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wirkt. Uber die Dauer des Bewegungsvorganges wird nichts ausgesagt; 
eS ist daher ohne EinfluB auf den schlieBlichen Energiebetrag, ob der 
Karper den ganzen Weg ohne Unterbrechung faIlend zurucklegt oder 
ob die Zurucklegung mit irgendwelchen Unterbrechungen vor sich geht. 
Wenn also ein Karper sich zusammenzieht, so laBt sich diese Bewegung 
fUr Energiebestimmungen als gleichbedeutend mit einer Aufeinander· 
folge aIler der Bewegungen betrachten, die die einzelnen Teile des 
Karpers dabei ausfUhren, und die darin bestehen, daB jedes Teilchen 
eine sehr kurze geradlinige Strecke zurucklegt, welche samtlich nach dem 
Mittelpunkt des Karpers gerichtet sind. Kennt man daher das Ver
dichtungsgesetz, so kann man die Warmemengen berechnen, die bei der 
Zusammenziehung erzeugt werden. 

Bei dem Versuch, die Erhaltung der Sonnenenergie zu erklaren, be
nutzte Helmholtz 1854 dies en Gesichtspunkt zu ihrer Bestimmung. 
Er nahill dabei an, daB die Zusammenziehung der Sonne in der Weise 
erfolgt, daB ihre Homogenitat erhalten bleibt. Wenn auch diese An
nahme sicherlich nicht zutreffend ist, so sind die Ergebnisse dennoch 
von groBem Wert und geben einen recht deutlichen Begriff von den ohne 
Zweifel tatsachlich vorhandenen Wirkungen der Zusammenziehung. Del' 
mathematische Teil der Theorie findet sich im Philosophical Magazine 
1856, S. 516. 

Wir betrachten eine homogene gasfOrmige Kugel mit dem Radius Ro> 
und der Dichte G. IhreMasse sei Mo. Ferner sei dM ein Massenelement 
im Innern oder auf der Oberflache der Kugel. R bezeichne den Abstand 
des Elementes dM vom Kugelmittelpunkt und M die Masse der Kugel 
mit dem Radius R. Alsdann besteht fUr das Massenelement der Aus
druck (§ 21) 
(46) dM = G R2 cos cpdcpd()dR. 

Das Massenelement unterliegt den Anziehungskraften der ganzen 
Kugel. Wie in Kapitel IV gezeigt wird, findet eine gegenseitige Auf
hebung derjenigen Wirkungen statt, die eine Kugelschale auBerhalb des 
Elementes auf dasselbe ausubt, so daB aIle diese Kugelschalen fur die 
Bestimmung der Krafte, die an dem Element angreifen, auBer Betracht 
bleiben kannen. Jedes Element del' unendlich dunnen Kugelschale, 
welcher dM angehart, unterliegt der gleichen nach dem Mittelpunkt 
hin gerichteten Kraft; folglich genugt es, die Wirkung dieser ganzen 
Kugelschale seIber zu betrachten. Wir bezeichnen ihre Masse mit dMs; 
sie wird gefunden durch Integration des Ausdrucks (46) nach 8 und cpo 
So ergibt sich fur dM. der Ausdruck 

'It I 1/ I dM. = G R2dR.J~ .1' cos cpdcp J d8 = 4nG R2dR. 
o _1/ 

(47) 
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Die Kraft, welche an dem Element dM. angreift, ist gleich _ k2 ~ ~M,. 
Bei der Zusammenziehung der Kugelschale dM, urn die Strecke dR 
wird daher eine Arbeit geleistet von der GroBe 

kIM 
d W, = - dM. ----w- dR. 

Zieht sich die Kugelschale dM, von dem Radius C Rbis zum Radius R 
zusammen, wo C einen Faktor bedeutet, so ergibt sich die Arbeits
leistung durch Intregration dieses Ausdrucks zwischen den Grenzen C R 
und R; man findet 

R 

W - - dM k2M r tl!!. = dM,k 2 M (0 ~). 
,- • • RI R 0 

CR 

Nun ist M = t aR3; fuhrt man daher den Wert von dMB aus (47) ein 
und setzt W, = dW, so folgt fur die an der Kugelschale geleistete Arbeit 

dW = 1: n2a2k2 (0 -;; 1) R4dR. 

Das Integral dieses Ausdrucks von 0 bis Ro liefert den Gesamtbetrag 
der Arbeitsleistung bei der Zusammenziehung der homogenen Kugel vom 
Radius C Ro bis zum Radius Ro. Dieser Gesamtbetrag ist daher 

oder 

(48) W = a k2 (0---.!) Mot. 
5 0 Ro 

Fur lim C = 00 erhalt man hieraus 

(49) 

Benutzt man Sekunde, Kilogramm und Meter als Einheiten und be
rechnet k2 aus dem Werte von g fur die Erde, so ist nach Division 
von W durch ~~s.! das Resultat numerisch gleich der Warmemenge in 
Kalorien, welche bei Umwandlung der gesamten Arbeitsleistung in diese 
Energieform sich ergibt. Die TemperaturerhOhung T des K6rpers ist 
gleich dies em Betrage dividiert durch das Produkt der Masse und der 
spezifischen Warme 'Tj, also 

Q 2W 
(50) T = lJM~ = 83387JMo ' 
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oder, wenn der Wert fur W aus (48) in (50) eingesetzt wird, 

(51) 

Nach Definition ist k 2 die Anziehungskraft der Masseneinheit in der 
Entfernung eins; ist daher m die Masse der Erde und r ihr Radius, so 
folgt kim 

g=ra' 

Lost man nach k 2 auf und setzt in (51) ein, so erhalt man fUr T den 
Ausdruck 

(52) T = 3 (C - 1) • ~ .!-fo . ~ . 
51]C Ro m 8338 

Geschieht also die Zusammenziehung des Korpers aus unendlichem 
Umfang, so bewirkt die erzeugte Warmemenge eine TemperaturerhOhung 
T, welche in Celsiusgraden den folgenden Wert hat: 

(53) 
3 1 r 2 Mo 2g T = -- . - . --- . ---- . ----- -. 
5 1] Ro m 8338 

Wir setzen die spezifische Warme gleich eins, also gleich derjenigen des 
Wassers. 1) Der Wert von gist 9.8094, ferner ist 

f -i~ = 58178, 

l ~~ = 332000. 

Durch Einfuhrung dieser Werte in (53) und Reduktion findet man 

T = 272680000 Celsius. 

Dieses Resultat besagt also folgendes: Wenn die Sonne eine Zusammen
ziehung aus unendlichem U mfang erleidet, wobei ihre homogene Be
schaffenheit dauernd erhalten bleibt, so genugt die erzeugte W iirmemenge, 
um eine TemperaturerhOhung der gleichen Wassermasse von mehr als 
27 Millionen Grad Celsius zu bewirken. 

Wenn man annimmt, daB die Zusammenziehung der Sonne nur aus 
dem Umfange der Bahn des Neptun geschieht, so ergibt Gleichung (52) 
einen Wert von T, welcher urn -dOli kleiner ist. Jedenfalls solI aber 
nicht gesagt werden, daB ihre Zusammenziehung jemals aus so groBen 
Umfangen in der besonderen angenommenen Weise vor sich ging; die 
Ergebnisse sind aber trotzdem bedeutsam und weden sehr viel Licht 

1) Keine andere gewohnliche Erdsubstanz hat eine so hohe spezifische Wanne 
wie eins, auJ3er Wasserstoffgas, dessen spezifische Wanne gleich 3,409 ist. Die 
leichteren Gase der Sonnenatmosphare konnen auch hohe Werte haben. 



Die Sonnenene~e 63 

auf die Frage nach der Entstehung des Sonnensystems aus einem Nebel 
von unendlicher Ausdehnung. Wenn die Zusammenziehung der Sonne 
ihre einzige Energiequelle ware, wtirden diese Ausftihrungen zu bestimm
teren Anschauungen tiber die obere Grenze des Alters der Erde ftihren. 
Diese Begrenzung ist aber so klein, daB sie sich nicht mit den Folge
rungen vertragt, die sich aus verschiedenen geologischen Gesichtspunkten 
ergeben; sie widerspricht auch durchaus dem Alter von gewissen Ura
nium-Erzen, das man aus ihrem Prozentsatz an Bleigehalt berechnet 
hat. Die neuere Entdeckung von gewaltigen subatomaren Energien, 
welche bei dem Zerfall von Radium und mehreren anderen Substanzen 
zutage treten, deutet hin auf das Vorhandensein von bisher nicht be
rticksichtigten Energiequellen; das laBt die Vermutung aufkommen, daB 
sich der Warmevorrat der Sonne teilweise oder sogar zum groBen Teil 
aus diesen Quellen erganzt. Gegenwartig lassen sich keine bestimmten 
Grenzen flir das Alter der Sonne ansetzen. 

Die Beobachtungen von Abbott haben gezeigt, daB, gleiche Sonnen
ausstrahlung in jeder Richtung vorausgesetzt, durch die jahrliche Strah
lungswarme die Temperatur einer Wassermasse, die derjenigen der Sonne 
gleich ist, um 1.44 Grad Celsius erhoht wurde. Um daher zu finden, wie 
groB die Zusammenziehung der Sonne bei ihrem jetzigen Umfang sein 
muB, damit gentigend Warmemengen erzeugt werden, um die gegen
wartige Ausstrahlung 10000 Jahre zu unterhalten, setze man in (52) 
den Wert 14400 fiir T ein und lOse nach C auf. Durch Ausfiihrung der 
Rechnung erhalt man C = 1.000528. 

Dies bedeutet also: Die Sonne warde bei der Verkilrzung ihres jetzigen 
Durchmessers um etwa ein V iertausendstel genilgend Warmemengen er
zeugen, um ihre gegenwartige .Ausstrahlung 10000 Jahre zu unterhalten. 

Der mittlere scheinbare Sonnendurchmesser betragt 1924", also wiirde 
eine Verkiirzung ihres Durchmessers von 0.000528 eine scheinbare 
Anderung von nur 1."0 bewirken; diese GroBe ist aber viel zu klein 
ftir die jetzigen Beobachtungsmethoden. Benutzt man die tiblichen 
Langeneinheiten, so findet man, daB eine Verktirzung des Sonnenradius 
um 36.8 Meter jahrlich die gegenwartige Ausstrahlung deck en wtirde. 

VI. Aufgaben. 

1. Nach dem neuen Werk von Abbott, Smithsonian Institution, wiirde eine 
Flache von 1 qm bei senkrechtem Auffallen der Sonnenstrahlen in Erdentfernung 
19.5 Kalorien in der Minute aufnehmen. Der durchschnittliche Betrag, den 1 qm 
auf der Erdoberflache aufnimmt, verhalt sich zu dieser GroBe wie die Flache eines 
Kreises zu der Oberflache einer Kugel von demselben Radius, oder wie 1 zu 4. 
Die Erdoberflache empfiingt daher durchschnittlich 5 Kalorien pro qm in einer 
Minute. Wieviel Kilogramm von meteorischer Masse miiBten mit einer Geschwin-
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digkeit von 40233 m/sec auf der Erde auftreffen, urn 2~8 von diesem Warme
betrage zu erzeugen? 

Lasung: 0.0000001091 kg. 

2. Wieviel Pfund (1 Pfund = 453.6 g) mill3ten zu diesem Zwecke (siehe Auf
gabe 1) taglich jede Quadratmeile (1 Meile = 1.6093 km) im Durchschnitt treffen? 
Wieviel Tonnen (1 Tonne = 1016.0475 kg) die ganze Erde? 

Lasung: 897 Pfund 
88360000 Tonnen. 

3. Man bestimme die Arbeitsleistung bei der Zusammenziehung einer Kugel, 

wenn das Verdichtungsgesetz 11 = ~Z ist. 

Lasung. W-16nzk2l2(Q-1). Ro_kz(C-1). Mea 
. - C - C Ro' 

oder 1 der geleisteten Arbeit, wenn die Kugel homogen ist. 

4. Laplace nahm an, daB der Widerstand einer Fliissigkeit gegen Zusammen
driickung direkt proportional zu ihrer Dichtigkeit ist; auf Grund dieser Annahme 
fand er, daB ftir das Verdichtungsgesetz eines kugelfarmigen Karpers der Ausdruck 
besteht . ( R) 

Gsm 1-'-a 
11=--R--' 

a 

wo die Konstanten G und I-' von der stofflichen Beschaffenheit des Karpers ab
hangen, und a der Radius der Kugel ist. Dieses Verdichtungsgesetz ist fiir die 
Erde in Dbereinstimmung mit einer Anzahl von Erscheinungen, so z. B. der Pra
zession der Aquinoktien. Man bestimme die Warmemenge, die durch Zusammen
ziehung aus unendlichem Umfang bis zum Radius Ro erzeugt wird, wenn der 
Karper das Verdichtungsgesetz von Laplace befolgt. 

5. Die Erde mage eine Zusammenziehung von der Dichtigkeit 3.5 eines Meteoriten 
bis zu ihrer gegenwiirtigen Dichtigkeit 5.6 erfahren.Man bestimme die Tempe
raturerhahung, welche die ganze Erde hierdurch erfahrt, wenn die spezifische 
Warme gleich 0.2 ist. 

Lasung: T = 6520.5 Grad Celsius. 
6. Man zeige, daB die Arbeitsleistung bei der Zusammenziehung eines homogenen 

abgeplatteten Sphiiroids aus unendlichem Umfang gleich 

W = _ 3_ kZ M arc sin e 
5 Ro e 

ist, wo e die Exzentrizitat eines Meridians ist. 

Geschichtliche Dbersicht und Literatur. 

Die Gesetze der Fallbewegung bei konstanter Beschleunigung wurden von 
Galilei und Stevinus erforscht und fiir viele Falle veranderlicher Beschleunigung 
von New ton. Derartige Probleme sind verhaltnismaBig einfach, wenn die ana
lytischen Methoden angewandt werden, welche uns seit Newton dafiir zur Ver
fUgung stehen. Die parabolische Bewegung wurde von Galilei und Newton unter
sucht. 
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Zu der kinetischen Gastheorie scheint J. Bernoulli Mitte des 18. Jahrhunderts 
die erste Anregung gegeben zu haben, ihre mathematische Behandlung wurde 
zuerst von Clausius entwickelt. Maxwell, Boltzmann und O. W. Meyer 
haben wichtige Beitrage geliefert, und neuerlich Burbury, Jeans und Hilbert. 
Einige hauptsachliche Werke iiber die kinetische Gastheorie sind: Risteen, Mole
cules and the Molecular Theory (beschreibendes Werk); L. Boltzmann, Gastheorie; 
H. W. Watson, Kinetic Theory of Gases; O. E. Meyer, Die kinetische Theorie der 
Gase; S. H. Burbury, Kinetic Theory of Gases; J. H. Jeans, Kinetic Theory of 
Gases. 

Die meteorische Theorie der Sonnentemperatur erhielt von R. Mayer die ersten 
Anregungen. Die Kontraktionstheorie wurde zuerst von Helmholtz in Konigs
berg am 7. Februar 1854 in einer offentlichen Vorlesung angeki.indigt, und spater 
in Phil. Mag. 1856 veroffentlicht. Eine wichtige Abhandlung von J. Homer Lane 
erschien in dem Am. Journ. of. Sci. July 1870. Die erzeugte Warmemenge hangt 
von dem Dichteverlauf der gasformigen Kugel abo Untersuchungen iiber 
diesen Gegenstand bilden 16 Abhandlungen von Ritter in Wiedemanns Annalen, 
Bd. V, 1878 bis Bd. XX, 1883; von G. W. Hill, Annals of Math., vol. IV., 1888; 
und von G. H. Darwin, Phil. Trans., 1888. Das Studium der Originalabhand
lungen ist notig zum Verstandnis der Theorie der Sonnentemperatur. Subatomare 
Energien werden in E. Rut herf 0 r d, Radioactive Substances and their Radiations 
behandelt. 

Beweise ftir das hohe Alter der Erde findet man bei C ham b e r Ii nand S a Ii s
bury, Geology, vol. II. and vol. III., p. 413 u. folg.; wegen einer allgemeinen Er
hrterung tiber das Alter der Erde siehe Arthur Holmes, The Age of the Earth. 

Drittes Kapitel. 

Zentralkriifte. 
45. Die Zentralkraft. Dieses Kapitel behandelt die Bewegung eines 

Massenpunktes, an dem eine Anziehungs- oder AbstoBungskraft angreift, 
deren Wirkungslinie stets durch ein und denselben fest en Punkt hin
durchgeht. Dieser feste Punkt wird das Kraftzentrum genannt. Das 
solI aber nicht heiBen, daB die Kraft von diesem Zentrum ausgeht, oder 
daB es sich nur um eine einzige Kraft handelt, es ist nur gemeint, daB 
die Resultierende der samtlichen Krafte, die an dem Massenpunkt an
greifen, stets durch diesen Punkt hindurchgeht. Die Kraft kann nach 
diesem Punkt hin, sie kann aber auch von ihm fortgerichtet sein, oder 
aber es kann zeitweise das eine, zeitweise das andere stattfinden. Sie 
kann auch in irgendeinem Zeitpunkt verschwinden; fur den Fall, daB 
die Kraft an einer Stelle unendlich groB wird, ist eine spezielle Dnter
suchung, auf welche bier nicht eingegangen werden solI, erforderlich. 
um die weitere Bewegung zu verfolgen. Da in astronomischen und 
physikalischen Problemen Anziehungskrafte am haufigsten auftreten, 
sollen sich die nachfolgenden Entwicklungen auf diese beziehen; den 

HoultoD-FeDder, Himmellmechanik 
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anderen Fall der AbstoBungskrafte erhalt man einfach, indem man das 
Vorzeichen des Intensitatskoeffizienten der Kraft fiir die Entfernung 
eins andert. 

Den Koordinatenanfang vedegen wir in das Kraftzentrum; die Strecke 
vom Koordinatenanfang bis zum beweglichen Punkt heiBt Radius
V ek tor. Die vom Massenpunkt beschriebene Kurve bezeichnet man 
als seine Bahn. Die in diesem Kapitel behandelten Bahnen sind 
ebene Kurven. Die Ebenen sind definiert durch die Lage des Kraft
zentrums und die anfanglicheBewegungsrichtung. Die xy-Ebenemachen 
wir zur Bahnebene. 

4:6. Der Flichensatz. Die nachste Aufgabe besteht darin, die all
gemeinen Eigenschaften einer Bewegung abzuleiten, welche unter dem 
EinfluB von Zentralkraften vor sich geht. Die erste von diesen Eigen
schaften, welcher eine groBe Bedeutung zukommt, bildet der Flachen
satz; er stellt den ersten Satz von Newtons Prinzipien dar und lautet: 
"Wenn sich ein Massenpunkt unter dem Einfluf3 einer Zentralkraft be
wegt, so beschreibt der Radius Vektor in gleichen Zeiten gleiche Fliichen
riiume". Fiir diesen Satz liefert NewtonNen folgenden Beweis. 

• Es bezeichne 0 das Kraft
zentrum; der Massenpunkt 
bewege sich in der ersten Zeit-

o~~~~--------~ 
Fig. 7. 

, 
erreicht er zufolge des ersten 
Bewegungsgesetzes in der 
zweiten Zeiteinheit die Stelle 
C' (A B= BC'). IndemAugen
blick, wo er die Stelle B pas

siert, soll aber plotzlich eine nach dem Koordinatenanfang hin ge
richtete Kraft auf ihn einwirken. Infolge dieser Kraft wiirde er in der 
Zeiteinheit die Strecke Bb durchlaufen, wenn er sich nicht bereits in 
Bewegung befande. Nach dem zweiten Bewegungsgesetz legt er mithin 
die Strecke BC, d. h. die Diagonale des Parallelogramms BbCC' in 
der Zeiteinheit zuriick. Ohne Kraftwirkung wiirde er in der nachsten 
Zeiteinheit die Strecke CD' durchlaufen (BC = CD'). In dem Augen
blick, wo er C erreicht, solI aber eine andere plOtzliche Kraft auf ihn 
einwirken, die wieder nach dem Koordinatenanfang hin gerichtet ist. 
Unter dem EinfluB dieser Kraft wiirde der Punkt ohne bereits vorhandene 
llewegung die Strecke C c in der Zeiteinheit zuriicklegen. Mithin bewegt 
er sich wie vorhin langs der Diagonale des Parallelogramms und kommt 
am Ende der Zeiteinheit in Dan. Diese Betrachtung laSt sich bis ins 
U nen:dliche fortsetzen. 
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Wegen Gleichheit von Grundlinie und Hohe haben die folgenden 
Dreiecke gleiche Flacheninhalte: 

OAB = OBC' = OBC = OCD' = OCD = etc. 

Foiglich ist OAB = OBC = OCD = ODE usw. Das heiBt abel', daB 
die in den aufeinanderfolgenden Zeiteinheiten uberstrichenen Dreiecks
flachen gleich sind; und folglich sind die Summen der in bestimmten 
Zeitabschnitten uberstrichenen Dreiecksflachen zu diesen Zeitabschnit
ten proportional. 

Diese Uberlegung ist uneingeschrankt richtig, so klein die Zeitab
schnitte auch genommen werden. Die Bewegung moge in einem be
stimmten endlichen Zeitraum erfolgen. Die einzelnen Abschnitte der 
Bahn mogen immer kleiner werden, und die Aufeinanderfolge der Kraft
wirkungen immer dichter. Das Verhaltnis eines Bahnabschnittes zu 
del' zugehorigen Kraft moge stets einen endlichen Wert haben; alsdann 
\vird sich die gebrochene Linie mehr und mehr einer Kurve annahern. 
Nehmen die Zeitabschnitte schlieBlich den Grenzwert null an, so geht 
die Folge der einzelnen diskreten Krafte in eine stetige Mannigfaltigkeit 
von Kraften uber, d. h. wir erhalten eine stetig~ veranderliche Zentral
kraft; an Stelle der gebrochenen Linie ergibt sich eine Kurve als Grenz
gebilde. Wahrend des ganzen Grenzprozesses bleiben die yom Radius 
Vektor in gewissen endlichen Zeitabschnitten uberstrichenen Flachen 
zu diesen Zeitabschnitten proportional. Daher besteht diese Pro portio
nalitat auch in der Grenze selbst, und das Theorem gilt auch fUr den 
Fall einer stetig veranderlichen Zentralkraft. 

Man bemerkt indessen, daB die Annahme einer stetig veranderlichen 
Zentralkraft nicht erforderlich ist; die Kraft kann auch unvermittelt 
die entgegengesetzte Richtung oder auch den Wert null annehmen, 
ohne daB der Satz seine Gultigkeit verliert; der Fall, wo sie unendlich 
groB wird, ist jedoch auszuschlieBen und einer besonderen Untersuchung 
vorzu behalten. 

Die lineare Geschwindigkeit in einelll bestilllmten Punkte der Bahn 
ist umgekehrt proportional zu der Senkrechten, die vom Koordinaten
anfang auf die Tangente in diesem Punkte gefallt ist; denn die in der 
Zeiteinheit beschriebene Dreiecksflache ist gleich dem hal ben Produkt 
aus der Geschwindigkeit und jener Senkrechten und hat, wie oben be
wiesen, stets denselben Wert. 

47. Analytischer Beweis des Flachensatzes. Obwohl der Beweis des 
§ 46 in geometrischer Sprache gefuhrt wurde, so enthalt er doch die 
wesentlichen Elemente des Infinitesimalkalkuls. So bedeutete das Ver
fahren des Grenzuborganges illl Grunde nichts anderes als das Problem 
in Differentialgleichungen ausdriicken, und wenn verlangt wurde, daB 

5* 
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die uberstrichenen Flachen- und zugehOrigen Zeitabschnitte ihre end
lichen GroBenverhaltnisse beibehalten sollten, wahrend die zugrunde 
gelegten Masseinheiten sich unbegrenzt der Null naherten, so kam das 
im wesentlichen einem Integrationsverfahren gleich. Die Behandlung 
aller Probleme, die sich auf Bewegungen und veranderliche Krafte 
beziehen, lauft im weaentlichen auf infinitesimale Methoden hinaua, 
wenn dabei auch die Sprache der Geometrie angewandt wird. Unter
suchungen in geometrischer Form mogen auf den ersten Blick leichter 
erscheinen, sie sind aber durchweg von ganz spezieller Bedeutung und 
fuhren oft zu erheblichen fundamentalen Schwierigkeiten. Andererseits 
la13t sich der Infinitesimalkalkul jenen Problemen vollkommen anpassen, 
und wenn man ihn einmal beherrscht, so ist seine Anwendung verhaltnis
maBig einfach und von groBer Allgemeinheit. Einige Probleme sollen 
noch nach beiden Methoden behandelt werden, um ihre wesentliche 
tJbereinstimmung zu zeigen und die Vorteile der analytischen zu ver
anschaulichen. 

Der bewegliche Massenpunkt moge die Beschleunigung t erfahren. 
Es sei wieder vorausgesetzt, daB die Wirkungslinie der Kraft stets durch 

} einen fest en Punkt hindurchgeht, den wir zum 
Koordinatenanfang nehmen wollen. 

Das Kraftzentrum sei mit 0 bezeichnet, und P 
sei ein Punkt der Bahnkurve mit dem recht
winkligen Koordinaten x und y und den Polar
koordinaten r und (). Dann sind die Kompo

o~~_--=x::...-_ ....... _..:;;'ll nenten der Beschleunigung nach der x- und 
Fig. 8. y-Achse gleich t cos () und t sin (), und die Diffe-

rentialgleichungen der Bewegung lauten 
d2 a; a; I d tZ = =F t cos () = =F t r ' 
dZ y = =F t sin () = =F t JL . 
dt2 r 

(1) 

Das negative Zeichen gilt im FaIle einer anziehenden, das positive im 
Falle einer abstoBenden Kraft. 

Multipliziert man die erste Gleichung von (1) mit - y, die zweite 
mit + x und addiert, so ergibt sich 

dSy d'a; 
x dt2 - Y dtz = O. 

Integration dieses Ausdrucks liefert 
( ay aa; 
2) xdi-Ydi=h, 

wo h die Integrationskonstante bedeutet. 
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Die Integrale von Differentialgleichungen fiihren im al1gemeinen auch 
dann zu wichtigen Satzen, wenn die Losung nicht volIkommen durch
gefiihrt ist; man wird sie daher zu diskutieren suchen, in welcher Form 
man sie auch erhalt. 

Beachtet man § 16, so kann man die Gleichung (2) schreiben 
d y d a; _ 2 dO _ dA. _ h 

X dt - Y dt - r de - 2 (it - , 

wo A die vom Radius Vektor iiberstrichene Flache bezeichnet. Das Inte
gral dieser Gleichung ist A = tht + c, 

woraus hervorgeht. daB die iiberstrichene Flache direkt proportional 
zur Zeit ist. Das ist aber der Satz, der bewiesen werden sollte. 

48. Umkehrung des FIi1chensatzes. Wir gehen jetzt aus von der 
Annahme 

Durch Differentiation nach t findet man 
dA. 
dt = Cl' 

Diese Gleichung lautet in Polarkoordinaten 

2 dO 2 r dt = C1 

und in rechtwinkligen Koordinaten 
dy da; 

x df - Y M = 2C1' 

Differentiiert man diesen Ausdruck nach t, so findet man 
d2 y d2 y _ • 

x (i-i2 - Y dt2 - 0, 

oder 

Das heiBt, die Beschleunigungskomponenten sind proportional zu den 
Koordinaten; wenn also der Flachensatz gilt, so geht die Resultierende 
der Beschleunigungen durch das Kraftzentrum hindurch. 

Aus r2 ~~ = 2c1 folgt :e (r2~~) = 0. Mithin ist nach § 14 (19) die 

Beschleunigung senkrecht zum Radius Vektor gleich Null; sie liegt also in 
der Geraden, die durch den Koordinatenanfang hindurchgeht. 

49. Winkel- und lineare Geschwindigkeit. Aus dem Ausdruck fiir den 
Flachensatz in Polarkoordinaten folgt 

(3) dO h 
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das heiBt, die Winkelgeschwindigkeit ist umgekehrt proportional zum 
Quadrat des Radius Vektors. 

Die lineare Geschwindigkeit ist 
ds ds dO ds h 
dt=d(JdI=dOr£' 

Bezeichnet p die Senkrechte vom Koordinatenanfang auf die Tangente, 
dann ist nach der Differentialrechnung bekannt, daB 

ds r2 
dO =p-' 

Der Ausdruck fUr die lineare Geschwindigkeit wird daher 

(4) ds h eli = _pO 

Das heiBt, die lineare Geschwindigkeit ist umgekehrt proportional zu der 
Senkrechten 'Vom Koordinatenanlang aul die Tangente. 

SimuItane Differentialgleichungen. 
50. Die Ordnung eines Systems von simultanen Differentialgleichungen. 

Gleichung (2) bildet ein Integral der beiden Differentialgleichungen (1), 
welches die Bewegung des Massenpunktes erfiillen muB. Wir stellen 
die Frage, durch wieviel Integrale die vollstandige Losung dargestellt 
wird. 

Die Anzahl der Integrale, welche die vollstandige Losung eines Systems 
von Differentialgleichungen liefern, nennt man die 0 r d n ung des Systems. 
So ist z. B. die Gleichung 

(5) 

von der n ten Ordnung, weil n Integrationen erforderlich sind, um sie 
auf eine Integralform zu bringen. Ebenso muB die allgemeine Gleichung 

(6) 

wo I .. , ... , 10 Funktionen von x und t sind, nmal integriert werden, 
um x als Funktion von t auszudrucken; sie ist daher ebenfalls von del' 
n ten Ordnung. 

Eine Gleichung 'Von der n ten Ordnung lapt sich aul ein aquivalentes 
System 'Von n simultanen Gleichungen zUrUckluhren, von welchen jede 
'Von der ersten Ordnung ist. Um diesen Satz fur die Gleichung (6) zu 
beweisen, set zen wir 

dx dX1 dx,._2 
Xl = Ct( , x 2 = dt ' ••• , X"-l = dt ; 



woraus folgt 

(7) 

Simultane DifferentiaIgleichungen 

dx 
dt= Xl' 

dX1 
dr= X2 , 

dx. 
dt = Xa, 

dXn_ t fn-l fl fo -- = - -- Xn 1 - ••• - -- Xl - • 
dt fn - fn fn 
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Diese n simultanen Gleichungen erster Ordnung bilden ein System n tel' 
Ordnung. Filhrt man eine Gleichullg, oder ein System von Gleichungen, 
auf die Form (7) zuruck, so bezeichnet man dieses Verfahren als Reduktion 
auf die Normallorm und das System seIber als Normalsystem. 

Zwei simultane Gleichungen von den Ordnungen m und n lassen sich 
auf ein Normalsystem von der Ordnung m + n zuruckfuhren. Wir 
nehmen die Gleichungen 

dmx dx 
1m dtm + ... + 11 Iii + fo = 0, 

(8) 

wo die Ii und CPi Funktionen von X, y und t sind. Durch ein Substitutions
verfahren, analog dem fur die Reduktion der Gleichung (6) benutzten, 
folgt, daB sie aquivalent sind dem Normalsystem 

dx 
dt = Xl' 

(9) 

dXm_1 fm-l 11 fo 
---dr- = - --f'--- Xm- l - ••• - 1 Xl - 'f ' 

m m m 

dy 
{fi= Yl' 

d Yn-l tpn-l 'fIl 'flo ---=----, Yn-l-··· - YI - , 
d t 'fin 'fin 'fin 

welches in der Tat von der Ordnung m + n ist. Offenbar ist eille ahn
liche Reduktion moglich, wenn jede Gleichung (8) Ableitungen del' 
beiden Varia bIen X und Y nach t enthalt, wobei sie getrennt oder als 
Produkte auftreten konnen. 

Umgekehrt liipt sich ein Normalsystern von der Ordnung n im all
gemeinen aul eine einzige Gleichung-von der Ordnung n mit einer abhangigen 
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Variablen zuruckluhren. Wir betrachten beispielsweise das System zwei
ter Ordnung 

(10) I ~y = I(x, y, t), 

dy ( dt = q; x, y, t). 

Von dies en beiden Gleichungen differentiieren wir etwa die erste nach t 
und erhalten 

(11) 

Durch Elimination von y und ~~ aus den Gleichungen (10) und (11) 

folgt eine Gleichung von der Form 

d2 x (dX) 
dt2 +F x'aX = 0, 

wo F eine Funktion von x und ~; ist. NaturgemaB konnen die Funk

tionen lund q; so beschaffen sein, daB die Elimination von y und ~~ 
groBe Schwierigkeiten bereitet. 

Wenn das Normalsystem von der dritten Ordnung in den abhangigen 
Variablen x, y und z ware, so wiirde man die erste und zweite 
Ableitung von der ersten Gleichung und die ersten Ableitungen von 
der zweiten und dritten Gleichung bilden. Diese vier neuen Glei
chungen sind zusammen mit den drei urspriinglichen Gleichungen 
sieben Gleichungen; aus ihnen konnen daher die Eechs GroBen 

dy dz d2 y d d2 z. II . I··· t d d· li f t y, z, dt' crt' dt2- un dt 2 1m a gememen e Immler wer en; leS e er 

eine Gleichung von der dritten Ordnung in x allein. Dieses Verfahren 
laBt sich auf ein System beliebiger Ordnung ausdehnen. 

Die Differentialgleichungen (1) lassen sich durch die Substitution 

x' = ~~, y' = ~t auf das Normalsystem von der vierten Ordnung 

(12) I :: ~ x:. :! ~ "' t: · 
-di = Y 'dt = + I-y 

zuriickfUhrpn. Daher ist zur vollstandigen Losung des Problems die 
Bestimmung von vier lntegralen erforderlich. Die Geschwindigkeits
komponenten x' und y' spielen in dem Normalsystem (12) eine ahnliche 
Rolle wie die Koordinaten, der Kiirze wegen sollen sie daher in Zukunft 
haufig seIber als Koordinaten angesprochen werden. 
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51. Reduktion der Ordnung. Wenn man ein Integral eines Systems 
von Differentialgleichungen bereits kennt, so gibt es zwei Methoden zur 
Auffindung der vollstandigen Losung. Die ubrigen Integrale konnen aus 
den ursprunglichen Differentialgleichungen seIber ohne Berucksichtigung 
des bereits gefundenen ermittelt werden, oder man kann mit Hilfe des. 
bekannten Integrals die Ordnung des Systems von Differentialgleichun
gen urn eins reduzieren. Dies soIl im allgemeinen Falle nachgewiesen 
werden. Wir betrachten das folgende System von Differentialgleichungen 

~t= h(xl , ... , Xn , t), 

(13) ~~l = f2(Xl , ... , Xnt t), 

dXn f ( Tt= n Xl' ••• , Xn , t). 

Es sei das Integral 

F (Xl' x 2, ••• , Xn> t) = constant = a 

bestimmt worden. Denkt man sich diese Gleichung nach X aufgelost, 
so kann man das Rosultat schreiben 

Durch Einsetzung dieses Ausdrucks fUr Xn in die ersten n- 1 Gleichun· 
gon (13) erhalt man 

(14) 

.. -, Xn-l> a, t), 

. . -, Xn-l> a, t), 

dXn _ 1 ( t) -dt = fPn-l Xv ••• , Xn-l, a, . 

Das ist ein simultanes System von der Ordnung n-l, das von der 
Variablen Xn unabhangig ist. 

Zusammenfassend laBt sich folgendes sagen: Die Ordnung eines simul
tanen Systems von Differentialgleichungen ist gleich der Summe der 
Ordnungen der einzelnen Gleichungen. Es sind fur Gleichungssysteme 
verschiedene Darstellungen moglich, z. B. laBt sich ein System n ter 
Ordnung als eine einzige Gleichung von der n ten Ordnung oder als ein 
System von n Gleichungen der ersten Ordnung darstellen; die Integrale 
lassen sich samtlich aus dem ursprunglichen System seIber herleiten oder 
dadurch, daB die Ordnung des Systems jedesmal nach Bestimmung 
eines Integrals reduziert wird. Bei mechanischen und physikalischen 
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Problemen sind die Anschauungen wichtig fur die Auffindung mathe
matischer Methoden der Behandlung; es ist daher im allgemeinen vorteil
haft, dafur zu sorgen, daB der Zusammenhang zwischen mathemati
scher Darstellung und geometrischen oder physikalischen Verhiiltnissen 
nicht verlorengeht. Aus diesem Grunde ist es im allgemeinen auch 
besser, keine Reduktion der Ordnung eines Gleichungssystems vorzu
nehmen. 

VII. Aufgaben. 
1. Es solI der geometrische Beweis der Umkebrung des Flachensatzes aufgestellt 

und seine durchgangige trbereinstimmung mit dem analytischen Beweis dargetan 
werden. 

2. Der Satz von der Winkelgeschwindigkeit ist geometrisch zu beweisen. 
3. Warum kiinnen die Gleichungen (1) nicht einzeln integriert werden? 
4. Der Flachensatz solI direkt aus Gleichung (2) ohne Verwendung von Polar

koordinaten abgeleitet werden. 
5. 1m besonderen ist zu zeigen, daB ein Normalsystem von der vierten Ordnung 

auf eine einzige Gleichung vierter Ordnung zUrUckgefiihrt werden kann, und um
gekehrt. 

6. Das Gleichungssystem (12) solI mit Hilfe des Flachensatzes auf ein solches 
von der dritten Ordnung reduziert werden. 

52. Das Integral der lebendigen Kraft. Die Beschleunigung sei nach 
dem Koordinatenanfang hin gerichtet, so daB wir in den Gleichungen (1) 
das negative Zeichen zu nehmen haben. Multipliziert man die erste 

der Gleichungen (1) mit 2 ~;, die zweite mit 2 ~ I und addiert, so er

gibt sich d2 xdx d2ydy 2f( dx d y) 
2dt2 dt + 2dt2 dt =---; x dt + Yilt' 

Aus r 2 =, x 2 + y2 folat x ~ x + Y ~_y = r dr • 
o dt dt dt ' 

. hi. d2 X d X d2 Y d y dr 
somlt er a ten WIr 2 dt2 dt + 2 dt2 dt = - 21 -dt . 

Es solI 1 nur von r abhangen, wie bei den meisten astronomischen und 
physikalischen Problemen. Dann haben wir 1 = rp (r), und 

d"xdx d"ydy dr 
2 dt" dt + 2 dt"dt = - 2 rp(r)d-t' 

Diese Gleichung besitzt das Integral 

(15) (~ir + (!f)" = v2 = - 2jrp(r)dr + c. 

Wenn man also die Funktion rp (r) kennt, laBt sich das Integral der 
rechten Seite ermitteln. Bezeichnet man das Integral mit (jJ (r), so 
konnen wir schreiben 
(16) v2 = - 2(]) (r) + c. 
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Fur den Fall, daB (jJ (r), wie in physikalischen Problemen, eine ein
deutige Funktion von r ist, folgt aus (16), wenn die Zentralkraft nm 
von der Entfernung abhangt, daB die Geschwindigkeit in samtlichen 
Punkten, die vom Koordinatenanfang gleich weit entfernt sind, den 
gleichen absoluten Betrag hat. Ihre GroBe in irgendeinem Punkte hangt 
daher nur von den anfanglichen Betragen der Entfernung und Ge
schwindigkeit ab, und nicht von der Gestalt der Bahnkurve. Da die 
Gravitationskraft umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent
fernung zwischen den anziehenden Korpern ist, so folgt, daB ein Korper, 
z. B. ein Komet, in einer gegebenen Entfernung von der Sonne die
selbe Geschwindigkeit besitzt, sei es, daB er sich der Sonne nahert oder 
sich von ihr entfernt. 

Einige Faile, in welchen f eine Funktion der Koordinaten allein ist. 

53. Die Kraft ist direkt proportional zur Entfernung. Wenn man von 
den Gleichungen (1) weitere Integrale erhalten will, muB man f alii 
Funktion der Koordinaten kennen. Die Integration gestaltet sich be
sonders einfach, wenn die Kraft direkt proportional zur Entfernung ist. 
Bedeutet k2 die Beschleunigung in der Entfernung eins, so ist f = k 2r, und 
man erhalt im FaIle einer Anziehungskraft aus den Gleichungen (1) die 
Beziehungen 

(17) 

Diese Gleichungen besitzen die wichtige Eigenschaft, yoneinander unab
hangig zu sein, da die eine nur die Veranderliche x, die andere nur die 
Veranderliche y enthalt. Ferner bemerkt man, daB sie linear sind, und 
ihre Losung daher nach den Methoden des § 32 gefunden werden kann. 
W dx, dy, f"" d Z't kt t 0 enn x = xo, it = xo , y = Yo, d t = Your en e1 pun = ge-

setzt wird, so erhiilt man die folgenden Losungen in trigonometrischel' 
Form 

k Xo'· k 
x = + Xo cos t +k- sm t, 

(18) 
dx k . k 'k dt = - . Xo sm t + Xo cos t, 

k Yo' . k y = + Yo cos t + k- Rm t, 

~? = - kyo sin kt + Yo' cos kt. 

Zur Elimination von taus del' ersten und dritten der Gleichungen (18) 
multipliziere man die heiden Gleichungen mit geeigneten Faktoren nnd 
addiere; das liefert 



76 

(19) 
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{ (xoYo' - Yoxo') sin kt = k (xo Y - Yox), 

(xoYo' - Yox o') cos kt = Yo' x - xo'y. 

Durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen erhalt man fiir die 
Bahnkurve 

(20) 
(k 2Yo2 + Yo'2)X 2 + (k 2x0 2 + XO'2) y2 - 2 (k2xoYo + xo'Yo')xy 

= (xoYo' - YoXO')2. 

Diese Gleichung stellt eine Ellipse mit dem Mittelpunkt im Koordinaten
anfang dar; fiir den Fall, daB Xo Yo' - Yo xo' = 0 ist, artet die Kurve 
jedoch in zwei zusammenfallende Gerade aus; alsdann hat man 

woraus 

_~o = '}J~_ = constant = c. 
Xo' Yo' , 

Xo = cxo', Yo = cYo' 

folgt. In diesem Fall erhalt Gleichung (20) die Gestalt 

(21) (k 2c2 + 1) (Yo'x - xo'y)2 = 0, 

man hat es daher mit einer geradlinigen Schwingungsbewegung zu tun. 
Jedenfalls aber (nicht nur in dies em Spezialfall) bilden unter beliebigen 
Anfangsbedingungen die Koordinaten und die Geschwindigkeitskompo-

nenten periodische GroBen mit der Periode 2; . 
54. Die Differentialgleichung der Bahnkurve. Die Gestalt der Bahn

kurve ist, ganz abgesehen von der Art, wie sie von dem Massenpunkt 
durchlaufen wird, von dem groBten Interesse. Eine allgemeine Methode 
zur Bestimmung der Bahnkurve besteht in der Integration der 
Differentialgleichungen und nachfolgender Elimination der Zeit. Diese 
Elimination ist haufig ein recht umstandliches Verfahren; es liegt 
daher nahe, zu fragen, ob die Elimination der Zeit nicht bereits vor 
der Integration ausgefiihrt werden kann, so daB die Integration 
unmittelbar zu einer Kurvengleichung fiihrt, welche nur die Koordi
naten als Veranderliche enthalt. Wir wollen zeigen, daB diese Moglich
keit besteht, wenn die Kraft von der Zeit unabhangig ist. 

Die Differentialgleichungen der Bewegung lauten (§ 47) 

I ~t~ = - t ~ , 
d2 y Y 
(it2 =-ir · 

(22) 

Da die Funktion t die Zeit nicht enthalt, geht sie nur in die Ableitungen 
ein. Ein Differntialquotient zweiter Ordnung laBt sich aber nicht wie 
ein gewohnlicher Bruch behandeln; es ist daher erforderlich, die Ordnung 
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der Ableitungen erst zu erniedrigen, ehe man die unmittelbare Elimina
tion von t vornimmt. Zu diesem Zwecke wendet man auBerst bequem 
Polarkoordinaten an. Die Gleichungen (22) lauten in Polarkoordinaten 

I :~: -r(:~r=-f, dlB dr dB 
r dtB + 2 dt dt = O. 

(23) 

Die zweite von diesen Gleichungen besitzt das Integral 

I dB h r dt= • 

Setzt man den Wert fur ~~ aus dies em Ausdruck in die erste Gleichung 

(23) ein, so ergibt sich 

(24) 
dlr _ hI _ f 
dt l - rs • 

Es sei r = ~ und folglich 
11. 

I dr 1 du 1 du dB du 
(it = - u. dt = - u l dB dt = - h dB' 

dar _ d (dU) _ diu dB _ hI adlu 
dt,--hdt dB --hd,B1dt-- U dBi· 

Wenn dieser Wert der zweiten Ableitung von r gleich dem in Gleichung 
(24) gefundenen gesetzt wird, so erhalten wir 

(25) 

Diese Differentialgleichung ist von der zweiten Ordnung, zu ihrer Be
stimmung wurde jedoch bereits ein Integral benutzt; das Problem selbst, 
die Bahnkurve zu bestimmen, ist daher von der dritten Ordnung. Das 
vollstandige Problem war indessen von der vierten Ordnung; das vierte 
Integralstellt die Beziehung zwischen den Koordinaten und der Zeit dar 
oder bestimmt die Lage des Massenpunktes auf der Kurve zn einem ge
gebenen Zeitpnnkt. 

Da das Integral (25) die GroBe u und folglich r durch B ausdriickt, 
so liefert die Integration der Gleichung 

dB 
rldt = h 

die Beziehung zwischen B nnd t. 
Umgekehrt kann die Gleichung (25) zur Bestimmung der Zentral

kraft benutzt werden, wenn die Bahnkurve gegeben ist. Hierzu ist nur 
notig, die Kurvengleichung in Polarkoordinaten anzugeben und die 
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rechte Seite von (25) auszuwerten. Dieses Verfahren ist fur gewohnlich 
einfacher als das umgekehrte der Bestimmung der Bahnkurve, wenn die 
Kraft gegeben ist. 

55. Das Gravitationsgesetz von Newton. Anfangs des 17. Jahrhunderts 
entdeckte Kepler drei Gesetze der Planetenbewegung, welche er durch 
eine auBerst muhsame Diskussion einer langen Reihe von Planeten
beobachtungen, besonders des Mars, ableitete. Sie lauten folgender
maBen: 

Gesetz I. Der Radius Vektor von der Sonne nach einem Planeten 
durchstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fliichenraume. 

Gesetz II. Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren einem Brenn
punkt die Sonne steht. 

Gesetz III. Die Quadrate der Umlaufszeiten zweier Planeten verhalten 
sich wie die Kuben der grof3en Achsen de?· Bahnellipsen. 

Auf Grund dieser Gesetze fuhrte Newton seinen Beweis, daB· die 
Planeten sich unter dem EinfluB von Krii.ften bewegen, die nach der 
Sonne hin gerichtet sind, und die sich umgekehrt wie die Quadrate ihrer 
Entfernungen von der Sonne verhalten. Das N ewtonsche Gesetz solI 
hier analytisch und nicht wie in den Prinzipien1) geometrisch abgeleitet 
werden. 

Aus der Umkehrung des Flachensatzes und Keplers erstem Gesetz 
folgt, daB die Planeten Zentralkrii.ften mit der Richtung nach der Sonne 
unterliegen. Die Hahnkurven ergeben sich aus dem zweiten Gesetz; mit 
Hilfe von Gleichung (25) kannman daher die Beschleunigung durch die 
Koordinaten ausdrucken. Bedeutet a die groBe Halbachse der Ellipse 
und e ihre Exzentrizitat, so lautet ihre Gleichung in Polarkoordinaten, 
falls der eine Brennpunkt mit dem Koordinatenanfangzusammen-
raIlt, a(1 - e2) 

r=r+-ecosO· 
d2u 1 

Daher ist u + d02 = ci(C'=--e2) 

Setzt man diesen Ausdruck in (25) ein, so findet man als Gleichung fur 
die Beschleunigung h2 1 k2 

f = aTC= eS) r2 = ,.2 • 

Die Beschleunigung, die ein Planet erfahrt, ist daher umgekehrt pro
portional zu dem Quadrat seiner Entfemung von der Sonne. 

Eliminiert man die Entfemung r mit Hilfe der Polargleichung der 
Ellipse, so nimmt der Ausdruck fur f die folgende Gestalt an: 

f = k12(1 + e cos 0)2. 

1) Book I., Proposition XI. 



Einige Falle, in welchen f eine Funktion dar Koordinaten allein ist 7!) 

Dieser Ausdruck hangt also nur ab von der Richtung des angezogenen 
Korpers und nicht von seiner Entfernung. Fiir Punkte auf der Ellipse 
liefern die beiden Ausdriicke fUr I denselben, fiir Punkte auBerhalb der 
Ellipse verschiedene Werte. Offenbar kann manje nach der Anwendung 
der Ellipsengleichung zur Elimination von r eine ganze Anzahl von 
Kraftgesetzen erhaIten, welche samtlich zu gleichen numerischen Werten 
von I fiir Punkte auf der Ellipse fUhren. Formt man z. B. die Polar
gleichung der Ellipse in der folgenden Weise um 

(1 + e COB 6) r _ 1 
a(1-e2) - , 

so ergibt sich die Kraftefunktion 

k2(1 + e cos 6)3r 
1= a(1-e2) • 

Dieser Wert von I, welcher von der Richtung und Entfernung des au
gezogenen Korpers abhangt, unterscheidet sich von den heiden obigen 
Werten von I wieder nur fUr Punkte auBerhalb der Ellipse. AIle diese 
Kraftgesetze entsprechen der Bewegung eines Planeten, die nach den 
Keplerschen Gesetzen vor sich geht. Die Keplerschen Gesetze geIten 
aber fiir aIle acht Planeten und die 26 bekannten Satelliten des Sonnen
systems, auBerdem fiir mehr als 700 kleine Planeten, die bisher entdeckt 
wurden. NaturgemaB wird man nach M6glichkeit versuchen, fiir aIle 
K6rper das gleiche Kraftgesetz aufzustellen. Da nun die Exzentrizitaten 
und Perihellangen ihrer Bahnen samtlich verschieden sind, so ist das nur 
ll1oglich, wenn man das Gesetz in der Form annimmt 

k2 
I =i2' 

Ein weiterer Grund fiir diese Annahme liegt darin, daB nach allen 
anderen Gesetzen, die sich herleiten lieBen, die Anziehungskraft von der 
Richtung des angezogenen Korpers abhangt. Eine derartige Abhangig
keit ist aber unwahrscheinlich. Ferner besteht die Tatsache, daB die 
Krafte, denen die Kometen bei ihrer Bewegung durch das ganze Pla
netensystem unterliegen, dies em Gesetz durchweg gehorchen. Endlich 
variieren nach diesem Gesetz, wie in § 89 gezeigt werden wird, auch die 
Beschleunigungen, denen die verschiedenen Planeten unterliegen. 

Die Keplerschen Gesetze, die Gravitation an der Erdoberflache ul1l.1 
die Mondbewegung urn die Erde fiihrten Newton zu der Aufstellung des 
allgerneinen Gravitationsgesetzes. Dieses lautet: 1m Universum ziehen 
sich je zwei Massenpunkte mit einer in ihrer Verbindungslinie liegenden 
Krait an, weloke dem Produkte ihrer Massen d-irekt, dem Quadrate ihrer 
Entlernung umgekehrt proportional ist. 
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Man bemerkt, daB das Newtonsche Gravitationsgesetz bedeutend in
haltreicher ist als die Keplerschen Gesetze der Planetenbewegung. Es 
war die Tat eines Genies, daB Newton dieses Gesetz in seiner gewaltigen 
Allgemeinbedeutung und mit einer Exaktheit erfaBte, vermoge deren 
es bereits mehr als 200 Jahre unverandert fortbesteht. In seiner Ganz
heit betrachtet, bildet es eine der erhabensten GeistesschOpfungen in 
der Geschichte der physikalischen Wissenschaften. 

56. Beispiele zur Bestimmung des Kraftgesetzes. (a) Wenn sich ein 
Massenpunkt auf einem Kreise durch den Koordinatenanfang bewegt, 
so erhalt man fur das Kraftgesetz (nur abhangig von der Entfernung) 
einen sehr einfachen Ausdruck. Bedeutet a den Radius, so lautet die 
Polargleichung des Kreises 

1 
r = 2a cos 0, u = 2a cos (1 

und folglich d'u 
dO. + u = 8a2u3• 

Durch Einsetzung dieses Ausdrucks in (25) ergibt sich 

t = 8~h. = ~. 

(b) Die Bahnkurve sei eine Ellipse mit dem Mittelpunkt im Koordi
natenanfang. Fur diese besteht die Polargleichung 

bZ r2=-----. 
l-e" cos' 0 

Hieraus folgt 

e' sinl (1 cos. 0 

(1- el C08" O)t ' 

Einsetzung in (25) liefert fur t den Ausdruck 
hi (I-e') t = b' • r = k2r. 

Die universale Geltung des Newtonschen Gesetzes. 

57. Doppelsternbahnen. Das Newtonsche Gravitationsgesetz faBt 
auf den Keplerschen Gesetzen und gewissen Annahmen die seine ein
heitliche Geltung im Sonnensystem betreffen; naturgemaB bietet sich 
ganz von selbst die Frage dar, ob es wirklich universale Geltung besitzt. 
Bei der groBen Entfernung der Fixsterne ist es nicht moglich, sie um
kreisende Planet en zu beobachten, wenn sie in der Tat solche Begleiter 
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hatten. Die einzigen Beobachtungen, welche, soweit sie angesteIIt sind, 
einiges Licht auf diese Frage werfen, betre££en die Bewegungen von 
Doppelsternen. 

Die Doppelsternastronomie begann etwa 1780 mit der Untersuchung 
eng zusammenstehender Sterne durch William Herschel, die dieser zur 
Bestimmung von Fixsternparallaxen vornahm. Schon nach wenigen 
J ahren entdeckte er zu seiner groBen tTberraschung, daB in einigen 
Fallen die beiden Komponenten eines Paares umeinander kreisten, und 
daB daher zwischen ihnen ein physischer Zusammenhang, nicht nur 
schein bare Nahe, am Himmel bestand. Die Entdeckung und Messung 
dieser Systeme wurde von den Astronomen mit wachsendem Eifer und 
Interesse betrieben. Burnhams groBer Katalog enthalt ungefahr 
13000 Doppelsterne. Die relativen Bewegungen gehen freilich meistens 
so langsam vor sich, daB nur wenige bisher einen Umlauf vollendet 
oder doch so weit ausgefiihrt haben, daB man die Gestalt der Bahn
kurven mit Sicherheit feststellen konnte. Nur von ungefahr 30 Paaren 
hat man bisher aus Beobachtungsergebnissen unter Beriicksichtigung 
der Fehler schlieBen konnen, daB ihre relativen Bewegungen in Ellipsen 
nach dem Flachensatz vor sich gehen. In keinem FaIle liegt aber der 
eine Stern im Brennpunkt oder im Mittelpunkt der von dem anderen 
Stern beschriebenen relativen Ellipse; er ist jedoch standig innerhalb der 
Ellipse gelegen, wobei sich seine Lage je nach den verschieclenen Syste
men erheblich andert. 

Wie aus der Umkehrung des Flachensatzes und aus Beobachtungen 
hervorgeht, ist die Resultierende der Krafte, die an dem einen Stern des 
Paares angreifen, stets nach dem anderen hin gerichtet. Die Anderung 
der GroBe der Kraft hangt von der Lage ab, welche das Kraftzentrum 
innerhalb der Ellipse einnimmt. 
Dabei darf nicht iibersehen 
werden, daB nicht die Bahn
kurven der Sterne selbst be
obachtet werden, sondern viel
mehr ihre Projektionen auf die 
jeweiligen Tangentenebenen an 
die Himmelssphare. Infolge 
diesel' Projektionen geht die 
wahre Ellipse in eine andere 
scheinbare Ellipse iiber, deren " 
groBe Achse von verschiedener - - -

I.inie 

Fig. 9. 

Richtung ist, und die in bezug auf den Zentralstern eine andere Lage 
besitzt; es kann in der Tat del' Fall eintreten, daB, wenn del' eine Stern 
sich wirklich im Brennpunkt del' wahren Ellipse, die der andere be

Moulton-Fender, Himmelsmeohanik G 
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schreibt, befindet, seine Projektion auf die kleine Achse der scheinbaren 
Ellipse zu liegen kommt. 

Die Astronomen nehmen an, daB die Doppelsternbahnen ehene 
Kurven sind, und die scheinbare Abweichung der Lage des Zentralsterns 
vom Brennpunkt der Ellipse des anderen Sternes von der Projektion 
herriihrt; sie berechnen auf Grund dieser Annahmen den Winkel der 
Knotenlinie und die N eigung. Wenn dies auch zu keinen Widerspriichen 
gefiihrt hat, so besteht dennoch die Moglichkeit, daB ihre Annahmen nicht 
zutreffen. Wir untersuchen jetzt die Frage, von welcher Art das Kraft
gesetz sein muB, wenn es nicht das Newtonsche Gravitationsgesetz 
sein soUte. 

58. Das Kraftgesetz fiir DoppeIsterne. Wenn die Kraft zur Ent
fernung direkt proportional ware, so wiirde der eine Stern in dem Mittel
punkt der Ellipse des anderen liegen; diese relative Lage wiirde sich 
auch nicht durch Projektion andern; da auch andererseits keine Beob
achtungen auf eine solche Beziehung hinweisen, so ist anzunehmen, daB 
eine dem Abstand direkt proportionale Kraft nicht wirksam sein kann. 

Wir gehen jetzt von der Annahme aus, daB die Bahnkurve ein Kegel
schnitt von beliebiger Lage in bezug auf den Koordinatenanfang sei. 
Die allgemeine Kegelschnittsgleichung lautet 

(26) ax2 + 2bxy + cy2 + 2d~ + 2ty = g. 

Geht man zu Polarkoordinat,en iiber und setzt r = .!, so erhalt man u 

(27) u = A sin () + B cos () ± 11 C sin 2 () + D cos 2 () + H , 

wo 

l
td A=-, B=-, 
9 9 

D = d2+ag-!2-cg 
2g2 , 

C - fd+!J! 
- g2 ' 

Zweimalige Differentiation von (27) liefert 

(28) 

d 2 u . 
ifoo = - A sm () - B cos () 

± - C2- D2- (C sin 20 + Dcos 28)2- 2H(C sin 20 + D cos 28). 

(C sin 20 + D cos 20 + H)t 

Durch Einsetzung der Werte (27) und (28) in den Ausdruck (25) er
gibt sich 

(29) 
h2 (H2 - C2 -- D2) t = ± -2 '~--:l . 
r (C sin 20 + D cos 28 + H)2 
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Hieraus folgt wegen (27) der Ausdruck 

(30) 

Es bestehen noch unendlich viele andere Kraftgesetze, die samtlich 
dieselben Werte von t fUr Punkte auf der fraglichen Ellipse liefern; man 
erhalt sie durch Multiplikation dieser Ausdrucke mit allen Funktionen 
von u und 0, welche vermoge Gleichung (27) auf der Ellipse den Wert 
eins annehmen. 

Es erscheint nicht gerechtfertigt, die Anziehung der beiden Sterne auf
einander als abhangig von ihrer gegenseitigen Orientierung im Raume an
zunehmen. Gleichung (29) wird aber von 0 unabhii.ngig fur 0 = D = 0 
und Gleichung (23) fiir A = B = O. Die erste Gleichung liefert fur diese 
Werte t = ± konstant 

rZ • 

und die zweite t = ± konstant· r. 

Die erste stent das Newtonsche Gesetz dar, von der zweiten konnen wir 
absehen, weil man keinen Fall beobachtet hat, wo der eine Stern in dem 
Mittelpunkt der Bahn des anderen liegt. Nun laBt sich allerdings 0 aus 
(29) und (30) auch mit Hilfe von (27) eliminieren, ohne A = B = 0 
= D = 0 zu setzen. Indessen hat Griffin gezeigtl), daB mit Ausnahme 
des Newtonschen Gesetzes fUr aIle derartigen Gesetze entweder die Kraft 
verschwindet, wenn die Entfernung der beiden Korper gleich null ist, 
oder aber fur gewisse Werte von r imaginar wird. Vom physikalischen 
Standpunkte aus sind daher beide Gesetze unwahrscheinlich. Dagegen 
ist es auBerst wahrscheinlich, daB das Gravitationsgesetz ausnahmslos 
fUr samtliche Sternsysteme gilt; diese SchluBweise findet allch eine Be
statigung in der Tatsache, daB nach der Spektralanalyse die Sterne aus 
den bekannten Erdelementen bestehen. 

59. Geometrische Deutung des zweiten Gesetzes. Dem Ausdruck (30) 
fur die Zentralkraft kann man eine sehr einfache nnd interessante Form 

geben. Setztmangs . h2. (H2 -02 _D2) =Nunddruckt-~-A sin 0 - B 
r 

cos 0 in rechtwinkligen Koordinaten und den urspriinglichen Kon
stanten aus, so nimmt der Ausdruck (30) die Gestalt an 

(31 ) 

1) A-meT'ican Journal of Mathematics, vol. 31 (1909), pp. 62 -85. 
6* 
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Die Gleichung der Polaren des Punktes (x', Y') in bezug auf den 
Kegelschnitt (26) lautetl) 

axlx' + b(XIY' + ylx') + CYIY' + d(XI + x') + f(YI + Y') - 9 = 0, 

WO Xl und YI die laufenden Koordinaten darstellen. Wii.hlt man den 
Punkt (x', Y') als Koordinatenanfang, so geht diese Gleichung tiber in 

(32) dXI + fYI - 9 = 0, 

und nimmt also dieselbe Form an wie die Summe im Nenner des Aus
drucks (31). Die GraBen x und Y in (31) gentigen der Kegelschnitts
gleichung, wii.hrend die GroBen Xl und YI in (32) der Gleichung der 
Polaren gentigen. Sie sind daher im allgemeinen von den GraBen x und 
Y numerisch verschieden. Nun besteht ftir die Entfernung eines Punktes 
(x, y) auf dem Kegelschnitt von der Polaren in bezug auf den Koordinaten-
anfang die Beziehung d x + f y - 9 

P = J!d2 +f2 • 

Setzt man N, __ N_ 

- (dz+N~' 

so nimmt der Ausdruck (31) die Gestalt an 

(33) f = =F ~3r . 
Das heif3t: Wenn sich ein Massenpunkt unter dem Einfluf3 einer Zen
tralkraft aUf einern Kegelschnitt bewegt, so ist die Kraft direkt propor
tional zu seiner Entfernung vorn Koordinatenanfang (I(raftzentrum) und 
umgekehrt proportional zu der dritten Potenz seiner Entfernung von der 
Polaren des Koordinatenanfangs in bezug aUf den Kegelschnitt. 

60. Beispiele ffir die Bewegung Buf einem Kegelschnitt. (a) Wenn die 
Bahn einen Kegelschnitt mit dem Mittelpunkt im Koordinatenanfang 
darstellt, so liegt die Polare des Koordinatenanfangs im Unendlichen, 
und 1!!.; muB daher als konstant angesehen werden. Alsdann ist also die 

p 
Kraft zur Entfernung des beweglichen Punktes vom Kraftzentrum direkt 
proportional, wie bereits im § 56 (b) bewiesen wurde. 

(b) Liegt der Koordinatenanfang (Kraftzentrum) in einemBrennpunkt 
des Kegelschnittes, so fii.llt seine Polare mit der Leitlinie zusammen, und 
es ist p =!..., wo e die Exzentrizitii.t bedeutet. Alsdann wird (33) 

e 
N'e3 

f =±-· rZ 

Das ist aber das Newtonsche Gesetz, welches sichin § 55 unter derselben 
Annahme ergab. 

1) Salmon-Fiedler. Kegel8chnitte. 
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VIll. Aufgaben. 

1. Man bestimme das Integral der lebendigen Kraft, wenn t = -~, t = cr, 
r2 

C 

t="n· 
2. Fiir den Fall, daB in § 53 die anfangliche Bewegungsrichtung senkrecht zur 

x-Achse ist, bestimme man die zu (19) und (20) entsprechenden Gleichungen. 
Ferner solI, wenn man nach k = 1, Xo = 1 setzt, die Anfangsgeschwindigkeit fiir 
die Exzentrizitat t der Ellipse bestimmt werden. 

Losung: { 
Vo =tv3 

vo=-!'V3. 
oder 

3. Man bestimme die Zentralkraft als Funktion der Entfernung, so daB die 

Bahnkurve (a) die Spirallinie r =!, (b) die Spirallinie r = ee darstellt. 
cO 

h2 2h2 
Losung: (a) t = f3 ' (b) t = -y.-. 

4. Man bestimme die Zentralkraft als Funktion der Entfernung, so daB die Bahn
lmrve die Lemniskate y2 = a 2 cos 20 darstellt. 

3h2 a4 
Losung: t = --~~. 

r 7 

5. Man bestimme die Zentralkraft als Funktion der Entfernung, so daI3 die Bahn
kurve die Kardioide r = a (1 + cos 0) darstellt. 

3ah" 
Losung: t-=: ---,:4. 

6. Die Bahnkurve sei eine Ellipse, in deren Innern sich das Kraftzentrum in 
dem Abstand n von der groBen Achse und m von der kleinen Achse befindet. 
(a) Man zeige, daB zwei von den Kraftgesetzen durch folgende Ausdriicke ge
geben werden: 

~t 
h' (acp t = r- -- --~~~-~-------~-.-----~-~~-------- , 

[2tnn sinO eosO + (a-c-n'+ m2) cos' 0 + c-m']!~ 
h2 a'cOr 

f = [ac-am2 -cn2-cny-amx]' 

wo a und c dieselbe Bedeutung haben wie in (26), und wo die Polarachse zu der 
groBen Achse der Ellipse parallel ist. (b) Man zeige folgendes: Wenn der Koordi
natenanfang zwischen dem Kraftzentrum und dem einen Brennpunkt liegt, stellt 

die Kraft ein Maximum fiir 0 = 0 und ein Minimum fiir 0 = -~ dar; wenn der 

Koordinatenanfang zwischen dem einen Brennpunkt und dem nachsten Scheitel 

liegt, ergibt sich das Maximum fiir 0 = ~ ~~ und das Minimum fiir 0 = 0; wenn der 

Koordiantenanfang auf der kleinen Achse ist, ergibt sich das Maximum fiir 0 = 0 

und das Minimum fUr 0 = ~-. 

7. Man suche die geometrische Bedeutung der Gleichung (29). 

Anleitung: C sin 20+ D cos 20 + H = (dx + fy)2+ g(ax' + cy2+ 2bxy). 
g'ro 
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Der Zahler dieses Ausdrucks gleich Null gesetzt, liefert die Gleichung der (reellen 
oder imaginaren) Tangenten yom Koordinatenanfang an den Kegelschnitt. 

8. Man bestimme die Zentralkraft fUr den Fall, daB die Bahnkurve eine Ellipse 
darstellt (a) mit dem Koordinatenanfang in dem einen Ende der groBen, (b) der 

kleinen Achse. Man zeige, daB sich beide Ausdriicke fUr die Kraft auf ~ redu
r 5 

zieren, wenn die Ellipse in einen Kreis ausartet. I haVe 1 
(a) t = ar2 • cos3 1) , 

Losung: _ 
b _ hava . _1_. 
( ) t- cr" sin" I) 

Bestimmung der Bahnkurve aus dem Kraftgesetz. 

61. Die Kraft ist zur Entfernung direkt proportional. Die Bestimmung 
der Bahnkurve, wenn das Kraftgesetz gegeben ist, ist im allgemeinen 
schwieriger als die umgekehrte Aufgabe, da hierzu die Integration der 
Gleichung (25) erforderlich ist. Die Integrationsmethode hangt von den 
einzelnen Kraftgesetzen ab und die Gestalt des Integrals von den 
Anfangsbedingungen. Das Verfahren solI zuerst fur den Fall erlautert 
werden, wo die Kraft zur Entfernung proportional ist, welcher im § 53 
bereits nach einer anderen Methode behandelt wurde. 

Fur f = k2r erhalt man aus Gleichung (25) 

k' [d'U] = h2 u2 u + ----
1,1, dl)· ' 

oder 
dZu kz 1 
d62 =h2 US - u. 

Das erste Integral dieser Gleichung lautet 

(dU)' k' 1 
dO = - h' u' - u2 + c1 ; 

hieraus folgt 

±udu d () = ---::--~-- -- . 
[Cf -~: - (i - ua)"Jt 

(34) 

Wir setzen C1 2 
2 -- u = z, 

Damit :~ reell ist, mu13 die Konstante A 2 positiv sein, was bei reellen 

Anfangsbedingungen auch der Fall ist. 
Fur das obere Zeichen ergibt sich alsdann aus Gleichung (34) 

(35) 
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Wie man leicht erkennt, erhiilt man dieselbe Gleichung, wenn man die 
Anfangsbedingungen einsetzt und das untere Zeichen benutzt. Das 
Integral von (35) lautet 

z 
arc cos A = 2 (() + c2), 

oder z = A cos 2(() + c2). 

Wiihlt man wieder r als Veriinderliche, so nimmt diese Gleichung die 
Form an 

(36) 2 2 r =--- ----. 
c1 - 2A cos 2(0 + c2) 

Das ist aber die Polargleichung einer Ellipse mit dem Mittelpunkt im 
Koordinatenanfang. Auf dieser Kurve bewegt sich also ein Massenpunkt 
unter dem EinfluB einer Anziehungskraft, welche zur Entfernung direkt 
proportional ist. Die einzigen Ausnahmen ergeben sich, wenn der 
Massenpunkt durch den Koordinatenanfang hindurchgeht, und wenn er 
einen Kreis beschreibt. In dem erst en FaIle ist h = 0, und Gleichung 
(25) daher ungiiltig; in dem zweiten geniigt C1 der Gleichung 

und die Gleichung des Kreises lautet u = U o. In dies em FaIle versagt 
Gleichung (34). 

62. Die Kraft ist zu dem Quadrat der Entfernung r umgekehrt pro
portional. Wir betrachten jetzt den Fall, daB sich ein Massenpunkt unter 
dem EinfluB einer zentralen Anziehungskraft bewegt, welche dem 
Quadrat der Entfernung r umgekehrt proportional ist ; es solI seine Bahn 
bei beliebiger Anfangsrichtung bestimmt werden. Gleichung (25) lautet 
in diesem FaIle 

(37) 

Diese Gleichung liiBt sich in der Form schreiben 

Das ist eine nicht homogene line are Differentialgleichung, welche, wie 
in § 37 auseinandergesetzt wurde, nach der Methode der Variation der 
Konstanten integriert werden kann. Ist die rechte Seite gleich null, 
so lautet die allgemeine Losung 

u = C1 cos () + C2 sin (). 
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Addiert man -~ zu diesem Wert von u, so ist die Differentialgleichung 

offen bar identisch befriedigt. Man erhalt daher als allgemeine L6sung 
von (37), die sich auch durch Variation der Konstanten ergeben hatte, 
den Ausdruck k2 • 

u = hl- + C1 cos () + C2 sm (). 

Der rezipl'oke Wert dieser Gleichung ist aber 
1 r = k"'s;-------

h,s- + C1 cos 8 + c2 sin 8 

Wir setzen c1 = A cos ()o, c2 = A sin ()o, wo A und ()o Konstante be
deuten. Offenbar kann A stets positiv und gleich ycl 2 + C22 genommen 
werden, ferner kann man ein reelles ()o stets so bestimmen, daB diese 
Gleichungen fur beliebige reelle Werte von C1 und C2 befriedigt werden. 
Alsdann erhalt man fUr die Bahnkurve die Gleichung 

1 
(38) r =k '""""'2,--------

11,2 + A cos (8 - ( 0) 

Das ist die Polargleichung eines Kegelschnittes mit dem Koordinaten
anfang in dem einen Brennpunkt. 

Aus dieser Untersuchung und§ 55 folgt, wenn die Balm ein Kegelschnitt 
mit dem Koordinatenanfang in dem einen Brennpunkt ist, und die Kraft 
nur von der Entfernung abhangt, daB sich der K6rper unter dem EinfluB 
einer Zentralkraft bewegt, welche zum Quadrat der Entfernung umge
kehrt proportional ist; und umgekehrt, wenn die Kraft zum Quadrat 
der Entfernung umgekehrt proportional ist, daB der K6rper einen Kegel
schnitt mit dem Koordinatenanfang in dem einenBrennpunkt beschreibt. 

Bedeutet p den Parameter des Kegelschnittes, und e seine Exzentrizi
tat, so findet man aus dem Vergleich des Ausdrucks (38) mit der gewohn-

lichen Polargleichung des Kegelschnittes r = 1 + p--, die Werte 
e cos If 

11,1 

(39) 1 p = ki' 
e =~~A k 2 , 

ferner ergibt sich, daB ()o den Winkel zwischen der Polarachse und der 
groBen Achse bedeutet, welche nach dem naher liegenden Scheitelpunkt 
hin gerichtet ist. Die Konstanten h2 und A sind durch die Anfangs
bedingungen bestimmt und bestimmen ihrerseits die GroBen p und e 
<lurch die Beziehungen (39). Der Kegelschnitt ist fur e < 1 eine Ellipse, 
fUr e = 1 eine Para bel, fUr e > 1 eine Hyperbel und fur e = 0 ein Kreis. 
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63. Die Kraft ist zur fiinften Potenz der Entfernung umgekebrt pro
portional. In dem FaIle, wo die Kraft zur fiinften Potenz del' Entfernung 

umgekehrt proportional ist, besteht die Beziehung f = ~~, und die 

Gleichung (25) nimmt die Gestalt an 

(40) k2u5 = h2u2 (U + :~~). 

Lost man nach :~~ auf und integriert, so ergibt sich 

(41) (::r = _~~22U4 - u2 + C1 • Hieraus folgt 

(42) 

Del' Ausdruck auf del' rechten Seite laBt sich im allgemeinen nicht mit 
Hilfe von elementaren Funktionen integrieren, sondern fiihrt auf ein 
elliptisches Integral erster Gattung. Mithin kann man u und folglich r 
als elliptische Funktionen von () darstellen; fiir gewohnlich nahern sich 
daher die Bahnen in immer engeren Windungen dem Koordinatenan
fang; oder sie verlieren sich im Unendlichen, wobei ihre besondere Ge
stalt von den Anfangsbedingungen abhiingt. 

In gewissen besonderen Fallen ist jedoch die Integration durch ele
mentare Funktionen ausfiihrbar. 

(a) Setzt man in (41) die linke Seite gleich null, so sind u und mithin 
r konstant; es ergibt sich als Bahnkurve ein Kreis mit dem Mittelpunkt 
im Koordinatenanfang. Man erkennt leicht, daB ahnliche Spezialfalle 
iiberhaupt bei allen Zentralkraften auftreten. 

(b) Ein anderer spezieller Fallliegt vor, wenn die Anfangsbedingungen 
so beschaffen sind, daB C1 1= 0 ist, und die rechte Seite der Gleichung (41) 

ein vollstandiges Quadrat darstellt. Dies trifft aber zu fiir c1 = A;· 
Dann lautet Gleichung (41) 

(~ir =( ;2}u2 
- ~-~-r ={-( A 2u2 -~2r 

Diese Gleichung besitzt das Integral 

1 +A2u ,f log l-A 1 u = r 2(± () - c2); hieraus folgt 

(43) r = - A2 [1 + eV2(±8-C')~ = + A2 ctgh !'2! (± () - c0, 
[1- eV1 (±8-c.l 

wo ctgh ~2 (± () - c2) eine Hypel'belfunktion darstellt. 



90 III. Zentralkriifte 

(c) Wenn auf Grund der Anfangsbedingungen C1 = 0 ist, so liefert 
Gleichung (41) du 

±dO= , 
u 1/~_~u2_1 V 2 h2 

und nach Integration ± 0 = arc cos (\:h) + c2 • 

Geht man zum Kosinus uber und lOst nach r auf, so findet man als 
Polargleichung der Bahn 

k 
(44) r = --=- cos (c2 =f (). 

V2h 

Diese Gleichung stellt einen Kreis mit dem Koordinatenanfang auf dem 
Urn fang dar. 

(d) Wenn keine von diesen Bedingungen erfullt ist, haben wir auf der 
rechten Seite von (41) eine biquadratischeFunktion; und Gleichung (42) 
la13t sich daher in der Form schreiben 

(45) ± dO = . Cdu .., 
V ± (1 ± a2 u 2) (1 ± (J2U2) 

wo C, a 2 und f32 Konstante sind, welche in einfacher Weise von den 
Koeffizienten der Gleichung (41) abhangen. Gleichung (45) fiihrt auf 
ein elliptisches Integral, welches 0 als Funktion von u darstellt. Nimmt 
man die umgekehrten Funktionen, so ergibt sich r als eine elliptische 
Funktion von O. Die Kurven stellen Spiralen dar, von welchen der Kreis 
durch den Koordinatenanfang und der Kreis urn den Koordinatenanfang 
Grenzfalle sind. 

Wenn die Bahnkurve einen Kreis durch den Koordinatenanfang dar
st ellt , ist die Kraft zur funften Potenz der Entfernung umgekehrt pro
portional (§ 56), wenn aber umgekehrt die Kraft zur fiinften Potenz der 
Entfernung umgekehrt proportional ist, so erhalt man Bahnkurven, von 
denen der Kreis einen besonderen Grenzfall bildet. Andererseits, wenn 
die Bahnkurve einen Kegelschnitt mit dem Koordinatenanfang im Mittel
punkt oder in dem einen Brennpunkt darsteIlt, so ist die Kraft zur Ent
fernung direkt proportional, oder umgekehrt proportional zum Quadrat 
der Entfernung; und umgekehrt, wenn die Kraft zur Entfernung direkt 
proportional ist oder umgekehrt proportional zum Quadrat der Ent
fernung, so sind die Bahnkurven stets Kegelschnitte mit dem Mittel
punkt im Koordinatenanfang, oder in dem einen Brennpunkt (§§ 53, 
55,56 (b». Zum Nachweis dieser Umkehrungsbeziehungen ist eine voIl
standige Untersuchung fur die samtlichen FaIle erforderlich. 
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IX. Aufgaben. 

1. Man bestimme die Bewegung eines Massenpunktes mit Hille der allgemeinen 
Losungsmethode fUr lineare Gleichungen, wenn die Kraft der dritten Potenz der 
Entfemung umgekehrt proportional ist. FUr die verschiedenen FaIle sind die 
Kurven zu zeichnen. 

2. Es sollen die GroBen C, a 2 und p2 der Gleichung (45) durch die Anfangs
bedingungen ausgedriickt werden. FUr den Fall, daB die Anfangsrichtung recht
winklig zum Radius Vektor ist, sollen aIle moglichen FaIle untersucht werden, indem 
man die Integrale auf die Normalform reduziert und r als elliptische Funktionen 
von 8 darstellt. FUr jeden Fall sind die Kurven zu zeichnen. 

3. Das Kraftgesetz sei durch den Ausdruck (29) gegeben; also 

M M 
f= 3 

r2(C sin 28 + D cos 28 + HF r2[q:>(8)]t 

Man integriere die Differentialgleichung der Bahnkurve (25) nach der Methode 
der Variation der Konstanten und beweise, daB die allgemeine Losung von der 
Form 1 _~_ 

--- = c1 cos 8 + C2 sin 8 +Yq:> (0) , 
r 

ist, wo C1 und C2 Integrationskonstante bedeuten. Man zeige, daB die Kurve ein 
Kegelschnitt ist. 

4. Es soIl gezeigt werden, daB fUr die Kraft f = IJ, +'JI_, wenn v < h2 ist, die 
r2 r2 

allgemeine Gleichung der Bahnkurve 
a r = ::-------;o;;-;:;c 

l-e cos (kO) 

lautet, wo a, e und k Konstante sind, welche von den Anfangsbedingungen und den 
GroBen fL und 'JI abhangen. Man beachte, daB diese Gleichung als Darstellung eines 
Kegelschnittes gedeutet werden kann, dessen groBe Achse sich urn den einen 
Brennpunkt mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit 

2n 
n= (l-k)T-' 

dreht, wo T die Periode der Umdrehung darsteIIt. 
5. 1m FaIle einer Zentralkraft ist die Bewegung langs des Radius Vektors durch 

die Gleichung d2r h2 
dfj=-f+,.. 

,gegeben. Man diskutiere das Integral dieser Gleichung fUr den Wert 

kl 
f=,& . 

6. Das Kraftgesetz sei durch den Ausdruck (30) dargestellt; also durch 

N 
f= 1 a· 

rB ( r - A sin 0 - B cos 0) 

Man setze diesen Wert in (25) ein und leite die allgemeine Gleichung der Bahn
kurve abo 
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Anleitung: Fiir u = v + A sin 0 + B cos 0 geht die Gleichung (25) uber in 

d2 v Nh- s 
(i02 + v = va . 

Losung: 1 =A sinO + Bcos (J +Vc1 cos2 0 + c2 sin2(J +ca sin2 (J, r 
dies ist die Gleichung eines Kegelschnittes. 

7. Fiir den Fall, daB das Kraftgesetz durch den Ausdruck 

f = C1 + C2 cos 2 (J 

r' 

dargesteIlt wird, soll gezeigt werden, daB man bei siimtlichen Anfangsrichtungen 
fUr die Bahnkurve eine algebraische Kurve vierten Grades erhaIt auBer fiir den 
Wert c. = 0, fUr den sie in einen Kegelschnitt ausartet. 

Geschichtliche Obersicht und Literatur. 

Die Zentralkrafte wurden zuerst von Newton untersucht. In den Abschnitten 
II und III des ersten Buches der Prinzipien gab er eine glanzende geometrische 
DarsteIlung und gelangte zu mehreren sehr aIlgemeinen Satzen; besonders diese 
Abschnitte der Prinzipien verdienen ein sorgfaltiges Studium. 

Die samtlichen einfacheren FaIle wurden im 18. Jahrhundert mit Hilfe von 
analytischen Methoden behandeIt. Einige ausfiihrliche Beispiele finden sich in 
Legendres Traite des Fonetions Elliptiques. Eine Auseinandersetzung der 
Prinzipien und eine Reihe von Beispielen enthalt jedes neuere Werk iiber Ana
lytische Mechanik; zu den besten Darstellungen gehOren das 5. Kapitel in Tait 
und Steeles Dynamics of a Particle, und das 10. Kapitel, vol. I. von Appels 
Mecanique Rationelle. Staders Abhandlung, Journal fur Mathematik, Band XLVI 
erortert den Gegenstand in groBer Ausfiihrlichkeit. Fiir das besondere Problem, 
in welchem die Kraft der fiinften Potenz der Entfemung umgekehrt proportional 
ist, wurde eine vollstandige und elegante DarsteIlung von Mac Millan in The 
American Journal of Mathematics, vol. XXX, pp. 282 -306 gegeben. 

Das Problem, den allgemeinen Ausdruck fiir die samtlichen Kraftefunktionen 
zu finden, welche fiir Doppelstemsysteme geIten, wurde von Bertrand in 
vol. LXXXIV der Comptes Rendus vorgeschlagen und unmittelbar· darauf von 
Darboux und Halphen gelOst und in demselben Bande veroffentlicht. Die 
obige DarsteIlung in diesem Buche ist ahnlich der von Darboux, welche sich 
auch in einem Anhang am Ende der Mecanique von Despeyrous findet. Die 
Methode von Halphen ist in Tisserands Mecanique Celeste, vol. I, p. 36 und 
in Appels Mecanique Rationelle vol. I. p. 372 auseinandergesetzt. Man scheint 
allgemein ubersehen zu haben, daB Newton dasselbe Problem bereits in den 
Prinzipien Buch I, Scholium zu Proposition XVII behandeIt hat. Diese Dar
stellung wurde wiedergegeben und ihre Obereinstimmung mit dem Werk von 
Darboux und Halphen von Professor Glaisher in den Monthly Notices 
f. R. A. S., vol. XXXIX dargetan. 

Bertrand hat bewiesen (Comptes ReMus, vol. LXXVII.), daB die einzigen 
Funktionen fiir eine Zentralkraft, unter derem. EinfiuB ein Massenpunkt unter 

allen moglichen Anfangsbedingungen einen Kegelschnitt beschreibt, durch f = ± ~I rl 
lInd f = ± klr dargestellt sind. Koenigs hat bewiesen (Bulletin de la Societe 
Mathematique, vol. XVII.), daB dies auch die einzigen Funktionen fUr eine Zentral-
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kraft sind, welche nur von der Entfernung abhangen, und unter allen Anfangs
bedingungen zu algebraischen Kurven fUhren. Griffin hat bewiesen (American 
Journal of Mathematics, vol. XXX!.), daB das N ewtonsche Gesetz die einzige 
Funktion darstellt, fUr welche die Kraft nur von der Entfernung abhangt und im 
Kraftzentrum nicht verschwindet, und welche in der ganzen Ebene reell ist, indem 
sie eine elliptische Bahnkurve liefert. 

Viertes Kapitel. 

Das Potential und die Anziehung von Korpern. 
64. Die vorhergehenden Kapitel enthielten Probleme, in denen das 

Kraftgesetz gegeben war, oder sie behandelten die Bestimmung des 
Kraftgesetzes bei gegebener Bahnkurve. In den samtlichen Unter
suchungen wurden die Massen als punktfOrmige und nicht als ausge
dehnte GroBen betrachtet. Wenn aber Krafte zwischen je zwei Massen
punkten verschiedener Korper wirken, so kann nicht angenommen 
werden, daB die Anziehung zwischen den ausgedehnten Korpern selbst 
nach denselben Gesetzen vor sich geht. Das Problem der Anziehung 
zwischen ausgedehnten Korpern (verschiedener Gestalt) muB daher einer 
besonderen Behandlung unterworfen werden. 

Aus den Keplerschen Gesetzen und den Satzen iiber Zentralkrafte 
ergibt sich, wenn man die Planet en als unendlich klein im Vergleich zu 
ihren Entfernungen von der Sonne betrachtet, daB ihre Bewegung unter 
dem EinfluB von Kriiften erfolgt, welche nach der Sonne als dem Kraft
zentrum hingerichtet und den Quadraten ihrer Entfernungen von der 
Sonne umgekehrt proportional sind. Dies laBt aber vermuten, daB man 
zu urn so exakteren Gesetzen fiir die Bewegung von Korpern end
licher Ausdehnung gelangen muB, wenn man sie als solche betrachtet 
und dabei von der Annahme ausgeht, daB die Anziehung zwischen 
ihren Massenpunkten selbst umgekehrt proportional dem Quadrate 
ihres Abstandes ist. Dies trifft, wie die Untersuchung zeigt, in der Tat zu. 

Dieses Kapitel erortert demgemaB die allgemeinen Methoden zur Be
stimmung der Anziehungskriifte, welche ausgedehnte Korper beliebiger 
Gestalt auf Einheitsmassenpunkte ausiiben, die irgendwo innerhalb oder 
auBerhalb des Korpers liegen, wenn die Krafte zwischen den einzelnen 
Massenpunkten seIber den Quadraten der Entfernungen umgekehrt pro
portional sind. Die astronomischen Anwendungen beziehen sich auf die 
Anziehungen von Kugeln und abgeplatteten Spharoiden, die Anderung 
der Gravitation an der Oberflache der Planet en, die Storungen, welche 
die Bewegungen del' Satelliten infolge der Abplattung der Planeten er
fahren. 
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65. Raumwinkel. Wenn eine gerade Linie, dabei standig durch einen 
festen Punkt laufend, bewegt wird, bis sie ihre ursprungliche Lage 
wieder annimmt, so erzeugt sie eine Kegelflache von zwei Schalen 
(Doppelkegel), deren Spitzen in dem festen Punkt liegen. Die Flache, 
welche die eineHalfte desDoppelkegels aus der Einheitskugel mit dem 
Mittelpunkt in der Spitze ausschneidet, heiBt der Raumwinkel des 
Kegels. Dieser Winkel wird auch gemessen durch die Flache, welche den 
Ausschnitt des Kegels aus einer beliebigen konzentrischen Kugel bildet, 
dividiert durch das Quadrat ihres Radius. 

Da die Kugeloberflache gleich dem Produkt von 4 'J'C und dem Quadrat 
ihres Radius ist, so folgt, daB die Summe der samtlichen Raumwinkel 
mit gemeinsamem Scheitel den Wert 4 'J'C besitzt. Den Wert 2 'J'C besitzt 
daher die Summe der Raumwinkel, welche der einen Halfte der samt
lichen Doppelkegel angehi:iren, die dieselbe Spitze gemeinsam haben und 
sich nicht schneid en. 

Das Volumen, welches von einer Kegelflache mit dem unendlich 
kleinen Raumwinkel w und zwei Kugelflachen mit den Mittelpunkten 

~
' in der Kegelspitze begrenzt ist, hat 

a b a"d' , bei unendlich klein em Abstand der 
~ beiden Kugelflachen zum Grenzwert o ,;c 

/ ,/ das Produkt aus dies em Abstand, aus 
, dem Raumwinkel und aus dem Qua-

,'<>' , drat des Abstandes der Kugelflachen 
, von der Kegelspitze (die beiden Ab-

// Fig, 10, stande konnen gleich gesetzt werden). 
Of Wenn der Mittelpunkt der beiden 

Kugelflachen nicht auf der Spitze des Kegels liegt, ist dieses Produkt 
noch zu multiplizieren mit dem reziproken Wert des Kosinus des Win
kels zwischen der Kegelachse und dem Kugelradius nach den von dem 
Kegel ausgeschnittenen Teilen der Kugelflachen (diese Teile konnen als 
punktformig betrachtet werden). Dieser Grenzwert ist folglich auch 
gleich dem Produkt aus dem Winkelw, aus dem Quadrat des Abstandes 
der Kugelflachen von der Kegelspitze und der Lange a' b' des Kegel
stuckes zwischen den beiden Kugelflachen. Das Volumen V des Raum
elementes a b deist daher (Figur 10) V = w . (aO)2 . ab und das Vo
lumen V' des Raumelementes a' b' d' c' 

V'= ~~:'~~:~:r = w(a'O)2. a'b'. 

J e nachdem wird man von dem einen oder dem anderen dieser beiden 
Ausdrucke Gebrauch machen. 

66. Die Anziehung einer diinnen homogenen Kugelschale auf einen 
Massenpunkt in ihrem Innern. Die Anziehung von Kugeln und anderen 
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einfachen Figuren wurden von Newton in seinen Prinzipien, Buch I, 
Abschnitt 12 behandeIt. Der folgende Beweis riihrt im wesentlichen von 
ihm her. 

Wir betrachten die unendlich diinne 
Kugelschale zwischen den beiden Kugel
flachen S nnd 8'; es sei P ein Punkt 
von der Masse eins in ihrem Innern. In 
diesem Punkte liege die Spitze eines 
Kegels mit dem unendlich kleinen Raum
winkel w. Die Kngelschale sei von der 
Dichtea. Dannhaben ihre Raumelemente 
inA dieMassem=a.AB·w·(AP)2; und 
in A' dieMassem' =a' A'B'· w.(A'P)2. 
Die Anziehungen der beiden Massen m 
und m' anf den Pnnkt P sind daher 

kIm ,kIm' 
a = (:4.-P)I' a =- (A' P)2 

_-__ A 

Fig. 11. 

Da A'B' = AB, so ist a = k 2ABwa = a'. Dies gilt fiir jeden unendlich 
kleinen Raumwinkel mit dem Scheitel in P; folglich sind die Anziehungs
kriifte, die eine unendlich dilnne Kugelschale auf einen Punkt im Innern in 
entgegengesetzter Richtung ausilbt, von dem gleichen Betrage. 

Da dieser Satz auf eine beliebige Anzahl von unendlich diinnen Kugel
schalen Anwendung findet, so gilt er auch fUr Kugelschalen von end· 
licher Dicke. 

67. Die Anziehung einer dfinnen homogenen Schale eines Ellipsoides 
auf einen Massenpunkt in ihrem Innem. Der Satz dieses Paragraphen 
findet sich in den Prinzipien, Buch I, Prop. XCI, Cor. 3. 

Dnter einem Homoeoid wollen wir eine unendlich diinne Schale ver
stehen, welche von zwei ahnlichen und ahnlich gelegenen Flachen be
grenzt ist. Ein elliptisches Homoeoid ist demgemaB begrenzt von zwei 
unendlich nahen Ellipsoidflachen, die ahnlich und ahnlich gelegen sind. 

Wir betrachten die Anziehung des 
elliptischen Homoeoids mit den Ellip
soidflachen E und E' (siehe Figur 12) 
auf den inneren Punkt P von der D 

Masse eins. Dieser Pnnkt P bilde wieder 
die t:;pitze eines Kegels mit dem unend
lich kleinen Raumwinkel w. Die Masse 
der beiden Raumelemente in A nnd A' 
sind dann m = a· AB· w· (AP)2 und 
m' = a· A'B'· w· (A'P)2. DieAnziehun-

A' 
Fig. 12. 
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. k 2 m k 2 m' 
gen haben dIe Werte a = (A P)2 und a' = (A' P)2' Der Durchmesser 00' 

parallel zu AA' gehOre der Schnittellipse E an, deren Ebene durch den 
Kegel OJ und den Mittelpunkt des Ellipsoides bestimmt ist. DD' sei der 
zu 00' konjugierte Durchmesser. Diese beiden Geraden sind aber auch 
konjugiert fiir die andere Schnittellipse E'; folglich halbiert DD' jede 
Sehne parallel zu 00' der einen oder der anderen Ellipse; es ist daher 
AB = A' B'. Die Anziehungen der Elemente in A und A' auf den Punkt P 
sind somit numerisch gleich. Dies gilt fur jeden infinitesimalen Raum
winkel mit dem Scheitel in P; folglich sind die A nziehungskrajte, die 
ein unendlich dunnes elliptisches Horrweoid aut einen Punkt im Innern in 
entgegengesetzter Richtung ausubt, von dem gleichen Betrage. 

Dieser Satz gilt auch fUr Schalen von endlicher Dicke, da er fUr eine 
beliebige Anzahl unendlich dunner Schalen gilt. 

68. Die Anziehung einer unendlich dunnen homogenen Kugelschale 
auf einen auileren Massenpunkt. NewtonsVerfahren. Es seiell A H]{ B 
und a h k b (siehe Figur 13) zwei gleiche unendlich dunne Kugelschalen 

mit den Mittelpunkten 0 und o. Die beiden Punkte P und p von der 
Masse eins mogen von den Mittelpunkten die ungleichen Entfernungen 
POund p 0 haben. Von dem Punkte p ziehen wir zwei Sekanten p k 
und p l, deren Winkel k p 1 unendlich klein sei. Von dem Punkte P 
ziehen wir zwei Sekanten P Lund P]{, so daB die Bogen J Lund H ]{ 
gleich den Bogen il und hk sind. Auf der Sekante pI errichten wir die 
Senkrechte oe, auf der Sekante pk die Senkrechte od, auf der Zentralen 
pb die Senkrechte iq und auf der Sekante pk noch die Senkrechte ir. 
Die entsprechenden Linien denke man sich fur die andere Figur ge
zogen. 

Die beiden Figuren mogen sich um die Zentrallinien P B und pb drehen. 
Die durch HI und hi erzeugten Kreisringe seien von den Massen M und 
m. Dann ist 
(1) HI· IQ : hi· iq = M : m. 

Die Anziehungen der Einheitsmassen in lund i sind proportional den 
umgekehrten Quadraten von PI und pi. Die Komponenten dieser An
ziehungen in den Richtungen PO und po sind die Anziehungen multi-
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pliziert mit ~~ und }~. Bezeichnen wir diese Komponenten mit A' 

und a', so folgt 

(2) A'. , _ .1 PQ. Ipq 
• a - (151)2 PI . (pi)2 p"i' 

Wir betrachten jetzt die Anziehungen der beiden Ringe auf P und p. 
Wegen der Bymmetrie der Figuren in bezug auf die Geraden PO und po 
sind ihre Resultierenden nach den Punkten 0 und 0 hin gerichtet und 
haben die M- und mfachen Werte der Anziehungen auf die Einheits
massen. Bezeichnen wir die Anziehungen auf M und m mit A und a, 
so folgt 

. _ M PQ. m pq _ HI.IQ PF . hi.iq pi 
(3) A . a - (P-I)2 PI . -(p~i2 pi - -(p-l)i- PO • (pi)lpO' 

Um die Glieder auf der rechten Beite von (3) zu vereinfachen, beachte 
man die ahnlichen Dreiecke PIR und PFD und die entsprechenden der 
anderen Figur. Weil die Bekanten IL und HK gloich den Bekanten il 
und hk sind, so besteht in der Grenze, wenn die Winkel KPL und kpl 
unendlich klein werden, die Beziehung DF: dl = 1. Folglich ergeben 
sich die Proportionen PI: PF = RI: DF, 

pi : pi = DF ( = d/) : rio 

Das Produkt dieser Proportionen lautet 

(4) Pl· pi: PF . pi = RI: ri = HI: hi. 

Aus den ahnlichen Dreiecken PIQ und POE folgt die Proportion 

PI: PO =IQ:OE, 

und ebsnso po: pi = OE (= oe) : iq. 

Das Produkt dieser beiden Proportionen lautet 

(5) Pl· po: PO· pi = IQ: iq. 

Fiir das Produkt der Proportionen (4) und (5) seIber erhalt.en wi!' die 

Proportion (Pl)2. pi . po : (Pi)2 . PF· PO = HI .IQ: hi . iq. 

Gleichung (3) nimmt folglich die Gestalt an 

(6) A: a = (pO)ll: (PO)2. 

Die Anziehung der Kreisringe HI und hi auf die au.Beren Massenpunkte 
sind daher nach den Mittelpunkten der Kugelschalen gerichtet und um
gekehrt proportiond.l den Quadraten ihrer Entfernungen von diesen. 
Das gleiche gilt fiir die Ringe KL und kl. 

Moulton-Fonder, Himmelsmeohanik 7 
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Die Geraden PK und pk mogen sich jetzt von den Zentrallinien PB 
und pb aus bis zu tangential en Lagen um P und p drehen, dabei behalten 
die Ergebnisse fUr jede einzelne Lage ihre Geltung und somit fur ihre 
Gesamtheit seIber. Folglich sind die Resultiernden der Anziehungskrafte, 
die unendlich dunne Kugelschalen auf auf3ere Massenpunkte ausuben, nach 
ihren Mittelpunkten hin gerichtet, und umgekehrt proportional den Qua
draten ihrer Entfe-rnungen von diesen. 

Dieser Satz gilt auch, wenn der Korper eine homogene Vollkugel dar
stellt oder aus fUr sieh homogenen Schichten zusammengesetzt ist, da 
er fUr jede einzelne Schicht besonders gilt. 

69. Bemerkuugen zu dem Newtonsehen Beweis. Wenn der obige Be
weis auch in geometrischer Form gefUhrt wurde, so liegen ihm doch die 
fundamentalen Prinzipien der Infinitesimalrechnung zugrunde. Indem 
der Winkel kpl den Grenzwert null erreichte, stente er eine differentielle 
GroBe dar; die Drehung um die Zentrallinie bedeutete eine Integration 
nach dem einen Polarwinkel; die Drehung der Geraden pk von der Lage 
der Zentrallinie bis zur tangentiellen Lage mit der Kugelschale be
deutete eine Integration nach dem anderen Polarwinkel; die Summation 
der unendlich dunnen Kugelschalen zu einer Kugel von endlicher GroBe 
kam auf eine Integration nach dem Radius hinaus. 

Da dieses Newtonsche Verfahren nur die Anziehungsverhaltnisse von 
gleichen Kugelschalen in verschiedenen Entfernungen liefert, so sagt es 
nichts daruber aus, wie die Anziehung von den Massen endlicher Korper 
abhangt. Dies ist aber beinahe ebenso wichtig wie die Abhangigkeit der 
Anziehung von der Entfernung. 

Um zu bestimmen, wie die Anziehung von der Masse des anziehenden 
Korpers abhangt, betrachten wir zwei Kugelschalen von gleicher Dichte 

81 und 8 2, welche den Kegel C von 
innen beruhren. Wir setzen PO 1 = al> 
P0 2 = a 2 und bezeichnen mit Ml und 
M2 die Massen von 8 1 und 8 2• Die 

l'lg. 14. beiden Schalen uben auf den Massen-
punkt P die gleiche Anziehung aus; denn die Teile der Sehalen, welche 
von einem Raumwinkel begrenzt werden, sind ahnlich, so daB sieh die 
Massen dieser Teile wie die Quadrate ihrer Entfernungen von P und 
ihre Anziehungen umgekehrt wie diese Quadrate verhalten (woraus die 
Gleichheit ihrer anziehenden Wirkungen auf den Massenpunkt P folgt). 
Wir bezeiehnen die gemeinsame Anziehung der Schalen mit A und ver
sehieben die Schale 8 1 bis zum Zusammenfallen ihres Mittelpunktes 0 1 

mit dem Mittelpunkt 02' Bedeutet A'die Anziebung der Schale 8 1 in 
der neuen Lage, so bestehen nach dem Satz des § 68 die Beziehungen 
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A' al 2 Ml 

A= as2 = Ms· 

Die Anziehungen der beiden Schalen auf einen Massenpunkt von der 
gleichen Entfemung sind daher ihren Massen direkt proportional. Hier
aus und aus dem Satz des letzten Paragraphen erhalten wir den Satz: 
Die Anziekungskraft, die eine Kugel aus komogenen konzentriscken 
Sckickten auf einen auf3erkalb gelegenen Massenpunkt ausubt, ist nack 
ikrem Mittelpunkt kin gericktet, ist direkt proportional der Masse der Kugel 
und umgekekrt proportional dem Quadrat der Entfernung des Punktes von 
dem Kugelmittelpunkt; oder: Die Anziekungskraft der Kugel auf einen 
auf3eren Punkt ist so besckatten, als wenn ikre gesamte Masse im Mittel
punkt vereinigt ware. 

Da die Himmelskarper in konzentrischen Schichten annahemd homo
gen sind, so kann man sie also fiir die Erarterung ihrer gegenseitigen 
Wirkungen als materielle Punkte betrachten, ausgenommen den Fall, 
wo sie, wie die Planeten und ihre Satelliten, einander verhaltnismaBig 
nahe sind. 

70. Die Anziehung einer diinnen homogenen Kugelschale aut einen 
iuBeren Massenpunkt. Das Verfahren von Thomson und Tait. Die Kugel
schale mit dem Radius a und 
der Dicke Lla mage den Mittel
punkt 0 besitzen; P sei der 
angezogene Massenpunkt; die p 

Gerade PO mage die Kugel
oberflache in dem Punkt C tref
fen. Der Punkt A sei so ge-
wahlt, daB PO: OC = OC: OA, Flg.15. 

und bilde die Spitze des infinitesimalen Kegels mit dem Raumwinkel 0). 

Die Dichte der Kugelschale bezeichnen wir mit (1. Alsdann bestehen fiir 
die Massenelemente in B und B' die Ausdriicke 

_ (AB)2 LI a , __ (AB)2 LI a m - (10) COB (OBA) , m - (10) COB (OR'A)· 

Die Anziehungen der beiden Massen auf den Punkt P haben die Werte 

(7) 

Aus der Figur folgt 

_ k2 (AB)2 LI a 
a - (10) (BP2)· coi(OBA) ' 

a' = k2 (10) 5:4!1')2 . -~~!'-
(B'P)2 cos (OB'A) 

PO:OB =OB:OA. 

Mithin sind die Dreiecke POB und BOA, welche zwischen proportionalen 
7* 
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Seiten denselben Winkel gamein haben, ahnlich. Daher bestehen die 
Proportionen ABO B a 

BP OP OP 

und ebenso AB' a 
B'P GP' 

Da die WinkelOBA und OB'A glaich sind, nehmen die Gleichungen (7) 
die Gestalt an 

(8) 

Die Winkel BPO und B'PO sind gleich den Winkeln OBA und OR'A, 
folglich sind sie seIber einander gleich. Die Resultierende der beiden 
gleichen Anziehungen a und a' halbiert die Winkellhrer Wirkungslinien. 
Sie besitzt also die Richtung nach 0 und die GroBe 

AR = a cos (BPO) + a' cos (B'PO) = 2 a cos (OBA). 

I AR _ k2 a2 Lla Wegen (8) fo gt hieraus LJ - 2 . aw (OP»' 

Diese Gleichung gilt fur jeden Raumwinkel mit dem Scheitel in A und 
folglich auch fur ihre Summe. Die Anziehung der ganzen Kugelschale 
auf den auBeren Punkt erhalt daher durch Summation nach ()) den 
Wert a2Lla k2M 

R = 4nk2a (OP)2 = (OP)'; 

sie ist also der Masse der Kugelschale direkt und dem Quadrat der Ent
fernung des Punktes von ihrem Mittelpunkt umgekehrt proportional. 

71. Die Anziehung einer homogenen Kugelschale 
auf einen in ihr selbst gelegenen Massenpunkt. In 
den §§ 66-69 "urden die Anziehungen einer unend-

~_--""'IP lich dunnen homogenen Kugelschale auf einen inne
ren und auBeren Punkt behandelt. Es bleibt noch 
der Fall zu erortern, wo der angezogene Massen
punkt einen Teil der Schale selbst bildet. 

Fig. 16. Die Kugelschale von der Dicke L1a moge ihren 
Mittelpunkt in 0 haben, P bedeute die Lage des angezogenen Punktes. Wit' 
zeichnen einen infinitesimalen Kegel mit der Spitze in P und dem Raum
winkel w. Die Dichte der Schale sei a. Alsdann besitzt der von dem Kegel 

inA ausgeschnitteneTeil derSchale die Masseaw(A P)2 cos to~P) . DieAn-

ziehuug dieses Elemantes langs AP ist folglich a = k2aw (:!.P)2 __ L1~_ 
(A P)2 cos (OAP) 
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Da die Masse der Kugelschale zur Geraden PO symmetrisch angeordnet 
ist, so hat ihre resultierende Anziehung die Richtung der Geraden PO. 
Die Anziehungskomponente des Massenelementes in der Richtung 0 P 
hat aber den Wert 

LlR = a cos (APO) = a cos (OAP) = k 2aw Lla. 

Die ganze Kugelschale besitzt daher die Anziehung 

R = 2k2anLl a = k2~. 
2a2 

Aus dieser Gleichung und den Ergebnissen der §§ 66 und 69 folgt aber: 
Die Anziehung der Kugelschale auf einen unendlich nahen inneren Punkt 

ist gleich null, auf einen Punkt in der Schale selbst gleich k~ ~ und auf 
einen unendlich nahen auBeren Punkt ~~~ .1) Die Unstetigk:it der An

ziehung beruht auf dem Umstand, daB die Masse eines endlichen ~'eiles 
der Schale als endlich und ihre Dicke als unendlich dunn angenommen 
ist. Diese Unstetigkeit besteht nicht fur die Oberflache einer Vollkugel, 
deren unendlich dunne Schalen auch von unendlich kleiner Masse sind. 

x. Aufgaben. 

1. Zwei ahnliche Korper seien perspektiv ahnlich gelegen. Man zeige, daB sie 
auf einen Massenpunkt im Zentrum eine Anziehungskraft ausuben, welche zu 
ihren linearen Dimensionen umgekehrt proportional ist, wenn sie unendlich dtinne 
Stabe von gleicher Dichte oder wenn sie unendlich dtinne Kugelschalen von gleicher 
Dichte darstellen; daB hingegen ihre Anziehungskraft zu ihren linearen Dimen
sionen direkt proportional ist, wenn sie Vollkugeln von gleicher Dichte sind. 
Ferner betrachte man einen Nebelfleck von der scheinbaren GroBe der Sonne. 
Seine Entfernung von der Erde sei millionenmal groBer als die der Sonne und seine 
Dichte betrage den million ten Teil der Dichte der Sonne. Man vergleiche seine 
Anziehung auf die Erde mit derjenigen der Sonne. 

2. Man zeige, daB die Anziehungen von zwei homogenen KugeJn gleicher Dichte 
fUr Massenpunkte auf ihren Oberflachen sich zueinander wie ihre Radien ver
haIten. 

3. Man zeige, daB die Anziehung einer homogenen Kugel auf einen Massenpunkt 
in ihrem Innern der Entfernung des Massenpunktes vom Mittelpunkt direkt pro
portional ist. 

4. Man zeige, daB gleich hohe Ausschnitte eines homogenen Kegels auf einen 
Massenpunkt in seiner Spitze die gleichen Anziehungskrafte ausuben. 

5. Man bestimme denjenigen Verlauf der Dichtigkeit, fUr welchen die Anziehung 
einer Kugel auf einen Massenpunkt auf ihrer Oberflache von der GroBe der Kugel 
unabhangig ist. 

6. Man beweise, daB die Anziehung eines gleichfOrmigen dtinnen Stabes, welcher 
zu einem Kreisbogen umgebogen ist, auf einem Massenpunkt in dem Mittelpunkt 

1) Vgl. die Anmerkung tiber, die Anziehung von Kugelschalen bei Lagrange, 
Gesammelte Werke, vol. VII, p. 591. 
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des Kreises gleich der Anziehung ist, welche die Masse eines ahnlichen Stabes von 
der Lange der Sehne des Kreisbogens ausuben wfude, wenn siein dem Mittelpunkt 
des Bogens vereinigt ware. 

7. Man beweise, daB die Anziehung eines diinnen gleichformigen geraden Stabes 
auf einen auBeren Massenpunkt nach GroBe und Richtung dieselbe ist, wie die
jenige eines Kreisbogens von derselben Dichte, fUr welchen der Mittelpunkt mit 
dem Massenpunkt zusammenfallt, welcher vom Mittelpunkt aus unter demselben 
Winkel wie der Stab erscheint und an welchem der Stab Tangente ist. 

S. Man zeige, wenn gerade gleichformige Stabe ein Vieleck bilden, dessen samt
liche Seiten Tangenten an einem Kreis sind, daB die Stabe auf einen Massenpunkt 
in dem Mittelpunkt des Kreises in entgegengesetzten Richtungen Anziehungskrafte 
von gleichem Betrage ausuben. 

9. Man zeige, daB zwei KugeJn, welche aus homogenen konzentrischen Kugel
schichten bestehen, aufeinander Anziehungskrafte ausuben, als wenn ihre ganzen 
Massen in ihren Mittelpunkten vereinigt waren. 

72. Die allgemeinen Gleichungen der Anziehungskomponenten und des 
Potentials rUr den Fall, daB der angezogene Massenpunkt keinen Bestand· 
teil der anziehenden Masse bildet. Die geometrischen Methoden der 
letzten Paragraphen sind von beschrankter Bedeutung, da sie nur in den 
besonderen Fallen brauchbar sind, wo sie angewandt wurden; die ana
lytischen Methoden, zu denen wir jetzt iibergehen, sind hingegen durch 
Gleichformigkeit und Allgemeinheit charakterisiert und veranschau
lichen wieder die Vorteile derartiger Verfahren. 

Wir betrachten die Anziehung der endlichen Masse M von der Dichte 
(1 auf den Punkt P von der Masse eins, welcher der Masse M nicht an
gehOrt. DaB heiBt, der Punkt P liegt entweder ganz auBerhalb der 
Masse Moder innerhalb eines Hohlraumes der Masse. Bezeichnen wir 
die Koordinaten des Punktes P mit x, y, z, die Koordinaten eines 
Massenelementes dm mit ~, 'Yj, C und den Abstand des Punktes P von 
dem Massenelement dm mit p. so haben die Anziehungskomponenten 
parallel zu den Koordinatenachsen die Werte 

(9) 

wo 

X = - k2 r~ . <a:-~) = - k2r(a:_-::-~) dm J 'el e ~ e3 , 
(M) (X) 

Y = - k2 f-<Y::--"ildm • eB , 

(M) 

Z = - kl!(Z-C) dm • e3 , 

(X) 

dm = (1d~d1'}dC, 
e2 = (x _~)2 + (y _1'})2 + (z -C)2, 

(1 = t(~, 1'}, C). 
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das Integralzeichen jbedeutet, daB.das Integral iiber die ganze MasseM 
(M) 

erstreckt werden soIl. 1st daher a eine endliche, stetige Funktion der 
Koordinaten, was im folgenden stets der Fall sein soIl, so stellen 
X, Y und Z endliche, bestimmte GraBen dar. Das Element dm driicken 
wir durch a und die gewahnlichen t 

rechtwinkligen oder Polarkoordi-
naten aus. Die Komponenten X, p 

Y, Z erhaIten wir durch dreifache (Z,Y, Z) 

Integration. 
Die drei Integrale (9) lassen 

sich in sehr einfacher Weise auf 
ein einziges Integral zuriickfiihren. 
Wir setzen 

(10) V Jd;. 
(M) 

V heiBt die Potentialtunktion, wel- Z 

o 

:Fig. 1 •. 

che von Green 1828 eingefiihrt wurde. Sie stellt eine Funktion von x, y 
und z dar, und man spricht von demPotential der Masse M in dem Punkt P. 

Da der Punkt P der Masse M nicht angehOrt, so ist die Entferuung p 
in dem Integrationsbereich von null verschieden. Die Integrations
grenzen sind von der Lage des Massenpunktes P unabhangig; die Funk
tion unter dem Integralzeichen kann daher nach den GraBen x, y und z 
differentiiert werden, welche bei der Auswertung des bestimmten Inte
grals selbst als Konstanten zu behandeln sind. Die partiellen Ablei
tungen von V nach x, y und z sind 

r 
;;v =-f(X-J2 am 
i; x • e3 , 

(Jt) 

~ av =_ !(Y-rJ) dm 

I :: ~~~f(' e' (Jam: 
oz • e' 

(M) 

Durch Vergleich dieser Beziehungen mit (9) findet man 

(11) 
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In dem Falle, wo der Massenpunkt P keinen Teil der Masse M bildet, 
Mngt also das Problem der Bestimmung der Anziehungskomponenten 
nur von der Auswertung der Funktion V abo 

73. Der angezogene M~senpunkt bildet einen Bestandteil der an
ziehenden M~se. Es solI jetzt gezeigt werden, daB die Komponenten 
der Anziehung und das Potential bestimmte endliche Werte besitzen, 
wenn der angezogene Massenpunkt einen Bestandteil der anziehenden 
Masse darstellt; und daB die Gleichungen (11) auch in diesem FaIle 
gelten. 

Wir zeigen zunachst, daB X, Y, Z und V in diesem FaIle endliche be
stimmte Werte haben. Das Massenelement dm und seine Lage drucken 
wir in Polarkoordinaten mit dem Koordinatenanfang in dem Punkt P 
aus. Die Beziehungen zwischen rechtwinkligen und Polarkoordinaten, 
wenn der Koordinatenanfang mit dem Punkt P zusammenfliJIt, lauten 

~ - x = (! cos <p cos 0, 

'YJ - Y = (! cos <p sin 0, 
e - z = e sin <p, 

dm = G(!2 cos <pd<pdOde. 

Fur die Komponenten der Anziehung und des Potentials bestehen daher 
die Ausdrucke 

X = - k2JJJ G cos2 <p cos Od<pdOdg, 

Y = - k2JJJG cos2 <p sinOd<pdOde, 

Z = -- k2J J J G sin <p cos <p d <p d 0 de, 

V = + JJJ G(! cos <p d<pdO de, 

wo die Integrationen uber den ganzen Korper M erstreckt werden sollen. 

}'ig. 18. 

Da die Integranden fur aIle Punkte 
in M endlich sind, so haben die 
Integrale selbst endliche, bestimmte 
Werte. 

Das einfachste Verfahren, um zu 
beweisen, daB die Gleichungen (11) 
auch gel ten, wenn der Punkt P der 
anziehenden Masse angehort, ergibt 
sich, wenn man von der Definition 
der partiellen Ableitung von V nach 

x ausgeht. Diese Definition ist aber 

oV = lim V'_~, 
oz 4",=0 Liz 
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\YO V' das Potential in dem Punkt P' darstellt, dessen Koordinaten 
(x + LI x, y, z) sind. Wir zeichnen eine kleine Kugel mit dem Radius e, 
welche die beiden Punkte P und P' einschlieBt. Die Masse innerhalb der 
Kugel sei mit M I , auBerhalb der Kugel mit M2 bezeichnet. Entsprechend 
bezeichnen wir die Komponenten der Anziehung und das Potential mit 
den Indizes 1 und 2. Dann haben wir 

(12) 

weil diese samtlichen GroBen eindeutig bestimmt sind. Dberdies ergeben 
sich nach § 72 die Ausdriicke 

Wir betrachten jetzt die partielle Ableitung von V nach x. Fiir diese 
erhalt man 

(13) oV = lim ~~t'_- V\ + lim V2'- V:2 = lim _~l:=X~ + 1.X2' 
ox .(/x=o Llx .3",=0 Llx .3",=0 Llx k-

Bezeichnen wir die Entfernungen zwischen dm und P mit e und zwischen 
dm und P' mit e', so haben wir 

Yl~-=X VI =.f(t, - ~)~:. 
(M.) 

Aus dem Dreieck P dm P' folgt, daB I LI x I > Ie' - e i, wo die verti
kalen Linien andeuten, daB die absoluten Betrage zu nehmen sind. 
Hieraus folgen die Ungleichungen 

! (.! _ 1) ~_I <1. <1_ (1 + 1). 
I (!' e Llx = ee' = 2 e2 e'2 

und mithin 

Driickt man dm in Polarkoordinaten aus, so gehen diese Beziehungen 
iiber in 

11 n 
~2nl! 221lf 

I VI' -=EI I <~f'f'f'a cos q; d rp d 0 de + ..!.ff·j a cos q;' d rp' dO' de'· 
.L1 a; ..... • It 2 • • 

1100 1100 
2 
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Es sei 0'0 der maximale Wert von 0' in dem Kreise e. Dann liefem die 
Integrationen nach e und e' die Ungleichung 

n n 
S 2n 2 2n 

I Vl'- Vll <!!o./' fe cos qJdqJd8 + !!.of fe' cos qJ' dqJ' d8'. 
L1 x 2,.J I 2. .J! 

non 0 

2 

Da P und P' in der Kugel e liegen, so konnen die Entfemungen e und 
e' nicht groBer als 2 e sein. Somit ist 

n n 
2 2n 2 2n 

I Vl:;:Vl I < O'oef[cos qJ dqJd8 + O'oe./Jcos qJ' dqJ' d8' = 8nO'oe, 
non 0 
2 S 

un 1m --x- < nO'oe. d I' I V l'- Vl I 8 
4",=0 LJX 

Aus dieser Ungleichung und (13) folgt 

k2~V _ 8k2nO'oe < X 2 < k2~Y + 8k2 nO' e. ox ox 0 

Wir gehen jetzt zur Grenze e = 0 uber. Benutzt man Polarkoordinaten, 
so findet man leicht, daB der Grenzwert von Xl fur e = 0 seIber gleich 
null ist. Foiglich ergibt sich aus (12) 

lim X2 = X, 
0=0 

und mithin aus den letzten Ungleichungen 

X = k2_~_V. 
ox 

Genau ebenso erhalt man die (entsprechenden) Beziehungen fur die 
partiellen Ableitungen nach y und z; folglich gelten die Gleichungen (11) 
ganz unabhangig davon, ob der Punkt P einen Bestandteil der Masse M 
darstellt oder nicht. 

74. Potentialflachen, Die Gleichung V = c, wo c konstante Werte 
annimmt, bestimmt diejenigen Flachen, welche man als Flachen gleichen 
Potentials oder als Potentialflachen bezeichnet. 

Stellen die GroBen ~x, ~Y, ~z, irgendeine infinitesimale Verschiebung 
des Massenpunktes von dem Punkte (xo, Yo, zo) aus auf einer Potential
flache dar, so muB fur sie die Gleichung 

~V ~x +_oV'~y + OV~z = 0 ox oy OZ 
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bestehen, welche die Bedingung dafiir liefert, daB die Punkte (xo, Yo, zo) 
und (xo + ~x, Yo + ~y, Zo + ~z) beide derselben Potentialflache an
gehOren. Diese Gleichung nimmt aber, wenn man die Beziehungen (11) 
berucksichtigt, die Gestalt an 

(14) X~x + Y~y + z~z = O. 

Die Richtungskosinus der resultierenden Anziehung, welcher ein 
Massenpunkt unterliegt, sind zu X, Y, Z und die Richtungskosinus der 
infinitesimalen Verschiebung zu ~x, ~y, ~z proportional. Da die Summe 
der Produkte dieser Richtungskosinus den Wert null besitzt, so folgt, 
daB die resultierende Anziehung an jeder Stelle auf den Potentialflachen 
senkrecht steht. Wenn daher der Massenpunkt sich von der Ruhelage 
aus bewegt, so ist seine anfangliche Bewegungsrichtung senkrecht zu 
der Potentialflache durch seine Anfangslage; sobald der Punkt aber eine 
nennenswerte Geschwindigkeit erlangt hat, wird er sich im allgemeinen 
nicht senkrecht zu den Potentialflachen bewegen, weil seine Bewegungs
richtung alsdann nicht allein von der senkrechten Resultierenden ab
hangt, sondern auch von seiner Geschwindigkeit. 

75. Das Potential und die Anziehung einer unendlich diinnen, homo
genen kreisformigen Scheibe auf einen Massenpunkt auf ihrer Achse. 
Liegt der Koordinatenanfang im Mittelpunkt der Scheibe mit dem 
Radius R und bezeichnet man die Koordinaten des Punktes P mit 
x, 0, 0, dann ist 

(15) 

1st x konstant und wird R unendlich groB, so erhalt man fur die An
ziehung 
(16) X = =f 2 nk2a, 

je nachdem sich der Punkt auf der positiven oder negativen Seite der 
yz-Ebene befindet. Das rechte Glied dieser Gleichung ist von x unab
hangig; eine dunne Kreisscheibe von unendlicher Ausdehnung und 
horizontaler Lage zieht daher einen uber ihr gelegenen Massenpunkt mit 
einer Kraft an, welche nicht von der Hohe abhangt. Eine beliebige 
Anzahl von solchen ubereinander gelagerten Scheiben wurden zusammen 
in derselben Weise auf den Punkt wirken. Wenn daher die Erde nach 
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P der gewohnlichen Vorstellung des Altertums eine un
endlich ausgedehnte ebene Scheibe darstellte, so wiir
den die Korper in samtlichen Hohen sich mit kon
stanten Kriiften zu ihr hinbewegen, und die Fall
gesetze, die sich unter der Annahme konstanter 
Beschleunigung ergeben, waren alsdann von strenger 
Geltung. 

76. Das Potential und die Anziehung einer unend
lich diinnen homogenen Kugelschale auf einen inneren 
und einen auBeren Massenpunkt. Stellt cp den Winkel 
zwischen OP und dem Radius, und (J1) den Winkel 

Fig. 19. zwischen der Fundamentalebene (Koordinatenebene) 
und der Ebene OAP dar, dann ist 

Jede von den drei Variablen cp, (), e la.Bt sich durch die beiden anderen 

p 
~----r---~--------~ 

ausdriicken. Aus der Figur folgt 

e2 = x2 + R2 - 2 xR cos cp; 

und mithin 

(18) ede = xR sin cp dcp. 

Folglich erhalt man aus der Gleichung (17) fiir einen au.Beren Punkt P 

(19) 

und fiir einen inneren Punkt P 

(20) 
R a Rj-!; "'j2,1< 

Vj = -- de d(). 
x. • 
R-x 0 

Die Integrale dieser Gleichungen lauten 

(21) 

V = 4naR2 = M 
E X X ' 

M 
V j =4naR= R' 

1) Es wird darauf hingewiesen, daB q; und (J hier nicht die sonst gebrauchten 
Bezeichnungen fiir die gewahnlichen Polarwinkel sind. 
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Fur die x-Komponenten der Anziehung ergeben sich die Werte 

1 
X = k2 ~v E = - ~~~ 

E oX X2 ' 

OV1 
X I = k 2 0 X - = 0, 

(22) 

welche mit den Resultaten der §§ 66 und 70 ubereinstimmen. 
Die Anziehung einer homogenen VollkugellaBt sich ebenfalls sogleich 

finden. Betrachtet man die Kugelschale als ein Element der Kugel, so 
ist ihre Masse durch die Gleichung 

M = 4nar 2dr 

gegeben. Stellt X die Anziehung der ganzen Kugel M dar, so folgt 
a 

X = _ 4hhl! f~2dr = _ 4k2 '!~~ = _ k2KI. 
X2 • 3 x. X2 

o 

Betrachten wir die gegenseitige Anziehung von zwei Kugeln, so erfolgt 
in Dbereinstimmung mit den soeben erhaltenen Resultaten die Wirkung 
der einen Kugel auf einen Massenpunkt der anderen in der Weise, als 
wenn ihre ganze Masse in ihrem Mittelpunkt vereinigt ware. Foiglich 
gestaltet sich die gegenseitige Anziehung der beiden Kugeln seIber so, 
als wenn fur eine jede die ganze Masse sich im Mittelpunkt befande. 

77. Zweite Methode zur Bestimmung der Anziehung einer homogenen 
Kugel. Es soIl jetzt eine sehr einfache Methode dargestellt werden, urn 
die Anziehung einer homogenen Vollkugel auf einen auBeren Massen
punkt zu finden, wenn sie fUr innere Punkte bekannt ist. Diese Methode 
nimmt allerdings in vorliegenden FaIle einem trivialen Charakter an 
und soIl auch nur aus dem Grunde eingefUhrt 
werden, weil das entsprechende Verfahren in 
dem sehr viel schwierigeren FaIle der Anziehung 
zwischen Ellipsoiden von dem gr6Bten Wert ist 
und Ivorys beruhmte Methode darstellt. 

Es werde verlangt, die Anziehung der Ku
gel S auf den auBeren Massenpunkt P' zu be
stimmen, unter der V oraussetzung, daB ihre 
Anziehung auf innere Massenpunkte bekannt ist. 
Durch den Punkt P' legen wir eine konzentri
sche Kugel S' von derselben Dichte wie die Fig. 21. 

Kugel S. Eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den Punkten auf den 
Oberflachen der beiden Kugeln wird durch die Beziehungen 

(23) 
R, R , R , 

x = if x , Y =R' Y, z = -if Z 
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hergestellt. Die entsprechenden Punkte liegen also auf Geraden durch 
den gemeinsamen Mittelpunkt der Kugeln. Die GroBen X und X' seien 
die Anziehungen der Kugeln 8' und 8 auf die entsprechenden Punkte 
P und P'. Fur diese bestehen die Ausdrucke 

(24) 

X k2 fR-x'd' k2 fifR-x'd 'd 'd ' = - J e'a- m = - (] --e'a -- x y z, 
(8') 

X' = - k2.f!l'.ea x dm = - k2 (] j fI!i'(l x dxdydz. 
(8) 

Nun ergeben sich aus der Bedeutung der GroBen (! und (!' die Gleichungen 

k2 (]j fIR 'l'1 x' dx'dy'dz' = + k2(]jJ j()~~) dx'dy'dz' 

(25) = k2(]fJ'('l\ - t~)dY'dz" 

k2(]j j fl!:f!a--x dxdydz = k2(].fJ(:B - :Jdydz, 

wo (!2 und (!l die extremen Werte von (! darstellen, die man durch Inte
gration nach x erhalt. Das heiBt, die erste Integration flihrt auf pris
matische Elemente parallel zur x-Achse, welche von der Kugel 8 be
grenzt sind. Die Entfernungen des angezogenen Punktes P' von dem 
Ende eines Elementes bilden die GroBe (!l und (!2' Um die Integration 
zu Ende zu fuhren, hat man also noch die Summe von diesen samtlichen 
Elementen zu bilden. Entsprechendes gilt fur die erste Gleichung (25). 

Die Auswertung der Integrale (25) moge in der Weise erfolgen, daB 
entsprechende Prismenelemente der beiden Kugeln jedesmal gleich
zeitig summiert werden. Betrachtet man irgend zwei Paare von ent
sprechenden Elementen z. B. die in A und A', so ist flir diese (! = (!'; 

diese Relation gilt wahrend der ganzen in der angegebenen Weise durch
gefuhrten Integration. Foiglich ergeben sich aus den Gleichungen (24) 
und (25) die Beziehungen 

X' = - k2(]j j(:1 - :J dydz =- k2(]j j(:z' -~,) dydz. 

Nun folgt aus (23) dy =~,dy" dz = -~,dz'; 

und somit erhalt man 

X' = - k2 (] _I/,B j'j'(_I __ _ 1 _) d y' d z' = "[ll_ X. 
R'B,. 'l1' 'l/ R'I 
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Sind M und M' die Massen der Kugeln 8 und 8', so ist fUr die An
ziehung der Kugel 8' auf den inneren Massenpunkt P 

kIM x=--_· 
R" ' 

somit folgt aus der Gleichung R'2X' = R2X, daB die Anziehung der 
Kugel 8 auf den auBeren Punkt P' durch den Ausdruck 

X,=_~M 
R'a 

gegeben ist, in Dbereinstimmung mit den Ergebnissen der §§ 69 und 70. 

XI. Aufgaben. 

1. Man zeige duroh Obergang zur Grenze, daB das Potential und die Kompo· 
nenten der Anziehung endliohe bestimmte Werte haben, und daB die Gleiohungen 
(11) auoh geIten, wenn sioh der Massenpunkt auf der Oberflache des anziehenden 
Korpers befindet. 

2. Man bestimme die Potentialfunktion in einem auBeren Massenpunkt, wenn 
die Kraft zur nten Potenz der Entfernung umgekehrt proportional ist. 

L " V 1 j~dm osung: = --1-"-1 . n- (! 
(M) 

3. Man bestimme duroh Obergang zur Grenze, fiir welohe Werte von n das 
Potential in der letzten Aufgabe endlioh und bestimmt ist, wenn der Massenpunkt 
einen Bestandteil des anziehenden Korpers bildet. 

4. Man beweise, daB die Potentialflaohen eines geraden homogenen Stabes ver· 
langerte Spharoide sind, deren Brennpunkte in den Enden des Stabes liegen. 

5. Man bestimme die Komponenten der Anziehung einer gleiohformigen Halb
kugel mit dem Radius R auf einen Massenpunkt auf ihrem Rande: (a) in der 
Riohtung naoh dem Mittelpunkte ihres Grundkreises; (b) senkreoht zu dieser 
Riohtung in der Ebene des Grundkreises; (0) senkreoht zu diesen beiden Rioh· 
tungen. 

Losung: (a) X = ;nakaR; (b) Y = 0; (0) Z = fakiR. 
6. Man bestimme die Abweiohung der Erdanziehung von der Lotriohtung, welohe 

duroh eine halbkugelformige Erhebung vom Radius r und der Diohte 0'1 hervor
gerufen wird. Es bezeiohne R den Radius der Erde, die als kugelformig angenom
men wird, und aa ihre mittlere Diohte. 

Losung: Wenn A der Winkel der Abweiohung ist, so findet man 

tgA = __ .:inalr __ = --±-nolr 
fna.R - fair na.R - air' 

oder naherungsweise 

7. Man zeige, wenn die Anziehung der Entfernung direkt proportional ist, daB 
ein Korper von beliebiger Gestalt auf einen Massenpunkt so wirkt, als wenn seine 
ganze Masse im Massenmittelpunkt vereinigt ware. 



112 IV. Das Potential und die Anziehung von Kiirpern 

78. Das Potential und die Anziehung eines homogenen abgeplatteten 
Vollsphiiroids auf einen fernen Einheitsmassenpunkt. Die Planeten sind 

P(X.II. Z ) sehr nahe abgeplattete Spha
z: roide und in so hohem Grade 

homogen, daB die Ergebnisse 
dieses Paragraphen die wirk
lichen Verhaltnisse fiir die mei
sten astronomischen Anwen
dungen mit hinreichender Ge
nauigkeit wiedergeben. 

Der angezogene Massenpunkt 
Fig. 22 

sei im Vergleich zu den Aus
dehnungen des anziehenden Spharoids sehr entfernt. Der Koordinaten
anfang liege im Mittelpunkt des Spharoids und die z-Achse fane mit der 
Umdrehungsachse zusammen. Es sei R die Entfernung zwischen 0 und 
P und r die Entfernung zwischen 0 und dem Massenelement dm. Dann 
gelten die Beziehungen 

26) 

R = yx2 +-y2+ Z2, 

r = y$2-+ 1]2 +C2. 

Aus diesen Gleichungen folgt 

1 
(! 

1 
-- --- ----

VR' -f--;:2-=--2(x1 +Y1/ + zC) 

1 

RV; + ;:2-_ 2(x~ iili± i_') 

Die GraBen -~, -~ und -~ seien unendlich klein von der ersten Ord

nung; berechnet man den Ausdruck fiir 12- 1 nach der Binomial£ormel, 
so ergibt sich alsdann bis auf GraBen dritter Ordnung die Entwicklung 

1 
{! 

und man erhii.lt daher fiir V den Ausdruck 
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(27) 

+ 3~:.f!; ~dm + ... 

1st M die Masse des Spharoids, so hat man 

jdm=M 

und, da der Koordinatenanfang im Anziehungszentrum liegt, die Werte 

.r~dm = 0, j'YJdm = 0, j!;dm = 0. 

Bezeichnet a die Dichte, so ist 

I dm = ar2 cos cp dcpd fJ dr, 

~ = r cos cp cos 8, 

'YJ = r cos cp sin 8, . 

!; = r sin cpo 

Der Ausdruck (27) nimmt daher die Form an 

V = ~ - 2liaJ:JJ r4 cos rp dcp d8 dr + ~ ~~.f J J'r4 cos3 rp cos2 8d rp d () d r 

+ ~~~jJ Jr4 cos3 rpsin2 0drpd8dr + ~~~J J Jr4 sin2 rp cos cpdrpd8dr 

+ 3~~(JJ J Jr4 cos3 cpsin8cosOdrpdOdr 

+ ~ 1~(J J J:rr4 sin rp cos2 rp sin 8 d rp d 8 dr 

+ 3Z;~ If Jr4 sinrp cos2 rp cos8 drp d8 dr + ... , 

dabei ist nach r zwischen den Grenzen 0 und r, nach cp zwischen den 

Grenzen - ;: und + -; und nach 8 zwischen den Grenzen 0 und 211: 

zu integriereIi.. Da r und cp von 8 unabhangig sind, kann zuerst nach 8 
integriert werden und man erhalt 

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 8 
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1f 

~ r 

V =~ - ~~ J Jr4 cos cpdcpdr 
1f 0 

1f 

~ r 

3 nX'a j'f' + 2. E5 • • r4 cos3 cp dcpdr 
tr 0 

(28) 
:~ r 

+ -~ n~:I!_ .rJ~4 cos3 cp drp dr 
71 0 

71 

2 r 

3nz2 a J'f' . + - -R5- • r4 sm2rp COScp dcp dr +"', 
71 v 

wo die drei letzten Integrale verschwinden. 
Die nachste Integration muB nach r genommen werden, da diese 

Veranderliche von rp abhangt. Bezeichnen a und b die groBe und kleine 
Achse eines Meridianschnittes und e die Exzentrizitat, so ist 

b2 r2 = -- ---
1- e2 cos 2 q; 

Fiihrt man die Integration in (28) nach r aus und entwickelt nach 
Potenzen von e, so ergibt sich bis auf GroBen von der zweiten Ordnung 
einschlieBlich 1t 

2 

T' M nab5 f(1 "2 2 ) d = R - 7Ij[a~ + -~e cos rp + ... coscp cp 
71 

7t 

2 

3 nabs . f + lORS- (x2+ y2)J (1 + -~e2cos2cp + ... ) cos3cpdcp 

7t 

2 

7t 

3 nab"z' f' + -() - fl, • (1 + _~_e2 cos2cp + ... ) sin2rp coscp dcp 
71 

+. 
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Integriert man noch nach qJ und ordnet wieder nach Potenzen von e, 
so nimmt der Ausdruck V die Gestalt an 

M 2 :ltC1b6 
V = R + 15--w-(x2 + y2 - 2z2)e2 + ... 

Da M=i:rr;aa2 b, 
b2 = a2 (1 - e2) 

ist, erhalten wir schlieBlich 

(29) 

Fiir die Komponenten der Anziehung ergeben sich aus den Gleichun
gen (11) und (29) die Ausdriicke 

X = _ ~2MX[1 + ~·b2(X2 + y2 -4z2)e2 + ... J 
R3 10 R' , 

(SO) Y = _ k~MY[l + 3 b2(X2 + y2 - 4Z2) e2 + ... J 
R3 10 R' , 

Z = - k2M!. [1 + _3 b23 (X2 + y2)-2z2 e2 + ... J 
R3 10 R' . 

Wenn das Spharoid in eine Kugel von der gleichen Masse iibergeht, 
reduzieren sich die Ausdriicke fiir die Anziehungskomponenten auf die 
ersten Glieder (der rechten Seiten). Liegt der angezogene Massenpunkt 
in der Aquatorebene des anziehenden Spharoids, so ist z = 0, liegt er 
in der Polarachse, so ist x = y = 0. Daher ergibt sich aus den Aus
driicken (SO), daB die Anziehung eines abgeplatteten Sphiiroids aUf einen 
Massenpunkt in der A"quatorebene (der von dem Mittelpunkt eine gegebene 
Entfernung hat), grof3er ist als die einer Kugel von der gleichen Masse; 
daf3 ~ie hingegen kleiner ist als die Anziehung einer Kugel von der gleichen 
Masse, wenn der Massenpunkt auf der Polarachse liegt. In dem MaBe, 
als sich der Massenpunkt von dem anziehenden Korper entfernt, nahert 
sich die Anziehung derjenigen einer Kugel von der gleichen Masse. Wenn 
sich daher der Massenpunkt in der A"quatorebene von dem Sphiiroid entfernt, 
so nimmt die Anziehung schneller ab als das Quadrat der Entfernung zu
nimmt; wenn er sich hingegen in der Aquatorebene dem Sphiiroid niihert, so 
nimmt die A nziehung schneller zu als das Quadrat der Entfernung abnimmt. 
Die entgegengesetzten Ergebnisse erhalten wir fiir die Lage des Massen
punktes in der Polargeraden. 

79. Das Potential und die Anziehung eines homogenen Vollellipsoides 
aul einen Einheitsmassenpunkt in seinem Innern. Die Gleichung eines 
Ellipsoides sei 

(Sl) 

8* 
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und es bezeichne (x, y, z) einen Massenpunkt in seinem Innern. Wir 
wahlen diesen Punkt zum Anfangspunkt fiir die Polarkoordinaten (b () 
und q;. Sind die Grundebenen des Polarkoordinatensystems parallel 
denen des Kartesischen Systems, so bestehen zwischen den rechtwink
ligen und Polarkoordinaten die Beziehungen 

(32) I ~ = x + e cos q; c~s (), 

'fJ = Y + e cos q; sm (), 

C = z + 12 sin q;. 

Das Potential des Ellipsoides in dem Einheitsmassenpunkt P ist 

2 2n t' 
V .fd;= aJ·.fJ e coscpdcpd()de· 

(M) nOv 
9 

Da die GroBe e von den Polarwinkeln abhii.ngt, muB die Integration 
zunachst nach dieser Varia bien genommen werden. Dies liefert 

(33) 

n 
2 2n 

V = {J·J~12COSCPdcpd(). 
n u 
II 

Urn 121 durch die Polarwinkel auszudriicken, setzen wir die Werte (32) 
in die Gleichung (31) ein; so findet man 

(34) 

A= cos2 tp cos. () 
+ 

cos2tp sin2 () + sin2tp 
a2 bZ c2 ' 

(35) B= 3) cos tp cos () + Y cos tp sin () +zsintp 
a2 bz c2 , 

Aus (34) folgt - B ± JI B2 - AC 
121 = A . 

Damit der GroBe el eine reelle Bedeutung zukommt, muB sie positiv sein; 
A ist wesentIich positiv, und C ist negativ wegen der Lage des Punktes 
(x, y, z) im Innern des Ellipsoides. Foiglich muB die Wurzel das positive 
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Zeichen erhalten. Setzt man diesen Wert von el in (33) ein, so ergibt 
sich tt 

:l Itt 

(36) V - -'Lff(2BI - 2ByBI - AC - AC) d dO 
- 2 AI coscp cP • 

• ft 0 
2 

Wir betrachten das Integral 
ft 

~ Itt 

j . [BVBI - Ic 
VI =. AI coscp dcp dO. 

ft 0 

I 

Aus dem Ausdruck ftir B folgt, daB die Differentiale, die den Werten 
o = 00, cP = CPo und 0 =:n; + 00, cP = - CPo entsprechen, entgegen
gesetzt gleich sind. Da die samtlichen Differentiale, die in das Integral 
fur VI eingehen, sich in dieser Weise paarweise zusammenfassen lassen, 
so ergibt sich VI = 0, und man erhaIt aus (36) den Ausdruck 

ft 

" 1ft V = O'j jO{ COSB qJ COSB 0 (2 Xl _ C) COSI rp sina (} 
2 as a B + bl 

o 
ft 0 

-2 

(37) 
ft 

2 2tt 

+ 20" fJ{ xy COSlrp sinO cosO + yz sinrp cos rp sinO 
~ alba blel 

tt 0 
~ 

Durch geeignete paarweise Zusammenfassung der Elemente erkennt rna n} 
daB das zweite Integral den Wert null hat. 

Setzt m~n tt 
i hI' 

(38) W= ~f.f~~s~o :~~~_o_+~' 
_ ft 0 a' bl et 

~ 

so laBt sich der Ausdruck (37) in der Form schreiben 

(39) 
xloW y10W Zl iW V=-CW+--+ ---+-----. a oa b ob e oe 
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Fur ein gegebenes Ellipsoid ist W konstant, fur die Potentialflachen 
bestehen daher die Gleichungen 

C1 X 2 + 0 2y2 + 03Z2 = konstant, 

welche eine Schar von konzentrischen ahnlichen Ellipsoiden darstellen, 
deren Achsen zu 01-i., O2 -t. und 03 -t. proportional sind. 

Urn W auf eine integrable Form zu bringen, setzen wir 

f M = COBSI[' + sin2~ 
as e2 ' 

COS2 II' sinl II' l N = ----,;a + 01-- , 
(40) 

dann geht der Ausdruck (38) uber in 

2 2n 

W _a_f f' cos II' dtp dO 
- 2 • M COB" 0 + N sinB 0 

l' 0 

1t " 
9 2 

- 40' fJ- COB II' dtpdO __ • 
-'J M cos2 0 + N Bini 0 

o 0 

Da M und N von () unabhangig sind, findet man durch Integration 
nach dieser Veranderlichen I) 

(41) 

Um die Symmetrie in den GroBen a, b und c, welche fur den Ausdruck 
(38) bestand, wiederherzustellen, fiihrte Jacobi die· Transformation 

. e 
SIn cp = -= :=-ye2 + 8 

em. Mit Hilfe dieser Transformation ergibt sich 

1) Fiir tg 0 = x nimmt daB Integral eine von den gewtihnlichen Formen an. 
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Bildet man die Ableitungen nach a, b und c und setzt in (39) ein, so 
folgt 

Fiir die Komponenten der Anziehung erhalt man 

(43) 

00 

X = k2~!:' = ~j'_~~_ 2:naabcxk2~s _ 
i7x • (a 2 + 8) y(a 2 + s) (b 2 + s) (c 2 + s) , 

o 

00 

= k -;- = ~ -.-----~-~=~=---. Z 2 av I' 2:naabczk2 ds 
CZ • (c2 + s) y(a2 + s) (b2 + s) (c2 + s) 

o 

Die Gleichung (41) ist homogen von der zweiten Ordnung in a, b und c; 

folglich sind die Ausdriicke %~, -~f und ~~, welche sich aus (39) er

geben, homogen von der Ordnung null in derselben GroBe. Damus 
folgt, wenn man den GraBen a, b und c einen Faktor v hinzufiigt, daB 
die Werte X, Y, Z fiir die Anziehungskomponenten keine Anderung 
erfahren; oder, das elliptische Homoeoid, welches von den Ellipsoidtlachen 
mit den Achsen a, b, c und va, vb und vc begrenzt ist, iibt aut den inneren 
Massenpunkt P in entgegengesetzten Richtungen Anziehungskratte von dern 
gleichen Betrage aus (vgl. § 67). 

Die Anziehungskomponente X ist von y und z unabhangig und erh11lt x 
in der erst en Potenz; folglich ist die x-Komponente der Anziehung der 
x-Koordinate des Massenpunktes proportional und hat innerhalb des Ellip
soides an jeder Stelle der Ebene ; = x ein und denselben Wert. Ent
sprechende Ergebnisse bestehen fUr die beiden anderen Koordinaten. 

Die GraBen a, b und c seien so gewahlt, daB a > b > c. Dann laBt 
sich der Ausdruck (41) auf die Normalform eines elliptischen Integrals 
erster Art bringen. Benutzt man die Substitutionen 

. c u 
SIn cp = ~--. ---- -~- -----, 

Va2 - c2 yl- u 2 

a2 _ b' ,,2 = 2 - • < 1, a - c 
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so ergibt sich 
a 

(44) W = -----c-_-_ --c-~--~~_~ • 2nl1abCf du 
Va' - C· V(l - u 2) (1 - ~2UZ) 

o 

Dieses Integralla.Bt sich fur kleine Werte von ,,21eicht berechnen, wenn 
man den Integranden nach Potenzen von ,,2 entwickelt und gliedwGise 
integriert. 

xn. Aufgaben. 
1. Man diskutiere die durch Gleichung (29) gegebenen Potentialflachen. 
2. Man bestimme, wie in § 79, anstatt des Potentials die Ausdriicke fiir die An· 

ziehungskomponenten. Man untersuche, welche Teile der Integrale verschwinden, 
integriere nach (j und zeige, daB sich die folgenden Resultate ergeben 

~ 

r. 2 j' _ _ sinztp cos 'P d tp 
Z = - 4nl1abzk. JI(~~Si~2~ + ;-~~;~;) (b'-sm2-cP-+-C2-Co;;-~)' 

o 
Anleitung: Man leite die Ausdriicke fiir Z ab, und da die Wahl der Aufein· 

anderfolge der Achsen beliebig ist, die Ausdriicke fiir die anderen Komponenten 
durch Permutation der Buchstaben a, b, c. 

3. Man transformiere die Gleichungen der Aufgabe 2 dureh 

. a . b . c 
sm 'P = ----c-::- - -c, sm 'P = --==-- , sm tp = --- - -

V~+8 V~+8 V&+8 

und zeige, daB sich die Gleichungen (43) ergeben. 
4. Man zeige, daB das Potential eines Ellipsoides in einem Massenpunkt, der mit 

seinem Mittelpunkt zusammenfallt, gleich ist 
00 

110 = nl1ab~j~(a2+8)(b:: 8) (~2 + 8) = W. 
u 

5. Aus dem Wert fiir Vo und den Gleichungen (43) leite man den Wert des 
Potentials (42) abo 

6. Man bringe die Gleichungen der Aufgabe 2 auf die Form 

f JI (l'---*,--- -;;;-;;2) . 
7. Man integriere die Gleichungen (28), ohne den Ausdruck flir T2 nachPotenzen 

von e2 zu entwickeln. 
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80. Die Anziehung eines homogenen Vollellipsoides auf einen auBeren 
Massenpunkt. Die Methode von Ivory. 1m FaIle eines auBeren Massen-
punktes erhalt man derartig kompli- A· 

zierte Integrale, daB man die An
ziehungskomponenten nicht durch 
direkte Integration, auBer durch 
Reihenentwicklung ermittelt hat. In
dessen sind die Anziehungskompo
nenten durch indirektes Verfahren 
bestimmt worden, indem man sie 
durch die Anziehungskomponenten 
eines Ellipsoides fiir innere Massen
punkte ausdriickte. In diesem Kunst
griff besteht Ivorys Methode. I ) 

Es solI die Anziehung des Ellip
Fig. 23. 

soides E auf den auBeren Massenpunkt P' mit den Koordinaten x', y', z' 
gefunden werden. Das Ellipsoid E besitze die Halbachsen a, b, c. Wir 
legen durch den Punkt P' ein konfokales Ellipsoid E' mit den Halb
achsen ai, b', c' und derselben Dichte wie E, dann bestehen fiir die 
Achsen der beiden Ellipsoide die Beziehungen 

(45) l
a' = y'a-2+ u , 
b' = y'b2 +,;, 
c' = y'C2+~, 

wo x durch die Gleichung 

(46) 
X'2 yl2 Zl 2 ___ +~_...l. ····-1 =0 

a2 + " b2 +" I c2 + " 
definiert ist. Der einzige hier 
zuverlassige Wert von x ist 
reell und positiv. Gleichung 
(46) ist in x vom dritten Grade 
und hat eine positive und zwei 
negative Wurzeln; denn der 

/(IQ Achse 

Ausdruck auf der linken Seite, /L-Achse 
als Funktion von x betrachtet, ------T:~-i.:!'4----F=-~~~-----'"---

ist negativ fiir x = + 00; \------------1--
positiv fiir x = 0 [weil (x', i 
y', Zl) ein auBerer Punkt des ! 

I 
-- ---- ---~~ I 

1) Philosophical Transactions, ] 
1809. Fig. 24. 
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Ellipsoides E istJ; positiv fur x = - c2 + 13 (wo 13 eine sehr kleine posi
tive GroBe darstellt); negativ fur x = -c2 -13; positiv fur x = -b2 +13; 

negativ fur x = - b2 - 13; positiv fur x = - a2 + 13; negativ fur 
x = - a2 - 13 und negativ fur x = - 00. Die graphische Darstellung 
dieser Funktion liefert Figur 24. Fur die positive Wurzel x sind a', 
b', c' eindeutig bestimmt. 

Eine eineindeutige Beziehung zwischen den Punkten auf den beiden 
Ellipsoiden wird jetzt durch die Gleichungen (vgl. § 77) 

(47) ~'= a'_~, 
a 

, b' • 
r' = ~~r 'Yj =b-'Yj, '" c '" 

hergestellt. Es seien P und P' zwei entsprechende Punkte. Wir zeigen, 
daB zwischen den Anziehungen des Ellpsoides E auf den Punkt P' und 
des Ellipsoides E' auf den Punkt Peine sehr einfache Beziehung besteht. 

X, Y und Z bezeichnen die Anziehungskomponenten des Ellipsoides E' 
auf den inneren Massenpunkt P (x, y, z). Sie lassen sich nach den Metho
den des § 79 berechnen und konnen als bekannt vorausgesetzt werden. 
X', Y' und Z' seien die gesuchten Anziehungskomponenten des Ellip
soides E auf den Punkt P'. Fur die Komponenten parallel zur x-Achse 
bestehen die Ausdrucke 

- X = k2(JfjJ~;;/~M'd'Yj'de'= k2(JJ:ff~~~~}M'd'Yj'de', 
(48) 

-X' = k2(J.JJ.J·a;·e-;~ d1; d'Yj de = k2(JJf(O~V-d~d'Yjde. 
Integriert man nach 1;, so ergibt sich 

(49) 

wo e2 und el die Entfernungen zwischen dem Punkt P' und den Enden 
des prismatischen Elementes darstellen, das durch die Integration nach ~ 
entstanden ist. Zur vollstandigen Losung integrierell wir noch uber die 
ganze Oberflache von E. Die erste Gleichung in (49) laBt sich ahnlich 
behandeln. 

Mit Hilfe des folgenden Lemma konnen wir nun X' in einfacher 
Weise durch X ausdrucken. 

Wenn P und A zwei beliebige Punkte auf dem Ellipsoid E und P' und A' 
die entsprechenden Punkte auf dem Ellipsoid E' darstellen, dann sind die 
Entfernungen P A' und P' A gleich. 
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1st PA' = e' und P'A = e, so ist e = e'. Besitzen die Punkte P 
undA die Koordinaten;1> 'YJI' CI und ;2' 'YJ2' CI und diePunkte P' und A' 
dieKoordinaten;I', 'YJ/, C/ und ;1', 'YJI', C2', so geItendie Beziehungen 

{ e'2 = (;1 - ;1')1 + ('YJI - 'YJI')I + (CI - C2')I, 

. el = (;2 - ;1')1 + ('YJI·- 'YJt')1 + (CI - CI')I. 

Beriicksichtigt man die Gleichungen (45) und (47), so ergibt sich 

n'2 _ n2 = U (il~ + 7}12 + 1;11) _ U(~12 + ~ + 1;11). 
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

Da die Punkte P und A auf dem Ellipsoide mit den Halbachsen a, b, c 
liegen, so ist jeder der beiden Klammerausdriicke gleich eins. Foiglich 
ist e'2 - e2 = 0, oder e = e'. 

Die Integrationen der Ausdriicke in (49) mogen in der Weise erfolgen, 
daB die Elemente entsprechender Punkte auf den beiden Ellipsoiden 
jedesmal gleichzeitig genommen werden. Dann ist wahrend des ganzen 
Verlaufs der Integrationen el = eI' und el = el'. V'berdies folgt aus 

(47), daB d'YJ = .~.d'YJ' und dC = :' dC'. Somit erhalten wir 

I X = k2(fj j(~;: - :J d'YJ'dC', 
(50) 

bcjf( 1 l)d 'd~'- bc X· d b X'= kl(f-- -, - -, 'YJ ., -b'--; , un e enso 
b' c' !?m!?1 c 

1 
Y'=~Y cia' , 

z' =:,~,Z. 
(51) 

Die Buchstaben a, b, c und s in den Gleichungen (43) sind eigens 
gewahlt, um eine Dbereinstimmung mit den Bezeichnungen dieses Para
graphen herzustellen; da nun P und P' entsprechende Punkte darstellen, 

. abc N· t d· so haben Wlr X = a' x', y = b' y', z = c' z'. lmm man lese 

Anderungen in den Ausdriicken (43) vor und setzt sie sodann in die 
Gleichungen (50) und (51) ein, so ergibt sich 

00 

X' = - 27t(fabCkl x'j(a'2 '+7) y(a'2·+;~;(b'2 =+- 8')(C'" +';;)' 
o 

00 

Z' = - 27t(f abc kl Zj'(C'2 + ~·V(a.'2-+~~;(b" + s'j (C'I + Si)· 
o 
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Hieraus erhalt man, da aus den Gleichungen (45) die Beziehungen 

a'2 = a 2 + ", b'z = bZ + ", C'2 = c 2 + " 
folgen, wenn man s = s' + " setzt, die Ausdriicke 

co 

X' = - 2naabck2x' . . ., j ' ds 

(a2 + s) y(a 2 + s) (b 2 + s) (c 2 + 8) 

" co 

(52) y' = _ 2naabck2y' r . .:=d=-s=;;:::=:==o=;===~, . J (b2 + s) y(a 2 + s) (b2 + s) (c2 + s) 
co 

Z' 2 b k2 j' ds = -- naa c z .. .... 
(c2 + s) y(a2 + s) (b 2 + 8) (c2 + s) 

" 
Aus den Gleichungen (50) und (51) folgt, daB die Anziehungskom· 

ponenten fUr inn ere Punkte in a, b, c homogen vom Grade null sind, 
l:nd daB sie sich wie die Koordinaten des angezogenen Punktes verhalten. 
Es bezeichne X, wie oben, die Anziehung des Ellipsoides E' mit den 
Halbachsen a', b', c' anf den inneren Punkt (x, y, z); ferner bezeichne X" 
die Anziehung des Ellipsoides E' auf den inneren Punkt (x", y", Zll), 
welcher zu dem Punkt (x, y, z) Beziehungen derselben Form wie (47) 
besitzen soIl. Dann folgt 

XII x" 
X- = -ii' 

Y" y" 
Yy' 

z" z" ·z- = ·z·· 

Der Punkt (x", y", z") nahere sich der Oberflache von E' als seiner 
Grenzlage, wobei sein Entsprechen mit dem Punkt (x, y, z) in jedem 
Augenblick bestehen solI. Dann ist in der Grenze 

X" a' 
·X = -a' 

b' 
b ' 

z" c' 
z c 

Nimmt man zu diesen Gleichungen die Gleichungen (50) und (51), so 
erhalt man 

(53) 
X" Y" Z" a' b' c' M' 
X' y, Z' abc· = .i::!- . 

Das heiBt: Die A nziehung eines Vollellipsoides auf einen auf3eren Massen
punkt verhalt sich zu der A nziehung eines konfolwlen Ellipsoides durch 
den Massenpunkt wie die Masse des ersten Ellipsoides zu der des zweiten. 

Wir betrachten ein anderes Ellipsoid, welches zu dem durch den 
Massenpunkt gehenden Ellipsoid konfokal und innerhalb dieses Ellip-



IV. Das Potential und die Anziehung von Korpern 125 

soides gelegen ist; man findet mit Hilfe derselben Dberlegung, daB sich 
die Anziehungskomponenten dieser beiden Ellipsoide ebenfalls wie ihre 
Massen verhalten. Sind X"', Y''', Z'" die Anziehungskomponenten des 
neuen Ellipsoides mit den Halbachsen a"', btl', e"', so ist daher 

X" y" z" a'b'c' M' 

Diese Proportionen ergeben mit denen in (53) die Proportionen 

X' y' Z' M 
X,ii = Y'" :--= Ziil = Mm . 

Wir haben daher den Satz: Zwei konfokale Ellipsoide uben aUf Massen
punkte, welehe auf3erhalb der beiden Ellipsoide liegen, Anziehungskriifte 
aus, die von derselben Riehtung und ihren Massen proportional sind. Dieser 
Satz wurde von Maclaurin und Lagrange fur Rotationsellipsoide ge
iunden und von Lagrange auf den allgemeinen Fall von drei ungleichen 
Achsen ausgedehnt. AuBerst leicht laBt sich der allgemeine Fall in des sen 
nach der Methode von Ivory behandeln; er wird auch haufig als das 
Theorem von Ivory bezeichnet. 

Die Ausdriicke (52) lassen sich auf eine Form bringen, die fur die 
numerische Berechnung geeigneter ist. Wir setzen in dem ersten Aus-

druck ,,-<a __ = u, in dem zweiten ,/ b _ = u und in dem dritten 
val + 8 V bl + 8 

e 
-=-:-. = u. Die Substitutionsergebnisse sind 
Ves + 8 

a 

(54) 

Fur den Fall, daB der angezogene Massenpunkt sich im Innem des 
Ellipsoides befindet, erhalt man Integrale derselben Form, abgesehen 
davon, daB die oberen Grenzen gleich eins sind. 
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81. Die Anziehung von Sphiroiden. Fiir auBere Massenpunkte ergeben 
sich die Anziehungskomponenten aus (54). Wir betrachten den Fall, 
wo der anziehende Korper ein abgeplattetes Spharoid darstellt, fiir 
welches a = b > c; es bezeichne e die Exzentrizitat eines Meridian
schnittes. Dann ist 

und die Gleichungen (54) gehen somit iiber in 

(55) 

Diese Gleichungen besitzen die Integrale 

--- = ---- = - 2nuk --- ------, 1- - -X' Y' 2 VI - e" [ - ae -v-----(i2ea--
x' y' e8 Va"-+-" . a" + " 

(56) + arc sin (va:: Jl 

Die Anziehungskomponenten fiir innere Massenpunkte ergeben sich 
fiir" = 0 aus den Gleichungen (56). 

Wir nehmen jetzt ein verlangertes Spharoid als anziehenden Korper 
und setzen a = b < c. Dann ist a2 = b2 = c2 (1 - f,2) und fiir die
Gleichungen (54) erhalten wir daher 

(57) 
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Die Integrale dieser Gleichungen sind 

(58) 

X' 
a;' 

Y' = _ ~30'k2 [ as 111 - [;2 + ~~ 
y' e3 V a2 + " a2 + " 

- (1 - [;2) log (V(l -':'e:)s(a2-+-x) 

+ V1 + (1 _ S~)2~:2 + ,,) J, 
/ ce \ 

~: = - 2nak2Q e/-2
) ($1; + )0<: iI~:" ). 

Vc2+" I 

Wenn der Massenpunkt innerhalb des Spharoids liegt, haben wir fiir 
die Anziehungskomponenten diesel ben Ausdriicke, auBer fiir " = o. 

82. Der angezogene Massenpunkt liegt auf der OberfIache des Spharoids. 
Die Anziehungskomponenten fiir einen inneren Massenpunkt, welchen 
man im FaIle eines abgeplatteten Spharoids aus (56) fiir" = 0 erhalt, 
sind ohne Indizes: 

I ~ = ~ = - 2nak2yC:::C2 [- e V1 ~e2 + arc sin eJ 
a; y eS ' 

-~ = - 4na ~:[e - V1- e2 arcsine]. 
(59) 

Die Grenzwerte dieser Ausdriicke, die man erhalt, wenn der angezogene 
Massenpunkt sich der Oberflache des Spharoids annahert, liefern die 
Anziehungskomponenten fiir einen Massenpunkt auf der Oberflache 
selbst. Wenn der Massenpunkt durch die Oberflache hindurch nach 
auBen sich bewegt, erfahrt " in den Gleichungen (56), von dem Werte 
null ausgehend, eine stetige Zunahme, wobei die Gleichungen (46) in 
jedem Augenblick erfiillt sind. Folglich sind die Gleichungen (59), die 
bei dem Dbergang des angezogenen Massenpunktes auf die Oberflache 
selbst keine Unstetigkeiten erleiden, auch giiltig fiir den Fall, daB x, y, z 
der Gleichung des Ellipsoides geniigen. 

Wenn e klein ist, wie in dem FaIle der Planet en , kann man die Gleichun
gen (59) bequem benutzen, falls man sie nach Potenzen von e entwickelt. 
Setzt man die Reihenentwicklungen 

I -- e2 e' V 1 - e2 = 1 -~f - 8- - ... , 

. eS a e5 

arc sm e = e + 6 + 40 + ... , 
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in die Gleichungen (59) ein, so erhalt man I X Y ; + 11 = - !nO'k2 (1 -le2 + ... ), 

- = - !nO'k2 (l + le2 + ... ). z 

(60) 

Die Masse des Spharoids ist 

M = tnO'a2c = inO'a3yf- e2• 

Der Radius einer Kugel von der gleichen Masse ist durch die Gleichung 

M = inO'R3 = inO'a3 V1 - e2 

bestimmt, woraus R = a(l -e2)t 

folgt. Die Anziehung dieser Kugel auf einen Massenpunkt auf ihrer 
Oberflache ist 

(61) 

Wenn der angezogene Mussenpunkt auf dem Aquator des Spharoids 
liegt, ist y X2 + y2 = a; duher besitzt das Verhaltnis der Anziehung 
des Spharoids auf einen Massenpunkt auf seinem Aquator zu der An
ziehung einer gleichen Kugel auf einen Massenpunkt auf seiner Ober
flache den Wert 

yXB+Y2 (1~*eB ••. ) eB 
-F-= (l- eBrA--- =1- 30 + ... 

Dieser Wert ist fur kleine e kleiner als eins; folglich ist die Anziehung 
des Spharoids auf einen Massenpunkt, der seinem Aquator angehOrt, 
kleiner als die Anziehung einer Kugel von der gleichen Masse und dem 
gleichen Volumen auf einen Massenpunkt anf ihrer Oberflache. 

Wenn der angezogene Massenpunkt in dem Pole des Spharoids liegt, 
ist z = c = aYl - e2 ; daher haLen wir in diesem FaIle 

z_ = y(-=~ (1 + teB ••• ) = 1 + eI_ + ... 
F (1 _ eB) t 15 

Dieser Wert ist fur kleine e gr6Ber als eins; folglich ist die Anziehung 
des Spharoids auf einen Massenpunkt, der mit seinem Pol zusammenfallt, 
gr6Ber als die Anziehung einer Kugel von der gleichen Masse und dem 
gleichen Volumen auf einen Massenpunkt auf ihrer Oberflache. 

Somit gibt es eine Stelle zwischen Aquator und Pol, wo die beiden 
Anziehungen gleich sind. Wir bestimmen den Breitengrad dieser Stelle. 
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Die Koordinaten des Massenpunktes miissen die Gleichung des Spharoids 
erfiillen; daher ist 

Xl + yl Zl 
(62) f (x, y, z) = -----as "+ oz" - 1 = O. 

Die Oberflachennormale in dem Punkt (x, y, z) hat die Richtungs-
kosinus 

of 
ox 

of 
aij 

Der letzte Ausdruck ist der Kosinus des Winkels zwischen der Flachen
normalen in dem Punkte (x, y, z) und der z-Achse, und ist folglich der 
Sinus der geographischen Breite, welche mit tp bezeichnet sei. Somit 
folgt aus (62) der Ausdruck 

(63) 

z 

Aus (62) und (63) ergibt sich 

Stellt G die gesamte Anziehung des Spharoids dar, dann ergibt sich 
aus (60) und (64) der Wert 

G = - yXII + yz + ZII 

= - oft na k1lY(1 - -leI •• • )2(X2 + yll) + (1 + le2 ••• )IIZIl 

= - -ftnak2a { 1 -;~ (1 + cos2 cp) + ... } . 
Moulton-Fender, IDmmelameohanill: 9 
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Das Verhiiltnis dieses Wertes zu dem Wert fiir die Anziehung einer 
Kugel von der gleichen Masse und dem gleichen Volumen, der durch (61) 
gegeben ist, besitzt den Ausdruck 

(65) 
G 
F 

et 

1 - 10 (1 + cos2 tp) • • • et(1- 3sin2 tp) 
= 1 - ---- ... 

(1 _ e2y! 30 

Dieser Ausdruck nimmt bis auf Glieder von der vierten Ordnung in e 
den Wert eins an, wenn 3 sin II qJ = 1 ist; hieraus folgt 

qJ = 35° 15' 52". 

Bezeichnet r den Radius des Sphiiroids, so ist 

a'(1-e2 ) 
r2 - ---------

- 1- e2 cos2 tp' 

wo V' den Winkel zwischen dem Radius und der Aquatorebene darstellt. 
Da sich dieser Winkel von dem Winkel qJ nur durch Glieder zweiter und 
haherer Ordnung in e unterscheidet, so erhalten wir mit der angegebenen 
Annaherung den Wert 

a2 (1- e2 ) 
r2 = l-et cost~ = a2 (1 - e2) (1 + ell cosll (/) + .. -)-

Fiir den Wert qJ = 35° 15' 52" ist 

r2 = all (1 - -~ + ... ). 

Fiir den Radius einer Kugel von dem gleichen Volumen wurde die 
Gleichung 

gefunden. Dieser Radius ist ersichtlich gleich dem Radius des Sphiiroids 
bis auf Glieder der zweiten Ordnung einschlieBlich in der Exzentrizitat. 
Foiglich ist im FaIle eines abgeplatteten Sphiiroids von kleiner Exzen
trizitat die Anziehungskraft merklich dieselbe auf einen Massenpunkt 
auf seiner Oberflache in der Breite 35° IS' 52" wie die Anziehung einer 
Kugel von der gleichen Masse und dem gleichen Volumen auf einen 
Massenpunkt auf ihrer Oberflache; oder, wegen der Gleichheit von R 
und r: Ein Sphiiroid von kleiner Exzentrizitat zieht einen Massenpunkt 
auf seiner Oberflache in der Breite 35° 15' 52" merklich mit einer Kraft 
an, als wenn ihre gesamte Masse in ihrem Mittelpunkte vereinigt ware. 
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xm. Aufgaben. 

1. Man zeige, daB die Methode von Ivory sich auch dann anwenden liUlt, wenn 
die Anziehung einer beliebigen Potenz der Entfemung proportional ist. 

2. Man zeige, aus welchem Grunde die Methode von Ivory nicht benutzt werden 
kann, urn das Potential eines Vollellipsoides in einem auBeren Punkte zu finden, 
wenn es fUr einen inneren Punkt bekannt ist. 

3. Man bestimme das Potential einer dUnn en Ellipsoidschale, welche zwischen 
zwei konfokalen Ellipsoiden enthalten ist, in bezug auf einen inneren Punkt. 

Anleitung: Es wurde bewiesen (§ 79), daB die resultierende Anziehung einer 
solchen Schale auf aIle inneren Punkte verschwindet; daher ist das Potential in 
ihrem Innem konstant, und es geniigt folglich seine Bestimmung fUr den Mittel
punkt. Sind die Halbachsen der beiden Fliichen a, b, e und (1 + /A) a, (1 + /A) b, 
(1 + /A) e, so hat die Entfemung zwischen den beiden Fliichen liings des Radius 
vom Mittelpunkt gemessen, den Wert /Afl. Folglich ist 

n 
2 in 

V = alA j"JOfl3 cos~ dcp dO 

n 0 
2 

00 

= 2napabe - • /
' ds 

• V(aS + s) (bS + s) (eS + s) 
o 

4. Man zeige, daB im Falle von zwei dUnnen konfokalen Ellipsoidschalen iihnliche 
Massenelemente in Punkten, welche einander nach den Beziehungen (47) zugeordnet 
sind, den Produkten aus den drei Achsen der Ellipsoide proportional sind. Sodann 
zeige man, mit Rucksicht auf Aufgabe 3 und die Methode Yon Ivory, daB das 
Potential einer Ellipsoidschale in einem iiuBeren Massenpunkt gleich ist 

00 f ds' 
V' = 2na/Aabe V(a'S + s')(bi~+ s'He's + 81 

o .. 
= 2na/Aabe --==-=---=" -- . j . ds 

V(aS + s) (b 2 + s) (eS + s) 

" 
5. Man beweise, daB die Potentialfiiichen eines dunnen homogenen Ellipsoides 

konfokale Ellipsoide darstellen. Welche Kurven bilden die Kraftlinien, die zu 
diesen Fliichen senkrecht verlaufen? 

6. Man diskutiere die Potentialflachen, welche ganz auBerhalb von homogenen 
Vollellipsoiden liegen. 

9* 
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Geschichtliche Dbersicht und Literatur. 

Die Anziehung zwischen Korpern wurden zuerst von Newton untersucht. 
Seine Ergebnisse finden sich in den Prinzipien, Buch I, Abschnitt XII und XIII, 
und sind durch synthetische Verfahren abgeleitet ahnlich den in dem ersten Teil 
dieses Kapitels benutzten. Das Problem der Anziehung zwischen Ellipsoiden war 
der Gegenstand von vielen Abhandlungen und der Fall, wo sie homogen sind, 
wurde im 19. Jahrhtmdert bald vollstandig gelOst. Zu den wichtigen Abhandlungen 
gehoren: Stirling, 1735, Phil. Trans.; Euler, 1738, Petersb!~rg; Lagrange, 1773 
und 1775, Ges. Werke, vol. III, p. 619; Laplace, 1782, Mec. Cel., vol. II; Ivory, 
1809 -1828, Phil. Trans.; Legendre, 1811, Mem. de l'lnst. de France, vol. XI.; 
Gauss. Ges. Werke, Bd. V; Rodriguez, 1816, Corres. sur l'Ecole Poly., vol. III; 
Poisson. 1829, Conn. des Temps; Green, 1835, Math. Papers, vol. VIII; Chasles, 
1837 -1846, Jour. l'Ecole Poly. und Mem. des Savants Etrangers, vol. IX; Mac 
Cullagh, 1847, Dublin Proc., vol. Ill; Lejeune-Dirichlet, Journal de Liouville, 
vol. IV., und Crelle, Bd. XXXII. 

Die friiheren Abhandlungen betrafen zum groBten Teil die Anziehung von homo
genen Umdrehungsellipsoiden auf Punkte in besonderen Lagen, so z. B. auf der 
Achse. Lagrange lieferte die allgemeine Losung fiir die Anziehungen von all
gemeinen homogenen Ellipsoiden auf innere Punkte. Diese wurde von Ivory und 
Maclaurin (mit den Verallgemeinerungen von Laplace) auf auBere Massen
punkte ausgedehnt. Das Theorem von Ivory wurde in aliBerst interessanter 
W~ise von Darboux in Anmerkung XVI zu dem zweiten Bande der Mecanique 
of Despeyrous verallgemeinert. Chasles gab einen synthetischen Beweis von 
Theoremen, welche die Anziehungen von homogenen Ellipsoiden betrafen, in den 
Memoires des Savants Etrangers, vol. IX, und Lejeune-Dirichlet behandelte in 
einer sehr eleganten Erorterung die beiden FaIle des inneren und aliBeren Punktes, 
wobei er einen Diskontinuitatsfaktor benutzte (Liouville's Journal, vol. IV). 

Laplace bewies, daB das Potential in einem auBeren Punkt die partielle Diffe
rentialgleichung 

o'V clV i'V 
c :c. + a y. + a z! = 0 

erfiillt und bestimmte V durch die Bedingung, daB die Funktion V dieser Gleichung 
geniigen soIl. Dies ist ein Verfahren von groBer Allgemeinheit und ist auBer in 
trivialen Fallen verhaltnismaBig einfach. Es bildete den Ausgangspunkt der 
meisten Untersuchungen in der zweiten Halfte des letzten Jahrhunderts, besonders 
in dem FaIle, wo die anziehenden Ktirper nicht homogen sind. In der Abhandlung 
iiber Elektrizitat und Magnetismus 1828 fiihrte G r e en den Ausdruck Potential
funktion fiir Vein und leitete fiir V viele mathematische Eigenschaften abo Greens 
Abhandlung blieb fast unbekannt bis etwa 1846, und in der Zwischenzeit wurden 
viele von seinen Satzen von Chasles, GauB, Sturm und Thomson von neuem 
entdeckt. Einer von den Greenschen Satzen hat im FaIle zweier unabhangiger 
Variablen in der Funktionstheorie eine aliBerst brauchbare Anwendung gefunden. 

Poisson zeigte, daB die Potentialfunktion fiir einen inneren Punkt die folgende 
partielle Differentialgleichung erfiillt 

i)·V a'v a·v --- + - + -- = - 4.1H1_ a:c' oy' ata 
Von den Werken, welche die Anziehungsverhaltnisse und die Potentialfunktion 

behandeln, erwahnen wir: Thomson und Tait, Natural Philosophy, part. II; 
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Neumann, Potential; Poincare, Potential; Routh, Analytical Statics, vol. II 
und Tisserand, Mecanique Celeste, vol. II. Die zuletzt erwahnten bringen die 
astronomischen Anwendungen meist vollstandig und sollten fUr weitere Studien. 
zwecke benutzt werden. 

Die Anziehungsverhaltnisse der Sphii.roide und Ellipsoide waren von fundamen· 
taler Bedeutung fUr die Untersuchungen moglicher Gleichgewichtsfiguren von 
rotierenden Fliissigkeiten. Der Grund ist natiirlich der, daB in die Gleichgewichts
bedingungen die Anziehungskomponenten eingehen. Maclaurin wies 1742 nach, 
daB fiir langsame Rotation ein abgeplattetes Sphii.roid, dessen Exzentrizitat eine 
Funktion der Rotationsgeschwindigkeit und der Fliissigkeitsdichte darstellt, eine 
Gleichgewichtsfigur bildet. In der Tat entstehen immer zwei derartige Figuren; 
fiir langsame Rotation ist die eine nahezu kugelformig und die andere ist sehr 
stark abgeplattet. Fiir schnellere Rotation nahern sich die Figuren mehr der glei
chen Gestalt; fiir eine gewisse groBere Rotationsgeschwindigkeit werden sie iden
tisch; und fiir noch schnellere Rotation erhalt man iiberhaupt kein Sphii.roid mehr 
als Gleichgewichtsfigur. J aco hi wies 1834 nach, daB, wenn die Rotationsge
schwindigkeit nicht zu groB ist, sich ein Ellipsoid von drei ungleichen Achsen als 
Gleichgewichtsfigur ausbildet, welches fUr eine gewisse Rotationsgeschwindigkeit 
mit der mehr kugelformigen des Mac I a uri n schen Sphii.roids zusammenfallt. 
Wegen dieser Arbeit siehe Tisserands Mecanique Celeste, vol. II. In einer sehr 
wichtigen Abhandlung (Acta Mathematica, Band VII) zeigte Poincare, daB es 
noch unendlich viele weitere Gleichgewichtsfiguren giht, wE;llche fUr gewisse Werte 
der Rotationsgeschwindigkeit mit dem entsprechenden Jacobischen Ellipsoid 
zusammenfallen, so wie es seinerseits fiir eine gewisse Rotationsgeschwindigkeit 
mit dem Maclaurinschen Spharoid zusammenfallt. Die von diesen Figuren am 
wenigsten verlangerte ist an dem einen Ende breiter als an dem anderen und wurde 
daher Apioid genannt, worunter man eine birnenformige Figur versteht. Spatere 
Untersuchungen von Sir George Darwin (Philosophical Transactions, vol. 198) 
haben gezeigt, daB es so verlangert ist, daB es eher als gurkenformige Figur he
zeichnet werden solIte. 

Funftes Kapitel. 

Das Zweikorperproblem. 

83. Die Bewegungsgleiehungen. In diesem Kapitel solI die Anziehung 
zwischen zwei Kugeln behandelt werden, die in konzentrischen Schichten 
homogen sind. Nach den Ergebnissen des § 69 ist diese Anziehung dem 
Produkt ihrer Massen direkt und dem Quadrat der Entfernung ihrer 
Mittelpunkte umgekehrt proportional. 

Es bezeichne m1 und m 2 die Massen der beiden Korper, und es sei 
m1 + m 2 = M. In bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Koordinaten
system im Raum mogen die beiden Kugeln die Koordinaten (~l' 'YJl> Cl) 
und (~2' 'YJ2' C 2) besitzen. Ihre Entfernung sei r; dann folgen aus den Be
wegungsgesetzen und dem Gesetz der Gravitation fUr ihre Bewegung die 
Differentialgleichungen 
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m dl~l = _ kIm m (~1-~') 
1 dtl 1 2 ,a , 

m dB'll = _ k2m m (7/1-'l.) 
1 dell! ,a , 

(1) 

m d l Cl = _ kSm m (C1-C.) 
1 dtl I S ,a , 

m dl~1 - _ k2m m (~1-~1) 
I dtl - S 1 ,a , 

ms dl'll = _ kSmlml QI2-:.7J1) 
d~ ,a , 

ms ~;I == - k2msml (C. fa C1~ . 

Die Losung dieser sechs simultanen Gleichungen zweiter Ordnung 
fiihrt auf zwolf Integrale mit zwolf willkiirlichen Konstanten, welche in 
jedem besonderen FaIle durch die drei Koordinaten der Anfangslage und 
die drei Komponenten der Anfangsgeschwindigkeit eines jeden Korpers 
bestimmt sind. 

84. Die Bewegung des Massenmittelpunktes. Addiert man die erste 
und vierte, die zweite und fiinfte, die dritte und sechste Gleichung des 
Systems (1), so ergibt sich 

d2~1 dl~1 
m1 dtB- + ms dt l - = 0, 

dl7J1 dB7J1 
m1 dt l - + mS/Iti- = 0, 

dlCt dlCI 
ml/Its + m2 dtl = 0. 

Diese Gleichungen lassen sich unmittelbar integrieren; man erhalt 

d~l d~1 
m1 df + m2df = aI' 

(2) m l ~ 711 + m2 d!!~ = PI 
dt dt ' 
dCI dCs ml -dt + mS-(lf = Yt· 

N ochmalige Integration liefert 

(3) ! ml~l + ms~s = a_~t + as, 

m1fJl + mlfJs = pJt + PI' 
m l C1 + msCs = y1t + YI' 

Auf diese Weise haben wir von den zwolf Integralen bereits sechs be
stimmt mit den Integrationskonstanten at> as, PI' P'/., YI' Ys' 



V_ Das Zweikorperproblem 135 

Der Massenmittelpunkt des Systems moge die Koordinaten ~'1J' C 
besitzen, alsdann folgen aus § 19 und aus den Gleichungen (3) die Be
ziehungen 

(4) I M~ = ml~l + mZ~2 = alt + az, 

M1J = ml.1Jt + m z1Ja = Pit + P2' 
Me. = mlCl + mS C2 = I'tt + 1'2-

Die Koordinaten sind also lineare Funktionen der Zeit, und folglich 
bewegt sich der Massenmittelpunkt mit gleichformiger Geschwindigkeit. 
Durch Quadrieren und Addieren der Ableitungen erhiilt man 

2 {(d"f)1 (d7i)2 (dC)2} _ 2 a a. M crt + crt + crt - at + flt + 1'1 , 

und mithin 

wo V den absoluten Betrag der Geschwindigkeit des Massenmittel
punktes bezeichnet. Diese ist also, wie bereits gefunden, konstant. 

Elimination von taus den Gleichungen (4) ergibt 

Dies sind aber die Gleichungen einer Geraden im Raume; der Massen
mittelpunkt von zwei Korpern bewegt sich also in gerader Linie mit kon
stanter Geschwindigkeit. 

85. Die Gleichungen der Relativbewegung. Wir wahlen ein neues 
Achsensystem, welches zu dem ursprunglichen parallel sei; sein Koordi
natenanfang liege im Massenmittelpunkt der beiden Korper. In bezug 
auf dieses System mogen die beiden Korper die Koordinaten Xl> Yl' Zl 

und X 2, Ya, Za besitzen. Zwischen den alten und neuen Koordinaten 
bestehen daher die Beziehungen 

(5) I Xl = ~1 - ~, 

YI = 1Jl -1J, 
ZI = C1 - C, 

X2=~a-~, 
Y2 = 1Ja -1J, 
Z2 = Ca - C. 

Durch Einsetzen in (1) findet man fur die Differentialgleichungen der 
Relativbewegung 
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dl z1 _ k2 (Zl- Z .) 
rl/,1 dt l - - rl/,1 m2 ,.a , 

m dl Yl = _ k2m m (Yl-YI) 
1 dtl l:1,.a' 

dl z1 _ kS (Zl - ZI) 
m1 dtl - - ml mS ,.a , 

d2 zl _ k2 (ZI-:(:l) 
ms dtl - - mSml r8 , 

(6) 

m d2 YI __ k2m m (YZ-Yl) 
2 dtl - 2 1 r8 , 

d2z1 __ k2 (Z2- Zl). 
m2 dtl - mSml r 8 

Die Gleichungen sind also von derselben Form wie die fiir die absolute 
Bewegung. 

Die Koordinaten des Massenmittelpunktes folgen aus den Gleichungen 
(4); waren also Xl> Yl> ••• , Zs und femer die Konstanten aI' as, Pl> Ps, 1'1 
und 1'2 bekannt, so lieBen sich die absoluten Lagen im Raume ermitteln. 
Da es aber keine Methoden gibt, um diese Konstanten zu bestimmen, 
so kommt nur das Problem der Relativbewegung, wie es sich in den 
Gleichungen (6) darstellt, fiir eine Losung in Frage. 

Da der neue Koordinatenanfang mit dem Massenmittelpunkt zu
sammenfallt, so bestehen fiir die Koordinaten die Beziehungen 

1 
mlxl + m2x 2 = 0, 

(7) mlYl + m2Y2 = 0, 
m l z1 + mr2 = 0. 

Wenn man also in bezug auf den Massenmittelpunkt der beiden Korper 
die Koordinaten des einen Korpers kennt, so lassen sich die Koordinaten 
des anderen Korpers aus den Gleichungen (7) bestimmen. 

Mit Hilfe der Gleichungen (7) kann man X 2, Ys und zs aus den ersten 
drei Gleichungen (6) und xl> Yl und Zl aus den letzten drei eliminieren. 
Die Elimination liefert dl 

~l_ = _ kSM~l 

(8) 

dt l ,.a , 

~Yl = _ k2MYl 
dt l rI ' 

dlzl = _ k2 M!l 
dt' rI ' 

dlz l = _ k2 M z• 
dt l rB ' 

~'Jb_ = _ k2 MYI 
dt l rI ' 

dizi = _ k2 M !I . 
dt l ,.a 
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In den erst en drei Gleichungen (8) ist die Gr6.13e r, welche auf der 
rechten Seite auf tritt, durch Xl' Yl und Zl' in den letzten drei durch X 2• 

Y2 und Z2 auszudrucken. Da aus den Gleichungen (7) 
M ,/ 2 2 2 _ M _ M _ - r Xl + Yl + Zl - -rl - -r2 - r m. m. m1 

folgt, so sind die Gleichungen (8) in Xl' Yl' Zl von denen in X 2, Y2' Z2 

unabhangig und umgekehrt. Tatsachlich handelt es sich aber in der 
Praxis urn die Bewegung des einen K6rpers in bezug auf den and ern. 
Sind X, Y und Z die Koordinaten von m2 in bezug auf ml , so ist 

X = X 2 - Xl' Y = Y2 - Yll Z = Z2 - Zp 

Zieht man daher von den Gleichungen (8) die erste, zweite und dritte 
von der vierten, fiinften und sechsten ab, so erhalt man die Bezie-
hungen d2 a; a; 

d t2 = - k2 M ,.3 , 
day y __ =_k2M-

(9) dt2 ,.3 , 

d2z z --- = - k2M-dt' ,.3 , 
r2 = X2 + y2 + Z2 • 

Das Problem ist jetzt also von der sechsten Ordnung, nachdem die 
Erniedrigung von der zw6lften Ordnung mit Hilfe der sechs Integrale 
(2) und (3) vorgenommen wurde. Die sechs neuen Integrationskonstan
ten, welche bei der Integration der Gleichungen (9) eingefiihrt werden 
mussen, sind durch die drei Koordinaten der Anfangslage und die drei 
Komponenten der Anfangsgeschwindigkeit von ml in bezug auf m 2 be
stimmt. 

86. Die FIaehensatze. Multipliziert man die erste der Gleichungen (9} 
mit -- Y, die zweite mit + X und addiert, so erhalt man 

und ebenso 

Diese Gleichungen besitzen die Integrale 

(10) 
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Wie aus § 16 folgt, sind aI' a2, as die Projektionen der doppelten 
Flachengeschwindigkeit auf die xy-, yz- und xz-Ebene. Durch Multi
plikation der Gleichungen (10) mit z, x und y und Addition findet man 

(11) a1z + a2x + asy = O. 

Dies ist die Gleichung einer Ebene durch den Koordinatenanfang, welche 
nach ihrer Ableitung stets von den Koordinaten des Korpers m 2 erfiillt 
ist, folglich geschieht die Bewegung des einen Kiirpers in bezug auf den 
anderen in einer Ebene, welche durch den Mittelpunkt des anderen hindurch
geht. 

Die Konstanten aI' as, as bestimmen die Lage der Bahnebene relativ 
zum Bezugssystem. In Polarkoordinaten lautet die Gleichung (11) 

(12) al sin cp + as cos cp cos () + as cos cp sin () = O. 

z 

J<'ig.25. 

Die xy-Ebene und die Bahnebene 
schneiden sich in einer Geraden L 
(Fig. 25). Die Halbgerade (Strahl) OL 
sei so gewahlt, daB sie durch den
jenigenPunkt hindurchgeht, in welchem 
der Korper m2 die xy-Ebene bei seinem 
Ubergang von der negativen zur posi
tiven Seite passiert. Es bezeichne ~ den 

Winkel zwischen der positiven 
x-Achse und der Geraden OL, 
von Ox in der positiven Rich
tung gerechnet. Dieser Winkel 

liegt also zwischen 0° und 360°. Ferner 
bezeichne i den Winkel zwischen der 
xy-Ebene und der Ebene OLA, ge
rechnet in der positiven Drehrichtung 
urn OL. Der Winkel i kann irgend

einen Wert zwischen 0° und 180° annehmen. Je nachdem a1 positiv 
oder negativ, ist i kleiner oder groBer als 90°. Alsdann ist fiir cp = 0 

der Wert von () entweder ~ oder ~ + n; fiir () = ~ + .~ ist der Wert 

von cp entweder i oder i - n, je nachdem i kleiner oder groBer als 90° 
ist. In diesen Fallen nimmt Gleichung (12) die folgenden Formen an: 

(13) { as cos ~ + as sin ~ = 0, 

al sin i - a2 cos i sin ~ + as cos i cos ~ = O. 

Da die Projektionen der Flachengeschwindigkeit auf die drei Koordi
natenebenen konstant sind (namlich I al> ! as, I as), so ist die Flachen-
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geschwindigkeit in der Bahnebene ebenfalls konstant. Bezeichnet man 
diese Konstante mit l c1, so ist 

(14) 

wo die Wurzel positiv zu nehmen ist. Lost man die Gleichungen (13) 
und (14) nach a1, all und a3 auf, so findet man 

(15) I a1 = + C1 cos i, 

a 2 = + C1 s~n ~ sin bl" 
aa = - C1 SIn ~ COS bl,. 

Die Gleichungen (15) liefern eine eindeutige Bestimmung der GroBen i 
und bl, und damit der Lage der Bahnebene. 

87. Das ebene Problem. Da die Bahnkurve einer bekannten Ebene 
angehort, konnen die x- und y-Achse in dieser Ebene angenommen 
werden. Sind x und y, wie oben, die Koordinaten, so lauten die Diffe
rentialgleichungen der Bewegung 

1 
dlx X 

dtl =-k2M,.., 

(16) dly = _ k2M'!t-

l dtl TJ ' 
r2 = x2 + y2. 

Das Problem ist jetzt von der vierten, anstatt, wie in (9), von der 
sechsten Ordnung infolge der Integrale (10). Man bemerkt, da die Lage 
der Ebene durch die beiden Elemente bl, und i oder durch die GroBen 
a1, all' aa bestimmt ist, daB nur zwei von den willkurlichen Konstanten 
in die Reduktion eingingen. Dieses Problem laBt sich lOsen, indem man 
die Differentialgleichung der Bahnkurve wie in § 54 bestimmt und wie 
in § 62 integriert, wobei das letzte Integral aus dem Flachensatz ge
folgert wird; man tut indessen besser, die Resultate direkt nach der 
Methode abzuleiten, welche fur .gewohnlich in der Himmelsmechanik 
angewandt wird. 

Die Gleichungen (16) liefern 

Dieses Integral besitzt die Gleichung 

dy dx 
x CIt- - Y-ii:t = C1> 
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welche in Polarkoordinaten 

(17) 

lautet. 1st A die von dem Leitstrahl , iiberstrichene Flache, so ist 

und somit 

(18) 

Hieraus folgt, daB der Leitstrahl in gleichen Zeiten gleiche Flachen iiber
streicht. 

Multipliziert man die Gleichungen (16) mit 2 ~~ und 2 :~ und addiert, 

so ergibt sich ox 
al 

dlX d1ydy klM( dx d y) 2kl Mdr 
2(ifS + 2 dt2 dt = - 2ra X(it + Ydt = ----,:z dt" 

Das Integral dieser Gleichung ist 

(19) (d X)I (d y)1 _ ~kl M 
dt + dt - r + cs• 

Diese Gleichung, welche nur das Quadrat der Geschwindigkeit und die 
Entfernung entMlt, ist als das Integral der lebendigen Kraft (§ 52) be
kannt. In Polarkoordinaten lautet sie 

Wegen 

(~;r +,2 (~~r = 2k;M + Ca. 

dr dr dO 
de = dO(it 

., . (dO). { (dr)1 } 2klM erhalt man hleraus (it dO +,2 = -r- + C3 • 

Durch Elimination von ~~ mit Hilfe von (17) liefert diese Gleichung den 

Ausdruck 

welcher sich in der Form 

(20) 

schreiben laBt. 
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Definieren wir B2 und u durch die Ausdriicke 
k'MZ 

Ca + -z- = B2, 
C1 

kIM _ ~=-u 
C1 r ' 
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wo B2 fiir eine reelle Bahnkurve positiv ist, so nimmt die Gleichung (20) 
die Gestalt _ du 

d()=-= 
rBz-uI 

an. Ihr Integral ist u 
() = arc cos Ii + C4 • 

Geht man von u, B und C4 zu r und den urspriinglichen Konstanten iiber, 
so folgt 

(21) 

Dies ist die Polargleichung eines Kegelschnittes mit dem Koordinaten
anfang in dem einen Brennpunkt. 

88. Die Elemente als Funktionen der Integrationskonstanten. Der 
Knoten w und die Neigung i lassen sich mit Hilfe der Gleichungen (15) 
durch die Integrationskonstanten ausdriicken. 

Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes mit dem Koordinaten
anfang in dem rechten Brennpunkt ist 

r- p 
-1+ecos(O-w)' 

wo p den Halbparameterundw den Winkel zwischen dar Polarachse und 
der groBen Achse des Kegelschnittes bezeichnet. Durch Vergleich dieser 
Gleichung mit dem Ausdruck (21) findet man 

(22) 

CIS 

r 
P=k2M' 

e2 = 1 + 5l~~3 
k'M" 

I :: :4~MP' 
Ca = _ k S (1 - e') M . 

p 

1m FaIle e! < 1 ist die Bahnkurve eine Ellipse und p = a (1 - e2), wo 
a die groBe Halbachse darstellt; im FaIle e2 = 1 ist die Bahnkurve eine 
Parabel und p = 2 q, wo q die Entfernung zwischen dem Koordinaten-
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anfang und dem Scheitel der Parabel darstellt; im Falle e2 > 1 ist die 
Bahnkurve eine Hyperbel und p = a (e 2 - 1). 

Bezeichnet Ao die Flache, die in der Zeit beschrieben wird, bis der 
Karper das Perihel 1) passiert, so ergibt sich der Zeitpunkt fur den Durch
gang durch das Perihel aus Gleichung (18) zu 

(23) 

Hiermit ist die Bestimmung der Elemente durch die Integrations
konstanten vollendet. Diese sind als Funktionen der Koordinaten der 
Anfangslage und der Komponenten der Anfangsgeschwindigkeit definiert 
durch die Gleichungen, in denen sie zuerst auftreten, namlich (10), (17). 
(18), (19) und (21). 

89. Eigenschaften der Bewegung. Die Bahnkurve sei eine Ellipse. 
Setzt man die Werte der Integrationskonstanten aus den Gleichungen 
(22) in die Gleichungen (17) und (19) ein, so werden diese Gleichungen im 
Pall der Ellipse 

(24) 

dO /=----0-'--::-I r2 dt = k y M a (1 - e2), 

I (~Tr + (~n2 = V2 = k2M(~ - !), 
wo V die Bahngeschwindigkeit in der Entfernung r yom Koordinaten
an fang bedeutet. 

Falls die Bahnkurve einen Kreis darstellt, ist r = a und 

V 2 _ k2M. 
c - r 

Falls die Bahnkurve eine Parabel darstellt, ist a = 00 und 

V 2l2 = 2k2M. 
r 

Fur eine bestimmte Entfernung yom Koordinatenanfang ist daher das 
Verhaltnis der parabolischen Bahngeschwindigkeit zu der in einer Kreis
bahn 
(25) V 2l : Vc = Y2: 1. 

Bei der Bewegung der Kometen urn die Sonne kreuzen diese daher die 
Planetenbahnen mit Geschwindigkeiten, die 1.414 mal graBer sind als 
die der Planeten. 

1) Falls m 2 nicht einen anderen Karper alB die Sonne darstellt, bezeichnet man 
den m2 niiher liegenden Scheitel der Bahnkurve alB Perihel. 
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Der Betrag fur die Geschwindigkeit, welche ein Korper erlangt, wenn 
er von der Entfernung s bis zur Entfernung r nach dem Kraftzentrum 
k2M hin sich bewegt, folgt aus dem Ausdruck (siehe § 35) 

V2 = 2k2M(-~- - -~). 

Wenn s so bestimmt wird, daB diese Geschwindigkeit gleich der Bahn
geschwindigkeit sein solI, so ergibt sich durch Gleichsetzen dieses Aus
drucks fur V2 mit dem der zweiten 
Gleichung (24), daB s = 2 a und 

(26) 

Dies bedeutet: Die Geschwindig
keit eines Kiirpers, der sich in einer 
Ellipse bewegt, ist an jeder Stelle 
von demselben Betrage wie diejenige 
Geschwindigkeit, welche der Kiirper 
an dieser Stelle erlangen wurde, wenn 
er von dem U mfang eines K reises aus, 
dessen Mittelpunkt mit dem Koordi
natenanfang zusammenfiillt und des
sen Radius gleich der grof3en Achse 
der Ellipse ist, auf die Ellipse fiele. 

Fig. 26. 

So hat die Geschwindigkeit an der Stelle P der Ellipse den gleichen 
Betrag wie diejenige Geschwindigkeit, welche der Korper bei einem 
FaIle von P' nach P annehmen wurde. 

Gleichung (26) fuhrt zu interessanten Aufschlussen uber die mogliche 
Bewegung von m 2, wenn man nur diese Gleichung zugrunde legt und 
von den besonderen Eigenschaften der Bewegung auf einem Kegel
schnitt absieht. Da das linke Glied in (26) positiv (oder null) sein moB, 
so kann r nur solche Werte annehmen, fUr welche diese Forderung er
fullt ist. Fur jede irgendwie geartete Bewegung muB daher r < 2 a sein. 
Dieses Ergebnis ist freilich trivial in diesem einfachen FaIle, wo die 
samtlichen Bewegungsumstande vollkommen bekannt sind, hingegen 
liefert die entsprechende Erorterung fur das DreikiYrperproblem (Ka
pitel VIII) durchaus bemerkenswerte Aufschlusse, welche sich auf andere 
Weise nicht ergeben haben. 

Wir betrachten die zweite Gleichung (24) und nehmen an, daB sich 
der Korper m1 von einem Punkte aus bewegt, der von dem Korper m 2 

die Entfernung r besitzt. Dann folgt sogleich, daB die groBe Achse des 
Kegelschnittes von der anfanglichen Entfernung vom Koordinatenan
fang und dem Betrage der Anfangsgeschwindigkeit abhiingt, hingegen 
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nicht von der anfanglichen Bewegungsrichtung. 1m FaIle V2 < 2 kiM 
r 

= U2, wo U die Grenzgeschwindigkeit des Korpers ml darstellt, ist a 
positiv und die Bahnkurve eine Ellipse; im FaIle V2 = U2 ist a unend
lich und die Bahnkurve eine Para bel; im FaIle JT2 > Ua ist a negativ 
und die Bahnkurve eine Hyperbel. 

Den Zeitpunkten tl und ta mogen die von dem Leitstrahl uberstriche
nen Flachen Al und Aa entsprechen. Alsdann liefert Gleichung (18) 

2 (A2 - AI) = (t2 - tl)Cl' 

Bezeichnet t2 - tl = P die Periode der Umdrehung, so ist 2 (Aa -- AI) 
der doppelte Flacheninhalt der Ellipse, also gleich 2 :nab. Setzt man 
den Wert von C1 aus (22) ein und lOst nach P auf, so erhalt die Periode 
den Ausdruck 
(27) 

3 
2:na' 

P=-· 
ky'M 

Aus dieser Gleichung folgt, daB die Periode von allen Elementen auper 
von der gropen Achse unabhiingig ist; oder wegen (26), daB die Periode 
nur von der anfanglichen Entfernung vom Koordinatenanfang und der 
Anfangsgeschwindigkeit abhangt, und nicht von der anfanglichen Be
wegungsrichtung. Die groBe Halbachse soIl als mittlere Entfernung be

zeichnet werden, wobei zu beachten ist, daB 
sie nicht die durchschnittliche Entfernung 
darstellt, wenn man die Zeit als unab
hangige Variable benutzt. (Siehe die Auf
gaben 4 und 5, S. 147.) 

Die drei Bahnkurven in Figur 27 stim
men in der Lange der groBen Achse uber
ein und sind folglich wahrend derselben 
Zeitdauer beschrieben. Die Geschwindig
keit in A hat in allen drei Fallen den glei
chen Betrag, wahrend die verschiedenen 
Formen und Lagen der Kurven sich aus 
den verschiedenen Bewegungsrichtungen 

Fig. 17. in A ergeben. 
Betrachtet man zwei Systeme ml , m 2 und m 2, m 3, so findet man fur 

das Verhaltnis ihrer Period en 

Falls die beiden Systeme aus der Sonne und zwei Planeten bestehen, 
sind die GroBen M 1,2 und M 3,2 sehr nahe gleich, weil die Massen der 
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Planet en im Vergleich zur Masse der Sonne auBerst klein sind. Mit 
starker Annaherung erhalten wir daher die folgende Beziehung 

oder, die Quadrate der Umlaufszeiten der Planeten sind den Kuben ihrer 
mittleren Entfernungen proportional. Dies ist das dritte Gesetz von 
Kepler. 

Es ist zu beachten, daB bei der Bestimmung der Verhaltnisse fur die 
Perioden die Annahme gemacht wurde, daB die GroBe k fUr die ver
schiedenen Planet en denselben Wert besitzt, d. h., daB die Beschleuni
gungen, welche die beiden Planeten infolge der Sonnenanziehung er
fahren, in der Entfernung eins von dem gleichen Betrage sind. Anderer
seits folgt diese Eigenschaft der GroBe k aus der letzten Gleichung, 
welche Kepler direkt durch Beobachtung bestatigte. Das bedeutet, daB 
die Gravitationskraft zwischen der Sonne und den verschiedenen Pla
neten ihren (durch ihre Tragheitsverhaltnisse bestimmten) Massen pro
portional ist. Dieses Ergebnis ist fUr die Gravitationskraft keineswegs 
selbstverstandlich, denn es ware sehr wohl denkbar, daB sie auch von 
der chemischen oder physikalischen Beschaffenheit der Korper abhinge, 
wie das fur die chemische Affinitat, den Magnetismus und aHe anderen 
bekannten Krafte auch tatsachlich zutrifft. Es ist vielmehr eine be
sondere Eigenart der Gravitation, daB sie proportional der tragen Masse 
ist und von jeder anderen Wirkung unabhangig. 

90. Wahl der Einheiten. Bestimmung der I{onstanten k. Wenn die 
Einheiten der Zeit, der Masse und der Entfernung gewahlt sind, laBt 
sich k aus (27) bestimmen. Wenn diese Wahl fUr die samtlichen Einbeiten 
offenbar auch willkurlich sein kann, so wird man doch gut tun, diejenigen 
Einheiten zu wahlen, welche in astronomischen Problem en fiir gewohn
lich benutzt werden. Diese sind fur die Zeit der mittlere Sonnentag, fur 
die Masse die Masse der Sonne, fur die Entfernung die groBe Halbachse 
der Erdbahn. Die durch diese Einheiten bestimmte GroBe k bezeichnet 
man als die GauBsche Konstante, welche GauB selbst in diesel' Weise in 
der Theoria Motus Art. 1. definiert hat. 

Es sei n~2 die Masse der Sonne und m1 die der Erde und des Mondes 
zusammen; dann ist nach Beobachtungsergebnissen in diesen Ein
heiten 

(28) 
1n2 1 

m1 = 35,f710 = 354710' 

P = 365.2563835. 

M 0 U 1 ton - Fen d e r, Himmelamechanik 10 
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Setzt man diese Zahlen in (27) ein, so findet man 

1 
k = ~:7J = 0.01720209895, 

(29) P VI + m1 

log k = 8.2355814414 - 10. 

Da m1 sehr klein, so ist k naherungsweise gleich 2; und daher nahe

rungsweise gleich der mittleren taglichenErdbewegung oder etwa gleich 
to. Die mittlere tagliche Bewegung eines Planet en mit der Masse mt ist 
b und wird gewohnlich mit ni bezeichnet. Hierfiir ergibt sich aus (27) 
Pi 
(30) ky'~ 

n i = !. 
ai 

Die Periode del' Erdumdrehung um die Sonne und ihre mittlere Ent
fernung waren zu den Zeiten von GauB nicht mit vollkommener Ge
nauigkeit bekannt und sind es auch jetzt noch nicht; es ist aber klar, 
daB der Wert von k mit den verschiedenen Bestimmungen dieser GroBen 
sich andert. Wenn daher Astronomen an den Definitionen der oben 
gegebenen Einheiten genau festhalten wollten, so miiBten sie die von k 
abhangigen Tafeln jedesmal von neuem berechnen, sobald eine Ver
besserung in den Wert en der Konstanten vorgenommen ist. Diese Un
bequemlichkeiten lassen sich vermeiden, wenn man denjenigen nnme
rischen Wert von k nimmt, welchen GauB bestimmte, und die Einheit 
fUr die Entfernung so wahlt, daB (27) stets erfiillt ist. 

Nimmt man als Einheit fiir die Entfernung die mittlere Entfernung 
zwischen zwei Korpern, als Masseneinheit die Summe ihrer Massen und 
wahlt die Zeiteinheit so, daB k gleich eins ist, so bezeichnet man das 
System dieser Einheiten als kanonisches System. Da M = 1 und 
k2 = 1 in diesem System ist und aus (30) n = 1 folgt, so werden die 
Gleichungen, wenn man diese GroBen benutzt, etwas vereinfacht und 
sind daher fiir rein theoretische Untersuchungen von Vorteil. 

XIV. Aufgaben. 

1. Man stelle die Differentialgleichungen fiir das Problem der Relativbewegung 
von zwei Kiirpern in Polarkoordinaten auf. 

Liisung. dB~ = r(~)" _ k"l.!: 
. dt2 dt . r"' 

2. Man integriere die Gleichungen der Aufgabe lund deute die Integrations
konstanten. 

3. Die Erde bewegt sich in ihrer Bahn, welche als kreisfiirmig angenommen 
werden mag, mit einer Geschwindigkeit von 29.77205 km in der Sekunde. Man 
nehme an, daB sich die Meteore der Sonne in Parabeln niihern; zwischen welchen 
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Grenzen werden dann ihre relativen Geschwindigkeiten (in bezug auf die Erde) 
liegen, wenn sie in die Erdatmosphare eindringen? 

Losung: 12.327238 bis 71.871338 km in der Sekunde. (Am 14. November 
erfahrt die Erde eine Begegnung, am 27. November eine Einholung durchMeteore. 
Dabei erlangen die Meteore im ersten Faile eine relative Geschwindigkeit nahe 
der oberen, im zweiten Faile nahe der unteren Grenze.) 

4. Man driicke die durchschnittliche Lange des Leitstrahls einer Ellipse in den 
GroBen a und e aus und nehme dabei die Zeit als unabhangige Variable. 

(rdt ( e' 
Los u n g: Durchschnittswert von r = :r dt = a 1 + -2) 

5. Man finde die durchschnittliche Lange des Leitstrahls einer Ellipse und nehme 
dabei den Winkel als unabhangige Variable. 

frdO 2naVi-~e' . 
Los un g: Durchschnittswert von r - -- - -------- - b - fdO - 2n -. 

6. Man zeige, daB der Warmebetrag, den die Planeten pro Flacheneinheit von 
der Sonne empfangen, im Durchschnitt den reziproken Werten der Produkte aus 
den groBen und kleinen Achsen ihrer Bahnen proportional ist. In welcher Weise 
hangt flir eine bestimmte groBe Achse der gesamte, wahrend einer Umdrehung 
aufgenommene Betrag an Warme von der Exzentrizitat der Bahn ab? 

7. Fiir den Fall, daB sich Massenpunkte von einer gegebenen Lage aus mit 
einer gegebenen Geschwindigkeit, aber in verschiedenen Richtungen bewegen, 
finde man (a) die Perihele, (b) die Aphele, (c) die Mittelpunkte der Ellipsen, (d) die 
Endpunkte der kleinen Achsen. 

8. Fiir den Fall, daB sich Massenpunkte von einer gegebenen Lage aus in einer 
gegebenen Richtung, aber mit verschiedenen Geschwindigkeiten bewegen, finde 
man die Orte derselben Punkte, wie in Aufgabe 7 und driicke die Koordinaten 
dieser Punkte in den Anfangswerten der Koordinaten und der Geschwindigkeits
komponenten aus. 

9. Man betrachte den Fall, daB ein Komet sich in parabolischer Bahn mit dem 
Perihelabstand q bewege und sich durch ZusammenstoB mit einem Korper von 
der gleichen Masse vereinigt, welcher sich vor dem ZusammenstoB in Ruhe befand. 
Man bestimme die Exzentrizitat und den Perihelabstand fiir die Bahnkurve der 
vereinigten Korper. 

10. Man nehme an, die Masse des Jupiters sei, ausgedriickt durch die Masse 
der Sonne, gleich 1/1047 und seine mittlere Entfemung betrage 777774690 km 
(die mittlere Entfernung zwischen Erde und Sonne betragt 149503970 km). Man 
bestimme die Periode flir die Bewegung des Jupiters urn die Sonne und die Liinge 
der Bahn, welche die Sonne beschreibt in bezug auf das Gravitationszentrum 
Sonne -Jupiter. 

91. Ortsbestimmung fur parabolische Bahnkurven. Hat man die 
Bahnkurve eines K6rpers gefunden, so bleibt noch die Aufgabe, seine 
Lage in einem gegebenen Zeitpunkt zu bestimmen. Da der Fall einer 
parabolischen Bahnkurve der einfachste ist, so solI er zunachst betrach
tet werden; und zwar mach en wir, um die Vorstellungen zu fixieren, die 

10· 
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Annahme, daB es sich urn die Bewegung aines Planet en urn die Sonne 
handelt. Da wir die Massenunterschiede der Kometen vernachlassigen 
konnen, so setzen wir M = 1, Gleichung (17) wird alsdann 

(31) r2 ~: = k yp = kY2q. 

MiBt man den Polarwinkel von dem Leitstrahl nach dem Scheitel der 
Parabel aus, so wird er mit v bezeichnet und heiBt die wahre Anomalie. 
Dann ist 

f ~: = ~i-, 
I r = P = q sec2~. 

I+cosv 2' 

daher folgt aus Gleichung (31) 

y2k v (V v V) ~ dt = sec' -idv = sec22 + sec22 tg2 2 dv. 
q 

Das Integral dieses Ausdrucks ist 

(32) tg~ + ~tg3~ = k(t~ T), 
2 3 2 Y2q':! 

wo T den Zeitpunkt des Periheldurchgangs bezeichnet. Dies ist eine 

kubische Gleichung in tg i. Bringt man das rechte Glied auf die linke 

Seite, so erfahrt im Fall t - T > 0 der Ausdruck auf der linken Seite, 
wenn v die Werte von 0 bis 1800 annimmt, eine stetige Zunahme von 
negativen bis zu unendlich groBen Werten. Daher hat die Gleichung (32) 

nur eine reelle Wurzel tg i; diese ist positiv. 1m FaIle t - T < 0 er

kennt man ebenso, daB man eine reelle negative Wurzel erhaIt. 
Gleichung (32) lii.Bt sich in der Form 

25 tg3~ + 75 tg_V = 75k (t __ ~ TJ = K (~T~ 
2 2 y2 q-i: q! 

schreiben. 
Man hat Tafeln gerechnet, welche fur verschiedene Werte von v die 

Werte des Ausdrucks auf der rechten Seite dieser Gleichung enthalten. 
Aus diesen Tafeln kann durch Interpolation v gefunden werden, wenn 
t - T gegeben ist, und umgekehrt t - T bei gegebenem v. Diese Tafeln 
sind ala Barkers Tafeln bekannt und sind in Watsons Theoretical Astro
nomy die VI te, in Oppolzers Bahnbestimmung die IV te Tafel. l ) 

I) In Oppolzers Bahnbestimmung ist der Faktor 75 nicht eingefiihrt. 
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Um die kubische Gleichung direkt zu losen, setzen wir 

tg ~ = 2ctg 2~. = ctgw - tgw 

und somit v V 3 tg3 2 = - 3 tg -!f + ctg w - tg3W. 

Diese Substitution reduziert die Gleichung (32) auf 

ctg3w _ tg3w = Sk(t~T). 
y2q2 

Es sei 
s ---

ctgw = yctg ~ ; 
Sk(t- T) 

dann folgt ctg s = 3 .• • 

2Y qY 
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Daher erhalt man fiir die Berechnung von tg i die Anwendungszwecken 

dienenden Formeln Sk (t- T) 
ctg s = 3' 

(2qF 

(33) 
a --

ctgw = Vctg ~ , 
v tg 2 = 2ctg2w. 

Bei bekanntem V ist 1 bestimmt durch die Polargleichung der Parabel 
1 = _P_- = q seca~. 

1+0081' 2 

92. Die Gleichung von Euler. Wir betrachten die Lage eines Kometen 
in den Zeitpunkten tl und ta. Diese Lagen seien durch die wahren Ano
malien VI und Va und die Leitstrahlen 11 und 1a bestimmt. Die Sehne 
zwischen den Endpunkten der Leitstrahlen bezeichnen wir mit s. Dann 
folgt 

~~ -.';> = tg VI + _1_ tg3 _~, 
Y2q~ 2 3 2 

k(tz-P = tg VI +} tgs_V1 • 

Y2q" 2 S 2 

Die Differenz dieser Gleichungen ist 

k(t2-tl ) = tg VI _ tg~1 + _1_(tg3VI _ tg3_tll ); oder 
Y2qt 2 2 S 2 2 

(34) Sk (tl - tl ) = (tg."1 _ tg VI) [3 (1 + tg VI tg _Va) + (tg."2 _ tg _VI)IJ • 
V2q-~- 2 2 2 2 2 2 
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Fur die Sehne besteht die Gleichung 

S2 = r12 + r22 - 2rlr2 cos (V2 - VI) 

= (rl + r2)2 - 4r1r2 cos2 (V~2 VI). 

Aus dieser Gleichung folgt 

(35) 2Yrlr2 cos (V~2Yl) = ± V(rl + r2 + s) (rl + r2 - s). 

Die Wurzel auf der rechten Seite hat das positive Vorzeichen fur 
V2 - VI < n und das negative Vorzeichen fur V2 - VI > n. 

Aus der Polargleichung der Para bel folgt 

2 VI 2 Vz r 1 = q sec 2' r 2 = q sec 2 . 

Diese Ausdrucke fur r 1 und T2 liefern in (35) eingesetzt 

(36) l+t ~t Y2=±y(r1+rt +s)(r1+rZ-s). 
g 2 g 2 2q 

Aus den Ausdrucken fur Tl und r 2 folgt weiter 

r 1 + T2 = q(2 + tg2~1 + tg~~). 

Die letzten beiden Gleichungen ergeben 

(rl + rz + s) + (rl + r2 - s)=F 2 t(rl + rz + s) (rl + rz - s) = (tg v• _ tg _'I!1)3 
2q 2 2 

und somit 

(37) 

Mit Rucksicht auf die Gleichungen (36) und (37) wird Gleichung (34) 

(38) 6k (t2 - t1) = (Tl + r2 + s)t =F (rl + T2 - s)t. 

Diese Gleichung besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft, daB in ihr die 
GroBe q nicht mehr auftritt. Sie wurde von Euler entdeckt und ist nach 
ihm benannt. Sie ist von groBter Bedeutung fur gewisse Methoden zur 
Bestimmung der Elemente einer parabolischen Bahnkurve aus geozen
trischen Beobachtungen. 

Eine entsprechende Gleichung hat Lambert fur elliptische Bahn
kurven aufgestellt. Die rechte Seite dieser Gleichung hat die Form einer 

Potenzreihe in!, in welcher das erste Glied die rechte Seite der Eulera 
schen Gleichung darstellt. 
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93. Ortsbestimmung fiir elliptische Bahnkurven. Der Flachensatz und 
das Integral der lebendigen Kraft liefern die Beziehungen 

I r2 :i = kY(1 + m) a(1 - e2), 

dr I dv • 2 1 (tIt) + r2(-cff) = k2 (1 + m) (r - -a)· 
Elimination von ~~ aus diesen beiden Gleichungen ergibt 

(39) (~;r + k2 (1 + mj.a(l- e2
) = k2 (1 + m) (~ _ "!). 

Die mittlere Winkelgeschwindigkeit n besitzt den Wert 

2n kyl + m 
n=-p=--il-· 

a2 

F'iihrt man n in (39) ein und lOst auf, so ergibt sich 

(40) nd t = -.!:.. ::-;=::;:=::==d=;r =~ 
a yales - (a - r)! 

Um das Integral, welches auf der rechten Seite von (40) auf tritt, auf 
die Normalform zu bringen, fiihren wir die HilfsgroBe E ein durch die 
Beziehung 

(41) { a -r = ae cos E, woraus 

r = a (1 - e cos E). 

Diesen Winkel E bezeichnet man als die exzentrische Anomalie. Die 
Gleichung (40) wird dann 

ndt = (1 - e cos E) dE, 

und liefert das Integral 
n (t - T) = E - e sin E. 

Die GroBe n (t - T) ist der Winkel, welchen der Leitstrahl bei gleich
formiger Drehung mit der durchschnittlichen Geschwindigkeit iiber
streichen wiirde. Er wird gewohnlich mit M bezeichnet und heiBt die 
mittlere Anomalie. Somit ist 

(42) n (t - T) = M = E - e sin E. 

Die GroBe M laBt sich sogleich bestimmen, wenn t - T gegeben ist, 
worauf Gleichung (42) nach E aufgelOst wird. Alsdann findet man r und 
v aus (41) und der Polargleichung der Ellipse. Die Gleichung (42), 
welche als Keplersche Gleichung bezeichnet wird, ist in E transzendent, 
d. h. die GroBe E laBt sich nicht in endlicher Form darstellen. Da es 
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sehr erwUnscht ist, flir die Losung einen moglichst kurzen Ausdruck zu 
erhalten, so wandten die Astronomen dieser Gleichung sehr viel Auf-

~-__ Q merksamkeit zu, und es wurden mehrere hun
dert Losungsmethoden aufgestellt. 

94. Geometrische Ableitung der Keplerschen 
Gleichung. Wir betrachten eine elliptische 

B A Bahnkurve mit ihrem Hilfskreis AQB. Der 
Winkel AFP ist die wahre Anomalie v, wah
rend der Winkel ACQ als die exzentrische 
Anomalie E definiert sei. Es soIl gezeigt 
werden, daB die Beziehung zwischen M und E 

Fill· 28. durch die Keplersche Gleichung gegeben ist. 
Aus dem Flachensatz und den Eigenschaften des Hilfskreises folgt 

M Flli.ohe AF P 
231 = Ellipse 

Flii.ohe AFQ 
Kreis • 

Es ist Flache AFQ = Flache ACQ - Flache FCQ = '!..~ E - : ae sin E. 

Foiglich ist 
M _ as (E - e sinE) . 
231 - 2 nat , 

I M=E-esinE, 
oder a 1 - e-FP = r = 1 +(---) = VPD2 +FD2 = a(l- e cos E). e oos 1) 

Dies ist aber die Definition der in (41) gegebenen exzentrischen Ano
malie. 

95. Losung der Keplerschen Gleichung. Es soIl zuerst gezeigt werden, 
daB die Keplersche Gleichung stets eine und nur eine reelle Losung fur 
aIle Werte von M und e hat, wenn 0 < e < 1 ist. Wir schreiben die 
Gleichung in der Form -

rp(E) =E - e sinE -M = o. 
Es besitze M irgendeinen gegebenen Wert zwischen n:rr; und (n + 1):rr;, 
wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet; dann gibt es nur einen reellen 
Wert von E, welcher dieser Gleichung genugt und zwischen n:rr; und 
(n + 1):rr; liegt. Fur die Funktion rp(E) gilt im FaIle E = n:rr; 

rp(n:rr;) = n:rr; - M < 0 

und im FaIle E = (n + 1):rr; 

rp[(n + 1):rr;] = (n + 1):rr; - M > o. 
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Foiglich gibt es zwischen n:n; und (n + 1):n; eine ungerade Anzahl von 
reellen Losungen E. Nun ist die Ableitung 

q;'(E) = 1 - e cos E 

stets positiv; folglich wachst q; (E) stetig mit E und nimmt den Wert 
null nur einmal an. 

Eine fur praktische Zwecke bequeme Losungsmethode durch Reihen
entwicklung ruhrt von Lagrange her. Wir definieren z als Funktion VOIl 

w mittels der Gleichung 
(43) z = w + aq;(z), 

wo a einen Parameter bedeutet. Lagrange hat gezeigt, daB jede solche 
Funktion z sich darstellen laBt als eine fUr hinreichend kleine Werte a 
konvergierende Potenzreihe von der Form 

f a a2 0 
F(z) = F(w) + T . q;(w)F'(w) + 1:2 owU q;(w) )2F'(w)] 

I an+l on 
+ ... + (n + 1)! own [( q;(w)} n+1F'(w)] + ... 

(44) 

Diese Entwicklung kann zur Losung der Keplerschen Gleichung benutzt 
werden, wenn man sie auf die Form der Gleichung (43) bringt, indem 
man schreibt E = M + e sin E. 

Die Entwicklung von E in eine Potenzreihe in e MBt sich aus der Ent
wicklung (44) dadurch herleiten, daB man setzt F(z) = E, q;(z) = sin E, 
w = M und a = e. Das Ergebnis ist 

(45) E = M + ~sinM +~sin2M + ... 
1 1· 2 

Die samtlichen Glieder der Reihe sind auBer dem ersten im BogenmaB 
ausgedruckt, man bringt sie auf GradmaB durch Multiplikation eines 
jeden Gliedes mit der Anzahl von Graden, die der Lange eins des Ein
heitskreises (Kreis mit Radius eins) entsprechen. Die Glieder hOherer 
Ordnung sind erheblich komplizierter als die angefUhrten, und ihre Auf
stellung erfordert einen sehr stark anwachsenden Arbeitsaufwand. Fur 
die Planet en- und Satellitenbahnen ist die Exzentrizitat sehr klein, so 
daB die Reihe (45) fUr sie mit groBer Geschwindigkeit konvergiert, und 
die erst en drei Glieder bereits einen sehr genauen Wert von E liefern. 

96. Differentielle Korrektionen. Wir wollen jetzt in einem sehr ein
fachen FaIle eine Methode besprechen, welche fUr viele astronomische 
Probleme von groBer Bedeutung ist. Durch die erst en drei Glieder der 
Reihe (45) sei ein Naherungswert Eo von E bestimmt. Es solI der genaue 
Wert von E gefunden werden. 



1M V. Das Zweikiirperproblem 

Die Keplersche Gleichung liefert 

Mo = Eo - e sin Eo, 

wo fur den Teilwert Mo von M der entsprechende Wert Eo von E be
kannt ist. Es wird verlangt, den wahren Wert von E, welcher dem Wert 
M entspricht, zu bestimmen, wenn M von Mo sehr wenig verschieden 
ist. Der Winkel Mist eine Funktion von E und kann in der Form 

M = Mo + LI Mo = f(Eo + LI Eo) 

geschrieben werden. Entwicklung nach der Taylorschen Formel ergibt 

M =Mo + LI Mo = f(Eo) + f'(Eo) LI Eo + ... 
Da nach Definition Mo = f(Eo) ist, so wird diese Gleichung 

(46) M - Mo = f'(Eo) LI Eo + ... = (1 - e cos Eo) LI Eo + ... 
Die Glieder der Potenzen zweiten und hoheren Grades konnen, da LI Eo 
sehr klein, vernachlltssigt werden 1) ; folglich liefert Gleichung (46) fur 
Eo das Korrektionsglied 

(47) LIE _ M-Mo_ 
o - 1 - e eos Eo • 

Benutzt man jetzt die genaueren Werte El = Eo + LI Eo von E und 
Ml - dieses nach der Keplerschen Gleichung berechnet - so erhalt 
man ebenso als zweites Korrektionsglied 

LIE - A![-M, _. 
1 - 1 - e eosE, 

Dieses Verfahren Ilt.6t sich solange fortsetzen, bis man den Wert von E 
mit der gewunschten Genauigkeit bestimmt hat.2) 1m FaIle von Pla
netenbahnen werden zwei Korrektionen fast immer hinreichend genaue 
Ergebnisse liefern, fur gewohnlich wird aber schon eine Korrektion ge
nugen. 

97. Graphische Losung der Keplerschen Gleichung. Wenn die Exzen
trizitltt gro.6er als 0.2 ist, gestaltet sich die obige Methode zur Auf16sung 
der Keplerschen Gleichung recht muhsam, weil alsdann die erste An
nltherung noch sehr ungenau ausfltllt. Diese hohen Exzentrizitltten tre
ten im FaIle von Doppelstern- und Kometenbahnen auf und erreichen 
manchmal sogar den Wert 0.9. 1m FaIle von Doppelsternbahnen ge-

1) Wenn die Glieder hoherer Potenzen in LI Eo nieht vernachlaBigt werden, 
konnte LlEo als Potenzreihe in M -- Mo dargestellt werden, von welcher daB erste 
Glied durch den Ausdruck (47) gegeben ware. 

2) Wegen des Konvergenzbeweises fiir ein ahnliches, nur etwas muhsameres 
Verfahren, siehe Appels Mecanique vol. I., p. 391. 
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niigt jedoch fiir gewohnlich eine Genauigkeit bis zu einem zehntel Grad. 
In dies em FaIle ist daher eine schnell ausfiihrbare graphische Methode 
von groBem praktischen Wert. 

In der Keplerschen Gleichung 

E - e sin E - M = 0 

ist M gegeben und E gesucht. In bezug auf ein rechtwinkliges Achsen
system zeichnen wir die Sinuskurve und die Grade mit den Gleichungen 

{ 
y = sin E, 

Y = ~ (E -M). 

Die Abszisse ihres Schnittpunktes ist gleich dem Werte von E, welcher 
der Keplerschen Gleichung geniigtl), da sich diese durch Elimination 
von y ergibt. Die erste Kurve ist die gewohnliche Sinuskurve, welche 
ein fiir allemal gezeichnet werden kann; die zweite stellt eine Gerade 
dar, die mit der E-Achse einen Winkel bildet, dessen Tangente gleich 

! ist. Anstatt die Gerade wirklich zu zeichnen, geniigt es, ein Lineal e 
unter dem richtigen Neigungswinkel anzulegen. Hierfiir hat man ein 
bequemes Verfahren.2) Man ziehe in dem Abstand 100 eine Parallele 
zur E-Achse und versehe sie ebenfalls mit der Gradeinteilung; nun lege 
man das Lineal an den Punkt M auf der E-Achse und an den Punkt 
M + 100 e auf der Parallelen. 1st M so nahe an 180°, daB der Punkt 
M + 100 E aus dem Diagramm herausfallt, so benutze man als oberen 

1) J. J. Waterson, Monthly Notices, 1849-50, p.160. 
2) Dieses Verfahren riihrt von C. A. Yo ung her. 
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Anlegepunkt den Punkt M + 506 auf der Parallelen im Abstand 50. 
Wird M sehr nahe 1800, so werden die mittlere und exzentrische Ano
malie sehr nahe gleich und fallen in M = 1800 direkt zusammen. 

98. Zusammenstellung der Formeln. Wir stellen jetzt die Formeln zur 
Bestimmung der Polarkoordinaten bei gegebener Zeit in der Reihenfolge 
Eusammen, wie sie gebraucht werden. 

(48) 

hieraus folgt 

(49) 

kyl+m 
n=--a--' 

a"2" 

M=n(t-T), 

Eo = M + 6 sin M + ~ sin 2M, 

Mo = Eo - 6 sinEQ , 

LJE = M -Mo_ 
o 1 - eoosEo' 

El = Er• + LJEo' 

a(1 - 6 1 ) r = a(1- 6 cos E) = -_._. 
1 + eoOBv' 

Die Quadratwurzel aus dem Quotienten, den man durch Division der 
beiden letzten Gleichungen erbalt, liefert eine sehr bequeme Formel zur 
Berechnung von v, namlich 

(50) 1 /r=cosv = t ~ = 1/1 + e t E. 
V 1 + oosv g 2 V 1- e g 2 

Aus der letzten Formel in (48) und aus Formel (50) erbalt man die Polar
koordinaten, wenn E bekannt ist. 

99. Die Entwicklung von E in Reihen. Die gegebenen Formeln ge
nugen zur Berechnung der Polar- und folglich auch der rechtwinkligen 
Koordinaten fur einen beliebigen Zeitpunkt. Fur gewisse Untersuchun
gen, wie in der Storungstheorie, ist es jedoch erforderlich, nicht nur fur 
E, sondern auch fur die Polarkoordinaten Reihenentwicklungen biszu 
dem gewunschten Genauigkeitsgrad aufzustellen. 
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Die Anwendung der Methode von Lagrange in § 95 auf die Keplersche 
Gleichung liefert E als eine Potenzreihe in e, deren Koeffizienten Funk
tionen von M sind. Diese Methode wurde bereits zur Berechnung der 
ersten Reihenglieder benutzt, nach ihr lassen sich aber auch eine be
liebige Anzahl von weiteren Gliedern bestimmen. Sie ist sehr elegant 
in der Praxis, nur bietet der Nachweis ihrer Zulassigkeit Schwierig
keiten. Keine Schwierigkeiten bietet hingegen eine direkte Behandlung 
der Keplerschen Gleichung auf Grund mehr elementarer Betrachtungen. 
Die Gleichung 

M =E -esinE 

besitzt fur M = 17&, 1 = 0,1,2, ... , und beliebiges e die Losung E = 17&. 
Ferner wurde gezeigt, falls e kleiner als eins ist, daB man fur aIle Werte 
von Meine eindeutige Losung in E erhalt. Fur e = 0 besteht fur jedes 
M die Losung E = M. Bestimmt man U durch die Beziehung 

E-M=u, 

so wird die Keplersche Gleichung 

(51) u = e sin (M + u). 

so daB also u durchM und e ausgedruckt ist. Fur alle WerteM 9= 17&, 
fur welche man die Losung u bereits kennt, laBt sich der Ausdruck 

U 
e = --,..----,,=-=-~""7" 

sm eM +u) 

als konvergierende Reihe in u darstellen. Kehrt man diese Reihe um, 
so erhalt man u als eine Potenzreihe in e, deren Koeffizienten Funktionen 
von M sind. Da u mit e verschwindet, so ist sie von der Form 

(52) 

Anstatt die Potenzreihe in u wirklich aufzustellen und sodann um
zukehren, setzt man einfacher den Ausdruck (52) fur u in die Beziehung 
(51) ein und bestimmt die GroBen U 1' us • .. auf Grund der Bedingung, 
daB das Ergebnis eine Identitat in e darstellen soll. Die Substitution fur 
die GroBe u liefert 

I ule + usell + uses + ... = e sinM cosu + e cosM sinu 
. M[l (ute+uses,,,)s+(Ut e + ... )' ] 

=esm - 2! 4! -00' 

+ e cosM[(u1e + uses + ... ) - (Ute :!~ + ... } 

Durch Gleichsetzung der Koeffizienten gleich hoher Potenzen in e er
gibt sich 
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U 1 = sinM, 

(53) U 2 = U 1 cosM = tsin 2M, 
Ua = - tU12 sinM + U 2 cosM = fsin3M - tsinM, 

Aus diesen Gleichungen lassen sich leicht einige allgemeine Eigen
schaften der Losungen herleiten. Aus (51) folgt, wenn fur einen ge
gebenen Wert M = Mo die Losung U = Uo besteht, welche, wie man 
weiB, eindeutig ist, daB man fur M = Mo + 21n (1 positive ganze Zahl) 
ebenfalls die Losung U = U o erhiiJt. Das heiBt: U ist eine periodische 
Funktion von M mit der Periode 2 n. Da dies fur alle Werte e zutrifft, 
so besitzt eine jede GroBe Ui fur sich seIber die gleiche Periodizitat. 
Genugen die Werte Mo und Uo der Gleichung (51), so gilt das auch von 
den Werten - Mo und - Uo; also ist U eine ungerade Funktion von M, 
und die GraBen Uj lassen sich durch die Sinus der Vielfachen von M 
darstellen. Andert man das Vorzeichen von e und addiert in (51) n zu 
M, so bleibt die Gleichung selbst ungeandert; hieraus folgt, daB die 
Ausdrucke fur die GraBen Ui nur die Sinus von ungeraden oder geraden 
Vielfachen von M enthalten, je nachdem ihre Indizes ungerade oder 
gerade sind. 

Wir zeigen, daB die hOchste Multiplizitat von M, die in dem Ausdruck 
Ui auf tritt, gleich 1M ist. Das allgemeine Glied (53) laute~ 

Ui = sin M P 1(U1, U 2, ••• ,Ui-l) + cos M Qi(Ul> U 2, ••• , Ui-l)' 

wo die GraBen Pi und Qi Polynome in U 1, U2' •• 0, Ui-l darstellen. Diese 
GraBen mussen als Faktoren von e1- 1 erscheinen. Die allgemeinen Glie
der der Polynome Pi und Qi sind, abgesehen von Zahlenkoeffizienten, 
die fur die vorliegende Betrachtung nicht in Frage kommen, gegeben 
durch 

P - Ui, . •• 1. uJj-l 
j - 1 "W2 '" j-l' 

Die Exponenten von Ut> ... , Ui-l unterliegen der Bedingung, daB Pi und 
qi Faktoren von el-1 sein sollen. Zu dem Gliede U m gehOrt der Faktor 
em und folglich zu dem Gliede u: der Faktor em". Somit mussen die 
Exponenten von U 1, ••• Ui-l in den Ausdrucken fur Pi und ql den Be
ziehungen genugen 

{ il + 212 + o •• + (1 - 1)1i-l = 1 -1, 
(54) 

kl + 2k2 + ... + (j - 1)k'-1 = 1 - 1. 

Nun sei das hochste Vielfache von M in dem Ausdruck U m gleich mM 
fur m = 1, . 0 .,1 -1, dann folgt aus den Ausdrucken fur die Potenzen 
der Sinusfunktion, daB das hochste Vielfache von M in dem Ausdruck 
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U: gieich mnM ist. Ferner ist das hOchste Vielfache von M in dem Aus
druck fiir das Produkt von zwei oder mehr Sinusfunktionen gieich der 
Summe der hochsten Vielfachen von M, die die einzelnen Sinusfunk
tionen enthalten. Foiglich sind die hOchsten Vielfachen von M in den 
Ausdriicken Pi und qi die Summen 

11 + 212 + ... + (j - 1) 11-1, k1 + 2k2 +. . + (j - 1) k i - U 

welche nach (54) den Wert 1 -1 haben. Nun foIgt aus (53), daB Pi mit 
sin M und q; mit cos M multipliziert ist; somit ist das hOchste Vielfache 
von M in dem Ausdruck Uj gieich 1M. Das heiBt, die Ausdriicke U; sind, 
je nachdem 1 gerade oder ungerade ist, von der Form 

(2k) • 2M (2k) • 2kM 
{ 

u2k = + a~ sm + ... + aH sm , 

(2k+l) . M (2k+1) . (2k 1)M 
U H +1 = a 1 sm + ... + "2k+l sm + . 

(55) 

Man kann Ieicht Kontrollgleichungen ableiten. Da E = M + u, so 
hat man 

oE 1 OU 1 CUI CU2 2 OU; . aM = + aM = + oM e + oM e + ... + -~-M&+··· 
Andererseits foIgt aus der Keplerschen Gleichung 

cE 1 
(56) oM 1-ecosE 

Fur M = 0 ist E = 0, und man erMlt daher fiir M = 0 

~! = f 1 e = 1 + e + e2 + ... + ei + ... 

Da also die Koeffizienten von e; in dieser Reihe fiir aIle Exponenten j 
gleich eins sind, so bestehen fiir M = 0 die Beziehungen 

(57) I OU.k= 2 (2k) + 4 12/.) + ... + 2k (2k) = 1 oM a 2 a4 au' 

O~2~+1 = a~H+l) + ... + (2k + 1)a~2Ak:l1) = 1. 

Diese Gleichungen bilden aber m samtIichen Fallen eme wertvolle 
Kontrolle. 

Aus (56) foIgt 
o'E - e sinE iJE - e sinE 
13M2 = (1- e COSE)2 oM = (I--=- e cosE)"a' 
c3 E -ecosE 3e'sin2 E 
-~-M3 (1 - e cosE)t + (1 - e-cOiatii • 
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Fur M = 0 ist die erste Gleichung identisch null, aus der zweiten erhiilt 
man 

~E =_=!_ = -[e + 4e2 + 4~_5 e3 + ... + ~5_=-.:(~+2) en + ... J. 
oM3 (1-e)4 1·2 1.2 ... (n-1) 

Folglich ergeben sich entsprechend den Gleichungen (57) die Be
ziehungen 

r 
- (33 U2k = 23 (tk) + 43 (2k) + ... + (2k)3 (H) oM3 a~ a4 au 

_ 4· 5 ... (2 k + 2) 
- 1. ·2 ... (2k - 1) , 

{58) j _q3 U2k-±! = P (2k+1) + 33 (2HI) _L ••• + (2k + 1)3 (2k+l) 
01'.-13 a l aa I a2k+ 1 

4·5 ... (2k + 3) 
= 1·2 ... 2k . 

Diese Kontrollgleichungen sind von den Gleichungen (57) unabhiingig. 
Auf ahnliche Weise lassen sich Kontrollformeln aus den samtlichen Ab
leitungen ungerader Ordnung von E nach M ableiten. 

Die Gleichungen (57), (58) und die entsprechenden fUr die hoheren 
Ableitungen von E sind linear in den GroBen aY>. Wenn also die An
zahl dieser Gleichungen gleich ist der Anzahl der GroBen aj'\ so sind 
diese eindeutig bestimmt, falls die Determinante aus den Koeffizienten 
von null verschieden ist. Dies trifft aber in der Tat zu. 

Zur Erlauterung setze man z'unachst k = o. Dann liefert die zweite 
Gleichung in (57) den Wert a~l) = 1 und folglich U 1 = sin Min Uber
einstimmung mit den Ergebnissen (53). Fur k = 1 folgt aus der erst en 
Gleichung (57) der Wert 2 a~2) = 1, woraus sich u 2 = ! sin 2 M ergibt. 
Will man die Gleichungen (57) und (58) gleichzeitig benutzen, so setze 
man k = 1 in den zweiten Gleichungen (57) und (58). Dies liefert 

a~q) + 3a~3) = 1, 

alB) + 27a(~) =~. 
1 3 1.2 

Hieraus folgt a~S) = -1, a~3) = + i, in Dbereinstimmung mit den 
Ergebnissen (53). 

Fuhrt man die Reihenentwicklung nach der Methode von Lagrange 
aus oder nach derjenigen, welche soeben auseinandergesetzt wurde, so 
.ergibt sich fur E bis auf Glieder der sechsten Ordnung in e die Ent
wicklung 
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E = M + e sin M + ~ sin 2M 

+ at2z (S2sinSM -3 sinM) 

+ 4t23 (43 sin 4M - 4 . 23 sin 2M) 

+ Ift2' (54 sin5M - 5· S4sinSM + 10 sinM) 

+ 6t2& (65 sin6M - 6· 45 sin4M + 15· 25 sin 2M) 

+ . 
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100. Die Entwicklung von r und v in Reihen. Die GroBe r laBt sich 
nach der Methode von Lagrange durch die GroBen e und M ausdrucken, 
indem man F(z) = cos E setzt und von der letzten Gleichung (48) Ge
brauch macht. DiesesVerfahren hat freilich den Nachteil groBerer Um
standlichkeit. 

Aus der Keplerschen Gleichung folgtl) 

1 
oE esinE 

eb"e = l-ecosE' 

dM = (1 - e cosE)dE 

und somit e ~~ dM = e sinEdE. 

Das Integral dieser Gleichung lautet 
JJI 

(60) j 'OE 
e. ifidM = - e cosE + c, 

o 

welches die GroBe - e cos E in sehr einfacher Weise durchM ausdruckt, 
wenn man in dem Ausdruck auf der linken Seite den in (59) explizit ge
gebenen Wert von E einsetzt. Z. B. lauten die erst en Glieder 

JJI 

- e cosE = - c + ~f[sinM + e sin2M 
o 

+~ e2 (3 sin SM - sin M) + ... J dM 
= - c - ecosM -}e2cos2M -te3 (cosSM - cosM) ... 

Die letzte Gleichung (48) und Gleichung (60) liefern fUr r die Reihe 

(61) ...!:. = 1 - e cos E = 1 - c - e cos M _le2 cos 2M ... a ~ 

1) Das Verfahren dieses Paragraphen riihrt von MacMillan her. 

Moulton-Fender, Hlmmellmechanik 11 
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Wie in Aufgabe 4 auf S. 147 gezeigt wurde, hat das Integral 
2", 2", 

J: dM .f[1 - c - e cosM - {cos 2M + .. . JdM 
o 0 

den Wert 2 n (1 + ! e2). Folglich enthalten die Koeffizienten von e3, 

e4, ••• keine konstanten Glieder, und man erhalt fUr c den Wert 
--I e2• 

Die Reihe fiir ! lautet bis zur sechsten Potenz von e a 
r e2 a = 1 -- e cos M - 2 (cos 2 M - I) 

e3 

- 2! 22 (3 cos 3 M - 3 cos M) 

(62) 
- -~~- (42 cos 4M - 4 . 22 cos 2M) 

3! 23 

e6 

- 4! 24 (53 cos 5M - 5 . 33 cos 3M + 10 cosM) 

Wir bestimmen jetzt die Reihe fiir v. Aus den ersten beiden Glei
chungen (49) folgt V1 e2 

dv-~---dM - (1 - e cos E)2 • 

Hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf die Keplersche Gleichung 

(63) 1/~--(dE)2 dv = r 1- e2 (rM dM. 

Die GroBe :~ erhiilt man sofort aus (59); quadriert und integriert man 

den erhaltenen Ausdruck, so folgt, wenn man die GroBe YI - e2 nach 
Potenzen von e2 entwickelt 

(64) 

v = M + 2 e sin M + ~ e2 sin 2 M 

+ i~(13 sin3M - 3 sinM) 

+~i(103 sin4M - 44 sin 2M) 

+ 9~6(1097 sin5M - 645 sin3M + 50 sinM) 

+ 9~(1223 sin 6M - 902 sin 4M + 85 sin 2M) 

+. 
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1st e klein, wie im FaIle der Planetenbahnen, so konvergiert diese 
Reihe sehr rasch, uberschreitet e den Wert 0.6627 ... , so divergiert sie, 
wie Laplace zuerst gezeigt hat, fur gewisse Werte von M. Dieser Wert 
von e wird im Sonnensystem nur im FaIle gewisser Planetenbahnen uber
schritten. Bei Storungsberechnungen fur Kometen werden Entwick
lungen dieser Art uberhaupt nicht benutzt. 

101. Direkte Bestimmung der Polarkoordinaten.1) Wie wir gesehen 
haben, erfordert im FaIle der elliptischen Bewegung die Bestimmung der 
Koordinaten fUr einen gegebenen Zeitpunkt einen betrachtlichen Ar
beitsaufwand. Die Frage entsteht, ob dies nicht zum Teil sich erklart 
aus der mittelbaren Art der Herleitung des Endergebnisses durch Be
stimmung von E aus der Keplerschen Gleichung. Ferner entsteht die 
Frage, ob die Koordinaten nicht bequemer direkt aus den Differential
gleichungen gefunden werden konnten. Wir wollen zeigen, daB diese 
letztere Frage bejaht werden kann. 

Die Gleichungen (16) lauten in Polarkoordinaten 

1 
d2r - (_d~)2 k2(1 + m) -
dt2 r dt + r2 - 0, 

d(2dV)_0 
dt r at - . 

1ntegriert man die zweite von diesen Gleichungen und eliminiert sodann 
dv 'bt . h dt' so ergI SIC. 

Wir setzen den Wert fUr k 2(1 + m), der aus der erst en Gleichung (48) 
folgt, ein und gehen mittels der zweiten Gleichung (48) von t zu M als 
unabhangige Variable uber; dann werden diese Gleichungen 

(65) 1 
d2r - (14(1 . e2) + -~ = 0 

dItt 2 r3 r 2 , 

dv a2 V1-e' 
dM=~-r-2~' 

Die erste Gleichung (65) ist von der zweiten unabhangig und kann 
daher fur sich integriert werden. Sie wird erfullt durch die Werte 

1) Diese Methode wurde vom Verfasser zuerst in dem Astronomical Journal, 
vol. 25 (1907) ver6ffentlicht. 

11* 
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r = a und e = 0, die einen Kreis als Bahnkurve ergeben. Urn die 
elliptische Bahnkurve zu erhalten, setzen wir 

(66) r = a (1 - ee), 

wo aee die Abweichung der Ellipse vom Kreise darstellt. Wenn der 
Planet im Perihel steht, so ist r = a (1 - e) und folglich e = 1 fur 
M = O. Wenn der Planet im Aphel steht, ist r = a (1 + e) und folglich 
e = -1 fur M = n; e gehOrt also dem Bereich (-1 .. · + 1) an. 
Fur M gleich null und n ist dd~ und folglich :t gleich null. 

Setzt man (66) in (65) ein, so werden diese Gleichungen 

I :~B + c/_ e:)3 = 0, 

dv Vl-e l 

dM-(l-eep=O. 

Da e kleiner als eins ist, und e die Werte von - 1 bis + 1 annimmt, so 
lassen sich die zweiten Glieder in diesen Gleichungen als konvergierte 
Potenzreihen in e darstellen; dies liefert .. 

dd~ + e = ! ~(i + 1) [i - (i + 2)e2]et-lei, 
(67) 

;=1 

Wie bewiesen, sind r und folglich enach Potenzen von e entwickelbar. 
Dies ergibt sich auch aus der Form der ersten Gleichung (67) und den 
allgemeinen Satzen uber Differentialgleichungen. Somit laBt sich e in 
der Form 
(68) 

schreiben, wo eo, ell es, ... noch zu bestimmende Funktionen von M 
sind. Da fur aIle e kleiner als eins e eine periodische Funktion mit der 
Periode 2n ist, so bildet jedes ei fur sich eine Summe von trigonometri
schen Funktionen. Ferner ist e eine gerade Funktion von M, da die 
Bewegung zur groBen Achse der Bahn symmetrisch erfolgt und M den 
Wert null hat, wenn der Planet im Perihel steht. Das gilt fUr aIle GroBen 
e, fUr welche die Reihe konvergiert, und folglich stellt jedes ei eine 
Summe von Kosinusfunktionen dar. 

Vorzeichenanderung von e bedeutet Wechsel des Koordinatenanfangs 
nach dem anderen Brennpunkt der Ellipse. Foiglich bleibt der Wert 
von r ungeandert, wenn man das Vorzeichen von e andert und n zu M 
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hinzuaddiert; aus (66) ergibt sich daher, daB die GroBe e alsdann ihr 
Zeichen wechselt; da dies wiederum fUr aIle Werte e gilt, fur welche die 
Reihe konvergiert, so haben wir 

!!s(M)ei = - (!I(M + n) (- e)i. 

!!1 ist daher eine Summe von Kosinusfunktionen, deren Argumente 
fur ungerades 1 gerade und fUr gerades 1 ungerade Vielfache von M 
darstellen. Beachtet man die Gleichungen (66) und (68), so erkennt 
man, daB wir hiermit zu demselben Ergebnis wie in § 100 gelangt sind. 

Aus den Eigenschaften der GroBe ei und der zweiten Gleichung (67) 
lii.Bt sich leicht folgern, daB sich v als eine Reihe von der Form 

(69) 

darstellen laBt, und daB jedes Vi (1) 1) eine Summe von Sinusfunktionen 
ganzer Vielfacher von M bildet. Eine ins einzelne gehendf;l Diskussion 
lehrt, daB Vi fur gerades 1 eine Summe von Sinusgliedern gerader und 
fur ungerades i eine Summe von Sinusgliedern ungerader Vielfacher 
von M wird. 

Die Losung 11i.Bt sich ohne Schwierigkeiten auf direktem Wege her
leiten. Substitution von (68) in die erste Gleichung (67) ergibt 

2 

[:~i + :it~e + t1,;2 e2 + ... J + [eo + ele + !!2e2 + ... ] 
= [1 - 3eo2]e + [3eo - 6eOel - 6eo3]e2 + ... 

Setzt man die Koeffizienten gleich hoher Potenzen auf beiden Seiten 
gleich, so folgt 

d1eo 
(a) d.M1 + eo = 0, 

(70) (b) :it.~ + el = 1 - 3e1l2, 

(c) ~it~ + !!2 = 3!!o(1 - 2!!l - 2!!02) , 

Die Gleichungen (70) konnen in der angegebenen Reihenfolge inte
griert werden. J eder Schritt fuhrt zu zwei Integrationskonstanten, die 

sich aus e = 1 und :it = 0 fur M = 0 bei beliebigen Wert en e be
stimmen lassen. Aus (68) folgt fur diese Bedingungsgleichungen 

( 
!!(O) = !!o(O) + !!l(O)e + !!2(0)e2 + ... = 1, 

~~_ ,,..... deo + ~!he + _~e'e2 + ... = 0 
dM - dM d.M dM ' 
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wo die Ableitungen der zweiten Gleichung fiir den Wert M = 0 geIten. 
Da diese Gleichungen in e identisch erfiillt sind, so ergibt sich 

(71) leo (0) = 1, el (0) = 0, e2 (0) = 0, 

d/!~ _ (} d/!l = 0 d/!o - 0 
dM -, dM ' dM - , 

Gleichung (70a) hat (§ 32) die allgemeine Losung 

eo = ao cos M + bo sin M, 

. .. , 

wo ao und bo die Integrationskonstanten sind. Aus (71) folgt ao = 1, 
bo = 0 und somit eo = cos M. 

Die Beziehung bo = 0 folgt auch aus der allgemeinen Eigenschaft, daB 
die GroBe eo nur Kosinusfunktionen enthalten. 

Setzt man den Wert von eo in die Gleichung (70 b) ein, so wird diese 
Gleichung 

Diese Gleichung lii,Bt sich nach der Methode der Parametervariation 
losen (§ 37). Da jedoch derjenige Teil der Losung, welcher von dem 
Ausdruck auf der rechten Seite herriihrt, mit diesem in der Form iiber
einstimmt, so benutzt man einfacher die Substitution 

(h = a1 cos M + b1 sin M + C1 + d1 cos 2M , 

WO C1 und d1 die Differentialgleichung erfiillen miissen. Dies fiihrt zu 
der Losung . el = a1 cos M + b1 sm M -! +! cos 2M, 

welche die allgemeine Losung darstellt, da sie zwei willkiirliche Kon
stanten a1 und b1 enthii,1t. Bestimmt man a1 und b1 durch (71), so erhii,1t 
el den Ausdruck el = -1 + 1 cos 2M. 

Mit den fiir eo und el gefundenen Wert en wird Gleichung (70 c) 

dO/!. 
dMI + e2 = - 3 cos 3M, 

hieraus folgt die allgemeine Losung 

e2 = aa cos M + ba sin M + i cos 3M. 

Bestimmt man aa und ba durch (71), so ergibt sich sohlieBlich fiir ea 
der Ausdruck 

ea = i (- cos M + cos 3M) . 
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Dieses Integrationsverfahren laBt sich beliebig weit fortsetzen. Man 
gewinnt aus den erhaltenen Resultaten die Beziehungen 

--'"- = 1 - ee = 1 -- (eo + eIe + e2e2 + .. . )e a 
= 1 - e cos M - .~ e2 (cos 2 M - 1) - ~ e3 (cos 3 M - cos M) ... , 

welche mit (62) iibereinstimmen. 
Setzt man die Werte fiir eo, (h, ... in die zweite Gleichung (67) ein, 

so ist das Resultat 
dv 5 
dM = 1 + 2e cosM + ~e2 cos2M + ... , 

und das Integral dieser Gleichung lautet 

v = c + M + 2e sin M + £e2 sin 2M· .. 

Da v = ° fiir M = 0, so ist die willkiirliche Konstante c seIber gleich 
null. Man erhalt daher wieder die Formel (64). 

Die hier entwickelte Methode besitzt vielleicht fiir dieses spezielle 
Problem keine besonderen Vorziige gegeniiber der auf der Losung der 
Keplerschen Gleichung beruhenden. Andert man jedoch ein wenig die 
Bedingungen des Problems, indem man z. B. additive Glieder hinzu
fiigt, herriihrend von der Abplattung eines Planeten, in des sen Aquator
ebene die Bewegung erfolgt [Kapitel IV, Gleichungen (30)J, so verliert 
die Keplersche Gleichung ihre Giiltigkeit, womit die von ihr abhangige 
Methode seIber hinfallig wird, wahrend die in Rede stehende Methode 
dieses Paragraphen sich ohne Anderung anwenden laBt, abgesehen von 
den numerischen Wert en der Koeffizienten, die durch die additiven 
Glieder bestimmt sind. Jedoch bewirkt das Auftreten weiterer Glieder 
in den Differentialgleichungen eine Anderung der Periode, falls iiber
haupt eine periodische Bewegung vorliegt; urn die Periodizitat explizite 
darzustellen, sind im allgemeinen einige Anderungen in den Methoden 
zur Bestimmung der Integrationskonstanten erforderlich. Diese Methode 
der Reihenintegration ist typisch fur diejenigen, welche in der StOrungs
theorie und den schwierigeren Teilen der Himmelmechanik Anwendung 
find en ; aus diesem Grunde sollte man sie vollkommen beherrschen. 

102. Ortsbestimmung fiir hyperbolische Bahnkurven. Zwischen den 
beiden Problemen der Ortsbestimmung fiir elliptische und hyperbolische 
Bahnkurven bestehen enge Analogien. Aus der Polargleichung der 
Hyperbel a(e2-1) r = ._._-_ ... 

1 +ecosv' 

wo a die groBe Halbachse und e ihre Exzentrizitat bedeutet, ergibt sich, 
daB im FaIle einer hyperbolischen Bahnkurve v nur die Werte von 

-:7t + arc cos G) bis +:7t - arc cos (~) annehmen kann. 
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Fiir den Fliichensatz und die lebendige Kraft erhalt man in diesem 
FaIle dv 

1 
r2lft = k V(l + m) a(e2 - 1), 

(72) 
(:;r+r2(~~r=k2(1 +m)(! + ~). 

Elimination von v aus diesen Gleichungen fiihrt zu 
rdr avdt =.. . 

V(a + r)2 - a2e2' 

wo ky'l+m 
V=~-3-· 

a2 

Diese Gleichung laBt sich sofort mit Hilfe von Hyperbelfunktionen inte
grieren; man tut jedoch besser, zuerst eine HilfsgroBe F einzufiihren, 
welche der exzentrischen Anomalie fiir elliptische Bahnen entspricht. 
Wir setzen 

(73) 
ae 

a + r = 2 (e F + e-F) = ae coshF; 

dann ist 

vdt = {-I + -~(eF +e-F) JdF = [- 1 + e coshFJdF. 

Diese Gleichung besitzt das Integral 

(74) M = v(t - T) = - F + ~ (e F + e-F) = - F + e sinhF, 

welches t liefert, wenn F bekannt ist. Die umgekehrte Aufgabe der 
Bestimmung von F bei gegebenem v (t - T) ist schwieriger. Die schnell
ste Methode bestiinde im allgemeinen darin, einen Naherungswert von 
F durch gewisse graphische Verfahren zu finden und sodann einen ge
naueren Wert durch differentielle Korrektionen. Der Wert von F, der 
(74) geniigt, ist die Abszisse des Schnittpunktes der Geraden 

y =l .. (F + M) 
e 

und der hyperbolischen Sinuskurve 
eF_e- F . 

y = ~-2- = smhF. 

Die differentiellen Korrektionen konnen analog denjenigen fiir ellip
tische Bahnkurven berechnet werden. 

Aus (73) und der Polargleichung der Hyperbel folgt 

r = _(~J~=-!t = a[- 1 + B coshFJ 
1 + e COBV 
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und aus dieser Gleichung 

tg v_ =ys -t} V -1 +~(eF + e- F ) =ye _+ 1 
2 s-1 V+l+f(eF+e-F) s-1 

F 
tgh 2 · 
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Dies ist eine bequeme Formel fUr die Berechnung von v, wenn F ge
funden ist. 

103. Ortsbestimmung fUr elliptische und hyperbolische Bahnen, wenn 
e nahe gleich eins ist. Bei dem Problem der Ortsbestimmung fur eHip
tische und hyperbolische Bahnen, wenn e nahe gleich eins ist, beruhten 
die friiher gegebenen analytischen Lasungen auf Reihenentwicklungen 
nach Potenzen von e. Wenn e groB ist, wie fUr gewisse Bahnen peri
odischer Kometen, hart die Konvergenz auf oder ist so schlecht, daB 
die Methode unbrauchbar wird. Das graphische Verfahren vermeidet 
hingegen diese Schwierigkeit. 

Um im FaIle e nahe gleich eins eine brauchbare analytische Lasung 
zu finden, machen wir die Entwicklung fUr eHiptische Bahnkurven nach 

Potenzen von ~ +~. Wir gehen dabei aus von demFHichensatz und der 
Polargleichung der Bahnkurve, welche wir als Ellipse annehmen. 

Setzen wir J w = tg ~ , 

1 A = ~-+~, 
so wird der Flachensatz 

1tJt'lt~dt = (It W2) dw 
2(1-e)t (1 + AW2)2 • 

Wenn A sehr klein ist, laBt sich der Ausdruck auf der rechten Seite 
in eine rasch konvergierende Reihe nach A fiir aIle Werte von v nicht zu 
nahe an 1800 entwickeln. Da die periodischen Kometen in der Nahe 
des Aphels stets unsichtbar sind, so wird selten Gelegenheit sein, die 
Lasung in dieser Gegend zu beobachten. Fiihrt man die Entwicklung 
nach A aus und integriert, so ergibt sich 

.1 
n(1+e)" w' (w' W 5) 
.... -3 (t - T) = w + .. - 2A ... + . 
2(1-e)~ 3 3 5 (75) 

+ 3A2(~5 + 1~7) _ 4A3(~7 + ~~) + ... 

Wenn die Bahnkurve eine Para bel darstellt, so ist e = 1 und A = 0, 
und diese Gleichung reduziert sich folglich auf (32), d. h. auf eine kubische 
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Gleichung in w. Da der Perihelabstand fiir eine Ellipse q = a (1 - e) 

und n = \ ist, so folgt 
a n Vr=t=e _ k V1+e 

2(1-e)! - 2qt 

Es solI der Wert von w fiir ein beliebiges t gefunden werden. Wenn 
die Exzentrizitat gleich eins wird, so erhalt, da der Ausdruck auf der 
linken Seite denselben Wert annimmt, Gleichung (75) die Form 

(76) 

wo W die Tangente der hal ben wahren Anomalie fUr die sich ergebende 
Parabel bedeutet. Aus dieser Gleichung laBt sich W mit Hilfe von 
Barkers Tafeln oder aus den Gleichungen (33) bestimmen. Wenn W 
gefunden ist, kann man W als Potenzreihe in A darstellen, deren Koeffi
zienten Funktionen von W sind. Setzen wir namlich 

(77) 

und fiihren diese Entwicklung fiir w in dem ersten Ausdruck (75) ein, 
welcher dem rechten Ausdruck (76) gleich ist, so ergibt sich 

W + WD _ + aoD + [ + 2 2 3 2 6] 1 -3 - all -3- al ao a1 - -:faa - !lao II. 

+ [a2 + ao2a2 + aOal2 - 2ao2al - 2ao4al + : ao6 + .~ ao7J As 

+ [as + ao2a3 + _af + 2aOala2 - 2ao2a~ - 2aO'a2 - 2aOal2 

- 4ao3al2 + 3ao4al + 3ao6 a1 - ~ao7 - tao9]A3 

+ 
Diese Gleichung stellt eine Identitat in A. dar, so daB also die Koeffi
zienten gleich hoher Potenzen von A. gleich sind. Folglich erhalten wir 

a 8 wa 
ao + -;- = W + S' 

al (1 + a(2) = : ao3 + tao6, 
a2(1 + aoS) = - aOal2 + 2ao2a1 + 2a,)4 al - ~ ao5 - ~ ao7, 

a 3 

as(l + ao2) = - -} + 2ao2a2 + 2ao4a2 + 2aOal2 + 4aOSa]2 

- 2aOaJa2 - 3ao4al - 3ao6a1 + ·~ao7 + ~ao9, 
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Von den drei Losungen ao ist nur eine reeIl. Benutzt man die reeIle 
Wurzel, so folgen die Werte 

ao=W, 
~ W 3 + ! W5 

a 1 = ----y-+ w·- , 
!..!.W5+ ~~9W7+ :l"W9+ ~Wll a - 15 _ 315 35 175 

2 - --- (1 + W')3 , 

t9! W7 + 7918 W9 + ~~2~ Wll + _4l\! W13 + ,,-G9. W15 + l'l4 W17 
a - 315 i8S5 !H85 175 7875 15'j'5 

3 - ----------(i-~Fw2)5 ---

Setzt man diese Werte in (77) ein, so ist die Tangente der hal ben wahren 
Anomalie bestimmt. Das erste Glied liefert den Wert, der sich im FaIle 
einer parabolischen Bahn ergeben wurde, da die anderen Glieder fiir e = 1 
verschwinden. In der Reihe (64) ist das erste Glied auf der rechten 
Seite die wahre Anomalie, wenn die Bahnkurve ein Kreis ist, so daB die 
h6heren Glieder die Korrektionen zur Kreisbewegung liefern. In der 
Reihe (77) ist das erste Glied auf der rechten Seite die Tangente der 
halben wahren Anomalie, wenn die Bahnkurve eine Parabel ist, so daB 
die h6heren Glieder die Korrektionen zur parabolischen Bewegung 
liefern. 

Diese Gleichungen lassen sich in derselben Weise auf hyperbolische 
Bahnkurven anwenden, fiir welche die Exzentrizitat nahe eins ist, wenn 
an Stelle von 1 - e und 1 -I-- e durchweg f - 1 und c + 1 gesetzt 
wird, wo c die Exzentrizitat der Hyperbel bedeutet. 

XV. Aufgaben. 

1. Man zeige, daB eine sehr schnelle annahernde Losung der kubischen Gleichung 

(32) in tg ~ durch graphisches Verfahren moglich ist. 

2. Man entwiclde die Gleichungen fiir die differentiellen Korrektionen (Aufgabe 1) 
zu den nach der graphischen Methode ermittelten Naherungswerten. Man mache 
eine Anwendung auf einen besonderen Fall und verifiziere das Ergebnis. 

3. Fur die Werte e = 0,2 und M = 2140 bestimme man die GroBen Eo, M o, 
E 1 , M 1 , E., M •. 

Losung: 
Eo = 2080 39' 16".6, Mo = 2140 8' 58".6; El = 2080 31' 38".4, 

Ml = 2130 59' 59".8; E2 = 2080 31' 38".6, M. = 2140 00'00". 

4. Man zeige mit Hilfe der zur Lusung der Keplerschen Gleiehung benutzten 
Kurven, daB die Losung fUr aIle Werte von e < 1 und M eindeutig ist. 

5. Dureh die Gleiehung (50) sind die Quadranten fUr die Winkel nieht bestimmt; 
man kann jedoch zeigen, daB die entsprechenden Werte von !v und !E stets 
in demselben Quadranten liegen. 
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6. Man drucke die rechtwinkligen Koordinaten It = r cos v, y = r sin v durch 
die exzentrische Anomalie aus und femer mit Hille der Entwicklungsformel von 
Lagrange durch die GroSe M. 

Losung: 
It e el a = cosM + -2 (cos 2M - 3) + 2! 21 (3 cos 3M - 3 cosM) 

e3 + 3! 28(42 cos4M -4.22 cos 2M) + .. 

~ = sin M + ~ sin 2M + 3~a2a (31 sin 3M -15 sinM) 

+ 4~328 (43 sin 4M -10.23 sin 2M) + ... 
7. Man zeige, daB die Eigenschaften von E als Potenzreihe in e, welche im 

§ 99 aufgestellt wurden, auch aUB der Entwicklung von Lagrange folgen. 
8. Man leite die ersten drei Glieder der Reihe fiir r nach der Formel von Lagrange 

abo 
9. Man gebe eine geometrische Deutung von F' (§ 102) an, entsprechend der

jenigen von E fiir eine elliptische Bahnkurve. 
10. Man driicke v als Potenzreihe in 6 nach einer analogen Methode zu der in 

§ 103 benutzten aus. 
11. Man zeige, daB derjenige Zweig der Hyperbel, welcher nach der Sonne zu 

konvex ist, wiihrend einer rein imaginiiren Zeit beschrieben wird. 
12. Man fuge auf den rechten Seiten der Gleichungen (16) die Glieder 

-1~ (1 + m)b2 el 2 ~. und - i~ (1 + m)b1 eI 2 !& 
hinzu, welche von der Abplattung des Zentralkorpers herruhren (Gleichungen 30, 
Kapitel IV), wo 61 die Exzentrizititt eines Meridianschnittes bedeutet, und integriere 
die so entstandenen Gleichungen nach der Methode von § 101. 

104:. Bestimmung der heliozentrischen Koordinaten im System der 
Ekliptik. Zur Bestimmung des Ortes eines Korpers auf seiner Bahnkurve 
hat man fur die verschiedenen auftretenden FaIle besondere Methoden 
aufgestellt. Es sollen jetzt die Formeln zur Ortsbestimmung in bezug 
auf verschiedene Koordinatensysteme abgeleitet werden. Der Ursprung 
wird zunachst in dem Korper fest angenommen, auf welchen die Bewegung 
des anderen bezogen wird. Die meisten Anwendungen betreffen das 
Sonnensystem mit dem Ursprung im Mittelpunkt der Sonne; in diesem 
FaIle spricht man von heliozentrischen Koordinaten. 

Die Ortsbestimmung im Sonnensystem geschieht fur gewohnlich auf 
Grund des Ekliptikal- oder des Aquatorialsystems. 1m Ekliptikalsystem 
bildet die Ebene der Erdbahn, im Aquatorialsystem die Ebene des 
Erdaquators die Grundebene. In beiden Systemen ist der Nullpunkt 
des Grundkreises der Frilhlingspunkt, das ist der Punkt, in welchem dit. 
Ekliptik den Aquator bei ihrem VerIauf von Suden nach Norden schne·~~ 
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det; er wird mit Y bezeichnet. Die Polarkoordinaten heiBen im Eklip
tikalsystem Lange und Breite, im Aquatorialsystem Rektaszension und 
Deklination. Fur den Ursprung in der Sonne sollen die Koordinaten mit 
lateinischen, fUr den Ursprung in der Erde mit griechischen Buchstaben 
bezeichnet werden. 

Ursprung in Ursprung in 
der Sonne. der Erde. 

Lange l A ostwarts gemessen 
Breite b {J + wenn nordlich 

" 
sudlich 

Rektazsension a a ostwarts 
Deklination d 15 + wenn nordlich 

" 
sudlich 

Abstand r e 
In der Praxis werden a und d sehr selten gebraucht. 1m Aquatorial

system sind die absoluten Positionen von Fundamentalsternen gegeben, 
und die beobachteten Orte der Kometen werden auf sie bezogen. In 
gewissen Untersuchungen uber Planet en und Kometen, im besonderen 
uber die wechselseitigen Storungen zwischen Planet en und zwischen 
Planeten und Kometen benutzt man bequemer das Ekliptikalsystem; 
aus dem Grunde muB man die Moglichkeit haben, die Gleichungen von 
dem einen System auf das andere zu transformieren. 

Der aufsteigende und der niedersteigende l(noten sind Punkte, die man 
erhalt, wenn man die Stellen, wo der Korper die Ebene der Ekliptik 
passiert, von der Sonne aus auf die Ekliptik projiziert. Bewegt sich 
dabei der Korper von Suden nach Norden, so bildet der aufsteigende, 
im anderen FaIle der niedersteigende Knoten die Projektion. Die Langen 
der beiden Knoten werden von dem Fruhlingspunkt, der einen fest en 
Punkt auf der Ekliptik darstellt, aus gemessen. Die erste Lange wird mit 
6l" die zweite mit 'iJ bezeichnet. 

Die Neigung ist der Winkel zwischen den Ebenen der Bahnkurve des 
Korpers undo der Ekliptik uhd wird mit i bezeichnet. Es ist ublich, 
die Neigung kleiner als 900 anzunehmen und die Bewegungsrichtung 
des Korpers als vorwarts oder ruckwarts schreitend, zu definieren, je nach
dem sie (genauer: Ihre Vertikalprojektion auf die Ekliptikalebene) mit 
derjenigen der Erde gleich oder entgegengesetzt ist. Nach einer anderen 
Methode wird nur eine Bewegungsrichtung benutzt und dafur die Nei
gung von 0 bis 1800 gerechnet. Diese letztere Methode macht den Ge
brauch von zwei Zeichen in den Formeln uberflussig und soIl hier an
gewandt werden. (Siehe § 86). Knoten und Neigung bestimmen die 
E bene der Bahnkurve im Raume. 
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Die Entfernung zwischen dem aufsteigenden Knoten und dem Perihel, 
gerechnet in der Bewegungsrichtung des Korpers, wird mit w bezeichnet 
und dient der Lagebestimmung der Bahnkurve in ihrer Ebene. Die 
Lange des Perihels wird mit 11; bezeichnet und gegeben durch die Gleichung 

11;=~+3JL 

Dieses Element ist nicht eine Lange im gewohnlichen Sinne, weil es 
in zwei verschiedenen Ebenen gemessen wird. 

Das Problem der Relativbewegung von zwei Korpern war von der 
sechsten Ordnung (§ 85), und ihre Integration ftihrte daher zu sechs 
willktirlichen Konstanten. DemgemaB gibt es sechs Elemente, welche 
unabhangige Funktionen dieser Konstanten bilden. Diese sind 
a = groBe Halbachse, welche die Dimensionen der Bahnkurve und die 

Umdrehungsperiode bestimmt. 
e = die Exzentrizitat, welche die Gestalt der Bahnkurve bestimmt. 
~ = Lange des aufsteigenden Knotens. 
i = Neigung, Winkel zwischen der Bahnebene und der Ebene der 

Ekliptik. ~ und i bestimmen zusammen die Lage der Bahnebene. 
w = Lange des Perihels vom aufsteigenden Knoten aus gemessen, oder 

11; = Lange des Perihels, wo 11; = ~ + (J). (J) wie 11; bestimmen die 
Lage der Bahnkurve in ihrer Ebene. 

T = Zeit des Periheldurchgangs, die mit den anderen Elementen die Lage 
des Korpers in seiner Bahn zu einer gegebenen Zeit bestimmt. 

Die Polarkoordinaten wurden oben bestimmt; aus ihnen erhalt man 
fUr die rechtwinkligen Koordinaten, wenn die positive x-Achse nach dem 
Perihel hin gerichtet ist, und die y-Acbse in der Bahnebene liegt, die 
Gleichungen I Xo = r c~s v, 

(78) Yo = r sm v, 
Zo = O. 

Dreht man die x-Achse rtickwarts bis zur Knotenlinie, so lauten die 
Koordinaten im neuen System 

(79) I x = r cos (v + (J) = r cos (v + 11; - ~), 

y = r sin (v + (J) = r sin (v + 11; - ~), 

Z = o. 
Die Lange des Korpers in seiner Bahn, gerechnet von dem aufsteigen

den Knoten, heiBt das Argument der Breite und wird mit u bezeichnet. 
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Es ist gegeben durch die Glei
chung 

u = v + w; 

daher ist u bekannt, wenn v 
gefunden ist. 

Es sei S die Sonne und S x y 
die Ebene der Ekliptik; S~A 
die Bahnebene; ~ der aufstei
gende Knoten; n der Perihel
punkt; A die Projektion der 
Lage des K6rpers ; Winkel II SA 
=V. Dannist~A=w+v=u. 

Die Lage des K6rpers sei j etzt 
bezogen auf ein rechtwinkliges 
Achsensystem mit dem Ur
sprunginderSonne,derx-Achse z 

Fig. SO. 

in der Knotenlinie und der y-Achse in der Ebene der Ekliptik. 
werden die Gleichungen (79) 

(SO) 

x' = r cos (v + w) = r cos u, 

y' = r sin (v + w) cos i = r sin u cos i, 

z' = r sin (v + w) sin i = r sin u sin i. 
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Dann 

Benutzen wir die heliozentrische Breite und Lange, so lauten die Glei
chungen 

(Sl) 
f x' = r cos b cos (l - ~), 

I y' = r cos b sin (l - ~), 

z' = r sin b. 

Durch Vergleich von (SO) und (Sl) ergibt sich 

cos b cos (l -~) = cos u, 

(82) cos b sin (l -~) = sin u cos i, 

sin b = sin u sin i; 

(83) { tg (l - ~) = tg u cos i, 

tgb =tgisin(l-[6). 

woraus 

Da cos b stets positiv ist, so bestimmen die Gleichungen (S2) und (83) 
die heliozentrische Lange lund Breite b eindeutig, wenn ~, i und u 
bekannt sind. 
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105. Transformation des Ursprungs nach der Erde. Es seien E, H, Z 
die geozentrischen Koordinaten des Sonnenmittelpunktes in bezug auf 
ein Achsensystem mit 4er positiven x-Achse nach dem Fruhlingspunkt 
und der y-Achse in der Ebene der Ekliptik. Es bedeute im geozentri
schen System PI) den Abstand, AI) die Lange und Bl) die Breite der 
Sonne. Diese GraBen sind fUr jeden Tag des Jahres im Nautischen 
A1manach angegeben. Die rechtwinkligen Koordinaten lauten in ihnen 

1 
5 = P cos B cos A, 

(84) H = P cos B sin A, 

Z = P sin B. 

Der Winkel B ist im allgemeinen kleiner als eine Bogensekunde; falls 
daher nicht groBe Genauigkeit verlangt wird, kannen diese Gleichungen 
durch die folgenden ersetzt werden: 

1 
5 = P cosA, 

H = PsinA, 

Z = o. 
Es seien~", 71;" und C" die geozentrischen und x", y" und z" die helio

zentrischen Koordinaten des Karpers mit der positiven x-Achse nach 
dem Fruhlingspunkt und der y-Achse in der Ebene der Ekliptik; dann 

ist I ~"= x"+ 5, 
rJ"= y"+ H, 

C =z"+Z. 
In Polarkoordinaten lauten diese Gleichungen 

{ 
e cos f3 cos A = r cos b cos 1 + P cos B cos A, 

e cos f3 sin A = r cos b sin 1 + P cos B sin A, 

e sin f3 = r sin b + P sin B. 
Aus dies en Gleichungen kann man A und f3 finden; indessen laBt sich 
dieses System in ein bequemeres transformieren; man addiere die erste 
Gleichung nach Multiplikation mit cos A, die zweite nach Multipli
kation mit sin A, ferner addiere man die erste nach Multiplikation mit 
- sin A, die zweite nach Multiplikation mit cos A. Dies liefert 

{ 
e cos f3 cos (A - A) = r cos b cos (1 - A) + P cos B, 

.(85) e cos f3 sin (A - A) = r cos b sin (1 - A), 

e sin f3 = r sin b + P sin B. 
-----

1) P, A, B = graB (!, A, /1. 
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Diese Gleichungen bestimmen den geozentrischen Abstand fl. die geozen
trische Lange A und die geozentrische Breite p. 

106. Transformation auf die geozentrischen lquatorialkoordinaten. 
Es bezeichnet B die Neigung der Ebene derEkliptik gegen die Aquator
ebene. ~", 1]", CIt seien die geozentrischen Koordinaten des Korpers 
in bezug auf das Ekliptikalsystem mit der positiven x-Achse nach dem 
Friihlingspunkt. Zu dem Aquatorialsystem gelangt man durch Drehung 
des Ekliptikalsystems im negativen Sinne um die x-Achse um den 
Winkel B. Zwischen den Koordinaten der b~iden Systeme bestehen daher 
die Beziehungen 

f" = ~", I 1]'" = 1]" cos B - C" sin B, 

C'" = 1]" sin B + C" cos B ; 

oder in Polarkoordinaten 

{
cos" cos a = cos p cos A, 

(86) cos" sin a = cos p sin A cos B - sin fJ sin B, 

sin" = cos (J sin A sin B + sin (J cos B. 

Zur bequemeren Auflosung dieser Gleichungen nach " und a fiihren wir 
die HilfsgroBen n und N ein mittels der Beziehungen 

(R7) { 
n sin N = sinfJ, 

n cos N = cos fJ sin A, 

wo n eine positive GroBe ist. Dann werden die Gleichungen (86) 

woraus 

(88) 

{

COS " cos a = cos (J cos A, 

cos" sin a = n cos (N + B), 

sin" = n sin (N + B); 

I nsinN=sin(J 
n cosN = cos(J sin A, 

t cos (N + 8) tg A. 
,ga= cosN ' 

tg «5 = tg (N + 8) sin a. 

Diese Gleichungen liefern im Verein mit der ersten (86), welche zur 
Bestimmung des Quadranten, dem a angehort, gebraucht wird, die 
GroBen a und " ohne Zweideutigkeit, wenn A und fJ bekannt sind. 

Moulton·Fender, Himmellmechauik 12 
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Wenn a und b gegeben und A. und f3 gesucht sind, erhalt man die Glei
chungen zu ihrer Bestimmung durch Vertauschen von a und b mit A. 
und f3 und emit - e in (88). Diese lauten1) 

(89) 

m sin M = sin b, 

m cos M = cos b sin a, 

tgA. = ~os (~- E)~g a, 
cosM 

tgf3 = tg (M - e) sin A.. 

107. Direkte Bestimmung der geozentrischen Aquatorialkoordinaten. 
Die geozentrischen Aquatorialkoordinaten a und b konnen, ohne erst 
die Ekliptikalkoordinaten A. und f3 zu find en, direkt aus den Elementen i 
und !;6 und dem Argument der Breite u bestimmt werden. 

In einem Achsensystem mit der positiven x-Achse nach dem auf
steigenden Knoten und der y-Achse in der Ebene der Ekliptik lauten 
die Gleichungen fur die heliozentrischen Koordinaten 

f x' = r cos u, 

1 y' = r sin u cos i, 

~ z' = r sin u sin i. 

Wenn das System um die z-Achse gedreht wird, bis die positive x-Achse 
nach dem Fruhlingspunkt gerichtet ist, erhiilt man die Koordinaten 

oder 

(90) 

{ x" = x' cos !;6 - y' sin !;6, 

1 y" = x' sin !;6 + y' cos !;6, 

l z" = z'; 

{
x" = r (cos u cos !;6 - sin u cos i sin !;6), 

y" = r (cos u sin !;6 + sin u cos i cos !;6), 

Z" == r sin u sin i. 

Drehen wir jetzt das System um die x-Achse um den Winkel - e, so 
werden die Koordinaten 

f x'" = x", 

1 y'" = y" cos e - z" sin e, 

t z'" = y" sin e + z" cos e; 

1) m und M sind neue HilfsgriiBen und haben nichts zu tun mit den GriiBen, 
flir welche friiher diesel ben Bezeichnungen benutzt werden. 
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oder in Polarkoordinaten 

{
x'" = r ( cos u cos 66 - sin u cos i sin 66 ) , 

(91) y'" = r ((cos u sin 66 + sin u cos i cos 66) cos e - sin u sin i sin e}, 

z'" = r { (cos u sin 66 + sin u cos i cos 66) sin e + sin u'sin i cos e} • 

Zur Erleichterung der Berechnungen fiihrte GauB die neuen Hilfs
groBen A, a, B, b, C und c ein durch die Beziehungen 

(92) 

sin a sin A = cos 66, 

sin a cos A = - sin 66 cos i, 

sin b sin B = sin 66 cos e, 

sin b cos B = cos 66 cos i cos e - sin i sin e, 

sin c sin 0 = sin 66 sin e, 

sin c cos 0 = cos 66 cos i sin e + sin i cos e. 

sin a> 0, 

sin b > 0, 

sm c > 0, 

Diese Konstanten hangen von den Elementen allein ab und brauchen 
daher nur einmal fur eine gegebene Bahnkurve berechnet zu werden. 
Sie sind besonders vorteilhaft, wenn die Koordinaten fur eine groBere 
Anzahl von Epochen berechnet werden sollen, wie bei der Bestimmung 
einer Ephemeride. Setzt man diese Konstanten in (91) ein, so nehmen 
die Gleichungen fur die heliozentrischen Koordinaten die einfache Form 

t{ x'" = r sin a sin (A + u), 

(93) y'" = r sin b sin (B + u), 

z'" = r sin c sin (0 + u) 
an. 

SchlieBlich sind die geozentrischen Aquatorialkoordinaten definiert 
durch die Beziehungen 

(94) ( 
e cos ~ cos a = x'" + X', 

e cos ~ sin a = y'" + Y', 

\ esin~ =Z'" +Z', 
wo X', Y' und Z' die rechtwinkligen geozentrischen Koordinaten der 
Sonne in bezug auf das Aquatorialsystem darstellen. Man findet sie 
im Nautischen Almanach fUr jeden Tag im Jahr, und somit bestimmen 
diese Gleichungen die GroBen e, a und fl. 

Damit ist die Theorie der Bestimmung der heliozentrischen und geo
zentrischen Koordinaten eines Korpers, der irgend eine Bahnkurve 
durchlauft, fur die beiden FaIle, wo entweder das Ekliptikal- oder das 
Aquatorialsystem zugrunde gelegt wird, zum AbschluB gebracht. 

12* 
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XVI. Aulgabeo. 

1. Man deute den Winkel N in Gleichung (87) geometrisch und zeige, daB n 
einfach ein Proportionalitatsfaktor ist. 

2. Man nelJrne an, daB der aufsteigende Knoten immer so gewahlt ist, daB er 
weniger als 1800 betragt, und daB die Neigung die Werte von - 90 bis + 90 
annimmt; man bestimme die Anderungen, welche in den Gleichungen (78) ..• (93) 
eintreten und im besonderen gebe man die Definitionen der GauBschen Kon
stanten a, A ..... , C fiir diese Definition der Elemente. 

3. Man deute die GauBschen Konstanten nach (92) geometrisch. 

Geschichtliche Ubersicht und Literatur. 

Das Zweikorperproblem fUr Kugeln endlicher GroBe wurde zuerst von Newton 
etwa 1e85 behandelt, und findet sich in den Prinzipien, Buch I, Abschnitt 11. 
Die Darstellungsmethode ist geometrisch. Die infinitesimalen Methoden wurden zu 
Beginn des XVIII. Jahrhunderts auf dem Kontinent mit Eifer gepflegt, Newtons 
mechanisches System fand jedoch nicht sofortige Aufnahme; in der Tat hielten die 
Franzosen an der Wirbeltheorie von Descartes (1596 -1650) fest, bis Voltaire 
nach seinem Besuch in London 1727 nachdrucklich fiir die Newtonsche Theorie 
1728 bis 1738 eintrat. Dies im Verein mit dem Umstand, daB die Englander fort
fuhren, die geometrischen Methoden der Prinzipien anzuwenden, verzogerte die ana
lytische Behandlung des Problems. Sie wurde wahrscheinlich von Daniel Ber
nouilli in der Abhandlung, fiir welche er 1734 den Preis von der franzosischen 
Akademie erhielt, schon vollstandig gegeben, und sicherlich von Euler 1744 in seiner 
Theoria motuum planetarum et cometarum im einzelnen durchgefuhrt. Seit jener 
Zeit bestanden die Anderungen hauptsachlich in der Wahl der Variablen, in denen 
das Problem ausgedruckt wurde. 

Die Losung der Keplerschen Gleichung wurde naturgemaB zuerst von Kepler 
seIber gegeben. Die nachste lieferte Newton in den Prinzipien. Mit Hilfe eines 
graphischen Verfahrens, das von der Zykloide Gebrauch machte, war er imstande, 
die naherungsweise Losung fiir die exzentrische Anomalie sehr leicht zu finden. 
Eine sehr groBe Anzahl von analytischen und graphischen Losungen wurden auf
gestellt, da fast jeder bedeutende Mathematiker von Newton bis zur Mitte des 
letzten Jahrhunderts diesem Gegenstande mehr oder weniger Interesse entgegen
brachte. Ein Verzeichnis von 123 Abhandlungen uber die Keplersche Gleichung 
findet sich im Bulletin Astronomique, Jan. 1900, und selbst diese ausgedehnte 
Liste ist noch unvollstandig. 

Die Koordinatentransformationen setzen nur die Lehre von den spharischen 
Dreiecken voraus, welche in vollkommen allgemeiner Form die mathematische 
Welt GauB (1777 -1855) verdankt. 

Das Zweikorperproblem wird in jedem Werk uber analytische Mechanik be
handelt. Fur den Leser empfiehlt es sich, ferner noch Tisserands Mec. Cel., vol. I, 
chapters VI und VII zu studieren. 
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Sechstes Kapitel. 

Bahnbestimmung. 
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108. Allgemeine Betrachtung. Bei der Behandlung des Zweikorper
problems wurde gezeigt, wie die Integrationskonstanten, auf welche 
die Losung der Differentialgleichungen fiihrt, sich durch die Anfangs
werte der Koordinaten und der Geschwindigkeitskomponenten aus
driicken lassen; ferner wurde gezeigt, wie die Elemente der Kegelschnitts
kurve wieder durch die Integrationskonstanten ausgedriickt werden 
konnen. So ist es natiirlich, wenn man versucht, die Lage und 
die Geschwindigkeit des beobachteten Korpers in einem gegebenen 
Zeitpunkt zu bestimmen. Nun entsteht sogleich die Schwierig
keit, daB die Beobachtungen, welche von der in Bewegung befindlichen 
Erde aus gemacht werden, nur die Richtung des Gegenstandes yom 
Beobachter aus liefern und keinen direkten AufschluB iiber seine Ent
fernung. Eine Beobachtung der scheinbaren Lage bestimmt einfach 
die Tatsache, daB der Korper irgendwo auf der einen Halfte einer be
stimmten Geraden liegt, die durch den Beobachter hindurchgeht. Damit 
ist aber die Lage des Korpers im Raum nicht schon gegeben und ebenso 
wenig seine Geschwindigkeitskomponenten. Aus diesem Grunde besteht 
die Notwendigkeit, weitere Beobachtungen in anderen Zeitpunkten vor
zunehmen. In der Zwischenzeit hat sich aber die Erde weiter bewegt, 
und der beobachtete Korper ist zu einer anderen Stelle seiner Bahn vor
geriickt. Die zweite Beobachtung liefert daher einfach eine andere 
Gerade, welcher der Korper in einem anderen Zeitpunkt angehort. Es 
ist einleuchtend, daB das Problem, die Lage des Korpers und seine 
Bahnelemente aus solchen Daten zu bestimmen, Schwierigkeiten dar
bietet. 

Die erste Frage, die der Beantwortung bedarf, ist die, nach der Anzahl 
der Beobachtungen, die zur Bestimmung der Bahnelemente erforderlich 
sind. Da eine Bahnkurve durch sechs Elemente bestimmt ist, so folgt, 
daB hierfiir nicht weniger als sechs unabhangige GroBen durch Beobach
tung ermittelt werden miissen. Nun liefert eine einzelne vollstandige 
Beobachtung zwei GroBen, namlich die beiden Winkelkoordinaten des 
Korpers. Also waren drei vollstandige Beobachtungen gerade ausreichend, 
soweit diese Betrachtungen in Frage kommen, um die Bahn festzulegen; 
wenigstens wiirde eine klein ere Anzahl sicherlich nicht geniigen. 1st der 
beobachtete Korper ein Komet, des sen Bahn eine Parabel darstellt, so 
ist die Exzentrizitat gleich eins, und es sind nur fiinf Elemente zu be
stimmen. In diesem Falle geniigen zwei vollstandige Beobachtungen 
und eine, welche eine Winkelkoordinate liefert. 
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109. Intermediare Elemente. Die scheinbare Lage des beobachteten 
Korpers bestimmt man fur gewohnlich durch Messung seiner Winkel
abstande und Richtungen von benachbarten Fixsternen. Da die Sterne 
in Rektaszension und Deklination katalogisiert sind. so werden die Er
gebnisse in diesen Koordinaten angegeben; naturlich lassen sie sich auch. 
falls es gewunscht wird. auf das Ekliptikalsystem oder ein anderes 
transformieren. 

Die Beobachtungen seien in den Zeitpunkten tI , t2, t3 gemacht; die 
Koordinaten seien ebenfalls mit den Indizes 1, 2, 3 versehen. Die Rekt
aszensionen und Deklinationen sind Funktionen der Bahnelemente und 
der Beobachtungsdaten. Diese Beziehungen seien gegeben durch 

( a l = cp(bi" i, OJ, a. e, T; tI ), 

j 
a2 = CP(lJ6, i, OJ, a, e, T; ts), 

(1) 
a3 = cp(bi" i, OJ, a, e. T; t3), 

t51 = tp(bi" i, OJ, a, e, T; t1), 

t52 = tp(bi" i, OJ, a, e, T; t2), 

~ t53 = tp(bi" i, OJ, a, e, T; t3). 

Die Aufgabe besteht in der AuflOsung dieser sechs Gleichungen nach den 
sechs unbekannten Elementen. Die Funktionen ~'und tp sind hoch
gradig transzendent und enthalten die Elemente in sehr komplizierter 
Form. 1m FaIle einer Ellipse wird die Lage in der Bahnkurve auf dem 
Wege uber die Keplersche Gleichung gefunden, fur die Hyperbel hat 
man ein ahnliches Verfahren, und im FaIle der Parabel tritt eine kubische 
Gleichung auf; in samtlichen drei Fallen erhalt man die Koordinaten 
in bezug auf die Erde durch eine Anzahl von trigonometrischen Trans
formationen. Hieraus erkennt man, daB die Gleichungen (1) keine 
direkte Losung durch gewohnliches Verfahren zulassen. 

Obwohl das eigentliche Ziel in der Bestimmung der Bahnelemente 
besteht, so sollen doch zunachst andere GroBen abgeleitet werden, 
welche die Bahnelemente definieren. Diese GroBen sollen als inter
mediare Elemente betrachtet werden. Wie wir sahen, lassen sich die 
Elemente ermitteln, wenn die Koordinaten und die Geschwindigkeits
komponenten fUr eine bestimmte Epoche bekannt sind. DemgemaB 
werde angenommen, daB fur den Zeitpunkt t2 der zweiten Beobachtung 
die Polarkoordinaten und ihre Ableitungen zu bestimmen seien, durch 
welche die rechtwinkligen Koordinaten und ihre Ableitungen ein
deutig festgelegt sind. Die (1) entsprechenden Gleichungen lauten in 
diesem FaIle 



(2) 

wo , da 
a2 = lit' 
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(J2' 1!2, a2', (J2', (12'; t2, ta), 

(J2, e2, a2', (J2', e2'; t1, t2), 

.l:' do , dll f" t t 
U2 = dt' e2 = dt ur = 2· 
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Da a2 und (J2 beobachtete GraBen sind, hat man nur die erste, dritte, 
vierte und sechste Gleichung nach den vier Unbekannten e~, a 2', (J2' 

und e2 aufzu16sen. Das Problem ist folglich auf vier simultane Glei
chungen reduziert, die zudem sehr viel einfacher sind als die Gleichungen 
(1). Diese Gleichungen lassen sich auf eine bequeme Form bringen; 
hiermit ist aber eine von den Lasungsmethoden gegeben. Sie wurde 
zuerst von Laplace 1780 entwickelt und auf die wirkliche Bestimmung 
von Bahnkurven angewandt, von vielen spateren Schriftstellem wurde 
sie etwas erweitert und in Einzelheiten geandert. 

Als weiteren Satz von Zwischenelementen magen auch die drei Koordi
naten fUr zwei Zeitpunkte tl und ta gewahlt werden. Dann lassen sich 
die (1) entsprechenden Fundamentalgleichungen in der Form 

l( al = aI, 

a2 = F (aI' 151 , el, aa, ba , e3; t1, t2, ta), 

aa = aa, 

(Jl = (Jl' 
(3) 

(J2 = G (aI' 151 , eu aa, (Ja, es; t1, t 2, ta) 

~ (Ja = (Ja 

schreiben. In dies em FaIle reduzieren sich die Gleichungen auf zwei 
mit den beiden Unbekannten el und ea. Dies bildet die Methode nach 
der Lagrange 1778 das Problem in Angriff nahm und die von GauB 1801 
unabhangig aufgenommen und verschieden durchgefUhrt, und von vielen 
spateren Schriftstellern mehr oder weniger genau verfolgt wurde. Trotz 
der Hunderte von Schriften, welche iiber die Theorie der Bahnbestim
mung geschrieben wurden, ist in den Fallen, wo nicht mehr als drei 
Beobachtungen benutzt werden, zu den Arbeiten von Laplace und GauE 
sehr wenig wirklich Neues und theoretisch Bedeutsames hinzugekommen. 

110. Vorbereitung der Beobachtungen. Ganz abgesehen von den be
nutzten Methoden erfordern die von den praktischen Astronomen er-
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haltenen Beobachtungsdaten gewisse kleine Korrektionen, welche vor 
der Bestimmung der Bahnkurve anzubringen sind. 

Die Anziehungen des Mondes und der Sonne auf den aquatorialen 
Gurtel der Erde verursachen eine kleine periodische Schwankung und 
eine langsame sakulare Anderung in der Lage der Aquatorebene. Da die 
Aquinoktien die Stellen sind, wo Aquator und Ekliptik sich schneiden, 
so unterliegt daher der Friihlingspunkt seIber kleinen periodischen 
Schwankungen (die Nutation) und erfahrt eine langsame Lageanderung 
langs der Ekliptik (die Prazession). Es ist aber offenbar notwendig, die 
siimtlichen Beobachtungen auf dasselbe Koordinatensystem zu beziehen, 
man pflegt aus dem Grunde die mittlere Aquinoktie und die Aquatorlage 
am Anfang des Jahres zu benutzen, in welchem die Beobachtungen 
gemacht werden. 

Die beobachteten Orte sind auch durch die Aberration des Lichtes be
einfluBt, welche von der Umdrehung der Erde um die Sonne und um 
ihre Achse herruhrt. Da jedoch die Rotationsgeschwindigkeit im Ver
gleich zur Umlaufsgeschwindigkeit sehr klein ist, so ist die Lichtaber
ration, die durch die Achsenumdrehung bewirkt wird, verhaltnismaBig 
klein und kann fur gewohnlich vernachlassigt werden, besonders, wenn 
es sich um nicht sehr genaue Beobachtungen handelt. 

Sind ao und do die in einem gegebenen Zeitpunkt beobachtete Rekt
azension und Deklination desKorpers, so lauten die Koordinaten, bezogen 
auf das mittlere Aquinox des J ahresanfangs, nach Anbringung der jahr
lichen Aberration 

{
a = a o -15t - g sin (G + ao) tg ~o - h sin (H + ao) sec ~o, 

(4) ~ = ~o - i cos ~o - g cos (G + ao) - h cos (H + ao) sin ~o, 
wo t, g, h, G und H HilfsgroBen sind, die man als Besselsche Tageskon
stanten bezeichnet und die fUr jeden Tag des Jahres in den American .. 
Ephemeris und Nautical-Almanac angefUhrt sind. In der Praxis ent
nimmt man die Zahlen der Ephemeris. Sie hangen von den Bewegungen 
der Erde ab; ihre Ableitung gehOrt in das Gebiet der spharischen und 
praktischen Astronomie und kann hier nicht gegeben werden.I ) Die 
Korrektionen zu ao und ~o in den Gleichungen (4) sind in Bogensekunden 
a usgedruckt. 

Die Verbesserungen fUr tagliche Aberration sind 

(5) { 
Lla = - 0".322 cos rp cos (0 - ao) sec ~o, 

LI~ = - 0".322 cos rp sin (0 - ao) sin ~o, 

1) Chauvenet, Spherical and Practical Astronomy, vol. I, chap. XI. 
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wo fP die Breite des Beobachtungsortes und ()-ao den Stundenwinkel 
des Objekts zur Zeit der Beobachtung bedeutet. Die zweite dieser Kor
rektionen kann den kleinen Wert 0".322 nicht iiberschreiten, die erste 
ist auch klein, wenn nicht ~o nahe ± 900 ist. 

111. Umri8 der Bahnbestimmungsmethode von Laplace. Bevor wir 
die beiden Methoden, welche zur Bestimmung der Elemente einer 
Bahnkurve im Gebrauch sind, im einzelnen erortern, solI erst eine kurze 
Darlegung der allgemeinen Gesichtspunkte erfolgen, denen diese beiden 
Methoden unterliegen. Auf Grund dieses Abrisses wird man die all
gemeinen Richtlinien verstehen und die'Leistungen der ins einzelne 
gehenden Untersuchungen bewerten konnen. 

Um den Hauptgedanken herauszugreifen, machen wir die Annahme, 
daB nur drei vollstandige Beobachtungen fiir die Bestimmung der Bahn
kurve zur Verfiigung stehen. Die Zeitpunkte der Beobachtungen seien 
t1, t2 und ta, zu diesen Zeiten seien die Rektaszensionen und Deklinationen 
durch Beobachtung ermittelt. 1m Interesse einer bestimmten Termino
logie bezeichne eden beobachteten Karper, der sich urn die Sonne S 
bewegt und von der Erde E aus beobachtet wird; die rechtwinkligen 
Koordinaten von C in bezug auf E seien ~, n, C, von C in bezug auf S: 
x, y, Z, von Sin bezug auf E: X, Y, Z; die Entfernung zwischen E und C 
sei mit e, zwischen S und emit r und zwischen E und S mit R bezeichnet. 
Dann bestehen die Beziehungen 

(6) { 
~ = (! cos ~ cos a = e A, 

'YJ = e cos ~ sin a = e/-t, 

C = e sin ~ = e1l • 

Die GraBen A, /-t, 11, welche die Richtungskosinus der Geraden von E 
nach C darstellen, sind flir die Zeitpunkte tlO t2 und ta bekannt. Die 
Entfernung e ist ganzlich unbekannt. 

Erster Schritt. Wir bestimmen die ersten und zweiten Ableitungen 
von A, /-t, 11, X, Y und Z fiir einen Zeitpunkt, etwa t 2, in der Nahe der 
Beobachtungszeiten. Es wird vorlaufig geniigen, wenn sich zeigen laBt, 
daB dies mit betrachtlicher Annaherung geschehen kann, ohne gerade 
das genaueste Verfahren einzuschlagen. Der erste Differenzquotient 
von A flir das Intervall von tl bis t2 hat den durchschnittlichen Wert 

Dieser Wert ist sehr nahe dem Wert A' fiir die Mitte des Intervalls, falls 
er sich nicht sehr rasch andert. Die Annaherung ist urn so besser, je 
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kleiner das Intervall ist. Auf ahnliche Weise bilden wir A.'23' Wenn die 
Intervalle ts-tl und ta-ts gleich sind, so ist fiir ts sehr nahe 

A.'s = ~ [A.' IS + A.'sa]· 

Sind die Intervalle ungleich, so kann natiirlich dieser Umstand in Bech
nung gezogen werden. 

Auf ahnliche Weise ergibt sich, daB die zweite Ableitung von A. fiir t2, 
im Falle die beiden Intervalle gleich sind, den Naherungswert 

A. "- A'os - ),'12 
S - 1. (ta- t1) 

besitzt. ~ 

Ahnliche Naherungsformeln bestehen fiir die erste und zweite Ab
leitung von f-l und v, und es zeigt sich, daB man fiir so kurze Intervalle, 
wie sie in der Praxis im allgemeinen auftreten, recht gute Annaherungen 
erhalt, zumal bei Anwendung der mehr verfeinerten Methoden, welche 
in der eingehenderen Diskussion betrachtet werden sollen. Die "American. 
Ephemeris" enthalten die Werte X, Y, Z fiir jeden Tag im Jahr; aus 
diesen Angaben lassen sich ihre ersten und zweiten Ableitungen bestim
men. Tatsachlich werden jedoch nur die ersten Ableitungen dieser 
Koordinaten gebraucht. 

Zweiter Schritt. Der Karper 0 mage sich nach dem Gravitationsgesetz 
urn die Sonne bewegen. Dabei sei angenommen, daB 0 durch die An
ziehungen der beiden Karper nicht merklich gestart wird. Dann ge
niigen seine Koordinaten den Differentialgleichungen 

d1x k1x 
dt2"=-r3-' 

d2y k2y 
"fit2" = - r 3"' (7) 

d2z k 2z 
(iii ---,:a' 

Ferner folgt aus den Lagebeziehungen von 0, E und S 

f x = eA. -X, 

(8) Y = ef-l- Y, 

l Z = (lV -Z. 

Substitution dieser Ausdriicke fiir x, y, z in (7) ergibt 

(eA.)" - X" = - k 2(qt - x~. 

(9) 
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Da sich E ebenfalls um S nach dem Gravitationsgesetz bewegt, so 
folgt weiter X" = _ ~IX, 

Ra 

Y"=_ k2J::':, 
R3 

Z"=-~~. R3 

Daher nehmen die Gleichungen (9) die Gestalt an 

~" 2~" +[~" k 2fil k2X [ 1 1J Ae + A e A + -;:3...J e = - . }l3 - r3 ' 

(10) fte" + 211,' e' + [ft" + k:n e = - k2y [~3 - ta]-
"+ 2 ' , +[ "+ kl 11J k2 Z [1 1J ve ve v i3 e = - Il3 - is . 

In diesen Gleichungen sind e", e', e und r die Unbekannten, vondenen 
die erst en drei linear auftreten. 

Dritter Schritt. Wir bestimmen den Abstand des Korpers C von E 
und S mit Hilfe der Gleichungen (10) und leiten eine geometrische 
Bedingung ab, welcher die drei Korper genugen mussen. Zur Auflosung 
der Gleichungen (10) nach e setzen wir 

(11) D= 

, k2' I 

'A A' A" + -II. I 
: " r 3 ! 
, I 

kill ' 

ft, ft', ft" + -;f 
kIp 

V v' v"+-
" r 3 

A, A', A" 

ft, ft', ft" 
v, v', v" 

Man erhalt die zweite Determinante aus der ersten, indem man die erste 

Kolumne mit ~: multipliziert und die Produkte von der dritten Kolumne 
abzieht. Ferner ersetzen wir in der ersten Determinante die Elemente 
der dritten Kolumne durch die Ausdrucke auf der rechten Beite in (10); 
unterdriicken wir noch den gemeinsamen Faktor dieser Ausdriicke, so 
ergibt sich die Determinante 

A, A', X I 

(12) Dl = - k 2 ft, ft', Y . 
v, v', Z , 

Die Determinanten D und Dl enthalten nur bekannte GroBen. In ihnen 
lautet die Losung 

(1S) DI [ 1 1J e = D Il3 -- r3 • 
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Zu dieser Gleichung in den beiden Unbekannten e und r tritt die Glei
chung 

(14) 

hinzu, welche ausdriickt, daB die drei Korper C, S, E ein Dreieck bilden. 
Der Winkel 1p ist der Winkel bei E zwischen R und e; Gleichung (14) 
enthiiJt auch nur die Unbekannten e und r. In der Berechnung von (! 

und r aus den Gleichungen (IS) und (14) besteht der dritte Schritt. 
Dies liefert die Koordinaten von C mit Hilfe der Gleichungen (8), die 
nur e als Unbekannte enthalten. 

V ierter Schritt. Wir bestimmen die Geschwindigkeitskomponenten von 
C. Aus (8) folgt ( x' = e'A. + eA.' - X', 

(15) { Y' =(!'ft + ep: - Y', 

l z' = (!''11 + (!'II' - Z'. 

In dies en Gleichungen tritt auf der rechten Seite nur die Unbekannte (1' 

auf, welche sich aus (10) bestimmen laBt. Man erhalt fiir sie den Aus-

druck Il' = + J?2_ [~ _1J 
<: 2D R3 r8 ' 

i A., X, A." r 

, I 
D2 = - k2 'ft, Y, ft" I' . 

i'll, Z, 'II" 

(16) 

Damit sind aber x', y', und z' bestimmt. 

Fun/ter Schritt. Der fiinfte und letzte Schritt besteht in der Bestim
mung der Bahnelemente aus der Lage und den Geschwindigkeitskom
ponenten des Korpers. Dieses Problem wurde aber in Kapitel V be
handelt. 

112. UmriB der Bahnbestimmungsmethode von Gaulle Erster Schritt. 
Es wird die Bedingung formuliert, daB sich der Korper C in einer 
Ebene durch S bewege. Da S den Ursprung fiir die Koordinaten x, y, Z 

bildet, so liefert diese Bedingung 

{ 
AXI + BYI + CZ1 = 0, 

AX2 + BY2 + CZ 2 = 0, 

AXa + BYa + CZa = 0, 

wo A, B, C Konstante sind, welche von der Lage der Ebene abhangen, 
in der die Bewegung vor sich geht. Elimination der Unbekannten A, B, 
C liefert die Gleichung 
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Xl' YI' Zl 

(17) X2, Y2' Z2 = 0. 

Entwickelt man die Determinante (17) nach den Elementen der drei 
Kolummen, so folgt 

t{ (Y2Za - Z2Ya)X I - (ylza - ZIYa)X 2 + (Y IZ2 - ZIY2)Xa = 0, 

(18) (X2Za - Z2Xa)YI - (XIZa - ZIXa)Y2 + (XIZ2 - ZIX2)Ya : 0, 

(x 2Ya - Y2Xa)ZI - (xIYa - YIXa)Z2 + (XIY2 - YIX2)Za - o. 
Diese drei Gleichungen sind offen bar nur verschiedene Formen ein und 
derselben Gleichung; bestimmt man jedoch die neun Klammerausdrucke 
nach anderen Prinzipien und druckt Xl' X 2 ••• mit Hilfe von (8) durch 
die geozentrischen Koordinaten aus, so werden die drei Gleichungen (18) 
unabhangig in den Unbekannten (!I, e2 und ea. Die Klammerausdrucke 
sind die doppelten Projektionen der drei Dreiecke, die aus S und je zwei 
Lagen von C bestimmt sind, auf die drei Fundamentalebenen. Da jede 
von den drei Gleichungen die Projektionen der drei Dreiecke auf dieselbe 
Fundamentalebene enthalt, so kann man die Dreiecke seIber an Stelle 
ihrer Projektionen benutzen. Bedeuten [1, 2J, [1, 3J und [2,3J die von 
S und C in den Zeitpunkten tl t2, tl ta, und t2 ta bestimmten Dreiecke, so 
werden die Gleichungen (18) 

I [2, 3JxI - [1, 3Jx 2 + [1, 2Jxa : 0, 
(19) [2, 3JYI - [1, 3JY2 + [1, 2JYa - 0, 

[2,3JZI - [1, 3JZ2 + [1, 2Jza = 0. 

Zweiter Schritt. Wir entwickeln die Quotienten der Ausdrucke fUr die 
Dreiecksinhalte als Potenzreihen nach den Zeitintervallen. Dies ge
schieht, indem zunachst die Integrale der Gleichungen (7) nach Potenzen 
der Zeitintervalle entwickelt und alsdann die Ergebnisse fUr ~J= tl , t2, ta 
in die Koeffizienten von (18) oder (19) eingesetzt werden. Da diese 
Reihen aus den Gleichungen (7) hergeleitet sind, haben sie zur Voraus
setzung, daB die Bewegung von C urn S nach dem Gravitationsgesetz 
vor sich geht. Urn diese Erorterungen nicht unnotig auszudehnen 
(wegen der Einzelheiten siehe § 127), geben wir so fort die Resultate an. 
Zum Zwecke einfacher Schreibweise setzen wir 

(20) 

( k(t2 - tl ) == 03 , 

t k(ta - t 2) = (}l' 

k(ta - t l ) = (}2' 

(}2 = (}l + (}a· 
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In dieser Bezeichnung sind die Verhiiltnisse der Dreiecksinhalte [2, 3] 
und [1, 2J zu [1, 3J 

1
[2' S] - ~1[1 +! 0,'-012 + ... J 
[1,3j-01 6 r l 3 , 

(21) 
[1,2] = ~[1 + !.. 0.1 -031 + ... J. 
[1,3J 0, 6 r,3 

Dritter Schritt. Wir stellen Gleichungen auf zur Bestimmung von 
(!l' (!2 und (!a. Substitution der Ausdriicke (8) und (21) in (19) ergibt 

01 [1 + ~ 0,2 ~ 01' + ... ](Al(!l - Xl) - 02(A2(!2 - X 2) 

+ Oa [1 + ~ 0,';::°32 + .. -] (As(!s-Xa) = 0, 

(22) 
01 [1 + ~ 0.2;:: °1' + ... J (f.-tl(!l- Y 1) - 02(f.-t2(!2 - Y 2) 

[ 10Z-lP I 
+Oa 1+6 I rl 3 8 +···j{f.-ta(!s-Ya) =0, 

[ 10.2-012 I 
01 1 + 6-r~3-+···J(V](!1-Zl)-02(V2(!2-Z2) 

+Oa[1 +~ O2';::032 + .. -](Va~a-Za)=O. 

Diese Gleichungen enthalten die Unbekannten (!l' (!2' (!s und r 2, von 
denen die ersten drei linear auftreten. Da r2 nur als Faktor der kleinen 
GraBen 01 2, 02 2 oder Oa2 erscheint, so kannte man annehmen, daB diese 
Glieder in erster Annaherung vernachlassigt werden diiden, so daB als
dann (!I> (!2 und (!a durch drei lineare Gleichungen bestimmt waren. 
Eine besondere Untersuchung der Determinanten zeigt jedoch, daB eine 
Vernachlassigung der Glieder in r2 schon in erster Annaherung nicht 
statthaft ist. 

Die Lasung fiir (!2 aus den Gleichungen (22) ist von der Form 

(23) 

wo LJ die Determinante aus den Koeffizienten von (!l' (!2 und (!a ist, und 
P und Q Funktionen der bekannten GraBen AI> A2 , ••• , Xl' YI> ... dar
stellen. 

Da S, E und C ein Dreieck fiir den Zeitpunkt t~ bilden, so geniigen die 
GraBen (!2 und r 2 der Gleichung. 

(24) 

Die Auflasung von irgend zwei Gleichungen (22) nach (!1 und (!a 
liefert diese GraBen als Funktionen von (!2 und r2 : 
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(25) 

wo M, PI' Pa Funktionen bekannter GroBen sind, und Ql und Qs nur 
r2 als Unbekannte enthalten. 

Vierter Schritt. Zur Bestimmung der GroBen (21 und (2s berechnet 
man zuerst die GroBen (22 und r 2 durch Auf16sung von (23) und (24); 
dies entspricht genau dem dritten Schritt der Methode von Laplace. 
Dann sind (21 und (2s durch (25) gegeben. 

Funtter Schritt. Es sind die Elemente aus den bekannten Positionen 
von C in den Zeitpunkten t1 und ts zu bestimmen. Diese beiden Posi
tionen und diejenige von S bestimmen die Ebene der Bahnkurve ohne 
weiteres. GauB 16ste das Problem der Bestimmung der iibrigen Ele
mente, indem er zwei Gleichungen mit nur zwei Unbekannten herleitete. 
Die eine Gleichung ergab sich aus dem VerhiiJtnis des Dreiecks, das durch 
S und die beiden Lagen von C in den Zeitpunkten tl und ts bestimmt ist, 
zu der Sektorflache mit den Radien r l und rs und dem im Zeitintervall 
t1 t3 beschriebenen Kurvenstiick als Begrenzung. Die andere Gleichung 
folgte aus der Keplerschen Gleichung fUr die Zeitpunkte tl und t3. 
Dieses Verfahren fiihrt zwar zu komplizierten Formeln, liefert jedoch 
andererseits eine rasche Folge von fortschreitenden Naherungen. Nach 
Losung der beiden Gleichungen lassen sich die Elemente ohne Schwierig
keit eindeutig bestimmen. Spatere Methoden vermeiden viele Kompli
ziertheiten der Methode von GauB. 

I. Die Methode der Bahnbestimmung von Laplace. 

113. Bestimmung der ersten und zweiten Ableitungen der Winkel
koordinaten aus drei Beobachtungen. Die Laplacesche Methode (§ 111) 
erfordert die Bestimmung der ersten und zweiten Ableitungen der 
Winkelkoordinaten oder der Richtungskosinus A, fl' Y. 

Setzt man k(t - to) = 'i, so werden die Gleichungen (7) 

r 
d'x x 

::; =- r;' 

1 ~:; -=~' dr" - r 3 • 

(26) 

F ·· 0 ° dx I dy I dz I DO 
ur 'i = sm x = xo, y = Yo, z = Zo, ii.- = x 0' -aT = Yo, dT = Z o· Ie 

Losung der Gleichungen (26) laBt sich als Potenzreihe in 'i darstellen, 
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welche fur nicht zu groBe Werte von T konvergiert.1) Die Reihe ist von 
der Form 

wo der Index 0 der KlammergroBen bedeutet, daB die Ableitungen fUr 
T = 0 zu bilden sind. An Stelle der zweiten Ableitungen kann man fUr 
T = 0 die rechten Ausdrucke (26) benutzen; an Stelle der dritten Ab
leitungen die ersten Ableitungen der rechten Ausdrucke (26) und so 
fort. Die samtlichen Ableitungen lassen sich in dieser Weise fUr T = 0 
durch xo, Yo, zo, x' 0' y' ° und z' ° ausdrucken. 

Es ist wichtig zu wissen, wie groB die Zeitintervalle der Reihen (27) 
sein durfen, damit sie praktische Bedeutung haben. Die Grenzen sind 
um so kleiner, je kleiner der Perihelabstand und je groBer die Exzen
trizitat sind, und hangen uberdies von der Lage des Korpers in seiner 
Bahn fUr T = 0 abo Fur einen kleinen Planeten, dessen mittlere Ent
fernung 2.65 betragt, was etwa den Durchschnittswert fur diese Korper 
ausmacht, und dessen Bahnkurve hochstens die Exzentrizitat 0.4 be
sitzt, welcher Wert groBer ist als der entsprechende fUr die meisten 
kleinen Planeten, konvergieren die Reihen (27) stets fur ein Intervall 
von weniger als 160 Tagen. Im Falle einer Parabel mit dem Perihel
abstand 1 konvergieren die Reihen (27) fUr ein Zeitintervall, das den 
Betrag von 54 Tagen nicht uberschreitet. Selbstverstandlich sind die 
Reihen nicht fUr den ganzen Konvergenzbereich von praktischem Wert. 
In der Praxis ist im Falle der kleinen Planeten ein Intervall von 90 Tagen 
fast immer klein genug, um eine schnelle Konvergenz der Reihen (27) 
zu garantieren; im Falle der Kometenbahnen durften 20 Tage meistens 
kein zu groBes Intervall darstellen. 

Die Koordinaten der Erde lassen sich auch in Reihen der Form (27) 
entwickeln; wegen der kleinen Exzentrizitat der Erdbahn besteht ihre 
schnelle Konvergenz noch fUr sehr groBe Intervalle. Somit folgt aus 
den Gleichungen (8), daB e, A, ft und 11 seIber als Potenzreihen vom Typ 
(27) darstellbar sind. Der Bereich fUr die Brauchbarkeit diesel' Ent
wicklungen ist derselbe wie fur die Reihen del' GroBen x, y und z. 

Wir konnen uns darauf beschranken, die Reihe fUr A zu untersuchen, 
weil diejenigen fur ft und 11 zu ihr symmetrisch ahnlich sind. Fur be-

1) Wegsn der Bestimmung des genauen Konvergenzbereichs siehe eine Ab
handlung von F. R. Moulton in The Astronomical Journal, vol. 23 (1903). 
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liebige Werte von T und fiir die speziellen Werte TI> T2 und T3 , welche 
den Zeitpunkten t l , ta und ta entsprechen, bestehen die Entwicklungen 

(28) 

A = Co + CIT + C2T 2 +"', 
Al = Co + CITI + CIITI2 + . ", 
)'2 = Co + CITa + CaT22 +. ", 
Aa = Co + CIT 3 + C2Ta2 + "', 

wo Co, C1> C2 , ••• Konstante sind. Wenn diese Reihen mit den Gliedern 
zweiter Ordnung abbrechen, so lassen sich die Koeffizienten Co, CI und C2 

durch die beobachteten Gro.6en AI' Aa, Aa und die Zeitintervalle TI, Ta, Ta 
ausdriicken. Liegen mehr Beobachtungen vor, so kann man eine gro.6ere 
Anzahl von Koeffizienten bestimmen, und zwar ist diese Anzahl gleich 
der Anzahl der vorhandenen Beobachtungen. 

Das einfache Verfahren, um A durch Glieder in T mit bekannten 
Koeffizienten auszudriicken, besteht im FaIle von drei Beobachtungen 
darin, die Eliminante von 1, Co, CI und Ca in (28) gleich 0 zu setzen. Dies 
liefert ! A, 1, T, 

(29) AI' 1, TI> T 2 I =0. 
A2• 1, T2, T22l 
Aa, 1, T3 , Ta2 

Die Entwicklung dieser Determinante nach den Elementen der erst en 
Kolumne lautet 
(30) ADA. - AIA.I + AaA2 - A3Aa = 0, 

wo 
1

1, TI> TI21 
AD = 1, T 2, T22 = (i 2 - il) (ia - i 2) (i1 - i:l) 

11, i 3, T32 1 . J '" 

und AI> A2 und A3 ausAo durch Vertauschung von i mit ii' i2 und ia 
hervorgehen. Die Determinante Ao ist fiir ungleiche Werte TI' Ta, i3 

von 0 verschieden. Folglich wird Gleichung (30) 

A = (T-T2) (T-.Ta) . Al + . (T.-.Ta) (T..:-Tl) A 
(Tl - TI) (Tl - Ts) (Ta - Ta) (Ta - Tl) 2 

(31) 
-L (T-Tl) (T-T2) A 

I (T3-TS(T.-='T~)' 3' 

Wie sich aus der Form dieser Gleichung ergibt, liefert sie eine exakte 
Bestimmung von A fiir die Werte T = il> T2 und 'ra; fiir andere kleine 

Moul ton- Fender, HimmelBmechanik 13 
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Werte von T bestimmt sie A naherungsweise. Eine exakte Losung von A 
fiir samtliche T im Konvergenzbereich ergibt sich aus der unendlichen 

Reihe (28). Ihre geo
metrische Darstellung 
zeigt die Kurve C Fi-
gur 31, wahrend das 
Polynom (31) zweiten 
Grades die Kurve C 2 

bestimmt. Diese bei-
O2 den Kurven schneid en 

o~ __ ~~ __________ ~ ______ ~ ____ ~r~ 
T1 T, -'s 

sich fiir T l' T 2' T 3' wah
rend sie sich sonst 
im allgemeinen nicht 
schneiden. Da die bei

Fig. 31. 

den Kurven fiir kleine Werte T fast zusammenfallen, so laBt sich A fiir 
diese Werte naherungsweise durch Gleichung (31) bestimmen. 

Fiir die ersten und zweiten Ableitungen von A erhalt man aus (31) die 
Naherungswerte 

{ A' =_2. - (.2 +.3L_ A + 2. - ( •• + ·1) ,12 I (.1-.2)(·1-·3) 1 (.2- •• )(.2-·1) 

+ 27:-(·I+ T2) A 
~ (7:. - 7:1)(7:. - 7:.) 3' 

I A" = 2 Al + 2 A2 
(7:1 - 7:2) (.1 - T.) 2 (.2 - 7:3) (7:2 - .1) 

\ + (7:.-7:1) (.3-7:2) A3 • 

(32) 

Ahnliche Ausdriicke ergeben sich fUr # und 'V. 

114. Bestimmungen der Ableitungen aus mehr als drei Beobachtungen. 
Wenn die Beo bachtung vollkommen exakt und nahe zusammenliegend 
waren, so konnte A, je mehr Beobachtungen vorlagen, um so exakter 
fiir kleine Werte T bestimmt werden, und eine urn so groBere Anzahl 
von Ableitungen nach A konnte man bilden. Sind vier Beobachtungen 
vorhanden, so ist A durch ein Polynom dritten Grades analog (31) be
stimmt, welches sich auf die Werte AI> A2, As und A4 fiir T = TI> T 2, T3 

nnd T4 reduziert. Der explizite Ausdruck fiir A ist dann 

A (T-7:2) (T- •• ) (7:-7:4) A 
= + Crl =T2)(7:;-=T.) (7:;=7:4) 1 

(33) 

+ _C"r =_7:.t(~=-_7:4)j:_- 7:J) A 
(7: 2 -i.) (.2-7:4) (7:2-.1) 2 

+ _ (i_-= 7:4) (.--=-:- 7:,) (7: -- i 2) A 
(r.-.4) (7:3-7:,) (.3-7:.) 3 

+ _(1"_-=-_.,)(.:::-7:2) (7:-7:3) A4 
(i4 - .1) (7:4 - 7:2) (.4 - .3) , 
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aus welchem sich die erste, zweite und dritte Ableitung, jedoch keine 
hOheren Ableitungen bestimmen lassen. 

Man erkennt bereits, wie man bei einer weiteren Anzahl von Beob
achtungen fortzufahren hat. Diese Methode ist eindeutig und gestaltet 
sich nicht zu muhsam, falls nicht eine erhebliche Anzahl von Beobach
tungen vorliegt. Die Anzahl der Ableitungen, welche sich, wenigstens 
naherungsweise, bestimmen lassen, ist um eins niedriger als die Anzahl 
der Beobachtungen; man wird jedoch in keinem FaIle Ableitungen von 
hOherer als der dritten Ordnung benutzen. Fur den Fall, daB die Be
obachtungen sich uber einen groBen Zeitraum ausdehnen, so daB die 
Konvergenz von (28) fur die groBten Werte " aufhOrt oder doch schlecht 
wird, so entsteht die Notwendigkeit, einige von ihnen fur die Unter
suchung zu unterdrucken. Fur gewohnlich werden vermoge der Be
obachtungsfehler vier oder fUnf Beobachtungen eine ebenso genaue Be
stimmung von A und seinen ersten beiden Ableitungen liefern, wie jede 
groBere Anzahl. 

115. Die Naherungen fiir die Bestimmung der Werte l, IL, v und ihrer 
Ableitungen. Fur die Anwendungen ist es wichtig, die Natur der vor
genommenen Naherungen zu kennen, insbesondere ob die samtlichen 
benutzten GroBen mit demselben Genauigkeitsgrad bestimmt sind. 
Nun ist freilich klar, daB diese Fragen keine exakt zahlenma!ligen Ant
worten finden konnen, weil man es mit nicht vollkommen genauen 
Beobachtungsergebnissen zu tun hat. Indessen besteht im Interesse 
rascher Konvergenz der Reihen (28) die Forderung, daB" keine zu groBen 
Werte annehmen soIl. Man dad daher die Werte von 7: fur Beobachtungs
zeitraume als kleine GraBen behandeln und den Grad der Annaherung 
nach den Gliedern der niedrigsten Potenzen von "I beurteilen, die unter 
den vernachlassigten auftreten. Dies bildet eine bestimmte Definition 
fur den Grad der Annaherung und, wie die Erfahrung zeigt, auch ein 
hinreichendes GenauigkeitsmaB fUr die Ergebnisse, falls die Zeitinter
valle nach der im § 113 angegebenen Weise begrenzt sind. 

Wir nehmen zunachst an, daB nur drei Beobachtungen vorliegen. 
DaB nur Naherungswerte fur A und seine Ableitungen erhalten werden, 
ergibt sich aus dem Umstande, daB die hOheren Glieder in (28) vernach
lassigt sind. Die Koeffizienten Co, C1 und C2 sind bestimmt durch 

( Co + CI 7:1 + C27:1 2 = Al - C37:13 - C,7:14 -"', 

(34) 1 Co + CI 7: 2 + C27: 22 = A2 - C37: 23 - C47: 24 - •• " 

t Co + CI 7:3 + C2"3 2 = A3 - C37:33 - C47:34 - ••• 

Die Fehler niedrigsten Grades in 7:1 entspringen der Vernachlassigung 
der Glieder auf der rechten Seite, welche mit der unbekannten Kon-

13* 
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stant en ca' multipliziert sind. Bezeichnet man diese Fehler mit Llco, Llc1 

und Llc2, so ist 

11, Tl' T12 i CsTls + C,Tl' + ••• , Tl , T12 

LI ! 3 , 11, T2 , T22 Co = -, Cs T2 + C,T2 + ••• , T 2, T22 

11, T3 , T32 I Ca't'33 + c,'t'a' + ••• , 't's, Ta2 

TIS, Tl, 1'12 Tl', 1'1, T12 

=-C3 't'2a, T2 , T 22 -C, T2', T2 , 1'22 + ... 
Taa, 1'3, 't'l 1'3'. 1'3. T32 

Ahnliche Ausdrucke erhalt man fur Llc1 und Llc2• Diese Determinanten 
lassen sich nach elementaren Regeln leicht auswerten; man findet 

Llco = - C3 't'1 T2 T3 -C,'t'1 1'21'3(1'1 + 1'2 + 't'a) + ... , 
LlCI = + C3 ('t'1 1'2 + 't'2T3 + T3't'1) 

(35) + C,('t'1 + 't'2)(T2 + T3)('t'3 + 1'1) + ... , 
Llc2 = - C3('t'1 + 1'2 + 1'3) 

- C,('t'12 + T22+'t'32 + 1'11'2 + T2't'a + 't'3 Tl) + ••• 

Aus dies en Gleichungen folgt, daB Co bis zur dritten, C1 bis zur zweiten 
und C2 bis zur ersten Ordnung bestimmt sind. 

Wit betrachten jetzt die erste Gleichung (28). Da C1 mit T und C2 mit 
1'2 multipliziert ist, so ist jedes von den ersten drei Gliedem in der Reihe 
fur A bis zur dritten Ordnung in den GraBen 1'1 bestimmt. Nimmt man 
die erste und zweite Ableitung, so findet man, daB A' bis zur zweiten 
und A" bis zur ersten Ordnung bestimmt sind. Foiglich ist A durch die 
erst en Glieder in (28) im allgemeinen genauer bestimmt, als seine erste 
Ableitung, und seine erste Ableitung ist im allgemeinen wieder genauer 
bestimmt als seine zweite Ableitung. Diese Verhaltnisse sind in den An
wendungen zu beachten. 

116. Wahl des Anfangspunktes der Zeit. Der Anfangspunkt der Zeit 
wurde bisher nicht bestimmt auBer durch die Bedingung, daB er in der 
Nahe der Beobachtungszeiten liegen soIl, so daB 1'1' T2 und 1'3 kleine 
GraBen darstellen. Nun kann jeder Zeitpunkt, der dieser Bedingung 
genugt, als Anfangspunkt gewahlt werden, und es entsteht daher so
gleich die Frage der vorteilhaftesten Wahl. 

Fur gewahnlich nimmt man als zeitlichen Anfangspunkt die Zeit der 
zweiten Beobachtung. Dann ist to = t2 und folglich 1'2 = O. Der Wert 
von A ist fUr l' = 1'2 = 0 genau bekannt, die Ableitung von A ist fur 
t = t'2 
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welche also dem Fehler Lt (;1 unterworfen ist, der nach (35) in diesem 
FaIle den Wert 0 3 7:37:1 hat. Abnlich ist der Fehler von A2/1 gleich 
Lt0 2 = - °3(7:1 + 7:3). Der Fehler von A2' ist von der zweiten und der 
von A2/1 von der erst en Ordnung. 1m allgemeinen fallt ein Febler erster 
Ordnung mehr ins Gewicht als ein Fehler zweiter Ordnung. Indessen 
muB man beachten, daB, wenn to = t2 ist, die GroBen 7:1 und 7:3 entgegen
gesetzte Vorzeichen haben; wenn daher die Intervalle zwischen den auf
einanderfolgenden Beobachtungen gleich sind, so ist 7:1 + 7:3 = 0 und 
der Fehler von A2/1 folglich auch von der zweiten Ordnung. Hieraus er 
gibt sich, daB es im FaIle to = t2 vorteilhaft ist, moglichst gleiche Zeit
intervalle zwischen den einzelnen Beobachtungen zu haben. Fur ge
wohnlich verursachen aber ungunstiges Wetter und andere Umstande 
Beobachtungen von ungleichen Zeitintervallen. 

Es sei der Zeitpunkt der ersten Beobachtung als Anfangspunkt der 
Zeit gewahlt. Dann ist die GroBe Al genau bekannt. Der Fehler von 
AI' ist Lt01 = 0 37:27:3' also wieder von der zweiten Ordnung, doch an
nahernd numerisch zweimal so groB wie derjenige von A2', weil jetzt 7:3 
das kfache des ganzen Intervalls zwischen der ersten und dritten Be
obachtung darstellt: Der Fehler von Al/1 istLt02 = - 0a(7:2 + 7:3); er ist 
bedeutend groBer als im vorigen FaIle, denn 7:3 h1i.ngt jetzt von dem gan
zen Zeitintervall ab, der durch die Beobachtungen ausgefUllt ist, und 
7:2 und 7:3 sind in diesem FaIle beide positiv. Der Zeitpunkt der erst en 
Beobachtung ist also nicht zum Anfangspunkt der Zeit geeignet; aus 
ahnlichen Grunden gilt dasselbe fUr den Zeitpunkt der dritten Be
obachtung. 

Es entsteht jetzt die Frage, wie man den Anfangspunkt der Zeit 
wahlen soIl, wenn die zweite Beobachtung nicht in der Mitte zwischen 
den beiden anderen gelegen ist. Da im allgemeinen der Fehler von A 
nur von der dritten Ordnung ist, und derjenige von A' nur von der 
zweiten, wahrend A/I einem Fehler erster Ordnung unterliegt, so sieht 
man bereits, daB die Wahl fur den Zeitanfang nach Moglichkeit so ge
troffen werden sollte, daB das Glied erster Ordnung in dem Fehler fUr 
A/I verschwindet. Wie aus der dritten Gleichung (35) folgt, ist dies aber 
der Fall, wenn man setzt 

(36) { 
7:1 + 7:2 + 7:a = ~(tl - to) + k(t2 - to) + k(ta - to) = 0, 

woraus to = a (tl + t2 + ta)· 

Die beste Wahl des Zeitanfangs ist daher durch die zweite Gleichung 
(36) gegeben; dieser Wert von to fallt auch mit dem Zeitpunkt der zweiten 
Beobachtung zusammen, im FaIle die aufeinanderfolgenden Beobach
tungen gleiche Zeitabstande haben. Bei dieser Wahl von to sind die 
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Fehler von A' und A" von der zweiten Ordnung, wahrend A bis zur 
dritten Ordnung bestimmt ist. 

117. Die Naherungen im Faile von vier Beobachtungen. Wenn vier Be
obachtungen vorliegen, so lauten die den letzten drei in (28) entsprechen
den Gleichungen 

Co + C1T 1 + C2T 12 + C3 t"13 = Al - C,Tl' + ... , 

(37) 
Co + C1 T 2 + C2T 22 + C3 t"23 = A2 - C,T2' + ... , 
Co + C1 T 3 + C2T 32 + C3T33 = A3 - C,T3' + ... , 
Co + C1 T, + C2T,2 + C3 T,3 = A, - C,T,' + .. . 

Die Determinante der Koeffizienten von Co, C1, C2, C3 ist 

1, t"1' T12, 3' Tl . 

<5= 
1, t"2' T 22, T 23 

= (t"2 - Tl) (t"a - T1) (T, - T1) (T3 - T2) 
1, Ta2, T33 Ta , 

X (T, - T2) (T, - Ta) , 
1, t"" T,2, T,3 

welche von 0 verschieden ist, da die Beobachtungszeiten verschieden 
sind. 

Die Fehler kleinster Ordnung fUr Co, C1, C2 und C3 ergeben sich aus 
(37) ; wenn nur die erst en Glieder auf der rechten Beite bekannt sind, so 
enthalten sie c, als Faktor. Wir wollen diese Fehler mit Ltco, Llc!> 
Llc 2, Llc3 bezeichnen und ihre Ordnungen in den GroBen t"J ausdrucken. 
Fur Llco erhalt man den Ausdruck 

IT 4 T1 , T12, T13 : ; l' 

i t" 4 
I 

LI - 04 : 2, T2, T22, T23 

Co = T'I 4 
T3 , T 1. T33 ,T3 , 3 , 

I 
4 

! T4 , T4 , T42, T,3 

Betzt man die GroBen t"1' T2' T 3, t", als Faktoren vor die Determinante, 
so stimmt sie, abgesehen von der Reihenfolge der Kolumnen, mit der 
Determinante 15 uberein. Drei Permutationen der Kolumne fuhren zu 
einer vollkommnen Ubereinstimmung der beiden Determinanten; somit 
erhalt man 
(38) Llco = + C1t"1t"2TaT4. 

Der Ausdruck fur Llc l lautet 
I 1, Tl ', T12, T13 

-°4 1, 
T2" 

T22, T 23 

LI C1 = -<5- 1, T3" T32, T33 

1, T,', Tl, T,3 
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Setzt man in dieser Determinante 'i2 = 'iI' so verschwindet sie, weil dann 
zwei Reihen i.i.bereinstimmen. Folglich ist sie durch 'i2 - 'il teilbar und 
ebenso durch 'ia - 'iI' i4 - 'iI' 'is - 'i 2, 'i4 - i 2, 'i4 - 'ia; das heiBt aber, 
daB diese Determinante durch die Determinante t5 seIber teilbar ist. Die 
samtlichen Elemente jeder Kolumne sind von demselben Grade; und da 
jedes Glied der Entwicklung einer Determinante aus jeder Kolumne ein 
Element als Faktor enthalt, so besteht die Entwicklung dieser Deter
minante ebenfalls aus lauter Gliedern von dem gleichen Grade. Der Grad 
dieser Determinante ist neun, weil neun die Summe der Grade in jeder 
Kolumne ist. Folglich ist, weil t5 vom sechsten Grade ist, Llc1 vom 
dritten Grade. Dberdies ist Llc1 in iv ••. , i4 symmetrisch, weil die 
Determinante t5 und die Ziihlerdeterminante beide in diesen GroBen 
symmetrisch sind. Da der hOchste Grad von i; in der Zahlerdeter
minante der vierte und in der Determinante t5 der dritte ist, so enthaIt 
jedes Glied del' Entwicklung fi.i.r Llc1 die GroBe i; nur im ersten Grade. 
Ferner besitzt aus Symmetriegri.i.nden ein jedes Glied dieser Entwicklung 
denselben Zahlenkoeffizienten; dieser HiBt sich daher durch Betrach
tung eines einzigen Gliedes bestimmen. Aus dem Produkt der Elemente 
der Hauptdiagonale ergibt sich aber fi.i.r den Zahlenkoeffizienten der 
Wert + 1. Stellt man fi.i.r die GroBen Llc 2 und Llca die analogen Be
trachtungen an, so findet man 

{ 

LlCl=-C4[ili2'ia+ 'i2'ia i 4+ia'i4il + i 4 i 1 'i2] , 

(39) Llc2 = + c 4 [ il i2 + il 'ia + il 'i4 + i2ia + i2i4 + ia'i4], 

Llca = - C4 [i 1 + 'i2 + 'ia + i4]' 

Aus (38) und (39) folgt, daB im FaIle von vier Beobachtungen A, A', 
A" und A'" bis auf kleine GroBen vierter, dritter, zweiter und erster 
Ordnung bestimmt sind. Fi.i.r gewohnlich wird A'" nicht gebraucht, es 
kommt jedoch in Frage, wenn eine doppeIte Losung vorliegt, und man 
bestimmen will, welche von beiden Losungen physikalische Bedeutung 
besitzt. In dies em letzteren FaIle ist es vorteilhaft, Llca zum Ver
schwinden zu bringen, indem man to so bestimmt, daB 

(40) { 
'il + 'i2 + ia + 'i4 = 0, woraus 

to = l(tl + t2 + ta + t 4 )· 

Wenn die Losung des Problems nur von A, A', A" abhangig gemacht 
wird, so ist es meist vorteilhaft, to so zu wahlen, daB Llc 2 verschwindet, 
weil dann aIle GroBen bis auf die dritte Ordnung bestimmt sind. Diese 
Forderung liefert 
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(41) Il ~lt:: + ;~:la : t:l~ ~ ~::): ~2::t2+ i a<4 = 0, woraus 

+ tlta + tlt4 + t2ta + t2t4 + tat4 = o. 
Die Werte von to, die durch diese quadratische Gleichung bestimmt 

sind, haben nur dann praktische Bedeutung, wenn sie reell sind. Die 
Diskriminante der Gleichung ist 

9(tl + t2 + ta + t4)2 - 24(tlt2 + tlta + tlt4 + t2t3 + t2t4 + t3t4) 
= H = 3(tl - t2)2 + 3(tl - ta)2 + 3(tl - t4)2 

+ 3(t2 - ta)2 + 3(t2 - t4)2 + 3(ta - t4)2 > o. 
Folglich sind die beiden Losungen stets reell und lauten explizite 

(42) t _ 3 (tl +!d-~,,-+ tt) ± y' H • 
0- 12 

Um eine konkrete Vorstellung von der Natur dieser Ergebnisse zu ge
winnen, nehmen wir an, daB zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Be
obachtungen das Zeitintervall T besteht. Dann liefert Gleichnng (42) 

(43) to=±(tl+t2+ta+t4)±! Y15T. 

Das erste Glied auf der rechten Seite ist die mittlere Beobachtungszeit, 
und die beiden Zeitpunkte to liegen von ihr auf beiden Seiten im Ab
stand i y15 T. Da das Intervall zwischen der mittleren Beobachtungs
zeit und t2 oder t3 gleich !T ist, so folgt, daB to zwischen tl und t2 liegt 
und von t2 um (iy15 -!) T, das ist annahernd um iT entfernt ist, 
oder hierzu symmetrisch zwischen ta und t4 gelegen ist. In der Praxis 
wird es meist be quem sein, to = t2 oder to = ta zu wahlen, dann ist A 
genau gegeben, die Koeffizienten von (33) sind so einfach wie moglich, 
und die quadratische Gleichung (41) ist nahezu erfiillt. 

Wenn fUnf oder mehr Beobachtungen vorliegen, kann die Unter
suchung auf ahnliche Weise erfolgen. Fur jede weitere Beobachtung 
laBt sich auch ein weiterer Koeffizient in der Reihe (28) bestimmen, und 
die bisher bestimmten Koeffizienten werden bis auf eine Ordnung hOher 
in den GroBen i1 bestimmt. In jedem Falle laBt sich ein weiterer Ge
nauigkeitsgrad in der Bestimmung von A" durch geeignete Wahl von to 
erreichen; am einfachsten setzt man to gleich derjenigen Beobachtungs
zeit, welche dem Mittelwert aus den samtlichen Beobachtungszeiten am 
nachsten gelegen ist. 

118. Die Grundgleichungen. Die Gleichungen (10) stellen die Grund
gleichungen der Methode von Laplace dar, fUr welche A, fl, V, A', fl', v', 
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A", p,", v" durch die Ausdriicke (31) und (32) und entsprechende Aus
driicke in p, und 'V bestimmt sind. Die Li:isungen der Gleichungen (10) 
sind 

e = k2 % [~3 - :3]' 
(44) e'=k2~J[~3-~]. 

fl" = k2 ~~ [D - Q~J r -~ _~Jf 
" D 3 r3 LR3 r3 ' 

wo 

r 
(45) 

: A, A.', A". 

D = + ! p" p,', p,"., 
: 'j!, 'j!', v" i 

A, X, A" I 

])2=- ,u,y,p,"!, 
I 

: v, Z, v" I 

·A, A.', 

Dl = -'p" p,', 

I 'V, 1", 

Xi 
I 

YI, 
Zl 

I 

X A' A"' 
. " I 

D3 = - Y, p,', p," , • 
I 

Z, v', v" 

Diese Determinanten unterliegen kleinen Fehlern wegen der Vernach
lassigung der hi:iheren Glieder in (28). Diese kleinen Fehler entstammen 
aber ferner der stillschweigenden Voraussetzung, daB die Beobachtungen 
vom Mittelpunkt der Erde aus gemacht sind, anstatt von einem oder 
mehreren Orten ihrer Oberflache. rm ersten FaIle lassen sich nach an
nahernder Bescimmung von e und e', im zweiten nach annahernder Be
stimmung der Entfernungen zwischen dem Erdmittelpunkt und den tat· 
sachlichen Beobachtungsorten Korrektionen anbringen. 

119. Die Gleichungen zur Bestim
mung von l' und Q. Wir nehmen das 
Dreieck mit den Ecken S, E und C. 
Es bezeichne 1p den Winkel bei E und 
cp den Winkel bei C. Dann bestehen 
die Beziehungen 

j 
R cos 1p = X A + Y p, + Z v 

_ R sin ("I' + g;) 
(46) e - sin g; , 

sin "I' r = R·.~-·-· 
sm g; 

SL-------~R~~--~ 

]<'ig. 32. 

Setzt man die Gleichungen (46) in die erste Gleichung (44) ein, so 
ergibt sich 

R . [R Dl J' _ - Dl . 4 sm 1p cos cp + cos 1p- DR3 sm cp - tiB'sin3 1p sm cp. 

:3 

a 
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Zur Vereinfachung setzen wir 

N sin m = R sin "p, 

(47) N cos m = R cos 111 - !?~-
T DR3' 

-NDR3 sin31p 
M = Dl -, 

wo das Vorzeichen von N so zu wahlen ist, daB M positiv wird. Mit 
dieser Festsetzung liefern die erst en beiden Gleichungen eine eindeutige 
Bestimmung von N uud m, und die Gleichung in ffJ wird einfach 

(48) sin 4 ffJ = M sin (ffJ + m) , 

wo die GraBen M und m bekannt sind, und M positiv ist. 
Wir betrachten jetzt die Lasung ffJ der Gleichung (48). Da e = 0, 

r = Reine Lasung des Problems bildet, so folgt aus (46), daB ffJ = n - "p 

eine Lasung von (48) ist. Diese Lasung bezieht sich jedoch auf den Ort 
des Beobachters und muB daher ausgeschlossen werden. Derjenige 
Wert von ffJ, dem physikalische Bedeutung zukommt, und der existieren 
muE, wenn die Berechnung auf guten Beobachtungen beruht, geniigt, 
wie aus Figur 32 folgt, der Ungleichung 

(49) ffJ < n - 'P' 

Die Lasungen von (48) sind gegeben durch die Schnittpunkte der Kurven 
mit den Gleichungen 

(50) { Yl = sin4 ffJ, 

y 2 = M sin (ffJ + m). 

Wenn m einen sehr kleinen negativen Wert hat, und M etwas kleiner 
als eins ist, so besitzen diese Kurven die in Figur 33 angegebene gegen
seitige Lage. 

Wir betrachten zunachst den Fall, wo ~l positiv ist. Da e und r beide 

positiv sein miissen, so folgt aus der ersten Gleichung (44), daB in dies em 
FaIle r > R ist. Wegen "p kleiner als 1800 ergibt sich aus (47), daB N 
negativ ist und m dem dritten oder vierten Quadranten angehart. 

1m FaIle m im vierten Quadranten liegt, schneidet der aufsteigende 
Zweig der Kurve Y2 die ffJ-Achse beim Dbergang in den ersten Qua
dranten, und man erhalt fiir M < 1 die Kurven in der gegenseitigen 
Lage der Figur 33. Falls m nahezu 3600 ist, bestehen drei Lasungen 
ffJl' ffJ2 und ffJa, von denen eine gleich n - "p ist und demBeobachtungs
orte entspricht. 1m FaIle ffJa = n - "p erfiillen ffJl und ffJ2 beide die samt
lichen Bedingungen des Problems, so daB auf Grund der vorliegenden 
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Angaben nicht entschieden 11 
werden kann, welcher Wert 
sich auf die Bahnkurve des 
beobachteten Korpers be
zieht. Es kann jedoch ein-
treten, daB man fUr fIJI so 
groBe Werte r und fiJ erhaIt, 
daB der Korper nach den 
Erfahrungen der beobach

Fig. ss. 

203 

tenden Praxis unsichtbar _-.!;,._::£:_-' __ -=-_L-.. __ ~=-=-~.....!.'P_ 
sein wurde; in dies em FaIle 0 9'1 ~ f 
bestande kein Zweifel dar-
uber, daB die GroBe fiJ2' welche einen kleineren Wert r liefern wurde, 
reale Bedeutung zukommt. Fur fP2 =:n; - tp folgt aus (49), daB fIJI 
dem Problem angehOrt. Der Fall fIJI =:n; - tp kann nicht eintreten, 
weil dann das physikalische Problem keine Losllng besitzt. Wenn fUr 
ein bestimmtes M der aufsteigende Ast der Kurve Y2 nach rechts ver
lauft, so nahern sich die Wurzeln fIJI und fiJ2 dem Zusammenfallen; 
geht der aufsteigende Ast weiter nach rechts, so bleibt fiJs nur noch 
allein reell. Dieser Fall, welcher dem m im vierten Quadranten weit von 
3600 oder dem m im dritten Quadranten entspricht, wurde ebenfalls keine 
Losung des physikalischen Problems zlliassen. Somit erhalten wir das 

Resultat: Wenn fJ- positiv, ist r> R, m liegt im vierten Quadranten, 
und es bestehen eine oder zwei mogliche Losungen des physikalischen 
Problems, je nachdem fiJ2 oder fiJa gleich :n; - tp ist. 

Es sei jetzt ~~ negativ angenommen. In diesem FaIle ist r < R und 

m im ersten oder zweiten Quadranten. Wenn m im ersten Quadranten 
liegt, so geht der absteigende Zweig der Kurve Y2 beim Schneiden der 
fiJ-Achse in den zweiten Quadranten uQer, und fUr kleines m und M < 1 
verlaufen die Kurven wie in Figur 34. In dies em FaIle ergeben sich eine 
oder zwei Losungen des Pro
blems, je nachdem fiJ2 oder 
fiJa gleich:n; - tp ist. Wenn 
m im zweiten Quadranten 
liegt, gelangt der absteigende 
Zweig in den ersten Qua
dranten, wenn er die fiJ-Achse 
passiert, fiJ2 nnd fiJa sind als
dann nicht reell, und das 
Problem besitzt keine Lo
sung. Wir haben also fol-

?I 

1 

M 

l<'ig. 34. 

9'1 f 
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gendes: TV enn % negativ, ist r < R, m liegt tm ersten Quadranten, 
und es bestehen eine oder zwei mogliche Losungen des physikalischen Pro
blems, je nachdem f/J2 oder f/Ja gleich n - "p ist. 

120. Die Bedingung fiir das Vorhandensein einer einzigen LOsllng. Fiir 
D 

das physikalische Problem erhalt man in den beiden Fallen, wo D' 

positiv oder negativ ist, eine einzige Losung, wenn f/J2 = n - "p ist, 
anderenfalls zwei Losungen. Es sei f/J = n - "p + c, und c eine kleine 

positive GroBe. 1m FaIle % positiv, ist, wie aus Figur 33 folgt, fUr 

f/J2 = n - "p die Differenz YI - Y2 positiv, wenn f/J = f/J2 + c ist, im 

}!'alle ~' negativ, ist, wie aus Figur 34 folgt, die Differenz YI - Y2 
negativ fiir f/J = f/J2 + c = n - 11' + c. 

Aus (50) ergibt sich, daB sich YI und Y2 in eine Potenzreihe nach c 
entwickeln lassen, wenn f/J = n - "p + c ist. Fiir die Reihe der Differenz 
YI - Y2 lauten die erst en beiden GIieder 

YI - Y2 = [sin4 (n - "p) - M sin (n - "p + m)] 

(51) + [4 sin a (n - "p) cos (n - "p) 

- M cos (n - "p + m)] c + ... 
Das von c unabhangige GIied ist null, weil f/J = n - "p eine Losung von 
(48) darstellt. Eine Reduktion des Koeffizienten von c durch die GIei
chungen (47) und (48) ergibt 

M R [1 ,3D, -J Yl - Y2 = N T m~4 cos "p c + ... 

Die Bedingung dafiir, daB das physikalische Problem eine einzigeLosung 
zulaBt, ist folglich gegeben durch 

/

1 [ 3D, ]-N 1 + D ll'- cos "p > 0 , 

1 r 3D, ] 
]V L 1 + IFR' cos "p < 0 , 

(52) 

Diese Punktion ist bereits durch die Beobachtungen vollstandig be
stimmt und braucht daher nicht erst aus (48) gefunden zu werden, wobei 
nicht in Frage kommt, ob eine einzige oder doppelteLosung vorliegt. 

Der Grenzwert der Ungleichungen (52) ist 

(53) 1 3D, 0 + [fRO cos "p = . 
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Eliminiert man hieraus cos tp und ~1 mit Hilfe der ersten Gleichung (44) 
und Gleichung (14), so findet man 

(54) 

Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung besitzt als Funktion 
von r den Minimalwert 0; daher besteht fiir jeden Wert rein einziger 
positiver Wert e. AIle durch die Werte-
paare r und (! bestimmten Punkte, welche 
(54) geniigen, liegen auf den Grenz-
flachen der Raumteile, fiir welche die 
Ungleichungen (52) erfiillt sind. Diese 
Grenzflachen sind offenbar Umdrehungs-
flachen um die Verbindungsgrade E B 
zwischen Erde und Sonne. Den Schnitt 
dieser Flachen mit einer Ebene durch die 
Gerade BE zeigt Figur 35.1) 

Die durch (54) definierlen Flachen teilen 
den Raum in vier Teile, von denen in der 
Figur zwei ohne und zwei mit Schraffur 
angegeben sind. Innerhalb eines jeden 
Raumteiles hat die Funktion (52) iiberall 
dasselbe Vorzeichen, wahrend sie einen L 
Zeichenwechsel erfahrt, wenn eine Grenz-
flache in einem gewohnlichen Punkt iiber-
schritten wird. Dies bildet den speziellen 
Fall eines allgemeinen Satzes, den wir 
beweisen wollen. 

Fig. 86. 

Es sei xo, Yo, Zo ein gewohnlicher Punkt auf der FHicheF (x, y, z) = o. 
Wir betrachten den Ausdruck F(xo + L1x, Yo + fly, Zo + L1z), wo L1x, 
L1y, und L1z kleine GroBen seien. Fiir diesen Ausdruck besteht die 
Entwicklung 

F (xo + L1x, Yo + L1y, Zo + L1z) 
IJF IJF IJF 

=F (xo, Yo, zo) + 3-; L1 x + lJy L1 Y + IJz L1 z + ... 
Das erste Glied dieser Reihe ist 0, weil der Punkt xo, Yo, Zo der Flache 
F(x, y, z) = 0 angehOren soIl. Wir nehmen jetzt an, daB der Punkt 
Xo + flx, Yo + L1y, Zo + L1z auf der Flachennormalen im Punkt xo, Yo, Zo 
liegt. Dann ist 

1) Diese Figur wurde zuerst von Charlier Meddelande fr~n Lunds Obser
vatorium No. 45 gegeben. 
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of 
P ox 

LI X = - -- - -- , 

y (~:r + (~:r + (~~r 
of 

p oy 
11 Y = -------- ---==--==, 

y (~:r + (~:r + (~~r 
of 

p ox 
LI z = ---- --- -- ==-==-:-----, 

-V (~~r + (~:r + (~~r 
wo p den Abstand zwischen den Punkten xo, Yo, Zo und Xo + Llx, 
Yo + Lly, Zo + LIz bedeutet, weil die Faktoren von p die Richtungs
kosinus der Flachennormalen darstellen. J e nachdem p auf der einen 
oder anderen Seite der Flache liegt, ist p positiv oder negativ. Die 
Reihenentwicklung fur die Funktion F im Punkte Xo + Llx, Yo + Lly, 
Zo + LIz wird daher 

F (xu + Llx, Yo + Lly, Zo + LIz) 

= p [G~r + (~ir + e~rJ~ + p2 [J + ... 
Pur sehr kleine Werte p ist das Vorzeichen von F (xo +Llx, Yo + Lly, 
Zo + LIz) bestimmt durch das Vorzeichen des erst en Gliedes der Ent
wicklung, das von null verschieden ist. Da xo, Yo, Zo nach Annahme 
kein singularer Flachenpunkt ist, so konnen nicht die samtlichen par
tiellen Ableitungen erster Ordnung fur diesen Punkt verschwinden. 
Folglich wechselt das Vorzeichen del' Fnnktion F im Punkt Xo + LI x, 
Yo + Lly, Zo + LIz mit dem Vorzeichen von p. Das heiBt die Funktion 
F(x, y, z) wechselt ihr Vorzeichen, wenn die Flache, fUr welche sie ver
schwindet, uberschritten wird; im ubrigen erfahrt sie als stetige Funktion 
beim Dbergang zu einem benachbarten Punkt keinen Zeichenwechsel. 

Urn zu finden, welch en von den vier Raumteilen in Figur 35 eine ein
zige und welchen eine doppelte Losung entspricht, betrachten wir einen 
Punkt auf der Geraden SE links von E. Fur einen solchen Punkt ist 
r = (] + R, 'IjJ = 7&, und man erhalt daher die Ausdrucke 

3D l 3D l 3 (/2 + R)3 
1 + DR,cos'IjJ=l- yTi{,=l- R[/22+ 3/2R+SR"1, 

welche fUr sehr groBe Werte (] offen bar negativ sind. Da in diesem FaIle 

r > R ist, so folgt % > 0, N < 0, und somit kommt hier die erste 
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Ungleichung (52) in Frage. Da diese erfullt ist, liegt eine einzige Losung des 
Problems vor, wenn der beobachtete Korper dem nicht schraffierten 
Teillinks von E angehOrt. Wenn man beim Ubergang von diesem nach 
dem groBeren schraffierten Raumteil die Grenzflache in einem Punkt, 
fUr welchen r > R ist, uberschreitet, so wechselt die Funktion ihr 
Zeichen, weil sich das Zeichen von N nicht andert. Dann ist die erste 
Ungleichung (52) nicht erfullt und die Losung des Problems daher dop
pelt. In diesem Raumteil ist die Funktion (53) positiv und N negativ. 
Gehen wir jetzt in den kleinen schraffierten Raumteil hinein, so wird die 
Funktion (53) negativ, N psoitiv, und die zweite Ungleichung (52), die 
jetzt vorliegt, erfullt. In dies em kleineren unschraffierten Teil besteht 
daher eine einzige Li:isung, wahrend, wie sich auf ahnliche Weise zeigen 
laBt, dem kleineren schraffierten Raumteil wieder eine doppelte Losung 
angehOrt. 

121. Hinzunahme einer vierten Beobachtung im Falle einer doppelten 
Losung. Wir setzen CPa = n -"P, so daB zwei Losungen von (48) exi
stieren, welche den Bedingungen des physikalischen Problems entspre
chen. Eine Methode, um zu bestimmen, welche Losung im Falle von 
vier Beobachtungen, wirklich in Frage kommt, besteht offenbar darin, 
den Ausdruck (48) zu entwickeln und dabei an Stelle einer von den drei 
ursprunglichen Beobachtungen die vierte zu benutzen. Dies liefert im 
allgemeinen die gewunschte eindeutige Li:isung fUr das Problem. 

Eine bessere Methode zur Beseitigung des zweideutigen Falles laBt 
sich aus den Gleichungen (44) herleiten. Man eliminiert r aus der zweiten 
und dritten Gleichung (44) mit Hilfe der ersten. Die Ergebnisse sind 

I
e' = 2%~ e = P e, P = 2%~ , 
e" = JL [Da - Q} + De]· Dl R 

Die erste von diesen Gleichungen besitzt die Ableitung 

e" = P' e + Pe' = (P' + P2)e, 

fUhrt man diesen Wert von e" in die zweite Gleichung ein, so folgt 

(55) Da - ~.~ + De = Dl (P' + P2) . 

Da diese Gleichung in e linear ist, so ist e eindeutig bestimmt, falls D 
nicht gleich null ist. Die Determinante D solI im § 124 untersucht 
werden. Der Gleichung (55) mussen nicht weniger als vier Beobachtun
gen zugrunde liegen, da P' die Gr6Ben A"', /1,''', v'" enthalt, welche sich 
auch nicht annahernd aus drei Beobachtungen bestimmen lassen. 
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122. Die Grenzen von M und m. Bei einerwirklichenBahnbestimmung 
sind die Konstanten m und M der Bedingung unterworfen, daB Glei
chung (48) drei reelle Wurzeln zwischen 0 und n haben muB. Die 
Grenzen fur m und M, die sich aus dieser Bedingung ergeben, lassen sich 
aus den Bedingungsgleichungen fur die Existenz von Doppelwurzeln der 
Gleichung (48) herleiten. Machen wir die Annahme, Mist fest und m 
veranderlich. 1m erst en FaIle, den die Figur 33 darstellt, ergeben sich 
drei reelle Losungen von (48), wenn man auf der Kurve YI so weit nach 
rechts geht, bis qJ1 und qJI gleich werden, im zweiten FaIle, welchen die 
Figur 34 darstellt, muB man, um drei reelle Losungen von (48) zu er
halten, auf der Kurve Y2 so weit nach links gehen, bis qJ2 und qJa gleiche 
Werte annehmen. Diese beiden FaIle sind nicht wesentlich verschieden, 
da qJ1 im ersten FaIle genau qJa im zweiten entspricht. Auf ahnliche 
Weise erhaIt man, wenn m fest ist, und M von kleinen Werten an zu
nimmt, drei reelleLosungen von (48), bis.entweder qJa und qJa im ersten 
FaIle und flJ1 und qJ2 im zweiten FaIle gleich werden. AuBerhalb der 
Grenzen, fUr welche sich zwei gleiche Werte qJ, die (48) genugen, ergeben, 
besteht nur eine reelle Losung zwischen 0 undn. Die Bedingungen dafur, 
daB (48) eine Doppelwurzel besitzt, lauten 

{ sin' qJ = M sin (qJ + m), 
(56) 

4 sin3 qJ cos qJ = M cos (qJ + m). 

Fur die Gleichung, welche sich als Quotient dieser beiden Gleichungen 
ergibt, hat man die Losung 

(57) t _ - 3 ±y'9=f6 tg2m . 
g1p- 2tgm 

Es folgt sofort, daB m der Bedingung 

9 -16 tg2 m >: 0 

unterliegt, damit die Doppelwurzel reell ist. Daher bildet von den Be
ziehungen 
(58) 3230 8' '-< m .::s. 3600, 0 < m < 360 52', 

die erste den Bereich fur m im ersten FaIle der Figur 33 und die zweite 
den Bereich fur m in dem zweiten FaIle der Figur 34. 

Fur jedes m liefert (57) zwei Werte von qJ zwischen 0 und n. In dem 
ersten FaIle, wo tg m negativ ist, ist tg qJ positiv sowohl fur das obere 
wie fur das untere Zeichen der Wurzel und ist am kleinsten fUr das 
obere Zeichen. Daher ist der durch (57) bestimmte Wert von qJ im FaIle 
des oberen Zeichens derjenige, fur welchen qJ1 = qJs in Figur 33, und im 
FaIle des unteren Zeichens derjenige fur welchen, qJs = qJa in Figur 34. 
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Wenn m den Grenzwert annimmt, flir welchen die Wurzel verschwindet, 
werden q;l = q;" = q;3' In dem zweiten FaIle, wo tg m positiv ist, kann 
man eine analoge Erorterung anstellen. 

Die Grenzwerte von q;, die durch (57) bestimmt sind und den Grenz
werten von m in (58) entsprechen, sind 

(59) q; = 630 26', q; = 1160 34', 

fur diese beiden Werte ergibt sich M aus (56) zu 1.431. Dies ist der 
maximale Wert von M, fur welchen (48) drei reelle Wurzeln zwischen 
o und n besitzen kann. Damit die drei Wurzeln fur dieses M reell sind, 
muE m gleich 360 52' oder 3230 8' sein; diese drei Wurzeln sind dann 
gleich. 

Wir betrachten den ersten Fall und nehmen an, daE m von 3230 8' bis 
3600 zunimmt. Die beiden Werte von q; in (57) gehen von 630 26' aus, 
der eine geht bis 0 und der andere bis 900 • Die beiden entsprechenden 
Werte von M gehen von 1.431 aus, der eine geht bis 0 und der andere 
bis 1. Fur j eden Wert m zwischen den Grenzen (58) bestehen zwei Werte, 
zwischen denen Mliegen muE, damit (48) drei reelleLosungen hat. Legt 
man eine Tabelle der Losungen von (48) an, die von den beiden unab
hangigen Parametern M und m abhangen, so muE man diese Grenzwerte 
beachten, um die Arbeit nach Moglichkeit zu beschranken. 

123. Differentielle Korrektionen. Fur die Gleichung (48) sei eine an
genaherte Losung gefunden worden mit Hilfe der Kurven Yl und Y2 
oder durch zahlenmaEiges Probieren oder unter Zuhilfenahme der Tabel
len fUr die Wurzeln dieser Gleichung. Die angenaherte L6sung sei q;o 
und die exakte Losung sei q;o + LI q;. Die Aufgabe besteht dann in der 
Bestimmung von LI q;. 

Wir setzen 
(60) sin4q;0 - M sin (q;o + m) = 1], 

wo 1] klein sein wird, wenn q;o eine angenaherte Losung von (48) darstellt. 
Fuhrt man in (48) q;o + LI q; an Stelle von q; ein und entwickelt nach 
Potenzen von LI q;, so ergibt sich 

-1] = [4 sin3 q;o cos q;o - M cos (q;o + m)]Llq; + [] (Llcp)2 + ... 
Diese Potenzreihe laEt sich umkehren und liefert Llq; als Potenzreihe 
in 'YJ 

(61) LI q; = 4 sin 3 970 cos 970 -= ~ cos (970 + m) + [] 1]2 + ... 
Die einzige Ausnahme bildet der Fall, wo der Koeffizient von LI cp in 
der urspriinglichen Reihe verschwindet. Dann erhalten wir die zweite 
von den Gleichungen (56), die die Bedingungen fur die Existenz einer 

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 14 
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Doppelwurzel darstellen. In diesem FaIle schreitet die Reihe fur L1 rp 
nach Potenzen von ± y;J fort. In der Praxis entstehen Schwierigkeiten, 
wenn der Koeffizient von L1rp klein ist, aber nicht verschwindet, weil 
alsdann rpo bereits dem wahren Wert rp sehr nahe kommt, noch ehe die 
Methode der differentiellen Korrektionen angewandt werden kann. 

Die hOheren Glieder in (61) lassen sich ohne Schwierigkeiten berechnen, 
werden aber rasch komplizierter. Einfacher vernachlassigt man sie in 
der Praxis und wiederholt dafUr das Verfahren mit jedesmal verbesserten 
Werten. 

Man kann aber die differentiellen Korrektionen auch nach einer 
bequemeren Methode berechnen, wenn man Logarithmen verwendet. 
Nach Bestimmung von 1n und M aus den Beobachtungsdaten findet 
man die genaherte Losung von (48) aus der Figur. Von der Kurve YI 
macht man ein fUr aIle mal eine genaue Zeichnung. Die bekanntere 
Sinuskurve, in diesem Falle wegen des Faktors M abgeflacht oder ver
tikal nach oben verlangert, zeichnet man freihandig so genau, daB man 
zu einer sehr annahernden Schatzung des Wertes von rp gelangt. Mit 
Rucksicht auf (48) setzen wir unter Verwendung von Logarithmen, wenn 
rpo wieder den Naherungswert bedeutet 

4 log sin CPo - log M - log sin (CPo + m) = £. 

Fur die sukzessiven Naherungen and ern sich nur das erste und dritte 
Glied. Die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen finden sich 
in den Tafeln: Die Tafeldifferenz fUr die Logarithmen von sin CPo und 
sin (CPo + bcp) sei £1 und fur den Logarithmus von sin (CPo + m) sei die 
entsprechende Differenz £2' wo brp eine passende Anderung von CPo dar
stellt. Die GroBen findet man rechts unten von den Logarithmen. AIs
dann ist die Korrektion L1cp durch 

(62) L1cp =- ~~-, 
4el -E2 

gegeben, ausgedruckt in den Einheiten von bcp. Diese Methode ist so 
bequem, daB man in jedem FaIle die Losung der Gleichung (48) mit der 
gewunschten Genauigkeit innerhalb weniger Minuten finden kann. In 
erster Annaherung, wo der Fehler im allgemeinen groB ist, kann man 
fur bcp einen Grad nehmen. In den spateren Naherungen sind 10" eine 
passende Anderung, weil die Tafeldifferenzen fUr 10" angegeben sind. I ) 

1) Die Lasung der Gleichung (48) hangt von zwei Parametem M und m ab; 
wenn sie nur einen Parameter enthielte, ware es leicht, fiir den Parameter und 
die GroBe qJ eine Tabelle anzulegen. Trotz der zwei Parameter hat Leuschner 
eine Tabelle, die ursprlinglich von Oppolzer herrlihrt, weiter fortgeflihrt, aus der 
man die Lasung direkt mit betrachtlicher Annaherung entnehmen kann. Dies 
ist Tabelle XVI in der dritten (Buchholz) Ausgabe von Klinkerfues, Theo· 
ret'ische Astronomie. 
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124. Diskussion der Determinante D. Die DeterminanteD (45) tritt 
bei der Bestimmung der Konstanten M und m auf; die Losung wird 
unbestimmt, wenn sie den Wert null annimmt. Es ist daher wichtig, 
zu wissen, unter welchen Umstanden sie verschwindet. 

Der Bestimmung der Bahnkurve mogen nur drei Beobachtungen 
zugrunde liegen. Dann sind die Werte von A, A' und A", welche in D 
auftreten, durch (31) und (32) gegeben. Entsprechende Ausdriicke be
stehen fUr fl, fl', fl"; v, v', v". Fuhrt man diese Werte in den Ausdruck 
(45) fur D ein, so laBt sich Dais Produkt von zwei Determinanten dar
stellen. Zur einfacheren Bezeichnung set zen wir 

(63) 

und deuten die Ableitungen dieser Funktionen nach T durch Akzente 
an. Dann erhalten wir 

D = AIA2' 

PI' P'I' pIt 11 
AI= P 2' P' 2, pIt 2 i ' 

(64) P 3' p' 3' pIt 3 

AI' A2, A3 

A2 = flI' #2' fl3 

vI> v2, va 

Foiglich kann D nur verschwinden, wenn Al oder A2 null ist. 
Wir zeigen zuerst, daB Lli konstant und von null verschieden ist. 

Da Al formal vom dritten Grade in T ist, so ist die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafUr, daB Lli von T unabhangig ist, daB A'I 
fUr aIle Werte T verschwindet. Die Ableitung einer Determinante ist 
gleich der Summe der Determinanten, welche man erhalt, wenn man 
nacheinander die Reihen der ursprunglichen Determinante durch ihre 
Ableitungen (Reihen aus den Ableitungen ihrer Elemente) ersetzt. Folg
lich ist AI' eine Summe von drei Determinanten. Die Ableitung der 
erst en Kolumne in Al ist mit der zweiten, die Ableitung der zweiten 
mit der dritten identisch. Die Ableitung der dritten Kolumne ist null. 
Somit verschwindet A' 1 identisch und Lli ist folglich konstant. Den 
Wert von Al kann man daher leicht finden, wenn man T = 0 setzt. 
Es ist 

14* 
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I T2Ts, T2 + Ts, 11: 
T3Tl, T3 +T1,I, 

(65) 
Lll= I TIT., Tl+ T2_,I_I __ 

(Tl - T2)2 (T2 - T.)2 (T3 - Tl)2 

2 
(T2- Tl) (T3- T2) (Ta- Tlf· 

Diese Determinante ist aber von null verschieden und von der Wahl 
der Zeit to unabhangig. 

In der Determinante Liz multiplizieren wir die erste Zeile mit (h, die 
zweite mit (22 und die dritte mit (la- Dann ergibt sich in der Schreib
weise der Gleichungen (6) fiir die Determinante Liz der Ausdruck 

~1' ~z, 

eleZea Liz = 'YJl' 'YJz' 
~al 
'YJa .• 

(;1' (;z, (;3 . 

Die Determinante auf der rechten Seite bildet den sechsfachen Betrag 
des Tetraederinhalts, dessen Ecken die Erde und die drei Orte von C 
in bezug auf die Erde sind, dabei beziehen sich die Lagen von C auf die 
Erde als Koordinatenanfang. Dieser Betrag ist nur dann gleich null, 
wenn die drei Orte von emit dem vierten Ort E in einer Ebene Hegen. 
Einfacher la13t sich dasselbe Ergebnis folgenderma13en ausdriicken: Die 
Determinate Liz (und folglich D) verschwindet nur dann, wenn die drei 
scheinbarcn Orte von C fur einen Beobachter auf E dent Bogen eines 
grof3en Kreises angehOren. 

Wie aus (44) folgt, sind Dl und D z null, wenn D null ist, falls nicht 
R = r. Im allgemeinen werden, wenn D verschwindet, die Ausdriicke 
fiir e und e' unbestimmt, und sie sind unsicher bestimmt fiir kleine 
Werte D. Ein Fall, wo Liz und D stets null sind, ist gegeben, wenn C 
sich in der Ebene der Erdbahn bewegt. In diesem FaIle sind aber nur 
vier Elemente zu bestimmen; und folglich miissen, da jede Beobachtung 
nur eine Koordinate (die Lange) liefert, vier Beobachtungen angestellt 
werden. 

Eine Darstellung fiir Liz kann man mit Hilfe der Gleichungen (6) 
gewinnen. N ach einigen einfachen Reduktionen findet man 

Liz = cos £5 1 cos £5 z cos £5 3[sin (a z - al) tan £5 3 

+ sin (a 3 - a z) tg £51 + sin (al - aa) tg £5z]. 
(66) 

125. Reduktion der Determinanten Dl und D z. Die Ausdriicke (45) 
fiir Dl und Dzlassen sich mit Riicksicht auf die Ausdriicke (31) und (32) 
und die entsprechenden fiir fl, fl" 'II und 'II' auf die folgende Form bringen 
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PIA.I + Ps~ + PaA.a, PI' A.I + Ps' A.s + P a' A.a, X 

D l =- Pl#l + PS#2 + Pa#a, PI' #1 + Ps' #2 + P a' #s, y, 

P l1/l + P21/s + Pa1/a. P l'1/1 + P2'1/2 + P a'1/a, Z 

PIA.l + P S A.2 + PaA.a, PI" A.I + P s" A.2+ P a" A.a, X 

Ds=+ Pl#l + P2P2 + Pa#a, Pl"#l+ P2"#2+ Pa"Pa, y 

P~1/1 + P21/2 + P a1/a, P 1"1/1 + P 2" 1/2 + P a"1/a, Z 

Wenn man in DI die erste Kolumne mit ;:' multipliziert und von der 
zweiten subtrahiert, so lautet das Resultat 

1 
- P a 

wo 

P l , 

P"" 
P y , 

(PI' P a - PlPa') A.l + (P2' P a - P2Pa') A.ll , X 

(P/ P a - PlPa') #1 + (P2' P a - P2Pa') #2, y, 

(PI' P a - PIPS') 1/1 + (P2' P s - PsPs') 1/s, Z 

Pl = PlA.l + P 2A. 2 + PaA.a, 

P", = Pl#l + P2#2 + Ps#a, 

p. = P l1/l + P 21/2 + Ps1/a· 

Diese Determinante ist die Summe der beiden Determinanten 

I 
PlA.l + P 2 A.2 , 

- -}, Pl#l + P2 Ps, 

al P 11/l + P 21/s, 

(PI' P a - PIPa') A.l + (P2' P s - P2 Ps') A.2 , 

(P/ P a - PIPa') #1 + (Ps' P a - PsPa') #2' 

(PI' P s - P/ P s') 1/1 +(P2' P a - P2PS') 1/2' 

und 

(P/ P a - PIPa') A.I + (P 2' P s - PsPs') A.s• 

(P/ P s - PIPS') PI + (P 2' P a - PsPs') Ps, 

(PI' P s - PIPS') 1/1 + (Ps' P s - PsPa') 1/2' 

X 

y. 

Z 

Aus der ersten Kolumne der ersten von dies en beiden Determinanten 
lassen sich die Glieder in A.2, P2 und 1/2 in ahnlicher Weise eliminieren. 
Foiglich ist eine jede von den beiden Determinantenihrerseits als Summe 
von zwei anderen Determinanten darstellbar, und man erhalt fur Dl den 
reduzierten Ausdruck 
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AI> A2, 
#1' #2, 

VI' V2' 

A2 , A3 , 

#2, #3' 
V2, V3 , 

I A3 , AI, 
- (P3 P1' - P 3' PI) i #3, #1, 

I V3 , VI' 

X 

Y 
Z 

X 

Y 
Z 

XI 
! y. 

zl 
Die Koeffizienten dieser Determinanten beziehen sich auf den Wert 
7: = O. Man findet daher aus (63) 

P P , P 'P _ + T32 
12- 12-(T2-rl)(T3-T2)(T3-Tl)' 

P P , P 'P _ + T1' 
2 3 - 2 S - (T,-Tl) (T3- r2) (T3- rl) , 

P P' P' P +T.· 
31- 3 1= (r2- Tl)(r3-r2)(T3- Tl) 

Folglich wird der Ausdruck fUr D1 

I AI' A2, X A2, As, X 
T32 I y T12 

#2' #a, y DI = - PI#!> #2' -P 

I VI' V2, Z V2, Va, Z 

(67) 

.Ahnlich reduziert sich der Ausdruck fiir D2 auf 

AI' A2 , Xi A2, As, x; 
D2 = _ ~!8 yl_~rl 

I 

#1' #2' #2' #3' Yi 
P zl P z! 

i VI' V2 , V2 , Va, 
(68) 

Aa, AI' X 
2 ra 

#a, #1' Y P 
Va, VI' Z 



Die Methode der Bahnbestimmung von Laplace 215 

Die samtlichen Determinanten, die in diesenAusdriicken fur Dl und D2 
auftreten, lassen sich wieder auf ahnliche Form wie (66) bringen 

126. Verbesserung fur die zeitliche Aberration. Da die Lichtgeschwin
digkeit endlich ist, erscheint der Korper a in einem bestimmten Augen
blick an der Stelle, wo er sich im vorhergehenden befand. Dies bedingt 
einen kleinen Fehler in den 
Beobachtungsdaten, welcher 
eliminiert werden muB, nach
dem die Ent£ernungen an
genahert bestimmt sind, falls 
genaue Resultate gewunscht 
werden. Dajedoch die Licht
geschwindigkeit sehr groB ist, 
und die scheinbaren Be
wegungen der Himmelskor
per im allgemeinen sehr lang- .If/ 

sam vor sich gehen, so wird 
es nicht notig sein, daB man 

Fig. S6. 

die Entfernung von a mit einem hohen Grad von Genauigkeit kennt, 
um den EinfluB der Aberration in Rucksicht zu ziehen. 

Es seien E1> E2 und Ea die Beobachtungsorte fUr die Zeitpunkte tl , t2 
und ta' Diese Zeitpunkte mogen den beobachteten Richtungen El , 01> 
E 20 2 und EaOa von a angehOren. In der Zeit, die das Licht braucht, 
um von a nach E zu gelangen, bewegt sich a weiter zu den Orten Pl,P2 
und Pa, welche seine wahren Orte in den Zeitpunkten t1> t2 und ta dar
stellen. Wenn die Entfernungen bekannt sind, so kann man die beobach
teten Koordinaten fUr diese geringen Bewegungen leicht korrigieren. Dies 
andert aber die gesamten Beobachtungsdaten des Problems und macht 
die nochmalige Berechnung der samtlichen Determinanten erforderlich. 

Eine zweite Methode, welche in der Praxis bequemer ist, besteht in 
der Verbesserung der Beobachtungszeiten. Der Korper a passierte die 
Orte 01> O2 und Oa nicht in den Zeitpunkten tl , t2 und ta seIber, sondern 
vermindert um die Zeit en, die das Licht braucht, um von 01, O2 und Oa 
nach E1> E2 und Ea zu gelangen. Um also die Korrektionen an dies en 
Zeitpunkten anzubringen, muB man ElOl = e1> E 20 2 = e2' EaOa = ea 
kennen. Sind die Gleichungen (48), (46) und (44) gelOst und e und e' 
bekannt, so sind die Werte (?I. e2 und (!a mit hinreichender Annaherung 
fUr den gegenwartigen Zweck gegeben durch 

(69) 

el *e + e'T1> 

e2 = e + e'T2' 

ea = e + e'Ta· 
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Bedeutet V die Lichtgeschwindigkeit, dann bestehen fur die Zeitpunkte, 
in welchen sich 0 in 0 1, O2 und 0 3 befand, die folgenden Ausdrucke 

7: - Ll7: = 7: - tl! = 7: _ (e + e'Tl) 
111 V 1 V' 

(70) A eo (e + e'T2) 
7:2 - fJ 7:2 = 7:2 - V = 7:2 - V 

7:3 - Ll7:3 = 7:3 - ~ = 7:3 _~!L+-#'T") . 

Wir betrachten jetzt die Korrektionen zu D, Dl und D 2 • In D andert 
sich nur der Faktor Ll 1• In den Anwendungen werden nur die Ver
haltnisse von D zu Dl und D2 gebraucht, von denen das letztere .11 

als Faktor enthalt. Daher besteht die einzige Anderung, die natig ist, 
darin, in den Zahlern der Koeffizienten der Deterrninanten in (67) und 
(68) 7:1,7:2 und 7:3 durch 7:1 -Ll7:1' 7:2 -.17:2 und 7:3 -.17:3 zu ersetzen. 

127. Entwicklung von x, y und z in Reihen. Urn die Korrektionen 
zu finden, welche an A' und A" anzubringen sind, urn etwa die Elemente 
der Bahnkurve mit graBerer Genauigkeit zu bestimmen, ist es not
wendig, x, y, Z in Reihen nach Potenzen von 7: zu entwickeln. Diese 
GraBen genugen den Differentialgleichungen 

I d2X x 
dT2 = -,.3 = - ux , 

d 2 y =- Y = _ uy 
dT2 r" ' 
d2z z 
di- = - r3 = - uz • 

(u = J) 
, r3 ' 

(71 ) 

In der Theorie der Differentialgleichungen wird gezeigt, daB die 
Lasungen von Differentialgleichungen dieses Typus als Potenzreihen 
von der Form 

{ x - x + X '7: +.lx "7:2 + 1 X '''7:3 + l-x iV7:4 + ~- X v7:5 I I - 0 0 2 0 "6 0 24 0 120 0 T ••• , i y = Yo + Yo'7: + tYo"7:2 + iYo'''7:3 + "2\YoiVr4 + rloYoV 7:5 -1- ..• , 
~ Z = Zo + Zo'7: + tZO"7:2 + iZo'''7:3 + ~hZoiv7:4 + 1}ozov7:5 +- ... 

darstellbar sind. Aus den Gleichungen (71) und ihren sukzessiven Ab
leitungen findet man 

xo" = - uoxo, 

xo'" = - uo' Xo - uoxo', 

(72) XOiv = (- uo" + U 0 2) Xo - 2uo' xo', 

xov = (- uo'" + 4uouo') Xo - (3uo" - U 0 2) xo' . 
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Die Koeffizienten der Reihen fUr y und z ergeben sich, wenn man 
xo, xo' durch Yo, Yo' und zo, zo' ersetzt. Folglich ist 

x = txo + gxo', 

y = tyo + gyo', 

(7S) z = tzo + gzo', 
t = 1 -lUoT2 - iUo'T3 - ~(uo" - U02)T4 + ... , 
9 = T -i UoT3 _t\uo'.4 -fh(Suo" -U02)T5 + .. . 

Urn t und 9 in einer fur den praktischen Gebrauch geeigneten Form 
zu haben, mussen die Ableitungen von u durch xo, Yo, Zo, xo', Yo' und zo' 
ausgedruckt werden. Lagrange hat dies in sehr eleganter Form~'getan, 
indem er p und q durch die Beziehungen ~. 

(74) I 
1 dr2 

r2p =2 di = xx' + yy' + zz', 

1 d2r2 r 2q = __ = X'2 + y'2 I Z'2 _ r 2u 
2 dr' T . 

einfuhrte. Hierdurch ergibt sich 
, 3 dr 3 1 dr2 

U = - r' (iT =-;;'-2-r di = - Sup, 

, 1 d2r" 1 dr" dr 
p = + 2r2dr2 - rSd7:- dT = q - 2p2 , 

, 1 d'r2 dr 1 dar" 
q = - rSdr" (iT + 2r2 -dTS- = - up - 2pq. 

Mit Hilfe dieser Gleichungen und ihrer sukzessiven Ableitungen lassen 
sich die Koeffizienten in den Reihen fur t und gals Polynome in u, 
p und q darstellen. Dann werden die Ausdrucke fur t und 9 

75 { t = 1 -lUoT2 + iUoPoT3 + 2~ (3uoqo - 15 uoPo 2 + U 02).4 + ... , 
() __ 1 3 + 1 4 + 1 (9 45 2 + 2) 5 ' 9 - T - {JUo• 4 UOPoT 120 uoqo - UoPo u o • -,'" 

Die Ableitungen von x, y und z kann man aus den Gleichungen (73) 
und (75) bestimmen. Zum Beispiel 

I ~'" = t.'''xo + g"'xo', 
XlV = flY xo + g'V Xo', 

......... 
(76) 

128. Bestimmung der hOheren Ableitungen von A,Il, v. DieAusdrucke 
(31) und (S2) fur A, A' und A" sind nur Naherungswerte, weil c3, c4 • •• 

unbekannt waren. Kennt man aber die hoheren Ableitungen, so lassen 
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sich diese Koeffizienten finden, und die Naherungswerte konnen alsdann 
verbessert werden. 

Die Gleichungen (8) liefern die dritten Ableitungen 

( 
e'" A + 312" A' + 312' A" + eA'" = x'" + X"', 

(77) e"'fl + 3e"fl' + 3e'fl" + efl'" = y'" + Y"', 

12'" y + 312" y' + 312' y" + eY'" = z'" + Z'''. 

Auf den link en Seiten treten die vier Unbekannten 12"', A"', fl'" und v'"~ 
auf, wahrend die ersten und zweiten Ableitungen naherungsweise durch 
die Gleichungen (31), (32) und (44) bestimmt sind; die Unbekannten 
sind jedoch nicht unabhangig, weil fur A, fl' y und ihre Ableitungen die 
Beziehungen 

A2 + fl2 + y2 = 1, 

AA' + flfl' + yy' = 0, 

AA" + flfl" + yy" + A'2 + fl'2 + y'2 = 0, 

AA'" + flfl'" + w'" + 3 (A'A" + fl'fl" + y'y") = ° 
bestehen. Multipliziert man folglich die Gleichungen (77) mit A, fl und y 

und addiert, so ergibt sich das Resultat 

e'" = 312' (A'2 + fl'2 + y'2) + 3e (AT' + fl'fl" + y'y") 
(78) + (x'" + X"')A + (y"' + Y''') fl + (z'" + Z"') y, 

welches 12'" eindeutig bestimmt. Somit sind A"', fl'" und y"' durch (77) 
bestimmt, weil x"', y"', z'" durch (76) gegeben sind und X"', Y'" und Z'" 
sich aus der Ephemeris finden lassen. 

Die GroBen AIV, fllV und ylV kann man in ahnlicher Weise bestimmen, 
indem man die Ableitung von (77) bildet und mit Hilfe der Beziehungen 
zwischen A, fl und y reduziert. 

129. Verbesserung derWerte von x, y, z, x', y', z'. Nachdem D, Dl 
und D2 aus (65), (66), (67) und (68) gefunden worden sind, kann man 
Gleichung (48) IOsen und sodann x, y, z und ihre ersten Ableitungen 
aus (8) und deren ersten Ableitungen (8) bestimmen. Diese Resultate sind 
jedoch nur angenaherte wegen der Fehler, denen A, fl' y, A', fl' und y' 
unterliegen, und die Aufgabe ist, diese Fehler nach Bestimmung von 
),''', fl"', .•. zu verbessern. 

Aus der ersten Gleichung (28) folgt 
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Somit werden die Gleichungen (35) 

Llco = -lA'" 1:'1 1:'21:'S -2~-Aiv 1:'11:'21:'3(1:'1 + 1:'2 + 1:'3) + ... , 
LlCI = + t A"'(r1r 2 + 1:'2 r S + r a r 1) 

+ ;4 Aiv (rl + 1:'2)(r2 + rs)(ra + r 1) + ... , 
LlC2 = - t A"'(rl + r 2 + rs) 

- 2~ Ai v ( r 12 + r 22 + r s 2 + 1:' 1 r 2 + 1:' 21:' S + r a 1:' 1) + ... , 
und A erMlt den Ausdruck 
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(79) A = Co + Llco + (c1 + Llc1) 1:' + (c 2 + Llc2) 1:'2 + tA'" 1:'S + "hAiv ~ + ... , 
wo Co, c1, und C 2 die Naherungswerte fiir die Koeffizienten der Reihen 
sind, welche man aus (31) und (32) durch Nullsetzen von 1:' erMlt. 
Entsprechende Gleichungen folgen fiir ft und p. Mit diesen verbesserten 
Werten von A, A', A" ... berechnet man die Determinanten D, Dl und D z 
aus (45), cp aus (48), e und e' aus (44) und x, y, z, x', y', z' aus (8) und den 
ersten Ableitungen (8). Sodann kann man noch hahere Ableitungen 
von A, ft, '/I berechnen und A, A' und A" weiter verbessern, oder man kann 
die Elemente aus x, y, z, x', y', z' nach den Methoden des Kapitels V 
bestimmen. 

Zwei Haupteinwande bestehen gegen die Methode von Laplace. Der 
eine betrifft die Notwendigkeit, auf jeder Naherungsstufe die samtlichen 
Determinanten und HilfsgraBen zu bestimmen, was jedesmal einen sehr 
betrachtlichen Arbeitsaufwand kostet. Der andere bezieht sich darauf, 
daB die Methode von der Bewegung des Beobachters abhangig ist und 
zwar auf Grund der Gleichungen, mit deren Hilfe X", Y", Z" aus (9) 
eliminiert werden. Die wirklich fundamentalen Voraussetzungen des 
Problems sind offenbar die, daB C von bestimmten bekannten Orten 
aus beobachtet wird, und daB sich C urn die Sonne nach demGravitations
gesetz bewegt. 

130. Die Verbesserung der Methode durch Harzer und Leuschner. Die 
Methode von Laplace zur Bahnbestimmung hat in der Praxis nicht sehr 
befriedigt. Der Grund hierfiir scheint zu sein, daB die Bedingungen, 
daB die erste und dritte Beobachtung exakt erfiillt werden, nicht direkt 
gestellt sind, wie z. B. in der Methode von GauB. Urn diesen Mangel 
zu beseitigen, machte Harzer 1) den Vorschlag, nach Auffindung der 
Naherungswerte, x, y, z, x', y', z' durch differentielle Korrektionen so 
zu bestimmen, daB die drei Beobachtungen exakt erfiillt sind. Wenn 
mehr als drei Beobachtungen vorliegen, so kann man sie im allgemeinen 

1) Astronomische Nachrichten, Nr. 3371-2 (1896). 
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nicht exakt befriedigen und macht die Berichtigungen nach der Methode 
der kleinsten Quadrate. 

Es wird hier geniigen, wenn wir die Methode zur Bestimmung der 
differentiellen Korrektionen skizzieren. Die Rektaszensionen und Dekli
nationen fUr den Zeitpunkt to sind durch die Koordinaten und Geschwin
digkeitskomponenten in der folgenden Weise ausgedriickt 

leA. = fxo + gxo' + x, 
ef-l =fyo +gyo' + Y, 

ev = fzo + gzo' + Z. 

Diese Beziehung erhalt man durch Substitution der Ausdriicke (73) in 
die Gleichungen (8). Die Rektaszensionen und Deklinationen gehen durch 
A., f-l und v aus den Gleichungen (6) in die Beziehungen ein. Das Resultat 
deuten wir an durch 

{ a = F(xo, Yo, zo, xo', Yo', zo'), 

~ = G(xo, Yo' zo, xo', Yo', zo')· 

Aus diesen Gleichungen lassen sich die Variationen von a und ~, welche 
die bekannten Differenzen zwischen dem beobachteten und den an
genaherten Wert en der Theorie darstellen, durch die Variationen von 
xo, ••• zo' ausdrucken, welche gesucht werden. Man erhalt 

I of of of cF, of , of , 
LJa = ~ LJxo+,,- LJyo+,,- LJzo+ ",- LJxo + '.)I LJyo + ~,,1zo, 

uXo UYo uZo uXo UYo uZo 

cG... oG ... oG ... oG , oG , (3G , 
LJ~ = -~- LJXo+ ~ LJYo+,,- LJZo+ ,,-, LJxo + '" LJyo + ~/- LJzo • 

OXo UYo uZo uXo UYo uZo 

Bei der Bildung der partiellen Ableitungen ist zu beachten, daB Xo ... zo' 
sowohl durch fund g wie auch explizite eingehen. Wenn man diese 
Gleichungen fUr drei Beobachtungen hinschreibt, so werden sie gerade 
gleich der Anzahl der willkiirlichen GroBen, namlich Ltxo, .•. , LJzo' und 
bestimmen diese GroBen daher eindeutig, falls die Determinante ihrer 
Koeffizienten von null verschieden ist. Die Bedingungen fiir das Ver
schwinden dieser Determinante wurden nicht untersucht. 1m FaIle von 
mehr als drei Beobachtungen iiberschreitet die Anzahl der Gleichungen 
die der willkiirlichen GroBen, und man wendet die Methode der kleinsten 
Quadrate an. 

Wenn man den Zeitpunkt der zweiten Beobachtung zum Anfangs
punkt der Zeit nimmt, und nur drei Beobachtungen vorliegen, so redu
ziert sich die Anzahl der Bedingungsgleichungen auf vier, welche im 
allgemeinen durch passende Bestimmung von Lteo, LJ xo', LJ Yo' und Ltzo' 
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befriedigt werden k6nnen. Hierin besteht das Verfahren von Leuschner 1) 
zur Abkurzung der Methode von Harzer. In ihrer vereinfachten Form 
hat sich die Methode als sehr bequem in der Praxis erwiesen und zu 
hoch befriedigenden Resultaten gefuhrt. 

II. Die Gau8sche Methode der Bahnbestimmung. 

131. Die Gleichung fUr Q2. Die Gleichungen (19) sind grundlegend 
fur die Methode von GauB. Fuhrt man die geozentrischen Koordinaten 
durch die Gleichungen (8) ein, so werden die Gleichungen (19) 

[2,3] !?lAI - [1,3] !?2A2 + [1,2] !?sAa 

= [2, 3] X 1 - [1, 3] X 2 + [1, 2]Xs, 

[2, 3] !?I#I - [1, 3] !?2#2 + [1 , 2] !?a#a 

= [2, 3] Y 1 - [1 , 3] Y 2 + [1 , 2] Ya, 
{80) 

[2,3] !?lV1 - [1,3] !?2V2 + [1,2] !?aVa 

= [2,3] ZI - [1,3] Z2 + [1,2] Za. 

Die Ausdrucke auf der linken Seite sind in den drei Unbekannten !?I, !?2 
und !?a linear. Die L6sung !?2 der Gleichung (SO) ist 

( D 
!?2 = Ll' 

Ll=-[2,3][1,3][1,2] #1' #2' #3 =-[2,3][1,3][1,2]L.l 2 , 

(81) VI' V 2 , Va 

I AI' [2, 3]X1- [1, 3]X2 + [1, 2]Xa, A3 \ 

D = [2,3] [1 ,2] I #1' [2, 3] Y 1 - [1 , 3] Y 2 + [1 , 2] Y S, #3 i . 
VI' [2, 3] ZI - [1 , 3] Z2 + [1 , 2] Za, val 

Die Determinante D ist die Summe der drei Determinanten 

D = [2, 3]2[1, 2]D(I)- [2,3] [1,3][1, 2]D(2)+ [2,3] [1,2]2 D(a}, 

I AI' Xl' Aa I AI' X 2 , A3 
I 

D(l)= #1' YI , #3 , D(2) = I #1' Y 2 , #al ' 
-(S2) I VI' Zl' Va VI' Z2, Va ! 

AI, X a, Aa I 
D(a) = #1' Ya, #a : . 

VI' Za, Va: 

1) Veroffentlichungen des Lick Observatorium vol. VII, Part I (1902). 
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Folglich wird die erste Gleichung (81) 

(83) LI n = _ [2,5] DCl) + D(2) _ [~] D(3) 
2<:2 [1,5] [1, 5J . 

Nimmt man t2 als Zeitanfang, so folgt aus den Gleichungen (73) 

{ Xl = f l x 2 + glXZ:, 

X3 = f3 X2 + g3x 2, 

Yl = flY2 + glY2', 

Y3 = f3Y2 + g3Y2', 

Zl = flz2 + glZ2', 

za = f3Z2 + gaZ2'· 

Die Ausdrucke fur die Quotienten der Dreiecksinhalte werden dann 

(84) 1 
[2, B] - !!.2J!~=~_Y2 - --+ ga_ 
[1,3]- Xl Y8. -.X.8.Yl - flg3 -fagl' 
(1,2] x I Y.-X.Yl -gl 
[f~3] = xl-Y;-=X8Y; = 7lg3~fagl • 

Die Zahler und Nenner der Ausdrucke auf der rechten Seite lassen sich 
nach (75) in Reihen nach Potenzen '1:1 und '1:3 entwickeln. Um (83) zu 
vereinfachen, setzt man bequem 

(85) { k (t3 - t l ) = '1:3 - '1:1 = 2'1:, 

'1:1 = - 'I: + e, 'I: 3 = + 'I: + e, 

WO B im allgemeinen klein im Vergleich zu 'I: ist und von der Ordnung 
von '1: 2 angenommen werden solI. Alsdann werden die Ausdrucke fur 
die Quotienten der Dreiecksinhalte 

(86) 

[2,3J= _±!ta~_=!+6_+!U'l:2P+ TBuQ 
[1,3] flga-fagl 2 2T 4 12' 

[1, 2J _~_y'1_~ __ ! _ e + ! U '1:2 P __ ~_6 uQ 
[l,3]-flga-fagl -2 2T 4 12' 

P 1 62 2 5 2 1 ( 5 2) 2 = -T2 - P e + 12 U'l: - 4 q - P 'I: ••• , 

3 T2 

Q=1+ 2Pe···' 

wo aIle Glieder bis zur funften Ordnung angegeben sind. Die GroBe u 
ist durch u = }ii' p und q sind durch (74) definiert. r. 

Macht man von den Gleichungen (86) Gebrauch, so wird Gleichung (83) 

(87) 
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, AI, Xl' Aa AI' X 2 , Aa I ' AI, 
l' I 1 Yl , Y 2 , K =-2 i,ul, ,ua + PI' ,us I - 2 I ,ul, 

' I 
I 'VI> Zl' 'Vs 'Vu Z2, 'Va i 

AI, Xl' 
K t =- ,ul, Yu 

'VI' Zl' 

I AI, Xl' 
K2 = - i ,ul, Y 1, 

1:'Vl , Zl' 

As AI, Xa, Aal 
,us - ,ul, Ya, ,ua , 
'Va 'VI' Za, 'Va i 

As' IAu Xa, As 
! I 
, I 

,ua , + PI' Ya, ,us . 
'Val I 'VI' Za, 'Va: 

! 'VI, 
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Xa, Aa l 
,us I Ya, 

Za, 1'al 

Addition der Determinanten auf der rechten Seite ergibt die einfacheren 
Ausdriicke : A X +X -2X A -A I 

I! l' 1 a 2' s 1 I 

K = -:2 ,ul, Y 1 + Ya - 2 Y 2, ,ua -,ul , ' 
,'VI' Zl + Za - 2 Z2' 'Va -'VI' 

AI, Xl +Xa, Aa-Al I 
(88) KI=- ,ul' Yl + Ya, ,ua -,ul I' 

'VI> Zl + Za, 'Vs - 'VI I 

Au Xa-Xl' Aa- Al 

K2=+ ,ul, Ya- YI , ,us -,ul 
~ 'VI' Za- Zl' 'Va - 'VI I 

In Gleichung (87) enthiiJt die Determinante L12 nach (66) die Gro.Ben 
at und i5i , welche in der Methode von Laplace auftreten. Sie kann bei 
geeigneter Kombination der Kolumnen auch in der Form 

AI' A2 , As AI' Al + Aa - 2 A2 , Aa - Al 
1 

L12 = ,ul, ,u2' ,us = - 2 ,ul' ,ul +,ua - 2,u2' ,us -,ul 

geschrieben werden. Wenn man Ai, ,ui' 'Vi durch ihre Reihenausdriicke 
(28) ersetzt, und dabei T2 = 0 annimmt, so wird die zweite Kolumne 
von der zweiten Ordnung und die dritte Kolumne von der ersten Ordnung 
in den Zeitintervallen. Folglich ist L12 von der dritten Ordnung. 

Da also der Ausdruck auf der linken Seite von (87) von der dritten 
Ordnung ist, so mu.B dasselbe auch von dem Ausdruck auf der ersten 
Seite gelten. In der Determinante der ersten Gleichung (88) ist die zweite 
Kolumne von der zweiten Ordnung und die dritte Kolumne von der 
ersten Ordnung. Daher ist K seIber von der dritten Ordnung. Die 
Determinante Kl ist von der erst en Ordnung und K 2 von der zweiten 
Ordnung. Kl ist mit T2, einer Gro.Be von der zweiten Ordnung, und 
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K2 mit 7:8, einer Gro.6e von der dritten Ordnung multipliziert. FUr 
vorlaufige Bestimmung einer Bahnkurve kann man die Glieder hOherer 
Ordnung unterdrucken, dann wird (87) 

TIKI 
L1 2e2=K+-4 -3-' ra 

Diese Gleichung ist von derselben Form wie die erste von (44) und 
enthalt die beiden Unbekannten e2 und r2. Mittels (46) sind e2 und r2 
durch die einzige Unbekannte rp mit dem Index 2 ausdruckbar. Die 
~mtstehende Gleichung hat genau dieselbe Form wie (48) und ihre 
Losung liefert angenaherte Werte von e2 und r •. 

132. Die Gleichungen fiir (h und Qa. Die Gleichungen (80) sind in e1 
und (!a linear; diese Gro.6en lassen sich aus irgend zwei von den drei 
Gleichungen (80) bestimmen. In der Praxis benutzt man die beiden 
Gleichungen (80), fur welche die Determinante der Koeffizienten von 
t?t und ea den gro.6ten Wert besitzt, denn diese liefern die beste Bestim
mung von e1 und ea. 

Die ersten beiden Gleichungen (80) besitzen, wenn man sie zuerst 
in Determinantenform und alsdann als eine Summe von Determinanten 
darstellt, fur e1 und ea die Losungen 

(89) 

I Av Aal I Xv Aa I [1, 3] ! X 2 , Aa i 

1-'1 , I-'ai el = Y 1, I-'al- [2, 3] i Y 2' I-'a j 

+ [1~ : Xa, A31 + e2 [1, 3J I A2 , A31, 
[2,3JIYa,l-'a [2,3] 1-'2,1-'31 

i AI' Aa;!!t = ~J i AI' Xl 1_ ~f!J I Av X21 
11-'1 ,I-'al [1 , 2J 11-'1, Y 1 I [1 , 2] ; 1-'1' Y 2 

+!Al' Xal+e2[i_,-:]iAl' A21. 
; 1-'1, Yal [ , ] 11-'1> 1-'2 

Aus dieser gehen die Losungen der ersten und dritten Gleichung (80) 
hervor, wenn man 1-'1 durch 'lIi und Y, durch Zi ersetzt; die Losungen 
der zweiten und dritten Gleichung (80), wenn man Ai' I-'i' X, und Y i 

durch I-'i' 'lIi' Yj und Zi ersetzt. 
Nach Berechnung von e1' e2 und ea kann die Verbesserung der Zeit 

fur die Zeitaberration bestimmt werden. Die Methode wurde in § 126 
a useinandergesetzt. 

133. Verbesserung der Losung. Die bisherigen Resultate sind nur 
angenaherte, weil nur das erste Glied von P berftcksichtigt wurde, 
wahrend das Glied mit Q ganz vernachlassigt wurde. Nach Bestimmung 
einer annahernden Losung ist ihre Verbesserung jedoch leicht. Die Werte 
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von (?I, ea und ea sind bekannt, und die entsprechenden Werte von T 

lassen sich fur jede der drei Epochen aus 

T2 = e2 + R2 - 2eR cos tp 

finden. Diese Gleichung besagt, da.B S, E und a Dreiecke fur die drei 
Beobachtungszeiten bestimmen. Nachdem T1, Ta und Ta gefunden wurden, 
lassen sich die erste undzweite Ableitung von T fur t = ta nach der 
Methode von § 113 bestimmen. Dann bestimmen die Gleichungen (74) 
p und q, und man kann so fur P und Q weitere Naherungen erhalten. 

134. Die Methode von GauB zur Bestimmung der Quotienten der Drei
ecksinhalte. Gleichung (83), welche fur die Bestimmung von ea und T2 
grundlegend ist, enthalt zwei Quotienten von Dreiecksinhalten. Wie 
aus (86) folgt, lassen sie sich in der Form 

(90) 

schreiben. Wenn also die beiden Quotienten bekannt sind, lassen sich 
PI und P a aus dies en Gleichungen finden. Eine von den wichtigen 
Erfordernissen der Methode von Gau.B ist ein bequemes Verfahren zur 
Bestimmung der Quotienten von Dreiecksinhalten. Um diese Methode 
anzuwenden, hat man Neigung und Knoten der Bahnkurve und das 
Argument der Breite fUr die Beobachtungszeiten zu bestimmen. 

Da die geozentrischen Koordi
naten alle nach Bestimmung von 
el> ea, ea bekannt sind, lassen sich 
die heliozentrischen Koordinaten 
berechnen. Es sollen die ekliptischen 
Koordinaten benutzt und die Lan- )' ~-::::~==-.i.:-._..J---
gen und Breiten, wie die Ent- .Q 

fernungen fUr t1, ta und ta als be- Fig. 31. 

kannt angenommen werden. Die N eigung ist kleiner oder gro.Ber als 900 , 

je nachdem Oa gro.Ber oder kleiner als II ist. Dann ergeben sich aus 
den spharischen Dreiecken 0 1 b6 II und 0 3 b6 l3 die Beziehungen 

Nun ist 

{ tg i sin (l1 - b6) = tg b1• 

tg i sin (la - b6) = tg b3 • 

Moulton-Fender, Himmelsmechanlk 15 
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folglich werden diese Gleichungen 

(91) 
I tg i sin (ll -,9,) = tg bl , 

I tg i cos (ll _ ,9,) = tg ba~:: (~; cO~Sa - ll) , 

hieraus lassen sich i und ~6 eindeutig bestimmen, da der Quadrant 
von i bereits aus dem Vorzeichen von la - II folgt. 

Die Lange von G, vom Knoten an gerechnet, heiBt das Argument 
der Breite. Aus Figur 37 folgen die Beziehungen 

(92) {

COS (l:l - ,9,) cos bi = cos U;, 

sin (l:l - ,9,) cos b; = sin U; cos i, 

sin b; = sin Ui sin i, 

welche U 1, U z und U a eindeutig definieren. 

(j = 1,2,3), 

Es bedeute A den InhaIt des Sektors zwischen den Radien TI und T2 

und der Bahnkurve. Dann besteht fur den Quotienten aus der Sektor
flache und der Flache des Dreiecks zwischen TI und Tz der Ausdruck 

_ A _ ky1i (t2-t1) 

'YJ--[---]-. )' r1 , r2 r1 r2 BIn (U2 -U1 
(93) 

wo jetzt p den Parameter des Kegelschnitts darstellt. Sind die ent
sprechenden Quotienten fur ta - tl und ta - tz gefunden, so sind die 
Quotienten der Dreiecksinhalte bekannt. Von der Bestimmung dieser 
Quotienten hii.ngt die Methode von GauD abo Jede von diesen GroBen 
ist durch zwei simultane Gleichungen mit zwei Unbekannten definiert. 

135. Die erste Gleichung von GauB. Die Polargleichung des Kegel
schnitts liefert 

(94) 

{ 
E = 1 + e cos VlJ r1 

_1!. = 1 + e cos Vz ; r2 
woraus 

Da Vz - VI = U z - U1 bekannt ist, so ist die einzige Unbekannte in dem 

Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung e cos (~ t ~), welche 

wir jetzt eliminieren wollen. Aus den Gleichungen § 98 folgt 
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( ~C VI ~/-~- EI 
"r1cos 2-= "a(1-e)cos 2 , 

~ sin ~- = ya(l-=t-e) sin ~l , 

vfz cos~. = Va(l-e) cos ~2, 
,c· V 2 ~/-(l -) . E2 \ "rz sm -2 = ya + e sm -2-· 

Aus dies en Gleichungen findet man 
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Elimination von e cos (E2·t!'J1) und Auflosung nach e cos (~tVI) er

geben 

Folglich reduziert sich (94) auf 

Durch Elimination von p aus dieser Gleichung und (93) erhalt man 

(96) 
k2(t2-tl)2sec2(V. 2 VI) 

nz=----~--------------~--~--~--~~ 
2YIY2{YI+Y2-2V;:;-;:; cosr:."--2 VI) cos(§-2 EI)} 

Zur Vereinfachung setzen wir 

Vz - VI = u 2 - u 1 = 21, 
Ez-E1 =2g, 

(97) k (t. - t l ) m = _. __ .- .. _._. 

(2 y~r~ cos tit' 
l = _.!~ + Y. 1 

4 YY1Y. cosl - 2-· 

Alsdann reduziert sich der Ausdruck fUr fJ2 auf 

(98) 

15* 
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wo TJ und g unbekannt sind. Dies ist die erste Gleichung der Methode 
von GauB. 

136. Die zweite Gleichung von GauB. Wir stellen jetzt eine von (98) 
unabhangige Gleichung auf, die TJ und g enthalt. Wir wollen sie von der 
Keplerschen Gleichung ableiten, so ihre Unabhangigkeit von Gleichung 
(98) sichernd, welche ohne Bezugnahme auf die Keplersche Gleichung 
abgeleitet wurde. Zunachst bestehen die Gleichungen 

M = k(tl::-T>. = E - e sinE 
1 -II- 1 1, 

a-

M k(tz-T) E . E 
2=~r = z-esm 2; 

woraus 

Die GroBen a und e cos (Ez t -~) mussen eliminiert werden, um diese 
Gleichung auf den verlangten Typ zu reduzieren. Macht man von der 
ersten Gleichung Gebrauch, die auf (95) folgt, so findet man 

(99) k(tz-t1) 2 . 2 + Vr1rZ • f --3 = g - sm g _.- sm g cos . 
a·t: a 

Es bleibt noch a zu eliminieren. Nach § 98 ist 

woraus 

I rl = 1 - e cos E1 , 

~. = 1 - e cosE2 ; 

r1 t T. = 2 - 2e cos g cos (~~{_~1) . 

Eliminiert man e cos (Ez tEl) mit Hilfe der ersten Gleichung, die auf 

(95) folgt, so wird diese Gleichung 
1 2sint g 

a r1 +r2 -2J!r1 r.cosgcosf 

Mit Rucksicht auf den Ausdruck fur TJ2 folgt hieraus 

(100) 

Elimination von a aus (99) und (100) ergibt 

(101) 
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womit wir die zweite Gleichung in 1] und 9 gewonnen haben. Ahnliche 
Gleichungen folgen fUr die Zeitabstande t3 - tl und ta - t2• 

137. Losung von (98) und (101). Aus der Definition von 1] folgt, daB 
1] positiv ist, wenn die heliozentrische Bewegung in der Bahnkurve fUr 
das Intervall t2 - tl kleiner als 1800 ist. Wir nehmen im folgenden an, 
daB die Beobachtungen so nahe zusammenliegen, daB diese Bedingung 
erfiillt ist. 

Es sei 

(102) 

Eliminiert 
auf (102) 

man 1] aus (98) und (101), so findet man mit Riicksicht 

(103) 
1 3 

m = (l + x) 2" + X (l + x)2". 

Die GroBe X muB jetzt durch x ausgedriickt werden, damit (103) diese 
GroBe als einzige Unbekannte enthalt. Dies wird erreicht, indem man 
zunachst X durch 9 und sodann 9 durch x ausdriickt. Benutzt man die 
bekannten Entwicklungen 

{
sin 2g = 2g _ 4. g3 + 4 g5 _ _ H __ g7 + R g9 _ ... 

3 15 315 5670 ' 

sin3 g = g3 _ ~g5 + .{~g7 - S!~4g9 + ... ; 
so ergibt sich 

(104) 
~ - ;~g2 + .i"g'- ,-/'iOg6 + ... X =-~-~ .---. ------~--------
1- ! g2+ ::og'- .thg" + ... 

= ! (1 + ;og2 +;:og4 + 2~~og6 + ... ). 
Aus der ersten Gleichung (102) folgt 

r 
9 = 2 arc sin (xt) = 2 xt + ! xi + 230 x~ + ri°s x~ + ... , 
g2 = 4 x + ~ x2 + !; x3 + ~~ X4 + .. " 
l g4 = 16 x 2 + ~ xa + 112 X4 + ... a 15 , 

g6 = 64 x3 + 64 X4 + ... 
Somit wird (104) 

X 4 [ 6 6· 8 2 6· 8 . 10 3 J-= a 1 + 5 x + 5. 7 x + 5. i. 9 x +... , 
oder 
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Wir set zen 
(105) 
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Wenn I g eine kleine GroBe erster Ordnung ist, so ist x von der zweiten 
Ordnung und folglich ~ von der vierten Ordnung. 

Aus (98) findet man 

(106) 

Setzen wir 

(107) 

11£2 
X = -.--l. 

fJ 

dann laBt sich (101) schreiben 

woraus folgt 

(108) 

m'X ~h 
'YJ - 1 = 7 = fJ2

9 h' 

Wenn ~ bekannt ware, so wurde h durch (107) und'YJ durch Gleichung 
(108) bestimmt sein, welche nur eine reelle positive Wurzel besitzt. In 
erster Annaherung berechnet man hunter der Voraussetzung, daB die 
kleine GroBe ~ null ist; sodann findet man die reelle positive Wurzel aus 
(108). Oder, anstatt die Wurzel zu berechnen, macht man Gebrauch von 
den Tafeln, welche von GauB hergestellt sind und die reellen positiven 
Werte von 'YJ fUr die Werteh von 0 bis 0,6 1) enthalten. DerWert von x 
wird dann aus (106) und der Wert von ~ aus (105)2) berechnet. Mit 
dies em Wert von ~ werden h und 'YJ berechnet; das Verfahren wird bis 
zur Erreichung des gewunschten Genauigkeitsgrades fortgesetzt. Wie die 
Erfahrung zeigt, liefert diese Methode zur Berechnung des Quotienten 
aus Sektor- und Dreiecksflache auch fUr betrachtliche Zeitintervalle eine 
sehr rasche Konvergenz. 

An dieser Stelle entscheidet sich die Art des Kegelschnitts, indem die 
Bahnkurve eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel darstellt, je nachdem x 

positiv, null oder negativ ist, da x = sin2 -~ = sin 2 1- (E2 - E 1), und E2 
und El fUr Ellipsen reell, fUr Parabeln gleich null und fur Hyperbeln 
imaginar sind. 

GauB hat eine Transformation eingefti.hrt, welche die Berechnung der 
in der letzten Gleichung (97) 3) definierten GroBe l erleichtert. 

1) Dies ist Tafel XIII in Wa t son s Theoretical Astronomy, und Tafel VIII 
in 0 p pol z e r s BahnbMtimmung. 

2) Der Wert von ~ mit dem Argument x ist in Watsons Theoretical Astro
nomy, Table XIV, und in Oppolzers Rahnbestimmung, Tafel IX enthalten. 

3) Theoria Motus, § 86. 
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4 -

Setzt man V~ = tg(45° + Wi), - 45 0 < Wi < 45 0 ; 

so folgt rl + ~2 =-V~ + 1 /T~ = tg2(45 0 + Wi) + ctg2(450 + Wi) 
~r2 r 1 V r2 

oder 

Somit wird die letzte Gleichung (97) 

sin·L +tg'2w' 
l= 2 

cos t 
138. Bestimmung der Elemente a, e und w. N achdem g nach der Me

thode des § 137 bestimmt wurde, ist es leicht, die Elemente a, e und w 
zu erhalten. Die gro.Be Halbachse a ist durch die drittletzte Gleichung 
auf Seite 228 definiert oder durch die vorhergehende Gleichung fur das 
langere Zeitintervall t3 - tl. Sie hat den Wert 

(109) r1 +r.-2Vr1 r. cosg cost a= . 
2 sin'g 

Der Parameter p der Bahnkurve bestimmt sich aus der Gleichung 
(93). Da 
(110) p = a(l - e l ) oder p = a(e 2 - 1), 

je nachdem die Bahnkurve eine Ellipse oder Hyperbel darstellt, ist e 
bestimmt, wenn a und p bekannt sind. 

Wenn der Winkel v aus dem Perihelpunkt berechnet ist, so ist er zu 
den heliozentrischen Abstanden und zu e und p in Beziehung gesetzt 
durch die Polargleichung des Kegelschnitts 

(111) r.= p 
, 1 + e COS Vi 

(i=1,2,3). 

Jede von diesen Gleichungen bestimmt einen Wert von v, da r fUr t l , 

t2, t3 bekannt ist, folglich ist w bestimmt durch 

(112) 

139. Zweite Methode zur Bestimmung von a, e und w. Die Methode 
von Gau.B hiingt von den komplizierten Formeln der §§ 135 und 136 
abo Wenn die hOheren Glieder von P und Q in den Gleichungen (86) 
hinreichend genaue Werte fUr die Quotienten der Dreiecksinhalte liefern, 
so kann man eine andere Methode 1) verwenden, welche einfacher und be
sonders vorteilhaft ist, wenn die Intervalle zwischen den Beobachtungen 

1) F. R. M 0 U 1 ton, The Astronomical Journal, Nr. 510, vol. XXII (1901). 
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nicht zu groB sind. Die GroBen, welche bei der Losung benutzt werden, 
sind r 1, U1 ; r 2, U 2; r a, U a, die heliozentrischen Koordinaten fUr t1, t2, ta. 

Die Elemente i und ~ konnen aus den Gleichungen (91) berechnet 
werden, welche fiir jede Bahnkurve gelten. Die Schwierigkeiten ent
stehen erst bei der Bestimmung von a, e, w. Wir benutzen den Parameter 
pals Element an Stelle der groBen Halbachse a. Dies ist insofern be
quemer, als p nicht fiir e = 1 unendlich wird und in dem Flachensatz 

k -VPdt = r2dv = r2du 

allein auftritt. Diese Gleichung besitzt das Integral 
u., 

(113) k yp (ta - t1) = fr 2du. 
'" 

Wenn r 2 durch u ausgedriickt ware, so konnte man das Integral auf der 
rechten Seite finden, wenn der Wert von p gegeben ware. Es solI nun 
gezeigt werden, daB, wenn man die Werte von r2 fiir u gleich u 1, U2' Us, 

namlich r1 2, r22, ra2 kennt, die GroBe r2 durch u mit hinreichender Ge
nauigkeit ausgedriickt werden kann, um eine sehr enge Annaherung an 
den Wert von p zu liefern. 

Fiir Werte von u, die sich nicht zu sehr von U 2 unterscheiden, kann 
die Funktion r 2 in eine konvergente Reihe von der Form 

(114) r2 = r 22 + c1(u - u 2) + c2(u - U 2)2 + Ca (u - u2)a + ... 
entwickelt werden. 

Fiir eine unbekannte Bahnkurve sind die Koeffizienten der Reihe 
(114) unbekannt, jedoch konnen wir zeigen, wie man eine geniigende 
Anzahl von ihnen leicht finden kann, um p mit dem gewiinschten Grad 
von Genauigkeit zu erhalten. Nach Annahme sind die Radien und 
Argumente der Breite fiir die Zeitpunkte tl1 t2, ta bekannt. Daher wird 
(114) fiir t1 und ta 

(115) I r12 = r 22 + C1(U1 - u 2) + C2(U1 - U 2)2 

+ ca(u1 - u 2)3 + C4(U1 - U 2)4 + .. " 
r3 2 = r2 2 + c1(ua - u 2) + c 2(ua - U 2)2 

+ c 3(ua - u 2)3 + c4(ua - U 2)4 + ... 
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Dann lassen sich die Gleichungen (115) schreiben 

{ 
- claa + c2 a a2 = 112 - 122 - 81, 

+ clal + c2a l 2 = 132 - 122 - 8 3 , 

Auflosung nach ci und Ca ergibt 

durch Substitution der Werte von "I und "a findet man 

(117) 

- f12 0"12 + fs" O"S2 - f2" (O"S2 - 0"12) 
CI = -

0"10"20"3 

f1 2 0"1 + f3 2 0"a- f 22 0"2 
C2 = 

0"10"20"S 

.. - caalaa - C4alaa(a~ - aa) -"', 
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- ca(al - aa) + c4(3al aa - az2) - ••• 

Nachdem wir so diese Ausdrucke fur die Koeffizienten der zweiten 
und dritten Glieder von (114) erhalten haben, setzen wir diese Reihe 
fUr ,2 in (113) ein und integrieren. Mit Rucksicht auf (116) findet man 
leicht 

Fuhrt man die Werte von CI und C2 aus (117) ein, so wird diese Glei
chung 

k ,C(t t ) f 2 2 0".s _L r1 20"2(2 ) Y P a - I = -6 ~ ,. -6- aa - a l 
0"10"3 0"3 

(118) f 320"2 C3 0" .. + 6,0"1 (2 at - aa) + 12 (aa - al) 

- c~~.~ (4(aa - a 1)2 + alaa) - ... 

Wenn die zweite Beobachtung das ganze Intervall in zwei nahezu 
gleiche Teile einteilt, wie das in der Praxis allgemein der Fall sein wird, 
so werden a l und aa nahezu gleich sein. Setzen wir 
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so folgt I 0'1 = ?'~t 8 , 

G,-8 
O'a = ~2'- , 

wo also e im allgemeinen eine sehr kleine GroBe ist. Setzt man diese 
Ausdriicke in die letzten Glieder von (118) ein, so wird aus dieser 
Gleichung 

1 -v- r,' G." r1'G2 ra"G. 
k P (ta - tl ) =6-~- + -6-'- (20'a - 0'1) + -6 - (20'1 - O'a) 

(119) G1 G3 G: G1 

I c3a. e c, 3( 2+15 2) - -i2- -- 1200'2 0'2 e - .•• 

In ahnlicher Weise findet man durch Integration zwischen den t2 

und tl entsprechenden Grenzen 

(120) 6Gl 6G2 6G1 G, I k VP (t2 - t 1) = ,.l GaJ3al -+: (3) + r1'!53 (3 a1 + ~ (3) _ r3' G33 

+ C;~3 (20'1 + O'a) - ~~O'aa(100'12 + 50'10'3 + 40'32) + ... 
Fiir die Zeitintervalle, welche zur Bestimmung einer Bahnkurve be

nutzt werden, konvergieren diese Reihen sehr rasch, und man kann 
daher einen Naherungswert von p mit der gewiinschten Genauigkeit fiir 
gewohnlich schon erhalten, indem man nur die ersten drei Glieder1) auf 
der rechten Seite von (119) benutzt. Betrachtet man (119) und (120) 
als simultane Gleichungen und vernachlassigt die Glieder in C4 und von 
hOherer Ordnung, so ist es moglich, p und C3 gleichzeitig zu bestimmen. 
Jedoch wird hierdurch keine sehr groBe Zunahme an Genauigkeit erzielt, 
weil das Glied in C3 in (119) mit der kleinen GroBe e multipliziert ist, 
wahrend das Glied in C4 diesen Faktor nicht enthalt. Unter der Annahme, 
daB der Wert von p berechnet ist, solI jetzt gezeigt werden, wie OJ und e 
gefunden werden konnen. 

Die Polargleichung des Kegelschnitts liefert 

(121 ) I p-r e cos (u1 - OJ) = 1 , 
r 1 

e cos (ua - OJ) = P - r 3 • 

r3 

1) Wegen der Bedingungen und Schnelligkeit der Konvergenz siehe die Original
abhandlung in dem Astronomical Journal, Nr.510. Dort wird gezeigt, daB die 
Elemente von Asteroidenbahnen durch die ersten drei Glieder von (119) bis auf 
die sechste Dezimalstelle genau bestimmt sind, wenn der gesamte Zeitraum, in 
dem die Beobachtungen stattfinden, nicht mehr als 40 Tage, und im FaIle der 
Kometenbahnen, wenn der gesamte Zeitraum nicht mehr als 10 'l'age betragt. 
Wenn die beiden durch (123) definierten Korrektionsglieder noch hinzu addiert 
werden, so betragen die entsprechenden Zeitraume 100 und 20 Tage. 
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Nun ist U a- W = (ua - u 1) + (u1 - w). Substituiert man diesen Aus
druck fiir U a - w in die zweite Gleichung (121), entwickeIt, und redu
ziert mit Hilfe der ersten, so findet man 

1 
. ( ) r.(p-r1)cos(u.-u1)-r1 (P-r.) e SIn U1 - W = . ( ) , 

(122) rl r3 sm u. - U 1 

e cos(u1 - w) = P-!,I_ 
r 1 

Da e positiv ist, so definieren diese Gleichungen e und w eindeutig. Wenn 
p und e bekannt sind, so ist a durch p = a (1 - e2) oder p = a (e 2 -1) 
definiert, je nachdem die Bahnkurve eine Ellipse oder eine Hyperbel 
vorstellt. 

Wenn die Elemente a, e und w nicht mit hinreichender Genauigkeit 
gefunden wurden, so kann man sie jetzt verbessern. Aus (114) folgt 

und da 

1 0' (r2) 
C, = 248u2' , 

r2 = P 
2 

so ergibt sich 
[1 +ecos(u-co)]2' 

r 
C3 -esin(u-co)_ + 3e2 sin(u-co) cos(u-co) 
pi = 3[1 + e cos (u - CO)]3 [1 + e cos(u - co)]' 

4e3 sin3 (u-co) 
+ [1 + e cos (U-CO)]6' 

C, -ecos(u-co) e2 sin2 (u-co) 

1 
pi = 12[1 + e cos (u - CO)]3 - [1 + e cos (u - co)]' 

+ 3e2 cos2 (u-co) + 6e3 sinl (u-co) cos (u-co) 
4[1+eco~(u-co)]' [1+e cos(u-co)]' 

5e' sin' (u - co) 
+ [1 + e cos (u - CO)]6 

(123) 

Mit den aus diesen Gleichungen berechneten Wert en von Ca und c, 
konnen die hOheren Glieder von (119) hinzugenommen werden, auf diese 
Weise einen genaueren Wert von p erzielend, worauf e und w nach (122) 
berechnet werden konnen. Abgesehen von ihrer groBen Kiirze hat diese 
Methode den Vorteil, daB sie auf aIle Kegelschnitte angewandt werden 
kann. 

140. Berechnung der Zeit des Periheldurchgangs. Die Methoden fiir die 
Berechnung der Zeit des Periheldurchgangs hangen von der Gestalt der 
Bahnkurve ab, also davon, ob sich der Korper in einer Parabel, Ellipse 
oder Hyperbel bewegt, und beruhen auf den Formeln des Kapitels V. 

Parabolischer Fall. Gleichung (32), Kapitel V lautet 

(124) ~/- 3 [V 1 V] k(t-T)=r2q"f tg2_+gtg3 2 , 
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wo 2q = P ist. Da 1.1. = V + ro, und 1.1.1' Us und Us bekannt sind, so be
stimmt diese Gleichung T. 

Elliptischer Fall. Die ersten beiden Gleichungen von (49), Kapitel V 
liefern die Ausdriicke 

(125) 

welche E eindeutig bestimmen. Foiglich bestimmt die Keplersche 
Gleichung 
(126) M = n(t - T) = E - e sin E 

die GroBe T, wenn man die denZeitpunkten tto t2 oder ts entsprechenden 
Werte v und E benutzt. 

Hyperbolischer Fall. Die GroBe Fist durch die Gleichung 

(127) 

bestimmt, so daB T gegeben ist durch 

kYl ~m(t _ T) = -F + e sinh F. 
aY 

(128) 

141. Direkte Ableitung von Bestimmungsgleichungen fUr die Bahn
kurven. Die Bewegung eines beobachteten Korpers muB gleichzeitig 
geometrischen und dynamischen Bedingungen geniigen. DemgemaB ist 
es das einfachste Verfahren, diese Bedingungen aIle zugleich aufzustellen. 
Sie werden direkt oder indirekt viele von den Gleichungen der Methoden 
von Laplace und GauB enthalten, denn diese Methoden beruhen beide 
letzten Endes auf den wesentlichen Momenten des Problems. 

Benutzen wir die Bezeichnungen des § 111 und denken uns die Sonne 
im Koordinatenanfang, dann ist offenbar die x-Koordinate von C gleich 
der x-Koordinate des Beobachtungsortes plus der x-Koordinate von C 
in bezug auf den Beobachtungsort. Ahnliche Gleichungen geIten natiir
lich fiir die beiden anderen Koordinaten. Diese Beziehungen lauten 
explizite 

(129) 1
- A.(!. + Xi = - Xi' 

- !l.(!. + Yi = - y., 
-Pi(!. + Zi = - Zi· 

(i = 1,2,3) 

Diese Gleichungen unterliegen keinen Fehlern der Parallaxe, weil die 
Koordinaten des Beobachtungsortes nicht benutzt wurden. Dberdies. 
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enthalten sie die samtlichen geometrischen Beziehungen, welche zwischen 
den Korpern S, E und C fur tv t2 und ta bestehen. 

Die nachste Bedingung sei, daB C sich um S nach dem Gravitations
gesetz bewegt. Dies ist gleichbedeutend mit der Festsetzung, daB ihre 
Koordinaten sich in Potenzreihen von der Form (73) entwickeln lassen. 
Macht man von dieser Darstellungsweise Gebrauch, so werden die 
Gleichungen (129) 

- A,l(ll + IIXO + gIXO' = - Xl' 

-A,2(l2 +/2XO +g2XO' = -X2' 

- A,3(l3 + laXo + g3XO' = - X 3; 

- !-l1(l1 + IIYO + gIYO' = - Y I · 

(130) - !-l2(l2 + 12YO + g2YO' = - Y 2 , 

-!-l3(l3 + laYo + g3YO' = - Y 3; 

-VI(l1 + IIZO + glZo' = -Zl' 

- V2(l2 + 1#0 + g2Zo' = -Z2' 

- V3(l3 + 13Z0 + gazo' = -Z3' 

Nimmt man den Zeitpunkt der zweiten Beobachtung als Zeitanfang, wie 
es in der Praxis bequem ist, so ist 12 = 1 und g2 = O. 

Die Gleichungen (130) enthalten aber vollstandig die geometrischen 
und dynamischen Bedingungen des Problems und gelten fur die samt
lichen Arten von Kegelschnitten. Da sie ausschlie£lich notwendige Be
dingungen darstellen, so sind sie frei von kunstlichen Schwierigkeiten 
oder Ausnahmefallen; wenn sie daher in einem besonderen Falle versagen 
sollten, so konnte auch kein anderes Verfahren zum Ziele fiihren. 

Die GroBen auf der rechten Seite der Gleichungen (130) sind durchweg 
bekannt; die Unbekannten in den Ausdrucken auf der linken Seite sind 
(l1' (l2' (l3' Xo, xo', Yo' Yo', Zo und zo'. Das heiBt, daB die Anzahl der Un
bekannten genau gleich der Anzahl der Gleichungen ist. Die GroBen 
(l1' (l2 und (la gehen linear ein, Xo ••• zo' treten nicht nur explizite auf, 
sondern auch in den hoheren Gliedern der Ii und gi' Die Losung von 
(130) fur (ll' (l2' (l3 lautet 

L1 () = + At - (f!ga=-f,-f}l) A,2 - gl A 
2~1 g. ga 3' 

(131) 
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wo AI' A2 , Aa i Xi, AS, Aa 
I 

LIs = PI, Ps, Pa , Ai = I Y i , Pz, Pa , 

(132) 
VI. Vs, Va Zi' Vz, Va 

AI' Xi' As ; AI' Az, Xi 
Bi= PI' Y i , Ps Ci = i PI, Ps, Y i 

VI' Zi' Va I VI' Vs, Zi 

Um die Diskussion zu vervollstandigen, miissen die Koeffizienten der 
Determinanten auf der rechten Seite dieser Gleichungen wie in (86) ent
wickelt werden; und da LIs von der dritten Ordnung ist, so miissen die 
Glieder von der dritten Ordnung auf der rechten Seite schon in der ersten 
Annaherung beibehalten werden. Wenn man das auf die zweite Glei
chung (131) anwendet, so fiihrt dies zu einer Gleichung von der Form 
der ersten (44). Die Einzelheiten und die vollkommene Losung der 
Gleichungen (130) werden in den auf § 142 folgenden Fragen gegeben 
werden. 

142. Formeln fiir die angeniherte Berechnung ein~r Bahnkurve. Zum 
bequemen Gebrauch stellen wir hier die Formeln fiir die angenaherte 
Berechnung einer Bahnkurve in der Reihenfolge zusammen, in welcher 
sie benutzt werden. Ihre Numerierung ist dem Text entnommen. 

Vorbereitung der Beobachtungsdaten. Die beobachtete Rektaszension 
und Deklination ao und (jo sind fiir Prazension, Aberration usw. nach den 
Formeln 

{ a = ao - 15 t - 9 sin (G + ao) tg (jo - h sin (H + ao) sec (jo, 

(4) (j = (jo - i cos (jo - 9 cos (G + ao) - h cos (H + ao) sin (jo 

verbessert. Die Richtungskosinus sind gegeben durch 

(6) {

Ai = cos (ji cos ai 

Pi = c~s (ji sin ai' 

Vi = sm (ji. 

(j = 1, 2, 3), 

Die Methode von Laplace. Man setzt to = ts, wenn nicht die Intervalle 
zwischen den aufeinanderfolgenden Beobachtungen sehr ungleich sind, 
anderenfalls setzt man to = ! (tl + tz + ta). Es sei to = tz gesetzt. Fer
ner sei angenommen, daB X, Y und Z in den Ephemeriden fUr ta, tb, tc 
enthalten sind, wo tb nahezu gleich to ist. Man berechnet dann X, Y 
und Z fiir to aus den Formeln yom Typl) 

1) Diese Gleichungen sind sehr einfach, weil ta, tb und tc sich durch Intervalle 
von einem Tag unterscheiden, jedoch bestehen Interpolationsmethoden, welche 
noch einfacher sind. 



(31 ) 

(26) 

(67) 
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x = (to - tb2jto -_~ X + (to -:-ta) (to=~c) X + (to=-ta)_ (to-=~) X 
(ta-tb) (ta-te) a (tb-ta) (tb-te) b (tc-ta) (tc-tb)~ c· 

k(t j - t2) = OJ, (j = 1, 2, 3; 02 = 0). 

P = - <10a(Oa - 01)' 

AI, A2 , Aa 

(64, 65) 
2 

D = P #1, #2' #a 

(67) 

(68) 

(46) 

(47) 

(48) 

(46) 

(44) 

D __ 2.3 

2 - P PI, 

R COS tp = X A + Y # + Z V , 

IN sin tn = R sin tp, 

N COStn = R cos tp - -bDks, 

NDR3. 
M = - -D ~ sma tp > O. , 

sin41P = M sin(1P + m). 

sin 1p r=R----cos f{!' 

(0 < tp < 00). 

(8) X = eA - X, Y = Q# - Y, z = (!V - Z. 

Man berechnet A', p', V' nach den Gleichungen von dem Typ 

(32) A' = - ('1:2 + 'l:a) A, __ _ (.3 + .,) 1'2 ('I:, + .2) I·a 
('1:'-.2) ('1:'-.3) (.2-.3) (.2-.') (.3-'1:,) ('l:a-.2) 

Man berechnet X', Y' und Z' aus den Gleichungen von dem Typ 

(32) kX' = __ 2t·_=-j~d-~e) Xa + _ 2t2-=~e+ ta) Xb + . 2t.= (ta±.!b) Xc' 
(ta - tb) (ta -- te) (tb - ta) (tb - te) (te - ta) (t. - tb) 

(8) I X' = e'A + eA' - X', 

y'= e'# +e#' - Y', 

z' = e'v + (!V' -Z'. 
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An dieser Stelle bringt man die Korrektion fur die Zeitaberration 
mittels der Gleichungen (70) an, die Naherungswerte von x, y, z, x', y' 
und z' verbessert man nach den Methoden der §§ 128 und 129, oder man 
berechnet die Elemente sofort aus den Formeln des Kapitels V. Die 
Formeln fUr die Bestimmung der Elemente sollen angefuhrt und nach 
Kapitel V numeriert werden. 

Die Flachensatze im Aquatorialsystem lauten 

I xy' - yx' = bI , 

(10) yz' - zy' = b2, 

zx' - xz' = ba• 

Wenn e die Schiefe der Ekliptik bedeutet, so sind die entsprechenden 
Konstanten im Ekliptikalsystem 

I al = bi cos e - ba sin e. 

a 2 = b2, 

aa = bi sin e + ba cos e, 

und i und fJ, sind bestimmt durch (Kapitel V) 

I aI=VaI2+a22+aa2cosi, 

+,/ 2 + 2 + 2' •• a2 = V a l a2 aa SIn ~ SIn fJ, , 

,/ 2 + 2 + 2' • aa = - V al a2 aa sm ~ COS fJ, • 

(15) 

Die groBe Achse und der Parameter sind durch 

(24) 

(22) 

X'2 + y'2 + Z'2 = k2 (~ _ .~), 

k2p = k2a (1 - e2) = aI2 + a22 + a32 

definiert. Aus Figur 37, S. 225 folgen die Gleichungen 

. . . . b Z 
SIn~ SInu = SIn =r' 
cos i sin u = cos b sin (l - fJ,) = y cos fJ, _x sin fJ, r r' 

cos u = cos b cos (l - fJ,) = JL sin fJ, + x cos fJ, , r r 

welche u liefern. Der Winkel v ist gegeben durch 

T= P 
l+ecos'V 

und co = u -t'. 
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Wenn die Bahnkurve eine Parabel darstelIt, ist T definiert durch 

(S2) 

1m FaIle einer Ellipse als Bahnkurve sind E, n und T definiert durch 

(50) 

(SO) 

(42) 

E V1-e v tg 2- = 1-+(; tg 2' 

k 
n= --:i-' 

a '2-

n(t - T) = E - e sin E. 

Die entsprechenden Gleichungen fUr hyperbolische Bahnkurven sind 

(7S) 

(74) 

a + r = a e cos h F, 

n(t - T) = -F + e sinhF. 

Die Methode von Gauf3. Die Beobachtungsdaten werden nach (4) ver
bessert und die Richtungskosinus sind durch (6) gegeben. Die Koordi
nat en der Sonne fiir tl , t2 , ta k6nnen aus den Gleichungen yom Typ 

(31) Xi 

berechnet werden, wo X a , Xl" Xc den Ephemeriden entnommen sind, 
und tb die ti zunachst liegende Epoche ist, fiir welche X gegeben ist. 
Dann ist 

(64) ,12 = PI' P2' Pa , 
VI' V2 , Va 

I Au Xl + Xa - 2X2 , A~ 

K = - ~ I PI, Y I + Ya - 2Y2 , f-la , 
I 

(88) 
I VI' Zl + Za - 2Z2 , Va 

AI, Xl +Xa, Aa 
K 1 =- f-ll' Y I + Ys , f-la 

VI' Zl +Zs, Va 

Vernachlassigt man das letzte Glied in (87), welches sehr klein ist, und 
vergleicht das Resultat mit der ersten Gleichung (44), so erhalt man als 
explizite Formeln fiir die Bestimmung von r2 und e2 

(46) 
Moulton~Fendert Himme18mechanik 

(0 < "P2 < n), 
16 
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(47) 

(48) sin' cp = M sin(cp + m) 

(oder durch die Formeln, welche man aus dies en durch zyklische Ver 
tauschung der Buchstaben A, ft, v und X, Y, Z erhalt), wo 

(85) 

und 

(86) 

(H) 

[1, 3] 1 
[2--;-3] = ! + _~ + 3_2~ , 

2 2T 4r23 

13 T' 

[1,2J 1--i + 2 ;'.3 

[2, 3] = 1 + _13_ + _ ~~ , 
T 2r23 

13 T2 

[2, 3] 1 + ~ + 2r~3 
[1~2] = ;=~-+-T~-' 

T 2r23 

[1, 3] 
[1,-2] 

1 

IX; = (!IA; - XI, 

YI = (!ift, -- YI , 

ZJ=(!/VJ-ZI' 

(i=1,2,3). 
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An dieser Stelle kann die Korrektion fur die Zeitaberration angebracht 
werden; die erst en beiden Ableitungen von T22 berechnet man aUB den 
Werten T12, T22 und Ta 2, indem man die Formeln (32) auf dies en Fall 
anwendet; p und q berechnet man aus (74) und weitere Annaherungen 
fUr die Werte P und Q aus (86); dann kann die Berechnung wiederholt 
werden, indem man mit den Gleichungen (46) beginnt, oder man kann 
die Methode von Gau.B § 134 benutzen, urn die Genauigkeit der Aus
drucke fur die Verhaltnisse der Dreiecksinhalte zu verbessern, oder man 
kann die Elemente berechnen ohne weitere Naherungen der Zwischen
gro.Ben. Die Formeln fur die Berechnung der Elemente Bollen gegeben 
werden. Sind die rechtwinkligen Koordinaten im Ekliptikalsystem Xi' 
Yi, Zi, und bedeutet s die Schiefe der Ekliptik, welche nicht mit dem 
in § 85 definierten s verwechselt werden dad, so ist 

(17) 

woraus 

X;=X;, (j=1,2,3), 
II; = + Y; coss + Z; sins, 
z; = - y; sins + Zi coss. 

AXI + Bfh + CZ1 = 0, 
AX2 + BY2 + CZ2 = 0, 
AX3 + BY3 + CZ3 = 0, 

Somit folgen aus den (11), (14) und (15) entsprechenden Gleichungen des 
Kapitels V die Beziehungen 

. A 
coSt = VA2+B2+C2' 

(15) 
. .. ±B SIn [;6 SIn t = ... _ , 

VA2+B2+C2 

•• =F C COS [;6 sm t = .._ _. , 
VA2+B2+C' 

welche [;6 und i definieren. 
Wie sich aus Figur 37 ergibt, sind die Argumente der Breite definiert 

durch • • • Z:I SIn t SIn Uj = - , 
rj 

(j=1,2,3), 

. . Yi Xi . COSt sm U· = . COS [;6 ---- sm [;6 
'rj r, ' 

COS Uj = Y; sin [;6 + 3;j cos [;6 • 
rl rj 

(llG) al=U3-u2, a2=u3-ul , a3 =u2-u1 
16* 
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(119) k'/- (t _ t ) = r.t l1.' + r t l l1.(211,-l1t ) + r8sI12(2111-11~ 
II p 3 1 6111113 6113 6111 ' 

definieren p. 

(122) 
( ) p-rl e cos U 1 - W = --- . 

r1 

definiert e und w. Hieraus kann a aus p und e abgeleitet werden. 
Da vi = Ui - W (j = 1,2,3), so ist die Zeit des Periheldurchgangs 

wie in der Methode von Laplace genau bestimmt durch die Gleichungen 
(von KapitelV) (32) imparabolischenFalle, [(50), (30), (42)] im elliptischen 
und [(73), (74)] im hyperbolischen FaIle. 

XVll. Aufgaben. 

1. Man nehme drei Beobachtungen eines Asteroids, die nicht weiter als 15 Tage 
oder drei Beobachtungen eines Kometen, die nicht weiter als 6 Tage auseinander
liegen, und berechne die Bahnelemente nach den Methoden von Laplace und 
von GauB. 

2. Man beweise, daB die scheinbare Bewegung von C nicht standig langs eines 
groBen Kreises erfolgen kann, auBer wenn C in der Ekliptikalebene sich bewegt. 

3. Man wende die Formeln (31) und (32) auf eine Funktion von endlicher 
geschlossener Form, z. B. a; = sin tan. 

4. Mit Hilfe der Gleichung 
1'8 = R2 + e2 - 2 Rr cos '" 

eliminiere man!? aus der ersten Gleichung (44) und diskutiere das Resultat 
nach den Methoden der Theorie der Algebraischen Gleichungen, ferner zeige man, 
daB die Losungen qualitativ mit denen des § 119 ubereinstimmen. 

5. Man diskutiere die Determinanten D, D1 und D. im FaIle von vier Be
obachtungen. 

6. 1m FaIle, daB drei Beobachtungen vorliegen, driicke man LIz durch at und 
lit in der Weise aus, daB die Eigenschaft der Determinante, von der dritten Ordnung 
zu sein, explizite hervortritt. 

7. Man entwickle die expliziten Formeln der Aufgabe 6, indem man 1.;, I-'i 
und Vi und die Determinanten-Darstellung benutzt, die fUr die differentiellen Kor
rektionen nach der Methode von Harzer und Leuschner gegeben ist. 

8. Man gebe eine geometrische Deutung fUr das Verschwinden der Koeffizienten 
von el und e3 in den Gleichungen (89). 

9. Die drei Lagen von C seien wie in § 139 bestimmt. Man zeige (a), daB diedrei 
Gleichungen 

(i=1,2,3), 

p, e und W ohne die Zeitintervalle bestimmen, in welchen die KurvenbOgen beschrie
ben werden; (b) man stelle die expliziten Formeln fUr die Berechnung von p, e und W 

auf; (c) man vergleiche ihre Lange mit der von (119) und (122) und zeige (d), daB p 
nicht sicher bestimmt ist, da p von den Verhaltnissen kleiner GroBen der dritten 
Ordnung abhiingt. 
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10. Man setze fa = 1, ga = 0 und betraohte (130) als lineare Gleiohungen 41 !?h 
!?2' e., xo, xo', Yo, Yo', zo, zo'. Man zeige, daB die Determinante der Koeffizienten 
lautet 

11. Man zeige, daB mit Rlioksioht auf die Entwioklungen der Gleichungen (86) 
die zweite Gleiohung (131) in die Gleiohung (87) libergeht. 

12. Naohdem man e. aus der (87) entspreohenden Gleiohung und el und e. 
aus (131) gefunden hat, zeige man, daB xo, xo', Yo, Yo', zo, zo' aus den Gleiohungen 
(130) bestimmt werden konnen. (Dann lassen sioh die Elemente wie in der Methode 
von Laplaoe bestimmen.) 

Gesohiohtliohe Dbersioht und Literatur. 
Die erste Methode zur Bestimmung der Bahnkurve eines Korpers (Bewegung 

eines Kometen in einer Parabel) aus drei Beobaohtungen wurde von Newton 
aufgestelIt und ist in den Prinzipien, Buoh III, Prop. XLI gegeben. Die Losung 
hiingt von einem graphisohen Verfahren ab, welohes auf dem Wege sukzessiver 
Annaherungen zu den Elementen flihrt. Eine von den frlihesten Anwendungen 
der Methode wurde von Halley auf den Kometen gemaoht, weloher seitdem 
seinen Namen tragt. Newton soheint das Problem der Bahnbestimmung Mlihe 
bereitet zu haben, wenn er sagt: "Da es ein sehr sohwieriges Problem ist, so ver
suohte ioh viele Methoden, urn es zu 108en." Newtons erfolgreioher Versuoh, seine 
Diskussion auf den Grundelementen des Problems zu basieren, Wurde von Laplaoe 
in seiner Abhandlung liber den Gegenstand vollstandig erortert. 

Die erste vollstiindige Losung, welohe kein graphisohes Verfahren benutzte, 
wurde von Euler 1744 in seiner Theoria Motuum Planetarum et Cometarum 
gegeben. Einige wiohtigeFortsohritte wurden 1761 von Lambert gemaoht. Bis 
zu dieser Zeit beruhten die Methoden zum groBten Teil auf der einen oder der anderen 
von zwei Annahmen, welohe nur annahemd riohtig sind, namlioh, daB der beob
aehtete Korper in dem ZeitintervalI t. - tl eine gerade Linie mit gleiohformiger 
Gesohwindigkeit besohreibt, oder daB der Leitstrahl fUr den Zeitpunkt der zweiten 
Beobaohtung die Sehne, welohe die Endlagen verbindet, in Absohnitte teilt, die 
den Intervallen zwisohen den Beobaohtungen proportional sind. Bei dem Versuch, 
die zweite von diesen Annahmen zu verbessem, entdeokte Lambert die in § 92 
erwahnte Relation zwischen den Leitstrahlen, der Sehne, dem Zeitintervall und 
der groBen Aohse. Spater maohte er die Bestimmung abhiingig von der Krummung 
der scheinbaren Balm, welche in enger Beziehung zu der Determinante Ll2 steht, 
und in dieser Riohtung naherte or sich den besten modemen Methoden. Er ver
fligte liber ein ungewohnliohes Erfassen der physisohen und geometrisohen Seiten 
des Problems und nahm wirklioh viele Ideen voraus, welohe dann von seinen 
Naohfolgem in besserer und bequemerer Weise ausgeflihrt wurden. 

Lagrange sohrieb drei Abhandlungen liber die Theorie der Bahnkurven, zwei 
1778 und eine 1783. Sie wurden zusammen gedruokt in seinen gesammelten 
Werken, vol. IV, pp.439/532. Wie zu erwarten stand, wurde mit Lagrange 
Prazision und mathematisohe Eleganz allgemein eingeflihrt. Er bestimmte den 
geozentrisohen Abstand von C zur Zeit der zweiten Beobaohtung duroh eine 
Gleiohung aohten Grades, welohe keine andere darstelIte, als die Gleiohung (87), 
wenn aus dieser ra eliminiert wird, mit Hilfe der Beziehung dafUr, daB S, E und C 
flir fa ein Dreieok bestimmen. Er entwiokelte die Ausdrlioke fUr die helio-
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zentrichen Koordinaten in Potenzreihen nach den Zeitintervallen [Gleichungen (73)] 
und legte damit den Grund fUr die Entwicklung der Ausdriicke fUr die Zwischen
elemente in Potenzreihen. Diese Entwicldungen wurden zu Ende geftihrt und fUr 
numerische Anwendungen umgeformt von Charlier, Meddelande fram Lunds 
Astronomiska Observatorium, Nr. 46. Das Originalwerk von Lagrange war in seiner 
Darstellungsform den Bediirfnissen der Rechner nicht angepaBt und wurde daher 
in der Praxis nicht gebraucht. 

1780 veroffentlichte Laplace eine ganz neue Methode in den Memoires de 
L'Academie Royale des Sciences de Paris (Gesammelte Werke, vol. X, pp. 93/146). 
Diese Methode, fUr welche die Grundideen in diesem Kapitel auseinandergesetzt 
wurden, bildete die Basis fUr einen groBen Teil von spateren Werken. Unter den 
Darstellungen in dieser Richtung erwahnen wir eine Abhandlung von Villarceau 
(Annales de l'Observatoire de Paris, vol. III), die Arbeit von Harzer (Astronomische 
Nachrichten, Band 141), und ihre Vereinfachung von Leuschner (Publications 
of the Lick Observatory, vol. VII, part I). Die tiber die erste hinausgehenden 
Naherungen sind in der urspriinglichen Methode von Laplace in keiner bequemen 
Form gegeben, hingegen hat sich die Methode der differentiellen Korrektionen, 
die von Harzer aufgestellt und von Leuschner vereinfacht wurde, in der Praxis 
als sehr befriedigend erwiesen. 

01 b e r s veroffentlichte 1797 seine klassische Abhandlung uber die leichteste und 
bequemste Methode, die Bahn Bines Kometen zu berechnen. Diese Methode ist, was 
die Bestimmung von parabolischen Bahnkurven angeht, nicht tiberholt worden 
und ist noch in der Gegenwart sehr allgemein in Gebrauch. 8ie enthalt fast jede 
Abhandlung tiber die Theorie der Bahnbestimmung. 

Die Entdeckung der Ceres 1801 und ihr Verlust nach einer kurzen Beobachtungs
zeit lenkte die Aufmerksamkeit eines glanzenden jungen deutschen Mathematikers, 
GauB, auf das Problem der Bestimmung der Bahnelemente eines Himmelskorpers 
auf Grund von Beobachtungen von der Erde aus. Das Problem wurde schnell 
gelost und eine Anwendung der Methode fiihrte zur Wiederentdeckung der Ceres. 
GauB bearbeitete und vollendete sein Werk und brachte es 1809 in seiner Theoria 
Motus Corporum Coelestium heraus. Dieses Werk, geschrieben von einem Mann, 
der ein Meister der Mathematik und zugleich ein auJ3erst gewandter Rechner war, 
enthalt so viele wertvolle !dean und ist so erschOpfend, daB es eine klassische Ab
handlung tiber den Gegenstand bis auf den heutigen Tag darstellt. Die spateren Ab
handlungen unterliegen samtlich starkster Abhangigkeit von dem GauJ3schen Werk. 

In den Memoirs of the National Academy of Science, vol. IV veroffentlichte 
Gi b bs 1888 eine Methode von betrachtlicher Originalitat, in welcher die erste 
Annaherung ftir die Verhaltnisse der Dreiecksinhalte dadurch exakter erhalten 
wurde, daB er aIle drei geozentrischen Abstande als unbekannt von Anfang an 
einbezog. Die Methode ist auch durch den Umstand bemerkenswert, daB sie mit 
Hilfe der Vektor-Analysis entwickelt wurde. 

FUr das 8tudium zu empfehlen sind die Werke: 
Die Theoria Motus von GauB. 
Watson, Theoretical Astronomy. 
Oppolzer, Bahnbestimmung, eine erschOpfende Darstellung. 
Tisserand, Let;ons sur la Determination des Orbites, geschrieben mit der fUr 

den franzosischen 8til charakteristischen Klarheit. 
Bauschinger, Bahnbestimmung, ein neues sehr wertvolles Buch, von einem 

der ersten Autoritaten auf dem Gebiete der Theorie der Bahnkurven. 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie (dritte Ausgabe von Buchholz), ein 

ausgezeichnetes Werk und das erschopfendste, das bisher erschienen ist. 
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Siebentes Kapitel. 

Die allgemeinen Integrale des n-Korperproblems. 

143. Die Differentialgleichungen der Bewegung. Wir betrachten 
Korper aus homogenen Kugelschichten; solche Korper ziehen einander an, 
als wenn ihre Massen in den Mittelpunkten vereinigt waren. Sie mogen 
mI , m 2, ••• , mn heiBen. Die Koordinaten von m i in bezug auf ein festes 
System seien Xi' Yi' Zi (i = 1, ... , n). Die Entfernung zwischen den 
Mittelpunkten von mi und m; sei Ti' ;, k 2 bedeute eine von den benutzten 
Einheiten abhangige Konstante. Dann sind die Kraftkomponente von 
mi parallel zur x-Achse: 

_ k'm! m 2 • Ca;l_-:- :1:2) _ k'm l mn . C XI ---: xn) 
ri, ~ Yl, 2 , ••• , ri, n r1, n 

ihre Summe liefert also die ganze Komponente. Folglich ist 

und entsprechend fUr Y und z . 
.A.hnliche Gleichungen bestehen fUr jeden Korper, das ganze Glei

chungssystem lautet daher 

(1 ) 

Jede von dies en Gleichungen enthalt die samtlichen 3n Variablen Xi' Y. 
und Zi; das System muB daher simultan ge16st werden. Es besteht aus 
3n Gleichungen von der zweiten Ordnung, so daB das Problem seIber 
von der 6n ten Ordnung ist. 

Die Gleichungen (1) lassen sich auf eine einfache und elegante Porm 
durch Einfiihrung der Potentialfunktion bringen, welche in diesem Pro
blem mit U anstatt mit V bezeichnet werden solI. Die Konstante k2 wird 
dabei in das Potential einbezogen. In Kapitel IV wurde das Potential 
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durch das Integral V --' f~m. definiert. 1m vorliegenden FaIle besteht 

das System aus diskreten Massen; das Potentiallautet daher 

(2) (i + i). 

U besitzt nach x die partielle Ableitung 

und ahnlich fUr y, und Zi' 

der Form schreiben 
Folglich lassen sich die Gleichungen (1) in 

d2 Xi () U 
mi([il = hx~' 

(3) d2 Yi 0 U midt2-= {)y;' (i= 1, ... , n). 
d2 zi 0 U 

midt2 = ()Zi' 

144. Die sechs Integrale der Bewegung des Massenmittelpunktes. Die 
Funktion U ist von der Wahl der Koordinatenachsen unabbangig, da 
sie nur von den gegenseitigen Entfernungen der einzelnen Korper ab
bangt. Wenn daher der Koordinatenanfang in der Richtung der nega
tiven x-Achse um die Strecke a verschoben wird, so nimmt die x-Koordi
nate eines jeden Korpers um die GroBe a zu, wahrend die Potential
funktion seIber ungeandert bleibt. Die Tatsache, daB U eine Funktion 
der samtlichen x-Koordinaten ist, deuten wir an durch 

U = U(Xl> x 2, ••• , xn ). 

Verschiebung des Koordinatenanfangs liefert 

x/ = Xi + a, (i = 1, ... , n). 

Die partielle Ableitung von U nach a ist 

() U 0 U 0 Xl' 0 U () x2' 0 U 0 X,,: 
-(rei = ox/ }Til + OX2' i:'a + ... + OXn' {)a • 

Nun ist 0 "x;' = 1 (i = 1, ... , n) und ~ U = 0, weil U die GroBe a nicht va oa 
explizite entbalt. Unter Fortlassung der Akzente erbalt man daher, 
wenn man noch die Verschiebungen fJ parallel zur y-Achse und 'Y parallel 
zur z-Achse einfUhrt, die Gleichungen 
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n 

oU= ~oU = 0 
oa ~OXi ' 

i= 1 

n 
O~ _ ~oU _ 0 
0{3 - ~OYi - , 

1= 1 

n 

oU_~oU_O 
0" - ~ OZ; - • ,= 1 

Folglich liefern die Gleichungen (3) 

n 
~ d2 x· 
~midt/=O, 
i= 1 

Diese Gleichungen lassen sich sogleich integrieren: 

r 

ft 

~ dx· rni dt' = aI' 
i=l 

n 

(4) ~ dYi miaT = PI) 
i= 1 

n 
~ dZi~_ 

..::..- milt· - YI' 
t i= 1 

wo aI' PI' YI die Integrationskonstanten sind. Nochmalige Integration 
liefert 

r 

n 

~mixi = alt + a2, 
i=1 

n 

(5) 

I 
~miYi = PIt + P2' 
;=1 

n 

.:Emizi = ylt + Y2· 
i= 1 
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11 

Wir setzen ~ mi = M; der Schwerpunkt der n Korper besitze die 
;=1 

Koordinaten X, y, z, dann ist nach § 19 

(6) 

n 

~mixi= Mx, 
;= 1 

n 

~miYi=My, 
i=l 

n 

~mizi = MZ. 
,=1 

Folglich werden die Gleichungen (5) 

(7) 1
M x._ = alt + a 2 , 

My = fJIt +fJ2' 
Mi=yl t+Y2; 

das heiBt, daB die Koordinaten des Massenmittelpunktes sich linear mit 
der Zeit andern. Hieraus laBt sich schlieBen, daB sich der Massenmittel
punkt mit gleichfOrmiger Geschwindigkeit in gerader Linie bewegt. In 
der Tat folgt fur die Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes der kon· 
stante Wert 

(8) - _.1 /-(d-X)-"+ (dY)'+ (dZ)2 _ 1,/ 2 + fJ 2 + 2 
V - V (IT (IT -clt - iii Val I YI J 

durch Elimination von t findet man aus den Gleichungen (7) 

(9) 

Dies sind die symmetrischen Gleichungen einer Geraden im dreidimen
sionalen Raum. Die Gleichungen (8) und (9) liefern das Theorem: 

Wenn n Korper ausschliefilich ihren gegenseitigen Anziehungen unter
war/en sind, so bewegt sich ihr Massenmittelpunkt in gerader Linie mit 
gleich/ormiger Geschwindigkeit. Der Spezialfall V = 0 ergibt sich fur 
al = fJI = YI = O. Da man unmoglich die Lage irgendeines bestimmten 
Punktes im Raume kennt, so ist man nicht imstande, die sechs Kon
stanten zu bestimmen. 

Wir konnen jetzt den Ursprung in den Massenmittelpunkt des Systems 
verlegen, wie beim Zweikorpersystem, oder in den Mittelpunkt eines von 
den Korpern, wie in § 148 geschehen wird; die Ordnung des Problems 
reduziert sich dann urn sechs Einheiten. 
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145. Die drei Fliichensatze. Die Potentialfunktion bleibt gegeniiber 
einer Drehung des Koordinatensystems ungeandert. Das Koordinaten
system werde urn die z-Achse urn den Winkel - p gedreht. Dann be
stehen zwischen den alten und neuen Koordinaten, wenn diese x/, Y/, 
z/ heiBen, die Beziehungen 

(10) 

f x/ = Xi cos q; - Yi sin q;, 

1 Yi,' = Xi sin ~ + Yi cosp, 
\ Zi = Z;, (t = 1, ... , n). 

Da die Funktion U gegeniiber der Drehung ungeandert bleibt, so ent
halt sie p nicht explizite; folglich ist 

n n n 

(11) oU _ ~oy ox;' + ~~g oy;' + ~ou cz;' = 0 
oqJ - ~ ox;' oqJ ...:::::.. oy;' oqJ ...:::::.. oz;' oqJ • 

,= 1 ,=1 t=l 

Nun folgt aus (10) 
ox;' , 
arp = - Yi' 

oy;' , ---- = x· cqJ , , 
oz" ---'- = 0 oqJ , 

" 
daher wird (11) ~[ ,0U , CU] 0 

...:::::.. Xi iT .i - Yi ox.' = . 
• =1 y, • 

(i=l, ... ,n); 

Mit Riicksicht auf (3) ergibt sich hieraus, wenn man die Akzente unter
driickt, die nicht mehr gebraucht werden 

und ahnlich, 

n 
~ [d2 X, d2 z,] 

...:::::..mi Zi d/-Xi dt" =0. 
i=l 

Jedes Glied dieser Summe laBt sich besonders integrieren, und lie£ert 

( 12) 

n 

""m.[z. dx, __ x. d!.;] = C3 
...:::::.. • 'dt ' dt • 
i=1 
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Die Klammern bedeuten die Projektionen der doppelten Flachenge
schwindigkeiten der verschiedenen Korper auf die drei Fundamental
ebenen (§ 16). Wie man unmoglich einen Punkt im absoluten Raum 
bestimmen kann, so gilt dasselbe auch fiir eine bestimmte raumliche 
Richtung; folglich ist es unmoglich, die Konstanten Cl , C2, Ca praktisch 
zu bestimmen. 1m vorliegenden FaIle p£legt man jedoch anzunehmen, 
daB die Fixsterne, im Mittel, keine Umdrehung im Raum ausfiihren, so 
daB diese Konstanten durch Beobachtung derselben gefunden werden 
konnen. Diese Annahme ist freilich offenbar ebensowenig begriindet wie 
die Annahme, daB die Fixsterne iiberhaupt nicht durch den Raum 
stromen; in beiden Fallen handelt es sich um bloBe Annahmen, ohne 
eine Moglichkeit, sie zu beweisen oder zu widerlegen. Indessen ist zu 
beach ten, daB, wenn man sich auf den Boden dieser Annahmen stellt, 
die Konstanten Cl , C2 und Ca sich leicht mit einem hohen Genauigkeits
grad bestimmen lassen, wahrend bei dem gegenwartigen Stande der be
obachtenden Astronomie die Konstanten in den Gleichungen (4) nicht 
mit betrachtlicher Genauigkeit gefunden werden konnen. 

Bezeichnet man mit Ai' Bi und Ci die Projektionen der von dem Leit
strahl vom Ursprung nach dem Korper mi beschriebenen Flachen auf 
die xY-, yz- und zx-Ebene, so laBt sich (12) schreiben 

Dies liefert die Integrale 
11 

~miAi = clt + c/, 
;=1 

11 

(13) ~miBi = c2 t + c2', 
i=1 

11 

~miCi = cat + ca'· 
;=1 

Hieraus folgt das Theorem: 
Die Summe der Produkte aus den Massen und den Projektionen der von 

dem Leitstrahl beschriebenen Fliichen sind lineare Funktionen der Zeit; 
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oder, wegen (12), die Summen der Produkte aus den Massen und den 
Projektionen der Flachengeschwindigkeiten sind konstant. 

Wie Laplace zuerst gezeigt hat, kann man die Achsenrichtungen so 
wahlen, daB in den Gleichungen (12) zwei Konstante verschwinden, 
wahrend die dritte den Wert VC1 2 + C2 2 + CS 2 annimmt. Damit ist also 
die Ebene bestimmt, fiir welche die Summen der Produkte aus den 
Massen und den Projektionen der Flachengeschwindigkeiten den groBten 
Wert besitzt. Ihre Beziehungen zum urspriinglichen System sind durch 
die Konstanten Ct> C2, Cs definiert, und folglich ist ihre Lage stets die
selbe. Aus dies em Grunde wurde sie von Laplace als die invariable Ebene 
bezeichnet. Gegenwartig hat die invariable Ebene des Sonnensystems 
gegen die Ekliptik eine Neigung von etwa 2°, und die Lange des auf
steigenden Knotens betragt ungefahr 286°. Diese Daten sind freilich 
wegen unserer unvollstandigen Kenntnis der Massen einiger Planet en 
einer gewissen Unsicherheit unterworfen. Wenn die Lage der Ebene 
exakt bestimmt ware, so wiirde sie gegeniiber der Ekliptikalebene ge
wisse praktische Vorteile bieten, welche fiir eine fundament ale Bezugs
ebene betrachtlichen Anderungen unterliegt. Fiir gewisse theoretische 
Untersuchungen war die invariable Ebene von groBer Bedeutung.1) 

146. Der Energiesatz. 2) Multipliziert man die Gleichungen (3) mit 
dda;i, ddYi , ddZi., addiert und summiert in bezug auf i, so ergibt sich 

.t t t 

(14) 

n 

~ . { dSa;i da;i + d2 Yi dYi + d2 zi dZil 
.::;.; m. dt2 dt dt2 dt dt2 dt J 
;=1 

Das Potential U ist eine Funktion der 3n Variablen Xi' Yi, Zi allein. Der 
Ausdruck auf der rechten Seite von (14) stellt daher den totalen Diffe
rentialquotienten von U nach t dar. Integration dieser Gleichung 
liefert " 

(15) -!-~md (dd~ir + (dd~ir + (~;ir} = U + h. 
i-I 

Diese Gleichung enthalt auf der linken Seite den Ausdruck fiir die kine
tische Energie des ganzen Systems und rechts die Potentialfunktion plus 
einer Konstanten. 

1) Siehe die Abhandlungen Jacobi, Journal fur Math., Bd.IX; Tisserand, 
Mee. Gel., vol. I., chap. XXV.: Poincare, Les Methodes Nouvelles de la Mee. 
Cel., vol. I, p. 39. 

2) Dieser wird sehr haufig als das Integral der lebendigen Kraft bezeichnet. 
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In einem System verstehen wir unter der potentiellen Energie einer 
Konstellation in bezug auf eine andere den Betrag an Arbeit, der fur den 
Dbergang von der einen zur anderen erforderlich ist. Wenn zwei Karper 
sich umgekehrt proportional dem Quadrate ihres Abstandes anziehen, 

so wirkt zwischen ihnen die Kraft ~~i!!";. Die Arbeitsleistung bei der 
rio ; 

Anderung ihrer Entfernung von ri~} bis r i, j betriigt 

(16) 

Wenn die Karper anfiinglich unendlich entfernt voneinander sind, so ist 
r;?} = co, Gleichung (16) wird dann 

und somit 

k 2 m·m· -w· ---'-" 
'l,) - Yi,; , 

n n 

u=- ~~~Wi,i' 
;=1 j=l 

U ist folglich die negative potentielle Energie des ganzen Systems, be
zogen auf diese Ausgangslage der Karper zueinander, bei der sie von
einander unendlich weit entfernt waren. Daher liefert (15) das Theorem: 
In einem System von n Korpern, die nur ihren gegenseitigen Anziehungen 
unterworfen sind, ist die Summe der kinetischen und potentiellen Energie 
konstant. 

147. Die Frage neuer Integrale. Von den gesamten 6n Integralen, 
welche zur vollstiindigen Lasung des Problems erforderlich sind, wurden 
zehn gefunden. N ur diese zehn Integrale kennt man, und es entsteht 
die Frage, ob noch weitere von bestimmtem Charakter existieren. 

In einer tiefgehenden Abhandlung Acta Mathematica, Bd. XI, hat 
Bruns nachgewiesen, daB, wenn man die rechtwinkligen Koordinaten 
als abhiingige Variable wiihlt, keine weiteren algebraischen Integrale 
existieren. Dies schlieBt naturlich nicht die Maglichkeit der Existenz 
von algebraischen Integralen aus, falls andere Variable gewahlt werden. 
Poincare hat in seiner preisgekranten Abhandlung Acta Mathematica, 
Bd. XIII, und ferner mit einigen Zusiitzen in Les Methodes Nouvelles de 
la Mecanique Celeste, chap. V. das Theorem bewiesen, daB das Drei
karperproblem keine weiteren ganzen transzendenten Funktionen zu
liiBt, selbst in dem Falle, daB die Massen von zwei der Karper sehr klein 
im Vergleich zu der Masse des dritten sind. In diesem Theorem werden 
als die abhiingigen Varia bIen die Bahnelemente der Karper benutzt, 
welche sich unter dem EinfluB ihrer gegenseitigen Anziehungen iindern. 
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Hieraus folgt wiederum nicht, daB bei Benutzung anderer abhangiger 
Variablen Integrale der von Poincare betrachteten Gattung nicht exi
stieren. In der Tat hat Levi-Civita die Existenz von Integralen dieser 
Klasse in einem speziellen Problem nachgewiesen, welches unter das 
Theorem von Poincare fallt, wenn passende Varia bien gewahlt werden 
(Acta Mathematica, Bd. XXX). Die praktische Bedeutung der Theo
reme von Bruns und Poincare wurde oft von solchen tiberschatzt, welche 
vergaBen, unter welchen einschrankenden Bedingungen ihre Geltung 
nachgewiesen wurde. 

xvm. Aufgaben. 

1. Man schreibe die Gleichungen (1) fiir den Fall, daB die Kraft der m ten Potenz 
der Entfemung umgekehrt proportional ist. Fiir welche Werte von m werden 
die samtlichen Gleichungen unabhii.ngig? Das n Korperproblem laBt sich fiir dieses 
~aftgesetz vollstandig lOsen; man zeige, daB die Bahnkurven in bezug auf den 
Massenmittelpunkt des Systems samtlich Ellipsen mit diesem Punkt als Mittel
punkt darstellen. Man zeige femer, daB die Bahnkurve eines beliebigen Korpers 
in bezug auf irgendeinen anderen ebenfalls eine zentrisch gelegene Ellipse ist, und 
daB das gleiche zutrifft fiir die Bewegung eines beliebigen Korpers in bezug auf 
den Massenmittelpunkt irgendeiner Untergruppe des ganzen Systems. Endlich 
zeige man, daB die Perioden samtlich gleich sind. 

2. Wie wird man die Potentialfunktion definieren, wenn die Kraft zur m ten 
Potenz der Entfemung umgekehrt proportional ist? 

3. Man leite die unmittelbar (4) vorhergehenden Gleichungen aus den Glei
chungen (1) direkt abo 

4. Man beweise, daB der Satz tiber die Bewegung des Massenmittelpunktes 
auch gilt, wenn die Kraft einer beliebigen Potenz der Entfemung proportional ist. 

5. Man leite die unmittelbar (12) vorhergehenden Gleichungen aus den Glei
chungen (1) direkt ab und zeige, daB sie auch geIten im FaIle einer Kraft, die zur 
beliebigen Potenz der Entfemung proportional ist. 

6. Eine Ebene durch den Koordinatenanfang laBt sich in eine andere durch den 
Koordinatenanfang tiberfiihren durch Drehung urn eine jede von irgend zwei 
der drei Koordinatenachsen. Man transformiere demgemaB die Gleichungen (12) 
durch aufeinanderfolgendeDrehungen urn zwei Achsen und zeige, daB die Drehungs
winkel so gewahlt werden konnen, daB zwei von den Konstanten, welchen die 
Funktionen der neuen Koordinaten ahnlich (12) gleich sind, verschwinden, und daB 
die dritte gleich V C1 2 + C22 + ca2 ist. (Diese Methode benutzte Laplace, urn die 
Existenz der invariablen Ebene zu beweisen.) 

7. Warum lassen sich die Gleichungen (13) nicht als Integrale der Differential
gleichungen (1) betrachten, so daB dann die ganze Anzahl dreizehn Integrale aus
machen wiirde? 

148. Verlegung des Koordinatenanfangs in die Sonne. Die absoluten 
Bewegungen der Planet en sind uns ganzlich unbekannt, denn die Be
obachtungen geben nur AufschluB tiber ihre relativen Positionen oder 
tiber ihre Positionen in bezug auf die Sonne. Freilich wissen wir, daB 
das Sonnensystem dem Sternbilde des Herkules zustrebt, doch mtissen 
wir beachten, daB diese Bewegung sich nur auf gewisse Gruppen von 
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Stemen bezieht. Fur die Studierenden der Himmelsmechanik besteht 
jedenfalls nur die Aufgabe, die relativen Positionen der Korper des 
Sonnensystems oder im besonderen die Positionen der Planet en in bezug 
auf die Sonne zu bestimmen. Hierfur ist es vorteilhaft, den Koordinaten
anfang in die Sonne zu verlegen und die entstehenden Differential
gleichungen anzuwenden. 

Es bezeichne m .. die Sonne, und ihr Mittelpunkt liege im Koordinaten
anfang, die Koordinaten des Korpers mt in bezug auf das neue System 
seien x/, y/, z/. Dann lauten die Beziehungen zwischen den alten und 
neuen Koordinaten 

Xi = x/ + X .. , Yi = Y/ + Y .. , Zi = z/ + z .. , (i = 1, ... , n - 1). 

Da die Differenzen der alten Varia bien den entsprechenden der neuen 
gleich sind, so folgt 

oU oU oU cU oU oU 
OXi ail' oy; ay/, OZi = Oz/' (i = 1, ... , n -1). 

Infolge dieser Transformationen werden die Gleichungen (3) 

(17) 

Da der Koordinatenanfang so angenommen ist, daB x .. ' = Y .. ' = z .. ' 
= 0, so liefert die erste Gleichung (1) fur i = n 

.. -1 
dl~ kIm ~, kIm ~, k2m~' ~m ~, (IS) ~"'. .. = _._I_wl_ + _3_2_w_2 + ... + _~ __ ~_I_w .. -1 = k2 ~. 
dt r 1 .. r~.. r,,_I.. r J ... ., 'j= 1 t 

Diese Gleichung, mit den entsprechenden in Y und z, in (17) eingesetzt, 
vollendet die Transformation auf die neuen Variablen; es wird jedoch 
vorteilhaft sein, die Glieder auf andere Weise zu kombinieren, so daB 
diejenigen, welche von der Sonnenanziehung herruhren, von den anderen 
getrennt sind. Die Differentialgleichungen sollen nur fur den Korper ml 
hingeschrieben werden, aus welchen die anderen durch Vertauschung der 
Indizes abgeleitet werden konnen. 

Die Potentialfunktion laBt sich auf den Summenausdruck bringen 

(19) 

oder 

71-1 n-ln-l 

U = k2m .. 2 rrr:i + ik2~ ~~iml, 
i= 1 .... ;= 1 j = 1 i, I 

.. -1 

U = k2m .. ;t;!'!"J + U'. 
j=1 ri." 

(i 9= j); 
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Substituiert man die Ausdriicke (IS) und (19) in die Gleichung (17), so 
wird die letztere 

n-l 
dB ' , 1 (; U' :2 ' ___ Xl_ + k2(m + m ) Xl = _____ k2 ''!!!i:i;i 
d t2 1 n r' m () X ' 'r~' 

l,n 1 1 j=! Jt" 

.. -1 

(20) d2Y l '+k2(m +m) y{=_l~U' _k2"---'m;y{. 
dt2 1 n T' m 0 y , ~,~-

1,n 1 1 j='J J,n 

-n-l 

d2z{ + k2(m + m ) _Zt' = 1 cU' _ k2 ~~iZ/ 
dt2 1 n T" m (}Z' £.; r~ , 

1,n 1 1 j=2 ),n 

Es sei { 1 "+' '+ ' '1 R .'- k2 _____ Xl X; Yl Yi Zl Zi . 
1,' -, ,~ J ' 

1,1 }, '" 

dann lassen sich Gleichungen (20) in der Form schreiben 

(21) 

Wir lassen die Akzente, welche iiberfliissig geworden sind, fort und 
setzen, urn die (21) entsprechenden allgemeinen Gleichungen abzuleiten, 

(22) R.;=k21f...! __ ~!..Xi±Yi}!;+ziz;1 (i+i). 
" ri,; rJ,1I J' 

Dann lauten die aUgemeinen Gleichungen del' Relativbewegung 

{ n-l 

d2 Xi + k2 ( + ) Xi _ ~ C R i • ; dtS mi mn -.- - -.£.; mr~ , 
'i,n j=1 OXi 

(i =1= i), 

.. -1 

(23) d2 Yi + k2 ( + ) Yi _ ~ (- R i ,; ([ti' mi m n • - .£.;mi-·'-' 
rj,n j=l °Yi 

,.-1 

dB Zi k2 ( ) Zi ~ () Hi. ; 
-dt2- + mi + mn r' -_. =.£.; m; iJz. ' 

t, n j ._~: 1 a. 

in welchen i = 1, ... , n -1. 
lIIoulton-Fender, lIimmolsmeobanlk 17 
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149. Dynamische Bedeutung der Gleichungen. Zum Ieichteren Ver
standnis der Bedeutung der Gleichungen betrachten wir nur ein System 
von drei K6rpern mI , m 2 und mn. mn sei die Sonne, ihre Masse sei gleich 
eins, und die Abstande von ihr nach mi und m2 seien r l und r2• Dann 
Iauten die Gleichungen (23) in ausfiihrlicher Schreibweise 

d' x, + k2 (1 + m ) _:1;1 = k2 m ~ r ~ _ X, X, + y, y, + z, z, } 
dt' 1 r,' 2 0x,lr", r2" , 

~~Y' + k2(1 + m)Jbc = k2m ~{_1 __ a;'~2+ Y'_Y2+ Z,Z.} 
dt' 1 r,' 20 y, r',2 r." ' 

(24) 
d 2z, + k2(1 + m )~_ = k2m ~{~ _ x,X,-+ YIY2+ Z,Z2} 
dt" 1 r,3 20Z, r,,2 r.' , 

t!:~~ + k2(1 + m )~2_ = k2m ~{~ _ x.X, + ~Y, + Z,ZI} 
dt' 2 r." lox. r2,' r,a , 

~'_Y~ + k2(1 + m )11' = k2m ~ {_1 __ ~2X, + Y2Y' + Z,Z,} 
dt' 2 r." loy, r2,' r,a , 

_t!'z,_ + k2(1 + m )!.~_ = k2m ~ I ~ _ x,x, + Y2Y' + Z,Z,}. l dt2 2 r." Ioz,lr", r,' 

Wenn m 2 null ware, so wiirden die ersten drei Gleichungen von den 
zweiten drei unabhangig sein, somit die Gleichungen der Relativ
bewegung des K6rpers mi in bezug auf mn = 1 darstellen und k6nnten 
dann integriert werden. Die samtIichen Abweichungen von der rein 
elliptischen Bewegung ergeben sich aus dem Vorhandensein der rechten 
Ausdriicke, welche in den drei erst en Gleichungen die partiellen Ab
Ieitungen von R I , 2 nach den Varia bIen Xl' YI und ZI darstellen. Aus 
dies em Grunde heiBt ~RI, 2 die StOrungsfunktion. 

Die partiellen Ableitungen der ersten Glieder auf der rechten Seite in 
den erst en drei Gleichungen sind 

welche die Beschleunigungskomponenten von mi darstellen, herriihrend 
von der Anziehung von m 2• Die partiellen Ableitungen der zweiten 
Glieder sind 

diese bedeuten die negativen Beschleunigungskomponenten der Sonne, 
herriihrend von der Anziehung von m 2• Daher sind die rechten Aus
driicke in den ersten drei Gleichungen (24) die Differenzen zwischen den 
Beschleunigungskomponenten von mi und der Sonne, die von der An
ziehung von m 2 herriihren. AhnIich sind die rechten Ausdriicke in den 
Ietzten drei Gleichungen die Differenzen zwischen den Beschleunigungs-



VII. Die allgemeinen Integrale des n-Korperproblems 259 

komponenten von m 2 und der Sonne, die von der Anziehung von mi 

herruhren. Wenn beide Korper gleichen parallelen Beschleunigungen 
unterliegen, so werden sich ihre relativen Positionen nicht andern. Die 
Differenzen ihrer Beschleunigungen kommen von den storenden Kraften 
und mess en diese StCirungen. Die rechten Ausdrucke (24) sind daher 
genau diejenigen Teile der Beschleunigungen, welche durch die storenden 
Krafte hervorgerufen werden. 

Wenn n - 2 storende Korper vorhanden sind, so bilden die rechten 
Seiten die Summen von Gliedern, welche von den Korpern m 2, ••• m"- I 

abhangen, ahnlich den rechten Ausdrucken (24), welche allein von m 2 

abhangen; oder mit anderen Worten: die Resultanten der storenden 
Krafte setzen sich additiv aus den Anteilen zusammen, die der Wirkung 
der einzelnen storenden Korper entstammen. 

150. Die Ordnung des Gleichungssystems. Die Ordnung des Glei
chungssystems (23) ist 6n - 6, anstatt 6n wie die des Systems (1) fUr 
den Fall absoluter Bewegung. 1m FaIle der absoluten Bewegung wurden 
10 Integrale gefunden, welche das Problem auf die Ordnung 6n -10 
reduzierten. Sechs von diesen bezogen sich auf die Bewegung des 
Massenmittelpunktes, drei auf die Flachengeschwindigkeiten und eins 
auf die Energie des Systems. 1m gegenwartigen FaIle lassen sich nur 
vier Integrale finden, die drei Flachensatze und das Integral der leben
digen Kraft, welche das Problem ebenfalls auf die Ordnung 6n - 10 
reduzieren. 

Das Problem laBt sich auch auf die Ordnung 6n - 6 reduzieren, wenn 
man die Integrale fur den Massenmittelpunkt direkt benutzt. Be
trachtet man insbesondere die Differentialgleichungen fur die Korper 
mI , m 2 ••• , m"-l> so enthalten sie in der ursprunglichen Form die Koordi
naten von m .. , diese GroBen konnen jedoch mit Hilfe der Gleichungen (5) 
eliminiert werden. 

Wird der Ursprung im Massenmittelpunkt angenommen, sq ist 
n 

~mixi = 0, 
;=1 

n 

~miYi = 0, 
;=1 

" 
2mizi = 0, 
;;::::1 

und die Elimination gestaltet sich besonders einfach. Oder man kann 
wegen dieser linearen, homogenen Relationen die n Varia bIen einer jeden 
Gleichung linear und homogen in n - 1 neuen Varia bIen ausdrucken. 
Auf diese Weise erhalt man 

Xl = all~I + a12~2 + ... + aI, 10-1 ~"-l> 

X 2 = a2I~I + a22~2 + ... + a 2, 10-1 ~n-I' 

X .. = anI ~I + an2~2 + ... + a .. 10-1 ~1O-l 
, 17* 
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und ahnliche Gleichungssysteme fiir y und z. Die Koeffizienten at; 
sind willkiirliche Konstanten, nur miissen sie so gewahlt werden, daB 
eine jede Determinante der Matrix der Substitutionsgleichungen von 
null verschieden ist, weil sonst eine lineare Beziehung zwischen den ~i 
bestehen wiirde. Diese Konstanten lassen sich auch so wahlen, daB die 
transformierten Gleichungen eine symmetrische Form erhalten. An
gewandt wurde diese Methode von Jacobi in einer wichtigen Abhandlung 
mit dem Titel "Sur l' emination des noeuds dans le probleme de.~ trois 
corps" (Journal de Math., vol. IX.) 1844) und von Radau in einer Ab
handlung mit dem Titel "Sur une transformation des equations ditferen
tielles de la Dynamique" (4nnales de l'Ecole Normale, 1. Serie, vol. V). 

XIX. Aufgaben. 

1. Man mache in den Integralen (12) und (15) die Transformation xi = xi' + xn 

und eleminiere xn' Yn' zn' d xn , '!.Y,,: und ~z,! mit Hille der Gleichungen (4) und 
dt dt dt . 

(5). Man beweise, daB die sich ergebenden Ausdriicke vier Integrale der Glei
chungen (23) bilden. 

2. Man leite die Gleichungen (23) direkt ab, indem man den Koordinatenanfang 
in m 2 annimmt, ohne zuerst VOl). den festen Achsen Gebrauch zu machen. 

S. Die Gleichungen (23) sind nicht symmetrisch, da jeder Korper eine verschie
dene Storungsfunktion Rj,1 in den Ausdriicken auf der rechten Seite erfordert. Man 
stelle das entsprechende System von Differentialgleichungen auf, fiir welches die 
Bewegung von mn_1 sich auf ein rechtwinkliges Achsensystem mit dem Ursprung 
in mn bezieht; die Bewegung von mn_2 auf ein paralleles Achsensystem mit dem 
Ursprung in dem Massenmittelpunkt von mn und mn-I; die Bewegung von mn-a 
auf ein paralleles Achsensystem mit dem Ursprung im Massenmittelpunkt von 
mn, mn_1 und mn_a und fahre in dieser Weise fort. Man zeige, daB die Resultate 
die symmetrischen Gleichungen sind 

Pn _ 2 = mn _ 2 + mn _ I + mn , 

P2 d2 xI 0 U 
PI ml dtS = OX1' PI=ml+ m2+···+ mn, 

und ahnliche Gleichungen in y und z, wo 

U=k2mn (.mn -,_I+ mn-=.2. + ... +ml) 
r", n-l '",1&-2 '''_1 

+k2mn_1( mn _. + ___ rn,n_:::!1 __ +"'+r ml ) 
'1I-l t ft-2 '" -1,11-9 n - I, 1 
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(Diese Gleiohungen sind dieselben, welohe Radau von einem versohiedenen Stand
punkt aus in der § 150 zitierten Abhandlung aufgestellt hat. Sie wurden von 
Tisserand in einem sehr eleganten Beweis des Poissonsohen Theorems angewandt, 
welohes die Invaria.bilitat der groBen Aohsen der Planetenbahnen gegentiber 
Storungen bis zur zweiten Ordnung mit Beruoksiohtigung der Massen betraf. 
Poinoare hat dieses System bei seinen Untersuohungen des Dreikorperproblems 
allgemein benutzt.) 

4. Man stelle die (23) entspreohenden Differentia.lgleiohungen in Polarkoordina
ten auf. 

10-1 

dBr"_fl_rj OOSI m (~6i)2_rz (~_rp;)B=_k2(mi+m-,,2+ ~m.ORi.i 
dtl ,n ... , de '. n dt r2 ~ • or ' i,n ;=1 i.n 

(j= 1, ... , n-l), (i+j). 

Gesohiohtliohe tJbersioht und Literatur. 

Die Untersuohungen des n Korperproblems zerfa.llen in zwei Arten; die erste 
bilden diejenigen, welohe zu allgemeinen Theoremen fUhren, die fUr jedes System 
gelten; die zweite Art von Untersuohungen liefert gute Annaherungen fUr einen 
gewissen Zeitraum in besonderen Systemen, so z. B. im Sonnensystem. Die 
Untersuohungen der zweiten Art sind als Storungstheorien bekannt, die in einem 
anderen Kapitel behandelt werden. 

Die ersten allgemeinen Theoreme betreffen die Bewegung des Massenmittel
punktes und wurden von Newton in den Prinzipien gegeben. Die zehn Integrale 
und die Theoreme, zu welohen sie fUhren, waren duroh Euler bekannt. Das naohste 
allgemeine Resultat bildeten der Existenzbeweis und die Diskussion der invariablen 
Ebene duroh Laplaoe 1784. 1m Wintersemester 1842/43 hielt Jaoobi an der 
Universitat Konigsberg eine Vorlesung tiber Dynamik ab. In dieser Vorlesung 
gab er die Resultate von einigen sehr wichtigen Untersuchungen tiber die Integra
tion der in der Mechanik auftretenden Differentialgleichungen. In den samt
lichen Fallen, wo die Krafte nur von den Koordinaten abhangen und wo eine 
Potentialfunktion existiert, Bedingungen, welche im n Korperproblem erfiillt sind, 
bewies er, daB, wenn die samtlichen Integrale auBer zwei gefunden sind, die letzten 
beiden stets ermittelt werden konnen. Er zeigte auch, einige Untersuchungen 
von Sir William Rowan Hamilton ausdehnend, daB sich das Problem auf eine 
partielle Differentialgleichung zurUckfUhren la.6t, deren Ordnung einha.lbmal so 
groB ist, wie die des ursprunglichen Systems. Jacobis Vorlesungen wurden in 
dem Erganzungsbande zu seinen gesammelten Werken veroffentlicht. Sie sind 
an und fUr sich von groBer Wiohtigkeit, aber auoh insofern, als sie eine absolut 
notwendige Vorbedingung fUr die LektUre der epochemaohenden Ahhandlungen 
von Poinoare bilden und soUten jedem Studierenden der Himmelsmechanik 
zuganglioh sein. 

Es ist eine Frage von groBtem Interesse, ob die Bewegung dar Mitglieder eines 
solchen Systems wie Sonne und Planeten rein periodisoh sind. Newcomb hat 
in einer wichtigen Abhandlung, in den Smithsonian Contributions to Knowledge, 
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Dezember 1874 verofientlicht, gezeigt, daB die Differentialgleichungen formal durch 
rein periodische Reihen erfiillt werden konnen. Indessen unterlieB er den Nachweis 
der Konvergenz dieser Reihen; und in der Tat hat Poincare in Les Methodes 
Nouvelles, chaps. IX und XII gezeigt, daB sie im allgemeinen divergent sind. 

Wie im § 147 bereitB erwiihnt wurde, hat Bruns in den Acta Mathematica, 
Band XI, nachgewiesen, daB bei Benutzung rechtwinkliger Koordinaten keine 
neuen algebraischen Integrale existieren, und Poincare in den Acta Mathematica, 
Band XIII, daB bei Benutzung der Elemente als Variable keine neuen uniformen 
transzendenten Integrale vorhanden sind, selbst wenn die Massen der siimtlichen 
Korper, auBer einem, sehr klein sind. 

Fur weitere Studien der allgemeinen Differentialgleichungen mit verschiedenen 
Systemen von Variablen empfehlen wir dem Studenten Tisserands Mecanique 
Celeste, vol. I, chaps. III, IV und V. 

Achtes Kapitel. 

Das Dreikorperproblem. 
151. Das Problem. Das Dreikorperproblem weist eine Anzahl von 

wichtigen Resultaten auf, welche mit mathematischer Strenge abgeleitet 
wurden, unter der Voraussetzung, daB die Koordinaten und Geschwin
digkeitskomponenten am Anfang gewissen besonderen Bedingungen ge
nugen. Wenn diese Sonderfalle auch in der Natur nicht vorgefunden 
wurden, so lassen die erhaltenen Resultate trotzdem manche Anwen
dungen zu; im ubrigen sind die Ableitungen mathematisch elegant und 
fuhren zu auBerst interessanten Schlussen. Vorliegendes Kapitel solI diese 
Resultate bringen, soweit sie in den Rahmen des Werkes hineinfallen, 
wahrend die Storungstheorien, auf Grund deren sich die Positionen der 
Himmelskorper voraussagen lassen, erst in den folgenden Kapiteln be
handelt werden. 

Der erste Teil des Kapitels enthalt die Diskussion einiger Bewegungs
eigenschaften eines unendlich kleinen Korpers, der von zwei endlichen 
Korpern angezogen wird, welche um ihren Massenmittelpunkt Kreise 
beschreiben, einschlieBlich des Existenzbeweises fur gewisse besondere 
Losungen, fur welche die Abstande des infinitesimalen Korpers von den 
endlichen Korpern konstant sind. Der zweite Teil des Kapitels enthalt 
die Darlegung einer Methode, partikulare Losungen fur die Bewegung 
von drei endlichen Korpern zu finden, wenn die Verhaltnisse ihrer gegen
seitigen Entfernungen konstant sind. Diese Losungen schlieBen freilich 
die vorigen ein, aber nach dieser Methode lassen sich so viel weniger 
Bewegungseigenschaften und mit so viel groBeren Schwierigkeiten 
auffinden, daB es doch geraten erscheint, die Diskussion in zwei Teile 
zu zerlegen. 
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Die besonderen Losungen des Dreikorperproblems, welche hier dis
kutiert werden, wurden zum erstenmal 1772 von Lagrange in einer 
preisgekronten Abhandlung mitgeteilt. Die hier benutzte Methode ist 
von der Lagrangeschen ganzlich verschieden und bedeutend besser ge
eignet zur Verallgemeinerung auf den Fall, wo eine groBere Anzahl von 
Korpern vorliegt. Die Reduktion der Ordnung um eine Einheit, welche 
ein sehr interessantes Moment der Lagrangeschen Abhandlung dar
stellte, wird von dieser Methode allerdings nicht geleistet. Da indessen 
keine Moglichkeit bestand, irgend welchen Gebrauch von dieser Reduk
tion zu machen, so hatte sie keine praktische Bedeutung. 

Mathematisch versteht man unter einem unendlich kleinen Korper 
einen Korper, welcher von endlichen Massen angezogen wird, ohne sie 
selbst anzuziehen. Physikalisch versteht man darunter einen Korper 
von so kleiner Masse, daB er auf die Bewegung endlicher Korper wahrend 
eines beliebig groB angenommenen Zeitraumes eine St6rung ausubt, die 
kleiner ist als ein beliebig klein angenommener Betrag. Um eine kleine 
Masse, die diesen Bedingungen genugt, wirklich zu bestimmen, hat man 
nur notig, die Masse so klein zu machen, daB ihre gesamte die storende 
Kraft stets ubertreffende Anziehung, wirkend in der kleinstmoglichen 
Entfernung, einer der groBen Massen wahrend der angenommenen Zeit 
eine Verschiebung erteilt, die noch kleiner ist als diese Minimalentfer
nung. 

Bewegung des unendlich kleinen Korpers. 

152. Die DiHerentiaigleichungen der Bewegung. Wir betrachten ein 
System, das aus zwei endlichen Korpern besteht, die sich um ihren ge
meinsamen Massenmittelpunkt in Kreisen bewegen, und aus einem 
infinitesimalen Korper, der ihren Anziehungen unterworfen ist. Die 
Masseneinheit sei so gewahlt, daB die beiden endlichen Korper zusammen 
die Masse eins besitzen; dann konnen ihre Massen mit 1 - I-' und I-' 
bezeichnet werden, so daB I-' <t ist. Die Einheit fur die Entfernung 
wahlen wir so, daB die konstante Entfernung zwischen den endlichen 
Korpern den Wert eins hat, und die Zeiteinheit so, daB k2 gleich eins 
ist. Der Koordinatenanfang liege im Massenmittelpunkt der endlichen 
Korper und die Achsenrichtungen seien so angenommen, daB die 
~17-Ebene die Ebene ihrer Bewegung darstellt. Die Koordinaten der 
Korper 1 - 1-', I-' und des unendlich klein en Korpers seien ~l> 171' 0; ~2' 
172' 0 und ~, 17, 1;, und es sei 

Tl = y(~ - ~1)2 + ('Y} - 'Y}1)Z + 1;2, 

Tz = V(~ - ~2)2 + ('Y} - 'Y}2)2 + 1;2. 
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Dann lauten die Differentialgleichungen der Bewegung fUr den infinite
simalen K6rper 

(1 ) 

Mit Rucksicht auf die Wahl der Einheiten besitze die mittlere Winkel
bewegung der endlichen K6rper den Wert 

n = k Y(l ~L+p = 1. 
:1 

a" 

Wir beziehen die Bewegung der K6rper auf ein neues Achsensystem 
mit demselben Ursprung, daB sich um die C-Achse in der Bewegungs
richtung der endlichen K6rper mit der gleichformigen Winkelgeschwin
digkeit eins dreht. Die Koordinaten des neuen Systems genugen den 
Gleichungen { l: t . t 

!> = X cos - y SIn , 

(2) 'YJ = x sin t + y cos t, 

t C = z, 

und ahnlichen Gleichungen fur die Gr6Ben mit den Indizes 1 und 2. 
Bestimmt man die zweiten Ableitungen von (2) und setzt in (1) ein, so 
ergibt sich 

(8) { d2x d Y }. {dB Y d x 1 ---- - 2 - - - X SlO t + - + 2 -- - Y J cos t 
dt2 dt dtl dt 

= _ { (1 -I') (x r/I ) + I' (x r/0} sin t 

-, (1 - Il) (Y-Y,l + Il (Y-Ya)} cos t 
I r ria r r~a , 

d1z z z 
dtii = - (1 -I')-i} -I'r~a . 
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Man multipliziere die ersten beiden Gleichungen mit cos t und sin t, 
dann mit - sin t und cos t und addiere jedesmal. Dies liefert 

Die Lage der Achsen kann so gewahlt werden, daB die x-Achse standig 
durch die Mittelpunkte der endlichen Korper hindurchgeht; dann ist 
Yl = 0, Yz = 0 und die Gleichungen werden 

(4) 

Dies sind die Differentialgleichungen fiir die Bewegung des infinitesima
len Korpers in bezug auf ein in der Weise rotierendes System, daB die 
endlichen Korper mit ihren Mittelpunkten stets auf derx-Achse liegen. 
Sie besitzen die wichtige Eigenschaft, daB sie die unabhangige Variable 
t nicht explizite enthalten, weil die Koordinaten der endlichen Korper 
infolge der festgesetzten Drehung des Systems konstante Werte er
halten haben. Hingegen sind in den Gleichungen (1) die GroBen ';1' ';2' 
'fJl und 'fJ2 Funktionen von t. 

Das allgemeine Problem, die Bewegung des infinitesimalen Korpers 
zu bestimmen, ist von der sechsten Ordnung; wenn der Korper speziell 
der Bewegungsebene der endlichen Korper angehOrt, so ist das Problem 
von der vierten Ordnung. 

163. Das lacobische Integral. Die Gleichungen (4) besitzen ein Inte
gral, welches zuerst Jacobi aufgestellt hat, Comptes Rendus de l'Aca
demie des Sciences de Paris, vol. III, p. 59, von Hill in der ersten seiner 
beriihmten Abhandlungen iiber die Mondtheorie diskutiert wurde, The 
American Journal of Mathematics, vol. I, p. 18, und ferner von Darwin 
in seiner Abhandlung iiber periodische Bahnkurven, Acta Mathematica, 
Band XXI, S.102. Setzt man 

(5) U 1 ( 2 + 2) (1-Jl-) JI-= -- x Y + ---- +--, 
2 ~ ~ 
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so lassen sich die Gleichungen (4) in der Form schreiben 

! d2X dy au 

dt2 - 2.d. t = ax' 
d2 y dx c u l dt2 + 2 dt =(}y , 

d2 z au 
dt£ = -iJz' 

(6) 

Wenn man diese Gleichungen mit 2~:, 2~f und 2 ~; multipliziert und 

addiert, so kann man die entstehende Gleichung integrieren, da U eine 
Funktion von x, y und z allein ist; dies liefert 

(~Tr+ (~;r+ (~Tr= V 2 = 2U -- C 
_ x2 + y2 + 2(1-fl) + 2~_ C. 

r 1 r 2 

(7) 

Zur vollstandigen Losung des Problems sind noch fiinf Integrale er
forderlich. Wenn der unendlich kleine Korper sich in der x y-E bene 
bewegte, brauchte man nur noch drei Integrale zu bestimmen, von denen 
die letzten beiden mit Hilfe von Jacobis letztem Multiplikator1) erhalten 
werden konnen, falls das erste gefunden ist. Es hat also den Anschein, 
als ob nur ein neues Integral zur vollstandigen Losung dieses speziellen 
Problems in der Ebene2) benotigt wiirde. Doch Bruns hat gezeigt, Acta 
Mathematica, Band XI, daB fUr rechtwinklige Koordinaten keine neuen 
algebraischen Integrale existieren; und Poincare hat nachgewiesen, Les 
Methode Nouvelles de la Mecanique Celeste, Bd. I, Kap. V, daB, wenn 
die Bahnelemente als Variable benutzt werden, keine neuen ganzen 
transzendenten Funktionen existieren, selbst wenn die Masse des einen 
endlichen Korpers sehr klein ist im Vergleich zu der des anderen (§ 147). 
Diese Beweise liegen ganz auBerhalb des Rahmens dieses Werkes und 
konnen hier nicht wiedergegeben werden. 

154. Die GrenzfUichen verschwindender Relativgeschwindigkeit.3) 
Gleichung (7) stellt eine Beziehung zwischen dem Quadrat der Geschwin
digkeit und den Koordinaten des infinitesimalen Korpers in bezug auf 
das rotierende System dar. Wenn daher die Integrationskonstante C durch 

1) Entwickelt in den Vorlesungen uber Dynamik, Erganzungsband zu Jacobis 
~esammelten Werken. 

2) Hill brachte seine speziellen Gleichungen auf eine solche Form, daB sie 
sich auf Quadraturen zuruckfiihren lieLlen, wenn eine einzige Variable durch die 
Zeit ausgedriickt ware, American Journal of Mathematics, vol. I., p. 16. 

3) Zuerst diskutiert von Hill in seiner Mondtheorie, The American Journal of 
Mathematics, vol. I; und ferner, fiir die Bewegung in der xy-Ebene, von Darwin, 
in seinen Periodic Orbits, Acta Mathematica, Band XXI. 
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die Anfangsbedingungen numerisch bestimmt ist, so bestimmt Gleichung 
(7) die Geschwindigkeit, mit der sich der unendlich kleine Korper, falls 
iiberhaupt, in allen Punkten des rotierenden Raumes bewegt; umgekehrt 
liefert fiir eine gegebene Geschwindigkeit Gleichung (7) den Ort der
jenigen Punkte des relativen Raumes, die fiir die Bewegung des infinite
simalen Korpers ausschlie.6lich in Betracht kommen. Setzt man ins
besondere in dieser Gleichung V gleich null, so definiert sie die Flache 
fiir die Geschwindigkeit null. Auf der einen Seite dieser Flache ist die 
Geschwindigkeit reell, auf der anderen imaginar; oder mit anderen Wor
ten, der Korper kann sich nur auf der einen Seite der Flache bewegen. 
Der allgemeine Satz, daB eine Funktion ihr Zeichen andert, wenn die 
Flache, auf welcher sie verschwindet, durchschritten wird (wenigstens 
in einem regularen Punkt), wurde § 120 bewiesen. Wahrend man die 
Art der Kurve, abgesehen von einigen ganz besonderen Fallen, nicht 
wird bestimmen konnen, so zeigt doch diese Aufteilung des relativen 
Raumes, in welchen Raumen die Bewegung des Korpers vor sich gehen 
kann und in welchen nicht. 

Die Grenzflache der relativen Geschwindigkeit rmll hat die Gleicbung 

1 
X2+ y2 + 2(1-,u) + ~~ = c, 

Tl Tz 

(8) fl = V(x - X1)2 + y2 + Z2, 

f2 = V(x X 2)2 + y2 + Z2. 

Da nur die Quadrate yon y und z auftreten, so ist die Flache (8) symme· 
trisch in bezug auf dIe xy und xz-Ebene und fiir f-t = ! auch in bezug 
auf die yz-Ebene. Die PHiche fiir f-t + t liiBt sich als Verbiegung der 
Flache fiir f-t = l betrachten. Aus der Art, in welcher z eingeht, folgt, 
daB eine Gerade parallel zur z-Achse die Flache in zwei (oder keinen) 
reallen Punkten schneidet. Ferner liegt die Flache innerbalb eines 
Zylinders, dessen Acbse die z·Achse und dessen Radius Vir ist, dem 
sich gewisse Flachenteile fiir Z2 = 00 asymptotisch nahern; deno fiir 
zunehmendes Z2 besitzt die Gleichung die Grenze 

X2 + y2 = c. 

155. Genaherte Formen der FUichen. Aus den im vorhergehenden 
Paragraphen abgeleiteten Eigenschaften der Flachen und den Schnitt
kurven, in welchen die Flachen von den Bezugsebenen durchsetzt werden, 
kann man einen allgemeinen Begriff von ihren Gestalten gewinnen. Die 
Gleichung der Schnittkurven der Flachen mit der xy-Ebene erhalt man 
fiir z gleich null aus der ersten Gleichung (8), sie lautet daher 

{9) x2 + y2 + 2(1 -,u) _ + 2,u = C. 
V(X-Xl)Z+y' V(x-xz)'+y' 
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Fur groBe Werte x und y, welche dieser Gleichung genugen, sind das 
dritte und vierte Glied verhaltnismaBig unwichtig; somit schreiben wir 
die Gleichung 

2 . 2'-.C_~~~ ___ 2_p.~~-C_ 
x + y - V(x-X1)'+y2 V(x-xa)2+Y' - e, 

wo e klein ist. Dies ist die Gleichung eines Kreises mit dem Radius 
yo - e; ein Zweig der Kurve in der xy-Ebene bildet daher ein genahertes 

kreisformiges Oval innerhalb des asymptotischen Zylinders. Ferner ist 
zu beachten: je groBer C ist, um so groBere Werte x und y genugen der 
Gleichung, um so kleiner ist e, um so kreisformiger ist das Oval und um 
so mehr nahert es sich dem asymptotischen Zylinder. 

Fur kleine, der Gleichung (9) genugende Werte x und y sind die ersten 
und zweiten Glieder verhaltnismaBig unwichtig; in diesem FaIle konnen 
wir schreiben 1-p. p. C X2 + y2 C --- + .. =- - --- = . - e. 

r 1 r 2 2 2 2 

Dies ist die Gleichung aquipotentialer Kurven 1) fur die beiden Kraft-

1) Thomson und Taits Natural Philosophy, Part II., Art. 508. 
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zentren 1 - ft und ft. Fur groBe Werte 0 bestehen sie aus geschlossenen 
Ovalen um jeden der beiden Korper 1 - ft und ft; fur kleine Werle 0 
vereinigen sich die Ovale zwischen den Korpern, indem sie eine hantel
formige Figur bilden, deren Enden auBer fUr ft = i von verschiedener 
GroBe sind, fiir noch kleinere Werte 0 verbreitert sich der Stiel der Han
tel, bis die Figur ein Oval wird, das beide Korper einschlieBt. 

z -Achse 

Fig. 89. 
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Die genaherten Formen der Kurven, in welchen die Flachen von der 
xy-Ebene geschnitten werden, sind in Figur 38 dargestellt. Die Kurven 
01> O2, 0 3 , 0" 0" entsprechen abnehmenden Werten der Konstanten O. 
Sie wurden nicht auf Grund numerischer Berechnungen gezeichnet und 
sollen den Charakter der Kurven nur qualitativ andeuten. 

Die Schnittkurven der Flachen mit der xz-Ebene erhalt man aus 
Gleichung (8) fiir y gleich null. Ihre Gleichung ist folglich 

(10) x2 + 2(1_-,u)=-=: + __ ~~_= = O. 
y(x - XI)I + Zl y(x - xa)2 + Zl 

Fiir groBe Werte von x und z, die diese Gleichung erfiillen, werden das 
zweite und dritte Glied verhii.ltnismaBig unwesentlich, und man kann 
fiir (10) schreiben x2 = 0 - B; 
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diese Gleichung stellt ein Geradenpaar parallel und symmetrisch zur 
z-Achse dar. Je groBer 0 ist, urn so groBer ist das fUr ein gegebenes 
z die Gleichung erfUllende x und urn so kleiner daher e. Folglich 
nahern sich mit wachsendem 0 die Geraden dem Asymptotenzylinder. 

Z-Acnse 
r 

i 
r 
I 
I 
r 
I 

i 
I 

l"ig.40. 

Fiir kleine Werte x und z, die Gleichung (10) geniigen, ist das erste 
Glied verhaltnismaBig unwichtig, und man kann schreiben 

1-J.l +.~ =0. _ e. 
Y1 Y2 2 

Diese Gleichung liefert wieder die aquipotentialen Kurven und hat die 
gleichen Eigenschaften wie oben. Die Kurven in der xz-Ebene haben 
daher qualitativ gleiche Gestalten wie die der Figur 39. Ferner ent
sprechen den Kurven 01 ... , 0 5 abnehmende Werte der Konstanten 0; 
sie wurden ebenfalls nicht numerisch gefunden. 

Die Schnittkurven, welche die yz-Ebene mit den Flachen liefert, 
ergeben sich fiir x gleich null aus Gleichung (8) und lauten 

(11 ) y2 + _3(1=1l)_ + ---==2t-=_ = O. 
JlX12+y2+ Z2 JlX22+y2+Z2 
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Fur groBe dieser Gleichung genugenden Werte y und z sind das zweite 
und dritte Glied verhaltnismaBig unwichtig; somit kann man schreiben 

y2 = a -c. 

Dies ist die Gleichung eines Geradenpaares in der Nahe des Asymptoten
zylinders, das sich ihm mit wachs end em a nahert. Wenn 1 - /-l viel 
groBer als /-l, ist der numerische Wert von X 2 viel groBer als der von Xl; 

daher laBt sich fUr kleine der Gleichung (11) genugende Werte y und z 
diese Gleichung schreiben 

2(1-.u) = a-c, 
r1 ' 

dies ist ein Kreis, welcher mit abnehmendem a zunimmt. Daher gleichen 
die Kurven in der yz-Ebene qualitativ den Kurven der Figur 40. Ferner 
entsprechen die Kurven 0 1 • • •• , Os abnehmenden Werten der Kon
stanten O. 

Aus dies en drei Schnitten durch die Flachen kann man leicht auf 
ihre Gestalten fur die verschiedenen Werte a schlieBen. Ganz roh be
schrieben, bilden sie fur groBe Werte a eine geschlossene, annahernd 
kugelformige Flache urn jeden der beiden endlichen Korper und Flachen, 
die wie Vorhange symmetrisch zur xy-Ebene von dem asymptotischen 
Zylinder herabhangen; fUr kleine Werte a werden die kugelartigen Ovale 
immer groBer und flieBen schlieBlich zu einem einzigen (Fig. 38, Kurve 0) 
zusammen; fUr noch klein ere Werte a erfolgt auch noch die Vereinigung 
mit den Vorhangsflachen, wobei die ersten Beruhrungspunkte in jedem 
FaIle in die xy-Ebene zu liegen kommen; schliel3lich, wenn a hinreichend 
klein geworden ist, zerfallen die Flachen wieder in zwei Teile, die zur 
xy-Ebene symmetrisch liegen, ohne sie zu schneiden (Fig. 39, Kurve as, 
und Fig. 40, Kurve 06), 

156. Die Raumteile reeller und imaginarer Geschwindigkeit. Nachdem 
wir so die Gestalten der Flachen bestimmt haben, bleibt noch zu unter
suchen, in welchen Teilen des relativen Raumes die Geschwindigkeit 
reell und in welch en sie imaginar ist. Fur das Quadrat der Geschwindig
keit besteht der Ausdruck 

p = x2 + y2 + 2(1-::-.u) + ~ . .u. _ O. 
r1 r. 

a sei so groB, daB die beiden Ovale und Vorhangflachen samtlich ge
trennte Flachen bilden. Die Bewegung ist dann reell in den Raum
teilen, fUr welche der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung 
positiv ist. Wenn dies aber fUr einen Punkt innerhalb eines geschlossenen 
Flachenteiles der Fall ist, so gilt dasselbe auch fur aIle anderen Punkte 
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innerhalb der FHiche, denn die Funktion wechselt ihr Zeichen nur beim 
Durchschreiten der Flache, fUr die sie verschwindet. 

Wie aus der Gleichung unmittelbar folgt, kannen x und y so groB 
gewahlt werden, daB der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen fUr 
belie big groBe Werte C positiv ist; somit ist die Bewegung auf3erhalb der 
Vorhangflachen reell. Ferner erhalt man offen bar positive Werte fur 
den Ausdruck rechts, wie groB auch C sein mag, wenn man Punkte 
hinreichend nahe an 1 - fl oder fl' d. h. r1 oder r2 hinreichend klein 
wahlt; folglich existiert auch innerhalb der Ovale um die endlichen [{orper 
eine reelle Bewegung. 

Wenn im Falle so groBer Werte C, daB die beiden Ovale um die end
lichen Karper existieren, der infinitesimale Karper sich anfanglich in 
einem der Ovale befinden wurde, so wurde er dieses Oval niemals ver
lassen kannen, da er ja nicht imstande ware, eine Flache von der Ge
schwindigkeit null zu passieren. Unter der Annahme kreisfOrmiger Erd
bahn und infinitesimaler Mondmasse ergibt sich, daB die durch die 
Bewegung des Mondes bestimmte Konstante C hinreichend groB ist, 
damit um die Erde ein geschlossenes Oval existiert, das den Mond in 
seinem Innern enthalt. Foiglich kann sich der Mond nicht unendlich 
weit von der Erde entfernen. Auf diese Weise fuhrte Hill mit diesen 
Annaherungen den Nachweis, daB die Entfernung des Mondes von der 
Erde eine obere Grenze besitzt.1) 

157. Methode zur Berechnung der Fllichen. Reelle Punkte auf den 
Flachen lassen sich meist leicht finden, wenn man zuerst die Kurven in der 
xy-Ebene und dann mit Naherungsmethoden die (7) genugenden Werte z 
bestimmt. Ferner sind die Kurven der xy-Ebene von gr6Btem Interesse, 
weil die Punkte, in denen sich die verschiedenen Flachenteile bei ihrer 
Vereinigung zuerst beruhren, dieser Ebene angeh6ren, und im besonderen 
der x-Achse, wie aus der symmetrischen Lage der Flachen ersichtlich ist. 

Die Kurven besitzen in der xy-Ebene die Gleichung 

x2 + y2 + ___ 2(1_-:::::_~ ____ + _ _ 2# -- = C. 
V(x - Xt)2+ y2 V(x - X.)2+ y' 

Nach Beseitigung der Wurzeln und Bruche ergibt sich hieraus ein Polynom 
vom sechzehnten Grade in x und y. Nimmt man die eine von den beiden 
Varia bien willkurlich an, so lassen sich die entsprechenden Werte der 
anderen durch L6sung dieser rationalen Gleichung finden. Dieses Problem 
bietet jedoch groBe praktische Schwierigkeiten wegen des hohen Grades 
der Gleichung, die sich noch vermehren durch das Vorhandensein frem
der L6sungen, welche durch das Rationalisierungsverfahren eingefuhrt 
werden. 

1) Mondtheorie, Am. Jour. Math., vol. I., p.23. 
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Die Schwierigkeit des Auftretens fremder Losungen laBt sich ganzlich 
vermeiden, und der Grad der Gleichung sehr stark reduzieren, wenn wir 
zu bipolaren Koordinaten tiber- . 

yiAchse gehen. Das heiBt, wir bestimmen , , 
die Punkte der Kurven durch ihre ,i 

Abstande von zwei fest en Punkten I p 

der x-Achse. Diese Methode konnte: ' : ~ lY nicht angewandt werden, wenn die 1-;..f''''''-~ ___ --:..L!l. ______ l _________ ~~A_£hse 
Kurve zu der Achse, auf der die A 

Pole liegen, nicht symmetrisch ware. 
l!'ig.41. 

Wir wahlen die Mittelpunkte der beiden Korper 1 - # und # als Pole und 
bezeichnen die Abstande von diesen Punkten mit TI und T2• Zur Aus
fUhrung der Transformation brauchen wir nur X2 + y2 in dies en GroBen 
auszudrticken. 

1st P ein Punkt auf einer von den Kurven, dann ist 0 A = x, A P = y, 
und da 0 den Massenmittelpunkt von 1 - # und # darstellt, 

und 

Es ergibt sich 

{ 
y2 =T12 -(x +#)2 =T12 -x2 -2#x _#2, 

y2 = T22 - [x - (1 - #)J2 = T22 - x 2 + 2(1 - #)x - (1 _ #)2. 

Eliminiert man die erste Potenz von x aus diesen Gleichungen und lost 
nach X2 + y2 auf, so findet man 

X2 + y2 = (1 - #)TI2 + f-tT22 - #(1 - #). 

Auf Grund dieser Gleichung wird aus (9) 

(12) (1 - #)[TI2 + ~J + # [T22 + :J = 0 + #(1- #) = Of. 

Nimmt man einen Wert von T2 willktirlich an, so laBt sich TI aus dieser 
Gleichung bestimmen; die Schnittpunkte der Kreise urn 1 - # und # 
als Mittelpunkte und mit dem berechneten TI und dem angenommenen 
"2 als Radien, sind Kurvenpunkte. Urn die Bestimmung von TI wirklich 
auszufUhren, bringen wir die Gleichung (12) auf die Form 

1 
TI3+aTI+b=O, 

a = - -~'-- + ---""- [T22 + _2J, 
1-" 1-" r 2 

b =2. 

(13) 

Da b = 2 positiv ist, so besitzt die erste Gleichung (13) wenigstens eine 
reelle negative Wurzel fUr beliebige Werte a. Der einzige Wert von Tl> 

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 18 
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welcher fiir dieses Problem eine Bedeutung hat, ist aber reeIl und positiv, 
daher muB die Bedingung fiir die Existenz reeIler positiver Wurzeln 
abgeleitet werden. 

Aus (12) folgt, daB C' stets groBer als ft ['22 + :J ist fiir aIle reeIlen 

positiven Werte '1 und '2; somit ist a stets negativ. In der Theorie der 
Gleichungen wird gezeigt, daB eine kubische Gleichung von dieser Form 
drei verschiedene reeIle Wurzeln besitzt, wenn 27 b2 + 4a3 < 0; oder. 
da b = 2, wenn 
(14) a + 3 < O. 

Falls diese Ungleichheit besteht, ist eine bequeme Losungsmethode fiir 
die kubische Gleichung gegeben durch 

(15) 

sin8=~1/_~~ 
2 V _as' 

l/-a. ( 0) 
'12 = 2 V -g--SIll 60 0 - 3 ' 

'13 = - 2 V=-3~sin(600 +~), 

wo 'no '120 '13 die drei Wurzeln der Gleichung darstellen. 
Der Grenzwert der Ungleichung (14) ist a + 3 = 0; oder, III den 

urspriinglichen GroBen 

(16) 

'23 + a"2 + b' = 0, 

a' = _ C' + 3(1-1-') 
I-' 1-" 

b' = 2. 

Die Losung dieser Gleichung liefert die extremen Werte von '2' fiir 
welche (13) reelle Wurzeln hat. Daher wird man zur wirklichen Bestim
mung dieser Wurzeln zuerst die Wurzeln '21 und'22 der Gleichung (16) 
bestimmen. Diejenigen Werte von '2' die in (13) eingesetzt werden, 
wird man so wahlen, daB sie zwischen'2l und'22 in bequemen Abstanden 
liegen. 

Gleichung (16) hat fiir samtliche Werte a keine reellen positiven 
Wurzeln, da 

die Bedingung fiir reelIe positive Wurzeln darstellt. In den urspriing
lichen GroBen besitzt diese Bedingungsgleichung den Grenzwert 
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_ Q: + 8(1-#) = _ 3' 
# # ' 

woraus 0' =3. 

Foiglich muB 0' gleich oder groBer als 3 sein, damit die Kurven reelle 
Punkte in der xy-Ebene besitzen. Fur 0' = 3 verschwinden die Kurven 
gerade von der Ebene, und es folgt sofort, daB Gleichung (12) alsdann 
durch r 1 = 1, r2 = 1 erfullt ist, d. h. die Flachen entfernen sich von 
der xy-Ebene in den Punkten, welche mit 1 - ft und ft gleichseitige 
Dreiecke bestimmen. 

158. Doppelpunkte der Flichen und partikuUire Losungen des Drei
korperproblems. Aus den allgemeinen Gestalten der Flachen folgt, daB 
die Doppelpunkte, welche bei abnehmendem 0 auftreten, samtlich in 
der xy-Ebene liegen. Daher genugt es fur diese Diskussion, die Gleichung 
der Kurven in der xy-Ebene zu betrachten. Auf der x-Achse erscheinen 
drei Doppelpunkte, wenn die Ovale urn die endlichen Karper einander 
und die auBere Kurve beruhren, welche sie beide einschlieBt. Es erschei
nen noch zwei weitere Doppelpunkte, wenn die Flachen sich von der 
xy-Ebene entfernen; es sind die beiden letzten Beriihrungspunkte, die 
mit den endlichen Karpern gleichseitige Dreiecke bestimmen. 

Sind diese Doppelpunkte schon von Interesse als singulare Punkte 
der Kurven, so solI jetzt gezeigt werden, daB sie mit wichtigen dynami
schen Eigenschaften des Systems zusammenhangen. Wir schreiben die 
Gleichung der Kurven in der Form 

(17) F(x, y) = x2 + y2 + 2(1-#) + ~~ - 0 = O. 
r l r2 

Die Bedingungsgleichungen der Doppelpunkte sind 

1 
~(;F =x_(1_ft)(x-xl )_ft(X-xs)=O 
2 OX r l 3 r23 , 

!-2- ~F == Y - (1 - ft)_Ys - ftJts = O. 
(j Y r l r 2 

(18) 

Die Ausdriicke vom Gleichheitszeichen sind diesel ben wie die Ausdrucke 
auf der rechten Seite der Gleichungen (4) fur z = O. Die Ausdrucke 
_1_ ~F und ~ ~F sind den Richtungskosinus der Normalen in samtlichen 
2 ox 2 uy dx dy . 
regularen Kurvenpunkten proportional, die GraBen dt und -d{ verschwm-

den auf den Flachen der Geschwindigkeit null, somit folgt aus (4), daB 
die Beschleunigungsrichtungen oder die Kraftlinien zu den Grenzfliichen 
verschwindender Relativgeschwindigkeit senkrecht stehen. Wenn daher der 
infinitesimale Karper einer Flache von der Relativgeschwindigkeit null 
angehart, so wird seine anfangliche Bewegungsrichtung zur Flache normal 

1S* 
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sein. Fiir Doppelpunkte wird aber der Begriff der Normalen zweideutig; 
daher la.Bt sich vermuten, da.B der infinitesimale Korper in einem Doppel
punkt im Zustande der relativen Ruhe verharren wiirde. 

Die Bedingungen (17) und (18) sind zugleich fiir das Verschwinden 
dB x dB Y d d B hI· k . d von dti und dtB-' 0 er er esc eumgungs omponenten, ill en 

Gleichungen (4). Wenn daher der unendlich kleine Kiirper in einem Doppel
punkt mit der Relativgeschwindigkeit null liegt, so werden seine Koordi
naten die Differentialgleichungen der Bewegung identisch erfullen, und er 
wird dauernd in relativer Ruhe verharren, falls er nicht von Kraften 
aufterhalb des betrachteten Systems gestiirt wird. Diese bilden partikulare 
Losungen des Dreikorperproblems und Sonderfalle der Lagrangeschen 
Losungen. 

Von den Gleichungen (18) wird die zweite durch y = 0 befriedigt. 
Die Doppelpunkte auf der x-Achse und die geradlinigen Librations
lOsungen sind gegeben durch die Bedingungen 

(1 ) (X-Xl) (X-X.) - 0 x- -I-' 3-1-' a- , 
[( X - Xl)2T£ [(X - x.)IF 

(19) y = 0, 
Z= o. 

Der Ausdruck auf der linken Seite der ersten Gleichung ist, als Funktion 
von x betrachtet, positiv fiir x = + 00, negativ fiir x = Xa + 8, WO 8 

eine sehr kleine positive Gro.Be darstellt, positiv fiir x = x 2 - 8, negativ 
fiir x = Xl + 8, positiv fiir x = Xl - 8 und negativ fiir x = - 00. Do. 
die Funktion endlich und stetig ist, au.Ber wenn x = + 00, x 2, Xl oder 
- 00, so folgt, da.B die Funktion beirn Durchgang durch null dreirnal 
ihr Zeichen wechselt, (a) einrnal zwischen + 00 und x 2, (b) einmal zwi
schen X2 und Xl> und (c) einmal zwischen Xl und - 00. Folglich gibt es 
drei Stellen auf der Geraden durch 1 - I-' und 1-', wo der Korper bei 
gegebener eigener Anfangsbewegung verbleibt. 

a) Der Abstand von I-' bis zum Doppelpunkt auf der x-Achse zwischen 
+ 00 und X 2 sei e, dann ist x - X 2 = e, x - Xl = r l = 1 + (J, x = 1 
- I-' + e, folglich wird die erste Gleichung (19) nach Beseitigung der 
Briiche 
(20) e5 + (3 - I-')e' + (3 - 21-')e3 - 1-'(!2 - 21-'e - I-' = o. 
In dieser Gleichung fiinften Grades weisen die Koeffizienten eine Zeichen
anderung auf; sie besitzt daher nur eine reelle positive Wurzel. Der Wert 
dieser Wurzel hangt von I-' abo Betrachtet man die linke Seite der Glei
chung als Funktion von e und 1-', so wird die Gleichung fiir I-' = 0 

e3(e 2 + 3e + 3) = O. 
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Diese Gleichung besitzt drei Wurzeln e = 0 und zwei andere, welche, 
von dem zweiten Faktor herruhrend, komplex sind. Aus der Theorie 
der Losung algebraischer Gleichungen folgt, daB fur von null verschie
denes, aber hinreichend kleines p. drei Wurzeln der Gleichung (20) als 

Potenzreihen in p.1 ausgedriickt werden konnen, die mit diesem Para
meterl) verschwinden. Die eine von diesen drei Wurzeln, die sich fur 

den reellen Wert von p.i ergeben, ist reell, die anderen beiden sind 
komplex. Die reelle Wurzel hat folglich die Form 

e = alf-tl + a20IJ + aa,Ui + ... 
Fuhrt man diesen Ausdruck fur (! in (20) ein und ordnet nach Potenzen 

von p.1, so ergibt sich durch Nullsetzen der Koeffizienten 

Folglich ist 
(21) 

si si 1 
al = --If' a2 = If' a3 = - 27' 

I t 2 3 

r2=(!=(~) +{_(_~)1f __ !_(~_)1f+ ... , 
r l =l+(!. 

Den entsprechenden Wert von 0' findet man durch Substitution dieser 
Werte von rl und r 2 in Gleichung (12). 

b) Der Abstand von p. bis zum Doppelpunkt auf der x-Achse zwischen 
X 2 und Xl sei e. Dann ist in diesem FaIle X - X 2 = - e, X - Xl = rl 
= 1 - (!, X = (1 - p.) - e; somit wird die erste Gleichung (19) 

eO - (3 - p.)(!' + (3 - 2p.)(l - p.(!2 + 2p.e - p. = o. 
Durch Auflosung wie in (a) erhalt man fUr r2 und rl die Werte 

(22) 1 r2 = (! = (~)~- _~_(~)f_ -!-(~/+ ... , 
rl=l-(!. 

Den entsprechenden Wert von 0' findet man durch Substitution dieser 
Werte von rl und r:a in Gleichung (12). 

c) Der Abstand von 1 - p. bis zum Doppelpunkt auf der x=Achse 
zwischen Xl und - 00 sei mit 1 - e bezeichnet. In diesem FaIle ist 
X - X 2 = - 2 + (!, X - Xl = - 1 + e, X = - p. - 1 + (!, und die 
erste Gleichung (19) wird 

(23) e5 - (7 + p,)(!' + (19 + 6p.)(!3 - (24 + 13p.)(!2 
+ (12 + 14p.)e - 7 p. = o. 

1) Harkness und Morley, Theory of Functions, chapter IV. 
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Fur ft = 0 geht diese Gleichung in die Gleichung uber 

rl-7(l + 1ge3 - 24[12 + 12e = 0; 

diese besitzt nur eine reelle Wurzel (! = o. Folglich kann e als Potenz
reihe in ft dargestellt werden, welche fUr hinreichend kleine Werte dieses 
Parameters konvergiert und mit ihm verschwindet. Diese Wurzel wird 
die Form 

besitzen. Setzt man diesen Ausdruck fur e in (23) ein, und setzt die 
Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von ft gleich null, so ergibt 
~~ 7 ~.~ 

c1 =12' c2 =0, C3=~' 

Hieraus folgt 

(24) 

7 23.71 3 e = i2ft + 124-ft + ... , 
T1 = 1- e, 
T2 = 1 + T1 = 2 - e. 

Den entsprechenden Wert von 0' findet man durch Substitution dieser 
Werte von r1 und T2 in Gleichung (12). 

Falls die Werte von T1 und T 2, die durch die ersten drei Glieder der 
Reihen (21), (22) und (24) gegeben sind, nicht hinreichend genau sind, 
mussen genauere Werte durch differentielle Korrektionen ermittelt 
werden. 

Um die nicht auf der x-Achse gelegenen Doppelpunkte zu finden, 
benutze man wieder die Ausdrucke (18). Diese oder irgend zwei unab
biingige Funktionen von ihnen definieren die Doppelpunkte. Da y in 
dies em Falle von null verschieden ist, kann die zweite Gleichung durch y 
dividiert werden, so erhiiJt man 

Man multipliziere diese Gleichung mit x - X 2 und x - Xl und subtra
hiere jedes Produkt besonders von der erstenGleichung (18). Dies liefert 
die Resultate ( ) I x2-(I-ft)~r~:i~1-=0, X - II. (::l~:I:') = 0 

1 r rz3 , 

Z = O. 

DI1 X 2 = 1 - f-t, Xl = - f-t und X 2 - Xl = 1, so reduzieren sich diese 
Gleichungen auf 
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1
1- 1 _=0 r 3 , 

1 

1 
-1 + - = 0, r.' 

Z= o. 

Die einzigen reellen Losungen sind r 1 = 1, r2 = 1, somit bilden die 
Punkte gleichseitige Dreiecke mit den endlichen Korpern, deren relative 
Massen beliebig sein konnen. Wie am Ende des § 157 gezeigt wurde, 
liegen diese Punkte an den Stellen, wo die Grenzflachen sich von der 
xy-Ebene entfernen. 

xx. Aufgaben. 

1. Die in § 152 definierten Einheiten werden kanonische Einheiten genannt; 
welches wiirde die kanonische Einheit der Zeit in Tagen fiir die Erde und Sonne 
sein ? 

2. Man zeige ganz allgemein, daB, wenn die Bewegung des Systems auf rotie
rende Achsen wie in § 152 bezogen wird, die Differentialgleichungen die Zeit nicht 
explizite enthalten diirfen. 

3. Warum kann man nicht ein (7) entsprechendes Integral aus den Gleichungen 
(1) sofort ohne Transformationen ableiten? Man zeige, daB ein Integral von (1) 
existiert. 

4. Welches sind die Grenzfliichen der Geschwindigkeit null fUr einen Korper, 
der entgegen der Schwerkraft vertikal in die Hohe geworfen wird? Fiir einen 
Korper, der einer zentralen Kraft unterliegt, die zu dem Quadrat der Entfernung 
umgekehrt proportional ist? 

5. Man zeige durch direkte Reduktionen von (15), daB 

(rl - ru) (rl - r l .) (rl - r13) - c r l " + arl + b = o. 
6. Man zeige, daB die Losung von (16) die extremen Werte von r, liefert, fUr 

welche (14) reelle Wurzeln besitzt. 
Anleitung: Man betrachte die Kurve y = r." + a'r. + b'. 
7. Man lege (12) die Bedingung auf, daB C' ein Minimum sein solI und zeige, 

daB ihr nur fiir r l = 1, r. = 1 geniigt wird, und daB der Minimalwert von C' 
gleich 3 ist. 

8. Warum sind die Kraftlinien nicht zu den samtlichen FIachen konstanter 
Geschwindigkeit senkrecht? 

9. Man zeige, daB der Doppelpunkt zwischen I-' und 1 -I-' naher an I-' liegt, als 
der zwischen I-' und + 00 

10. Man zeige, daB, wenn C' abnimmt, der erste Doppelpunkt zwischen I-' und 
1-1-' erscheint, der zweite zwischen I-' und + 00, der dritte zwischen 1 -I-' und 
- 00; und die letzten mit den endlichen Korpern gleichseitige Dreiecke bilden. 

11. Fiir I-' = T1T' 1 -I-' = H finde man die Werte von r l , r. und C' aus (21), (22), 
(24) und (12). I (21) r. = 0.340, 

Losung: (22) r. = 0.276, 

(24) r. = 1.947, 

r l = 1.340, 

r l = 0.724, 

r l = 0.947, 

C' = 3.535; 

C' = 3.653; 

C' = 3.173. 
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12. Von den angenaherten Werten desletzten Beispiels bestimme man nach der 
Methode der differentiellen Korrektionen weiter angenaherte Werte. 

f (21) r2 = 0.347, 

Losung: (22) r2 = 0.282, 

~ (23) r. = 1.947, 

r l = 1.347, G' = 3.534; 

r l = 0.718, 

r l = 0.947, 

G' = 3.653; 

G' = 3.173. 

13. Unter der Annahme einer kreisformigen Erdbahn bestimme man die Ent
fernung von der Erde bis zu dem der Sonne entgegengesetzten Doppelpunkt in 
Kilometern. Wiirde ein unendlich kleiner Korper in diesem Punkte verdunkelt 
werden? 

Losung: 1497035.232 km. 
14. Man zeige, daB, wenn die resultierende Anziehung von drei Korpern durch 

ihren Massenmittelpunkt hindurchgeht, die drei Korper entweder auf einer Geraden 
oder in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks liegen. 

159. Tisserands Kriterium fiir die Identitit von Kometen.1) Bei ihreru 
Umlauf um die Sonne bewegen sich Kometen manchmal nahe an den 
Planet en vorbei; dann erfahren ihre Bahnelemente eine erhebliche Ver
anderung. Der Planet Jupiter ist besonders wirksam in der Erzeugung 
dieser St6rungen, wegen seiner groBen Masse, und weil in seiner Ent
fernung von der Sonne die Sonnenanziehung viel geringer ist als in 
den Entfernungen der erdgleichen Planeten. Da ein Komet keine 
charakteristischen Kennzeichen besitzt, durch welche er sich mit Sicher
heit feststellen laBt, so kann seine Identitat fraglich erscheinen, wenn 
er nicht wahrend der Dauer der Storungen visuell verfolgt wird. 

Ein Weg, um die Identitat zweier zu verschiedenen Epochen er
scheinenden Kometen zu priifen, besteht darin, die Bahnkurve des 
friiheren zu betrachten und die St6rungen, denen er unterliegt, zu berech
nen, und sodann die berechneten Elemente mit der durch die spateren 
Beobachtungen bestimmten zu vergleichen; oder man beginnt mit den 
Elementen des spateren Kometen, berechnet auf umgekehrtem Wege 
die friiheren Elemente und vergleicht dann. Die eine oder die andere 
von dies en Methoden wurde bis zu den letzten Jahren benutzt. 

Nun entsteht die Frage, ob nicht Beziehungen zwischen den Ele
menten bestehen, welche von den Storungen nicht beriihrt werden. 
Diese Frage hat Tisserand bejaht in einer von seinen charakteristisch 
eleganten und bedeutenden Abhandlungen iiber Himmelsmechanik. 

Es sei die Exzentrizitat der Jupiterbahn gleich null angenommen 
und die Masse des Kometen als unendlich klein. Wenn beide Annahmen 
auch nicht direkt zutreffen, so sind sie doch sehr nahe erfiillt; der be
gangene Fehler wird somit unmerklich sein, besonders wenn der Komet 
nahe genug am Jupiter ist, um in sehr kurzer Zeit schon merkliche 

1) Bulletin Astronomique, vol. VI. p. 289, und Mec. Gel. vol. IV. p.203. 
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Storungen zu erleiden. Unter diesen Annahmen und bei geeigneter 
Wahl der Einheiten besteht das Integral 

(7) 

Dies ist aber eine Antwort auf die Frage; denn wenn die Elemente bekannt 
sind, konnen die Geschwindigkeit und die Koordinaten fUr eine be
liebige Zeit berechnet und die Bewegung auf rotierende Achsen durch 
die Gleichungen (2) bezogen werden. Zur Prufung der Identitat zweier 
Kometen berechnet man daher den Ausdruck (7) fur jede Bahnkurve 
und sieht zu, ob die Konstante C fur beide dieselbe ist. Wenn die beiden 
Werte von C ubereinstimmen, so ist die Wahrscheinlichkeit sehr groB, 
daB nur ein Komet beobachtet wurde; wenn die Werte verschieden 
sind, so stellen die beiden Kometen sicherlich verschiedene Korper dar. 

Das beschriebene Verfahren besitzt die Unbequemlichkeit erheb
licher Rechenarbeit. Diese laBt sich jedoch in weiten Grenzen vermeiden, 
wenn man (7) durch die gewohnlichen Bahnelemente ausdruckt. Der 
erste Schritt ist alsdann, (7) durch Koordinaten in bezug auf feste 
Achsen auszudrucken. Die Transformationsformeln bilden hier die 
Umkehrungen der Formeln (2), namlich 

f x = + ~ cos t + rJ sin t, 
~ Y = - ~ sin t + rJ cos t, 
l z = c. 

Aus diesen Gleichungen findet man 

x2 + y2 = ~2 + r,2, 

(~if+ (~Ir+ (~1r= (~~r+ (~lr+ (~~r 
+ ~2 + rJ2 - 2 (~~~- - rJ~~)-

Folglich wird Gleichung (7) 

(25) (~~r+ (~~-r+ (~~r- 2(~~1-lJ~~) = ~J\ ~~ +~; - C. 

Es bezeichne r den Abstand des Kometen yom Ursprung und i den 
Winkel zwischen seiner augenblicklichen Bahnebene und der ~rJ-Ebene. 
Dann liefern die Gleichungen (24) des § 89 

(d~)2 (dTJ)2 d~)2 2 1 I ":.+ d], ~ (dt =-'-,~a : 
(~dt - rJ-dt ) -- Va(l- e) cos'/,. 
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Daher geht Gleichung (25) liber in 

(26) 

1m FaIle des Jupiter und der Sonne ist fl kleiner als ein Tausendstel. 
Foiglich ist der Ursprung sehr nahe dem Sonnenmittelpunkt und r l 

merklich gleich r. In beiden Fallen sind daher die Elemente bestimmt, 
wenn der Komet gleichzeitig vom Jupiter und Sonne so weit entfemt 
iat, daB - 21' + ~P ohne wesentlichen Fehler vemachlassigt werden 

r 1 r B 

kann; dann erhalt (26) den einfachen Ausdruck 

~ + 2 ya (1 - e2) cos i = C. a 

Es ist zu beachten, daB die Elemente in dieser Formel die instantanen 
Elemente fUr die Bewegung urn eine Einheitsmasse darstellen, die im 
Massenmittelpunkt der endlichen Korper gelegen ist. Die in der Astro
nomie in Wirklichkeit benutzten Elemente beziehen sich auf den 
Sonnenmittelpunkt mit der Sonne als anziehender Masse. lndessen 
sind in Anbetracht der relativ kleinen Masse des Jupiter diese beiden 
Arten von Elementen sehr nahe dieselben; wenn daher die beiden Bahn
kurven demselben Korper angehoren, so muB die Gleichung 

(27) -~ + 2yal (1- e12) cosil = _1_ + 2ya2(1- ei·) cosis 
a1 at 

erflillt sein, wo die Elemente die von den Astronomen tatsachlich be
nutzten darstellen. Dies ist das von Tisserand aufgestellte und spater 
von Schulhof und anderen angewendete Kriterium. 

160. Stabilitat der partikularen Losungen. Flinf partikulare Losungen 
wurden flir die Bewegung des infinitesimalen Korpers gefunden. Wenn 
man dem unendlich kleinen Korper eine ganz geringe Verruckung von 
den genauen Losungsorten und gleichzeitig eine kleine Geschwindigkeit 
erteilt, so wird er entweder urn diese Punkte Schwingungen, wenig
stens flir eine betrachtliche Zeit, ausflihren oder er wird sich schnell 
von ihnen entfemen. 1m ersten Fall bezeichnet man die partikulare 
Losung, von der aus die Verrlickung vorgenommen wird als stabil, im 
zweiten als unstabil. 

Die Frage der Stabilitat soIl mathematisch formuliert werden. Be
trachten wir die Gleichungen 

J d'x dy 
-tit! - 2-dt- = t(x, y), 

l d2y dx 
-,Hi + 2-dt = g(x, y), 

(28) 
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und nehmen an, daB x = xo, y = Yo, wo Xo und Yo konstant sind, eine 
partikulare Losung von (28) darstellen. D. h. 

I(xo, Yo) = 0, g(xo, Yo) = o. 
Wir erteilen dem Korper eine kleine Verriickung und eine kleine Ge
schwindigkeit, so daB seine Koordinaten und Geschwindigkeitskompo
nenten werden x = Xo + x', 

y = Yo + y', 
(29) dx dx' 

7ft: - -lit' 
dy dy' 
Cit = lit, 

wo x', y', dd~' und ~r anfanglich sehr kleine Werte besitzen. Macht man 

diese Substitution en in (28), so werden die Differentialgleichungen 
d2 x' d y' I , 
-d t2 - 2 a( = 1 (xo + x, Yo + y ) , 

(30) 
d 2 y' d x' 
di' + 2{[t = g(xo + x', Yo + y'). 

Entwickelt man die Ausdriicke auf der rechten Seite nach der Taylor
schen Formel, so nehmen sie die Form an 

( I(xo + x', Yo + y') = I(xo' Yo) + ;~Xl + :-f;y' + ... , 

1 g(xo + x', Yo + y') = g(xo, Yo) + ~1x' + ~~y' + .. . 
In die partiellen Ableitungen sind die Werte x = Xo und y = Yo ein
zusetzen. Die erst en Glieder auf der rechten Seite sind null; daher wer
den die Gleichungen (30) 

(31) 

d 2 x' d y' () f I () f I 

-11',0- - 2 CiT = c x' X + 811 y + ... , 
d2 y' d x' () g I () g I 

dt' + 2(ft = a"X'x + (}y'y + ... 
Wenn man x' und y' am Anfang der Bewegung sehr klein annimmt, 

so wird der EinfluB der h6heren Potenzen auf der rechten Seite unmerk
lich sein, wenigstens fiir eine betrachtliche Zeit. Vernachlassigt man die 
Glieder zweiten und hOheren Grades in x' und y', so reduzieren sich die 
Differentialgleichungen auf das lineare System 

(32) 
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Die Losungen eines Systems von linearen Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten lassen sich im allgemeinen durch Exponential
funktionen in der Form 

1
, i .• t+ i.t+ 23 t + ",I X = ale a2 e aae a4e, 

y' = PIe"'! + p2eJ.·1 + Pai3t + P4 ei•t 

ausdrucken, wo aI' ••. , a4 die Integrationskonstanten und PI' ... p, 
Konstante sind, welche von ihnen und den in den Differentialgleichungen 
auftretenden Konstanten abhangen. Wenn AI' ••. , A4 rein imaginare 
GroBen darstellen, dann sind x' und y' in periodischen Funktionen aus
druckbar, und die Losung, von der die Bewegung ihren Anfang nahm, 
heiBt stabil; wenn von den GroBen AI, ••• , A4 einige reell oder komplex 
sind, dann and ern sich x' und y' unaufhaltsam mit t und man bezeichnet 
die Losung als unstabil. 

Es bestehen Ausnahmefalle, wo die Losung konstante GroBen anstatt 
exponentielle enthalt; diese sind naturlich stabil, wenn die samtlichen 
Exponentialfunktionen rein imaginar sind. Andere Ausnahmefalle er
geben sich, wenn in der Losung Exponentialfunktionen multipliziert mit 
einer Potenz von t auftreten. Diese Losungen werden fur gewohnlich 
als unstabil betrachtet. 

161. Anwendung des Kriteriums fiir Stabilitat auf die "geradlinigen 
Librations"-Losungen. Die Definitionen und allgemeinen Methoden des 
letzten Paragraphen sollen jetzt auf Sonderfalle angewandt werden, 
welche sich bei der Diskussion der Bewegung des infinitesimalen Korpers 
ergeben haben. Die ursprunglichen Gleichungen waren (§ 152) 

I d2X dy (X-Xl) (X-X2) -
at2 - 2dT = x - (1 - /1) -,:;a-- - /1 ~ = t(x, y, z), 

d 2 y dx y y __ 

1 dt" + 21ft = y - (1 - /1)"13- /1 r-;& = g (x, y, z), 

d 2 z z z 
dt" = - (1 - /1)r~3 - /1-;'~8-- h(x, y, z). 

Die "geradlinigen Librations-Losungen" treten auf fur 

x = Xot, y = 0, z = 0, 

wo i = 1, 2, 3, je nachdem der Punkt zwischen + 00 und /1, /1 und 1 - /1, 
oder 1 - /1 und - 00 liegt, und wo diese Werte von x, y und z Gleichung 
(19) genugen. Man mache die Substitution 

I x = Xo t + x', y = y', z = z', 
dx dx' dy dy' dz dz' 
dT = lIt' dt dt' {it = (it , 
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Es sei 

(34) 

Dann werden die (32) entsprechenden Gleichungen in diesem Falle 

d2 x' d y' , 
(ft" - 21ft = (1 + 2A i )x, 

(35) 

= - Aiz'. 

Die letzte Gleichung ist von den ersten heiden unabhangig und kann 
hesonders hehandelt werden. Die Losung lautet (§ 32) 

(S6) 

Folglich ist die Bewegung parallel zur z-Achse fUr kleine Verriickungen 
. d' h ' d P 'd 2n peno ISC mIt er eno e -=-=' 

'V Ai 
Betrachten wir jetzt die simultanen Gleichungen 

(37) 

U m sie zu lOsen, setzen wir 

(38) 

wo K und L Konstante sind. Setzt man diese Ausdriicke in die Gleichung 
{S7) ein und unterdriickt el t, so ergibt sich 

(S9) 
[).2 _ (1 + 2Ai)]K - 2)'L = 0, 

2)'K + [).2 - (1 - Ai)] L = O. 
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Damit die Ausdrucke (38) partikulare Losungen von (37) darstellen, 
mussen die Gleichungen (39) erfullt sein. Fur die Werte K = ° und L = 0, 
welche die Gleichungen (39) befriedigen, ist x' = 0, y' = 0, so daB sich 
die Losungen auf die "geradlinigen" Losungen reduzieren. Durch von 
null verschiedene Werte von K und L konnen aber die Gleichungen (39) 
nur befriedigt werden, wenn die Determinante der Koeffizienten ver
schwindet. Diese Bedingung fuhrt 

I
A2 - (1 + 2A i ), 

(40) 
I + 2A , 

-2A . 
A2 - (1 - Ai) I 

= A4 + (2 - Ai)A2 + (1 - Ai) (1 + 2Ai) = 0. 

Dies ist die Bedingung fUr A, damit die A usdrucke (38) eine Losung 
von (37) bilden. Jede der vier Wurzeln dieser biquadratischen Gleichung 
liefert eine partikulare Losung; die Summe der vier partikularen Losungen 
multipliziert mit willkurlichen Konstanten stellt die allgemeine Losung 
dar, wenn also die vier Wurzeln von (40) AI' A2, Aa, A4 sind, so ist die 
allgemeine Losung 

(41) 
J ,_ Ki,t + K .i.1 + K l,t + T7 .i,1 

X - Ie 2e ae .il.4e, 

l I - L )" I + L l.t + L l .. I + L A,I. Y - Ie 2e ae 4e , 

hier sind die K; die willkurlichen Integrationskonstanten und die Li 
sind durch K; mittels einer der beiden Gleichungen (39) bestimmt. Die 
Ai hangen naturlich von dem Index i an A ab, dieser Umstand braucht 
jedoch nicht besonders ausgedruckt zu werden, da die samtlichen Glei
chungen fur i = 1, 2, 3 von derselben Form sind. 

Es bleibt noch die Natur der Wurzeln der biquadratischen Gleichung 
(40) zu bestimmen. Ihre Diskriminante ist 

(42) D = (2 - A.)2 - 4(1 - Ai) (1 + 2Ai). 

Es soll gezeigt werden, daB 1 - Ai in samtlichen Fallen negativ ist, und 
daB folglich zwei der Wurzeln von (40) reell und zwei rein imaginar sind. 

Der Ausdruck fur 1 - Ai und die Bedingung fur die "geradlinigen" 
Losungen lauten 

l-f.t f.t 1 - A· = 1 _.- .. - -- (x = Xi in '1 und r2), , r13 r." 

° = x. - (1 _ ,u)(Xi+f.t) _ ,u(xi-1 +f.t). 
, r13 rl 

Aus dies en Gleichungen folgt 

(1 - Ai)X; = ,u(1 -,u) [r~" - r~8l 
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Nach Losung (a) ist Xi < 0 und 11 < 1 2, Foiglich ist fUr diese Losung 
1 - Ai negativ. NacR der Losung (c) ist Xi > 0 und 11 > 1 2, Foiglich 
ist fUr diese Losung 1 - Ai ebenfalls negativ. 

Betrachten wir die Losung (b) und nehmen wir p < t an. Die e 
definierende Gleichung in (b) § 158 schreiben wir t (e) = O. Da t m 
= 7(1 - 2p) > 0, t (0) = - p < 0, so folgt e < t, Xi > 0 fur diese 
Losung, 11 = 1 - e > 12 = el und 1 - Ai < O. Foiglich ist 1 - Ai in 
allen Fallen negativ. Somit besitzt die biquadratische Gleichung zwei 
reelle Wurzeln, welche gleich und entgegengesetzt sind und zwei konju
giert rein imaginare. Aus den gegebenen Definitionen folgt, daB die 
Bewegung unstabil ist. Wenn daher der unendlich kleine Korper auch 
nur sehr wenig von den Losungspunkten fort verschoben wird, so wird 
er sich im allgemeinen verhaltnismaBig weit entfernen. 

162. Partikulare Werte der Integrationskonstanten. Die Integrations
konstanten sollen jetzt durch die Anfangsbedingungen ausgedruckt 
werden, und wir wollen zeigen, daB die letztere sich so wahlen laBt, daB 
die Bewegung periodisch ist. 

Es seien Al und A2 die reellen Wurzeln von Gleichung (40); dann ist 
Al = - A2• Die imaginaren Wurzeln lauten 

( Aa = + V - 1 0' , 

t A, = - V - 1 0' , 

wo 0' eine reelle Zahl ist. Die LI sind durch die Ki mittels der Gleichungen 
(39) bestimmt und besitzen die Werte 

(40) L = [)-l-(1+2A i )]K.= K. (i=I,2,3;). 
... i 2}· 1 Ci 1> 1- - 1 2 ° 4 ., - , ,0, . 

Da die Ai paarweise entgegengesetzt gleich und die letzten beiden imagi-
nar sind, so folgt I C - C 1-- 2, 

(44) ca=+V-lc, 

c, = - V-ic, 
wo c eine reelle von i abhangige Konstante bedeutet. 

Es mogen xo', Yo', t!..~o' und d:"o' die anfanglichen Koordinaten und Ge

schwindigkeitskomponenten darstellen; dann liefern die Gleichungen (41) 
fur t = 0 

Yo' = c1 (K1 - 1(2) + -v= 1 c(Ka - K 4), 

dxo' T-~ 
/It = A1 (K1 - fl.z) + V-I O'(Ka- K,.), 
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Durch Auflosung dieser Gleichungen werden die Integrationskonstanten 
durch die anfanglichen Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten 
ausgedriickt.' 

Die Werte x' und y' nehmen im allgemeinen mit der Zeit unbegrenzt 
zu, wenn aber die Anfangsbedingungen so beschaffen sind, daB Kl = K2 
= 0, so werden sie rein periodisch. Dieser Fall solI jetzt betrachtet 
werden. Die Anfangskoordinaten xo', Yo' bestimmen Ka und K, und 
diese wiederum dd~o' und dit°'. Es ist 

{ xo' = Ka + K", 
Yo' = V-lc(Ka - K,); 

woraus 

Die Gleichungen (41) werden 

(45) 

x' = ~' (e Y=1rJ'+e-v-=frJt) - V2C 1 Yo'(e Y=1<1I- e- Y:'-i"t) 

= xo' cos at + _Yi sin at, 
c 

y' = V 1-~- xo'(eV=1"'-e-Y"::irJt)+ lIi (eJl=l rJI + e-Y'::-f"') 

= - cXo' sin at + Yo' cos at. 

Die Gleichung der Bahnkurve ergibt sich aus diesen Gleichungen durch 
Elimination von t. Man lOse nach cos a t und sin a t auf, quadriere und 
addiere, dann erhalt man nach Fortlassung gemeinsamer Faktoren 

(46) 

Dies ist die Gleichung einer Ellipse, deren groBe und kleine Achse langs 
den Koordinatenachsen verlaufen und deren Mittelpunkt im Ursprung 
liegt. Da Aa imaginar ist, so folgt aus (43) und (44), daB c2 > 1; somit ist 
die groBe Achse der Ellipse zur y-Achse parallel. Die Exzentrizitat 
ist durch 

gegeben, welcher fur groBe Werte von c sehr nahe eins ist. Die Bahn
kurven haben die bemerkenswerte Eigenschaft, daB ihre Exzentrizitat 
von den anfanglichen kleinen Verruckungen unabhangig ist, indem sie 
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nur von der Verteilung der Masse zwischen den endlichen Korpern 
abhangt und von der einen der drei "geradlinigen" Losungen, aus welcher 
sie hervorgehen. 

Es ist offenbar, daB diese Diskussion nicht vollkommen streng ist, 
weil die Glieder hOheren Grades auf der rechten Seite der Differential
gleichungen vernachlassigt wurden. Die linearen Glieder allein liefern 
keine hinreichenden Bedingungen fur die Existenz periodischer Bahn
kurven, und, wenn die Diskussion in dieser Weise eingeschrankt ist, 
so beantwortet sie folglich nur die Frage nach der Stabilitat der be
treffenden Losung. 1m gegenwartigen Fall existieren jedoch in der Tat 
periodische Bahnkurven um aIle drei Punkte fur 0 < fl < t. Einige 
besondere Beispiele fur fl = ft wurden von Darwin in seiner Abhandlung 
Acta Mathematica, Band 21, gefunden. Die vollstandige analytische 
Behandlung dieser Bahnkurven, einschlieBlich des sehr viel schwierigeren 
Falles, in dem die endlichen Korper elliptische Kurven beschreiben, 
wurde vom Autor in den Mathematischen Annalen, Band LXXIII, 
S.441-479, 1912, gegeben und in den Publications of the Carnegie 
Institution of Washington, No.161 Periodic Orbits, chapters V, Vlund VII. 

163. Anwendung auf den Gegenschein. Wenn die Konstanten Kl 
und K2 null sind, wird der unendlich kleine Korper in einer Ellipse um 
den Gleichgewichtspunkt umlaufen. Wenn diese Konstanten nicht ver
schwinden, aber im Vergleich zu Ka und K4 klein sind, wird die Bewegung 
wahrend einer betrachtlichen Zeit nahezu in «:liner Ellipse vor sich gehen, 
oder aber sie wird moglicherweise sehr weit von ihr sich entfernen. Es 
bestande sogar die Moglichkeit, daB eine beliebige Anzahl von infinite
simalen Korpern vorhanden sind, die ohne gegenseitige Storungen sich 
urn denselben Punkt bewegen. 

Betrachten wir die Bewegung der Erde um die Sonne, so erfolgt sie 
in einer Kurve, welche nahezu einen Kreis darstellt. Eine von den 
"geradlinigen Li brations" -Losungen ist zur Sonne direkt en tgegengesetzt ; 
wenn daher ein Meteor in der Nahe dieses Punktes unter Anfangsbedin
gungen passieren wlirde, die den im letzten Kapitel definierten annahernd 
gleichkommen, so wurde er ein oder mehrere Kreislaufe um den Punkt 
vollfuhren, ehe er seine Bahn in andere Regionen fortsetzt. Wenn eine 
sehr groBe Anzahl diesen Punkt zu gleicher Zeit umschwarmen wurden, so 
wurden sie von der Erde aus als nebliger Lichtfleck erscheinen, mit dem 
Mittelpunkt in der Gegensonne und langs der Ekliptik verlangert. Dies 
ist die Erscheinung des Gegenscheines, welche unabhangig 1855 von 
Brorsen, 1868 von Backhouse und 1875 von Barnard entdeckt wurde. 

Es erhebt sich allerdings die kritische Frage, ob die Anzahl der Meteore 
mit den entsprechenden Anfangsbedingungen wirklich so groB ist, um 
die beobachtete Erscheinung zu erklaren; es laBt sich jedoch keine 

1110 ulton-Fen de., Himmellmeohanik 19 
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sichere Antwort darauf geben. Indessen ist unbestritten, daB die Meteore 
ungewohnlich zahlreich sind, wenn etwa 8000000 in die Erdatmosphare 
nach H. A. Newton taglich eindringen, und es ist nur berechtigt, wenn 
man annimmt, daB sie das Zodiakallicht hervorrufen, welches im Ver
gleich zum Gegenschein sehr intensiv ist. Die Vermutung, daB dies den 
Weg zur Erklarung fUr den Gegenschein bildet, wurde zuerst von Gylden 
in den letzten Paragraphen einer Abhandlung im Bulletin Astronomique, 
vol. I, aufgestellt, mit dem Titel Sur un Cas Partioulier du Probleme des 
Trois Corps.l) 

164. Anwendung des Kriteriums fiir die Stabilitat auf die "gleich
seitigen Dreiecks"-Losungen. Die partikularen Losungen der urspriing
lichen Differentialgleichungen sind in dies em Falle r1 = 1, r2 = 1. Die 
(33) entsprechenden Gleichungen lauten 

.Eix'+.Ei y'+ otlz'=.!x'+ 3YS(l_2 1l)y' ox' 0 y' oz' 4 4 r' 

~ x' + ~ y' + ~z' = 3 V3 (1 _ 21l) x' + .9 y' ox' 0 y' oz' 4 r 4' 

oh , + oh , + oh , , 
o x' X 0 y' y OZ' z = - z ; 

und die Differentialgleichungen bis zu den Gliedem zweiten Grades sind 

(47) 

r 
d2X' dy' 3' 3V3 , 
d12- 2dT=4 X +-r(l- 2ft)y, 

1 
d2y' dx' 3YS , 9' 
dt2- + 2Tt = ~ (1- 2ft) x +4,y, 

d2 z' , 
H =-z. 

\ 

Die letzte Gleichung ist von den beiden ersten unabhangig, und ihre 
Losung ist 

z' = 01 sin t + 02 cos t. 

Foiglich ist die Bewegung parallel zur z-Achse fiir kleine Verriickungen 
periodisch mit der Periode 2:n:, dieselbe wie die des Umlaufs der endlichen 
Korper. 

U m die erst en beiden Gleichungen zu IOsen, setze man 

(48) {
X' = Kelt, 

y' = LeU • 

. 1) Siehe auch eine Abhandlung von F. R. Moulton in The Astronomical Journal, 
Nr.483. 
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Substituiert man dieseAusdrucke in die ersten beiden Gleichungen (47), 
so ergibt sich nach Fortlassung gemeinsamer Faktoren 

(49) 
I [A2-1JK-[2A+ 3r(1-2,u)]L=0, 

I [2A- 3r3(1-2,u)]K+[A2-tJL=0. 

Um Losungen, verschieden von x' = 0, y' = 0, zu erhalten, muB die 
Determinante dieser Gleichungen verschwinden. Dies liefert 

A2 -1, - 2A - 3rJ (1- 2,u) 
(50) 

2A- 3 r(1-2,u), A2 -t 
= A' + A2 + ¥,u(1-,u) = O. 

Sind A1> A2, Aa, A, die Wurzeln der biquadratischen Gleichung, so lauten 
die allgemeinen Losungen von (47) 

{ x' = K 1el11 + K 2i·1 + I{ai,t + K,i,l, 

\ y' = Ll ill + L2 i·1 + La i,l + L, itt , 
wo K1> K 2, K a, K, die Integrationskonstanten sind und L1> L 2, La, L, 
Konstante bedeuten, die mit ihnen durch eine der Gleichungen (49) in 
Beziehung stehen. 

Aus (50) folgt 

J Al = - A2 = V-I +111-; 27",(1-p,), 

1 Aa = - A, = -V - 1 - VI -; 27 p, (1 - p,) • 

Die Zahl ,u tiberschreitet niemals i, und wenn 1 - 27,u (1 -,u) > 0, 
sind die Wurzeln konjugiert rein imaginar; wenn diese Ungleichheit nicht 
erfiillt ist, so sind sie komplexe GroBen. Die Ungleichheit laBt sich 
schreiben 1 - 27,u (1 -,u) = e, 

wo e eine positive GroBe mit dem Grenzwert null ist. Diese Gleichung 
besitzt die Losung 

(51) = .! ± 1 /23 + 46. 
,u 2 V 108 

Da ,u die Masse darstellt, welche kleiner als ein halb ist, so muB das nega
tive Zeichen genommen werden. In der Grenze ist e = 0, ,u = 0.0385 .... 
Foiglich sind, wenn,u < 0.0385 ... , die Wurzeln von (50) rein imaginar, 

19* 
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und die "gleichseitigen DreieckslOsungen" stabil; wenn I-' > 0.0385 ... , 
sind die Wurzeln von (50) komplex und die "gleichseitigen Dreiecks-
16sungen" unstabil. 

XXI. Aufgaben. 

1. Wenn ein Komet, der sich dar Sonne in einer Parabel nahert, durch den 
Jupiter gestort wUrde, so daB seine Bahn eine Parabel bleibt, wahrend sein Perihel
abstand sich verdoppelt, wie wUrde dann die Beziehung zwischen der neuen und 
alten Neigung lauten? 

L .. . V2 . 
osung: COS~2 = 2 COS"'I· 

2. Man zeige, daB, wenn die Bahn eines Kometen, deren Neigung gegen die Ju
piterbahn null ist, durch den storenden EinfluB des Jupiter von einer Parabel in 
eine Ellipse ubergeht, der Parameter der Bahnkurve notwendig abnimmt. Man 
untersuche die Anderungen in den Parametern fUr Anderungen der groBen Acheen 
bei den anderen Kegelschnittarten. 

3. Ein Komet moge sich in der Ebene der Jupiterbahn in einer Ellipse bewegen, 
und die storende Wirkung des Jupiters sei auBer fUr einen kurzen Zeitraum, wo sie 
einander nahe sind, unmerklich. Man beweise, daB. wenn die Storung des Jupiters 
die Exzentrizitat vergroBert, die Periode zu- oder abnimmt, je nachdem das Pro
dukt aus der groBen Achee und der Quadratwurzel des Halbparameters der ur
sprunglichen Ellipse groBer oder kleiner als eins ist, falls die kanonischen Einheiten 
zugrunde gelegt werden. 

4. Ein Massenteilchen in der Mitte zwischen zwei gleichen Massen befindet sich 
im Gleichgewicht. Man untersuche den Charakter des Gleichgewichts nach der 
Methode des § 161. 

5. Unter der Annahme, daB 1 -I' und I' die Sonne und Erde andeuten. be
stimme man die Schwingungsperiode parallel zur z-Achse fUr einen unendlich 
kleinen Korper, der nur wenig von der zy-Ebene in der Nahe des "geradlinigen" 
Losungspunktes verschoben ist, welcher zur Sonne in bezug auf die Erde als 
Koordinatenanfang entgegengesetzt liegt. 

Losung: 183.304 mittlere Sonnentage. 

6. In demselben Falle bestimme man die Schwingungsperiode in der zy-Ebene. 

Losung: 139.6 mittlere Sonnentage. 

7. Man beweise, daB im allgemeinen fUr kleine Werte I' die Schwingungsperioden, 
gleichzeitig parallel zur z-Achee und zy-Ebene. am langsten sind fUr die Gegen
punkte, zu I' in bezug auf 1 -I' als Ursprung; am nachstlangsten fUr die Gegen
punkte zu 1 - p, in bezug auf I' als Ursprung; und am kUrzesten fUr den Punkt 
zwischen 1 -I' und 1'. 

8. Man bestimme die Exzentrizitat der Bahnkurve in der zy·Ebene gegeniiber 
der Sonne fUr den Fall: Sonne und Erde. 

9. Die Differentialgleichungen (35) besitzen das Integral 

man diskutiere die Bedeutung dieses Integrals nach den Verfahren der §§ 154/159. 
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10. Was liUlt sich iiber die Unabhangigkeit der Gleichungen (39) sagen, wenn 
man die Bedingung stellt, daB die Determinante verschwinden solI ? 

11. Wenn die im § 163 gegebene Deutung des Gegenscheins zutrifft, welche 
Breite besitzt dann seine maximale Parallaxe fiir einen Beobachter der Breite 450 ? 

Losung: ungefahr 15 Minuten. (Ein zu kleiner Wert, urn mit Sicherheit bei 
einem so unbestimmten Gegenstand beobachtet zu werden.) 

12. Man nehme p. = I an und reduziere das Problem, die Bewegung des unend
lich kleinen Korpers durch den Ursprung lange der z-Achse zu finden, auf elliptische 
Integrale. 

Der Fall von drei endlichen Korpern. 

165. Bedingungsgleichungen fur Kreisbahnen. In dies em Abschnitt 
solI das Theorem von Lagrange bewiesen werden, daB es moglich ist, 
drei endliche Korper in solcher Weise in Bewegung zu setzen, daB ihre 
Bahnkurven ahnliche Ellipsen darstellen, die samtlich wahrend derselben 
Zeit beschrieben werden. Wir betrachten zunachst den Sonderfall kreis
formiger Bahnkurven. Dabei nehmen wir an, daB die drei Korper in 
derselben Ebene sich bewegen. Der Ursprung liege im Massenmittel
punkt und die ~3t-Ebene sei die Bewegungsebene. Die Differential
gleichungen der Bewegung lauten alsdann (§ 143) 

d'~i 1 au 
dt~- m~ d;i' (i = 1, 2, 3), 

(52) d2'IJi loU 
dt" =m'(}'lJi' 

U = k'ml ma + k'm2 ma + k'mam1 • 

r1 , 2: r2, a rs, 1 

Die Bewegung des Systems wird auf Achsen, die mit der gleichformigen 
Winkelgeschwindigkeit n rotieren, mittels der Substitution 

(53) { ~. = Xi cos nt - Y. sin nt, 

'YJ. = Xi sin nt + Yi cos nt 

(i = 1, 2, 3), 

bezogen. Macht man diese Substitution und reduziert wie in § 152, so 
ergibt sich 

(54) 

Wenn sich die Korper in Kreisen urn den Ursprung mit der Winkel
geschwindigkeit n bewegen, so sind ihre Koordinaten in bezug auf die 
rotierenden Achsen konstant. Da die erste und zweite Ableitung als
dann verschwinden, so werden die Gleichungen (54) 
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2 k2 (XI - XI) k2 (XI - Xa) 0 - n Xl + m2 -~. ~3--~ + mS a =, 
r 1, I r 1, a 

_ n2x2 + k2ml (XI ~ XI) + k2m3 !xz 3~-~a) = 0, 
,. 1, 2 r 2, a 

_ n2xs + k2ml (Xa - XI) + k2m2 (Xa:l X2 ) = 0, 
rl, 3 , 2, 3 

_ n2y + k2m (YI - Y.) + k2m (YI -J~ = 0 
I 2 ,al,. 3,\ a ' 

(55) 

- n2Y2 + k2ml (Yz 3 YI) + k21na (Y. 3 Ya) = 0, 
r 1, 2 r I, a 

- nlY3 + k2ml (Ya 3 Yl) + k2m2 (Ya 3 Y.) = o. 
r 1, 3 r 2, 8 

Und umgekehrt, wenn die Massen und Anfangsbewegungen derartig 
sind, daB diese sechs Gleichungen erfullt werden, beschreiben die K6rper 
Kreise um den Ursprung mit der gleichf6rmigen Winkelgeschwindigkeit n. 

Da der Ursprung im Massenmittelpunkt liegt, so genugen die Koordi
naten den Gleichungen 

(56) { mixi + m2x2 + m3x3 = 0, 

mlYI + m 2Y2 + m3Y3 = o. 
Multipliziert man die erste Gleichung (55) mit mv die zweite mit m 2 

und addiert die erhaltenen Produkte, so geht die Summe mit Rucksicht 
auf die erste Gleichung (56) in die dritte Gleichung (55) uber. In ahn
licher Weise laBt sich die letzte Gleichung (55) aus den anderen in Y 
und der letzten (56) ableiten. Daher k6nnen die dritte und sechste Glei
chung (55) ausgelassen und die Gleichungen (56) an ihrer Stelle benutzt 
werden, wodurch man ein etwas einfacheres Gleichungssystem erhalt. 

Dber die Einheiten der Zeit, des Raumes und der Masse wurde noch 
nicht verfiigt. Man kann sie ohne Beschrankung der Allgemeinheit so 
wahlen, daB f l ,2 = 1 und k 2 = 1 sind. Dann lauten die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen der Existenz von L6sungen, fUr welche 
die Bahnkurven Kreise sind 

(57) 
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166. "Gleichseitige Dreiecks"-Losungen. Es besteht eine Losung des 
Pro blems fUr j ede Reihe von reellen Werten der Varia bIen, die den 
Gleichungen (57) genugen. Man kann leicht zeigen, daB die Gleichungen 
erfullt sind, wenn die Korper den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks 
angehOren. Dann ist r l,2 = r 2,a = rl,a = 1, und die Gleichungen (57) 
werden daher 

mixi + m 2x 2 + maXa = 0, 

(m2 + ma - n2)xI - m 2x 2 - maX a = 0, 

(ml + ma - n2)x2 - mix i - m3x3 = 0, 

mlYI + m 2Y2 + maYa = 0, 

(m2 + ma - n2)YI - m 2Y2 - m 3 Ya = 0, 

(ml + ma - n2)Y2 - mlYI - l1LaYa = 0. 

Diese Gleichungen sind linear und homogen in Xl' X 2, ••• Y3. Damit 
sie eine Losung besitzen, welche von Xl = X 2 = ... = Y3 = ° verschie
den und mit r l,2 = r 2, a = rl, 3 = 1 unvereinbar ist, muB die Deter
minante ihrer Koeffizienten verschwinden. Setzt man M = ml + m 2 

+ ma, so findet man leicht, daB diese Bedingung lautet 

m32(1vl - n2)4 = 0, 

woraus n 2 = M folgt. Dann sind zwei von den Xi und zwei von den Yi 
willkurlich, und die Gleichungen besitzen daher eine mit ri, ; = 1 ver
tragliche Losung. Folglich ist die "gleichseitige Dreiecks"-[(onstellation 
mit passenden anfiinglichen Geschwindigkeitskomponenten eine partikuliire 
Losung des Dreikorperproblems; und wenn die Einheiten so beschaffen 
sind, daf3 die gegenseitigen Entfernungen und k2 den Wert eins haben, dann 
ist das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit des Umlaufs gleich der Summe 
aus den Massen der drei [(orper. 

167. "Geradlinige Librations"-Losungen. Die letzten drei Gleichungen 
(57) sind durch YI = Y2 = Ya = ° erfullt, d. h. wenn die Korper samt
lich auf der x-Achse liegen. Nehmen wir an, sie liegen auf der x-Achse 
in der Reihenfolge ml , m 2, ma von dem negativen nach dem positiven 
Ende. Dann ist Xa > X 2 > Xl und rl , 2 = X 2 - Xl = 1, und die ersten 
drei Gleichungen (57) werden 

(58) 
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Elimination von xa und n 2 liefert 

(59) 

Wenn man in dieser Gleichung die Briiche beseitigt, so ergibt sich eine 
Gleichung fiinften Grades in Xl> deren Koeffizienten samtlich positiv 
sind. Somit besitzt sie zwar keine reeIle positive, aber doch eine reeIle 
negative Wurzel, und folglich besteht wenigstens eine Losung des 
Problems. 

Anstatt Xl kann man auch die Differenz Xs - X 2 als Unbekannte 
benutzen, welche mit A bezeichnet werden moge. Die Entfernung Xl 

muB dann durch diese neue Variable ausgedriickt werden. Die Be
ziehungen zwischen Xl> X 2 ,Xa und A lauten 

woraus 

{ 

?nIXI + nt2X 2 + maXa = 0, 

X 2 - Xl = 1, 

X3 - X 2 = A; 

Substituiert man dies en Ausdruck fiir Xl in (59), beseitigt die Briiche 
und laBt gemeinsame Faktoren fort, so ergibt sich als Bedingung fiir 
die kollinearen Losungen 

(60) { (ml + m2)A5 + (3ml + 2m2)A4 + (3ml + m2)Aa 

- (m2 + 3ma)A 2 - (2m2 + 3ma)A - (m2 + ma) = 0. 

Dies ist genau die Gleichung fiinften Grades in A von Lagrange l ); sie 
besitzt nur eine reeIle positive Wurzel, da die Koeffizienten nur einen 
Zeichenwechsel aufweisen. Der einzige Wert von A, der fUr die gewahlte 
Reihei1£olge der Massen in Betracht kommt, ist positiv; daher ist die 
Losung von (60) eindeutig und bestimmt die Verteilung der Korper in 
der "geradlinigen" Losung des Dreikorperproblems. Es ist ersichtlich, 
daB zwei weitere verschiedene "geradlinige" Losungen erhalten werden 
durch zyklische Vertauschung in der Reihenfolge der drei Korper. 

168. Dynamische Eigenschaften der Losungen. Da die Korper mit 
gleichformiger Winkelgeschwindigkeit urn den Massenmittelpunkt in 
Kreisen umlaufen, so gilt der Flachensatz fiir jeden Korper besonders; 
daher ist die Resultante der samtlicken auf jeden Korper einwirkenden 
Krafte standig nack dem Massenmittelpunkt kin gerichtet (§ 48). 

1) Lagranges Gesammelte Werke, Band VI, S. 277, und Tisserands M6c. 
C6l. vol. I., p. 155. 
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Bezeichnet man die Abstande von ml , mz und ma von ihrem Massen
mittelpunkt mit ai' a z und aa, so ist die Zentrifugalbeschleunigung~ 
welcher mi unterliegt, ai = Via, WO Vi die lineare Geschwindigkeit von 

ai 

mi bedeutet. Dies kann aber auch ai = nZai geschrieben werden. Die 
Zentripetalkraft halt der Zentrifugalkraft genau das Gleichgewicht; folg
lich ist die Beschleunigung nach dem Massenmittelpunkt 

d. h. die Beschleunigungen der verschiedenen Korper nach dem gemein
samen Massenmittelpunkt sind ihren Abstanden von diesem Punkt direkt 
proportional. 

169. Allgemeine Kegelschnitt-Losungen. Die L6sungen des Drei
k6rperproblems, welche diskutiert wurden, sind durch den Umstand 
charakterisiert, daB ihre Bahnen Kreise darstellen. Es solI gezeigt werden, 
daB entsprechend einer jeden von ihnen eine L6sung existiert, fur welche 
die Bahnkurven Kegelschnitte von willkurlicher Exzentrizitat sind. Diese 
L6sungen sind durch den Umstand charakterisiert, daB in ihnen die 
Verhaltnisse der gegenseitigen Entfernungen der K6rper konstant, wah
rend die Entfernungen seIber veranderlich sind. 

Wenn das System auf feste Achsen mit dem Ursprung im Gravitations
zentrum bezogen wird, so lauten die Differentialgleichungen der Be-

wegung dill. m. (;1 - ~.) ms (~1 - ~3) 
-dt! = - 3 - S r I, a r 1. 3 

d!'l1 m. (rlt -112) 'Ina (11t - l1s) 
CiT! =- r31 , 2 r 31t 3 

(61) 

d l ~J =- m1 (~2 - ~1~ __ ms (~2 - ~s) 
(ft! r 31t 2 r32 , 3 

d l l1> mdl1.-111) ms (11. - 113) 
lit' = - ---;;,--- r' •. s I, 2 

d l ~3 m1 (~s- ~1~ _ m. (~, - ~2) 
dt" r31, 3 r3 •• 3 

Die Koordinaten von ml> m 2 und ma fUr t = to seien (Xl> Y1), (Xz, Y2) 
und (X3' Ya), und die entsprechenden Entfernungen vom Ursprung m6gen 
r1(0), rz(O) und r3(0) heWen. Die Winkel, welche r1(0), r2(0) und r3(0) mit 
der ;-Achse bilden, bezeichnen wir mit qJ1' qJ2 und qJa. Dann bestehen 
die Beziehungen 

(62) {
Xl = r1(0) cos qJv 
Y1 = r1(0) sin qJ1, 

X2 = r2(0) cos qJ2' 

Y2 = r 2(0) sin qJ2' 

Xa = ra(O) cos qJa, 

Ya = ra(O) sin qJa· 
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Die Koordinaten der Korper fur einen beliebigen Zeitpunkt t seien 
jetzt (~l' 171), (~2' 'fJ2) und (~a, 'fJa)' Nehmen wir an, die Verhiiltnisse der 
gegenseitigen Abstande seien konstant, dann sind die gegenseitigen Ab
stande fUr den Zeitpunkt t 

wo e der Proportionalitatsfaktor ist. Da die Gestalt der von den drei 
Korpern gebildeten Figur unveranderlich ist, so folgt 

(63) TI = TI(oJe, T2 = T2(oJe, Ta = Ta(O)(!. 

,/,/' 

,/ \1") 
/,' t'l2'·· 

","ffl. 

// 

a .. '1.)<-...:-_____ o . 
.... ~- ...... -.... ------ - '---

E'ig.42. 

\ , . 
; . . '. . . 

\ mJ(Xn'!ll) 
\ 

· · · \ . 
\ 
\ 
\ . , . 

.......... ", \ 
......... ~~~ 

(~3' 'Is) 

Ferner werden sich die Leitstrahlen Tv T2 und Ta um denselben Winkel 8 
gedreht haben. Folglich ist 

(64) 

( ~l = TI(O)e cos(8 + CPI) = (Xl cos8 - YI sin 8)(!, 

171 = TI(OJe sin (8 + CPI) = (Xl sin 8 + YI cos8)e, 

~2 = T2(O)(! cos(8 + CP2) = (X2 cos8 - Y2 sin 8)(!, 

'f/2 = T2(O)(! sin (8 + CP2) = (X2 sin 8 + Y2 cos8)e, 

~a = Ta(O)e cos(8 + CPa) = (xa cos8 - Ya sin 8)e, 

'f/a = Ta(OJ(! sin (8 + CPa) = (xa sin 8 + Ya cos8)e. 

Transformiert man die Gleichungen (61) mittels (64), so werden sie 
nur die beiden abhiingigen Variablen e und 8 enthalten und notwendige 
Bedingungen fUr die Existenz von Losungen darstellen, fUr welche die 
Verhiiltnisse der gegenseitigen Abstande konstant sind. Aus den ersten 
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beiden Gleichungen (61) und (64) folgt, wenn man die Transformations
result ate mit cos (J und sin (J, dann mit - sin (J und cos (J multipliziert 
und jedesmal addiert, 

dIe de dO (dO)' d'O 
Xl dt" - 2 Yl (jj (jj - Xl!! (jj - Yl(! dt' 

= _ {ma(x1 - x 2) + mS(xl - xa)}} 
r\,a r l ,. e" 

d·e de dO (dO)' daO 
Yl dt; + 2 Xl -dtdt - Yl(! (it + Xl (! dt" 

(65) 

Setzt man 

(66) 2 dO_ 
edt - 'IjJ. 

so ist de dO d·O 1 dIp 
2dt dt + edt! = edt' 

und die Gleichungen (65) werden 

Ferner lauten die Gleichungen, welche in ahnlicher Weise aus den letzten 
vier Gleichungen (61) und (65) abgeleitet werden 

(68) 

_dIe _ Y. ~'P _ 'P' = _ 1 I ~J::~- x!2 + m. (x. - Xat } 1 
dt! x.edt e3 x.\ ral ,. ra.,s e" 

dd't~ + -~. ~d'Pt- - 'P: = - -~- {rnl_(Y;} - Y~2 + 1nsJY: -_lis) \J -\ ; 

Y. e e Y. r 1, 2 r 2, 8 e 
d'e _ Ys dIp _ 'Pi __ 1_ I ~ (xs- Xl) + m2 (xs- X.) \ 1 
dt' xse dt e3 - Xs l rSl, 3 r'2 , • J el ' 

d·e + _xs ~"e _ 'P' = _ 1 {~dYs= Yl) + '!:"'J]j8- Yo)} 1 . 
dt' Yse dt e' Y. ral ,3 ra., a e' 

Die Gleichungen (67) und (68) bilden notwendige Bedingungen fUr 
die Existenz von L6sungen, fUr welche die Verhaltnisse der Abstande 
der K6rper unveranderlich bleiben. Es sind nur zwei Variable e und 'IjJ 

zu bestimmen. Die erste liefert die Dimensionen des Systems mittels 
(63), und die zweite seine Lage mittels (66). Damit die fraglichen 
L6sungen existieren, mtissen diese Gleichungen gleichzeitig bestehen. 
In Paaren von zwei bestimmen sie e und "P, wenn die Anfangsbedingungen 
angegeben sind. Damit die e und "P fUr gegebene Anfangsbedingungen 
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identisch werden, wenn man sie durch jedes von den drei Paaren von 
Differentialgleichungen bestimmt, miissen die Koeffizienten entspre
chender Ausdriicke von (! und tp dieselben sein. Dies laBt sich zeigen, 
wenn man die Entwicklung der Losungen als Potenzreihen in t - to 
nach der Methode des § 127 betrachtet. Damit sich gleiche Losungen 
ergeben, miissen die Koeffizienten entsprechender Potenzen von t - to. 
und damit wiederum diese Bedingungen erfiillt sind, miissen die Koeffi
zienten entsprechender Glieder in den Differentialgleichungen iiber
einstimmen. Daher lauten die Bedingungen fUr das gleichzeitige Be
stehen der Gleichungen (67) und (68) entweder 

(69) Yl y. Y. 
XI x. Xa 

d", =0, dt oder (70) 

und das System von sechs Gleichungen 

m.(x1-x.) + ma(xl-xa2 _ 2 
3 a - n Xl, 

r 1, 2 r 1, 3 

m1(x.--X1) + ma(x.-Xa) _ 2 
r r - n X2' 

1, 2 2, 3 

m 1 (:1:3 - XI) + '/1t' (Xa- X 2) = n 2 Xa, 
rl, a r., a 

m. (Yl - Y.) + ma (Yl - Ya) = n2 Y 
ral, 2 r\ a I, 

(71) 

ml(~2-Jb) + maJY:-Ya) = n2Y2' 
r 1, 2 r 2, 8 

ml (Yaa- '!fY. + ma1'1f33=_Y~ = n 2 Ya, 
r 1, 3 r 2, !! 

WO n 2 der gemeinsame konstante Wert der Koeffizienten von :. auf 

den rechten Seiten von (67) und (68) ist. Dnd es folgt aus den Gleichun
gen (71), sowie aus den urspriinglichen Definitionen der Xi und Yi' daB· 
die Massenmittelpunktsgleichungen 

erfiillt sind. 

{ 
mixi + m 2x 2 + maX a = 0, 

mlYI + m2Y2 + maYa = 0 

Die Gleichungen (69) sind nur erfiillt, wenn die drei Korper fUr t = to 
einer Geraden angehOren. Da nach Annahme die Gestalt der Figur kon
stant ist, so bleiben sie in diesem FaIle standig in einer Geraden. Die 
Lage der Achsen kann fiir t = to so gewahlt werden, daB YI = Y2 = Ya = 0 
und die Bedingungen fiir die Existenz der Losungen sich auf die ersten 
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Gleichungen (71) reduzieren. Diese Gleichungen sind dieselben wie (55) 
in § 165 und besitzen, wie in § 167 gezeigt wurde, nur drei reelle Lasungen. 

Nehmen wir an, daB die Gleichungen (69) erfiillt sind und die Karper 
kollinear bleiben; dann ist die Resultante der samtlichen Krafte, denen 
jeder Karper unterliegt, standig nach dem Gravitationszentrum des 
Systems hin gerichtet und folglich der Flachensatz fiir dies en Punkt 
giiltig. Daher ist 

2dO_ 2 dO _ 2 dO 
f1 -df - C1 , f2 1ft - C2 , fa -irt = cs, 

WO C1> C2, und C3 Konstante sind. Aus (63) folgt, daB e2~-~ = (rl~~i)' 
und sodann aus (66), daB ~ = O. Somit wird aus den Gleichungen (66), 
(67) und (68) in dies em FaIle 

1 
d2e 'Pi - 2 1 --------n -
dt" 123 12"' 

'IjJ = Co = konstant, 
de 'P Co 

dt = 12' =i!'. 

(72) 

Dies sind die Differentialgleichungen in Polarkoordinaten fiir das Zwei
karperproblem. Abgesehen von der Bezeichnungsweise sind sie dieselben 
wie die Gleichungen (65) in Kapitel V. Folglich geniigen (! und 0 den 
Bedingungen der Kegelschnittbewegung unter dem Gravitationsgesetz, 
und es ergibt sich aus (63) und der Definition von 0, daB die drei Karper 
ahnliche Kegelschnitte mit willkiirlicher Exzentrizitat beschreiben. Diese 
Lasungen schlieBen die "geradlinigen Librations"-Losungen, in welchen 
die Bahnen Kreise darstellen, als Sonderfalle ein. 

1m FaIle, daB die Gleichungen (69) nicht erfiillt sind, sind die Karper 
nicht kollinear. Wenn aber die Karper nicht kollinear sind, muB Glei
chung (70) gelten, damit die Gleichungen (67) und (68) vertraglich sind. 
Aus den Gleichungen (66) und (63) folgt, daB der FHichensatz in bezug 
auf den Ursprung fiir jeden Karper besonders gilt. In § 166 wurde ge
zeigt, daB die Gleichungen (71) erfiillt sind, wenn die Karper den Ecken 
eines gleichseitigen Dreiecks angehOren. Man kann leicht zeigen, daB, 
auBer wenn sie kollinear sind, keine andere Lasung existiert. 1m FaIle 
der "gleichseitigen Dreieckslasung" reduzieren sich die Gleichungen (67) 
und (68) ebenfalls auf (72), und die Bahnkurven bilden ahnliche Kegel
schnitte von willkiirlicher Exzentrizitat. 

XXll. Aufgaben. 

1. Man gehe von der Annahme aus, daB eine Losung existiert, in welcher die 
drei Korper stets kollinear sind. Man zeige, daB der Fliichensatz fiir jeden Korper 
besonders gilt in bezug auf den Massenmittelpunkt des Systems, in bezug auf 
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einen von den anderen beiden Kiirpem, und in bezug auf den Massenmittelpunkt 
von irgend zwei der Kiirper. 

2. Man stelle die Bedingungen dafiir auf, daB die Beschleunigungen, welchen 
die Kiirper unterliegen, nach ihrem gemeinsamen Massenmittelpunkt bin gerichtet 
und ihren Abstanden proportional sind. 

Liisung: Gleichungen (55). 
3. Die ResuItierende der auf j eden Kiirper wirkenden Krafte geht stets durch einen 

festen Punkt hindurch. Man beweise, daB die gleichseitige Dreiecks-Konstellation 
die einzige Liisung der Gleichungen (55) bildet, auBer wenn die Kiirper in einer 
Geraden liegen. 

4. Man nehme an, daB m1 = ma = ms = 1 ist, und die Kiirper sich entsprechend 
der "gleichseitigen Dreiecks"-Liisung bewegen. Man finde den Radius des Kreises, 
in welchem ein Kiirper urn einen von ihnen mit der Periode umlaufen wiirde, mit 
welcher sie ihren Massenmittelpunkt umlaufen. 

L ·· R 3-.1. osung: = 3. 

5. Man zeige, daB die gleichseitigen Dreieck-Kreis-Liisungen geIten, wenn die 
gegenseitigen Anziehungen der Kiirper sich wie eine beliebige Potenz des Abstandes 
andem. 

6. Man finde die Anzahl der kollinearen Liisungen, wenn die Kraft sich wie eine 
beliebige Potenz des Abstandes andert. 

7. Man beweise, daB, wenn die Kraft der fiinften Potenz umgekehrt proportional 
ist, eine Liisung darin besteht, daB jeder von den Kiirpem sich in einem Kreise 
durch ihren Massenmittelpunkt auf solche Weise bewegt, daB die drei Kiirper stets 
in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks liegen. 

S. Man beweise, daB, wenn die drei Kiirper in irgendeiner von den Konstel
lationen, die Kreis-Liisungen zulassen, sich in Ruhelage befinden, sie nach ihrem 
Massenmittelpunkt wahrend derselben Zeit in Geraden fallen werden. 

9. Man bestimme die Massenverteilung zwischen den drei Kiirpem, fiir welche 
die Zeit des Fallens nach ihrem Massenmittelpunkt (a) am kleinsten, (b) am 
griiBten ist. 

10. Man beweise, daB, wenn vier Massen die Ecken eines regelmaBigen Tetra
eders einnehmen, die Resultierende der samtlichen an jedem Kiirper angreifenden 
Krafte durch den Massenmittelpunkt der vier bindurchgeht, und daB die GriiBen 
der Beschleunigungen den Entfemungen der Kiirper von ihrem Massenmittelpunkt 
proportional sind. 

11. Man zeige, daB keine Kreis-Liisungen in dem Vierkiirperproblem bestehen, in 
welchen die Kiirper sich nicht samtlich in derselben Ebene bewegen. 

12. Man untersuche die Stabilitat der Dreiecks- und der "geradlinigen" Liisungen 
des Dreikiirperproblems, wenn die samtlichen Massen endlich sind. 

Geschichtliche "Obersicht und Literatur. 
Die ersten partikuliiren Liisungen des Dreikiirperproblems wurden von L a gr a n g e 

in seiner Preis-Abhandlung Essai sur Ie Probleme des Trois Corps gefunden, welche 
der Pariser Akademie 1772 vorgelegt wurde (Ges. Werke, Band VI, S. 229, Tis
serands Mea. Cel. vol. I., chap. VIII). Die Liisungen, welche er fand, sind genau 
die in dem letzten Teil dieses Kapitels angegebenen. Seine Methode bestand darin, 
das Problem in zwei Teile zu teilen; (a) die Bestimmung der gegenseitigen Ab
stande der Kiirper, (b) nach Liisung von (a) die Bestimmung der Ebene des Drei
ecks im Raum und die Lage des Dreiecks in der Ebene. Er wies nach, daB, wenn 
der Teil (a) geliist ist, der Teil (b) ebenfalls geliist werden kann. Urn (a) zu lOsen, 
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war es notwendig, drei Differentialgleichungen abzuleiten, die nur die drei gegen
seitigen Abstande als abhangige Variable enthielten. Er fand drei Gleichungen, von 
denen eine von der dritten Ordnung und die beiden anderen je von der zweiten 
Ordnung waren, so daB das ganze Problem von der siebenten Ordnung wurde. Die 
Reduktion des allgemeinen Dreikiirperproblems durch die zehn Integrale bringt 
es auf die achte Ordnung, so daB das Lagrangesche Verfahren das Problem noch 
urn eine Einheit reduzierte. Er fand, daB er die Differentialgleichungen vollstandig 
integrieren konnte, wenn er annahm, daB die Verhaltnisse der gegenseitigen Ent
fernungen konstant waren. Der Beweis wurde von Laplace in der Mecanique 
Celeste, vol. V., p. 310 wiederholt. In l'Exposition du Systeme du Monde bemerkte 
er, daB, wenn der Mond von der Vorsehung der Erde zugeteilt ware, urn die Nacht 
zu erleuchten, wie verschiedentlich behauptet wird, der Endzweck nur unvoll
kommen erreicht ware; denn, wenn der Mond anfanglich genau in Opposition mit 
der Sonne gestanden hatte, wiirde er stets in dieser relativen Lage verharren, und 
die ganze Erde wiirde standig entweder den Anblick des Vollmondes oder der 
Sonne haben. Dem Beweis, auf welchen er seine Bemerkung stutzte, lag die An
nahme zugrunde, daB keine stiirenden Krafte vorhanden sind. Wenn das nicht 
zutrafe, wiirde die Konstellation nicht bestehen bleiben, auBer wenn die Liisung 
stabil ware, was sie nicht ist, wie Liou ville, Journal de Mathematiques, vol. VII., 
1845 nachgewiesen hat. 

Eine Anzahl von Abhandlungen erschienen, welche sich mehr oder weniger eng 
an die von Lagrange bezeichneten Richtlinien hielten. Dnter ihnen seien erwahnt 
eine von Radau in dem Bulletin Astronomique, vol. IlL, p. 113; von Lindstedt 
in den Annales de l'Ecole Normale, 3. Serie, Bd. I, S. 85; von Allegret in dem 
Journal de Mathematiques, 1875, p. 277; von Bour in dem Journal de l'Ecole 
Poly technique, Bd. XXXVI; und von Mathieu in dem Journal de Mathematiques, 
1876, S. 345. 

Jacobi reduzierte ohne Kenntnis des Werkes von Lagrange das allgemeine 
Dreikiirperproblem auf die siebente Ordnung in Crelles Journal, 1843, S. 115 
(Ges. Werke, Band IV, S. 478). Eine weitere Reduktion hat es niemals erfahren. 

Dber die Liisungen des Problems von mehr als drei Kiirpern, in welchen die Ver
haltnisse der gegenseitigen Entfernungen konstant sind, erschienen ebenfalls eine 
Anzahl von Abhandlungen, unter diesen befand sich eine von Lehman-Filhes 
in den Astronomischen Nachrichten, Band CXXVIl, S.137, eine von F. R. Moulton 
in The Transactions of the American Mathematical Society, vol. I., p. 17, und eine 
von W. R. Longley in Bulletin of the American Mathematical Society, vol. XIII., 
p.324. 

Nach Lagrange wurden keine neuen periodischen Liisungen des Dreikiirper
problems mehr entdeckt, bis Hill seine Mondtheorie entwickelte, The American 
Journal of Mathematics, vol. I. (1878). Diese Liisungen von Hill sind von unermeB
lich griiBerem praktischen Wert als die des Lagrangeschen Typus. Es ist jedoch 
zu beachten, daB sie nicht streng periodische Liisungen eines wirklichen Falles 
darstellen, weil ein kleiner Teil der stiirenden Wirkung der Sonne vernachlassigt 
wurde. 

Der nachste wichtige Fortschritt wurde von Poincare in einer Abhandlung in 
dem Bulletin Astronomique, vol. I. gemacht, in welcher er nachwies, daB, wenn die 
Massen von zwei Kiirpern im Vergleich zu der des dritten klein sind, eine unbe
grenzte Anzahl von miiglichen Anfangsbedingungen bestehen, fUr welche die Be
wegung periodisch ist. Diese Ideen wurden ausgearbeitet und die Ergebnisse in 
einer Abhandlung auseinandergesetzt, die durch den Kiinig Oskar von Schweden 
preisgekriint wurde. Diese Abhandlung erschien in den Acta Mathemat'ica, 
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Band XIII. Die Methoden von Poincare sind unvergleichlich tiefer und wirksamer 
als die bisherigen der Himmelsmechanik und bezeichnen eine Epoche in der Ent
wicklung der Wissenschaft. Das Werk von Poincare wurde nach vielen Rich
tungen hin neubearbeitet und erweitert und in drei Banden veroffentlicht mit dem 
Titel Les Methodes Nouvelles de la Mecanique Celeste. Es ist mit bewundernswerter 
Disposition und Klarheit geschrieben und geht gentigend ins einzeIne, urn ein so 
tiefes Werk doch zugleich so leicht verstandlich zu machen. 

Eine wichtige Abhandlung tiber periodische Bahnkurven erschien von Sir 
George Darwin in den Acta Mathematica, Band XXI (1899). In dieser Unter
suchung wurde angenommen, daB eine von den drei Massen unendlich klein 
sei, und daB die endlichen Massen - von dem VerhaItnis zehn zu eins - in 
Kreisen umlaufen. Eine groBe Anzahl von periodischen Bahnkurven, die mehreren 
Familien angehorten, wurden durch rechnerische Versuche entdeckt. Die Frage 
ihrer Stabilitat wurde im wesentlichen nach Methoden behandeIt, die Hill in 
;seiner Diskussion der Bewegung des Mond-Perigaums benutzte. 

Eine betrachtliche Anzahl von Untersuchungen auf dem Gebiete periodischer 
Bahnkurven, die analytische auf den Methoden von Poincare beruhende Verfahren 
.anwandten, wurden veroffentlicht von F. R. Moulton und seinen frtiheren Stu
denten Daniel Buchanan, Thomas Buck, F. L. Griffin, Wm. R. Longley 
und W. D. Mac Millan. Diese Abhandlungen sind erschienen in den Transactions 
of the American Mathematical Society, the Procceedings of the London Mathematical 
Society, den Mathematischen Annalen und den Procceedings of the Fifth International 
Congress of Mathematicians. AuBer der analytischen Behandlung einer groBen 
MannigfaItigkeit von periodischen Bahnkurven enthaIten sie die Existenzbeweise 
von unendlichen Folgen geschlossener Ejektionsbahnen, welche die Grenzfalle 
zwischen verschiedenen Klassen von periodischen Bahnkurven bilden. Diese 
Untersuchungen sind veroffentlicht unter dem Titel "Periodische Bahnkurven" als 
Publikation 161 von der Carnegie Institution of Washington. 

Neulltes Kapitel. 

Storungen - Geometrische Betrachtungen. 

170. Bedeutung der Storungen. In Kapitel V wurde gezeigt, daB, 
wenn zwei kugelformige Korper sich unter dem EinfluB ihrer gegen
seitigen Anziehungen bewegen, ein jeder einen Kegelschnitt in bezug auf 
ihren Massenmittelpunkt als dem einen Brennpunkt beschreibt, und daB 
ferner die Bahn eines jeden Korpers in bezug auf den anderen einen 
Kegelschnitt darstellt. E benso besteht die U mkehrung dieses Theorems: 
Wenn bei Geltung des Flachensatzes die Bahnkurve des einen Korpers 
in bezug auf den anderen als den einen Brennpunkt ein Kegelschnitt 
ist, so ist die zwischen ihnen wirkende Kraft, falls sie nur von der Ent
fernung abhangt, dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional 
(siehe auch § 58). Ist ein widerstehendes Mittel vorhanden, oder einer 
von den Korpern abgeplattet, oder werden die beiden in Rede stehenden 
Korper von einem dritten angezogen, oder unterliegen sie iiberhaupt noch 
einer Kraft auBer ihrer gegenseitigen Anziehung, so werden ihre Bahn-
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kurven keine exakten Kegelschnitte mehr darstellen. Unter der An
nahme, daB die Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten in einem 
bestimmten Augenblick to gegeben sind, wtirden die Bahnkurven, falls 
die Bedingungen des Zweikorperproblems genau erftillt sind, bestimmte 
Kegelschnitte darstellen, in welchen sich die Korper nach dem Flachen
satz bewegen. Die Unterschiede nun zwischen den Koordinaten und 
den Geschwindigkeitskomponenten der wirklichen Bahnkurven und den
jenigen, welche die Korper bei ungestorter Bewegung besitzen wtirden, 
bezeichnet man als Storungen. Die Anderungen in den Geschwindigkeits
komponenten mtissen zu den StOrungen gerechnet werden, da die be
schriebenen Bahnkurven nicht nur von den relativen Positionen der 
Korper und den auf sie wirkenden Kraften, sondern auch von den rela
tiven Geschwindigkeiten abhangen, mit welchen sie sich bewegen. 

U nterden etwas verschiedenen moglichen Gesichtspunkten sind mehrere 
Methoden zur Berechnung von Storungen aufgestellt worden. Von dies en 
werden die beiden folgenden am meisten gebraucht. 

171. Variation der Koordinaten. Die einfachste Auffassung der Sto
rungen ist die, daB die Koordinaten direkt gestOrt sind. Wenn z. B. ein 
Planet der Anziehung eines anderen Planet en unterliegt, so unterschei
den sich die Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten des ersten 
zu irgendeiner Zeit t urn bestimmte Betrage von denjenigen, welche er 
besitzen wurde, falls die Sonne das einzige Attraktionszentrum darstellte; 
diese Differenzen lassen sich nach gewissen Methoden berechnen. Da
gegen wird kein Versuch unternommen, die Gleichungen fur die wirk
lichen Bahnkurven aufzustellen, und ftir gewohnlich besteht uberhaupt 
keine allgemeine Vorstellung daruber, was sich im Verlauf einer langeren 
Zeit tatsachlich zutragen wird. Die Methode der Koordinatenvariation 
wird nur auf Kometen und kleine Planet en angewandt. 

172. Variation der Elemente. Fur die Methode der Anderung der 
Elemente hat man verschiedene Bezeichnungen. Man bezeichnet sie 
als Variation der Elemente, als Variation der Parameter und als Variation 
der lntegrationskonstanten. Nach dieser Auffassung bewegt sich ein dem 
Gravitationsgesetz unterworfener Korper stets in einem Kegelschnitt, 
aber in einem solchen, welcher sich in jedem Augenblick andert. Der 
veranderliche Kegelschnitt bertihrt dabei die wirkliche Bahnkurve in 
jedem Punkte. Ferner wurde der Korper, wenn er sich ungestort in 
irgerideinem von den bertihrenden Kegelschnitten bewegen wtirde, im 
Bertihrungspunkte dieselbe Geschwindigkeit besitzen, welche er in jenem 
Punkte bei seiner Bewegung in der wirklichen Bahnkurve besitzt. Von 
dies em Kegelschnitte sagt man, daB er die wirkliche Bahnkurve im 
Beruhrungspunkte oskuliert. Die StOrungen bilden hier die Differenzen 
zwischen den Elementen der Bahnkurve am Anfang und denjenigen des 

l\I 0 U it 0 n - Fen de r, Himmelsmechanlk 20 
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oskulierenden Kegelschnitts in irgendeinem Zeitpunkt. Ein augen
scheinlicher Vorteil dieser Methode besteht darin, da.6 die Elemente sich 
sehr langsam and em, da in den meisten Fallen, welche im Sonnensystem 
wirklich auftreten, die storenden Krafte klein sind. Wenn aber die 
Storungen sehr gro.6 waren, wie in einigen mehrfachen Stemsystemen, 
so wurde diese Methode ihre relativen Vorteile verlieren. 

Die Auffassung der Storungen als Anderungen der Elemente ergibt 
sich ganz naturlich bei Betrachtung der Faktoren, welche die Elemente 
einer Bahnkurve bestimmen. Wie in Kapitel V gezeigt wurde, bestimmen 
fur jeden der beiden Korper Anfangslage und anfangliche Bewegungs
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richtung die Ebene 
der Bahnkurve; An
fangslage und An
fangsgeschwindigkeit 
die Lange der gro.6en 
Achse; und die An-
fang~bedingungen, 

einschlie.6lich Bewe
gungsrichtung und 
Geschwindigkeit, die 
Exzentrizitat und die 
Lage der Apsiden
linie. 

\ \ 
\', ' .... ,__ p" Ein Korper m mo-

'........ --- _........ ge sich von Po aus, 
----------Q- Fig. 43, in der Rich-

lfig.43. tung nach Qo mit der 
Geschwindigkeit Vo bewegen. Auf ihn mogen au.6er der Anziehung 
von S keine Krafte wirken; dann folgt nach den Ergebnissen des Zwei
korperproblems, da.6 er sich in einem Kegelschnitt Co bewegt, dessen 
Elemente eindeutig bestimmt sind. Wenn er in PI ankommt, moge er 
einem p16tzlichen Impuls It in der Richtung P lQl unterworfen werden; 
diese Lage, die neue Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung bestim
men einen neuen Kegelschnitt C1, in dem der Korper sich so lange 
bewegen wird, bis er durch irgendeine au.6ere Kraft von neuem gestort 
wird. Bei seiner Ankunft in P 2 moge ihn die Sto.6kraft f 2 in der Richtung 
P 2Q2 treffen; dann bewegt er sich in dem neuen Kegelschnitt C2• Diesen 
Proze.6 denke man sich unbegrenzt fortgesetzt. Der Korper bewegt sich 
so in Kegelschnitten, die von Zeit zu Zeit eine Anderung erfahren, wenn 
er storenden Impulsen unterliegt. Werden die momentanen Sto.6krafte 
sehr klein, und die Zeitintervalle zwischen ihnen kurzer und kurzer, so 
wird das an dem allgemeinen Charakter der Bewegung nichts andern. 
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In der Grenze gehen die einzelnen Impulse in eine stetig sich andernde 
Storungskraft und die Bahnkurve selbst in einen stetig sich andernden 
Kegelschnitt tiber. 

173. Ableitung der Elemente nach einem graphischen Verfahren. In 
§ 89 wurde gezeigt, daB die groBe Halbachse durch die einfache Gleichung 

(1) p= k2(S + m) (-~ - !) 
gegeben ist, wo V die Anfangsgeschwindigkeit, k2 die GauBsche Kon
stante, S + m die Summe der Massen, r den anfanglichen Abstand der 
Korper voneinander und a die groBe Halbachse bedeuten. Vnter der 
Annahme, daB die groBe Halbachse nach (1) berechnet ist, solI gezeigt 
werden, wie die tibrigen Elemente mit Hilfe von sehr einfachen geometri
schen Konstruktionen gefunden werden konnen. Die Anfangslagen von S 
und m und die Bewegungsrichtung von m bestimmen die Lage der Bahn
ebene und folglich 66 und i. 

Am Anfang moge sich m 
in dem Punkt C befinden 
und sich in der Richtung PQ 
mit der Geschwindigkeit V 
bewegen. Die Sonne S liege 
in dem einen Brennpunkt. 
N ach der Lehre von den 
Kegelschnitten bilden be
kanntlich die Geraden von P 
nach den Brennpunkten glei- Fig. 44. 

che Winkel mit der Tangente PQ. Wir ziehen deshalb die Gerade P R, 
die mit der Tangente denselben Winkel bildet wie die Gerade P S. Der 
Abstand zwischen S und P sei r 1 und zwischen P und dem zweiten 
Brennpunkt r2. Dann ist r1 + r2 = 2a; oder r2 = 2a - r1, wodurch 
die Lage von S1 bestimmt ist. Bedeutet 0 den Mittelpunkt von S S1> 

so ist e = ~2. S 66 sei die Knotenlinie, dann ist der Winkel 66S A 
a 

= CO und :It = CO + 66. 
Das einzige noch zu bestimmende Element ist die Zeit des Perihel

durchgangs. Der Winkel ASP, gerechnet in der Bewegungsrichtung, 
sei v. Fiir die exzentrische Anomalie besteht dann die Gleichung (§ 98) 

(2) tg ~ = V}+-: tg ~ .. 
Wenn E bestimmt ist, laBt sich die Zeit des Periheldurchgangs T nach 
der Gleichung (§ 93) berechnen 
(3) n(t - T) = E - e sin E. 

20· 



308 IX. Storungen - Geometrische Betrachtungen 

174. Zerlegung der Storungskraft. Welcher Quelle die Storungskraft 
auch entstammen mag, urn ihre Wirkung auf die Elemente zu finden, 
ist es in jedem Falle bequem, sie in drei rechtwinklige Komponenten zu 
zerlegen. Dies kann auf verschiedene Weise geschehen, je nach dem, 
wie es sich fUr besondere Falle als vorteilhaft erweist. Wir wollen hier 
eine Zerlegung anwenden, welche im ganzen zu der einfachsten Bestim
mung der Art und Weise fUhrt, wie die Elemente sich and ern, wenn 
der in Rede stehende Korper irgendwelchen storenden Kraften unter
woden ist. Man konnte ohne groBe Schwierigkeit die Ausdriicke fiir 
die Anderungen der Elemente durch Storungskrafte aus geometrischen 
Betrachtungen ableiten, es ist aber die Aufgabe dieses Kapitels, die 
Natur und die Ursa chen der verschiedenen Storungen auseinander
zusetzen, und die Aufmerksamkeit soll nicht durch unnotige Abschwei
fungen auf Berechnungsmethoden abgelenkt werden. Diese Aufgabe 
obliegt naturgemaB der analytischen Methode, die im nachsten Kapitel 
behandelt wird. 

Die Storungskraft wird in drei rechtwinklige Komponenten zerlegt: 
(a) die Orthogonalkomponente 1) S, welche zur Bahnebene senkrecht steht 
und in der Richtung nach dem Nordpol der Ekliptik positiv zu nehmen 
ist, (b) die Tangentialkomponente T, welche in Richtung der Tangente 
wirkt und positiv in Richtung der Bewegung gerechnet wird und (c) die 
Normalkomponente N, welche zur Tangente senkrecht ist und nach dem 
Innern der Bahnkurve positiv genommen werden soll. 

Die momentanen Wirkungen dieser Komponenten auf die verschie
denen Elemente sollen getrennt diskutiert werden. Die Resultate be
ziehen sich, wenn nichts anderes festgesetzt wird, stets auf die momen
tanenAnderungen der einzelnen Elemente seIber und nicht a!If die gemein
same Wirkung der storenden Krafte. Wenn aber auch die Wirkungen 
der verschiedenen Komponenten im angegebenen Sinne besonders be
trachtet werden, so ist es, wenn zwei oder mehr Komponenten gleich
zeitig wirken, manchmal doch notwendig, mit einiger Sorgfalt die GroBe 
ihrer besonderen Storungen abzuschatzen, urn einen Einblick in den 
Charakter ihrer vereinigten Wirkungen zu gewinnen. 

I. Wirkungen der Komponenten der Storungskraft. 

175. Storende Wirkungen der Orthogonaikomponente. Urn die Vor
stellungen zu fixieren und im Interesse kiirzerer Ausdrucksweise machen 
wir die Annahme, daB der gestorte Korper in seiner Bewegung urn die 
Erde der Mond sei. Die Storungen, die die Sonne verursacht, sind sehr 

1) Diese Bezeichnung stammt von Sir John Herschel, Outlines of Astronomy, 
p.420. 
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groB und bieten viele Erscheinungen von auBerordentlichem Interesse 
dar. Diesen Fall hat auch Newton nach Methoden behandelt, die im 
wesentlichen mit den hier angewandten ubereinstimmen.1) Wir unter
suchen nur den Charakter der Storungen, die von den positiven Kom
ponenten herruhren, da die negativen Komponenten die Elemente nur 
in entgegengesetzter Weise andern. 

Es leuchtet sofort ein, daB die orthogonale Komponente a, e, T und co 
ungeandert laBt, wenn Q) von einer festen Geraden in der Bahnebene 
aus gerechnet wird. Fur gewahnlich wird co von dem aufsteigenden 
Knoten der Bahn aus gerechnet; wenn daher der negative Betrag der 
Zunahme von f), mit cos i multipliziert ist, so wird das Resultat der 
Betrag der Zunahme von Q) sein, herruhrend nur von der Anderung des 
Punktes, von dem aus co gerechnet wird. Folglich genugt es, die Ande
rungen in f), und i zu betrachten, wenn die durch die orthogonale 
Komponente hervorgerufenen Storungen diskutiert werden sollen. 

A B liege in der 
Ebene der Ekliptik, 
PoQoin der Ebeneder 
ungestarten Bahn- =.A:.....-_____ ......,,;...::.~f_:""*::.-.......::.-----=B 
kurve, f),o und io be
deuten Knoten und 
Neigung. Es trete ein 
p16tzlicher Impuls 

•• "'So 
Q;''--'-'-

Fig. 45. 

P oSo ein, wenn der Mond in Po steht; er bewegt sich dann in der Rich
tung PoP 10 die neuen Knoten und N eigung sind f),l und i l . Man er
kennt sofort, daB i l > io und f),l < f),o' Bei der Ankunft des Mondes in 
PI mage ein momentaner Impuls P1S1 wirken. Knoten und Neigung 
sind jetzt f),2 und i 2, und es ist offenbar i z < i l und f),2 < f),l' Wenn 
POf),1 = f),IP, PoSo = P1S1, und die Geschwindigkeit des Mondes in Po 
gleich der in PI ist, dann ist io = i z. Das schlieBliche Resultat ist 
eine Ruckwartsbewegung des Knotens und eine unveranderte Neigung. 

Aus der entsprechenden Figur fur den niedersteigenden Knoten ersieht 
man, daB ein negatives S vor Knotendurchgang und ein symmetrisch 
entgegengesetztes positives S nach Knotendurchgang dieselben Wirkun
gen hervorbringen wird, wie diejenigen, welche im FaIle des aufsteigen
den Knotens eintraten. Ein positives S verursacht daher Vorwarts
bewegung des Knotens, wenn der Mond im ersten oder zweiten, und 
Ruckwartsbewegung, wenn der Moud im dritten oder vierten Quadran
ten steht; ferner verursacht ein positives S Zunahme der Neigung, wenn 
der Mond im ersten oder vierten, und Abnahme, wenn er im zweiten 
oder dritten Quadranten steht. 

1) Principia, Book I., Section 11, und Book III., Props. XXII. -XXXV. 
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Wir geben die folgenden quantitativen Ergebnisse an. Die Anderungen 
von /}6 und i sind proportional zu S. Die Anderung von /}6 ist urn so groBer, 
je kleiner i; fur i = 0 ist /}6 augenscheinlich nicht definiert, in dies em 
FaIle verschwindet jedoch S in Problemen wie die Mondtheorie. Fur 
ein gegebenes i ist die Anderung von /}6 urn so groBer, je naher der Ort. 
wo Storungen auftreten, der Mitte zwischen den beiden Knoten liegt. 
Der Betrag, UUl den i sich andert, ist urn so groBer, in je groBerer Nahe 
an einem Knoten Storungen auftreten. 

176. Wirkungen der Tangentialkomponente auf die groJle Achse. 
Anstatt die samtlichen Schlusse aus geometrischen Verfahren direkt 
abzuleiten, wird es besser sein, von einigen der einfachen Gleichungen 
Gebrauch zu machen, welche in Kapitel V gefunden wurden. Wenn 
es gewunscht wird, konnte man die in diesen Gleichungen enthaltenen 
Theoreme auch durch geometrische Betrachtungen finden, wie es Newton 
in seinen Prinzipien get an hat, dies wurde jedoch betrachtliche Arbeit 
erfordern und nicht zur Erleichterung des Verstandnisses beitragen. 

Die groBe Achse ist durch die Anfangsentfernung und Anfangs
geschwindigkeit mittels Gleichung (1) gegeben, namlich durch 

P=k2 (E+m)G - !). 
In einer elliptischen Bahnkurve ist a positiv; da also ein positives T V2 
vergroBert und keine p16tzliche Anderung von r bewirkt, so vergrof3ert 
ein positives T die grof3e Achse, wenn der Mond sich in irgendeinem 
Teile seiner Bahn betindet. Ferner folgt aus dieser Gleichung, daB ein 
gegebenes T in der Anderung von a am wirksamsten ist, wenn V seinen 
groBten Wert annimmt, oder wenn der Mond im Perigaum steht, und 
daB die Anderung urn so schneller vor sich geht, je groBer a ist. 

In partiellen Ableitungen wird die Abhangigkeit der GroBe a von T 
dargestellt durch oa oa 0 V 2a!V 0 V 

aT 0 V 0 T k" (E + m) 0 T • 

177. Wirkungen der Tangentialkomponente auf die Apsidenlinie. 
Die rrangentialkomponente bewirkt eine Zu- oder Abnahme der Ge
schwindigkeit, aber keine p16tzliche Anderung der Bewegungsrichtung. 
Der Brennpunkt E wird naturlich nicht geandert, r l bleibt ungeandert, 
und a erfahrt nach den Ergebnissen des letzten Paragraphen eine Zu
nahme. Da r2 = 2a - r l , wahrend die Richtung von r2 dieselbe bleibt, 
so folgt, daB der Brennpunkt El bis El' vorwarts bewegt wird, Fig. 46. 
Die Apsidenlinie wird von A B bis A' B' vorwarts gedreht. Hieraus 
erkennt man leicht, daB eine positive Tangentialkomponente wahrend 
des ersten halben Umlauts eine Vorwartsdrehung und wahrend des zweiten 
halben Umlauts eine Ruckwartsdrehung der Apsidenlinie bewirkt. 
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Die momentanen Wirkungen sind dieselben fur Punkte, welche zur 
groBen Achse symmetrisch liegen. Wenn der Mond in K oder L steht, ist 
die ganze Verruckung des zweiten p 

Brennpunktes zur Apsidenlinie 
senkrecht, und in dies en Punk
ten bildet die Drehung der Ap-

siden ein Maximum fur eine ge- BtZ1'===:=:=::::::::::~=-=-::'~~J 
gebene Anderung der groBen B' 
Achse. Die groBe Achse andert 
sich aber am meisten, wenn der 
Mond im Perigaum steht; daher 
ist der Ort, wo die Apsidenlinie 
die schnellste Drehung erfahrt, 

Fig. 46. 

in der Nahe von K und Lund zwischen diesen beiden Punkten und dem 
Perigaum. Die Drehung der Apsidenlinie wird gleich null, wenn der Mond 
entweder im Perigaum oder Apogaum steht. Es ist zu beachten, daB 
das ganze Problem durch den Umstand kompliziert wird, daB die GroBe T 
von den Entfernungen von Mond und Sonne gleichzeitig abhangt, und 
diese Entfernungen sich stetig and ern. 

178. Wirkungen der Tangentialkomponente auf die Exzentrizitat. Die 

Exzentrizitat ist gegeben durch die Gleichung e = ~!\ Fig. 46. Wenn 
der Mond im Perigaum steht, nehmen EEl und 2a um denselben Betrag 
zu. Da EEl kleiner als 2a ist, so erfahrt die Exzentrizitat in diesem 
Punkte eine Zunahme. Wenn der Mond im Apogaum steht, dann nimmt 
2a zu, wahrend EEl urn den gleichen Betrag abnimmt. Folglich nimmt 
die Exzentrizitat jetzt abo Somit existiert zwischen Perigaum und 
Apogaum ein Ort, wo die Exzen
trizitat sich nicht andert, und 
man kann leicht zeigen, daB diese 
Stelle sich an dem Ende der klei
nen Achse befindet. Es bezeichne 
2L1 a die momentane Zunahme 
von 2a, wenn der Mond in Coder 
D, Fig. 47, steht. Dann wird 
T2 um die GroBe 2L1 a zunehmen 
und EEl um LI E. Wenn () den D 

Winkel eEl E bedeutet, so ist Fig. 41. 

cos 8 = E2~1 = ~2~ = e und uberdies LIE = 2L1 a cos 8 = 2eLl a. Daher 

, EE1 +LlE 2ae+2eLla e = -- --_ ... = ---- . = e· 
2a+2L1a 2a+2L1a ' 
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oder, die Exzentrizitat wird durch die Tangentialkomponente nicht ge
andert, wenn der Mond sich an dem einen Ende der kleinen Achse seiner 
Bahn befindet. Die Anderungen der Zeit des Periheldurchgangs hangen 
von den Anderungen der Peri ode und der Richtung der groBen Achse 
ab, wie von den direkten St6rungen der Lange in der Bahn. Da aber 
die Periode von der groBen Achse allein abhangt, deren Anderungen 
diskutiert wurden, so sind also die Grundlagen fUr eine Untersuchung 
der Anderungen in der Zeit des Periheldurchganges bereits gegeben, 
auBer insoweit, als sie direkte St6rungen der Lange darstellen. Weitere 
Untersuchungen uber diesen Punkt soIl en nicht stattfinden, weil sich 
geometrische Methoden fur eine solche Untersuchung nicht besonders 
eignen, und weil die Zeit des Periheldurchgangs im gegenwartigen 
Zusammenhang ein Element von geringem Interesse bildet. 

179. Wirkungen der Normalkomponente auf die groBe Achse. Aus (1) 
folgt, daB die groBe Achse von der Geschwindigkeit in einem gegebenen 
Punkt und nicht von der Bewegungsrichtung abhangt. Da die Normal
komponente zurTangente rechtwinkligwirkt, so bringt sie keine plOtzliche 
Anderung der Geschwindigkeit hervor und laBt daher die groBe Achse 
ungeandert. 

180. Wirkungen der Normalkomponente auf die Apsidenlinie. Be-
trachten wir die Wirkung einer momentanen Normalkomponente, wenn 

p ---
der Mond in P, Fig. 48, steht. 
Bezeichnet P T die Tangente 
an die Bahnkurve, so wird die 
Wirkung der Normalkompo-

.A. I nente darin hestehen, daB sie in 
~"I'-~--------====-~~.A. P T' uhergeht. Die Radien nach 

Fig. 48. 

den heiden Brennpunkten hil
den mit der Tangente gleiche 
Winkel, also wird der Radius r 2 

in den Radius r' geandert, und 
da die Normalkomponente die 

Lange der groBen Achse nicht heeinfluBt, so werden r2 und r2' von der 
gleichen Lange sein. Wenn der Mond in der Gegend LAK steht, so wird 
folglich eine positive Normalkomponente die Apsidenlinie vorwiirts, und, 
wenn er in der Gegend K B L steht, ruckwiirts drehen. In den Punkten K 
und L laBt die Normalkomponente die Richtung der Apsidenlinie un
geandert. 

Fur die Anwendungen auf die St6rungen des Mondes wird es wichtig 
sein, die relative Wirkung einer gegehenen Normalkraft in der Anderung 
der Apsidenlinie zu hestimmen, wenn der Mond die heiden Positionen 
A und B einnimmt. Wenn der Mond sich in einem von diesen heiden 
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Punkten befindet, so wird der zweite Brennpunkt El langs der Geraden 
KL verschoben. Die Wirksamkeit einer Kraft, die Bewegungsrichtung 
eines Korpers zu andern, ist der Geschwindigkeit, mit welcher er sich 
bewegt, umgekehrt proportional; nach dem Flachensatz sind die Ge
schwindigkeiten in A und B ihren Abstanden von E umgekehrt propor
tional. Es bezeichnen EA und EB die Wirksamkeit einer gegebenen 
Kraft, die Bewegungsrichtungen in A und B zu and ern, und es seien 
VA und VB die Geschwindigkeiten in diesen Punkten. Dann ist 

EA : EB = VB: V A = a(1 - e) : a(l + e). 

Die Drehung der Apsidenlinie ist der Verruckung von El langs der 
Geraden K L umgekehrt proportional. Die Verruckungen langs K L sind 
den Produkten aus den Langen der Leitstrahlen von A und B nach El 
und den Winkeln, urn welche sie gedreht werden, direkt proportional. 
Nun sind die Winkel zu EA und EB proportional und die Langen del' 
Leitstrahlen nach El zu a (1 + e) und a (1 - e). Bezeichnen daher RA 
und RB die Drehungen der Apsidenlinie in den beiden Punkten, so folgt~ 
daB 

RA : RB = a(1 + e)EA : a(1 - e)EB = 1 : 1; 

oder gleiche momentane N ormalkriifte bewirken entgegengesetzt gleiche Dre
hungen der A psidenlinie fur die beiden Positionen des Mondes im A pogiium 
und Perigiium. 

Wir wollen annehmen, daB die Kriifte kontinuierlich langs kleiner 
Bogenstucke wirken. Da die linearen Geschwindigkeiten zu den Leit
strahlen umgekehrt proportional sind, so verhalt sich die Wirksamkeit 
einer konstanten Kraft, die auf einem Bogenstuck in A wirkt, die Richtung 
der Apsidenlinie zu iindern, zu der einer gleichen Kraft, die aUf einem 
gleichen Bogenstuck in B wirkt, wie a (e -1) zu a(l + e). In der Praxis 
sind die storenden KrMte nicht momentan, sondern stetig wirkend, 
wobei ihre GroBen von den Positionen der Korper abhangen; falls also 
die Normalkomponente im Apogaum nicht kleiner ist als im Perigaum, 
geschieht die durchschnittliche Drehung der Apsidenlinie, die von einer 
stets mit demselben Vorzeichen versehenen Normalkomponente her
ruhrt, in der Richtung der Drehung fUr den im Apogaum stehenden 
Mond. 

181. Wirkungen der Normalkomponente auf die Exzentrizitiit. Wenn 
2a die groBe Achse darstellt, so ist die Exzentrizitat gegeben durch 

EEl e=--· 2a 
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Nach der Wirkung der Normalkomponente ist die Exzentrizitat gleich 

wobei die gro.6e Achse ungeandert bleibt. Aus Figur 48 ist leicht zu 
ersehen, da.6 eine positive N ormalkratt die Exzentrizitat wiihrend des ersten 
halben Umlauts verkleinert und wiihrend des zweiten halben Umlauts ver
gro{3ert, da EEl' im erst en Falle kleiner, im zweiten gro.6er als EEl ist. 
Die momentane Anderung der Exzentrizitat verschwindet fur die Posi
tionen des Mondes in A und B. 

Aus Fig. 48 folgt, da.6 eine gegebene Anderung in der Richtung von r2 

eine gro.6ere Anderung in der Exzentrizitat bewirkt, wenn der Mond 
im zweiten oder dritten Quadranten steht, als wenn er sich in einem 
entsprechenden Teil des ersten oder vierten Quadranten befindet. Au.6er
dem bewegt sich der Mond um so langsamer, je weiter er von der Erde 
entfernt ist, und folglich ist eine gegebene Normalkomponente wirk
samer, die Richtung der Bewegung und damit die von r2 zu andern, 
wenn der Mond in der Nahe des Apogaums anstatt in der Nahe des 
Perigaums steht. Daher verursacht eine gegebene Normalkomponente 
gro{3ere Anderungen in der Exzentrizitat, wenn der Mond nahe am Apo
giium steht als im entgegengesetzten Falle. 

182. Tabelle der Resultate. Die erhaltenen Resultate werden in den 
folgenden Anwendungen standig gebraucht, und es wird daher am be

c 

B~~ __________ +-________ ~:-; 

D 
Fig. 49. 

quemsten sein, sie in einer Ta
belle zusammengestellt zu ha
ben. Die Resultate sind nur 
fur positive Werte der Sto
rungskomponenten gegeben, da 
sie fur negative in jedem Falle 
die entgegengesetzten sind. 

Die Orthogonalkomponente S 
ist positiv in der Richtung 
nach dem Nordpol der Ek
liptik. 

Die Tangentialkomponente T ist positiv in der Richtung der Be
wegung. 

Die Normalkomponente N ist positiv in der Richtung nach dem 
Innern der Ellipse. 
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Komponente [I s 
I T I N 

. ~ 

Knoten ... • I Vorriicken im ersten 0 0 
lund zweiten Qua-

dranten; Regression 
im dritten und vier-

II ten Quadranten 

Neigung .. Nimmt 1m ersten 0 0 
und vierten Qua-
dranten zu; nimmt 
im zweiten und drit-

II ten Quadranten ab 

GroBe Achse .11 0 I Nimmt standig zu I 0 

Apsidenlinie '!I Keine Wirku~g, 1 1m Intervall A C B I 1m Intervall LA K 
I wenn w von emem vorwarts vorwarts 
II festen Punkt weiter I 1m Intervall BDA 11m Interval! K B L 

als &6 gerechnet wird : riickwarts I riickwarts 

Exzentrizitat II 0 
1

1m 
Intervall D A C ! 1m Intervall A C B 
Zunahme I Abnahme 

II 

1

1m 
Intervall C B D 1m Intervall B D A 

II Abnahme i Zunahme 

183. Storende Wirkungen eines widerstehenden Mittels. Die ein
fachste Storung einer elliptischen Bewegung ist die, welche von einem 
widerstehenden Mittel herruhrt. Die einzige storende Kraft ist eine 
negative Tangentialkomponente, welche fur symmetrische Punkte in 
bezug auf die groBe Achse dieselbe GraBe besitzt. Daher ist aus der 
Tabelle folgendes ersichtlich: 1. &6 und i bleiben unverandert; 2. a nimmt 
standig ab; 3. die Apsidenlinie unterliegt periodischen Anderungen mit 
Ruckwartsdrehung wahrend des ersten hal ben und Vorwartsdrehung 
von gleicher GraBe wahrend des zweiten halben Umlaufs; 4. die Exzen
trizitat nimmt ab, wahrend der Karper das Intervall D A C durchlauft, 
und nimmt zu, wahrend des ubrigen Teiles des Umlaufs. Dabei bewegt 
sich der Karper langer auf dem Bogen C B DaIs auf dem Bogen D A C; 
wenn aber andererseits der Widerstand von einer hohen Potenz der 
Geschwindigkeit abhangt, was nach der Erfahrung fur hohe Geschwin
digkeiten der Fall ist, ist die Anderung viel graBer im Perigaum als im 
Apogaum, und die gesamte Wirkung bei einem Umlauf ist eine Abnahme 
der Exzentrizitat. Die Anwendung dieser Ergebnisse auf einen Kometen, 
Planeten oder Satelliten, der von meteorischer Masse oder womaglich 
vom Ather Widerstand erfahrt, ist klar. 

184. Storungen, die von der Abplattung des Zentralkorpers herriihren. 
Betrachten wir den Fall eines Satelliten, der urn einen abgeplatteten 
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Planet en in der Ebene seines Aquators umlauft. Mit Hilfe der Glei
chungen (30) S. 115 wurde gezeigt, daB die Anziehung unter diesen 
Umstanden stets groBer ist als die einer konzentrischen Kugel von glei-

c cher Masse, daB aber die beiden 

B~~~---------+------------~ 

Anziehungen mit zunehmen
dem Abstand des Satelliten 
mehr und mehr gleich werden. 
Der UberschuB der Anziehung 
des Spharoids uber die einer 
gleichen Kugel solI als die sto
rende Kraft betrachtet werden, 
welche, wie beobachtet wird, 
in der Linie des Radius Vektor 
wirkt und stets nach dem Pla-

L 

D 
Fig. 50. 

neten hin gerichtet ist. Daher ist die Normalkomponente stets positiv 
und von gleichem Betrage in Punkten, welche zur groBen Achse sym
metrisch liegen. Wenn die Exzentrizitat der Bahnkurve nicht groB ist, 
so ist die Tangentialkomponente relativ klein, da sie im Intervall A C B 
negativ und im Intervall BDA positiv ist. 

a) Wirkung aut die Periode. Diese ist meist leicht zu finden, wenn die 
Bahnkurve ein Kreis ist. Die Anziehung wird konstant sein und groBer, 
als wenn der Planet eine Kugel ware. Dies ist gleichbedeutend mit einer 
Zunahme von k 2, der Beschleunigung der Einheitsmasse in der Ent
fernung eins; daher ersieht man aus der Gleichung 

s 
2na7 

P = :--;:== 
kVm1 + m.' 

daB fUr eine gegebene Bahnkurve die Periode kurzer sein wird und fur 
eine gegebene Periode die Entfernung groBer als im FaIle eines kugel
fOrmigen Planeten. 

b) Wirkungen aut die Elemente. Wie sich aus der Tafel entnehmen laBt, 
gilt folgendes: 1. f6 und i sind unverandert; 2. a nimmt in gleicher Weise 
wahrend eines Umlaufs zu und ab; 3. die Apsidenlinie dreht sich vor
warts wah rend etwas mehr als einem halben Umlauf, und zwar wahrend 
die storende Kraft ihre groBte Starke besitzt; und 4. die Exzentrizitat 
erfahrt die entgegengesetzt gleichen Anderungen wahrend eines ganzen 
Umlaufes. D. h. f6 und i sind absolut unveriinderlich, a und e unterliegen 
periodischen Anderungen, welche ihre Periode wiihrend eines Umlauts voll
enden; und die Apsidenlinie tuhrt Schwingungen aus, aber schreitet im 
ganzen vorwiirts. 

Die Wirkungen werden urn so groBer sein, je abgeplatteter der Planet 
und je naher der Satellit ist. Die Abplattung der Erde ist so gering, 
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daB sie eine sehr kleine Wirkung auf die Drehung der Apsidenlinie des 
Mondes hat. Das deutlichste Beispiel von Storungen dieser Art im 
Sonnensystem bildet die Bahnkurve des fiinften Jupitersatelliten. Dieser 
Planet ist so abgeplattet und die Bahn des Satelliten so klein, daB seine 
Apsidenlinie etwa um 9000 im Jahr vorriickt. 

)(X]]J. Jlufgaben. 
1. Ein Korper, der keinen Kraften unterliegt, bewegt sich in gerader Linie mit 

gleichformiger Geschwindigkeit. Die Elemente dieser Bahn sind die Konstanten, 
welche die Lage der Geraden bestimmen, die Geschwindigkeit, die Bewegungs
richtung in der Geraden, und die Lage des Korpers zur Zeit T. Man zeige, daB sie 
durch sechs unabhangige Konstanten ausgedriickt werden konnen, und daB es im 
Zweikorperproblem zulassig ist, den einen Korper als sich standig in bezug auf 
den anderen in einer geraden Linie bewegend zu betrachten, deren Lage sich stetig 
andert. Man driicke diese linearen Elemente durch die Zeit im FaIle der ellip
tischen Bewegung aus. 

2. Man zeige durch allgemeine auf der Aufgabe 1 beruhende Betrachtungen, daB 
die Methoden der Anderung der Koordinaten und der Anderung der Parameter im 
wesentlichen dieselben sind und sich nur in den Varia bIen unterscheiden, die zur 
Bestimmung der Koordinaten und Geschwindigkeiten der Korper benutzt werden. 

3. Die Sonne moge sich auf der Linie L senkrecht zur Ebene II durch den Raum 
hindurchbewegen. Man nehme II als die fundamentale Bezugsebene. Der Punkt, 
wo der Planet Pi die Ebene II in der Bewegungsrichtung der Sonne passiert, sei 
der aufsteigende Knoten. Von diesem Punkte an teile man die Bahn in Quadranten 
in bezug auf die Sonne als Mittelpunkt. Man nehme an, daB der Ather und die 
zerstreute meteorische Masse der Sonne und den Planeten eine geringe Verzoge
rung erteilen, vernachlassige aber diejenige Verzogerung, welche von der Bewegung 
der Planeten in ihren Bahnen urn die Sonne herriihrt. 

(a) 1m FaIle, daS der Widerstand den Massen der Korper proportional ist, zeige 
man, daB die Knoten und Neigungen ihrer Bahnkurven unveranderlich sind. 

(b) Die Dichte und der Radius der Sonne seien (J und R, und die entsprechenden 
GroBen fiir den Planeten Pi mogen 6; und Ri heiBen. Man zeige, daB alsdann, wenn 
der Widerstand zu den Flachen der Korper proportional ist, in bezug auf die 
Ebene II die Neigung und Knotenlinie den folgenden Anderungen unterliegen: 

(1) Wenn aiRi < aR. 

2 3 4 

nimmt zu I nimmt ab 
--~----c-----~-------c----~-----~-'---------~----~ --

nimmt zu 

riickwarts vorwarts vorwarts 

-N~:~;~~-il:=1 =n=i=m=m=l=t=z=u=-=~ *1 ==n=im=~=t=a=b=*! =n=1=.m=m=3=t=a=b=:!oI=n=1=.m=m=4=t=zu==1 
------'---------;---------'---------- ~-

K~otecli~ie-!-I -~~~rt8 I vorwiirts I riickwiirts I riickwarts 
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(c) Wenn die Bahnlmrven Kreise waren, dann willden die verschiedenen Ande
rungen wahrend eines ganzen Umlaufs in beiden Fallen einander genau aufheben. 
Wie miiBte in den beiden Fallen die Apsidenlinie zur Knotenlinie liegen, damit fUr 
wenige Umdrehungen (1) die Neigung am schnellsten abnimmt und (2) die Knoten
linie am schnellsten vorriickt ? 

(d) 1st es moglich, der Apsidenlinie und Knotenlinie eine derartige gegenseitige 
Lage zu geben, daB fUr wenige Umlaufe die Neigung abnimmt und die Knotenlinie 
vorriickt? 

(e) Wenn die Apsidenlinie in der Ebene der Bahnkurve eine feste Lage beibehalt, 
ist dann die Knotenlinie imstande, unbegrenzt in einer Richtung sich zu drehen? 

4. Die Bahn eines Kometen moge in der Niihe der Jupiterbahn in einem von 
seinen Knoten vorbeilaufen; unter welchen Bedingungen wird dann die Neigung 
der Kometenbahn abnehmen? Man zeige, daB, wenn die groBe Achse konstant 
bleibt, wahrend die Neigung abnimmt, die Exzentrizitat eine Zunahme erfahrt. 
(Beachte § 159.) 

5. Welches ist die Wirkung allmahlicher Anhaufung von meteorischer Masse 
durch einen Planeten auf die groBe Achse seiner Bahn? 

6. Man betrachte zwei zahfliissige Korper, die urn ihren gemeinsamen Massen
mittelpunkt umlaufen und sich in der gleichen Richtung mit Perioden drehen, die 
kleiner als ihre Umlaufsperioden sind. Sie werden auf einander Gezeiten mit einer 
Phasenverzogerung erzeugen. Die Flutwelle eines jeden Korpers wird eine 
positive Tangential- und eine positive Normalkraft auf den anderen ausiiben, wo
bei diese Komponenten mit der groBeren Nahe der Korper zunehmen. Dberdies 
wird die Umdrehung eines jeden Korpers verzogert durch die Wirkung des anderen 
auf seine Flutwelle. Die Korper seien anfanglich einander nahe, und ihre Bahn
kurven schwach elliptisch; man verfolge den Verlauf der Anderungen fill die samt
lichen Elemente ihrer Bahnen. 

II. Die Mondtheorie. 
185. Geometrische Zerlegung der storenden Wirkungen eines dritten 

Korpers. Das Problem der Starung durch einen dritten Korper ist 
bedeutend schwieriger als die in den Paragraph en 183 und 184 behandel
ten FaIle, weil die storende Kraft sehr komplizierte Anderungen erfahrt. 

Die drei Korper seien S, E und m, und S sei derjenige Korper, der 
die Bewegung von m und E start. m1 und m 2 bezeichnen zwei Lagen 
von m, und die ganze Betrachtung beziehe sich auf die beiden durch die 
Indizes gekennzeichneten FaIle. Die Beschleunigungswirkung von S 
auf E sei nach GroBe und Richtung durch EN dargestellt. Die Reihen
folge der Buchstaben deutet die Richtung des Kraftvektors an, wahrend 
die GroBe des Vektors von der Wahl der Einheiten abhangt. In denselben 
Einheiten stelle m K nach Richtung und Gro13e die beschleunigende 
Wirkung von S auf m dar. Der Vektor m1 Kl ist groBer als der Vektor 
EN, weil m1S kleiner als ES, der Vektor m 2 K 2 ist kleiner als der Vektor 
EN, weil m 2 S groBer als ES, da nach dem Gravitationsgesetz die Vek
toren den umgekehrten Quadraten der Entfernungen proportional sind. 

Wir zerlegen jetzt m K in zwei Komponenten m Lund m P, so daB 
m L gleich und parallel zu EN ist. Die Komponenten mL und EN uben 
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somit auf die relativen Lagen von E und m keine storende Wirkung aus. 
Folglich ist die stbrende Beschleunigung m P. 

Aus der Figur 51 laBt sich ein wichtiges Resultat unmittelbar ab
lesen, namlich, daB die storende Beschleunigung stets nach der Ver-

bindungslinie von E und Shin gerichtet ist oder nach ihrer Verlangerung 
liber E hinaus, falls mS groBer als ES ist. Ahnliche Betrachtungen, 
angewandt auf bewegliche Teile auf der Erdoberflache, zeigen, warum 
gleichzeitig auf den dem Monde zu- und abgewandten Seiten der Erde 
die Erscheinung der Flut eintritt. 

186. Analytische Zerlegung der storenden Wirkungen eines dritten 
Korpers. Wir wahlen ein recht- z 
winkliges Achsensystem mit dem 
Ursprung in der Sonne und mit 
der xy-Ebene in der Ebene der 
Ekliptik. In bezug auf dieses Sy
stem seien (x, y, z) die Koordi
naten des Mondes und (X, Y, 0) 
die der Sonne. Die Abstande Em, 
m S und E S bezeichnen wir mit r, e 
und R. Die Komponenten der 
sti:irenden Beschleunigung parallel 
zur x-, y- und z-Achse mogen F (J) F '/I 
und F z heiBen. Mit diesen Be
zeichnungen folgen aus den Glei
chungen (24) des Kapitels VII, 
S. 258 die Ausdrlicke :t 

Fig. 62. 

F = k 2 S --~ [~ - xX + Y Y] = k2 S [_ 3 + X (~ - ~)] 
x (7 X (! R3 (!3 (!3 R8' 

(4) F-kS-- ------ -kS --+Y ---_ 2 (7 [1 xX + YY] _ 2 [Y (1 1 )] 
Y (7 Y (! R3 (!3 (!3 R3' 

2 (7 [1 xX + YY] 2 [Z 11 1 )] F. = k S aze - ~-3 - = k S - e3 + 0 ~es - RS • 

8 

11 
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Will man die Komponenten der storendenBeschleunigung in anderenRich
tungen haben, so braucht man nur diese drei Komponenten auf Geraden 
von jenen Richtungen zu projizieren und die Projektionen zu summieren. 

Die Komponente der storenden Beschleunigung in der Richtung des 
Radius Vektor r sei F" ihre Komponente senkrecht zu r in der Bewegungs
ebene von m sei Ff) und die Komponente, welche gleichzeitig auf F, 
und Ff) senkrecht steht, sei F N• Die Komponente F, sei positiv, wenn 
sie von E fort gerichtet ist, die Komponente F f)' wenn sie mit der Be
wegungsrichtung einen Winkel kleiner als 900 bildet, und die Komponente 
F N, wenn sie nach der Halbkugel hin gerichtet ist, welche die positive 
z-Achse enthalt. Der Ausdruck fur F, lautet alsdann 

F,=F.,cos(xEm) +F1/cos(yEm) +F2 cos(zEm). 

Hieraus HiBt sich der Ausdruck fUr Ff) herleiten, wenn man an Stelle 
des Winkels b), Em den Winkel b), Em + 900 setzt, weil r die Richtung 
der Tangente in m annimmt, wenn der Korper in seiner Bahn um 900 

vorgeruckt ist. Den Ausdruck fUr F N erhalt man bequem, wenn man 
zunachst F z und F 1/ auf eine Gerade in der xy-Ebene projiziert, welche 
zu Eb), senkrecht ist, und sodann die erhaltenen Projektionen ihrerseits 
auf die Senkrechte zur Ebene b),Em; endlich hat man noch F. auf diese 
Senkrechte direkt zu projizieren. Bezeichnet man den Winkel b), Em mit 
u, so ergeben sich aus Figur 52 nach den Lehren der spharischen Trigono
metrie die Beziehungen 

(5) 

F r = + F z [cos u cos b), - sin u sin b), cos i] 

+ F 1/ [cos u sin b), + sin u cos b), cos i] 

+ Fzsinu sini, 

F f) = + F z [- sin u cos b), - cos u sin b), cos i] 
+ F1/[ - sin u sin b), + cos u cosb), cos i] 

+ F z cos u sin i, 

F s = + F z sin b), sin i - F 1/ cos b), sin i + F z cos i. 

Der Winkel b),ES sei mit U bezeichnet, dann haben wir, da die Sonne 
sich in der xy-Ebene bewegt, die weiteren Beziehungen 

(6) 

x = r [cos u cos b), - sin u sin b), cos i] , 

Y = r[ cos u sin b), + sin u cosb), cos i], 

z = r sinu sini; 

X = R[cos U cosb), - sin U sin b),], 
Y = R[cos U sinb), + sin U cosb),] , 

Z=O. 



Die Mondtheorie 321 

Substituiert man die Ausdriicke fUr Fill, F fI und F: in (5), so findet man 
mit Riicksicht auf (6) und durch Reduktion 

F r = k2 S {- is + R [cos U cos u + sin U sin u cos iJ [~ - -~ii J} , 
(7) F D = k2 S { 0 + R [- cos U sin u + sin U cos u cos iJ Gs - -~s J } , 

F N= k2 S {o - R sin U sin i [:8 - ja J } . 
Die geometrische Bedeutung der Gleichungen (7) ist wichtig fiir ein 

vollstandiges Verstandnis des Problems. Es sei ein Achsensystem mit 
dem Ursprung in E zugrunde gelegt, die eine Achse sei nach m hin 
gerichtet, die andere sei rechtwinklig zu ihr urn 90° vorwarts in der 
Bahnebene von m gelegen, die dritte stehe auf den beiden anderen senk-

recht. Dannfolgtaus derFigur, daB die Koeffizienten vonk2SR [:8 - ~aJ 
in (7) die Kosinus der Winkel zwischen dies en Achsen und der Geraden 
ES darstellen. Folglich verschwindet F '" wenn die Gerade durch E 
parallel zu der Senkrechten des Radius auch senkrecht zu ES ist, und 
F N verschwindet, wenn m in der Bahnebene von S liegt. Beide Kom
ponenten verschwinden auch, wenn R = (,!. und in diesem Falle wird Fr 

. klSr emfach - --. R8 

Es bezeichne "p den Winkel zwischen r und R, dann ist 

(8) e2 = R2 + r2 - 2 Rr cos "P, 
• 

~i = -~8[1- ~ cos "P + -~;J-'= ~3[1 + 3 icos "P •• • J. 
Daher wird der Ausdruck fiir Fr 

(9) 

Folglich verschwindet F r , wenn die Glieder hoherer Ordnung vernach
lassigt werden, falls 

{ 1 + 3 cos 2 "P = 0, woraus 

"P = 540 44',125°16',234°44',3050 16'. 
(10) 

Wir betrachten jetzt das Problem, die Tangential- und Normalkompo
nente der storenden Beschleunigung zu finden. Es sei P ein gewohn-

Moulton-Fender, HlmmeJamechanik 21 
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Fig. 53. 

licher Punkt der Kurve, Figur 53. 
Die Tangente in P mage PT und 
die Normale PN heiBen. Aus 
den elementaren Eigenschaften 
der Ellipse folgt, daB PN den 
Winkel zwischen 'I und '2 hal
biert. 

GraBen Fr und F., ausgedruckt 

Dann sind die Tangential- und 
N ormalkomponenten der storen
den Beschleunigung durch die 

mittels der Gleichungen 

(11) { 
T = + Fr sin f) + Ff) cos f), 

N = -Fr cos f) + F., sin f). 

Um die Ausdrucke fur T und N vollstandig zu bestimmen, mussen 
die Faktoren sin f) und cos f) durch Glieder in v ausgedruckt werden. 
Aus den geometrischen Eigenschaften der Ellipse und aus dem Dreieck 
EPE1 folgt, daB 

a(1-e2) 'I = 1+ ecosv' 

1'1 +'2 = 2a, 

'12 + '22 - 2TIT2 cos 2 f) = 4a2 e2• 

Wenn'l und'2 aus dies en Gleichungen eliminiert werden, so ergibt sich 

. f) esinv 
SIn = , 

V1 + e2 + 2 e cos v 

1+ecosv cos f) = ---;-~--:---=-==-:== • 
y1 + e2 + 2e cos v 

(12) I
T = esinv -Fr+ (1 + ecosv) F, 

y'1 + e2 + 2 e cos v V1 + e2 + 2 e cos v • 

- (1 +e cos v) e sin v N=- __ Fr+ ~--~ -----~---F •• 
y'1+ e2 + 2ecosv J!1+e2 + 2ecosv 

Daher 

Benutzt man (7) und die Beziehung u = (J) + v, so werden die schlieB
lichen Ausdrucke fur die Tangential- und Normalkomponenten der 
storenden Beschleunigung 
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T k2S { . r [ U ( . .) = - e sm v "3 + - cos sm u + e sm OJ 
V1+e2+2ecosv e 

+ sin U cos i (cos u + e cos OJ) J R G3 - -1J} , 
N = k2S ___ {+ r. (1 +e cosv)- [cos U (cosu + ecosOJ) 

V1 + e2 + 2e cos v e 
(13) 

+ sin U cos i (sin u + e sin OJ)] R [~:I - ~3 ] } • 

Die samtlichen Umstande der Anderung von T und N konnen aus diesen 
Gleichungen gefolgert werden. 

187. Storungen des Knotens. Nach Definition ist die Orthogonalkom
ponente 8 mit F N iaentisch. Somit foIgt aus der Ietzten Gleichung (7) 

(14) Orthog.-Komp. = 8 = - k28 R sin U sin i G. - ~3l 

Das Vorzeichen des rechten Ausdrucks hangt von den Vorzeichen von 

sin U und [~3 - ~.J ab, die beide positiv oder negativseinkonnen. Urn 

zu bestimmen, welches Vorzeichen schlie.Blich vorherl'scht, sowie zu 
finden, ob im ganzen eine Vol'- odel' Riickwartsbewegung del' Knoten
linie stattfindet, muB del' letzte Faktor in (14) entwickelt werden. 
Macht man von del' letzten Gleichung (8) Gebrauch, so ergibt sich 

8 3k2Sr . U . . 

1 
= - R'- sm sm ~ cos 'IfJ + ... 

3k2Sr . U' . [TT • U . 'J = - -fl.-- sm sm ~ cos G cos U + sm sm u cos ~ + .. 
(15) 

wo das 8 auf der rechten Seite die Masse der Sonne andeutet. 
Die Winkelgeschwindigkeit del' Sonne ist klein im Vergleich zu der 

des Mondes; urn die Diskussion zu vereinfachen, solI daher angenommen 
werden, daB die Sonne wahrend eines Mondumlaufes stillsteht. Da die 
Period en des Mondes und der Sonne keine einfachen Beziehungen auf
weisen, werden die Werte von sin U und cos U wahrend eines langen 
Zeitraumes einen so haufigen Wechsel von Ab- und Zunahme erfahren, 
daB die Annahme keinen wesentlichen Fehler verursachen wird. 

Wil' zerlegen 8 in die beiden Teile 8 1 und 8 2, wo 

1 
8 3k2 Sr .. . U U 

1 = - - R3 - sIn ~ sIn cos cos U, 

a 3k2Sr.. " 2 U . 
1:)2 = - --fl'- SIn~ cos~ SIn sInu. 

(16) 

1m Interesse groBter Einfachheit nehmen wir die Mondbahn als kreis
fOrmig an, so daB r konstant und u = nt ist. Nehmen wir femer an, 

21* 
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U habe einen bestimmten Wert und betrachten die Wirkungen von 8 1 

wahrend eines Mondumlaufes, beginnend mit dem aufsteigenden Knoten. 
Aus der Tabelle § 182 folgt, daB die Wirkungen von 8 1 im ersten und 
zweiten Quadranten entgegengesetzt gleich sind, weil cos u in den beiden 
Quadranten entgegengesetzt gleiche Werte hat. Dasselbe gilt fur den 
dritten und vierten Quadranten. Daher bewirkt 8 1 nur periodische 
Storungen in der Knotenlinie. 

Betrachten wir jetzt die Wirkung von 8 2, Wahrend des ersten halben 
Umlaufs, beginnend mit dem Knoten, ist 8 2 negativ, weil dann sin u 
und die samtlichen Faktoren positiv sind. Wahrend der zweiten Halfte 
des Umlaufs ist 8 2 positiv, weil sin u jetzt negativ ist. Somit folgt aus 
Tabelle § 182, daB 8 2 eine stetige, aber unregelmaf3ige Ruckwiirtsbewegung 
(auBer wenn es zeitweise verschwindet) der Knotenlinie verursacht. Die 
vollstandige Bewegung der Knotenlinie ist daher die Resultante der 
periodischen Schwankungen, die von 8 1, und der periodischen und ste
tigen Anderungen, die von 8 2 herruhren. 

Die Umlaufsperiode der Knotenlinie des Mondes betragt etwa neun
zehn Jahre. Da Sonnen- und Mondfinsternisse nur stattfinden konnen, 
wenn die Sonne in der Nahe eines Knotens der Mondbahn steht, so 
treten sie von Jahr zu Jahr fruher ein, wobei sich der Zyklus in etwa 
neunzehn Jahren vollendet. 

188. Storungen der Neigung. Der Ausdruck fur die Orthogonalkompo
nente ist in (15) gegeben, welcher wieder in zwei Teile 8 1 und 8 2 zerlegt 
werden solI. Aus der Tabelle § 182 folgt, daB ein positives 8 die Neigung 
im ersten und vierten Quadranten vergroBert, im zweiten und dritten 
verkleinert. 

Wenn sin U cos U positiv ist, so verkleinert 8 1 die Neigung in jedem 
Quadranten. Dieser Fall laBt sich zuordnen dem, wo sin U cos U 
negativ und von demselben Betrage ist. Da alle moglichen Lagen in 
dieser Weise einander zugeordnet werden konnen, so bewirkt 8 1 nur 
periodische Anderungen der N eigung. 

Der Fall von 8 2 ist noch einfacher. Da sin u in den ersten beiden 
Quadranten positiv ist, so hebt die Wirkung von 8 2 im zweiten Qua
dranten die im ersten Quadranten auf. Ahnlich zerstoren die Wirkungen 
im dritten und vierten Quadranten einander. Folglich unterliegt die 
N eigung nur periqdischen 8chwankungen. 

Einige Momente wurden bei der Diskussion vernachlassigt, welche be
achtet werden sollten. Nicht berucksichtigt wurden die Exzentrizitaten 
der Mond- und Erdbahn. Wenn sie in Rechnung gezogen werden, so 
heben sich die Glieder nicht in der einfachen Art vollstandig auf, wie 
angegeben wurde. Dberdies wurde jede Storung als unabhangig von 
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allen anderen angenommen. Tatsachlich hangt jede von allen anderen 
abo Wenn sich z. B. der Knoten andert, so sind die Wirkungen auf die 
Neigung anders, als sie im anderen FaIle gewesen waren, und umgekehrt. 
Es ist klar, daB eine sehr ins einzelne gehende Analysis notig ist, um 
genaue numerische Resultate hier zu erzielen. Das besagt jedoch nicht, 
daB geeignete geometrische und physikalische Betrachtungen nicht von 
hochstem Wert sind, besonders beim erst en Eindringen in unerforschte 
Gebiete. 

189. Prazession der lquinoxe. Nutation. Man denke sich aus der Erde 
die groBtmogliche Kugel ausgeschnitten, so daB ein aquatorialer Giirtel 
entsteht. Jedes Teilchen in diesem Giirtel kann als kleiner Satellit be
trachtet werden; nach den in den §§ 185 und 186 auseinandergesetzten 
Prinzipien werden dann die Anziehungen des Mondes und der Sonne 
storende Beschleunigungen auf sie ausiiben, die sie gegen den kugel
formigen Kern zu verschieben streben. N'!ln sind die Teilchen mit der 
massiven Erde fest verbunden, so daB diese an jeder Storung seIber teil
hat, die die Teilchen erleiden. Da aber die gesamte Masse des Giirtels 
sehr klein ist im Vergleich zu der des Kugelkerns, und die storenden 
Krafte sehr gering, so werden die Anderungen der Erdbewegung sehr 
langsam vor sich gehen. 

Aus den Resultaten des letzten Paragraphen folgt, daB die Knoten 
der Bahnkurve eines jeden Teilchens die Tendenz besitzen werden, in 
der Ebene des storenden Korpers riickwarts zu wandern. Der Winkel 
zwischen der Ebene der Mondbahn und der der Ekliptik kann fiir den 
Augenblick vernachlassigt werden, da er im Verhaltnis zur Neigung des 
Erdaquators klein ist. Die Teilchen iibertragen diese Tendenz auf die 
ganze Erde, so daB die Ebene des Erdaquators sich auf der Ekliptikal
ebene riickwarts dreht. Andererseits folgt aus der Symmetrie der Figur 
in bezug auf die Knoten der Bahnen der Giirtelteilchen, daB keine 
Anderung in der Neigung der Aquatorebene zu der der Ekliptik oder des 
Mondes eintritt. Die bewegten Massen sind jedoch so groB, und die 
wirkenden KrMte so klein, daB diese riickgangige Bewegung, welche 
man als Priizession der Aquinoxe bezeichnet, nur etwa 50".2 jahrlich 
betragt; d. h. die Ebene des Erdaquators fiihrt eine Umdrehung in etwa 
26000 Jahren aus. 

Da der Mond im Verhaltnis zur Sonne der Erde sehr nahe ist, so ist 
die Orthogonalkomponente der Mondanziehung groBer als die der 
Sonnenanziehung. Die hauptsachlichste Regression findet daher in der 
Mondbahn statt, welche gegen die Ekliptik um etwa 5° 9' geneigt ist. 
Da die Linie der Mondknoten eine Umdrehung in etwa 19 Jahren voll
endet, so vollfiihrt die Ebene, in bezug auf welche der Aquator seine 
Regression ausfiihrt, wahrend derselben Zeit einen Umlauf. Dies be-
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dingt eine geringe Schwankung in der Bewegung des Aquatorpoles um 
den Pol der Ekliptik, die man als Nutation bezeichnet. 

Die quantitative Dbereinstimmung zwischen Theorie und Beobach
tung in der GroBe der Prazession beweist, daB der aquatoriale Gurtel 
mit dem ubrigen Teil der Erde fest verbunden ist. Wenn die Erde, wie 
man einst annahm, nur eine relativ dunne feste Kruste bildete, die auf 
einem flussigen Innern schwimmt, so wurde sie wahrscheinlich auf 
dies em Innern etwas gleiten und so eine schnell ere Prazession hervor
rufen. 

190. Zerlegung der sWrenden BeschJeunigung in der Bewegungsebene. 
Aus Tabelle § 182 folgt, daB die Orthogonalkomponente keine Starungen 

Tangentialkomponente. 

Fig. 54. 

der groBen Achse, der Lange des 
Perigaums und der Exzentrizi
tat bewirkt, auBer indirekt, da 
sie die Knotenlinie verschiebt, 
von der aus die Lange des Peri
gaums gerechnet wird. Foiglich 
kann man eine Vorstellung von 
der Art, wie diese Elemente ge
start werden, erhalten, selbst 
wenn die N eigung, mit der zu
gleich die Orthogonalkomponen
te verschwindet, gleich null an
genommen wird. Es muB jedoch 
beachtet werden, daB die unter 
diesen Einschrankungen erhalte
nen Resultate nicht streng sind 

wegen der Abhangigkeit von T und N von der Neigung. Die Annahe
rung ist aber dennoch vollkommen gerechtfertigt, weil sie zu groBen 
Vereinfachungen fiihrt, welche das Verstandnis erheblich erleichtern. 

Setzt man i = 0, so werden die Gleichungen (13) 

(17) 

Fur i gleich null, ist "P = u - U, und mit Rucksicht auf die letzte 
Gleichung (8) erhalt man 
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T= -esmv-k2S { . r 
-Vi + e2 + 2e cosv R3 

- 3 e~3 sin (w - U) cos (u - U) 

(18) - -~- ia sin 2 (u - U) + ... } , 

N = k2 S { _ 3 e _ Y- cos (w - U) cos (u - U) 
-Vi + e2 + 2e cosv R3 

- -~-~3 [1 + 3 cos 2 (u - U) ] - 2 e cos v .. -}-

Bei der Mondbahn ist e annahernd gleich Jo' und folglich erhalt man 

eine gute Vorstellung von den nume
rischen Wert en von T und N und 
den Umstanden, unter welch en sie 
einen Zeichenwechsel erfahren, wenn 
man jene Glieder, welche e als Fak
tor enthalten, vernachlassigt. Man 
findet dann, daB T fiir u - U = 0, 

Normalkomponente. 

n d 3n h' d . I-____ ---:!."-*:..--------==t-~ -2-,71:, un -2-versc wm et; es 1st ne- msr-
gativ im ersten und dritten Qua
dranten und positiv im zweiten und 
vierten. Unter den gleichen Um
standen verschwindet N fiir 54° 44', 
125° 16',234°44' und 305° 16'; es ist 
negativ von - 54° 44' bis + 54° 44' 
und von 1250 16' bis 234° 44', und ist 

m7 

Fig. 55_ 

positiv von 54°44' bis 125°16' und von 234°44' bis 305°16'. Wenn die 
von e abhangigen Glieder und die hoheren Glieder in der Entwicklung 
von (2-3 beibehalten werden, so sind die Punkte, wo T und N ver
schwind en, im allgemeinen wenig verschieden von denjenigen, welche 
gefunden wurden; diese Unterschiede sind auch nicht wichtig in einer 
qualitativen Diskussion, deren Zweck einfach der ist, die allgemeinen 
charakteristischen Eigenschaften der Ergebnisse herauszuschalen. 

Die Vorzeichen von T und N fiir den Mond in verschiedenen rreilen 
seiner Bahn sind in den Figuren 54 und 55 angegeben. 

191. Storungen der grollen Achse. Wenn das Perigaum in tnl oder rns 
ware, so wiirde die Tangentialkomponente, welche a allein andert, in den 
zur groBen Achse symmetrisch gelegenen Punkten entgegengesetzt 
gleiche Vorzeichen haben. In dies em Falle wiirde a am Ende eines voll
standigen Umlaufs also unveriindert sein. Diese Bedingung ist jedoch 
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nur fUr kurze Zeitintervalle erfiillt, denn der storende Korper bewegt 
sich in seiner Bahn; doch bei einer sehr groBen Anzahl von Umlaufen, 
wird, wenn die Perioden inkommensurabel sind, eine gleiche Anzahl von 
gleichen positiven und negativen Tangentialkomponenten einen storen
den EinfluB ausiiben. Das Ergebnis ist, daB iiber eine lange Zeitspanne 
a ungeandert bleibt, obwohl es periodischen Anderungen unterliegt. 

192. Storung der Periode. Die Normalkomponente ist nicht nur negativ 
wahrend mehr als einem halben Umlauf, die negativen Werte sind auch 
numerisch groBer als die positiven. Wenn die Glieder mit e vernach
lassigt werden, so laBt sich aus der zweiten Gleichung (18) ersehen, daB 
der groBte positive Wert von N gleich der Halfte seines numerisch 
groBten negativen Wertes ist. Eine Wirkung des ganzen Ergebnisses ist 
aquivalent einer durchschnittlichen Verminderung der Anziehung von 
E auf m, d. h. einer Verminderung von k2, der Beschleunigung in der 
Entfernung eins. Die Beziehung der Periode zu der Intensitat der An
ziehung und der groBen Achse (§ 89) ist 

Folglich nimmt P fiir eine gegebene Entfernung zu, wenn k abnimmt. 
In dieser Weise nimmt infolge der storenden Sonnenwirkung auf die 
Mondbahn die Lange des Mondes um mehr als eine Stunde zu [ver
gleiche § 184 (a)]. 

193. Die jahrliche Gleichung. Da die Erdbahn eine Ellipse ist, so unter
liegt die Entfernung der Sonne betrachtlichen Anderungen. J e weiter 
die Sonne von der Erde ist, um so schwacher sind ihre storenden Krafte, 
und insbesondere ihr Vermogen, die im vorhergehenden Paragraphen 
betrachtete Verlangerung des Monats zu verursachen. Daher wird, 
wenn die Erde sich vom Perihel zum Aphel bewegt, die Storung, welche 
die Lange des Monats vergrof3ert, immer kleiner werden, d. h. die Lange 
des Monats wird kiirzer oder die Winkelbewegung des Mondes wird be
schleunigt. Wenn die Erde sich vom Aphel zum Perihel bewegt, wird 
die Mondbewegung aus den entgegengesetzten Griinden verzogert. Dies 
ist die jiihrliche Gleichung, die ein wenig mehr als 11' betragt und etwa 
1590 aus Beobachtungen von Tycho Brahe entdeckt wurde. 

194. Die sakulare Beschleunigung der mittleren Mondbewegung. In der 
ersten Halfte des 18. J ahrhunderts fand Halley durch Vergleich alter 
und neuer Finsternisse, daB die mittlere Mondbewegung in allmahlicher 
Zunahme begriffen ist. Fast hundert Jahre spater gab 1787 Laplace die 
Erklarung hierfiir, indem er zeigte, daB diese Zunahme durch die all
mahliche Abnahme der Exzentrizitiit del' Erdbahn vel'ursacht wil'd, 
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welche infolge der Storungen durch die anderen Planeten viele Tausende 
von Jahren bereits vor sieh geht und noeh eine lange Zeit hindureh 
andauern wird, bevor eine Zunahme einsetzen wird. 

Eine Wirkung der Anderung der Exzentrizitat der Erdbahn besteht 
darin, die durchschnittliehe storende Wirkung der Sonne auf die Mond
bahn zu andern. Es solI jetzt gezeigt werden, daB im FaIle abnehmender 
Exzentrizitat die durehschnittliehe storende Kraft ebenfalls abnimmt. 

Die Wirkung auf die Mondperiode riihrt fast vollstandig von der 
Normalkomponente her, weil sie allein nahezu langs des Radius der Bahn 
wirkt; daher kann in dieser Diskussion die Tangentialkomponente auBer 
acht gelassen werden: Der durehsehnittliehe Wert von N wahrend eines 
Mondumlaufs, wenn R und U konstant und l = 0 angenommen wird, 
ergibt sich aus der zweiten Gleiehung (18) zu 

2,,; 

n 

(19) 
r nf N=-!k2SR32n [1+3eos2(nt-U)Jdt 

o 

d. h. die Normalkomponente der storenden Beschleunigung ist im Dureh
sehnitt sehr nahe proportional dem Radius der Mondbahn und der um
gekehrten dritten Potenz des Radius der Erdbahn. Da aber die Erdbahn 
exzentriseh ist, so hangt das Resultat fiir ein ganzes Jahr von der 
Exzentrizitat abo Hat manjedoeh die Natur der Abhangigkeit des dureh
sehnittliehen N von der Exzentrizitat der Erdbahn gefunden, so kann 
die Wirkung einer Zu- oder Abnahme dieser Exzentrizitat bestimmt 
werden. 

Bezeichnet N das durchsehnittliche N fiir ein Jahr, so folgt aus (19) 

(20) 

p 

N = ------- -- 1 k2Sr f dt 
2 p. R3' 

o 

wo P die Umlaufsperiode der Erde ist. Nach dem Flachensatz folgt 
hdt = R 2dO. Daher wird aus Gleiehung (20) 

2" 2" 

N = _ 1 ~2 S:f dO = _ 1 ~2 S.!:j' (1 + e' cos 0) d 0 
2 Ph R 2 Ph a'(1-e'2) , 

o 0 

- h2 Srn 
= Pha' (1 - e'2)' 
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wo a' und e' die groBe Halbachse und die Exzentrizitat der Sonnenbahn 
vorstellen. Nun folgt aus dem Zweikorperproblem, daB 

h = k -V (1 + m) a' (1 - e' 2) , 

Foiglich wird der Ausdruck fur N 

(21) a 
2a'3(1-e'l) 2 

Wenn e' abnimmt, nimmt N numerisch zu, wenn daher die Exzentrizitat 
der Erdbahn abnimmt, so nimmt die Wirkung der Sonne, die sich in 
einer Herabsetzung der Erdanziehung kundtut, allmahlich ab, und die 
mittlere Mondbewegung entsprechend zu. Die Anderungen sind so klein, 
daB die Anderung in der Bahn fast unmerklich ist, doch die Lange des 
Mondes nimmt im Laufe von J ahrhunderten merklich zu. Der theore
tische Betrag der Beschleunigung ist etwa 6" in einem Jahrhundert. 
Der aus einer Diskussion von Finsternissen abgeleitete Betrag variiert 
von 8" bis 12". Man hat vermutet, daB die den Tag verlangernde Ge
zeiten-Verzogerung den unerklarten Teil der scheinbaren Anderung her
vorgerufen hat, doch ist diese Frage noch offen. 

Die sehr langen periodischen Anderungen in der Exzentrizitat der 
Erdbahn, deren Wirkungen auf die Mondbewegung soeben betrachtet 
wurden, ruhren von den Storungen der anderen Planet en her. Obwohl 
ihre Massen so klein und sie selbst so weit entfernt sind, daB ihre direkten 
Storungen der Mondbewegung fast unmerklich sind, so verursachen sie 
doch indirekt diese und andere wichtige Anderungen durch ihre Sto
rungen der Erdbahn. Dieses Beispiel indirekter Wirkung veranschau
licht die groBe Kompliziertheit des Problems der Bewegungen der 
Korper im Sonnensystem und zeigt, daB hOchst entwickelte Methoden 
erforderlich sind, um befriedigende numerische Resultate zu erhalten. 

195. Die Variation. Es existiert eine wichtige Storung in der Bewegung 
des Mondes, welche nicht von der Exzentrizitat seiner Bahn abhangt. 
Sie wurde von Tycho Brahe aus Beobachtungen etwa um 1590 entdeckt. 
Newton erklarte ihre Ursache in den Prinzipien durch eine direkte und 
elegante Methode, welche die Bewunderung von Laplace hervorrief. 

Sie lii.Bt sich am leichtesten darstellen unter der Annahme, daB die 
ungestorte Bewegung des Mondes in einem Kreise vor sich geht. Wie 
gezeigt wurde, ist die Normalkomponente der storenden Sonnenbe
schleunigung negativ in den Intervallen mSm1m 2, und m4mSmO, mit 
Maximalwerten in m1 und ms. Die ungestorte Bewegung in m1 sei kreis
formig, d. h. die Beschleunigung, die von der Erdanziehung herruhrt, 
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solI die Zentrifugalbeschleunigung genau aufheben. Es existiert keine 
Tangentialkomponente in dies em Punkt, aber eine groBe negative Nor
malkomponente. Das Ergebnis ist, daB die Kraft in der Richtung nach 
E vermindert wird, und die Bahn in diesem Punkte eine geringere Kriim
mung besitzt als der Kreis. Daher wird der Mond bis zu einer groBeren 
Entfernung von der Erde zuriickweichen als in der Kreisbahn. 1m 
Punkt ma ist die Tangentialkomponente null, die nach E hin gerichtete 
Kraft nimmt zu und die Kriimmung ist groBer als in dem Kreis. Die 
Bedingungen and ern sich stetig von 
denjenigen in m1 bis zu denjenigen 
in ma in dem Intervall m1 ma' Die 
entsprechenden Anderungen in dem 
iibrigen Teil der Bahn sind augen
scheinlich. Das ganze Ergebnis ist, 
daB die Bahn in der Richtung senk- m51=-----~~--'-----=l~-+-~s 
recht zu der Geraden von der Erde 
zur Sonne verlangert wird. Wenn 
die Sonne soweit entfernt angenom
men wird, daB ihre storenden Wir
kungen im Intervall ma ms m7 denen 
in dem Intervall m7 m 1 ma gleich sind, m, 

so ist die Bahnkurve unter geeigneten Fig. 56. 

Anfangsbedingungen in bezug auf E als Mittelpunkt symmetrisch und 
ahnelt sehr einer Ellipse. Diese Formanderung der Bahn und die gleich
zeitigen Anderungen in der GroBe der vom Radius Vektor iiberstrichenen 
Flachen geben Veranlassung zu einer Ungleichheit in Lange zwischen 
der mittleren und der wahren Position des Mondes, welche zeitweise 
39' 30" betragt und die Variation genannt wird. 

Die Variation weist einen interessanten und wichtigen Zusammenhang 
mit den modernen Methoden der Mondtheorie auf, welche von G. W. Hill 
in seinen beriihmten Abhandlungen im ersten Bande des American 
Journal of Mathematics und in den Acta Mathematica, Band VIn be
griindet wurde. Eine vollstandige Darstellung dieser Methode ist in 
Browns Mondtheorie in dem Kapitel gegeben, welches den Titel Method 
with Rectangular Coordinates tragt. Hill vernachlassigte die Sonnen
parallaxe, d. h. er nahm an, daB die storende Kraft in entsprechenden 
Punkten in Konjunktion und in Opposition mit der Sonne gleich ist. 
Anstatt einer Ellipse als erster Annaherung nahm er als intermediare 
Bahn jene "Variations-Ellipse", welche in bezug auf rotierende Achsen 
von der mittleren Winkelgeschwindigkeit del' Sonne geschlossen ist, bei 
einer synodischen Periode gleich del' synodischen }Jeriode des Mondes. 
Diesel' Ansatz hat nicht nur eine groBe prinzipielle Bedeutung gehabt, 
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es wurde auch die analytische Behandlung von Hill mit seltener Geniali
tat und Eleganz durchgefiihrt. 

196. Die parallaktische Ungleichheit. Da die Sonne nur eine endliche 
Entfernung von der Erde hat, so werden ihre storenden Wirkungen in 
Punkten symmetrisch zur Linie m3m7 nicht diesel ben, sondern auf der 
Seite m7m1ma groBer sein. Wenn z. B. die Entwicklung von e-a in 
(17) eine Ordnung weiter bis zu den Gliedern der zweiten Potenz ein-

schlieBlich ausgefiihrt wird, d. h. in ;1' so findet man fiir den Teil von 

N, welcher von e unabhangig ist, den Ausdruck 

(22) I T klS { 1 r 
]V = JiB - -2- R [1 + 3 cos 2 (u - U)] 

S r2 

- -8- R,,[3 cos (u - U) + 5cos3 (u - U)] - ... }. 

Wenn u - U = 0, so hat das Glied zweiter Ordnung dasselbe Vor
zeichen wie das Glied erster Ordnung, und wenn u - U = n, das ent
gegengesetzte Vorzeichen. Die Wirkung dieses Gliedes ist relativ klein, 
weil nahezu r -;- R = 0.0025. Die Glieder von der zweiten Ordnung 
fiihren eine Verzerrung der durch die Variation veranderten Bahn ein, 
welche zu einer Ungleichheit von etwa 2' 7" in der Lange des Mondes 
fiihrt im Vergleich zu der theoretischen Lage in dieser Bahn. Da sie von 
der Parallaxe der Sonne herriihrt, so bezeichnet man sie als paralaktische 
Ungleichheit. Laplace bemerkte, daB, wenn man sie mit sehr groBer Ge
nauigkeit aus einer langen Reihe von Beobachtungen bestimmt, sie eine 
Methode zur Bestimmung der Sonnenentfernung liefern wird. Die haupt
sachliche praktische Schwierigkeit ist jedoch die, daB das beschwerliche 
Problem, die relativen Massen der Erde und des Mondes zu finden, erst 
gelOst werden miiBte, ehe die Methode angewendet werden kann.1) 

197. Die Bewegung der Apsidenlinie. Bei der komplizierteren Art, in 
welcher die verschiedenen Komponenten die Bewegung der Apsiden
linie beeinflussen, bieten die Storungen dieses Elementes groBere Schwie
rigkeiten dar als die bisher betrachteten. Nehmen wir zunachst an, 
daB die Apsidenlinie mit der Linie ES zusammenfallt und daB das Peri
gaum in m1 liege. Die Normalkomponente in m1 ist negativ, und ruft 
folglich (Tabelle § 182) eine Riickwartsbewegung der Apsidenlinie hervor. 
Andererseits verursacht, wenn der Mond in m5 steht, die negative Normal
komponente ein Vorriicken der Apsidenlinie. In § 180 wurde gezeigt, 
daB die Wirksamkeit einer Normalkomponente, wahrend der Mond einen 
kurzen Bogen im Apogaum, zu ihrer Wirksamkeit, wah rend er ein 

1) Brown, Lunar Theory, p. 127. 
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gleiches Bogenstuck im Perigaum beschreibt, sich verhalt wie a(l + e) 
zu a(l - e). Dberdies zeigt die zweite Gleichung (18), daB die Normal
komponente direkt proportional der Entfernung des Mondes von der 
Sonne variiert. Daher ist die Normalkomponente im Apogaum groBer 
und im Verhaltnis zu ihrer GroBe wirksamer als die entsprechende Be
schleunigung im Perigaum. Die Normalkomponente ist positiv, obwohl 

Normalkomponente. Tangentlalkomponente. 

vergleichsweise klein, in den Intervallen m2mam4 und m6m7mS' Diese 
Intervalle werden in beinahe gleicher Weise durch K und L (Fig. 48) 
geteilt, wo die Wirkung der Normalkomponente auf die Apsidenlinie 
verschwindet. Daher folgt aus der Tabelle, daB die Gesamtwirkung in 
diesen Intervallen sehr kle.in ist. Wenn also das Perigaum in m1 ist, so 
besteht die Wirkung wahrend eines ganzen Umlaufs darin, die Apsiden
linie um einen betrachtlichen Winkel vorwarts zu drehen. Ahnliche 
Dberlegungen fuhren zu genau denselben Ergebnissen fur die Lage des 
Perigaums in mil' 

Fur die Lage des Perigaums in m1 besitzt die Tangentialkomponente 
.auf entgegengesetzten Beiten der groBen Achse entgegengesetzt gleiche 
Werte. Daher folgt aus der Tabelle, daB die Wirkungen in derselben 
Richtung und von gleicher GroBe sind fUr Punkte, die auf entgegen
gesetzten Seiten der groBen Achse symmetrisch Hegen. Nun sind 
die Wirkungen im zweiten und dritten Quadranten von entgegen
gesetztem Zeichen zu denen im erst en und vierten; uberdies sind 
sie ein wenig groBer im zweiten und dritten Quadranten, weil dann T 

am groBten und die Tangentialkomponente nach (18) T proportional ist. 
Wenn daher das Perigaum in m1 ist, so ist die Gesamtwirkung der Tan
gentialkomponente in einem ganzen Umlauf die, daB sie die Apsiden 
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vorwarts dreht. Nun ordne man diesen Fall dem Fall zu, wo das Peri
gaum in ms ist, eine Lage, welche sich wegen der Bewegung der Sonne 
ergeben wird, selbst wenn die Apsiden stationar waren. Unter diesen 
Umstanden werden die Apsiden ruckwarts gedreht, und die Umdrehun
gen heben einander in beiden Fallen auf. 

Nehmen wir jetzt an, daB die Apsidenlinie zur Geraden ES senkrecht 
ist. Es ist in dieser Diskussion unwesentlich, an welchem Ende der 
Geraden das Perigaum liegt, doch um die Vorstellungen zu fixieren, 
nehmen wir es in m3 an. Die Normalkomponente ist positiv in dem 
Intervall m 2m3 m, und dreht nach der Tabelle die Apsidenlinie vorwarts. 
Sie ist auch positiv in dem Intervall m6m7mS und dreht dort die Apsiden
linie ruckwarts. 1m letzten Fall ist die st6rende Beschleunigung groBer 
und wirksamer, so daB das Endergebnis eine Ruckwartsbewegung ist. 
Die Intervalle m Sm 1m 2 und m 4mSm 6, in denen die Normalkomponenten 
negativ sind, werden durch Lund K nahezu gleich geteilt; daher ersieht 
man aus der Tabelle, daB sich ihre Wirkungen wahrend eines ganzen 
Umlaufs aufheben. Foiglich besteht, wenn das Perigaum in m3 ist, die 
Wirkung der Normalkomponente auf die Apsidenlinie fur einen ganzen 
Umlauf in einer betrachtlichen Ruckwartsdrehung. 

Fur die Lage des Perigaums in m3 ist die Tangentialkomponente 
positiv im Intervall m3mS und negativ im Intervall m Sm 7• Aus der 
Tabelle ergibt sich, daB ein positives T in dem Intervall m3mSm7 eine 
Vorwartsdrehung und ein negatives T eine Ruckwartsdrehung der Ap
sidenlinie verursacht. Da das Zeichen von T in den beiden nahezu glei
chen Teilen des Intervalls entgegengesetzt ist, so ist die ganze Wirkung 
auf die Apsidenlinie sehr klein. Man erhalt dieselben Resultate fur den 
halben Umlauf m7 m1m3 • So erkennt man, daB die Gesamtwirkungen 
der Normal- und Tangentialkomponente wahrend eines Umlaufs darin 
bestehen, die Apsidenlinie ruckwiirts zu drehen, wenn sie zu der Geraden 
von der Erde zur Sonne senkrecht steht. 

Andererseits wurde gefunden, daB die Apsidenlinie sich vorwarts dreht, 
wenn sie mit der Geraden von der Erde zur Sonne zusammenfallt. Die 
nachste Frage ist daher, ob die Vor- oder Ruckwartsbewegung groBer ist. 
Wir bemerken, daB die gesamten Anderungen, die von der Wirkung der 
Tangentialkomponenten herruhren, die Differenzen von nahezu gleichen 
Wirkungen bilden und daher sehr klein sind. Dasselbe laBt sich von den 
Normalkomponenten sagen, welche in der Nachbarschaft der Enden 
der kleinen Achse der Ellipse wirken. Dberdies wirken sie in den beiden 
angegebenen Lagen in entgegengesetzten Richtungen, so daB ihre Gesamt
wirkung noch kleiner ist. Die wichtigsten Anderungen entstehen durch 
die Normalkomponenten, welche in der Nahe der Enden der groBen 
Achse wirken. Aus der zweiten Gleichung (18) folgt, daB im erst en Falle,. 
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wo die Apsidenlinie vorruckt, sie etwa zweimal so groB sind, als im 
zweiten, wo die Apsidenlinie ruckwarts wandert. Daher bedeutet die 
ganze Anderung fur die beiden Positionen der A psidenlinie ein Vor
rucken. Die Wirkungen fUr Lagen in der Nahe der beiden betrachteten 
werden ahnlich sein, aber geringer bis auf einige Zwischenpunkte, wo 
die Drehung der Apsidenlinie fur einen ganzen Umlauf des Mondes gleich 
null sein wird. Aus der Art, wie die Tangentialkomponenten ihr Zeichen 
andern (Fig. 58), ist ersichtlich, daB diese Punkte naher an m3 und m7 
als an m i und an m5 liegen werden; daher ist die durchschnittliche W irkung 
fur alle moglichen Positionen des Perigiiums ein Vorrucken der Apsiden
linie. 

198. Sekundare Wirkungen. Die Resultate wurden bisher so abgeleitet, 
als wenn die Sonne ruhte. Sie bewegt sich indessen in derselben Rich
tung wie der Mond. Es wurde gezeigt, daB, wenn der Mond nahe am 
Apogaum und die Sonne nahe der Apsidenlinie stehen, die Normal
komponente die Apsiden vorwarts bewegt. Dieses Vorrucken zielt dahin, 
die Beziehung der Bahn zur Lage der Sonne zu erhalten, und das Vor
rucken der Apsiden wird selbst wieder verlangert und vergroBert. 
Andererseits, wenn der Mond im Perigaum und die Sonne nahe der 
Apsidenlinie steht, bewegt sich die Apsidenlinie ruckwarts; da abel' 
die Sonne den einen und die Apsidenlinie den anderen Weg geht, so 
wird diese besondere Konstellation zwischen der Sonne und der Mond
bahn rasch zerstort, und die Ruckwartsbewegung ist kleiner als sie bei 
stationarer Lage der Sonne gewesen ware. Auf ahnliche Weise erfahrt 
fUr jede relative Lage der Apsidenlinie das Vorrucken eine Zunahme 
und die Ruckwartsbewegung eine Abnahme. 

Es besteht noch eine andere wichtige sekundare Wirkung, welche von 
der Tangentialkomponente abhangt und von der Bewegung der Sonne 
unabhangig ist. Als Beispiel betrachten wir den Fall, wo die Apsiden
linie die Sonne passiert mit dem Perigaum in mi. Die rrangentialkompo
nente in m3m5 ist positiv und dreht nach der Tabelle die Apsidenlinie 
vorwarts, bis der Mond im Apogaum anlangt. Da aber die Apsidenlinie 
vorruckt, wird der Mond im Apogaum spater eintreffen, und die Wirkung 
dieser Komponente wird zunehmen. Wenn die Bewegung der Sonne 
auch eingeschlossen wird, so erlangt diese sekundare Wirkung eine noch 
groBere Bedeutung. Auf diese Weise ruft eine Storung die andere hervor, 
und es ist klar, was die Astronomen meinen, wenn sie sagen, daB nahezu 
die halbe Bewegung des Mondperigaums von dem Quadrat del' storenden 
Kraft herruhrt, oder daB sie erst bei einer zweiten Annaherung erhalten 
wird. 

Die theoretische Bestimmung der Bewegung der Apsidenlinie des 
Mondes war eins von den schwierigsten Problemen der Himmelsmechanik; 
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die sekundaren Wirkungen entgingen Newton, als er die Prinzipien1) 

schrieb, und sie wurden nicht erortert, bis Clairaut 1749 seine Mond
theorie entwickelte. Die erfolgreichste und meisterhafteste analytische 
Behandlung des Gegenstandes ist bisher unzweifelhaft die von G. W. Hill 
in den Acta Mathematica, Band VIII, welche fUr die behandelten Glieder 
alles Wiinschenswerte liefert. Die Apsidenlinie der Mondbahn macht 
einen vollstandigen Umlauf in etwa 91 Jahren. 

199. Storungen der Exzentrizitat. Nehmen wir an, daB die Apsiden
linie durch die Sonne hindurchgeht und das Perigaum in m1 liegt. Aus 
der Symmetrie der Normalkomponenten in bezug auf die Gerade ES 
und den Resultaten der Tabelle folgt, daB die Zu- und Abnahme der 
Exzentrizitat wahrend eines vollstandigen Umlaufes, die von dieser 
Komponente herriihren, unter diesen Umstanden genau gleich sind. Aus 
der Art, wie die Tangentialkomponente ihr Zeichen andert, und den 
in der Tabelle enthaltenen Resultaten folgt, daB die von dieser Kom
ponente bewirkten Anderungen der Exzentrizitat sich ebenfalls genau 
ausgleichen. Daher rufen diese Verhaltnisse keine Anderung der Exzen
trizitat wahrend eines vollstandigen Mondumlaufs hervor. Auf ahnliche 
Weise ergeben sich dieselben Resultate fiir die Lage der Perigaums 
in m6' 

Besitzt die Apsidenlinie die Richtung mam7' so kann man, wie vorhin, 
zeigen, daB weder die Normal- noch die Tangentialkomponente irgend
-eine standige Anderung der Exzentrizitat bewirkt. 

Betrachten wir jetzt den Fall, wo die Apsidenlinie eine gewisse Zwi
schenlage einnimmt; der Einfachheit halber nehmen wir an, daB sie in 
der Geraden m 2me mit dem Perigaum in m 2 liege. Gleichzeitig mit 
.dies em Fall betrachten wir den der Lage des Perigaums in me' Wir 
betrachten zunachst nur die Wirkungen der Normalkomponente. Aus 
Figur 57 und der Tabelle § 182 folgt, daB, wenn das Perigaum in m 2 

und der Mond in der Gegend m 2m, steht, die Normalkomponente die 
Exzentrizitat verkleinert, dagegen vergroBert fiir das Perigaum in me' 
Die beiden Wirkungen heben sich weitgehend auf. Nun wurde in § 181 
gezeigt, daB eine gegebene Normalkomponente wirksamer in der Ande
rung der Exzentrizitat ist, wenn der Mond nahe am Apogaum steht als 
wenn der Mond eine entsprechende Lage nahe am Perigaum einnimmt. 
AuBerdem folgt, da N zu r proportional ist, aus der zweiten Gleichung 
(18), daB die Normalkomponente mit der Entfernung des Mondes zu
nimmt. Aus dies en beiden Griinden ist, wahrend der Mond in dem Bogen 

1) Die von Newton hinterlassenen Manuskripte, welche jetzt als die Portsmouth 
Collection bekannt und erst jetzt veroffentlicht sind, enthalten eine korrekte Aus
einandersetzung der Bewegung der Apsidenlinie und nahezu korrekte numerische 
Resultate. 
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mam, steht, die Zunahme der Exzentrizitat mit dem Perigaum in m6 
gro.Ber als die Abnahme mit dem Perigaum in ma' Die beiden FaIle 
liefern zusammen eine kleine restliche Zunahme zweiter Ordnung in der 
Exzentrizitat, welche durch by + Ll1e dargestellt werden moge. Ahn
lich erzeugen, wahrend der Mond in der Gegend m, m6 steht, die Wir
kungen der Normalkomponente auf die Exzentrizitat mit dem Peri
gaum in ma und m6 eine Zu- bzw. eine Abnahme. Beachtet man die 
relativen Lagen des Apogaums, so ist ersichtlich, da.B die Gesamtwirkung 
auf die Exzentrizitat eine restliche Zunahme + Llae zweiter Ordnung 
darstellt. Nach analogen "Uberlegungen stellen die vereinigten Wirkungen 
fur den Mond in den Bogen m6mS und msma die positiven Differenzen 
+ LIse und + LI,e zweiter Ordnung dar. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob die Differenzen zweiter Ordnung in 
einigen Fallen sich nicht gegenseitig zerstoren. Um zu zeigen, da.B dies 
zutrifft, betrachten wir den Fall, wo die Apsidenlinie eine symmetrisch 
entgegengesetzte Lage in bezug auf die Gerade ES einnimmt, d. h. den 
Fall, wo das Perigaum in ms oder m, steht. Fur die Lage des Perigaums 
in m, und des Mondes in der Gegend mam, wird die Exzentrizitat durch 
die Normalkomponente vergro.Bert, fUr die Lage des Perigaums in ms 
verkleinert. Die Abnahme im letzteren FaIle ist gro.Ber als die Zunahme 
im ersteren, weil fur das Perigaum in ms die Gegend mam, in der Nahe 
des Apogaums liegt. Daher bildet die Gesamtwirkung eine Abnahme 
zweiter Ordnung in der Exzentrizitat; und da der Bogen mam, nicht 
nur relativ zu Erde und Sonne, sondern auch zur Mondbahn so gelegen 
ist, als wenn die Apsidenlinie die Linie mam6 ware, so folgt, da.B die 
Abnahme zweiter Ordnung in der Exzentrizitat gleich - Lll e ist. Auf 
ahnliche Weise findet man, da.B, wenn der Mond den Bogen m,ma, mams 
und msma angehort, die Summen der Anderungen in der Exzentrizitat, 
wenn dasPerigaum inm, odermsist, gleich -Llae, -LIse und -Ll,e 
sind. Werden diese Differenzen zweiter Ordnung zu denjenigen hinzu 
addiert, die erhalten wurden, wenn die Apsidenlinie langs mama fiel, 
so ist das Resultat null. Eine entsprechende Diskussion fUhrt zu den
selben Resultaten fUr jede andere Lage der Apsidenlinie, sie kann nam
lich einer solchen zugeordnet werden, welche in bezug auf die Gerade E S 
entgegengesetzt symmetrisch ist, so da.B, wenn das Perigaum in beiden 
Richtungen auf jeder Geraden angenommen wird, die Gesamtwirkung 
der Normalkomponente auf die Exzentrizitat verschwindet. Daher be
wirkt die N ormalkomponente schliefJlich keine dauernde .Anderung in der 
Exzentrizitiit der Mondbahn; eine ahnliche Diskussion ergibt dasselbe 
Resultat fUr die Tangentialkomponente. 

Die Sonne steht indessen nicht still, wahrend der MOlld seinen Umlauf 
vollfuhrt, und die Bedingungen, welche angenommen wurden, sind daher 

Moulton-Fender, Himmelsmeohllnik 22 
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niemals genau erfiillt. Nichtsdestoweniger ist es niitzlich, zu zeigen, wie 
die verschiedenen Konstellationen, selbst wenn sie sich von Augenblick 
zu Augenblick and ern, einander zugeordnet werden konnen. Bei einer 
sehr groBen Anzahl von Umlaufen werden die komplementaren Konstel
lationen jedenfalls eine gleiche Anzahl von Malen auftreten, so daB die 
Exzentrizitat zu ihrem urspriinglichen Wert zuriickkehrt. Die fiir dies en 
Zyklus von Anderungen erforderliche Periode hangt in erster Linie von 
den Perioden der Sonne und des Mondes ab, in zweiter Linie von der 
Exzentrizitat der Sonnenbahn (der Erdbahn) und zuletzt von der Art, 
wie die Apsidenlinien der Sonnen- und Mondbahn rotieren. 

Abgesehen von einer groBen Zahl geologischer und biologischer Belege 
fiir eine sehr lange Existenz der Erde, wenigstens annahernd in ihrem 
gegenwartigen Zustande, zeigt diese Betrachtung mit ziemlicher Sicher
heit, daB das System, wenn auch nicht ganz, so doch nahezu stabil ist. 
Dabei ist es eine interessante Tatsache, daB jene beiden Elemente, die 
Knoten- und die Apsidenlinie, welche sich in einer Richtung standig 
andern konnen, ohne die Stabilitat des Systems zu bedrohen, im Durch
schnitt eine dauernde Riick- und Vorwartsbewegung wirklich ausfiihren. 

200. Die Evektion. Es wurde soeben bewiesen, daB die Exzentrizitat 
fiir geniigend lange Zeitintervalle unveranderlich bleibt, sie unterliegt 
nur periodischen Anderungen von betrachtlicher GroBe, welche zu der 
groBten Mondst6rung Veranlassung gibt, die als Evektion bekannt ist. 
In ihrer groBten Phase verschiebt sie den Mond in geozentrischer Lange 
um einen Winkel von etwa 1°15' im Vergleich zu seiner Lage in der 
ungestorten elliptischen Bahn. Diese Anderung wurde von Hipparchus 
entdeckt und von Ptolemaus sorgfaltig beobachtet. 

Die St6rungen der Elemente und der Exzentrizitat im besonderen 
hangen von zwei Momenten ab, der Lage des Mondes in seiner Bahn und 
der Lage des Mondes in bezug auf Erde und Sonne. Nehmen wir an, 
daB Mond und Sonne anfanglich in Konjunktion mit dem Perigaum 
in m1 standen und betrachten wir die Bewegung wahrend eines synodi
schen Umlaufs. Aus der Tabelle § 182 und den Figuren 57 und 58 folgt, 
daB die Exzentrizitat sich nicht andert, wenn der Mond in m1 steht, daB 
sie abnimmt oder sich nicht andert fiir die Lage des Mondes in m 2 , 

m3 und m4, daB sie sich nicht andert fiir den Mond in mo, daB sie jedoch 
zunimmt bzw. sich nicht andert fiir den Mond in me, m7 und ms und daB 
sie aufhort, sich zu andern, wenn der Mond wieder zu m1 zuriickgekehrt 
ist. Dies trifft nur zu unter der Annahme, daB das Perigaum wahrend 
des ganzen Umlaufs in m1 geblieben ist; oder, mit anderen Wort en, daB 
die Apsidenlinie sich so schnell bewegt, wie die Sonne in ihrer Bahn. 
Nun ist der wirkliche Fall der, daB die Sonne sich ungefahr 8,5mal so 
schnell bewegt als die Apsidenlinie sich dreht. Da die synodische Periode 
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des Mondes etwa 29.5 Tage betragt, wahrend die Sonne sich taglich 
etwa einen Grad bewegt, so wird der Mond bei seiner Ankunft in m1 

etwa 26° hinter seinem Perigaum stehen. Welche Anderung wird dies 
in den SchluBfolgerungen herbeifiihren? Die Normalkomponente ist 
negativ und verursacht in dies em Teil der Bahn eine Zunahme der Exzen
trizitat, wahrend die Tangentialkomponente keine Anderung herbeifiihrt, 
da sie null ist. Da der Mond iiber m1 hinaus vorriickt, so wird die Normal
komponente numerisch kleiner, wahrend die Tangentialkomponente 
negativ wird und auf eine Abnahme der Exzentrizitat hinzielt. Die Ten
denzen der beiden Komponenten, die Exzentrizitat in entgegengesetzten 
Richtungen zu andern, halten sich das Gleichgewicht, wenn der Mond 
sich in gewissen Punkten zwischen m1 und m2 befindet anstatt im Punkt 
ml , hinter welchem die Exzentrizitat abnimmt. Es findet ein entspre
chendes Vorriicken des Punktes nahe m5 statt, in dem die Abnahme der 
Exzentrizitat aufhOrt und ihre Zunahme anfangt. Zu ahnlichen Schliis
sen gelangt man, wenn man vonjeder anderen anfanglichen Konstellation 
ausgeht. 

Die Resultate fassen wir folgendermaBen zusammen: Die Storungen 
der Sonne verkleinern die Exzentrizitat der Mondbahn wahrend etwas 
mehr als einem halben synodischen Umlauf und vergroBern sie dann fiir 
eine gleiche Zeit. Diese Anderungen in der Exzentrizitat verursachen 
Abweichungen in der geozentrischen Lange von den durch die elliptische 
Theorie gegebenen, welche die Evektion darstellen. Die Naherungsmetho
den zeigen, daB die Periode dieser Ungleichheit etwa 31.8 Tage betragt. 

201. Gau.Bsche Methode der Berechnung der siikularen Inderungen. In 
den vorhergehenden Paragraphen wurde gezeigt, daB einige von den 
Elementen, wie die Knoten- und die Apsidenlinie, unbegrenzt in einer 
Richtung sich andern. Diese Anderungen verlaufen nicht mit gleich
formiger Geschwindigkeit, denn auBer den allgemeinen Anderungen be
stehen viele kurze periodische Schwingungen, welche von solcher GroBe 
sind, daB das Element sich haufig in entgegengesetzter Richtung andert. 
Wenn die Ergebnisse in den Symbolen der Analysis dargestellt werden, 
so wird das allgemeine durchschnittliche Vorriicken durch ein zur Zeit 
proportionales Glied angedeutet, das man als siikulare Variation be
zeichnet, wahrend die Abweichungen von dieser gleichformigen Anderung 
durch eine Summe von periodischen Gliedern gegeben werden, die ver
schiedene Perioden und Phasen besitzen. So erkennt man, daB die 
sakularen Anderungen durch eine Art von Mittel der sWrenden Krafte 
verursacht werden, wenn die storenden und gestorten Korper jede mog
liche Lage zueinander einnehmen. 

Es existieren weitere Elemente, wie die Neigung und die Exzentrizitat, 
welche, obwohl auf lange Dauer periodisch, doch fiir viele tausend 

22* 
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Jahre im Durchschnitt stetig in einer Richtung sich andern. Diese 
Anderungen konnen ebenfalls als sakulare Anderungen betrachtet wer
den, hervorgerufen in gleicher Weise aus einer Art von mittleren Storungen. 

1818 veroffentlichte GauB eine Abhandlung iiber die Theorie sakularer 
Anderungen, welche auf den soeben skizzierten Grundlinien beruhte. 
Seine Methode wurde speziell auf die Berechnung der sakularen Ande
rungen der Elemente planetarischer Bahnen angewandt. Anstatt die 
Bewegungen der Korper zu betrachten, nahm GauB an, daB die Masse 
eines jeden Planet en in einem elliptischen Ring ausgebreitet ist, der mit 
seiner Bahn auf solche Weise zusammenfallt, daB die Dichte eines jeden 
Punktes umgekehrt proportional der Geschwindigkeit ist, mit welcher 
der Korper sich in jenem Punkte bewegt. Er zeigte dann, wie man die 
Anziehung eines Ringes auf den anderen berechnet und die GroBe, um 
welche ihre Positionen und Gestalten sich unter dem EinfluB dieser 
Krafte and ern. 

Die GauBsche Methode war der Gegenstand einer ganzen Anzahl von 
Abhandlungen. Die fiir praktische Zwecke wahrscheinlich am meisten 
brauchbare stammt von G. W. Hill in vol. I der Astronomical Papers 
of the American Ephemeris and Nautical Almanac. Hills Formeln wurden 
von Professor Eric Doolittle mit groBem Erfolge angewendet, wobei 
die erhaltenen Resultate in weitem Umfang mit den von Leverrier und 
Newcomb nach ganzlich verschiedenen Methoden gefundenen iiberein
stimmten . 

. 202. Die Ungleichheiten Ianger Periode. In den Theorien der gegen
seitigen Storungen der Planet en treten sehr groBe Glieder von langen 
Perioden auf. Sie entstehen nur, wenn die Perioden der beiden Korper 
nahezu kommensurabel sind, und es ist leicht, ihre Ursache durch geome
trische Dberlegungen aufzufinden. 

Da die wichtigste Storung dieser Art zwischen Jupiter und Saturn 
auf tritt, so solI die Erorterung fiir 
diesen Fall vorgenommen werden. 
Fiinf Perioden des Jupiter sind etwas 
mehr als zwei des Saturn. Die bei
den Planet en mogen zu Anfang in 
Konjunktion auf der Linie lo stehen. 

}<-=-"---t-;--"'--t8o Nach fiinf Jupiterumlaufen und zwei 
des Saturn werden sie wieder in Kon
junktion auf einer Linie II sehr nahe 
lo stehen, haben aber eine etwas gros
sere Lange. Dies geht unbegrenzt 
fort, wobei jede Konjunktion in einer 

.lfig. 59. etwas groBeren Lange als die vorher-
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gehende erscheint. Haufig nahezu in denselben Punkten auftretende Kon
junktionen verursachen sehr groBe Storungen, und die lange Periode ist 
die Zeit, in welcher der Konjunktionspunkt einen vollstandigen Umlauf 
vollfiihrt. 1m Falle des Jupiter und Saturn betragt sie etwa 918 Jahre. 
Diese Ungleichheit, welche in den Langen der Planet en die gr6Bte ist und 
den Jupiter um 21', den Saturn um 49' verschiebt, vereitelte lange die 
Versuche von Astronomen, sie als eine notwendige Folge des Gravitations
gesetzes zu verstehen. La place klarte schlie.Blich in einem von seinen 
vielen wichtigen Beitragen zur Himmelsmechanik diese Schwierigkeit 
auf, indem er ihre eigentliche Ursache feststellte und die Dbereinstim
mung von Theorie und Beobachtung zeigte. 

XXIV. Aufgaben. 

1. Man beweise, daB der geometrische Ort der Punkte, in welchen die Anziehun

gen der Sonne und Erde gleich sind, eine Kugel bildet, deren Radius RV8E 
S-E 

ist, und deren Mittelpunkt auf der Verbindungslinie zwischen Erde und Sonne 

liegt, in der Entfernung ·SJjJ R. vom Erdmittelpunkt entgegengesetzt der Sonne, 
-R 

wo S und E die Sonnen- und Erdmasse darstellen und R den Abstand zwischen 
Sonne und Erde. 

Wenn 

und 

dann ist 

R = 149664900 km 

S E = 330000, 

RVSE 
S-E = 259982.415 km. 

RE S-=--E = 452.2133 km. 

Da die Mondbahn einen Radius von etwa 386232 km hat, so wird sie von der 
Sonne stets starker als von der Erde angezogen. 

2. Der Mond moge als umlaufend urn die Erde und gestort durch die Sonne 
betrachtet werden, oder als umlaufend urn die Sonne und gestort durch die Erde. 
Dnter der Annahme, daB die Mondbahn ein Kreis ist, fin de man die Position, in 
welcher die storenden Krafte der Sonne ein Maximum haben; man zeige ferner, 
daB die storenden Wirkungen der Erde, wobei man den Mond als umlaufend urn 
die Sonne betrachtet, fUr dieselbe Lage ein Minimum bilden. 

3. Man finde den Quotienten aus der groBten storenden Wirkung der Sonne und 
der kleinsten storenden Wirkung der Erde. 

Losung: Die Entfernung von der Sonne zur Erde moge R, die Entfernung von 
der Sonne zurn Monde e und die Entfernung von der Erde zum Monde r heiBen. 
Dann ist 
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4. Man bestimme den Quotienten aus der Storungskraft der Sonne fiir ihren 
groBten Betrag und (a) aus der Anziehung der Sonne, (b) aus der Anziehung der 

Erd~. Ds r(R + e) Ds S r 3 (R + e) 
Losung: As = ~-z-- = 0.005, A~ = 1M. ---wr = 0.011. 

5. Man beweise im einzelnen das Ergebnis des § 199, daB die Tangentialkompo
nente keine sakularen Anderungen in der Exzentrizitat der Mondbahn hervor
ruft. 

6. Ein Planet moge die Bewegung eines anderen Planeten in Sonnennahe storen. 
Man finde die Art und Weise, wie die samtlichen Elemente der Bahn des inneren 
Planeten fiir aile relativen Positionen der Korper in ihren Bahnen verandert 
werden. 

7. Man zeige, daB, wenn der Gang der Veranderung der Elemente bekannt ist, 
falls der Planet in einer besonderen Lage seiner Bahn sich befindet, die GroBe und 
Richtung der storenden Kraft berechnet werden konnen. Man zeige ferner, daB, 
nach Annahme der Entfernung des storenden Korpers von der Sonne, sich auch 
ihre Richtung und Masse bestimmen lassen. (Dies ist ein Teil des Problems, das 
von Adams und Leverrier gelost wurde, als sie die scheinbare Lage des Neptun 
auf Grund der Kenntnis seiner Storungen der Uranusbewegung voraussagten. 
Dabei bestanden groBe praktische Schwierigkeiten, welche von der Kleinheit der 
auftretenden GroBen herriihrten, die in der hier gegebenen einfachen Darstellung 
nicht erscheinen. 

Geschichtliche Dbersicht und Literatur. 

Die erste Behandlung des Drei- sowie des Zweikorperproblems stammt von 
Newton. Sie wurde gegeben in Buch I, Abschnitt XI seiner Prinzipien, und 
Airy hat dim Ausspruch getan "es sei das wertvollste Kapitel der physikalischen 
Wissenschaft, das jemals geschrieben wurde". Es enthalt eine einigermaBen voll
standige Darstellung der Variation, der parallaktischen Ungleichheit, der jahr
lichen Gleichung, der Bewegung des Perigaums, der Storungen der Exzentrizitat, 
des Umlaufs der Knoten, und der Storungen der Neigung. Der Wert fiir die Be
wegung des Mondperigaums, den Newton durch theoretische El1I'agungen fand, 
betrug nur die Hiilfte des durch die Beobachtungen gelieferten. 1872 wurde in 
gewissen unveroffentlichten Manuskripten Newtons, bekannt als die Portsmouth 
Collection, gefunden, daB Newton die ganze Bewegung des Perigaums einschlieBlich 
der Storungen zweiter Ordnung erklart hat. (Siehe § 198.) Da dieses Werk den 
Astronomen unbekannt war, wurde fiir die Bewegung des Mondperigaums keine 
theoretische Ableitung gegeben, bis 1749 Clairaut die richtige Erklarung fand, 
nachdem er schon zum Standpunkt gelangt war, an Stelle von Newtons An-

ziehungsgesetz ein Gesetz von der Form a = I!... + ~ einzufiihren. Newton hielt die 
r2 r 

Mondtheorie fiir sehr schwierig, und es heiBt, er hatte zu seinem Freunde Halley 
in Verzweiflung geauBert "sie bereite ihm Kopfschmerzen und lieBe ihn so oft nicht 
zur Ruhe kommen, daB er nicht mehr an sie denken wolle". 

Seit den Tagen Newtons haben die analytischen Methoden die geometrischen 
verdrangt auBer in elementaren Auseinandersetzungen der Ursachen verschiedener 
Arten von Storungen. 1m achtzehnten Jahrhundert war die Entwicklung der 
Mondtheorie, und der Himmelsmechanik iiberhaupt, fast ganz das Werk von 
wenigen Mannern: Euler (1707 -1783), ein Schweizer, geboren in Basel, lebte in 
St. Petersburg von 1727 -1747, in Berlin von 1747 -1766 und in St. Petersburg 
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von 1766 -1783; Clairaut (1713 -1765), geboren in Paris, brachte fast das ganze 
Leben in seiner Geburtsstadt zu; d' Alembert (1717 -1783), ebenfalls in Paris 
geboren und dort lebend; Lagrange (1736 -1813), geboren in Turin, Italien, aber 
von franzosischer Herkunft, Professor der Mathematik an einer militarischen 
Schule in Turin von 1753 -1766, Nachfolger von Euler in Berlin, verbrachte er 
dort 20 Jahre, ging nach Paris und lebte den Rest seines Lebens in der franzosischen 
Hauptstadt; und Laplace (1749-1827), Sohn eines franzosischen Bauem in 
Beaumont, Normandie, Professor an l'Ecole Militaire und l'Ecole Normale in Paris, 
wo er nach seinem achtzehnten Jahre den groBten Teil seines Lebens zubrachte. 
Der einzige Teil ihres Werkes, welcher hier erwahnt werden solI, ist der, der sich 
auf die Mondtheorie bezieht. Der Bericht tiber ihre Untersuchungen tiber die all
gemeine Theorie der Planeten erfolgt besser im niichsten Kapitel. 

1m achtzehnten Jahrhundert bestand ein allgemeiner Bedarf an genauen Mond
tafeln zum Gebrauch fUr Seefahrer zur Ortsbestimmung auf See. Dies, zusammen 
mit dem Umstande, daB die Bewegungen des Mondes den besten Beweis fUr die 
Newtonsche Theorie liefem, veranlaBte die englische Regierung und eine Anzahl 
von wissenschaftlichen Gesellschaften, sehr hohe Preise fUr Mondtafeln, die mit 
Beobachtungen innerhalb gewisser kleiner Grenzen tibereinstimmen, auszusetzen. 
Euler veroffentlichte einige ziemlich unvollkommene Mondtafeln im Jahre 1746. 
Clairaut und d' Alembert legten der Pariser Akademie 1747 am gleichen Tage 
Abhandlungen tiber die Mondtheorie vor. Jeder hatte Schwierigkeiten, die Be
wegung des Perigaums zu erklaren. Wie bereits angegeben wurde, fand Clairaut 
1749 den Grund der Schwierigkeit, und wenig spater wurde er auch gleichzeitig 
von Euler und d' Alembert entdeckt. Clairaut erhielt den Preis, den die St. Peters
burger Akademie aussetzte, 1752 fUr seine Theorie de la Lune. Er und d' Alembert 
veroffentlichten 1754 Theorien und zahlreiche Tabellen. Sie wurden spater nach
geprUft und erweitert. Euler veroffentlichte 1753 eine Mondtheorie, in deren 
Anhang die analytische Behandlung der Variation der Elemente zum Teil durch
geftihrt war. Tobias Mayer (1723 -1762), Gottingen, verglich Eulers Tafeln mit 
Beobachtungen und verbesserte sie so erfolgreich, daB er und Euler eine Belohnung 
von £ 3000 von der englischen Regierung erhielten. 1772 veroffentlichte Euler 
eine zweite Mondtheorie, welche viele neue Gesichtspunkte von groBer Bedeutung 
enthielt. 

Lagrange betatigte sich wenig in der Mondtheorie und arbeitete nur einige 
allgemeine Methoden aus. Dagegen schenkte Laplace diesem Gegenstande sehr 
viel Aufmerksamkeit und lieferte 1787 einen von seinen wichtigen Beitragen zur 
Himmelsmechanik, als er die Ursache der sakularen Beschleunigung der mittleren 
Mondbewegung erklarte. Er machte auch den Vorschlag, die Entfemung der 
Sonne aus der parallaktischen Ungleichheit zu bestimmen. Laplaces Theorie ist 
in dem dritten Bande seiner Mecanique Celeste enthalten. 

Damoiseau (1768-1846) entwickelte Laplaces Methode 1824-1828 bis zu 
einem hohen Grad der Annaherung, und die Tabellen, welche er zusammenstellte, 
wurden ganz allgemein gebraucht, bis Hansens Tabellen 1857 erschienen. Plana 
(1781 -1869) veroffentlichte 1832 eine Theorie, die in den meisten Beziehungen der 
von Laplace entwickelten ahnlich war. Eine unvollstandige Theorie wurde von 
Lubbock (1803-1865) in den Jahren 1830-1834 aufgestellt. Ein groBer Fort
schritt in neuen Richtungen wurde 1838 von Hansen (1795 -1874) und nochmals 
1862 -1864 gemacht. Seine 1857 veroffentlichten Tabellen wurden sehr allgemein 
fUr die Nautical Almanacs verwandt. De Pontecoulant (1795-1874) veroffent
lichte 1846 seine Theorie Analytique du Systeme du Monde. Der vierte Band ent
halt seine im einzelnen durchgefiihrte Mondtheorie. Sie ist im wesentlichen ahnlich 



344 X. Storungen - Analytische Methode 

der von Lubbock. Eine neue Theorie von groJ3er mathematischer Eleganz und 
bis zu einem sehr hohen Annaherungsgrad durchgefiihrt, wurde 1860 und 1867 von 
Delaunay (1816 -1872) veroffentlicht. 

Eine hochst bemerkenswerte neue Theorie nach neuen Gesichtspunkten und 
neuen mathematischen Methoden veroffentlichte G. W. Hill 1878 im American 
Journal of Mathematics. Die erste grundlegende Idee war, die Varlationsellipse ala 
Naherungsbahn anstatt der ruhenden Ellipse zu benutzen. Die Ausdriicke fUr die 
Koordinaten der veranderlichen Bahn wurden mit seltenem mathematischem Ge
schick entwickelt und sind beachtenswert durch die Schnelligkeit ihrer Konvergenz. 
Eine zweite Annaherung, einen Teil der Bewegung des Perigaums liefernd, wurde 
in Band VIII der Acta Mathematica veroffentlicht. Diese Abhandlung enthielt die 
erste Losung einer linearen Differentialgleichung mit periodischen Koeffizienten 
und fiihrte in die Mathematik die unendlichen Determinanten ein. Hills Unter
suchungen wurden auf Glieder hoherer Ordnung ausgedehnt und vervollstandigt 
durch eine Reihe von Abhandlungen, die E. W. Brown in dem American JournaZ 
of Mathematics, vols. XIV., XV. und XVII. und in den Monthly Notices of the 
R. A. S., LII. LIV. und LV. veroffentlichte. Nach seinem jetzigen Stande ist das 
Werk von Brown numerisch die vollkommenste Mondtheorie, die existiert, und 
laJ3t insofern wenig zu wUnschen ubrig. Die Bewegung der Mondknoten fand 
Adams (1819 -1892) nach ahnlichen Methoden wie Hill bei der Bestimmung der 
Bewegung des Perigaums. 

Wegen der geometrischen Darstellung der Sttirungen siehe die Prinzipien, 
Airys (1801-1892) Gravitation, und Sir John Herschels (1792 -1871) Outlines 
of Astronqmy. Wegen ihrer analytischen Behandlung tut man, abgesehen von den 
angefiihrten Originalabhandlungen, am besten, Tisserands Mecanique Celeste, 
vol. III. und Browns Lunar Theory zu benutzen. Beide Werke sind nach Inhalt 
und Klarheit der Darstellung am ausgezeichnetsten. Browns Lunar Theory ist 
speziell vollstandig im Hinblick auf die Bedeutung der angewandten Konstanten 
wo sich bei einem ersten Eindringen in dieses Gebiet leicht Unklarheiten einstellen. 

Zehn tes Kapi tel. 

Storungen - Analytisehe Methode. 

203. Einleitende Bemerkungen. Der Gegenstand der gegenseitigen 
Storungen in den Bewegungen der Himmelskorper ist eines der Prob
leme gewesen, dem viele bedeutende Mathematiker, von Newtons 
Zeiten an, einen groBen Teil ihrer Aufmerksamkeit geschenkt haben. 
Es ist unnotig, zu sagen, daB das Problem sehr schwierig ist, und daB 
viele Methoden, es zu bewaltigen, erdacht wurden. Da die allgemeinen 
Losungen des Problems nicht gefunden wurden, war es notwendig, be
sondere Klassen von Storungen nach besonderen Methoden zu be
handeln. Es erschien angemessen, die im Sonnensystem auftretenden 
Falle in drei Klassen einzuteilen (a) die Mondtheorie und die Satelliten
theorien; b) die gegenseitigen Storungen der Planeten und c) die 
Storungen der Kometen durch die Planeten. Die in diesem Kapitel 
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behandelte Methode ist auf die Planetentheorien anwendbar; und es wird 
an den passenden Stellen darauf hingewiesen werden, warum sie sich 
nicht auch auf die anderen Falle anwenden laBt. In dem letzten Kapitel 
wurden Abhandlungen uber die Mondtheorie, speziell die von Tisserand 
und Brown angefuhrt. In diesem Kapitel werden einige Hinweise auf 
die Methode, Kometenst6rungen zu berechnen, gegeben werden. 

Die Hauptschwierigkeiten, zu einem Verstandnis der St6rungs
theorien vorzudringen, riihren von der groBen Anzahl der Variablen her, 
die benutzt werden mussen, und von den sehr langen Entwicklungen, 
welche n6tig sind, um die Gleichungen auf eine fur Berechnungen ge
eignete Form zu bringen. Wegen Raummangel ist es nicht m6glich, 
die expliziten Ausdrucke im einzelnen hier zu entwickeln, die fiir die 
Berechnung bequem sind; und in der Tat ist es nicht wiinschenswert, 
auf dies en Teil den Nachdruck zu legen; denn es ist sehr viel wichtiger, 
ein genaues Verstandnis von der Natur des Problems zu gewinnen, von 
den mathematischen Grundzugen der angewandten Methoden, den 
Begrenzungen, die gemacht werden miissen, den genauen Stellen, wo, 
wenn iiberhaupt, Annaherungen eingefiihrt werden und von ihrem 
Charakter, der Herkunft der verschiedenen Arten von Gliedern und 
den Grundlagen, auf welchen die beriihmten Theoreme iiber die Sta
bilitat des Sonnensystems beruhen. 

Es gibt zwei allgemeine Methoden der Betrachtung von St6rungen, 
a) von der Seite der Anderungen der Koordinaten der verschiedenen 
K6rper und b) der Anderungen der Elemente ihrer Bahnen. Diese beiden 
Methoden wurden am Anfang des vorhergehenden Kapitels behandelt. 
Ihre analytische Entwicklung wurde von Euler und Clairaut begonnen 
und bis zu einem hohen Grad der Vollendung von Lagrange und Laplace 
durchgefiihrt. Aber auch dann gab es noch Punkte, wo Annahmen 
willkiirlich gemacht werden muBten, da die Giiltigkeit der Verfahren 
unter den passenden Einschrankungen erst wahrend der letzten Halfte 
des neunzehnten Jahrhunderts mit Hilfe der rein mathematischen For
schungen von Cauchy, WeierstraB und Poincare dargetan werden konnte. 

204. Erlauterndes Beispiel. Die mathematische Grundlage der Sto
rungstheorie wird oft durch die groBe Anzahl der Variablen und die 
komplizierten Formeln verschleiert. Viele wesentliche Eigenschaften 
der Berechnungsmethoden von St6rungen k6nnen jedoch durch ein
fachere Beispiele erlautert werden, welche nicht den Schwierigkeiten 
vieler Variablen und umstandlicher Formeln unterliegen. Wir wahlen 
ein Beispiel, welches auch einfache physikalische Beziehungen aufweist. 

Betrachten WIr die L6sung der Gleichung 

(1) d2 x 2 _ (dX)8 
dt2 + k x - - f-l -dt + v cos It, 
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wo k 2, p" 'P und l positive Konstante sind. Wenn p, und 'P verschwinden, 
stent sie die Differentialgleichung der einfachen harmonischen Bewegung 
dar. Sie tritt in vielen physikalischen Problemen auf, so z. B. in denen 
des einfachen Pendels und aller Arten von musikalischen Instrumenten. 
1m Interesse einer bestimmten Deutung mage sie dem Problem der 
Schwingungen einer Stimmgabel zugerechnet werden. Das erste Glied 
rechts kann als herriihrend von dem Widerstand des Mittels gedeutet 
werden, in dem die Stimmgabel schwingt. Es wird natiirlich nicht be
hauptet, daB der Widerstand gegen die Stimmgabelschwingungen gerade 
der dritten Potenz der Geschwindigkeit proportional ist. Wir nehmen 
eine ungerade Potenz an, damit die Differentialgleichung dieselbe Form 
besitzt, ob die Bewegung in der positiven oder negativen Richtung vor 
sich geht. Die erste Potenz wahlen wir nicht, weil dann die Differential
gleichung linear wiirde und ohne Schwierigkeit in endlicher Form volI
standig integriert werden kannte. 

Die linke Seite der Gleichung (1) betrachten wir als Definition der 
ungestorten Bewegung der Stimmgabel. Das erste Glied rechts fiihrt 
eine Storung ein, welche von der Geschwindigkeit der Stimmgabel ab
hangt, und das zweite Glied rechts eine solche, welche von der Lage 
und Geschwindigkeit der Stimmgabel unabhangig ist. Das erste ist 
analog den gegenseitigen Starungen der Planet en, welche von ihren 
relativen Positionen abhangen; das zweite ist mehr von der Natur der 
Krafte, welche die Gezeiten hervorrufen, denn sie wirken auf die 
Oberflache der Erde. Die Gezeiten sind definiert durch Gleichungen 
analog (1). 

Um die Gleichung (1) in der Form der Gleichungen zu erhalten, welche 
in der Storungstheorie auftreten, setzen wir 

(2) 

Alsdann wird (1) 

(3) 

Die entsprechenden Differentialgleichungen fiir die ungestarte Bewegung 
sind 

(4) 
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Die Gleichungen (4) lassen sich leicht integrieren und liefern die all
gemeinen L6sungen 

(5) 
Xl = + a cos kt + {3 sin kt, 

X 2 = - ka sin kt + k{3 cos kt, 

mit a und {3 als willkurlichen Integrationskonstanten. In del' Termino
logie del' Himmelsmechanik bezeichnen a und {3 die Bahnelemente del' 
Stimmgabel. 

Wir wollen jetzt die Lasungen del' Gleichungen (3) bestimmen. Physi
kalisch gesprochen mussen die Elemente a und {3 so verandert werden, 
daB die Gleichungen fur alle Werte t erfiillt sind. In mathematischer 
Hinsicht stellen die Gleichungen (5) Beziehungen zwischen den ursprung
lichen abhangigen Variablen Xl und X 2 und den neuen abhangigen 
Variablen a und (3 dar, welche es ermaglichen, die Differentialgleichungen 
(3) von dem einen varia bIen System auf das andere zu transformieren. 
Dies trifft zu, ob (5) die Lasungen von (4) sind oder nicht, da aber (5) 
die Lasungen von (4) und (4) einen Teil von (3) bilden, so fallt eine 
Anzahl von Gliedern nach del' Transformation fort. Betrachtet man (5) 
als ein System von Gleichungen, die die Variablen Xl und X 2 zu a und {3 
in Beziehung setzen und fuhrt in (3) die Transformation aus, so findet 
man 

(6) 

da . d{J 

1 
+ coskt-- + smkt---- = 0 dt dt' 

- sin k t ~; + cos k t ~; = ,u k2 [a sin k t - {3 cos kt]3 + -~ cos l t. 

Diese Gleichungen sind in ~i und ~11inear und lassen sich nach diesen 

Ableitungen auflOsen, weil die Determinante ihrer Koeffizienten den 
Wert eins besitzt. Die Lasung lautet 

(7) 
J ~~ = - ,u k2 [a sin k t - {3 cos k t]3 sin k t - ~ cos It sin k t , 

l ~~ = + .u k2 [a sin kt - {3 cos kt]3 cos kt +r- cos It cos kt. 

Die Aufgabe, (7) zu lOsen, gestaltet sich ebenso schwierig wie die 
Lasung von (3), weil ihre rechten Seiten die unbekannten GraBen in 
einer ebenso komplizierten Weise enthalten wie die rechten Seiten (3) 
die GraBen Xl und X 2• Nehmen wir aber .u und y sehr klein an, dann 
andern sich, da .u und y als Faktoren in die rechten Seiten (7) eingehen, 
die abhangigen Varia bIen a und {3 sehr langsam. Folglich wird man fur 
eine betrachtliche Zeit eine genugende Annaherung erhalten, wenn man 
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sie bei der Integration der Gleichungen (7) als Konstante behandelt. 
Um dies mathematisch leichter einzusehen, betrachte man die einfache 
Gleichung 

(8) ~; = /w (1 + k cos kt). 

Diese Gleichung besitzt die Losung 

wo G die Integrationskonstante ist. Entwickelt man den Ausdruck auf 
der rechten Seite, so erhiiJt man 

(9) a = G [1 + It (t + sin kt) + ~2 (t + sin kt)2 + .. -J. 
Wenn It sehr klein und t nicht zu groB ist, so ist der Ausdruck auf der 
rechten Seite dieser Gleichung sehr nahe gleich der Summe seiner ersten 
beiden Glieder. Wenn keine GroBen in t vorhanden waren, auBer denen. 
die in den trigonometrischen Funktionen auftreten, so waren in t keine 
Beschrankungen notig. 1m allgemeinen sind aber solche Beschrankungen 
nicht zu vermeiden; in den meisten Fallen, wenn auch nicht in dem 
gegenwartigen, dienen sie dazu, die Konvergenz der Reihen zu sichern. 

Man bemerkt, daB die Losung (9) in Wirklichkeit eine Potenzreihe 
in dem Parameter It darstellt, deren Koeffizienten t enthalten. Falls es 
gewunscht wird, laBt sich Gleichung (8) direkt als Potenzreihe in It inte
grieren. Das Verfahren ist in der Tat allgemein und kann zur Losung 
von (7) benutzt werden, die folgenden Gleichungen (10) bilden dann 
die ersten Glieder der Losung. Die Bedingungen fUr die Gultigkeit dieser 
Integrationsmethode sind in § 207 gegeben. 

Der Umstand, daB fur sehr kleines It die GroBen a und {J auf der 
rechten Seite von (7) als Konstante betrachtet werden konnen, falls t 
nicht zu groB, laBt sich physikalisch veranschaulichen. Betrachten wir 
die Storungstheorie, so hangen die Anderungen in den Elementen einer 
Bahnkurve von den Elementen der Bahnen der sich gegenseitig storenden 
Korper ab und von den relativen Lagen der Korper in ihren Bahnen. 
Es ist unmittelbar klar, daB nur ein kleiner Fehler in der Berechnung 
der gegenseitigen Storungen zweier Planet en begangen wurde, wenn man 
konstante Elemente benutzte, welche sich nur wenig, sagen wir einen 
Grad im FaIle von Winkelelementen, von den wirklichen, langsam sich 
andernden Elementen unterscheiden. 

Wenn man die Gleichungen (7) unter der Annahme konstanter a 
und f3 auf der rechten Seite integriert, ergibt sich 
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a = ao - fl k2 {3sa (a2 + [32) t + lk (3 a2 + f32) [cos 2 k t - 1 J 

- S:ii: (3 a 2 - f32) [cos 4 k t - 1 J 

- _~3. sin 2 kt + -~- (a2 - 3f32) sin 4kt} 
4k 32k 

+ --~ .. ---[cos (l + k) t - 1J 
2k(l+k) 

- --- V ___ [cos (l - k) t - 1J 
2k(l-k) , 
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f3 = f30 + flk 2 {- 3/ (a2 + f32)t - sak (a2 + 3f32)[COS 2kt - 1J 

+ 3; k (a2 - 3 f32) [cos 4 k t - 1 J 

- {J3 sin 2 kt + -~- (3 a2 - f32) sin 4kt} 
4k 32k 

+ 'n(lv+k)sin(l+ k)t 

+ 2 k (t 70 sin (l-- k) t, 

wo ao und f30 die Werte von a und f3 fUr t = 0 darstellen. Setzt man 
diese Werte von a und f3 in (5) ein, so werden die Werte Xl und X 2 

naherungsweise fUr alle Werte t bestimmt, welche nicht zu weit von der 
Anfangszeit entfernt sind. 

Betrachten wir die Gleichungen (10), so besitzt der rechte Ausdruck 
einer jeden von ihnen ein Glied, welches t nur als einfachen Faktor ent
halt, wahrend sonst t nur in den Sinus- und Kosinus-Gliedern vorkommt. 
Die Glieder, welche t proportional sind, scheinen anzuzeigen, daB a und 
f3 mit der Zeit unbegrenzt zu- oder abnehmen; es ist jedoch zu beachten, 
daB die Gleichungen (10) nur Naherungen fUr a und f3 darstellen, welche 
nur fur eine begrenzte Zeit brauchbar sind. Es kannte sein, daB die 
strengen Ausdrucke hahere Potenzen von t enthalten, deren Summe je
doch eine endliche Grenze haben, gerade so wie 

. t3 t5 

sm t = t -- -3T + fiT - ... 

ein Ausdruck ist, dessen numerischer Wert eins nicht uberschreitet, ob
wohl eine Betrachtung des ersten Gliedes allein zu dem SchluB verleiten 
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wurde, da8 er mit t unendlich gr08 wird. Andererseits kann die Gegen
wart von Gliedern, welche mit der Zeit proportional zunehmen, eine 
wirkliche unbegrenzte Zunahme der Elemente a und fJ anzeigen. So z. B. 
wurde im vorhergehenden Kapitel gefunden, da8 die Knotenlinie eine 
standige Ruck- und die Apsiden der Mondbahn eine standige Vorwarts
bewegung ausfUhren. Die Glieder, welche sich zu t proportional andern, 
hei8en siiku1are G1ieder. 

Die rechten Seiten der Gleichungen (10) enthalten auch periodische 
Gl' d 't d P . d n n 2n d 2n D' . d I . Ie er ml en eno en k' -2-f' l + k un l- k • lese sm a s perw-
dische G1ieder bekannt. Sind 1 und k nahezu gleich, so besitzen die Sinus
oder Cosinus-Glieder mit dem Argument (1 - k)t sehr lange Perioden, 
und werden als 1angperiodische Glieder bezeichnet. Manchmal treten 
Glieder auf, welche die Produkte von t und periodischen Gliedern bilden. 
Diese gemischten Glieder hei8en Poisson-G1ieder, weil sie von Poisson 
in die Diskussion der Anderungen in den gr08en Achsen der Planet en
bahnen eingefUhrt wurden. Substituiert man die Ausdrucke (10) in 
(5), so enthaIten die sich ergebenden Ausdrucke fUr Xl und X 2 Poissonsche, 
aber keine sakularen Glieder. 

Die physikalische Deutung der Gleichungen (10) ist einfach. Die 
Elemente a und fJ nehmen wegen der sakularen Glieder standig ab; 
d. h. die Amplituden der durch (5) dargestellten Schwingungen erfahren 
eine standige Abnahme. Diese Abnahme ruhrt ausschlie8lich von dem 
Widerstande gegen die Bewegung her, wie aus dem Umstande hervor
geht, da8 diese Glieder den Koeffizienten p- als Faktor enthalten. Ferner 
existieren Glieder in Xl und X 2, deren Perioden drei- und fUnfmal so 
gr08 sind wie die ungestorte Periode, welche auch vom Widerstande her
ruhren. Und die periodisch storende Kraft fUhrt in a und fJ Glieder ein, 
deren Perioden sowohl von der Periode der storenden Kraft als auch 
von der Eigenperiode der Stimmgabel herruhren. Es ist jedoch zu be
achten, da8 die Perioden der Glieder, welche sie in die Ausdrucke fUr 
Xl und X 2 einfuhren, die Periode der storenden Kraft und die Eigen
periode der Stimmgabel sind. 

205. Gleichungen im Dreikorperproblem. Betrachten wir die Bewegung 
von zwei Planet en m l und m 2 urn die Sonne S. Der Mittelpunkt der 
Sonne sei im Koordinatenanfang angenommen, und die Koordinaten 
von ml seien (Xl' Yl> Zl) und von m2 (X2' Y2' Z2)' Die Abstande von ml 
und m 2 von der Sonne mogen r l und r 2 und der Abstand zwischen ml 

und m 2 moge r l ,2 hei8en. Dann sind die Differentialgleichungen der Be
wegung nach § 148 
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~2~ + k 2 (8 + tn1) ~I = tn2 0 B I ,_2 
dt2 r I 3 eXI ' 

d2 YI + k2 (8 + m ) ~ = tn 0 Rb_2 
dt2 1 r I3 2 0 YI ' 

!!~Z,"- + k2 (8 + tn )!l = tn ~~I'_2. 
df2 1 r I3 2 C ZI ' 

(11) 
~2_ x. + k2 (8 + tn ) ~ = tn ~!!-2'_I 
d t2 • 2 r23 1 e X 2 ' 

~~Y.- + k2 (8 + m ) -~ = m ~l!2~ 
dt2 2 r23 2 0 Y2 ' 

d2z. + k2 (8 + m2) 2 = tn ~~2!_I 
dt2 r23 1 0 Z2 ' 

R = k2[~ _ XIX. + YIY. + ZIZ.] 
1,2 r1 , 2 r23 , 

Die rechten Seiten der Gleichungen (11) sind mit Faktoren tnl und 
tn2 multipliziert, welche im Vergleich zu 8 sehr klein sind; daher werden 
sie von geringer Bedeutung im Vergleich zu den AusdruGken auf der 
linken Seite sein, welche von der Sonnenanziehung herruhren - wenig
stens fur eine betrachtliche Zeit -. Setzt man tnl und tn2 auf den rechten 
Seiten gleich null, so bilden die ersten drei Gleichungen und die zweiten 
drei zwei Systeme, welche von jeder anderen unabhangig sind, und das 
Problem fUr jedes System von drei Gleichungen reduziert sich so auf das 
von zwei K6rpern und kann vollstandig gel6st werden. 

Es wird vorteilhaft sein, die sechs Gleichungen (11) von der zweiten 
Ordnung auf zw6lf von der erst en zuruckzufUhren. Setzt man 

I dx 
x = dt' 

, dy 
Y = (ii' 

I dz 
Z = dt; 

so werden die Gleichungen (11) 

~J:r_X'=O dt 1 , 

(12) dYI I 0 dt- Y1 = , 

~z~ _ z'= 0 dt 1 , 

und ahnliche Gleichungen mit dem Index 2. 
Wenn die Bewegungen von tnl und tn2 sich nicht gegenseitig st6rten, 

so wurden die Gleichungen (12) die Form annehmen 
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dX1 '0 Tt-Xl = , ~ Xl~ + k2 (8 + m ) 3;1 = 0 dt 1 r 13 , 

(13) ~~l_ Y' = 0 dt 1 , 
~Yi + k2 (8 + m ) Yl = 0 d t 1 r 13 , 

dZ l '0 Tt - Zl = , t!z{ + k2 (8 + ) ~l = 0 dt m1 r 13 

und ein unabhangiges System von ahnlichen Gleichungen mit dem In

dex 2. Es sei £21 = !(X/2 + y/2 + Zl'2) - k2 (.s~+ ~l), dann erhalten 
r 1 

die Gleichungen (13) die Form 
dx1' c.Q1 

aX OXl' 

(14) 
dYl' o.Q1 

dt d Yl ' 
dz{ o.Q1 

Tt=-2Z;' 

In dieser Form sind die Differentialgleichungen am bequemsten in 
solche zu transformieren, daB die elliptischen Elemente zu abhangigen 
Varia bIen werden, deren Werte durch t ausgedruckt werden sollen. 

206. Transformation der Variablen. Um Unklarheiten in der analyti
schen Darstellung zu vermeiden, und um in der Lage zu sein, anzugeben, 
wo und wie die Annaherungen eingefuhrt werden, kann die Methode der 
Anderung der Parameter in erster Linie einfach als eine Transformation 
von Variablen betrachtet werden, welche fur aIle Werte der Zeit voll
kommen gultig ist, fur welche die Transformationsgleichungen gelten. 
Aus diesem Gesichtspunkt ist das ganze Verfahren mathematisch ein
fach und einleuchtend, wobei die einzige Schwierigkeit die Anzahl der 
Variablen und die lwmplizierten Beziehungen zwischen ihnen bilden. 

In Kapitel V wurde gezeigt, wie sich die Koordinaten im Zweikorper
problem durch die Elemente und die Zeit ausdrucken lassen. Es seien 
a l ... ; as die Elemente der Bahnkurve m l , und fJl' ... , fJ6 die von m 2· 
Dann lassen sich die Gleichungen fur die Koordinaten im Zweikorper-
problem schreiben . 

(15) 

Xl = teal' ... , a6, t), Xl' = 8(al , ... , a6, t), 
Yl = g(al , ... , a6 , t), Yl'~' cp(al , ... , a6 , t), 

Zl =h(a1 , ••• , as, t), 

x 2 = t({Jl' .. 0' fJ6' t), 
Y2 = g({Jl> 000' fJ6' t), 

t Z2 = h (fJ 1, 0 0 ., fJ s, t), 

Zl' = "P (aI' 0 0 0, as, t), 

X2' = 8 ({Jl' . 0 0, fJ6' t), 
Y2' = CP({Jl, . 0 0, fJs, t), 

Z2' = "P ({Jl' 0 0 0, fJ6' t) 0 
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Wir fuhren jetzt eine Transformation der Variablen in den Gleichun
gen (12) aus. Fur den Augenblick lasse man auBer acht, daB die Glei
chungen (15) die Losungen des Zweikorperproblems darstellen, und daB 
die ai und Pi die Elemente der beiden Bahnkurven sind. Man betrachte 
vielmehr (15) als die Gleichungen, welche die Gleichungen (12) in den 
alten Variablen Xl' Yl> Zl> Xl" Yl', Zl', x s, Ys, Zz, Xs', Yz', zz', in ein aqui
valentes System in den neuen Varia bIen aI' ... , as, PH ... , Pa transfor
mieren. Die Transformationen werden bewerkstelligt, indem man die 
in (12) auftretenden Ableitungen berechnet und direkt die Substitutionen 
ausfuhrt. Die Ableitungen der Gleichungen (15) nach t sind 

(16) 

Die direkte Substitution von (16) in (12) liefert 

(17) 

6 

OYl _ ' + ~ 0Yl t!a. = 0 
ot Yl £.J oa dt ' 

i=l i 

6 

~~ _ ' + ~ OZl dai = 0 
ot ZI £.J c a dt ' 

;=1 i 

und ahnliche Gleichungen in x s, ... , zz' und Pl' .... P8' Diese Gleichun
gen sind in den Ableitungen ~ t linear und konnen nach ihnen aufgelOst 

Moulton.Fender, HimmelBmeohanik 23 
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werden, wodurch diese in den GroBen aI' ... , as, PI' •.. , Ps und t aus
gedruckt werden, vorausgesetzt, daB die Determinante ihrer Koeffi
zienten von null verschieden ist. 

Wenn aber die Gleichungen (15) die Losung des Problems der unge
storten elliptischen Bewegung darstellen, so werden die Gleichungen (17) 
stark vereinfacht, denn aus (13) ersieht man, daB, wenn aI' ... , as kon-

stant sind, ~~l - Xl' = 0 ist fUr aIle Werte t. Die partielle Ableitung 

Oltl f" I V . bl . t'd t' h 't dlt1 f" I at ur all ••• , as a sana e IS I en ISC ml de ur aI' .•• , as a s 

Konstante. Daher ist °O~l - x/ _ 0 und ahnlich O;{ + k 2 (8 + ml ) ~! 
= 0 und ahnliche Gleichungen in y und z. Infolge dieser Beziehungen 
gehen die Gleichungen (17) uber in 

6 

(18) """ 0YI' dai = m 0 HI. 2 
~ oa dt 2 oy , 
i=1 i I 

6 

")' C Zl t!czj = 0 
4-J oai dt ' 
i=l 

und ahnliche Gleichungen in den Pi' Diese Gleichungen sind in den Ab

leitungen dd~i linear und lassen sich nach ihnen auflosen, falls die Deter

minante ihrer Koeffizienten nicht verschwindet. Nun ist die Deter
minante des linearen Systems (18) die Jacobische des ersten Systems der 
Gleichungen (15) in bezug auf aI' ••. , as und kann nicht verschwinden, 
wenn diese Funktionen unabbangig sind und eine einfache und ein
deutige Bestimmung der Elemente l ) liefern. Diese Funktionen sind aber 
unabbangig und liefern im allgemeinen eineindeutige Werte fur die Ele
mente, da sie die Ausdrucke fUr die Koordinaten im Zweikorperproblem 
darstellen. Das Problem, die Elemente aus den Werten der Koordinaten 
und Geschwindigkeitskomponenten zu bestimmen, wurde bereits in 
Kapitel V gelOst. 

Fur m 2 = 0 sind die Gleichungen (18) linear und homogen und, da 

die Determinante nicht gleich null ist, konnen sie nur durch dd1~ = 0 

1) Baltzer, Determinanten, S. 141. 
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(i = 1, ... ,6) erfiillt werden. D. h. die Elemente sind konstant, was 
natiirlich nichts Neues ist. 

Aufl6sung der Gleichungen (18) ergibt 

(i = 1, ... , 6), 
(19) 

(i = 1, ... , 6). 

Nun wissen wir, daB bei Bestimmung der Koordinaten im Zwei
korperproblem der erste Schritt, namlich die Berechnung der mittleren 
Anomalie, die mittlere Bewegung enthielt, definiert durch die Gleichung 

(j=I,2). 

Da die ni die Massen der Planeten enthalten, so enthalten die rechten 
Seiten von (15) und folglich von (19) ml und m 2 implizite. 

Urn die Integrationsmethode der Gleichungen (19), welche von den 
Astronomen angewendet wird, mathematisch exakt zu begriinden, sind 
einige Bemerkungen iiber m l und m 2 erforderlich. An jenen Stellen, wo 
sie in den Funktionen CfJi und 'Pi implizite auftreten, werden sie als be
stimmte Zahlen betrachtet; wenn sie als Faktoren der 'Pi und CfJi er
scheinen, betrachtet man sieals Parameter, nach deren Potenzen die 
Losungen entwickelt werden konnen. Eine solche Verallgemeinerung 
der Parameter ist offenbar zulassig, weil, wenn eine Funktion einen 
Parameter auf zwei verschiedene Arten enthalt, kein Grund vorhanden 
ist, warum es nicht zulassig ware, die Funktion nach dem Parameter zu 
entwickeln, soweit er auf die eine Weise, und es nicht zu tun, soweit er 
auf die andere Weise eingeht. Wenn die Funktion, anstatt explizite ge
geben zu sein, durch ein System von Differentialgleichungen definiert 
wird, so gelten dieselben VerhiiJtnisse fiir die Entwicklungen nach Para
metern. Waren die Anziehungen der Karper auBer von ihren Massen 
(nach ihrer Tragheit gemessen) und von ihren Entfernungen noch von 
anderen GraBen abhangig, so z. B. von ihrer Rotation oder von 
ihren Temperaturen, dann besaBen ml und m 2, soweit sie -in die CfJi 

und fIJi durch n l und n 2 implizite eingingen, wo sie durch ihre 
gegenseitigen Anziehungen auf die Sonne numerisch bestimmt waren, 
andere Werte als dort, wo sie als Faktoren der CfJi und 'Pi auftreten; 
denn an diesen Stellen waren sie durch ihre Anziehungen aufeinander 
bestimmt. 

23* 
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Daher werden die Werte der Massen ml und m i , die in den Gleichungen 
(15) und (19) implizite enthalten sind, als bestimmte im voraus gegebene 
Zahlen behandelt und brauchen nicht explizite abgesondert zu werden. 
Dagegen werden die ml und m2, welche als Faktoren der stOrenden 
Glieder der Gleichungen auftreten, explizite beibehalten, vorausgesetzt, 
daB sie fahig sind, beliebige Werte anzunehmen, die gewisse Grenzen 
nicht uberschreiten. 

207. Losungsmethode. Die Gleichungen (11) bilden die allgemeinen 
Differentialgleichungen der Bewegung fUr das Dreikorperproblem. Die 
Gleichungen (12) sind im gleichen MaBe allgemein. Bei der Transfor
mation der Varia bIen durch (15) wurden keine Annaherungen eingefuhrt; 
folglich sind die Gleichungen (19) allgemein und exakt. Der Unterschied 
besteht darin, daB die Integration von (19) die Bahnelemente an Stelle 
der Koordinaten wie in (11) liefern wurde; da aber die letzteren stets 
aus den ersteren gefunden werden konnen, so muB dies als die Losung 
des Problems betrachtet werden. 

Anstatt die mathematischen Uberlegungen durch Auswertung der ex
pliziten Formen (19) zu unterbrechen, ziehen wir vor, zunachst zu zeigen, 
nach welchen Methoden sie gelost werden konnen. An passender Stelle 
wollen wir dabei jedesmal besonders hervorheben, wo Annahmen oder 
Annaherungen eingefUhrt werden. 

Sind ml und m2 im Vergleich zu 8 sehr klein, was im Sonnensystem 
der Fall ist, dann bilden die Bahnkurven sehr nahe ruhende Ellipsen, 
und folglich andern sich at und Pi sehr langsam. Werden sie daher als 
Konstante auf den rechten Seiten (19) betrachtet, und die Gleichungen 
integriert, so werden Naherungswerte der at und Pi erhalten fur Werte 
von t, die nicht zu weit von der Anfangszeit entfernt sind. Dies ist die 
Methode, die in dem erlauternden Beispiel des vorigen Paragraphen an
gewandt wurde, und dies bildete die Richtlinie, die oft von Astronomen 
benutzt wurde, speziell in den Tagen der Pionierarbeit auf dem Gebiete 
der Himmelsmechanik. Doch jede Theorie, welche nur angenahert gultig 
ist, stellt, selbst wenn sie in numerischer Hinsicht genugt, nicht das End
ziel der Wissenschaft dar. 

Die Gleichungen (19) geMren dem Typ an, von dem Cauchy und 
Poincare gezeigt haben, daB sie als Potenzreihen in ml und m 2 integriert 
werden konnen. Cauchy wies nach, daB ml , m 2 und t samtlich so klein 
angenommen werden konnen, daB die Reihen konvergieren. Poincare 
bewies das allgemeinere Theoreml ), daB, wenn die Bahnkurven, in denen 

1) Les Methodes Nouvelles de la Mecamque Celeste, vol. 1., p. 58. 
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die Korper sich zur Anfangszeit augenblicklich bewegen, sich nicht 
schneiden, alsdann fiir jeden endlichen Bereich der Werte t die m1 und 
m 2 sich so klein annehmen lassen, daB die Losungen fiir jeden Wert t 
in dem Intervall konvergieren. Indessen konnen die Massen nicht will
kiirlich klein gewahlt werden, sondern sind von Natur gegeben. Von 
praktischer Bedeutung ist daher das weitere Theorem, daB fiir aIle mog
lichen Werte von m1 und m 2 ein derartig beschrankter Bereich fiir t 
existiert, daB die Losungen der Gleichungen (19) als Potenzreihen in den 
Parametern m1 und m 2 fiir jeden Wert t im Bereich konvergieren. Je 
groBer die Werte der Parameter sind, urn so beschrankter ist im allge
meinen der Bereich. Dies ist natiirlich ein Sonderfall eines allgemeinen 
Theorems iiber die Entwicklung der Losungen von Differentialgleichun
gen von dem Typus, dem die Ausdriicke (19) als Potenzreihen in den 
Parametern angehoren.1) 

Aus dem zuletzt angegebenen Theorem folgt, daB fiir einen nicht zu 
groBen Bereich von t die Losungen der Gleichungen (19) als konvergente 
Potenzreihen in m1 und m2 von der Form 

(20) I 00 00 

ai =:s .:E a/ j , k) m/ m2k, 
j=Ok=O 

00 00 

/h =.:E .:E Pi(j, k) m1; ml 
j=O k=O 

sich ausdriicken lassen, wo die oberen Indizes an den ai und Pi einfach 
die Ordnung der Koeffizienten anzeigen. Die a, (j,Ir) und Pi (j,k») sind 
Funktionen der Zeit, die berechnet werden miissen. In der Theorie der 
Storungen ist es iiblich geworden, ohne Beweis anzunehmen, daB diese 
Entwicklung fiir jede gewiinschte Zeitlange giiltig ist. Wie festgestellt 
wurde, laBt sich beweisen, daB sie fiir ein hinreichend kleines Zeitinter
vall gilt; nun liefert aber die Beweismethode nur eine Grenze, innerhalb 
welcher die Reihe sicher konvergiert, und nicht die langste Zeit, fiir 
welche ihre Konvergenz besteht; da diese Grenze fast sicher viel zu klein 
ist, so wurde sie niemals berechnet. Jedenfalls kann man sagen, daB die 
Methode, die hier auseinandergesetzt werden solI, fiir ein Zeitintervall 
gilt, welches in den planetarischen Theorien zweifellos mehrere Jahr
hunderte betragt. 

Setzt man (20) in (19) ein und entwickelt nach m1 und m 2, so ergibt 
sich 

1) Picard, Traite d'Analyse, vol. II., chap. XI, und vol. III. 
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dai(O, O) da/o, I) dap, 0) dap,1) 
( ~ dt ~~ + -d-t - m2 + -dT-m1 + ------crr- m1 m2 

da (0,2) da.(2,0) 
+ -1-t--- m s2 + --dt- mI2 +"". 

= mS!Pi (al (0, 0), ••• , as(O,O); PI (0,0), ••• , Ps(O, 0); t) 
6 

+ ma "'" o'P'(a/0,I)m2 + ap,0)m1) 
• ~ oaf 

)=1 

6 

+ ma ~ 0 'Pi (/J/O' l)ms + pp,0)m1) 
j=1 O{J, 

+ hohere Potenzen von m1 und ms, 

d{Jio, O) d{J.(0, 1) d{JP' 0) d{3p·1) 
-d-t - + -d-t - m2 + ---cIt- m1 + ------crr- m1 ms 

d{J (0,2) d{J (2,0) 

+ ~tm2a + ----h-- m 12 + ... 
= m1 1J!i (a1 (0,0), • • •• as(O,O); PI (0,0), ••• , Ps(O,O); t) 

6 

+ m 1 ~ otp. (a/O, 1) m 2 + ap,0)m1) 
j=1 oaf 

6 

+ m1 ~1 ~~; (/J/O' 1) ms + PP' 0) m1). 

+ hOhere Potenzen von m1 und ma, (i = 1, ... ,6). 

In den partiellen Ableitungen haben an Stelle von ai und Pi die GroBen 
ai (0,0) und p, (0,0) zu treten. Wenn m 1 und ms nicht als bestimmte Zahlen 
auf den linken Seiten der Gleichungen (11) angesetzt wiirden, so miiBten 
d" G"" 0 lJ'Pi IJ 'Pi "P t "h h d t Ie rOJJen !Pi, 1J!i. lJaJ' IJ{JJ usw. m 0 enzrel en nac m1 un m. en -
wickelt werden, wodurch sich die Arbeit bedeutend komplizierter 
gestalten wiirde. 

Innerhalb des Konvergenzbereiches stimmen die Koeffizienten gleich 
hoher Potenzen von m1 und m. auf beiden Seiten der Gleichungen iiber
em. Ihre Gleichsetzung liefert 

I 
da (0,0) 

(i = 1, ... , 6), -~'-= 0 
dt ' 

(22) 
d{J (0,0) -1,- = O. 
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da (0,1) 
__ i __ m (a (0, 0) a (0, 0). {J (0, 0) {J (0, 0). t) dt Ti 1 , ••• , 6 , 1 , ••• , 6 , , 

dap,O) _ 0 
-----;[t- - , 

dp/o, I) 

-----;[t- = 0, 

dP (1,0) 
_i _ _ til (a (0,0) a (0,0). (J (0,0) (J (0,0). t) dt - Ti 1 , ••• , 6 ,1 , ••• , 6 , • 

(1, 1) ~ 6 
~ = ~ o Pi_ a (1,0) + ~ OPi {J .(1, 0) 

dt ~ oa i ~ 0 p.' , 
J=l i j=l' 

(0,2) 6 ~ 6 
dai _ = ~ CPi a (0,1) + ~ OPi (J (0,1) 

dt ~ oa:l i tff 0 Pi' , 

da.<2, 0) -t-- = 0, 

(1 1) 6 6 
dPi' = ~ 0'Pi a (0,1) + ~ o 'Pi (J (0,1) 

dt ~ oa' ~ op. i , 
j=1 i J=1 1 

(t,O) 6 6 
Ilj!i __ = ~ o "Pi a (1,0) + ~ 0 'Pi (J (1,0) 

dt tff oai i tft OPi i , 

dp/O,2) _ 
-rft- - 0, 

359 

Integriert man die Gleichungen (22) und setzt die so erhaltenen Werte 
von ai (0,0) und {Ji (0,0) in (23) ein, so lassen sich diese Gleichungen auf 
Quadraturen zUrUckfuhren und k6nnen integriert werden; integriert 
man (23) und setzt die erhaltenen Ausdrucke fur a. (0,1), ai (1,01, {Ji (0, t, 
{Ji 1, ° in (24) ein, so werden diese Gleichungen auf Quadraturen zuruck
gefUhrt und lassen sich integrieren; dieses Verfahren kann unbegrenzt 
fortgesetzt werden. Auf diese Weise lassen sich die Koeffizienten der 
Reihen (20) bestimmen und ferner die Werte von ai und {Ji bis zu jedem 
gewunschten Genauigkeitsgrad fur Zeitwerte, fUr welche die Reihen 
konvergieren. 

208. Bestimmung der Integrationskonstanten. Eine neue Integrations
konstante wird eingefuhrt, wenn die Gleichungen (22), (23), ... fUr 
jedes ai (J,k), {Ji (J,k) integriert werden. Diese Konstanten wollen wir 
jetzt bestimmen. 
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Die Konstanten, welche mit den at (j, k) eingefiihrt werden, mogen mit 
- at (j,k), und die Konstanten, welche mit den Pi (j,k) eingefiihrt werden, 
mit - bi (i,k) bezeichnet werden. Da das erste System von Differential
gleichungen m 2 als Faktor auf den rechten Seiten aufweist, wahrend das 
zweite m1 als Faktor hat, so folgt 

a/j,O) = a/j , 0), 

(J/O,k) = bi(O,k), 
(j=o, ... oo), 

(k = 0, ... (0). 

Da die ai (j, k) und Pi (j, k) durch Quadraturen bestimmt sind, so treten 
die samtlichen Integrationskonstanten einfach additiv zu den Funk
tionen von t hinzu; d. h. die at (j, k) und Pi (j, k) besitzen die Form 

{ 
a/j, k) = f/j, k) (t) - a/i' k), 

P/j, k) = g/-i, k) (t) _ b;(j, k). 

Daher werden die Gleichungen (20) 
~ ~ ~ 

ai = :Eap, 0) m/ +:E :E(fF,k) - ap,k»)m1i m 2k , 

(25) 
j=O j=Ok=l 

~ ~ ~ 

Pi = :Eb/O,k)ml +:E :E(g/j,kl- b/ j,k»)m/m2k • 
k=O j=1 k=O 

Fiir t = to sei ai = a/a) und Pi = P/O). Dann werden die Gleichungen 
(25) fiir t = to I ~ '" ~ 

a/Oj = j~ ap, 0) ml + j~ ~ (f p, k) - ap, k»)O ml ml, 

~ ~ ~ 

P/O) = ~b/O,k)ml +:E :E(gp,k) - b/j,k»)om/ml. 
k=O j=l k=O 

Da diese Gleichungen fiir samtliche Werte von m1 und m2 unterhalb ge
wisser Grenzen gelten miissen, so sind die Koeffizienten entsprechender 
Potenzen von m1 und m 2 auf den rechten und linken Seiten gleich; 
somit folgt I a/o,O) = a/oJ, ai(j,O) = 0, (j = 1, ... (0), 

P/o,O) = PiO), PiO,k) = 0, (k = 1, ... (0), 

fi(j,k)(to)-ap,k)=O, (i=1, ... 00; k=1, ... (0), 

gp,k)(to)-bP,k)=O, (j=1, ... 00; k=1, ... (0). 

(26) 

Die samtlichen Glieder auf den rechten Seiten (25) mit Ausnahme des 
ersten verschwinden fiir t = to; hieraus ergibt sich, daB a/o, 0) und 
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P/o•O) die oskulierenden Elemente (§ 172) der Bahnkurven von m1 und 
m 2 fUr t = to sind, und daB die anderen Koeffizienten von (20) die be
stimmten Integrale del' Differentialgleichungen darstellen, welche sie 
zwischen den Grenzen t = to und t = t bestimmen. 

209. Die Glieder der ersten Ordnung. Die Glieder der erst en Ordnung 
in bezug auf die Massen sind durch die Gleichungen (23) bestimmt. Da 
die Glieder von der Ordnung null die oskulierenden Elemente fUr to dar
stellen, so werden die Differentialgleichungen 

(27) { da~:. 1) = q;;( a 1 (0), ••• , a slO) ; PI (0) •••• , Ps(O); t), 

d flP' 0) _ (0) (0) • P (0) P (0) • t) -d-t- - "Pi a 1 , ••• , as , 1 , ••• , s , . 

Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind dem Gang proportional, mit 
welchem die verschiedenen Elemente der Bahnkurven der beiden Pla
neten zu irgendeiner Zeit t variieren wiirden, wenn die beiden Planet en 
in jenem Augenblick sich genau in den Ausgangs-Ellipsen bewegten. Die 
Integrale (27) sind daher die Summen der instantanen Wirkungen; oder 
mit anderen Wort en, sie sind die Summen der A.nderungen, welche ein
treten wiirden, wenn die Krafte und ihre instantanen Wirkungen stets 
genau gleich denen in den ungestorten Bahnen waren. NaturgemaB 
andern die Storungen diese Bedingungen und rufen Wirkungen zweiter, 
dritter und hOherer Ordnung hervor. Sie sind in den Koeffizienten der 
hoheren Potenzen von m1 und m 2 in (20) eingeschlossen. 

Die GroBen a/o. 11 und pp. 0) werden gewohnlich als Storungen del' erst en 
Ordnung in bezug auf die Massen bezeichnet. Der Grund ist einleuchtend, 
weil sie die Koeffizienten der ersten Potenzen der Massen in den Reihen 
(20) bilden. In der Theorie der Planeten ist es nicht not wen dig, bis zu 
Storungen hoherer Ordnungen zu gehen, auBer in dem FaIle der groBeren 
Planet en, welche einander nahe sind, und auch dann existieren verhalt
nismaBig wenig Glieder von merklicher GroBe. Bei dem gegenwartigen 
Stande der Theorie der Planeten ist es nicht notig, die Glieder dritter 
Ordnung beizubehalten, abgesehen von den gegenseitigen St6rungen bei 
Jupiter und Saturn. 

Anstatt mit zwei Planet en und der Sonne hat man es in Wirklichkeit 
mit einem System von acht Planet en und der Sonne zu tun, so daB die 
Theorie, welche sich auf die wirklichen Verhaltnisse bezieht, nicht ganz 
so einfach ist, wie die, welche skizziert wurde. Wir werden jedoch 
zeigen, daB die groBere Kompliziertheit hauptsachlich von den Storungen 
hoherer Ordnung herriihrt. 

Wenn noch ein dritter Planet m3 vorhanden ware, dessen Bahn die Ele
mente AI' ••. , .16 besitzt, so wiirden die Gleichungen (23) lauten 
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da·(I,O,O) 
-'- -- = 0 

dt ' 

d aJo, I, 0) 
~-- = Cf!i(a1(0), ' •• , a 6(0); PI(O), •• " P6(0); t), 

da'(O, 0, 1) 
--'ii- = Cf!i(aI(O), ••• , a 6(0); YI(O), , •• , Y6(0); t), 

d f3 .(1,0,0) 
--'dt--- = 1J!i(aI(O), •• " a 6(0); PI(O), ' , " P6(0); t), 

dfl·IO,I,O) 
--'---= 0 

dt ' 

dfl'(O' 0, 1) -----'-at-- = 1J!i(f3I(O), ' • " P6(0); YI(O), ' , "Y6(0); t), 

d),Jl,O,o) 
-.-lilt .. = x;(a1IO), • , " a 6(0); Y1(0), ' , " Y6(0); t), 

dy.lO, I, 0) 
.- 'it- = Xi (f31(0), •• " P6(0); Y1(0), •• " Y6(0); t), 

dy.(O,O,l) 
-'dt = O. 

1m FaIle einer groBeren Anzahl von Planet en treten weitere Glei
chungen desselben Typus hinzu. Betrachten wir die Storungen der 
erst en Ordnung der Elemente der Bahnkurven m1, so setzen sie sich aus 
zwei verschiedenen Teilen zusammen, die durch die zweite und dritte 
Gleichung (28) gegeben sind, wobei der eine der Anziehung von m 2, der 
andere der Anziehung von ma entstammt. Daher ist die Ansicht der 
Astronomen, daB die storenden Wirkungen der verschiedenen Planet en 
getrennt behandelt werden durfen, fur die Storungen der ersten Ordnung 
in bezug auf die Massen richtig. 

210. Die Glieder zweiter Ordnung. Es wurde gezeigt, daB ap,O) = ap,O) 
= Pi(O,l) = PP,2) = 0; daher folgt aus (24), daB die Glieder zweiter Ord
nung in bezug auf die Massen bestimmt sind durch die Gleichungen 

(1,1) 6 ~ (0) (0), (0) (0), 
d~i ___ __ ~1 0 rpi(al '" " as , fll '" " fl"_,t) pp, 0) 

dt - ..::;.; (j fli ' 
)=1 

6 
da.(O,2) ~om (a (0) a (0), fl(O) R.(.O), t) 

t -rt 1 , ... , 6 , 1 , .• -, P6 '_~a:l(O,l), 
- -di-- = oa:l--

j=l 

6 
d R .(1., I) ::2 a '".(a (0) a (0), fl (0) R (0), t) 

1-', T' 1 ,,' " " , 1 '" " 1-'6 , a (0,1) 
. ·d(- = oai ' , 

j=l 

(29) 

(2,0) 6 (0) (0) (0) (0) 
dflL_ = ~ O'Pi(al '" " as ; ,B1 "'" fl. ; tlp (1,0) 

d t":::;'; 0 fl:l ' • 
j=l 
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Die Storungen der ersten Ordnung sind diejenigen, welche eintreten 
wurden, wenn in jedem Augenblick storende Kriifte wie bei einer Be
wegung der Korper in den ursprunglichen Ellipsen wirksam waren. 
Wenn die Korper mi und m 2 sich in Bahnen bewegen, die von den 
ursprtinglichen Ellipsen verschieden sind, dann sind die GroBen, um 
welche sich die Elemente in jedem Augenblick andern, von den durch 
die Gleichungen (27) bestimmten verschieden. Die Storungen der Ele
mente der Bahn von mI , die von dem Umstande herruhren, daB m 2 

infolge der Storungen erster Ordnung die ursprungliche Ellipse verlaBt, 
sind durch die Gleichungen von dem Typus der ersten (29) gegeben, 
denn fur Pi (1, 0) = 0 folgt, daB auch ai (1, 1) = 0 ist. Diejenigen Storungen 
der Bahnelemente von mI , die dadurch verursacht sind, daB m1 sich 
infolge der Storungen erster Ordnung von der ursprunglichen Ellipse 
entfernt, werden durch die Gleichungen vom Typ der zweiten (29) 
dargestellt, da fUr ai (0, 1) = 0 folgt, daB auch aj (0, 2) = 0 ist. Die Glieder 
Pi (1, 1) und Pi (1,0) in den Bahnelementen von m 2 entstehen aus ahnlichen 
Ursachen. So verbessern die Storungen zweiter Ordnung, die Fehler 
in den Gliedern erster Ordnung und diejenigen der dritten Ordnung die 
Fehler in denen der zweiten, und so fort. 

Wie bereits gesagt wurde, konvergieren die Losungen, ausgedruckt 
als Potenzreihen in den Massen, wenn das Zeitintervall nicht zu groB 
angenommen wird. 1m allgemeinen ist die Zeit, wahrend welcher die 
Reihen konvergieren, um so langer, je kleiner die Massen der Planet en 
sind. In der Mondtheorie spielt die Sonne die Rolle des storenden Pla
neten. Da ihre Masse sehr groB ist im Vergleich zu der des Zentral
korpers, der Erde, so wurden die wie oben nach Potenzen der Massen 
fortschreitenden Reihen nur fur sehr kurze Zeit konvergieren, wahr
scheinlich nur fUr wenige Monate anstatt Jahre. Eine solche Mond
theorie wurde vollig unzulanglich sein. Aus dies em Grunde werden die 
Storungen in der Mondtheorie entwickelt nach Potenzen der Abstande 
des Mondes und der Sonne von der Erde, und besondere Verfahren 
werden angewendet, um das Auftreten von sakularen Gliedern in den 
samtlichen Elementen, auBer dem Knoten und dem Perigaum, zu ver
meiden. 

1st noch ein dritter Planet vorhanden, so sind die Storungen zweiter 
Ordnung betrachtlich komplizierter. Die Planet en mogen mv m 2 und 
ms heiBen, und wir wollen die Storungen zweiter Ordnung der Bahn
elemente von m1 betrachten. Aus rein physikalischen Erwagungen er
gibt sich, daB die folgenden Arten von Gliedern entstehen: (a) Glieder, 
herruhrend von der storenden Wirkung von m 2 und ma, durch die 
Storungen der ersten Ordnung der Elemente von m2 und ma durch mi 

hervorgerufen; (b) Glieder, herruhrend von der storenden Wirkung von 
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m 2 und ma, hervorgerufen durch die Storungen der ersten Ordnung der 
Bahnelemente von m1 durch m 2 und ma; (c) Glieder, herriihrend von 
der st6renden Wirkung von m2 , hervorgerufen durch die St6rungen der 
ersten Ordnung der Bahnelemente von m 1 durch ma; (d) Glieder, her
riihrend von der st6renden Wirkung von m 2, hervorgerufen durch die 
Storungen der ersten Ordnung der Bahnlemente von m 2 durch ma; 
(e) Glieder, herriihrend von der st6renden Wirkung von ma, hervor
gerufen durch die St6rungen der erst en Ordnung der Bahnelemente von 
m1 durch m2 ; und (f) Glieder, herriihrend von der st6renden Wirkung 
von ma, hervorgerufen durch die Storungen der ersten Ordnung der Bahn
elemente von ma durch m 2• 

Unter der Annahme, daB drei Planeten existieren, lassen sich die 
Glieder zweiter Ordnung in bezug auf die Massen aus den Gleichungen 
(19) und (20) bestimmen, man erhalt 

(30) 

(I, I, 0) - 6 (0) (0). (0) (0). 
~_ = ')oJ a IPi(al "'" as , ~1 __ '_'_'_"_~ fJP' 0, 0) 

dt ~ Ofli ' 
)=1 

(1,0, 1) 6 (0) (0), (0) (0), 
dai ____ = ~OIPi(al '" " as ,1'1 "",)/s ,t)yp'O,O) 

dt ~ 0)/; , 
;=1 

(0,2,0) 6 ~ (0) to). (0) (0), 
~~i __ = ~ 0 IPi(al~,_,_·_,~_, __ fll ,., " jl~t) a/O,l,O) 

dt":::" oai ' 
}=1 

(0,0, 2) 6 (0) (0), (0) (0) , 

dai dt- = ~ ?!PJ0-~~~s o~~~-~ a/G' 0, I), 
j=1 

(0, 1, 1) 6, ,(0) (0), (0) (0) • 
d ai __ =2 0 IPi (at , ' . "as ,PI "'" fls_,_ t) a/O, 0, I} 
dt' oai 

j=1 

6 (0) (0). (0) (0). + :E a IPi(al ,.," as 0' fll , ... , Ps ,t) fJ/O' 0.1) 

j=1 Pi 
6, (0) (0), (0) (0). + .2 a IPi (al "'" as r ' )/1_"_,-,,],s_, t) a/O' 1, 0) 

j=1 oa, 

6 (0) (0) • (01 (0). + "'"' a IPi (al , ..• , as ')/1 , ••• , I's ,t) (0 1 ()' L.i OO) Yi ' , . 
j=1 ,i 

und ahnliche Gleichungen fUr a...lti und ~~i. 
Die ersten beiden Gleichungen liefern die St6rungen der Klasse (a), 

denn ({Jt(a, fJ) und ({Ji(a, y) sind die Anteile der st6renden Funktion, die 
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von m 2 und ma herriihren, wahrend Pi (1, 0, 0) und Yi (1, 0, 0) die St6rungen 
der ersten Ordnung der Bahnlemente von m 2 und ma durch m1 dar
stellen. Ahnlich liefern die dritte und vierte Gleichung die St6rungen 
der Klasse (b); das erste Glied der fiinften Gleichung diejenigen der 
Klasse (c); das zweite Glied die der Klasse (d); das dritte Glied die der 
Klasse (e) und das vierte Glied die der Klasse (f). Hieraus ersieht man, 
daB die Glieder der zweiten Ordnung fiir jeden der st6renden Planet en 
nicht gesondert berechnet werden k6nnen. 

Die Typen von Gliedern, welche bei den St6rungen der dritten Ord
nung auftreten, lassen sich in ahnlicher Weise aus physikalischen Be
trachtungen im voraus angeben, und die Voraussagen lassen sich durch 
eine ins einzelne gehende Diskussion der Gleichungen bestatigen. 

xxv. Aufgaben. 
1. Man bringe in den Gleichungen (3) das Glied v cos It auf die linke Seite, bevor 

man mit der Integration beginnt, und fuge es auch in der zweiten Gleichung (4) 
hinzu. Man fUhre mit dieser Anderung das gesamte Integrationsverfahren aus. 

2. Wenn die Gleichungen (7) als Potenzreihen in p, und v integriert werden, 
welcher Art werden die Funktionen in t sein, die in den Gliedern der zweiten Ord
nung auftreten? 

3. Man stelle die Gleichungen auf, welche die Glieder der Ordnungen null, eins 
und zwei in den Massen bestimmen, wenn die Gleichungen (11) als Reihen in m1 

und m. integriert werden. Man zeige, daB die Glieder von der Ordnung null die 
Koordinaten sind, welche m1 und ma besitzen, wenn sie sich urn die Sonne in EI
lipsen bewegen, die durch ihre Anfangslagen bestimmt sind. Ferner zeige man, 
daB die Gleichungen, welche die Glieder erster und hiiherer Ordnungen bestimmen, 
linear und nicht homogen sind, anstatt auf Quadraturen zuriickgefiihrt zu sein, 
wie sie es nach Anwendung der Methode der Anderung der Parameter sind. 

4. Man nehme an, es existierten vier Planet en ml> m 2 , ma, m,; man stelle die 
samtlichen Glieder von der zweiten Ordnung in bezug auf die Massen nach den 
Gleichungen (30) auf und deute jedes Glied. 

5. Unter der Annahme der Existenz von zwei Planeten m1 und m. stelle man 
die samtlichen Glieder der dritten Ordnung in bezug auf die Massen auf und gebe 
von jedem Glied die Deutung. 

6. Man nehme an, daB m1 = m. = mS. und daB die Planeten in der Reihenfolge 
ml> m~, ma in bezug auf ihre Abstande von der Sonne angeordnet sind. Man zeige, 
daB von den durch die Gleichungen (30) bestimmten Stiirungen die wiohtigsten die 
durch die erste und dritte Gleichung und durch das zweite Glied der fiinften ge
gebenen sind; daB die nachstwichtigen Stiirungen gegeben sind durch das erate, 
dritte und vierte Glied der fiinften Gleichung; und die am wenigsten wichtigen 
durch die zweite und vierte Gleichung. 

211. Wahl der Elemente. Urn darzulegen, wie die verschiedenen Arten 
der Glieder in die St6rungen der ersten Ordnung eingehen, wird es not
wen dig sein, die Gleichungen (19) explizite zu entwickeln. In Anbetracht 
der Lange der Entwicklungen, welche hierfiir n6tig sind, wurde dies ver
schoben, bis eine allgemeine Darlegung der mathematischen Prinzipien 
gegeben werden konnte. 
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Wenn die Glieder der erst en Ordnung allein beriicksichtigt werden, 
konnen die Funktionen CfJi(a, fJ) unabhangig von 'Pt(a, fJ) betrachtet 
werden. Irgendwelche unabhangige Funktionen der Elemente lassen 
sich an Stelle der gewohnlichen Elemente benutzen. In der Tat bildet 
eins von den bereits angewandten Elementen ~ = w + [;6 die Summe 
von zwei geometrisch einfacheren Elementen. Nun hangt die Gestalt 
von CfJi(a, fJ) von den gewahlten Elementen ab; fUr gewisse Elemente 
wird sie ziemlich einfach und fUr andere sehr kompliziert sein. In dem 
ersten Beispiel, welches folgt, sollen die Elemente so gewahlt werden, 
daB diese Funktionen so einfach wie moglich ausfallen. 

212. Lagranges Klammerausdriicke. Lagrange hat die folgende Trans
formation ausgefiihrt, welche die Berechnung von (19) sehr erleichtert. 
M It' 1" d' GI' h (18)' ox{ OYl' OZl' an mu Ip IZIere Ie eic ungen mIt - - -_. -, - -, - - , 
OXI OYI aZl . .. oal oal aal 
~, ~, ~ und addlere. DIes ergIbt 
Val Val Val 

{ 

(31 ) 

Lagranges Klammerausdriicke [ai' ai] sind definiert durch 

[a- a] = OXI ox{ _ OXl' OXI + OYI 0'!i.i _ oy{ 0_Y.! 
f ',' - 0 a, 0 a; 0 ai 0 a; 0 ai 0 a; 0 a. i 0 a; 

l + OZI ozt' i3z{ OZI 
oai oa; - aa; aa;' 

(32) 

Bildet man die (31) entsprechenden Gleichungen in a 2, ••• , a 6 , so lautet 
das resultierende Gleichungssystem 

(33) 
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Diese Gleichungen sind aquivalent dem System (18) und werden an 
seiner Stelle benutzt. 

213. Eigenschaften der Lagrangeschen KIammerausdriicke. Aus den 
Lagrangeschen Klammerausdriicken folgt sofort, daB 

(34) { [Ui,aiJ=O, 

[ai' aiJ = - (ai' at)· 

Eine wichtigere Eigenschaft ist die, daB sie die Zeit nicht explizite ent
halten, so daB 

(35) ora,. ai]=O (. 1 6' 1 6) ot ,~= , ... , ; 1 = , ... , , 

wie sofort bewiesen werden solI. 
In der folgenden Diskussion treten viele komplizierte Ausdriicke auf, 

welche in :1:, Y und z symmetrisch sind. Zur Abkiirzung der Schreibweise 
solI 8, vor eine Funktion von :1: gesetzt, bedeuten, daB dieselben Funk
tionen von y und z noch hinzu zu addieren sind. So z. B. solI 

8(:1:1:1:2' - :1:2:1:1') = (:1:1:1: 2' - :1:2:1:/) + (YIY2' - Y2Yl') + (ZIZ2' -Z2Z1')· 

Ausgehend von den Definitionen der Klammerausdriicke ergeben sich 
unter Fortlassung der Indizes von :1:, ••• , z', welche in folgendem nicht 
gebraucht werden, die Gleichungen 

a [a,. ai] _ {02 X ex' 0 X OIX' c8x' ex 0 x' 08X } 
dt - 8 oai ot oai'+ oa, oatot - oaiot oa; - OU; oa;ot 

o { 0 x 0 x' 0 x' 0 a; } {o X 08 x' 0 x' {)8 X } 

= oat 8 at oal - iJt ~a, + 8 - bi i}aioai + at oai oa; 

{ OX 08 x' 0 x' 01 X } 

+ 8 ca. oa,ot - oai oa;ot 

= ~ 8 {o x ?3~ _ c x' 0 x } _~ 8 { 0 x 0 x' _ 0 ~ ~~ t . 
oat ot oaf ot oaj oaf ot oat ot catl 

Die partiellen Ableitungen der Koordinaten nach der Zeit sind dieselben 
bei gestorter Bewegung, wie die totalen bei ungestorter Bewegung. Da
her wird diese Gleichung in Anbetracht von (14) 

o rail a,] = ~ 8 {o~ _~ + 0Sl. OX'} __ ~ 8 {O_E- ~ + ~~ o_X~} 
ot 0 ai 0 x 0 al 0 x' 0 ai 0 a; 0 x 0 ai 0 x' cat 

= a~; (;:) - 0:, (:~) = a-!::a; - o~;:a~ = 0, 

woraus sich das Theorem ergibt, daB die Klammerausdriicke t nicht 
explizite enthalten. Dies war kaum vorauszusehen, da jede der GroBen, 
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welche in den Klammerausdriicken erscheinen, eine explizite Funktion 
von t darstellt. 

Da die Klammerausdrucke die Zeit nicht explizite enthalten, so kon
nen sie fur jede beliebige Epoche berechnet werden und im besonderen 
fur t = to. Die Gleichungen werden sehr einfach, wenn die Koordinaten 
zur Zeit t = to fUr die Elemente aI' •• " au genommen werden. Dies ist 
zulassig, da die gewohnlichen Elemente durch diese Grotlen bestimmt 
sind und umgekehrt. Es braucht jedoch nicht angenommen zu werden, 
dati sie konstant sind; sie sind Grotlen von solcher Beschaffenheit, dati, 
wenn die E~emente aus ihnen berechnet werden, und aus diesen Ele
menten wiederum die Koordinaten fUr einen beliebigen Zeitpunkt t, 
man zu richtigen Resultaten gelangt. Da bei gestorter Bewegung die 
Elemente mit der Zeit sich andem, so gilt das auch fur die Koordi
naten zur Zeit t = to. Oder anders ausgedruckt, wenn die oskulierenden 
Elemente fUr t benutzt, und die Koordinaten fur den Zeitpunkt t = to 
berechnet werden, so findet man in dem FaIle gestorter Bewegung, daB 
die Koordinaten fUr t = to sich andem, und diese Werte der Koordinaten 
sind die in Frage kommenden. 

Die Koordinaten fur den Zeitpunkt t = to seien xo' ••• , zo', dann hat 
[xo. Yo] den Wert 

[X ] - S {OXo ~xo' _ oZo' ~'::o \ 
0' Yo - oXo oyo oXo (}Yo J' 

welcher verschwindet, weil xo' von Yo und Xo unabhangig ist. Ahnlich ist 

{ [Yo, zo] = [zo' xo] = [xo', Y01 = [Yo', zo'] = [zo', xo'] = [xo' Yo] = 0, 
(36) [xo, Yo'] = [xo , zo'] = [Yo, xo'] = [Yo, zo'] = [zo' xo'] = [zo' Yo'] = O. 

Nun ist 
{37) 

Daher werden die Gleichungen (33) in dies em FaIle 

dxo ?,R101 

(it = m2 (Xo' , 

(38) dyo oRl ,! 

(If = m 2 cYo' ) 

dzo oRlo2 
dt = 1Il2 -~zo'·, 

J edes System von Differentialgleichungen der Form (38) wird als 
ein kanonisches System bezeichnet und besitzt Eigenschaften, welche 
es fur theoretische Untersuchungen besonders wertvoll macht. Es exi
stiert ein Theorem, dati jedes dynamische Problem, in welchem die 
Krafte als partielle Ableitungen einer Potentialfunktion dargestellt 
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werden konnen, sich in kanonischer Form ausdrocken laBt; und wenn 
es moglich ist, ein Problem auf die kanonische Form zu bringen, so kann 
dies in unendlich vielen Systemen von abhangigen Varia bIen geschehen. 

Wurden die Gleichungen (38) aufgelOst, so lieferten sie die Werte der 
Koordinaten fUr to, welche gebraucht werden miiBten, um die wahren 
Koordinaten fUr den Zeitpunkt t zu erhalten, unter der Voraussetzung, 
daB sich der Planet wahrend t - to in einer ungestorten Ellipse bewegt. 
Waren die Varia bIen die elliptischen Elemente, so lieferten die Losungen 
der Gleichungen die Elemente, welche zur Berechnung der Koordinaten 
fUr den Zeitpunkt t gebraucht werden muBten, falls man sie in dem 
Intervall t - to als Konstante annimmt. DemgemaB betrifft, nach Be
stimmung der Elemente, der ubrige Teil der Rechnung eine ungestorte 
Bewegung. 

214. Transformation auf die gewohnlichen Elemente. Die in der Astro
nomie benutzten Elemente sind nicht die Koordinaten fur t = to, son
dern bl" i, a, e, n und T (oder e = n - nT), welche in den Paragraphen 
86, 87 und 88 durch die Anfangsbedingungen ausgedruckt waren. Es 
ist daher notig, die Gleichungen (88) auf die entsprechenden zu trans
formieren, welche nur die in der Astronomie gebrauchlichen Elemente 
enthalten. 

Es bezeichne 8 irgendeins von den Elementen bl" i, a, e, n, e und sei 
symbolisch durch die Anfangsbedingungen mittels 

(39) 8 = f(xo, Yo, zo, xo', Yo', zo') 

ausgedrockt. Dann gilt 

ds = s {kL dxo + 1L dxo'}. 
dt oXo dt OXo' dt ' 

oder wegen (88) 

(40) 

Die partiellen Ableitungen von BI,B sind durch die partiellen Ab
leitungen nach den neuen Variablen mittels der folgenden Gleichungen 
ausgedruckt: 

~li~ = oRI"~,g + oRI'~ i3i + oR~ ~ + oRM ~ 
o Xo (; b6 0 Xo oi 0 Xo (; a C Xo 0 e il Xo 

+ oRI,. _~ + oRM ~ 
on oXo oe oxo' 

(41) 
oRI ,. = aRlo 2 obl, + (3RI •• 1i + oRI ••. ~a + ~Rlol _oe 

oZo' 066 oZo' oi OZo' oa OZo' oe OZo' 

+ oR~ en. +~RI~ ~. 
on OZo' oe OZo' 

Moulton-Fender, Himmellmechanik 24 
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Fiihrt man die komplizierten Berechnungen von !8, ... , :8, aus, mit 
O~o uZo 

Hilfe der in den Paragraphen 86,87 und 88 gegebenen Gleichungen, und 
stellt die samtlichen partiellen Ableitungen durch die neuen Variablen 

dar, so ergeben sich die partiellen Ableitungen O~1'8, ... , 0!l1:~ als 
U~o OZo 

Funktionen der Elemente und von 0:;.;, 8, ••• , 0 ;:' 8. Setzt man in (40) 

ein und driickt : !o' ... , oo~, durch die Elemente aus, so ergibt sich :: 
als Funktion der Elemente und der Ableitungen der Storungsfunktion 
R1,2 nach den Elementen. 

215. Methode der direkten Berechnung der Lagrangeschen Klammer
ausdriicke. Die Transformationen, die in der Methode des vorhergehen
den Paragraphen ausgefiihrt werden miissen, sind sehr miihsam, und die 

z direkte Berechnung der Klammeraus

Fig. 60. 

driicke, obwohl auch sehr umstand
lich, ist aua praktischen Gesichts
punkten vorzuziehen. Die siimtlichen 
Rechnungen bei Trans/ormationen die
ser Art lief3en sich vermeiden bei Be
nutzung von kanonischen Variablen; 
zu ihrer Anwendung ware aber eine 

fllange Abschweifung iiber die Eigen
schaften des kanonischen Systems 
erforderlich, eine solche Diskussion 
liegt auSerhalb des Rahmens dieses 
Werkes. Die Arbeit laSt sich jedoch 
bedeutend herabmindern, wenn man 

zuerst Elemente benutzt, die von den im V. Kapitel definierten etwas 
verschieden sind und sie dann auf die mehr im Gebrauch befindlichen 
transformiert. 1m folgenden legen wir Tisserands Darstellung der La
grangeschen Methode zugnmde.1) 

Es sei die xy-Ebene die Ebene der Ekliptik, [JP die Projektion der 
Bahnkurve auf die Himmelssph1i.re, n die Projektion des Perihel und P 
die Projektion der Position des Planeten zur Zeit t. An Stelle von n 
und B benutzen wir die neuen Elemente w und (1, die definiert sind durch 
die Gleichungen 

(42) { 
w = n - [J, 

(1 = -nT. 

1) Tisserand, Mecanique Celeste, vol. I., p. 179. 
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Die folgenden Gleichungen sind entweder in § 98 gegeben oder werden 
aus Figur 60 mit Hilfe der fundamentalen Formeln der Trigonometrie 
erhalten: 

ky'S+m1 n= ---8--' 

E - e sinE = nt + a, 

r = a (1 - e cos E), 

v 1/1+e E 
tg 2 = V 1-e tg 2' 

(43) cosE-e 
cosv = i -e cOBB' 

. y'r=--e2 sinE 
Slnv= 1-ecosBf' 

x = r { cos (v + (0) cos .Q - sin (v + (0) sin .Q cos i } , 

y = r { cos (v + (0) sin.Q + sin (v + (0) cos.Q cos i } , 

z = r sin (v + (0) sini. 

Aus dies en Gleichungen und ihren Ableitungen nach der Zeit lassen sich 
die partiellen Ableitungen der Koordinaten nach den Elementen be
rechnen. Die Elemente sind so gewahlt worden, daB sie in zwei Gruppen 
mit verschiedenen Eigenschaften zerfallen; .Q, i und £0 bestimmen die 
Lage der Bahnebene und die Lage der Bahnkurve in der Ebene, nnd a, 
e und a bestimmen die Dimensionen und Gestalt der Bahnkurve und die 
Lage des Planet en in seiner Bahn. Daher konnen die Koordinaten in 
der Bahnkurve durch die Elemente der zweiten Gruppe allein ausge
driickt werden, und aus ihnen lassen sich die raumlichen Koordinaten 
mit Hilfe der ersten Gruppe allein bestimmen. 

Man wahle ein neues Achsensystem mit dem Ursprung in der Sonne, 
die positive ~-Achse sei nach dem Perihel hin gerichtet, die 1'}-Achse sei 
in der Bahnebene um 900 vorwarts gedreht, und die C-Achse stehe auf 
der Bahnebene senkrecht. Die Richtungskosinus zwischen der x-Achse 
und der ~-, 1'}- und C-Achse seien a, a', a"; zwischen der y-Achse und der 
~-, 1'}- und C-Achse seien p, p', P"; und zwischen der z-Achse und der 
~-, 1'}- und C-Achse seien y, y', y". Dann folgt aus Figur 60 

(44) 
1 

a = cos £0 cos .Q - sin £0 sin .Q cos i, 

P = cos £0 sin .Q + sin £0 cos .Q i, 

y = sin £0 sin i, 
24* 
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(44) 
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a' = - sin co sin ~ - cos co cos ~ cos i, 

{J' = - sin co sin ~ + cos co cos ~ cos i, 

1" = cos co sin i, 

a" = sin ~ sin i, 

{J" = - cos ~ sin i, 

1''' = cos i. 

Zwischen diesen neun Richtungskosinus bestehen, wie man leicht sieht, 
die Beziehungen 

(45) 

a2 + {J2 + 1'2 = 1, aa' + {J{J' + yy' = 0, 

a'2 + {J'2 + 1"2 = 1, a'a" + {J'{J" + 1"1''' = 0, 

a"2 + {J"2 + 1'''2 = 1, alta + {J"{J +1'''1' = 0, 

a = {J'y" -y'{J", a' ={J"y -y"{J, a" ={Jy' -y{J', 

{J = y'a" - a'y", 

I' = a' {J" - {J' a", 

{J' = y"a - a"y, 

1" = a" {J - {J" a, 

{J" = ya' - aI", 

1''' = a{J' - {Ja'. 

Aus (43) und (44) und der Definition des neuen Achsensystems ergibt 
sich 

(46) 

~ = r cosv = a (cosE - e), TJ = a yC"'::"~ sinE, 
oE n 
at = :(-=-6 cos E ' 

~' _ ~na sin~ _ -kJlSTm;sinE 
-1- e cosE - ya-(l-e cos E) , 

, n a Yl-=':-es cos E k vST m; -vr= eS cos E TJ =--- ---- - = , 
1 - e cos E ya (1 - e cos E) 

X = a~ + a'TJ, Y = {J~ + {J'TJ, Z = y~ + y'TJ, 
x' = a~' + a'TJ', y' = {J~' + (J'TJ', z' = yf + y'TJ', 

wo die Akzente an x, y, z, ~, TJ und C die ersten Ableitungen nach t 
bedeuten. 

Die partiellen Ableitungen von a, ... , 1''' nach den Elementen lassen 
sich ein fUr allemal berechnen; aus (44) erhalt man fUr sie die Ausdriicke 

(47) ! ~~ = "{J': 
cw ' 

Of' , ow = I' , 

oa' ow = - a, 

o p' cw = - {J, 

Of" ow = - 1', 

oa" ow =0, 
o {J" ----0 ow - , 
Of''' - --- = 0· ow ' 
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oa oa' , o " 

[ 
aIT, = - {J, a~6 = - {J , ~tJ~ = - {J", 

(48) 
o{3 o{3' , o p" /I --- = a C~6 = a , -ap, = a , Ob6 ' 
0" c ,,' 0,," 
0.Q = 0, a[i, = 0, Ob6 = 0; 

[ 
oa = a" sin w, o a' fI ° a" . . 
oi aT = a cosw, 8{ = + sm b6 cos ~ , 

(49) ~~ = {J" sin w, ° {3' o {3" . aT = {J" cos w, iJr = - cos b6 cos~, 

%~ = y" sin w, 0,,' " 0,," .. 
ji[- = y cos w, ~ =-sm~. 

Es sind so viele Klammerausdrucke zu berechnen als die Anzahl der 

Kombinationen von sechs Elementen zu zwei betragt, also 2~~! = 15. 

Drei von ihnen enthalten nur Elemente der ersten Gruppe, neun ein 
Element der erst en Gruppe und eins der zweiten, und drei nur Elemente 
der zweiten Gruppe. Es mogen K und L irgendwelche von den Elemen
ten der ersten Gruppe b6, i, w darstellen, und P und Q irgendwelche 
von den Elementen der zweiten Gruppe a, e, G. Dann lauten die La
granges chen Klammerausdrucke 

[ (a) 
{OXOX' OX'OX} (3 Gleichungen), [K, L] = S oK OL - oK in ' 

(50) (b) [ {OXOX' OX'OX} (9 Gleichungen), K, P] = S 0 K 0 P - oK 0 P , 

(c) _ {O x 0 x' 0 x' 0 x 1 (3 Gleichungen). [P, Q] - S oP oQ - oP oQ I' 

Aus (46) findet man 

(51 ) 

und ahnliche Gleichungen in y und z. 

216. Bereehnung von [w, b6], [&6, i], [i, w J. S :moge andeuten, daB die 
Summe der Funktionen symmetrisch in a, {J und y gebildet werden solI. 
Dann wird die erste Gleichung (50) in Anbetracht von (51) 

, '{ oa oa' 0 a' oa) [K, L] = (~rJ - rJ~ ) S oK oL - oK oL . 
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Nun liefert der Flachensatz (§ 89) 

~r/ - rJf= ~~~ - rJ~~ = ky(S + m1)a (1 - e2) = na2 yl - e2• 

Folglich ist 
~/-- {oa oa' oa' oa} 

(52) [K, L] = na2 r 1 - e2 S oK -oL - oK oL . 

Berechnet man die rechte Seite dieser Gleichung mit Hilfe von (47), 
(48) und (49) und reduziert mit Hilfe von (45), so erhalt man fur die 
Klammerausdrucke, welche nur die Elemente der ersten Gruppe ent
halt en, 

[co, .Q] = na2 Vl- e2 (- afJ - alfJ' + afJ + a'fJ') = 0, 

[&6, i] = na2 VI - e2 { (afJ" - fJ a") cos co + (fJ' a"- a' fJ") sin co } 

= na2 -VI - e2 (- y' cos co - Y sin co) 

= - na2 Yl- e2 sini, 

[i, co] = - na2 yf=e2 {(a' a" + fJ' fJ" + y'Y") cos co 

+ (a" a + fJ" fJ + I'''Y) sin co I = o. 
217. Bereehnung von [K, P]. Wegen (51) werden die zweiten Glei

chungen (50) 

{[ oa oa'J[ o~' ,a11'J [K, P]=S ~oK+rJoK aop+a oP 

- [~' ;;{ + rJ' ~~J[a ;~ + a' ;;J} 
=+[a;;{+fJ ;!+Y ;kJ[~:~-~':~J 

+ fa,aa' + fJ' 0{J' +y,O"'J[rJ°11' - rJ' 011J 
~ oK oK oK oP oP 

[ oa' o{J' o"'J[ o~' , a~J 
+ aoK+fJoK+YoK rJop-rJap 

+[a':~+fJ' :!+y' :kJ[~~~-~' ;;} 
Aus den Gleichungen (45), (47), (48) und (49) folgt 

aa 0{J 0" 
aaK+fJ oK+Y oK=O, 

,oa' +fJ,a{J'+ ,13,,'_0 
a oK oK Y oK - , 

oa' fJ a{J' 0,,' [ ,oa ,0{J ,0"J 
aaK+ aK+YoK=-aoK+fJoK+YoK' 
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Daher 

(54) 

Es sei der Reihe nach P = a, e, a, dann ergibt sich 

(55) 
j( kk~SS ++ mm, :~:(:~ ,:~ n;~:., ,', 

r 1 oe V'I--e2 ' l kyS + m1 oVa~e2) = O. 

Es sei nacheinander K = w, ~, i in (54), dann findet man mit Ruck
sicht auf (55) 

- na2 e [w, e]= ~ , 
VI- e2 f 

[w, a]= n2a-Vl-~, 

(5G) [ ] na'/-l -2 . [. ] 0 ~,a = 2 r - e cos ~, ~,a = , 

I [ ] - na2 e . 
~ ~,e = V-- cos~, 

l-e2 
[~, a] = 0, 

[w, a] = 0, 

[i,e]=O, 

[i, a] = O. 

218. Berechnung von [a, e], [e, a], [a, aJ. In Anbetracht von (51) 
wird die dritte Gleichung (50) 

[P, Q] = S {[a:~ + a' :~J [a~~ + a' ~~J 

-[a~~+a'~~J[a:~ +a'~QJ} 
= + (a2 + (J2 + y2) [R 0;' _ R o;'J oP oQ oQ oP 

+ (a'2 + tJ'2 + y'2) [~1}_ (1)' _ J}1) (1)'l oP oQ oQ OP.J 
, , , [0; 01}' 0; 01}' 0;' 01} 0;' (1)J + (aa +tJtJ +yy oP oQ - oQ op+ oQ oP- oP oQ . 

Wegen der Gleichungen (45) reduziert sich die rechte Seite dieser Glei
chung auf 

(57) 
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Da die Klammerausdrucke die Zeit t nicht explizite enthalten, so 
kann t nach Bildung der partiellen Ableitungen beliebig angenommen 
werden. Die partiellen Ableitungen werden am einfachsten, wenn 
t = T, der Zeit des Periheldurchgangs gesetzt wird. Fur diesen Wert 
von t ist E = 0, r = a (1 - e), und man findet aus den Gleichungen (46)1) 

or Bif 1 na 
a;=0, Be =1-e'1Il-e2 ' 

o~' -na or/, _ 
ca = (1- e)2' ca - 0. 

Dann liefert Gleichung (57) 

(59) [a, e] = 0, [e, 0'] = 0, [0', a] = n2a. 

Macht man Gebrauch von der Tatsache, daB [a1' a/] = - [alai] und 
von den Gleichungen (53), (56) und (59), so werden die Gleichungen (33) 

na -VI _ e2 d a _ na2 e ~_~ = m2 ~Iil_,a 
2 dt VI _ e2 dt oro ' 

21/--2 . . di na1~2 .da -na ,,1- e sm~di +"2 ,,~- e- cos~dt 

nate .de oR1,s 
cos ~ -dt = m2 -,;,-n-, 

VI - eB ClOb 

(60) na2 1/1_ e2 sin i dfJ, _ m2 0 RI.!..! 
" dt - oi' 

-~~-Vl- e2~~ _ na 1 /1_ e2 cosi 066 _ na da = m2 oR1-,--2 
2 dt 2" ot 2 dt oa • 

na2 e . dro + na2 e eosi d66 = m oR~-,--2 
VI - e2 dt Vl-- 62 dt 2 oe ' 

nada oRlta 
"2dt=m2 da-· 

Diese Gleichungen lassen sich leicht nach den Ableitungen aufl6sen und 
liefern 

1) Es wird daran erinnert, daB a und e explizite eingehen und auI3erdem im
plizite dureh E und n, denn E ist definiert dureh die Gleichung 

. kVS+ml E-esmE=n(t-T)=--.-- (t-T). 

Somit 0; . oE aa = eosE -e-asmE iiCi = l-e, wenn t= T, etc. 
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d6/, m. c Rio I 

Tt = nasY1---e2 sini~' 
di m. cos';' oBl ,2 m. oRl,s 
tit = na2Vl---e2 sini ijW- --- na2V1---e2 sini 06/, , 

dw --m2cosi oRld -+- m2J11---~ oRld 

(61) tit=na2VI---e l sini--ar -na~-oe-' 
da 2ms oRl .• 
tit = na -fia--- , 

de m.(1-e2) oRl,s m2J11---~ oRld 

(If = na~ Ba --- --na~ ----aw ' 
da ma(l-e l )oRhs 2msoRl'I 
tit = --- --na2B -----ae --- na -~a- . 

Die Storungsfunktion Rl ,2 enthalt das Element a explizite und auch 
implizite durch n, welches nur in der Kombination nt -+- a auftritt. 
Foiglich wird die letzte Gleichung (61) 

(62) da _ m2(l---el ) oRhs 2m2(ORhz) 2m2 oRl ,. on 
-(It - --- ---------na~ -------ae --- na -----:Ji.t --- na -----an 0 a ' 

wo die partielle Ableitung in der Klammer andeutet, daB die Ableitung 
nur Boweit zu nehmen ist, alB der Parameter explizite erBcheint. 

Aus der Kombination nt -+- a folgt 

(63) 2m. 0 R l , I = 2mB toR.!.!..! = t ~~ . 
na on na ca dt 

Es wird (§§ 225 ---227) gezeigt werden, daB 0 :;' Z eine Summe von 
periodiBchen Gliedern darstellt; daher enthalt a, das durch (62) definiert,. 
Glieder, welche die Produkte aus t und trigonometriBchen Gliedern 
bilden. Es ist augenscheinlich, daB ein Bolches Element unbequem ist, 
wenn fiir t groBe Werte eingesetzt werden. Um diese Schwierigkeit zu 
vermeiden, benutzte Leverrier l ) an Stelle von a die mittlere Lange vom 
Perihel alB ein Element. Sie wird definiert durch 

(64) 

(65) 

Da 

(66) 

l = fndt -+- a, 
dZ dn da 
dt = n -+- t iIt -+- Cit· 

kVS+m~ n=--s-' 
a' 

on 3 n dn 3n da 
o-a = --- 2 a;-' Cit = --- 2a dt· 

1) AnnaZes de l'Observatoire de Paris, vol. 1., p. 255. 

woraus· 

so folgt 
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Foiglich wird Gleichung (65), wenn man (62) beriicksichtigt, 

,(67) ~ = n _ ml (1 ~61~ 0 RI..!.! _ 2m2 (0 Rio I) . 
dt na2 6 06 na oa 

Da 0 :~.! = ~ ~i!..! , so behalten die vierte und fiinfte Gleichung, in denen 

allein die partielle Ableitung von RI ,2 nach (1 auf tritt, ihre Form bei. 
Wenn daher l in (61) an Stelle von (1 benutzt wird, so bleiben die Glei
chungen in der Form ungeandert, und die partielle Ableitung von RI ,2 

nach a ist nur soweit zu nehmen, als a explizite auftritt. 
219. Vbergang von ~, w und (1 zu ~, 'Jt und 8. Die Transformation 

von den Elementen ~, w und (1 in ~, 'Jt und 8 ist leicht ausfiihrbar, da 
die Beziehungen zwischen den w und (1 und den 'Jt und 8 einfach sind. 
Aus den Definitionen der Paragraphen 214 und 215 ergibt sich 

(68) 

woraus 

(69) 

I ~=~, w='Jt-~, 

(1=8-'Jt, 

Lost man (68) nach ~, 'Jt und 8 auf, so folgt 

! ~=~, (70) 'Jt = w + ~ , 
8 = (1 + 'Jt = (1 + w + ~. 

Daher sind die Transformationen in den partiellen Ableitungen gegeben 
durch die Gleichungen 

(71) 

O:li 2 = (o:li I)}R + (~~~'8) :.~ + (0 ~~~l) :~ 
= (~~li I) + (o~~ .. ) + (O~:. 2), 

o~:; 2 = (?:if) ~~ + (0 ~~ I) _~~ + (0 ~:. ~) ;~ 
= (~~~~) + (O~:'I), 

o RI_I = (~R_lt ... ) ?~~ + (0 R!!..-") on + (0 R~I) .oe 
011 o~ 011 on 011 oe 011 

= (~~:'I). 
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Setzt man (69) und (71) in (61) ein und lOst nach denAbleitungen der 
Elemente nach t auf, so findet man unter Fortlassung der Klammern 

db/, m. 0 Rl02 
dt na'V1-e2sini--iJ~' 

. m2tg~ 

:; = na2 Vi=n:~2 sini ~:~ 2 - ~a; V12~~ [0 ~~ 2 + ?~:. 2J, 
i 

m. tg 2- ~ R -VI e2 0 R 
__ -:-:-==.0 1,2+ ~2 --- 1,2 
na2Vl-e2--0~ --na2e-- ce-dn 

(it 

(72) da 2m2 0 R1 • 2 

-it na 0;-' 

de _ '/f--21-VI~e2(;Rl" m2 V1=-e 2 oRlt2 
-dt- - - m 2 v: - e --naoe- --oe-- - ~- c-n-- , 

i 
m2tg ,;----

~ = ____ ~ ____ 0 R 1 • ~ + m Vl- e2I - v 1 - e2 0 Il~ 
dt na2VI-e" oi 2 na2e oe 

2m2 0 Rlo 2 --na8a- . 
Diese Gleichungen1) , zusammen mit den entsprechenden fUr die 

Elemente des Planet en m 2, bilden ein exaktes System von Differential
gleichungen zur Bestimmung der Bewegung der Planet en m1 und m 2 

in bezug auf die Sonne, wenn keine anderen Kriifte wirken als die gegen
seitigen Anziehungen der drei Korper. 

Wenn R1,2 durch die Zeit und die oskulierenden Elemente fiir die 
Epoche to ausgedriickt wird, dann werden die Gleichungen (72) die 
expliziten Ausdriicke fiir die erste Halfte des Systems (27) und bestim
men die Storungen der Elemente, welche von der ersten Ordnung in 
bezug auf die Massen sind. 

220. Einfiihrung von rechtwinkligen Komponenten der storenden Be
schleunigung. Die Gleichungen (72) erfordern fiir ihre Anwendung, daB 
R1,2 zuerst durch die Elemente ausgedriickt wird, worauf die partiellen 
Ableitungen gebildet werden miissen. In gewissen Fallen, besonders im 
FaIle von Kometenbahnen, ist es vorteilhaft, die Anderungen der 
Elemente durch die drei rechtwinkligen Komponenten der storenden 
Beschleunigung auszudriicken. 

Die storende Beschleunigung zerlegen wir nach den drei rechtwinkligen 
Komponenten W, S, R, wo W die Komponente der Beschleunigung 

1) Der Index 1, welcher bei den Koordinaten und Elementen in § 213 fortgelassen 
wurde, muB wieder gesetzt werden, wenn die Gleichungen sich auf mehr als einen 
Planeten beziehen. 
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senkrecht zur Bahnebene mit der positiven Richtung nach dem Nordpol 
darstellt; 8 die Komponente in der Bahnebene, welche rechtwinklig zum 
Radius Vektor in der positiven Richtung wirkt, die mit der Bewegungs
richtung einen Winkel kleiner als 900 bildet; R die Komponente langs 
des Radius Vektor positiv in Richtung von der Sonne fort. Naturlich 
kann man die Komponenten des vorhergehenden Kapitels an Stelle von 
dies en benutzen, dann ergeben sich aber weniger einfache Gleichungen. 

Um die gewunschten Gleichungen zu 
erhalten, ist es nur natig, die partiellen 
Ableitungen von RI , 2 nach den Elementen 
durch W, 8 und R auszudrucken und sie 
in (61) oder (72) einzusetzen, je nach der 
Wahl der benutzten Elemente. Die Trans
formation soIl fur die Elemente in den 
Gleichungen (61) ausgefiihrt werden. 

;t-----9-\-+-____ Die GraBen m oR~ m oR~ 
. 11 oR 2 ox' 2 oy , 

Fig. 61. 

m2 -~ ~ sind die Komponenten oz 
der starenden Beschleunigung parallel zu 
den festen Bezugsachsen. Aus den ele
mentaren Eigenschaften der Zerlegung und 
Zusammensetzung von Beschleunigungen 

ergibt sich, daB m 2 (7 ~~ I gleich der Summe der Projektionen von W, 

8 und R auf die x-Achse ist, und ahnlich fur die anderen. 
Es sei u das Argument der Breite oder die Entfernung vom aufsteigen

den Knoten bis zu dem Planeten P, Fig. 61. Dann folgt aus den funda
mentalen Formen der Trigonometrie 

(73) 

m2 0 ~~~ = + R (cos u cos,Q - sin u sin,Q cos i) 

- 8 (sin u cos,Q + cosu sin,Q cos i) 

+ W sin,Q sin i , 

m 2 ~~~ = + R (cos u sin p, + sin u cos,Q cos i) 
cy 

- 8 (sin u sin p, - cos u cos,Q cos i) 

- W cos,Q sin i, 

ORt. 2 R' . '+8 . '+W . m28z -- = + smu sm'/, cosusm'/, cos'/,. 

Es mage s irgendeins von den Elementen ,Q, ... , (] darstellen; dann ist 

(74) 
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Die Ableitungen (}{~,z, () ~~ I, () ~~' a sind in (73) gegeben, und nach Be

stimmung von ~ x, ~ Y und g! kann die Transformation sofort zu Ende 
uS uS C S 

gefiihrt werden. 
Aus den Gleichungen (51) folgt 

ox oa oa' 
cK=~oK+1]aK' 

(75) oy o{J o{J' 
oK=~oK+1]oK' 

wo I{ irgendeins von den Elementen bb, i, w und P irgendeins von den 
Elementen a, e, (J bedeuten. Die Gro.Ben a, ... , y' sind in (44) definiert, 
und ihre Ableitungen sind in (47), (48) und (49) gegeben; die Ableitungen 

~~ und ;; sind aus (46) zu bestimmen. 

Man findet nach einigen ziemlich langen, aber einfachen Reduktionen. 
daB oRI Z S . W .. 

m2abb~ = r cos~ - r cosu sm~. 

(76) 

m ?'Jll~s = - Ra cosv + S[1 + ~Ja sin v 
2 oe p' 

oR1 • Z _ Rae . +Sal '/1-2 
m2-~G-y'1~=-e2smv r V -e. 

Daher werden die Gleichungen (61) 

dbb r sinu 
-=-·~-···W 
dt na l y'i-= e2 sin i ' 

di r cosu -- = ·-----c-,----· W 
(77) dt ua2 y'1 -':~e-2 ' 

dw = -Yl=-e2 cosv R + y'1-·· e2 [1 + -~Jsi.nvS 
dt nae nae p 

_ rsin~~gi W, 
na2 yl- e2 
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~l!:. = 2e~inv R + 2aVCe2S , 
dt nY1-e2 nr 

(77) ~ = yr=.-ea sin v R + V1 e2 [a2 (1 - e2) _ rJ S 
dt na na2e r ' 

d(1 1 [2r 1 - e2 ] (1- e2) [ rJ' -=-- ----CoSV R---- 1+- SInvS. dt na a e nae p 

XXVI. Aufgaben. 

1. Man stelle die Komponenten S 1llld R dieses Kapitels durch T 1llld N dar, 
welche in Kapitel IX, § 174 benutzt wurden. 

S= (1+ecosv) T+ esinv .... N , 
V1+e 2 +2ecosv Y1+e 2 +2ecosv 

Losung: 
R= esinv T- 1+ecosv N. 

yi+e2 +2ecosv Y1+e2+2ecosv 

2. Mit Hilfe der Gleich1lllgen der Aufgabe 1 driicke man die Anderungen der 
Elemente 6/" .•. , (1 durch T 1llld N aus 1llld verifiziere die samtlichen Ergebnisse 
dar Tabelle § 182. 

3. Man erklare, warum ~i ein Glied enthalt, welches von W abhangt. 

4. Dnter der Annahme, daB der gestorte Korper sich in einem widerstehenden 
Mittel bewegt, finde man die Gleich1lllgen fUr die Anderungen der Elemente. 

Losung: 

d6/, 
([t=O, 

di 
([t=O, 

dO) 2 Yi-··-e2 sin v . T, 

([t nae V1 + e2 + 2e cos v 

da __ 2 Y1 + e2 + 2e cosv T 
dt - nyi-e:i ' 

~ = 2 yr=..-ea(cosv + e) T, 
dt nayi+e2+2ecosv 
d(1 2(1 - e2 )(1 + e2 + e cosv) si~ v 
([t=- nae(1+ecosv)V1+e2 +2e·cosv T. 

5. Man diskutiere die Art, wie die Elemente in der letzten Aufgabe sich andem, 
einschlieBlich der Werte von v, fUr welche die Maxima 1llld Minima in der Ge
schwindigkeit der Anderungen eintreten, (a) falls T konstant ist, (b) falls T dem 
Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist. 

6. Man leite die (77) entsprechenden Beziehungen fUr die Elemente 6/" i, n, a, e 
und 8 abo 
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d66= rsinu W 
dt na2Vl-e2sini' 
di r cos u 
-dt = nal-Vl""':" e2 w, 

dn = 2 sin2_i_ !!~+ VI e2
{_ R cos v + S (1 +~) sinv} 

dt 2 dt nae p' 

da 2 (. P) -dt= .. Resmv+S-, 
n Vl-e2 r 

Losung: 

dde =Yl e2{nsinv+s(;tcosv +cosv)}, 
t na ecosv 

ds_ =_ 2rR + __ e~ __ dn +2Vl""':"-e2 Bin2i~66. 
t dt nal 1 + Vl- e2 dt 2 dt 

221. Entwicklung der Storungsfunktion. Um die Gleichungen (72) 
anzuwenden, muB die Storungsfunktion R!,2 durch die Elemente und 
die Zeit explizite dargestellt werden. Von hier an sollen nur Storungen 
der ersten Ordnung betrachtet werden; daher sind nach den Ergeb
nissen des § 208 die Elemente, welche in R l ,2 auftreten, die oskulierenden 
Elemente fiir die Zeit to' 

In der Bezeichnungsweise des § 205 lautet die Storungsfunktion 

(78) 

T2 = -V X 22 + Y22 + Z22. 

Die storenden Krafte hangen augenscheinlich von den N eigungen 
der Bahnkurven gegeneinander in hOherem MaBe ab als von ihren Nei
gungen im einzelnen zu der festen Bezugsebene. Es wird daher an
gemessen sein, R l ,2 nach den GroBen der gegenseitigen Neigung zu 
entwickeln. Da dieser Winkel durch iI' i 2, 661 und 662 ausdriickbar ist, 
so werden die partiellen Ableitungen von R1,2 nach diesen Elementen 
zum Teil von ihrem impliziten Auftreten in diesem Winkel abhangen. 

Die Entwicklung der Storungsfunktion geht in drei Schritten vor sich :1) 
a) Entwicklung von Rl ,2 in eine Potenzreihe nach dem Quadrat des 

Sinus der halben gegenseitigen Neigung der Bahnkurven. 
b) Darstellung der Koeffizienten der Potenzreihe a) als Potenzreihen 

in 61 und 6 2, 

1) Es bestehen viele mehr oder weniger wichtige Anderungen der hier skizzierten 
Methode, welche auf dem Werk von Leverrier in den Annales de Z'Observatoire de 
Paris, vol. I. beruht. 
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c) Darstellung der Koeffizienten der Potenzreihen b) als Fouriersche 
Reihen in den mittleren Langen der beiden Planet en und den Winkel
variablen ;71;1> ;71;2' .9,1 und .9,s, 

Bei dem bescheidenen Umfang dieses Buches ist es nicht moglich, 
mehr als einen allgemeinen UmriB der Entwicklungen zu gehen, welche 
zur vollstandigen Darstellung notwendig sind. Eine ins einzelne gehende 
Diskussion enthiilt Tisserands Mecanique Celeste, Band I, Kapitel XII 
bis XVIII einschlieBlich. 

222. a) Entwicklung von R1,2 nach der gegenseitigen N eigung. S he
zeichne den Winkel zwischen den Leitstrahlen r1 und rs; dann ist 

z 

Die Winkel zwischen r1 und der X-, 

Y- und z-Achse seien a1, fJl> 1'1 und 1m 
FaIle von r2, a2, fJ2' 1'2' Dann gilt 

I Xl = r1 cos aI' 

r----:JfT----::~-__ 'U (SO) 1 Y1 = r1 cos fJ1' 

Zl = r l cos 1'1' etc., 
und 

(Sl) 
X1Xs + Y1Y2 + ZlZS 

= r1r2 (cos a1 cos all + cos fJ1 cos fJ2 

+ cos 1'1 cos 1'2) = r1r2 cos S. 

Es bedeute 1 den Winkel zwischen den beiden Bahnkurven, und T1 

und T 2 die Abstande von den aufsteigenden Knoten bis zu ihrem 
Schnittpunkt, dann folgt aus dem sphiirischen Dreieck P1P2C 

(S2) 

cos S = cos (u1 - T1) cos (u2 - T2) 

+ sin (u1 - T1) sin (U2 - T2) cos 1, oder 

cos S = cos (u1 - U 2 + T 2 - T 1) 

- 2 sin (u1 - T 1) sin (u2 - T 2) sin2 {, 

u1 - T1 = V 1 + ;71;1 - 661 - Tv 

u 2 - T2 = V 2 +;71;2 -662 -T2 • 

Die GroBen 1, T1 und Tli ergehen sich aus den Formeln von GauB, an· 
gewandt auf das Dreieck .9,1.9,2C, Man findet 
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sin 1 sin <I = - sin i2 sin (.QI - .Q2), 

sin 1 sin <2 = - sin il (.QI - .Q2) 

(83) sin 1 cos <I = sin il cos i2 - cos il sin i2 cos (.QI - .Q2), 

sin 1 cos <2 = + cos il sin i2 - sin il cos i2 cos (.QI - .Q2), 

cos 1 = cos il cos i2 + sin il sin i2 cos (.QI - .Q2). 

385 

Der Einfachheit halber sollen 1, <I und <2 beibehalten werden, doch ist 
zu beachten, wenn die partiellen Ableitungen von RI 2 gebildet werden, 
daB sie Funktionen von iI' i 2, .QI und .Q2 sind. ' 

Infolge von (79), (81) und (82) laBt sich die Storungsfunktion in der 
Form schreiben 

( R b • [2 + 2 2 ( + )]- t 

j ~ = rl r 2 - r I r 2 cos UI - U 2 <2 - <I _, I 

[ 
4rlr2Sin(UI-Tl)Sin(U2-T2)sin2{ 1-"£ 

X 1 + r12 + r22 - 2r1r. cos (U 1 - U 2 + T. - Tl)J (84) 

l -;;ii[COS (UI - U 2 + <2 - <I) 

- 2 sin(ul - <I) sin(u2 - <2) sin2 -~-J. 
Die Leitstrahlen r l und r 2 sind von 1 unabhangig. Der zweite Faktor 

des erst en Gliedes auf der rechten Seite dieser Gleichung laBt sich nach 
der Binomialformel in eine absolut konvergierende Potenzreihe nach 

sin 2 -~- entwickeln, so lange als der numerische Betrag von 

(85) 
4rlr2 sin(u1 - Tl) sin(u2 - T2) sin' -~

r1' + r22 - 2rlT2 cos(u1 - u 2+ T2 - Tl) 

kleiner als eins ist. Dieser Bruch ist kleiner als, oder hOchstens gleich 

(86) 
4 . 2 1 

r 1 r2 sm -2-

-(r~-r2)2 • 

Wenn dieser Ausdruck kleiner als eins ist fiir aIle Werte, welche r 1 und r 2 

in den gegebenen Ellipsen annehmen konnen, dann ist die Entwicklung 
(84) fiir samtliche Werte der Zeit giiltig. 1m FaIle der groBen Planet en 

ist er immer sehr klein, da der groBte Wert von 2 sin 2 -;- fiir Merkur und 

Mars 0.0118 betragt. Bei den Storungen der Planetoiden durch Jupiter 
versagt die Methode oft, denn 1 ist manchmal von betrachtlicher GroBe, 
in Anbetracht dessen, daB r 2 - r l sehr klein werden kann. 1m FaIle 
von Mars und Eros kann r 2 - r l geradezu verschwinden, so daB diese 

Moul ton-Fender, Himmelsmecbanik 25 
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Methode der Entwicklung vollends versagt. Es braucht nicht gesagt 
zu werden, da.B sie auch fUr die Kometenbahnen nicht allgemein anwend
bar ist. 

In den Fallen, wo die Entwicklung (84) nicht versagt, erhalt man fUr 
R 1, 2 den Ausdruck 

( RIo 8 + [ 2 + 2 2 ( + )]-i ----rr.z = 11 12 - 1112 cos U1 - U 2 .2 - .1 

- 111 2 [112 + 122 - 21112 cos(UI - U 2 +.2 - .1)]-! 

X 2 sin(u1 - .1) sin(u2 - .2) sin2 ~ 
_5 

+ 112122[112 + 122 - 21112 cos(u1 - u 2 + .2 - .1)] 2" 

X 6 sin2 (u1 - .1) sin2 (u2 - .2) sin" ~ 
(87) 

+ ................ . 

223. b) Entwicklung der Koeffizienten in Potenzreihen von e1 und e2• 

Die Leitstrahlen 11 und 12 andern sich von a1 (1 - e1) und a2 (1 - e2) 

bis zu a1 (1 + e1) und a2 (1 + e2). Es sei 

{ 
11 = a1(1 + l?l), 

(88) 12 = a 2(1 + (22). 

Die Winkel U1 und U 2 werden durch die wahren Anomalien VI und V 2 

und die Elemente nach Gleichung (82) ausgedriickt. Die wahren Anoma
lien sind gleich den mittleren Anomalien plus den Mittelpunktsgleichun
gen, welche mit WI und W 2 bezeichnet werden mogen. Es seien II und l2 

die mittleren Langen, gerechnet von der x-Achse (Fig. 62); dann ist 

(89) { 
Ul -.1 = II - 661 -.1 + WI' 

u 2 -.2 = l2 - 662 -.2 + W 2• 

Aus (81) folgt, da.B R1,2 sich in der Form 

R 1,2 =F[a1(1 + (>1), a2(1 + (>2)], 

schreiben la.Bt, wo F eine homogene Funktion in a1 und a2 vom Grade 
- 1 darstellt. Daher 

(90) R1,2 = 1~(!2F[al +a1 e; +::, a2J. 

Die rechte Seite dieser Gleichung la.Bt sich nach der Taylorschen Formel 
entwickeln und liefert 
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R = ---~-{F(a a) + (!I-e. ~ OF(alo a.) 
I, 2 1 + e. l' 2 1 + e. 1 0 a1 

+ (el~e.)2~ 0 F(a1,a.) + ... }. 
1 + ell. 2 oa11 

(91) 

Die Ausdrucke (;1 + ~r k6nnen als Potenzreihen in (ll und !?2 dar

gestellt werden. Nun ist in § 100, Gleichung (62), (! als eine Potenzreihe 
in e gegeben, deren Koeffizienten Kosinus von Vielfachen der mittleren 
Anomalie darstellen. Fuhrt man also diese Entwicklungen aus und setzt 
sie in (91) ein, so laBt sich R1, 2 als eine Potenzreihe in e1 und e2 darstellen. 
Diese Verfahren sind an den einzelnen Gliedem (87) wirklich vorzu
nehmen, man erhalt dann eine resultierende Reihe, die nach den Poten-
zen von e1, e2 und sin2 ! fortschreitet. Die Winkel WI und W 2 hangen 

auch von e1 und e2 ab, doch sollen ihre Entwicklungen erst nach dem 
nachsten Schritt gebracht werden. 

224. c) Darstellungen in Fourierschen Reihen. Das erste Glied in dem 
Klammerausdruck (91) erhalt man, wenn man fl und fz durch a1 und a2 
in (87) ersetzt. Die hOheren Glieder enthalten die Ableitungen des ersten 
nach al' Wie aus der expliziten Reihe (87) ersichtlich ist, mussen Ent
wicklungen von Ausdrucken des Typus 

1'-1 v 

(a1a2f2-[a12 + a22 + 2a1a2 cos (U1 - u2 + T2 - T1)f2, 

wo v eine ungerade ganze Zahl ist, betrachtet werden. 
Es sei U 1 - U 2 + T2 - T1 = "P' Aus der Theorie der Fourierschen 

Reihen ist bekannt, daB, wenn a1 und a2, wie angenommen wird, ungleich 
" sind, [a12 + a22 - 2a1 a2 cos "P] -:n: -I in eine Reihe von Kosinus der 

Vielfachen von "P entwickelt werden kann, welche fur aIle Werte "P 
konvergent ist. Dies liefert 

,,-1 _."_ 1 +00 
(92) (a1a2) 2 [a12+a22-2a1a2cos"P] i=2~ B.(i)cosi"P' 
wo B,,(j) = B.(-i). 1=-00 

Die Koeffizienten B,,(;) sind naturlich durch das Fouriersche Integral 

fin ,,-1 " 

B,,('J = ~ (a1 a2)-1I-[a12 + a22 - 2a1a2 COS tpfi cositpdtp 
n. 

o 
gegeben, aber die Schwierigkeit, dieses Integral zu bestimmen, laBt es in 
diesem besonderen Problem ratsam erscheinen, ein anderes Verfahren 
einzuschlagen. 

Es sei z = e¥-l "', wo e die Basis des naturlichenLogarithmus darstellt. 
Dann ist 2 cos "P = z + Z-l, 2 cos i tp = Zi + z-'. 

25* 
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1st a 2 > at und a1 = a, dann wird (92) 
a2 

11 -1 
- v +00 

a 2 2 -i1 1 ~ . . ----(1 + a -2acos1p) =--,.;;; BV(I)COS~1p. 
~ 2 1=-00 

(93) 

Setzt man ,. l' l' + 00 

(1 + a2 - 2a cos 1p) -'2 = (1 - az)-'2 (1 - az- l )-2= ~ .~ b.(i)ZI, 

"=-00 
so folgt ,.-1 

(94) B (I) = a' b (i) 
l' (12 v· 

Da die absoluten Werte von az und az- l fUr alle reellen Werte 1p kleiner . ~ 

als eins sind, so konnen die Faktoren (1 - az)- '2 (und 1-az -1) - 2' nach 
der Binomialformel in konvergentePotenzreihen von az und az- l ent
wickelt werden. Der Koeffizient von Zi in dem Produkt dieser Reihen 
ist lb .. (i), so daB Bv(i) aus (94) erhalten wird. Das allgemeine Glied des 
Produktes der Entwicklungen liiBt sich leicht finden, es ist 

i (-~- + 1) . . . (i + i - 1) J1 +; -~-+ i 2 

-~b1'(i) = i! a L y. i+-[a 

~-(~-+1) (-~-+i)(-~-+i+1) 4 J 
+ 1.2 .- (i+1)(i+2) a + .... 

(95) 

In dieser Weise werden die Koeffizienten von e7e~·(sin2f)k in 
Fouriersche Reihen von cos i (u l - U 2 + T2 - Tl) entwickelt. Nun sind 
diese Funktionen mit den Faktoren sin (u l - Tt ) sin (u 2 - T2) multipli
ziert, die zu verschiedenen Potenzen erhoben sind [Gleichung (87)J. Diese 
Potenzen der Sinus sind auf die Sinus und Kosinus von Vielfachen der 
Argumente zuruckzufUhren; ebenso ist wieder mit den Produkten zu 
verfahren, die aus diesen Vielfachen und aus cos i (ul - U 2 + T2 - Tl) 
gebildet sind. Die schlieBlichen trigonometrischen Glieder werden die 
Form cos (ilul + i2U2 + klTl + k2T2) besitzen, wo iI' i2' kl und k2 ganze 
Zahlen sind. Wegen (89) liiBt sich dieser Ausdruck entwickeln in 

COS(illl + i2l2 - ilb6l - i2b62 + klTl + k2T2 + ilwl + i2W2) 

= cos (illl + i2l2 - ilb6l - i2b62 + klTl + k 2T2) 

(96) X {cos (ilwl) cos (i2W2) - sin (ilwt ) sin (i2W2)} 

- sin (illl + i2l2 - ilb6l - i2b62 + klTl + k2T2) 

X I sin (ilwl) cos (i2W2) + cos (ilwl) sin (i2W2)}. 

Da II = b6l + WI + nl (to - T l) + nl(t - to) = nIt + Cl' 

l2 = b62 + W2 + n 2 (to - T 2) + n 2(t - to = n2t + c2' 



X. Stiirungen - Analytische Methode 389 

so sind die erst en Faktoren der Glieder auf der rechten Seite dieser 
Gleichung von el und e2 unabhangig. cos (iIWI) usw. sind in Potenzreihen 
von WI und W 2 nach den gewahnlichen Methoden zu entwickeln. Nun 
ist WI = VI - M l' W 2 = V 2 - M 2' diese GraBen waren in Potenzreihen 
von el und e2 [§ 100, Gleichung (64)J entwickelt, deren Koeffizienten 
Fouriersche Reihen mit Vielfachen der mittleren Anomalie als Argu
menten waren. Setzt man diese Reihen fiir WI und W 2 in die Entwick
lungen der zweiten Faktoren der Glieder auf der rechten Seite von (96) 
ein, fiihrt die Potenzen der Sinus und Kosinus der mittleren Anomalie auf 
die Sinus und Kosinus von Vielfachen der mittleren Anomalie zuriick, 
multipliziert mit den Faktoren 

cos (iIli + i2l2 - ir~I - i2~2 + klil + k 2i 2) 

und sin (iIli + i2l2 - iI~I - i2~2 + klil + k2i2)' 

und fiihrt wieder auf die Sinus und Kosinus von Vielfachen der Argu
mente zuriick, so erhalt man den Ausdruck (96) als eine Potenzreihe in 
el und e2, deren Koeffizienten Reihen in den Sinus und Kosinus der Sum
men von Vielfachen von lI, l2, ~I' ~2' iI' i 2, M I , M2 sind. Nun ist MI 

= II - n I , M 2 = l2 - n 2; daher sind die Argumente lI, l2' ~1> ~2' 
iI' i 2, n I , n 2, wo il und i2 Funktionen von ~I' ~2' il und i2 darstellen, 
die durch (83) definiert sind. 

Wenn die verschiedenen Entwicklungen und Reduktionen, welche 
beschrieben wurden, samtlich durchgefiihrt werden, dann ist RI 2 als 
eine Potenzreihe in eI, e2 und sin 2{ dargestellt, deren Koeffizi~nten 
Reihen der Sinus und Kosinus von Vielfachen von lI, l2' ~I' ~2' iI' i 2, 
n I , n 2 sind, wobei der Koeffizient eines jeden trigonometrischen Gliedes 
von dem Quotienten der groBen Achsen abhangt. Wenn die Vorzeichen 
von ~I' ~2' n I , n 2 , iI' i 2,81> 8 2 und t geandert werden, so bleibt der Wert 
von R I ,2 nach (84) augenscheinlich ungeandert; daher enthalt die in 
Rede stehende Entwicklung nur den Kosinus des Argumentes. Folglich 
ist ~ 

RI , 2 = ..,;;; C cos D 
D = il(nitl + 8 1) + i2(n2t + 8 2) - iI' ~I - i2' ~2 

(97) + ki i 1 + k2 i 2 + kI' n i + k2' n2 , 

C=t(aI ,a2 , eI ,e2 , sin2 {), 

wo iI' ••• , k2' aIle ganzzahligen, positiven und negativen Werte, ein
schlieBlich null, annehmen, und die Summation iiber aIle diese Glieder 
zu erstrecken ist. 

Aus dem Vorhergehenden ist klar, daB die Reihe fiir R I ,2 sehr kompli
ziert ist, und daB es sehr viel Arbeit erfordert, urn sie in einem besonderen 
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FaIle zu entwickeln. Leverrier hat die Entwicklung bis zu allen Gliedern 
von der siebenten Ordnung einschlie13lich in el, e2, sin 2-} im einzelnen 
durchgefuhrt, und die Arbeit war so lang, daB dreiundfunfzig Quartseiten 
des ersten Bandes der Annales de l'Observatoire de Paris erforderlich 
waren, um das Resultat ausfUhrlich hinzuschreiben. 

225. Periodische .lnderungen. Aus den Gleichungen (72) und (97) 
folgt, daB die Betrage fur die Anderungen der Elemente von ml gegeben 
sind durch 

dg,l 
dT= 

(98) 

l 
Die Storungen der Elemente der Bahnkurve von ml der ersten Ordnung 

in bezug auf die Masse m 2 bilden die Integrale dieser Gleichungen, wenn 
man die Elemente auf den rechten Seiten als konstant betrachtet. Ahn
Hche Glieder mussen fUr jeden storenden Planet en hinzu addiert werden. 

Es bestehen drei Klassen von Gliedern in RI ,2: a) diejenigen, in 
welchen i1nl + i2n2 von null verschieden und nicht klein sind; b) die-
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jenigen, in welchen itn1 + i2n2 sehr klein, aber von null verschieden; und 
c) diejenigen, in welchen i1 n1 + i2n2 gleich null sind. Wir deuten die 
Tatsache, daB Rl12 diese drei Arten von Gliedern enthalt, an, indem wir 

schreiben R1.2 = EGo cos Do + EG1 cos D1 + EG2 cos D2, 

wo die drei Summen auf der rechten Seite diese drei Arten von Gliedern 
einschlieBen. Daher sind die Storungen der Elemente von m1 durch m2 
der erst en Ordnung und erst en Klasse 

{ (n (0.1») _ (n (O,l) = ma 
001 001 to 21/1 2" 

nl al " .- el SIn ~l 

~ {CGo sin Do + I k OTI + k OTa] Go COSD~} 
X ~ cil ilnl + ianz L loil 2 oil ilnl + fana ' 

(i (O,l») _ (i (0,1») = m2=~_ 
lIto nlalaV1-el2 sinil 

X ~ {iI' - k1 OTI _ k2 !T2 } • Go cos~o_ 
~ ODI eDI hnl + lan2 
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Diese Glieder sind rein periodisch mit den Period en . +2n .~ und 
'1 nl 1ana 

stellen die periodischen Storungsglieder dar. Jedes Glied ist ihnen unter-
woden, da es von einer unendlich groBen Anzahl von solchen Gliedern 
mit verschiedenen Perioden abhangt. Je groBer ilnl + i2n2 ist, um so 
kurzer ist die Periode des Gliedes und um so kleiner ist im allgemeinen 
ihr Koeffizient. 

Die Methode, die Bewegung der Planet en durch eine Reihe von periodi
schen Gliedern darzustellen, ist in gewissem Sinne analog der epizykli
schen Theorie von Ptolemaus. Denn jedes Glied allein ist aquivalent der 
Addition einer kleinen Kreisbewegung zu der vorhergehenden. Diese 
Theorie ist komplizierter als die des Ptolemaus, insofern sie Epizykloide 
zu Epizykloide unbegrenzt hinzuaddiert, und sie ist einfacher als die 
des Ptolemaus, insofern sie aus einem einfachen Prinzip, dem Gravita
tionsgesetz, entsteht. 

226. Langperiodische .lnderungen. Die Buchstaben il und i2 stellen 
samtliche positive und negative ganze Zahlen, einschlieBlich null, dar. 
Daher existieren, wenn nicht gerade n1 und n 2 inkommensurabel sind, 
Werte fur il und i2' fUr welche ilnl + i2n2 = 0 wird, wobei il und i2 
von null verschieden sind. Dann ist aber D eine Konstante, und das 
Integral wird nicht in dieser Weise gebildet. Indessen kann man, mogen 
n1 und n 2 inkommensurabel sein oder nicht, ein solches Zahlenpaar 
finden, so daB hnl + i2n2 sehr klein wird. Das entsprechende Glied wird 
dann groB sein, wenn nicht sein C sehr klein ist. In einer vollstandigen 
Diskussion der Entwicklung von R112 wird gezeigt, daB die Ordnung von 

C in e1, e2, sin2 ~ wenigstens gleich dem numerischen Wert von il + i 2 

ist (siehe Tisserand, Mec. eel., vol. I, p. 308). Da n1 und n 2 beide positiv 
sind, muB von den Zahlen il und i 2 die eine positiv und die andere negativ 
sein, damit die Summe ilnl + i2n2 sehr kl~in sei. Je mehr il und i2 
einander numerisch gleich sind, um so kleiner ist der numerische Wert 
von il + i 2' und um so groBer wird folglich C sein. Sind die mittleren 
Bewegungen der beiden Planeten so beschaffen, daB n1 und n 2 nahezu 
kommensurabel sind, und der Quotient sich dabei in kleinen ganzen 
Zahlen ausdrucken laBt, dann treten groBe Storungsglieder aus der 
Gegenwart dieser kleinen Divisoren auf. Die Periode eines solchen 
Gliedes ist. +2n .~, sie ist sehr groB, daher die Bezeichnung lang-

11 "'I 'ana 
periodische Glieder. Diese Glieder sind gegeben durch Gleichungen der-
selben Form wie (99), aber mit der Beschrankung, daB ilnl + i2n2 sehr 
klein sein solI. 

Geometrisch bedeutet die Bedingung, daB. die Perioden bei kleinem 
ganzzahligen Verhaltnis nahezu kommensurabel sind, daB Konjunktionen 
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bei nahezu gleicher Konstellation in der Bahn auftreten, mit nur einigen 
anderen dazwischen tretenden Konjunktionen. Der auBerste Fall ist 
der, in welchem keine Konjunktionen zwischen den speziellen auftreten, 
z. B., wenn il und i2 numerisch sich nur um eine Einheit voneinander 
unterscheiden. 

Die mittleren Bewegungen des Jupiter und Saturn stehen nahezu 
in dem Verhaltnis von fiinf zu zwei. Folglich liefert il = 2, i2 = - 5 
ein langperiodisches Glied, und die Ordnung des Koeffizienten C ist 
der absolute Betrag von 2 - 5 oder 3. Die Ursache der langperiodischen 
Ungleichheit des Jupiter und Saturn wurde 1784 von Laplace entdeckt 
bei der Berechnung der Storungen dritter Ordnung in e1 und e2• Die 
Lange der entsprechenden Peri ode im FaIle dieser beiden Planet en ist 
ungefahr 850 Jahre. 

227. Sikulare Inderungen. Der Ausdruck D ist von der Zeit unab
hangig fur aIle diejenigen Glieder, in welchen il = i2 = 0 ist. Die par
tiellen Ableitungen von D nach den Elementen sind auch von der Zeit 
unabhangig; benutzt man daher diese Glieder von (98) und integriert, 
so ergibt sich 

(100) 

[a1(O,I)] = 0, 

[e (0,1)] = mB yr=e;2 ~{k ' + k OTI 
1 n1al2el ~ 1 10nl 

+ k2:~;}C2 sinD2· (t - to)' 
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Es zeigt sich, daB keine sakularen Glieder von diesem Typ der ersten 
Ordnung in bezug auf die Massen in den Storungen von a existieren. 
Dies bildet das erste Theorem uber die Stabilitat des Sonnensystems. 
Es wurde 1773 von Laplace1), als er erst 24 Jahre aIt war, bis zu den 
zweiten Potenzen der Exzentrizitaten bewiesen, in einer Abhandlung 
uber die gegenseitigen Storungen von Jupiter und Saturn; 1776 wies 
Lagrange seine GeItung fUr die samtlichen Potenzen der Exzentrizitaten 
nach.2) Poisson bewies 1809, daB keine sakularen Glieder in a in den 
Storungen zweiter Ordnung in bezug auf die Massen existieren, daB aber 
Glieder von dem Typus t cos D auftreten, wo D die Zeit enthalt.3) Glieder 
dieses Typus bezeichnet man fUr gewohnlich als Poissonsche Glieder. 

Die samtlichen Elemente auBer a besitzen sakulare Glieder. Man 
scheint vermutet zu haben, daB die sakularen Glieder, welche augen
scheinlich die unbegrenzte Anderung der Elemente verursachen, allein 
den Gebrauch der Gleichungen (72) zur Berechnung der Storungen fur 
jede noch so groBe Zeit unmoglich machen. Viele Methoden fUr Storungs
berechnungen wurden erdacht, urn das Erscheinen von sakularen Glie
dern zu vermeiden; doch ist klar, ob Glieder proportional zur Zeit auf
treten oder nicht, daB die Methode nur fUr diejenigen Werte der Zeit 
streng gultig ist, fUr welche die Reihen (20) des § 207 konvergieren. 

Sakulare Glieder konnen auch in anderer fUr gewohnlich nicht be
achteter Weise vorkommen. Wenn j1n1 + j2n2 = Omit j1 + 0, j2 + 0, 
ist D unabhangig von der Zeit, und die entsprechenden Glieder sind 
sakular. Da in dies em FaIle D nicht unabhangig von C1 ist, so werden 
sakulare Glieder in den Storungen von a auftreten. Wie bemerkt, wird 
diese Bedingung stets fUr unendlich viele Werte von h und j2 erfullt 
sein, wenn n1 und n 2 nicht inkommensurabel sind. Es ist jedoch unmog
lich, aus Beobachtungen zu bestimmen, ob n1 und n 2 inkommensurabel 
sind oder nicht, denn Beobachtungen konnen immer nur bis zu einer 

1) Abhandlung, vorgelegt der Pariser Alcademie der Wissenschaften. 
2) Abhandlungen der Berliner Alcademie, 1776. 
3) Journal de l'Ecole Poly technique, vol. XV. 
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gewissen Grenze der Genauigkeit gemacht werden, und innerhalb dieser 
Grenze existieren noch unendlich viele kommensurable und inkommen
surable Zahlen. Urn so mehr kann man daher ebenso gut sagen, daB 
sakulare Glieder in a von diesem Typus existieren, wie, daB sie nicht 
existieren. Indessen sind sie von keiner praktischen Bedeutung, weil 
der Quotient aus n1 und n 2 sich nicht in kleinen ganzen Zahlenausdrucken 
laBt, und die Koeffizienten dieser GIieder, wenn sie existier'en, so klein 
sind, daB sie auf die ublichen Zeitintervalle keinen EinfluB ausuben. 

228. Glieder der zweiten Ordnung in den Massen. Die GIieder der 
zweiten Ordnung sind definiert durch die GIeichungen (29), § 210. Die 
rechten Seiten dieser GIeichungen enthaIten die Produkte aus den par
tiellen Ableitungen, nach den Elementen, der rechten Seiten, welche in 
den Gliedern der ersten Ordnung auftreten und aus den Storungen der 
ersten Ordnung der entsprechenden Elemente. So sind die Storungen 
zweiter Ordnung des Knotens durch die GIeichungen 

(101) 

bestimmt, wo 81 und 8 2 die Elemente der Bahnkurven von m1 und m 2 dar

stellen. Die partielle Ableitung ~ •. R~, • ist eine Summe aus periodischen 
U~lUSI 

und konstanten GIiedern; 8 1(0,1) und 8 2(1,0) sind Summen aus periodischen 
Gliedern und GIiedern, welche die Zeit im ersten Grade als Faktor ent-

. aiR aiR ( . haIten. DIe Produkte ~ 81(0,1) und ~ 8 2 1,0) enthalten daher G heder 
a~laSl a~10Sa 

von vier Typen: a) sin D wo D die Zeit enthaIt· b) t sin D· c) sin D wo cos ' , cos' cos 2' 

D2 von der Zeit unabhangig ist, und d) t :~~ D2. Dielntegraledieservier 
Typen sind - C?S D - C?S D sin D 

(a) sm (b) t sm + cos 
1l n l + jan.; j1nl + jBn. U1nl + janz)'; 

(c) tsin D . 
cos 2' 

(d) 
ta sin 
-- D 2 • 2 cos 

Folglich haben die Storungen zweiter Ordnung in bezug auf die Massen 
rein periodische GIieder; Poissonglieder oder GIieder, in welchen die 
trigonometrischen Ausdrucke mit der Zeit muItipliziert sind; sakulare 
GIieder, wo die Zeit im erst en Grade und sakulare GIieder, wo die Zeit 
im zweiten Grade auftritt. Dies gilt fUr aIle Elemente auBer fiir die groBe 
Halbachse, in derem FaIle, wie Poisson zuerst bewies, die Koeffizienten 
der GIieder vom dritten und vierten Typ verschwinden. 
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In den Gliedern der dritten Ordnung in bezug auf die Massen existieren 
sakulare Glieder in den Storungen der samtlichen Elemente auBer aI' 
welche zur dritten Potenz der Zeit proportional sind, und so fort. 

229. Lagrangesche Darstellung der sakularen .Inderungen. Das Auf
treten der sakularen Glieder in den Ausdriicken fiir die Elemente scheint 
zu bedeuten, daB, unter der Annahme, die Reihen stellen die Elemente fiir 
aIle Werte der Zeit dar, die Elemente alsdann sich unbegrenzt mit der 
Zeit andern. Doch diese SchluBweise ist keinesfalls notwendig richtig. 
Betrachtet man zum Beispiel die Funktion 

. c3 m 3 tS 

(102) sm (cmt) = cmt - 3! + .. " 
wo c eine Konstante ist und m ein sehr kleiner Faktor, welcher die Stelle 
einer Masse annehmen mag. Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert 
fiir aIle Werte von t. Diese Funktion ist fUr jeden Wert von t niemals 
groBer als eins; wenn aber ihre Entwicklung in Potenzen von m gegeben 
ware, und man nur die erst en Glieder ohne das Gesetz der Entwicklung 
wiiBte, so hatte es den Anschein, als ob die Reihe eine Funktion darstellte, 
welche mit der Zeit unendlich zunimmt. 

Indem Lagrange die Idee bis zu Ende verfolgte, daB die sakularen 
Glieder Entwicklungen von Funktionen sein konnen, welche stets endlich 
sind, hat er gezeigt (siehe Gesammelte Werke, Band V und VI) - unter 
gewissen Annahmen, welche nicht logisch gerechtfertigt waren -, daB 
die sakularen Glieder in Wirklichkeit die Entwicklungen periodischer 
Glieder von sehr langer Periode sind. Diese Glieder unterscheiden sich 
von den langperiodischen Anderungen (§ 226) darin, daB sie von den 
kleinen unausgeglichenen Teilen der periodischen Anderungen herriihren, 
anstatt direkt von besonderen Konjunktionen. In der Regel sind diese 
Glieder sehr klein, und ihre Perioden sind bedeutend langer als die 
der merklich langperiodischen Glieder. Es wird nicht moglich sein, 
hier mehr zu bringen, als eine sehr allgemeine Idee von der Lagrangeschen 
Methode. 

Der erste Schritt in der Methode von Lagrange ist eine Transformation 
der Variablen mit Hilfe der Gleichungen 

(103) 

und 
(104) 

{ 
hj = ej sin ni , 

l, = ej cos n;, 

{ P1 = tg i j sin bb;, 
qi = tg i j cos bb;, 

wo e;, n; usw. die Elemente der Bahnkurve von m; sind, und l; eine 
neue Variable ist, die nicht mit der mittleren Lange verwechselt werden 
darf. Diese Transformationen miissen simultan in den Elementen der 
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Bahnkurven der samtlichen Planet en ausgefiihrt werden. Die Elemente 
a; und S; werden von der Transformation nicht beriihrt. Unter Fort
lassung der Indizes findet man aus (103) und (104) 

dh dn. de 
dt = + e cosn-dt + smn-dt , 

dl . dn de 
dt = - e sm n 7H + cos n lit ' 

oR oR oh oR ol . oR oR 
8e = iff 8e + 7fT ce = sm n M + cos nor' 
oR oRoh oRol oR. oR 
on = oh on + aTiJn = e cosn ah-- e smnifl' 

dp _ t· d[;/, 2·· di 
([t - + g ~ COS [;/, -at + sec ~ sm [;/, dT ' 

(105) 

dq _ t·· db?' 2 • di dt - - g ~ sm [;/, ([t + sec ~ cos [;/, lIt ' 

oR oR op oR oq . oR .. oR 
o[;/, = -op o[;/, + oq o[;/, = tg~ cos[;/, op - tg~ sm[;/, iii' 
oR _ oR op + oR oq 2·· oR 2· oR -;g - ap ar oq- if( = sec ~ sm [;/, ap + sec ~ COS [;/, iii· 

Dann folgt aus (72) 

{106) 

{dh m. Vr=v-=-Z2 0 R 
dt na2 iff 

m'Vr=v-=z2 h oR 
na' 1 +V1- h'-l.-Fe 

i 
mol tg jf oR 

+ -
na'1/1- h' -l2 oi ' 

dl -m,Y1- h2 _l2 oR 
([t= na2---M 

m2 Vr=v-=--l2 0 R 

na' 1 +V1- h'-l2 8e 
~ 

m.h tg 2 oR 
na')l1 - h2 _-l2 aT' 

dp m 2 oR 
dt = na'V1-hT=-l'- cos3 i iii 

- --:~~ i [~: + ~~J, 
2na2V1-h'-l2 cosi cos3 :f 

dq -m2 oR 
dt- na'V1-h'~l'cos3iap 

- _~~m~----i [~: + ~:l 
2na2)11-h2_1' cosi cos"-2-
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Entwickelt man die rechten Seiten dieser Gleichungen und ver
nachlassigt aIle Glieder von hOheren, als dem ersten Gradel) in h, I, 
P und q, so reduzieren sich diese Gleichungen auf 

dh _ m. ()R 
dt - + nal ()Z ' 

dZ ms oR 
(if = - nas ifh' 
dp _ m. ()R 
dt - + nal ()q , 

(107) 

dq m. ()R 
(if = - nasap-' 

Die Glieder, welche die Ableitung von R nach e, i und 'J'C enthalten, 
treten nicht in diesen Gleichungen auf, weil sie h, I, P oder q als einen 
Faktor enthalten. Dieser Umstand folgt aus den in § 226 gegebenen 
Eigenschaften von G und der Form der Gleichungen (103) und (104). 

Jeder storende Planet tragt bei zu Gliedern auf den rechten Seiten 
der Gleichungen (107), ahnlich den angegebenen, welche von m 2 her
riihren. Diese Differentialgleichungen sind nicht vollkommen exakt, da 
die erste Annaherung bereits unter Vernachlassigung der hoheren Poten
zen der Varia bien hergestellt wurde. 

Der zweite Schritt betrifft die Behandlungsmethode der Differential
gleichungen. Die Entwicklungen der Ri,i enthalten gewisse Glieder, 
welche von der Zeit unabhangig sind, die nach der gewohnlichen Methode 
zu sakularen Gliedern Veranlassung geben. R(O)i,i moge diese Glieder 
darstellen. Lagrange behandelte die Differentialgleichungen, indem er 
die periodischen Glieder in R i •i vernachlassigte und schrieb 

(108) 

n 
dhi _ ~ ()R(Oli. i 
dt -+~mi ~l ' (i=l, ... ,n;j+i), 

J=l 0 i 

n 
dl· :2 oR(O). • - m I., (if-- j~-, 

i=l .. 
~E! = + ~ ml () R(O\ • ...!. 
dt ~ ()qi' J=l .. 
dqi = _ ~m, ()~(O)t. i. 
dt ~ 0Pi J=l 

1) Die GIieder hOherer aIs der ersten Ordnung werden durchweg vernachIiiBsigt. 
in einem spateren Schritt der Methode. 
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Es werden die aus den Gleichungen (108) bestimmten Werte von 
hi, li' Pi und qi an Stelle der sakularen Glieder benutzt, die nach der 
Methode des Paragraphen 227 erhalten werden. Das Verfahren, eine 
Differentialgleichung in dieser Weise abzubrechen, ist nicht zulassig, 
auBer als erste Annaherung, und alle daraus gezogenen SchluBfolgerun
gen sind mit Vorsicht aufzunehmen. Trotz der logischen Mangel der 
Methode und des Umstandes, daB sie nicht allgemein angewandt werden 
kann, unterliegt es aber kaum einem Zweifel, daB sie in dem vorliegenden 
Falle eine richtige Idee von der wirklichen Art liefert, wie die Elemente 
sich andem. 

Die rechten Seiten der Gleichungen (108) werden nach Potenzen von 
hi' li' Pi und qi entwickelt, und die samtlichen Glieder, auBer die vom 
erst en Grade, vemachlassigt; folglich wiirden die Glieder, die bereits 
in (107) unterdriickt wurden, hier verschwinden, wenn man sie bisher 
beibehalten hatte. Das System wird linear, und die ins einzelne gehende 
Diskussion der Ri,i zeigt, daB es homogen ist und Gleichungen von der 
Form 

n 

~~1 + ~clihi = 0, 
j=l 

(109) " 
~!8 + ~c2ihi = 0, 

j=l 

n 

dl.. ,",' h 0 aX + ~Cni 1= 
j=l 

liefert, und ein ahnliches System von Gleichungen in den Pi und qi' 
Die Koeffizienten Cu hangen nur von den groBen Achsen (die Si treten 

in den sakularen Gliedem nicht auf) ab, welche als konstant betrachtet 
werden, da die groBen Achsen keine sakularen Glieder in den St6rungen 
der ersten und zweiten Ordnung in bezug auf die Massen besitzen. Es 
ist hier zu beachten, daB die Annahme der Konstanz der Cii nicht genau 
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zutrifft, weil die groBen Achsen periodische Storungen erleiden, welche 
von betrachtlicher GroBe sein konnen. 

Wenn diese linearen Gleichungen nach der Methode des Paragraphen 
160 aufgeli:ist werden, dann erhalt man die Werte der Variablen in der 
Form 11 I hi =iHi;i/, li =~L;;ijt, 

;=1 ;=1 

" " 
(110) 

Pi =.:2 Pi; e'lfj t , q. = ~QH el'jt, 
j=1 j=1 

wo die Hii, Lij, P ii und Qii Konstante sind, die von den Anfangsbedin
gungen abhangen. Eine ins einzelne gehende Diskussion zeigt, daB die 
Ai und Ili samtlich rein imaginar mit sehr kleinen absoluten Wert en sind; 
daher schwingen die hi, li' Pi und qi urn mittlere Werte mit sehr langen 
Perioden. Oder, da die ei und tg i; sich als die Summen der Quadrate 
der hi, li' Pi und qj darstellen lassen, so folgt, daB sie auch kleine Schwin
gungen mit langen Perioden bilden; zum Beispiel befindet sich die 
Exzentrizitat der Erdbahn jetzt in der Abnahme und wird noch etwa 
24000 Jahre weiter abnehmen. 

Die Gleichungen (109) besitzen Integrale, welche 1784 zuerst von 
Laplace gefunden wurden und praktisch zu demselben Theorem flihren. 

Sie lauten I" 
*"lminiai (hi2 + l;2) = konstant = C, 

(111) 

~miniai(pi + q;2) = C'; 
j=1 

oder wegen (103) und (104) 

I iminjale;2 = c, 

;:,n,a;tg'i, ~ C', 
j=1 

(112) 

wo ni die mittlere Bewegung von mi ist. Die Konstanten C und C', 
die durch die Anfangsbedingungen bestimmt sind, sind sehr klein, und 
da die link en Seiten von (112) nur aus positiven Gliedern bestehen, 
so kann kein ej oder i; jemals sehr groB werden. Eine Ausnahme kann 
nur eintreten, wenn die entsprechenden mj im Vergleich zu den anderen 
sehr klein sind. 

Die Gleichungen (112) liefern die beriihmten Theoreme von Laplace, 
daB sich die Exzentrizitaten und Neigungen nur innerhalb sehr enger 
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Grenzen and em konnen. Obgleich der Beweis vollkommener Strenge 
ermangeIt, so miissen die Resultate dennoch als bemerkenswert und 
wesentlich angesehen werden. Die Gleichungen (112) liefem nicht die 
Perioden und Amplituden der Schwingungen wie die Gleichungen (110). 

230. Bestimmung der Storungen durch mechanische Quadraturen. 
Wenn das zweite Glied des zweiten Faktors von (84) dem absoluten 
Betrage nach groBer ist als eins, so ist die Reihe (87) nicht konvergent 
und kann fiir Storungsberechnungen nicht benutzt werden. Die Ent
wicklungen konnen versagen, weil r l und r 2 sehr nahe gieich sind, oder, 
wenn sie in einigen Fallen nicht sehr nahe gleich sind, wei I I groB ist. 
1m Ietzteren FalllaBt sich manchmal eine andere Entwicklungsmethode 
anwenden.1) Es gibt aber auch FaIle, wo keine von beiden Methoden zu 
giiItigen Resultaten fiihrt. Beide Methoden versagen, wenn die beiden 
Bahnkurven, in derselben Ebene liegend, sich schneiden wiirden, denn 
in dies em FaIle wiirde 

r2l, 2 = r 12 + r 22 - 2rl r 2 cos (Ul - U 2 + r 2 - r l ) 

verschwinden, wenn die beiden Korper in einem Schnittpunkt ihrer 
Kurven zu gleicher Zeit aniangen. Wenn die Perioden nicht in beson
derer Weise kommensurabel sind, wiirde dies stets zutreffen. Natiirlich 
ist es nicht notwendig, daB r l ,2 wirklich verschwindet, damit die Ent
wicklung von (84) aufhort zu konvergieren. 

Man kann Storungen nach der Methode der mechanischen Quadra
tur berechnen, ohne die Storungsfunktion explizite durch die Zeit 
auszudriicken. Foiglich kann diese Methode zur Berechnung der storen
den Wirkungen von Planeten auf Kometen oder in anderen Fallen 
benutzt werden, wo die Entwicklung von Rl , 2 ganzlich versagt oder 
doch schlecht konvergiert. 1st 8 ein Bahnelement von ml , so lassen sich 
die Gleichungen (77) in der Form 

ds 
dt = I,(t) 

schreiben, und die Storungen erster Ordnung in dem Intervall tn - to 
sind 

(113) 
I" 

8 = 80 + jl,(t)dt, 
t" 

WO 80 der Wert von 8 fUr t = to ist. 
Die einzige Schwierigkeit, Storungen zu berechnen, besteht in der 

Bildung der Integrale in (113). Wenn sich die Storungsfunktion nicht 
explizite nach t entwickeln laBt, so kann die Funktion I, (t) seIber nicht 

1) Tisserand, Mecanique Celeste, vol. I., chap. XXVIII. 
lIIoulton-Fender, Himmelsmeohanik 26 
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gefunden werden. Doch konnen in jedem FaIle die Werte von Is(t) fiir 
alle Werte von t ermittelt werden, und aus den Weden von lit) fUr 
spezielle Werte von t laBt sich das Integral naherungsweise bestimmen. 
Geometrisch stellt das Integral (113) die Flache dar zwischen del' t-Achse, 
der Kurve I = I,(t) und den Ordinaten fiir to und tn. Ein Naherungswert 
des Integrals ist 

8 = 80 + Is (to) (ti - to) + I. (tI) (t2 - tI) + ... + I. (tn_I) (tn - tn_I)' 

Die Intervalle tl - to, t2 - tI, ... , tn - tn- I lassen sich so klein an
nehmen, daB die Annaherung jeden gewiinschten Grad erreicht. 

Eine andere Methode, einen Naherungswert fiir das Integral zu er
zielen, besteht darin, die Kurve Is(t), deren explizite Darstellung sich 
nicht in geeigneter Form erhalten laBt, durch einen Polygonzug n ten 
Grades zu ersetzen, welche mit I,(t) fiir die Werte t = to, tl ... , tn iiber
einstimmt. Die Gleichung dieses Polygons lautet 

+ (t-to) (t-t1)'" (t-tn _ 1) I.(tn). 
(t,.- to)(tn- t1) ... (tn - tn -1) 

Da keine Schwierigkeit besteht, das Integral eines Polygons zu bilden, 
so besteht auch keine Schwierigkeit, die Storung von 8 fiir das Intervall 
tn - to zu berechnen. Wenn del' Wert del' Funktion I.(t) sich nicht sehr 
rasch oder unregelmaBig andert, so ist ihre Darstellung durch ein Polygon 
sehr genau, vorausgesetzt, daB die Intervalle tl - to, ... , tn - tn- I nicht 
zu groB sind. 

Die Flache zwischen dem Polygon, del' t-Achse und den begrenzenden 
Ordinaten bildet indessen nicht die beste Annaherung an den Integral
wert, welcher sich aus den Werten von Is(t) fiir to, ••• , tn ableiten laBt. 
Die Werte del' Funktion geben AufschluB iiber die Kriimmung der 
Kurve zwischen den Ordinaten (diese sind natiirlich nur richtig, weil 
die Funktion I.(t) eine regulare Funktion von t ist), und Verbesserungen 
des Flacheninhalts, die von der Kriimmung herriihren, lassen sich leicht 
bewerkstelligen. Fiir gewohnlich wurden sie die Ableitungen von Is(t) 
fiir to, •.. , tn bedingen, welche eine umfangreiche Rechenarbeit erfordern; 
die Ableitungen lassen sich jedoch mit hinreichender Annaherung durch 
die aufeinanderfolgenden Differenzen del' Funktion ausdrucken, und 
die Differenzen konnen direkt aus den tabellarischen Weden durch ein-
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fache Subtraktion gefunden werden. Die Ableitung der bequemsten 
expliziten Formeln ist langwierig und muB unterbleiben.l ) 

Wir wollen annehmen, die Berechnung der Integrale aus den Werten 
von t.(t) fur t = to, ... , tn batten keine hinreichend genauen ResuItate 
ergeben. Genauere ResuItate lieBen sich erzielen durch eine weitergehende 
Teilung des Intervalls tn - to' Ein wenig Erfahrung macht es jedoch 
fUr gewohnlich uberflussig, die zuerst gewahlte Teilung zu unterteilen. 
Es besteht namlich ein zweiter Grund, warum die durch mechanische 
Quadraturen erhaItenen Resultate nicht hinreichend genau ausfallen 
konnen. Bisher wurde angenommen, daB t8(t) eine Funktion von t allein 
sei, oder mit anderen Worten, daB die Elemente der Bahnen, von welchen 
sie abbangt, konstant sind. Dies bildet die Annahme zur Berechnung 
von Storungen erster Ordnung. Wenn sie nicht genau genug ist, lassen 
sich neue Werte von titl ) ••• , t,(tn) berechnen, wenn man die Werte der 
Elemente s benutzt, welche durch die erste Integration gefunden wurden. 
Aus den neuen Werten von t,(tl), ... , t,(tn) laBt sich aber ein weiterer 
Naherungswert des Integrals erhaIten. Wenn das Intervall tn - to nicht 
zu groB ist, konvergiert dieses Verfahren, und das Integral kann mit 
jedem gewunschten Grad von Annaherung gefunden werden, weil diese 
Methode keine andere als Picards Methode der sukzessiven Naherungen 
darstellt, deren Gultigkeit bewiesen ist.2) Bei der Anwendung ist es 
immer geraten, das Intervall tn - to so klein zu wahlen, daB keine Wieder
holung der Berechnung mit verbesserten Werten der Funktion fur die 
Endpunkte der Zwischenintervalle erforderlich ist. Bei jeder neuen 
Stufe der Integration werden die Werte der Elemente fur die Endpunkte 
der vorhergehenden Stufe benutzt. Es folgt, daB die so eben dargestellte 
Methode nicht nur erlaubt, die Storungen der ersten Ordnung zu be
rechnen, sondern die Storungen samtlicher Ordnungen mit der Begren
zung, daB die Intervalle nicht unendlich klein angenommen, und die 
Rechnungen nicht bis auf unendlich viele Stellen durchgefuhrt werden 
konnen. 

Das Verfahren, Storungen nach der Methode von mechanischen 
Quadraturen zu berechnen, hat im Vergleich mit dem, die entwickelte 
Form der Storungsfunktion zu benutzen, seine Vor- und Nachteile. Es 
ist ein Vorteil, daB bei Anwendung mechanischer Quadraturen es nicht 
notig ist, die storenden Krafte explizite durch die Elemente und die Zeit 
auszudrucken. Dies ist manchmal von groBer Wichtigkeit, denn in Fal
len, wo die Exzentrizitaten und Neigungen sehr groB sind, wie bei 
einigen asteroidischen Bahnkurven, besitzen diese Ausdrucke, als Reihen 

1) Tisserand, Mecanique Celeste, vol. IV., chap. X. und XI.; und Charlier, 
Mechanik des Himmels, Band II, Kapitel I. 

2) Picard, Traite d'Analyse, vol. II., Chap. XI., section 2. 
26* 
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entwickelt, eine sehr langsame Konvergenz; und im FaIle von Bahn
kurven, deren Exzentrizitaten 0.6627 uberschreiten, oder von Bahn
kurven, fUr welche irgendein Radius gleich einem anderen Radius ist, 
sind die Reihen divergent und somit unbrauchbar. Die Methode der 
mechanischen Quadratur ist in gleicher Weise anwendbar auf aIle Arten 
von Bahnkurven, unter der einzigen Bedingung, daB die Intervalle ge
nugend klein gewahlt werden mussen. Sie ist die Methode, die in einer 
ihrer vielen Formen wirklich angewandt wird, um Storungen der Ko
metenbahnen zu berechnen. 

Die N achteile bestehen darin, daB man, um die Werte der Elemente 
fUr einen besonderen Zeitpunkt durch mechanische Quadraturen zu be
stimmen, genotigt ist, sie fUr die samtlichen Zwischenepochen zu be
rechnen. Als rein numerisches Verfahren wirft es keinerlei Licht auf den 
allgemeinen Charakter der Storungen und fuhrt zu keinen allgemeinen 
Theoremenuber die Stabilitat eines Systems. Dies sind aber Fragen von 
groBem Interesse, und manche der glanzendsten Entdeckungen der 
Himmelsmechanik wurden dadurch gemacht, daB man ihnen Beachtung 
schenkte. 

231. Allgemeine Betrachtungen. Die Astronomie ist die alteste Wissen
schaft und in gewissem Sinne die Mutter aller anderen. Die verhaltnis
maBig einfachen und regelmaBigen Himmelserscheinungen offenbarten 
dem Menschen zuerst, in den Tagen der alten Griechen, die Lehre von 
der systematischen Ordnung der Natur. Die Bedeutung dieser Lehre 
laBt sich an der Tatsache ermessen, daB sie die Grundlage fUr die ge
samte Wissenschaft bildet. Lange Zeit gestalteten sich die Fortschritte 
beschwerlich und langsam. Hunderte von Beobachtungen und theore
tischen ErkHi.rungsversuchen waren notwendig, bis es Kepler schlieBlich 
gelang, die Gesetze abzuleiten, welche eine erste Annaherung fUr die 
Beschreibung der Art bilden, wie die Planeten sich bewegen. Es ist ein 
Wunder, daB trotz der standigen Kampfe und unsicheren Lebensver
haltnisse sich so viele Menschen fanden, welche ihr groBtes Vergnugen 
darin erblickten, die muhsamen Beobachtungen geduldig auszufUhren, 
die erforderlich waren, um die Bewegungsgesetze der Himmelskorper 
aufzustellen. Das Werk Keplers brachte die Anfangsepoche von zwei
tausend oder mehr Jahren zum AbschluB, und die glanzenden Ent
deckungen Newtons erOffneten eine neue. Die Erfindung der Infinitesi
malrechnung durch Newton und Leibniz lieferte zum erst en Male die 
mathematischen Hilfsmittel, welche es uberhaupt ermoglichten, an so 
schwierige Probleme heranzutreten, wie die storenden Wirkungen der 
Sonne auf die Mondbewegung, oder die gegenseitigen Storungen der 
Planeten. Es traf sich glucklich, daB um dieselbe Zeit das Teleskop er
funden wurde; denn sonst ware es nicht moglich gewesen, die genauen 
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Beobachtungen zu machen, welche die numerischen Angaben fUr die 
mathematischen Theorien und ihre Bestatigung lieferten. Die Geschichte 
der Himmelsmechanik im achtzehnten Jahrhundert stellt eine ununter
brochene Folge von Triumphen dar. Auf den analytischen Grundlagen, 
die von Clairaut, d' Alembert und Euler geschaffen wurden, beruhten die 
glanzenden SchOpfungen von Lagrange und Laplace. Ihre Nachfolger 
im neunzehnten Jahrhundert fiihrten, im ganzen nach denselben Me
thoden, die Theorien der Mond- und Planetenbewegungen bis zu hoheren 
Ordnungen der Annaherung fort und verglichen sie mit zahlreicheren 
und besseren Beobachtungen. In dies em Zusammenhange miissen die 
Namen von Leverrier, Delauny, Hansen und Newcomb besonders er
wahnt werden. Gegen Ende des neunzehnten Jahrhunderts trat eine 
dritte Epoche ein. Sie unterscheidet sich durch neue Gesichtspunkte 
und neue Methoden, welche an Tragweite und mathematischer Strenge 
aIle bisherigen gewaltig iibertreffen. Sie wurde eingeleitet von Hill mit 
seinen Researches on the Lunar Theory, doch verdankt sie am meisten 
den glanzenden Beitragen Poincares zum Dreikorperproblem. 

In der Gegenwart hat die Himmelsmechanik ein Anrecht, als die voIl
endetste Wissenschaft angesehen zu werden und als eine der glanzend
sten SchOpfungen des menschlichen Geistes. Keine andere Wissenschaft 
beruht auf so vielen iiber einen so groBen Zeitraum sich erstreckenden 
Beobachtungen. In keiner anderen Wissenschaft ist es moglich, die 
SchluBfolgerungen einer so kritischen Priifung zu unterziehen, und in 
keiner anderen stehen Theorie und Erfahrung in so voIlkommnem Ein
klang. Es gibt Tausende kleiner Abweichungen von der Kegelschnitt
bewegung in den Bahnen der Planeten, Satelliten und Kometen, wo 
Theorie und Beobachtung genau iibereinstimmen, wahrend die einzigen 
unerklarten UnregelmaBigkeiten (wahrscheinlich von unbekannten Kraf
ten herriihrend) in sehr geringer Anzahl und GroBe in der Bewegung des 
Mondes und der Bewegung des Perihels der Merkurbahn auftreten. 
Immer und immer wieder eilte die Theorie der Praxis voraus und ent
deckte die Existenz von Bewegungseigentiimlichkeiten; welche aus Be
obachtungen noch nicht gefunden waren. Ihre Vollendung wahrend des 
Zeitraumes, iiber den sich die Erfahrung erstreckt, floBt Vertrauen ein, 
ihr zu folgen in vergangene Zeiten, ehe Beobachtungen begannen, und 
in zukiinftige Zeiten, wo sie vielleicht aufgehOrt haben. Wie das Tele
skop in den Bereich des menschlichen Auges die Wunder eines ungeheu
ren Raumes, so hat die Himmelsmechanik in den Bereich der mensch
lichen Vernunft die nicht geringeren Wunder ungeheurer Zeiten geriickt. 
So ist es natiirlich, daB der Mensch tiefe Befriedigung auf einem Ge
biete findet, wo er in weitem MaBe von den Schranken Raum und Zeit 
befreit ist. 
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XXVII. Aufgabeo. 

1. Man nehme an (a), daB RI,I groB und nahezu konstant ist; (b) daB RI,I groB 
ist und sich schnell andert; (c) daB R I •I klein und nahezu konstant ist. Falls die 
Stiirungen durch mechanische Quadraturen berechnet werden, wie ist alsdann 
tn - to in den drei Fallen zu wahlen, und wie verhalten sich die entsprechenden 
Anzahlen fiir die Zwischenintervalle zueinander. 

2. Die Stiirungsfunktion enthalt den reziproken Wert der Entfernung zwischen 
dem storenden und dem ungestiirten Planeten. Dieser heiBt das Hauptglied und 
bereitet die groBte Schwierigkeit in der Entwicklung. Wieviele einzelne reziproke 
Entfernungen mussen entwickelt werden, urn in einem System von einer Sonne 
und n Planeten zu berechnen (a) die Stiirungen der ersten Ordnung eines Planeten; 
(b) die Storungen der ersten Ordnung von zwei Planeten; (c) die Storungen der 
zweiten Ordnung eines Planeten; (d) die Storungen der dritten Ordnung eines 
Planeten? 

3. Welche Vereinfachungen ergeben sich in der Entwicklung der Stiirungs
funktion, wenn die gegenseitigen N eigungen der Bahnkurven verschwinden, und 
wenn die Bahnkurven Kreise darstellen ? 

4. Welche Arten von Gliedern werden im allgemeinen in den Storungen der 
dritten Ordnung in bezug auf die Massen auftreten? 

Geschichtliche Ubersicht und Literatur. 

Die Theorie der Storungen, wie sie in der Mondtheorie angewandt wurde, ent
wickelte Newton aus geometrischen Gesichtspunkten. Die Abhandlungen von 
Claira u t und d' Alem bert (1747) enthielten wichtige Fortschritte, .indem sie die 
Losungen von der Integration der Differentialgleichungen in Reihen abhangig 
machten. Clairaut fand bald Gelegenheit, sein Integrationsverfahren auf die 
Storungen des Halleyschen Kometen durch die Planeten Jupiter und Saturn 
anzuwenden. Dieser Komet wurde 1531, 1607 und 1682 beobachtet. Ware seine 
Periode konstant, so wiirde er das Perihel wieder urn die Mitte von 1759 passieren 
mussen. Clairaut berechnete die Stiirungen, die von den Anziehungen des Ju
piter und Saturn herruhrten, und sagte voraus, daB der Periheldurchgang am 
13. April 1759 stattfinden wiirde. Dabei bemerkte er, daB die Zeitangabe bis auf 
einen Monat wegen der Unbestimmtheiten in den Massen des Jupiter und Saturn 
und der Moglichkeit von Storungen durch unbekannte Planeten auBer diesen 
beiden unsicher war. Der Komet passierte das Perihel am 13. Marz und gab damit 
einen treffenden Beweis von dem Wert der Clairautschen Methoden. 

Die Theorie der Storungen der Planeten wurde von Euler begonnen, dessen 
Abhandlungen uber die gegenseitigen Storungen von Jupiter und Saturn die Preise 
der franzosischen Akademie 1748 und 1752 erhielten. In diesen Abhandlungen 
wurde die erste analytische Darstellung der Methode der Parameteranderung ge
geben. Die Gleichungen waren nicht ganz allgemein, da er nicht die Elemente als 
samtlich gleichzeitig varia bel betrachtete. Die ersten Schritte in der Entwicklung 
der Storung~funktion wurden ebenfalls von Euler geliefert. 

Lagrange, dessen Beitrage zur Himmelsmechanik zu den glanzendsten ge
Mrten, schrieb seine erste Abhandlung 1766 uber die Storungen des Jupiter und 
Saturn. In seinem Werk entwickelte er die Methode der Parametervariation 
weiter und hinterlieB seine Endgleichungen, die indessen noch ungenau waren, 
weil er die groBen Achsen und die Epochen der Periheldurchgange bei der Ab
leitung der Gleichungen fUr die Anderungen als konstant betrachtete. Die Glei
chungen fUr die Neigung, Knoten und Perihellange, gerechnet vom Knoten aus, 
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waren volIkommen genau. In den Ausdriicken fiir die mittleren Langen der 
Planeten fanden sich Glieder, die der ersten und zweiten Potenz der Zeit propor
tional waren. Diese entstammten ganz den Unvollkommenheiten der Methode, da 
ihre wahre Form die der langperiodischen Glieder war, wie Laplace 1784 zeigte, 
indem er die Glieder der dritten Ordnung in den Exzentrizitaten in Rechnung zog. 
Die Methode der Variation der Parameter wurde 1782 zum ersten Male volIstandig 
von Lagrange in einer Preisabhandlung iiber die Storungen der Kometen ent
wickelt, die sich in elliptischen Bahnen bewegen. Bei weitem den ausgedehntesten 
Gebrauch dieser Methode machte Delauny, dessen Mondtheorie wesentlich eine 
lange Folge von Anwendungen des Verfahrens darstellt, wobei jeder Schritt in ihr 
ein Glied aus der Storungsfunktion entfernt. 

1773 legte Laplace seine erste Abhandlung der franzosischen Akademie der 
Wissenschaften vor. In ihr bewies er sein beriihmtes Theorem, daB bis zu den 
zweiten Potenzen der Exzentrizitaten die groBen Achsen und folglich die mittleren 
Bewegungen der Planeten keine sakularen Glieder haben. Dieses Theorem wurde 
von Lagrange 1774 und 1776 auf aIle Potenzen der Exzentrizitaten und des Sinus 
des Winkels der gegenseitigen Neigung, fiir Storungen der ersten Ordnung in bezug 
auf die Massen ausgedehnt. Poisson wies 1809 nach, daB die groBen Achsen keine 
rein sakularen Glieder in den Storungen der zweiten Ordnung in bezug auf die 
Massen besitzen. Haretu zeigte in seiner Dissertation, Sorbonne 1878, daB in den 
Ausdriicken fiir die groBen Achsen in den Gliedern von der dritten Ordnung in 
bezug auf die Massen sakulare Anderungen auftreten. In Band XIX der A nnales de 
l'Observatoire de Paris betrachtete E gin i tis Glieder noch hoherer Ordnung in den 
Massen. 

Lagrange begann 1774 das Studium der sakularen Glieder und fiihrte die 
Variablen h, l, P und q ein. Die Untersuchungen wurden von Lagrange und 
Laplace ausgefiihrt, wobei jeder die Arbeit des anderen erganzte und weiter
fiihrte, bis 1784 ihr Werk durch Laplaces Entdeckung seiner beriihmten Glei
chungen 

vervolIstandigt wurde. 

I 2'rninialei2 = C, 
J=l 

n 

~'minial tg2ii = C' 
j=1 

Diese Gleichungen wurden abgeleitet unter ausschlieBlicher Benutzung der 
linearen Glieder in den Differentialgleichungen. Leverrier, Hill u. a. haben die 
Arbeit durch Methoden sukzessiver Annaherungen bis zu Gliedern hoheren Grades 
erweitert. Newcomb (Smithsonian Contributions to Science, vol. XXI, 1876) 
hat die weiter reichenden Ergebnisse sieher gestelIt, daB es moglich ist, im Falle 
der Storungen der Planeten, die Elemente durch rein periodische Funktionen der 
Zeit darzustelIen, welehe den Differentialgleichungen der Bewegung formal ge
niigen. Wenn diese Reihen konvergent sind, so ist die Stabilitat des Sonnensystems 
sicher gestellt; doch hat Poincare gezeigt, daB sie im allgemeinen divergieren 
(Les Methodes Nouvelles de la Mecanique Celeste, chap. IX). Lindste d t und 
Gyldilll haben auch die Integration der Bewegungsgleichungen von n Korpern 
in periodischen Reihen, die jedoch im allgemeinen divergieren, bewerkstelligt. 

GauB, Airy, Adams, Leverrier, Hansen und viele andere lieferten 
wichtige Beitrage zur Theorie der Planeten in einigen von ihren vielen Betrach
tungsmoglichkeiten. Adams und Leverrier sind dadurch beachtenswert, daB 
sie die Existenz lmd scheinbare Lage des Neptun aus den unerklarten Unregel-
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miWigkeiten in der Uranusbewegung voraussagten. Mehr in neuerer Zeit wandte 
Poincare seine Aufmerksamkeit der Himmelsmechanik zu und veroffentlichte 
eine Preisabhandlung in den Acta Mathematica, Bd. XIII. Diese Abhandlung 
wurde erweitert und in Buchform veroffentlicht unter dem Titel Les Methodes 
Nouvelles de la Meoonique Celeste. Poincare verwendete fUr das Problem die 
samtlichen Hilfsmittel der modemen Mathematik mit unerreichtem Genie. Die 
Untersucqung enthiilt einen solchen Reichtum an !deen, und er erdachte Methoden 
von Bolch ungeheurer Tragweite, daJ3 der Gegenstand in theoretischer Hinsicht 
unter seiner Hand vollkommen umgestaltet wurde. Es besteht kein Zweifel, daJ3 
fUr die nachsten fiinfzig Jahre ein groJ3er Teil der Arbeit darin bestehen wird, 
seine Verfahren zu erweitern und anzuwenden. 

FUr Studienzwecke empfehlen wir die folgenden Werke: 
Laplace, Mecanique Celeste, welche praktisch alles enthiUt, was von der Him

melsmechanik in der Zeit, wo sie geschrieben wurde (1799 -1805), bekannt war. 
Uber die Variation der Parameter: Annales de !'Observatoire de Paris, vol. I; 

Tisserand, Mecanique Celeste, vol. I.; Brown, Lunar Theory; Dziobek, 
Planeten-Bewegungen. 

Uber die Entwicklung der Storungsfunktion: Annales de !'Observatoire de Paris, 
vol. I; Tisserand, Mecanique Celeste, vol. I; Hansen, Entwicklung des Produkts 
cinar Potenz des Radius-Vektors mit dem Sinus oder Kosinus cines Vielfachen der 
wahren Anomalie; usw., Abh. d. K. Sachs. Ges. zu Leipzig, Bd. II; Newcomb, Ab
handlung iiber die allgemeinen Integrale der Planetenbewegung; Poincare, Les 
Methodes Nouvelles, vol. I, chap. VI. 

Uber die Stabilitat des Sonnensystems: Tisserand, Meoonique Celeste, vol. I, 
chaps. XI, XXV, XXVI und vol. IV, chap. XXVI; Gylden, TraiM Analytique 
des Orbites absolues, vol. I; Newcomb, Smithsonian Cont., vol. XXI; Poincare, 
Les Methodes Nouvelles de la Mecanique Celeste, vol. II, chap. X. 

Uber den Gegenstand der Himmelsmechanik als Ganzes kann kein Werk besser 
empfohlen werden, als das von Tisserand, welches im Besitz eines jeden sein sollte, 
der diesem Gegenstand besonderes Interesse entgegenbringt. Ein anderes beach
tenswertes Werk ist Charlier, Mechanik des Himmels, welches, abgesehen von 
seinem hohem Niveau der Darstellung, durch seine besonderen Untersuchungen 
tiber periodische Losungen des Dreikorperproblems unerreicht ist. 
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GrundriB der Astrophysik 
Eine allgemein-verstandliche Einfiihrung in den Stand unserer 

Kenntnisse tiber die physische Beschaffenheit der Himmelskorper. 

Von Prof. Dr. K. Graff 
Observator der Hamburger Sternwarte in Bergedorf 

Mit zahlreichen Tafeln und Textabbildungen. CU. d. Pro 1927.] 

E rscheint 2uniichst in 3 gehe/teten Teilen: 
I. Die wissenschaftlichen Grnndlagen del' astrophysikalischen Forschung. 
[Erschez'nt juli I927.] II. Die Weltkdrper des Sonnensystems. Ill. iJie 

Fixsteme, Nebelflecke und Stemhaufen. 
Del' Bezug des ersten Tells verpflichtet 2ur Abnahme des zweiten und 

dritten Teils. 
Dieser "GrundriB der Astrophysik" tritt ktinftighin an die Stelle weiterer 

Auflagen der von Scheiner 1908 verfaBten "Popularen Astrophysik" und 
will, wie dieses allgemein bekannte Werk, zur Verbreitung von Kenntnissen 
tiber Zie1e und Aufgaben der beschreibenden Himmelskunde beitragen. In 
seinen drei Hauptteilen behandelt das Buch die wissenschaftlichen Grund· 
lagen der astrophysikalischen Forschung, die Weltkiirper des Sonnensystems 
sowie die Fixsterne, Nebelflecke und Sternhaufen. Bei aller Einfachheit 
der Darstellung sind die wissenschaftlichen Gesichtspunkte noch mehr als 
bei Scheiner tiberall klar herausgearbeitet, so daB ein sicherer Ftihrer durch 
die neuzeitlichen astrophysikalischen Forschungsverfahren und deren Er
gebnisse geboten wird. Die zahlreichen Abbildungen, Diagramme und 
Zahlentafeln, aber auch der sorgfaltige Literaturnachweis werden jedem 
Benutzer willkommen sein. 

Astronomie 
Unter Mitarbeit hervorragender Fachgelehrter herausgegeben von 

Geh. Reg.-Rat Dr. J. Hartmann 
Professor an der Universitat Gottingen 

Mit 44 Abb. im Text und 8 Tafeln. [VIII u. 638 S.] Lex. 8. 1921. 

(Die Kultur der Gegenwart herausgeg. von Prof. P. Ht'nneberg, Berlin. 
Teil III, Abt. III, Bd. 3.) 

Geh . .7l.Jt 25.-, geb . .7l.J( 28.-, in Halbleder .7l.Jt 33.-
Inhalt: Die Entwicklung des astronomischen Weltbildes im Zusammen· 

hang mit Religion und Philo sophie : F. Boll / Die Zeitrechnung: F. K. Ginzel / 
Zeitmessung: j. Hartmann / Astronomische Ortsbestimmung: L. Ambronn I 
Erweiterung des Raumbegriffs: A. v. Flotow / Mechanische Theorie des 
Planetensystems: j. von Hepperger I Physische Erforschung des Planeten· 
systems: K. Graff I Physik der Sonne: E. Pringsheim I Physik der Fix· 
sterne: P. Guthnick / Das Sternsystem: H. Kobold / Die Beziehungen der 
Astronomie zu Kunst und Technik: L.Ambronn/Die Gravitation: S.Oppenheim. 

"Ein wabrbaft grollartiges Werk, das durcb Zusammenarbeit einer Anzabl Spezialforscber 
eotstanden ist. Es gibt einen Querscbnitt durcb die Kenntnisse der Gegenwart, so vollstandig 
und zuverUissig, wie nur moglich, so daB jeder, der sich mit den Problemen und Ergebnissen 
der modemen astronomiscben uod astropbysikaliscben Forscbung befallt, bier alles Material 
beisammen tindet." (Naturwissenschaflllche Monatsschrifl.) 

Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 



Astronomie. (Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften mit 
EinschluB ihrer Anwendungen, Bd. VI, 2. Teil.) Redigiert von Geh. 
Rat Prof. Dr. K. Schwarzscht"fd, weil. Direktor des astrophysikalischen 
Observatoriums in Potsdam und Dr. S. Oppenheim, Prof. an der Univ. 
Wien. Abt. A. (Heft 1-8.) 1905/1923. Geh . . Jut 40.40, geb . • Jut 47-40 • 

Abt. B. (Heft 1-3) noch nicht abgeschlossen. 

In einzelnen Heften: 
Heft I. 1905. Jut 7.20. Heft 2. 1908. JUt 5.-. Heft 3. 1910. JUt 4.80. 

Heft 4. 1912. Ji.J( 3.60. Heft 5. 1912. Ji.J( 4.20. Heft 6. 1915. Ji.J( 5.40 . 

Heft 7. 1920. Ji.J( 3.20. Heft 8. 1923. .7l.J{ 7.-. B. Heft I. 1922• 
Ji.J( 9.-. Heft 2. 1926. Ji.J( 10.80. Heft 3. [In Vorbereitung 1927·J 

Astronomisches W6rterbuch. Von Dr. j. Weber, Leipzig. (Teubners 
kleine Fachwiirterbiicher.) [In Vorbereitung 1927.] 

Enthalt alles Wissenswerte aus deT gesamten Astronomie: der beschreibenden Astro
nomie, Astrometrie, Astrophysik, der spharischen Astronomie-Instrumentenkunde, der 
Chronologie, soweit sie auf der Astronomie fuBt. Die bedeutendsten Astronomen aller 
Zeiten und Lander sind mit kunen Angaben liber ihr Leben und ibre Leistungen auf
genommeo. 

Stellarastronomie. Von Dr. H. Kobo/d, Prof. a. d. Univ. Kiel. [III und 
133 S.] 4°. 1926. (Sonderausgabe aus der Encyklopadie der mathema
tischen Wissenschaften.) Geh. Ji.J( 5.80 

Seit der Begriindung stelIarastronomischer Forschung durch W. Herschel ist durch 
das Zusammenwirken zahlreicher Mitarbeiter ein aui3erst wertvolles Material entwickelt und 
in den letzten J ahrzehnten durch wichtige Entdeckungen wesentlich gefordert worden. Die 
vorliegende Arbeit gibt nach einer Darlegung der fUr das Eindringen in die Gesetze des 
U niversums heute zur VerfUgung stehenden Wege eine iibersicbtliche Zusammenstellung 
der Beobachtungsergebnisse und eine zuaammenhangende Darstellung und Diskussion der 
Schllisse und Theorien, die auf dem Material aufgehaut sind. 

Astronomisches Weltbild im Wandel der Zeit. Von Dr. S. Oppen
helm, Prof. an der Universitat Wien. I. Teil: Vom Altertum bis zur 
Neuzeit. 3. Aufl. Mit 18 Abbildungen im Text. [136 Seiten.J 8. 1920. 
II. Teil: Moderne Astronomie. 2. Aufl. Mit 9 Figuren im Text und 1 Tafel. 
[130 S.] 8. 1920. (Aus Natur und Geisteswelt Bd. 444/45.) Geb. je Ji.J( 2.-

1m ersten Teite wird die Entwicklung dcr Vorstellungen tiber das astronomische 
Weltbild von den Anfangen astronomischer Forschung bis zur modernen Zeit dargestellt, 
im zweiten werden die mehr mathematischen Probleme der Astronomie (Bewegung der 
Planeten, Monde und Kometen, Bestimmung der Gestalt der Himmelskorper, Verteilung 
und Bewegung der Fixsterne) erortert. 

Weltentstehung in Sage und Wissenschaft. Von Dr. K. Ziegler, 
Prof. an der Universitat Greifswald und Dr. S. Oppenheim, Prof. an der 
Universitat Wien. Mit 4 Figuren im Text. [127 S.] 8. 1925. (Aus 
Natur und Geisteswelt Bd. 719.) Geb. Ji.J( 2.-

Der sagengeschichtliche Teil hehandelt aus den Weltschopfungssagen aller VOlker 
die wichtigsten unter besonderer Beriicksichtigung der Sagen un sereS Kulturkreises. Bei 
der Betrachtung der wissenschaftlichen Deutung der Kosmogonie trennt Oppenheim streng 
die wissenschaftlichen Behandlungen einzelner Gebiete von den allgemeinen Hypothesen, 
deren weltanschauliche Bedingtheit nachgewiesen wird. 

Weltuntergang in Sage und Wissenschaft. Von Dr. K. Ziegler, 
Prof. an der Univ. Greifswald u. Dr. S. Oppenheim, Prof. an der Univ. Wien. 
[122 S.] 8. 1921. (Aus Nlttur und Geisteswelt Bd. 720.) Geb. Ji.J( 2.-

Das Bandchen herichtet in seinem ersten Teil Uber die Weltuntergangsmythen der 
VOlker der Erde und gibt im zweiten Teile ein Eitd davon, wie weit heute die Wissen· 
schaft die Frage nach dem "Untergang der WeItH beantworten kann, sowohl hinsicht· 
lich des Sonnen systems als des Fixsternsystems, zuletzt die Frage des "allgemeinen 
Warmetodes" erorternd. 
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Mathematische StreifzUge durch die Geschichte der Astronomie. 
Von Dr. P. Klrchberger. Mit 22 Fig. im Text. [IV u. 54 S.] kl. 8. 1921. 
(Math .. Phys. Bib!. Bd. 40.) Kart. -YUt 1.20 

Gibt einen kurzen AbrUS der Sternkunde von den altesten Zeiten bis zur unmittel· 
baren Gegenwart, indem es einzelne astronomische Probleme einer elementaren mathe~ 
matischen Behandlung zuganglich macht, deren Auswahl teiIs na.ch historisch astronomischen 
Gesichtspunkten, teils nach mathematiscben erfolgt ist. 

Thermodynamik der Himmelsk6rper. Von Dr. R. Emden, Prof. an 
der Techn. Hochschule, Miinchen. [III u. 159 s.] 4°. 1926. (Sonder. 
ausgabe aus der Encyklopiidie der mathematischen Wissenschaften.) 
Geh. .7l.Jt 6-40 

Bei der Bedeutung, welche der Temperatur in den Problemen der Astropbysik heute 
zukommt, dlirfte diese zunachst fur die Eney klopadie der mathematischen Wissenschaften 
bestimmte Abhandlung auch das Interesse weiterer Kreise findf"D. Die Schrift bietet 
eine moglichst vollstandlge und iibersichtliche Darstellung der theoretiscben Grundlagen 
uud Anwendungsmoglicbkeiten einer Thermodynamik der Himmelskorper und laBt iiber
all die kausalen Zusammenhange klar hervortreten. 

Die Planeten. Von Dr. B. Peter, weil. Prof. a. d. Universitat Leipzig. 
2. Auf!. , durchges. von Dr. H. Naumann, Oberservator a. d. Universi
tiits·Sternwarte zu Leipzig. Mit 16 Fig. im Text. [125 S.] 8. 1920. (Aus 
Natur und Geisteswelt Ed. 240.) Geb . .7l.Jt 2.-

Behandelt nach den neuesten Forschungen an der Hand interessanter Abbildungen 
die einzelnen Korper des Planetensystems, ibre Erscheinungeu fur das unbewaffnete und 
bewaffnete Auge, ihre Bahnen, ihre physikalischen Eigenschaften sowie die sie begleiten
den Trabanten. 

Theorie der Planetenbewegung. Von Dr. P. Meth, Studienrat an der 
Herder·Schule in Eerlin·Westend. 2., umgearb. AufJage. Mit 14 Fig. im 
Text. [IV u. 54 S.] k!. 8. 1921. (Math .. Phys. Bib!. Bd. 8.) Kart . .7l.Jt 1.20 

Das Bandchen bietet unter Anwendung eines vereinfachten und anschaulicheren 
geometrischen Verfahrens in der N euauflage denen, die sich fUr Astronomie interessieren 
und sich spezieU mit den Problemen der Planetenhewegung heschaftigen, das notwendige 
matbematische Rustzeug dazu dar. 

Ober das System der Fixsteme. Aus populiiren Vortriigen. Von Geh. 
Rat Prof. Dr. K. Schwarzschild, wei!. Dir. des astrophysikalischen Ob· 
servatoriums zu Potsdam. 2. Auf!. Mit 13 Textfiguren. [44 S.] gr. 8. 
1916. (Urania·Vortriige, Heft I.) Geh . .7l.Jt 1.80 

U ••• hietet in glanzender Darstellung und Uberraschender Allgemeinverstandlichkeit eine 
Darstellung der besten uud wesentlichsten Fortschritte der modernen Astronomie." 

(Deutsche Warte.) 

Der Bau des Weltalls. Von Dr. J. Scheiner, wei!. Prof. am astrophysi. 
kalischen Observatorium zu Potsdam. 5. Auf!. bearb. von Dr. P. Guthnlck, 
Prof. an der Universitiit Berlin. Mit 28 Figuren im Text. [120 S.] 8. 
1920. (Aus Natur und Geisteswelt Bd. 24.) Geb . .7l.Jt 2.-

Das Bucb gibt ein anschaulicbes Bild de. Weltalls und rubrt den Leser in da. an 
Mannigfaltigkeit der Formen und raumlicher Ausdebnung ungebeure System der Fix· 
sterne als der Gesamtheit der unseren Sinnen zuganglichen Welt ein. 

Die Mechanik des Weltalls. Eine volkstiimliche Darstellung der 
Lebensarbeit Johannes Keplers, besonders st;iner Gesetze und Probleme. 
Von wei!. Direktor Dr. L. Gunther, Fiirstenwalde. Mit 13 Figuren, 
1 Tafel und vielen Tabellen. [XVI u. 156 S.] 8. 1909. Geb . .7l.Jt 3.40 

"Das Buch {Ubrt in ungemein anschaulicher 'Veile in den Geist und die Arbeits-
weise Kepler. ein." (Beibllitter zu den Annalen der Physik.) 
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Mathematische Himmelskunde. Von Prof. Dr. O. Knopf, Direktor 
der Universitats-Sternwarte zu Jena. Mit 30 Figuren im Text. [48 S.] 
kl.8. 1925. (Math .. Phys. Bibl. Bd. 63.) Kart..7l.Jt 1.20 

Das BlI.ndchen gibt eine knappe, fUr die Allgemeinheit und insbesondere den ScbUier 
bestimmte und durch Abbildungen veranschaulicbte Darstellung der Erscbeinungen des 
Sternhimmels und der filr seine Beobacbtungen zn berilcksichtigenden zeitlichen und 
ortlicben Umstll.nde, ferner der durch die scbeinbare Bewegung des Himmelsgewolbes 
und der Sonne ermoglichten Zeiteinteilung, als schlielllich anch der wichtigsten Probleme 
und Resultate der Himmelsmechanik. 

Mathematische Theorie der astronomischen Finsternisse. Von 
Prof. Dr. P. Sclewakn, weil. Dir. d. Urania in Berlin. Mit 20 Fig. [V u. 
128 S.] 8. 1910. (Slg. math.-phys. Lehrbiicher Bd. 8.) Kart . .7t..J( 3.80 

,.Die Darstellung ist elegant nnd leicht verstll.ndlich gebalten und wird durch ausfdbrlich 
durchgerechnete Beispiele nicht minder wirksam unterstiitzt wie durch die eingestreuten 
iiberaus anscbaulichen Figuren." (Archlv der Mathematik und Physik.) 

SphArische Trigonometrie zum Selbstunterricht. Von Geh. Studien
rat Dr. P. Crantz, wei!. Prof. am Askanischen Gymnasium in Berlin. 
Mit 27 Figuren im Text. [98 S.] 8. 1920. (Aus Natur und Geisteswelt 
Ed. 605.) Geb . .7t..J( 2.-

Bebandelt die besonderen Eigenscbaften des sphariscben Dreiecks, nnd seine An
wendungen in der Erd- nnd Himmelskunde an zahlreichen, ausfiibrlicb erkiarten Bei· 
spielen und Anfgaben. 

SphArische Trigonometrie, Kugelgeometrie in konstruktiver Be
handlung. Von L. Balser, Oberstudienrat an der Liebig-Oberreaischule, 
Darmstadt. Mit 22 Figuren. [52 S.] kl. 8. 1927. (Math.·Phys. Bibl. 
Bd. 69.) Kart..7t..J( 1.20 

An dem sehr gliicklicb gewiiblten Beispiel der Kngel alB Erd- und Himmelskngel 
wird der Leser in die verschiedenen Verfahren der darstellenden Geometrie planmiillig 
eingefUbrt und so auf zeicbnerischem Wege zn den Grundformeln der spbarischen Trigo
nometri.. bingeleitet, die auf wichtige praktiscbe Aufgaben angewandt werden. Den 
Schlull bildet die Polarecke mit Anwendungen. 

Astronomie in ihrer Bedeutung fUr das praktische Leben. Von 
Dr. A •• 'fEarcuse, Prof. an der Universitat Berlin. 2. Aufi. Mit 26 Abb. 
im Text. [109 S.] 8. 1919. (Aus Natur und Geisteswelt Bd. 378.) 
Geb . .7l.Jt 2.-

Behandelt Wesen und Methoden der Ortsbestimmung bel Land-, See- und Luft
fabrten, ijffentlicben Zeitdienst und Kalenderwesen und die Beziehungen der Astronomie 
IU Meteorologie, Geographie, Verkebrawesen und Medizin. 

Praktische Astronomie. Geographische Orts· und Zeitbestimmung. Von 
V. Tleeimer, Adjunkt an der Montanistischen Hochschule zu Leoben. 
Mit 62 Figuren. [IV und 127 S.] gr. 8. 1921. (Teubners technische 
Leitfaden Bd. 13.) Kart . .7l.Jt 3.40 

Bietet eine ebenso knappe wie klare Darstellung der spbiirischen Astronomie, ala 
Hilfswissenscbaft eines tecbniscben Studinma. Mit besonderer Griindlichkeit werden die 
Korrektionen bebandelt, da ohne ibr voiles Verstll.ndnis die Losung astronomiscber Auf
gaben undenkbar ist. 

Beobachtung des Himmels mit einfachen Instrumenten. Von 
F. Ruscle, Studienrat am Gymnasium in Dillenburg. 2. Aufi. Mit 6 Abb. 
[II u. 5 [ S.] kl. 8. 1919. (Math .. Phys. Bib!. Bd. 14.) Kart • .7t.Jt 1.20 

Daa Bindchen gibt nach einer Besprechung von Fernrohr, Priamenglas und photo
graphiachem Apparat, ibrer Febler und ibrer Bedeutung f'dr die astronomiscbe Forschung 
eine Anleitung zu erfolgrt'icbem. wissenachaltlicbem Beobachten von FixBternen, Sonne, 
Planeten und Mond. 
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