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从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量
采用了翻译过来的苏联数学教材． 这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才 ． 到了60年代，国内开始
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留
着苏联教材的影响同时，一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外
读物继续发挥着作用 ． 客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的 ．

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材， 大
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益但在很长一段时间中，尽管苏联的数
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜， 不能不说是一
个很大的缺憾

事情终千出现了一个转折的契机．今年初在由中国数学会、中国工业与应用数
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一

些数学教材组织翻译出版这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社
的高度重视会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情
况的专家座谈讨论，大家一致认为：在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助千扩大
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要《俄罗斯数
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组
织出版的
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经过认真选题并精心翻译校订 ， 本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材有大学基础课程的教材也有适合大学
高年级学生及研究生使用的教学用书．有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版，
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴．这一教材系列的出版，将中俄数学教
学之间中断多年的链条重新连接起来 ， 对推动我国数学课程设置和教学内容的改革 ，

对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影
响尤疑值得庆贺，特为之序

李大潜
2005年10月



编者的话

格里戈里 米哈伊洛维奇 菲赫金哥尔茨的《微积分学教程》是一部卓越的科
学与教育著作，善多次再版， 并被翻译成多种文字．《教程》包含实际材料之丰富，诸
多一般定理在几何学、代数学、力学、物理学和技术领域的各种应用之众多 ， 在同类

教材中尚无出其右者很多现代著名数学家都提到 ， 正是f'. M菲赫金哥尔茨的《教

程》使他们在大学时代培养起了对数学分析的兴趣和热爱 ， 让他们能够第一次清晰
地理解这门课程

从《教程》第一版间世至今已有50年，其内容却并未过时，现在仍被综合大学

以及技术和师范院校的学生像以前那样作为数学分析和高等数学的基本教材之一使
用不仅如此，尽管出现了新的一批优秀教材，但自「M菲赫金哥尔茨的《教程》
问世起 ， 其读者群就一直不断扩大 ， 现存还包括许多数理特长中学（译注：在俄罗斯，
除了类似中国的以外语、音乐为特长的中学，还有以数学与物理学为重点培养方向
的中学 ， 其教学大纲包括更多更深的数学与物理学内容，学生则要经过特别的选拔）
的学生和参加工程师数学进修培训课程的学员．

《教程》所独有的一些特点是其需求最大的原因《教程》所包括的主要理论内
容是在20世纪初最后形成的现代数学分析的经典部分（不含测度论和一般栠合论）
数学分析的这一部分在综合大学的一 、二年级讲授，也（全部或大部分）包括在所有
技术和师范院校的教学大纲中 《教程》第一卷包括实变一元与多元微分学及其基
本应用第二卷研究黎曼积分理论与级数理论 ， 第三卷研究多重积分、曲线积分、曲
面积分、斯蒂尔吉斯积分、傅里叶级数与傅里叶变换

《教程》的主要特点之一是含有大最例题与应用实例，正如前文所说，通常这些
内容非常有趣其中的一部分在其他俄文文献中是根本没有的
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另外一个重要特点是材料的叙述通俗、详细和准确．尽管《教程》的篇幅巨大，
但这并不妨碍对本书的掌握．恰恰相反，这使作者有可能把足够多的注意力放在新
定义的论证和问题的提法，基本定理的详尽而细致的证明，以及能使读者更容易理
解本课程的其他方面上每个教师都知道，同时做到叙述的清晰性和严格性一般是
很困难的（后者的欠缺将导致数学事实的扭曲）．格里戈里·米哈伊洛维奇·菲赫金
哥尔茨的非凡的教学才能使他在整个《教程》中给出了解决上述问题的大址实例，这
与其他一些因素一起，使《教程》成为初登讲台的教师的不可替代的范例和高等数学
教学法专家们的研究对象

《教程》还有一个特点是极少使用集合论的任何内容（包括记号），同时保持了
叙述的全部严格性． 整体上，就像50年前那样，这个方法使很大一部分读者更容易
初步掌握本课程

在我们向读者推出的r.M. 菲赫金哥尔茨的新版 《教程》中，改正了在前几版
中发现的一些印刷错误．此外，新版在读者可能产生某些不便的地方增补了（为数不
多的） 一些简短的注释，例如当作者所使用的术语或说法与现在最通用的表述有所
不同时，就会给出注释新版的编辑对注释的内容承担全部责任．

编者对E.M. 马卡罗夫教授表示深深的谢意，他阅读了所有注释的内容并提出
了很多有价值的意见．还要感谢国立圣彼得堡大学数学力学系数学分析教研室的所
有工作人员，他们与本文作者一起讨论了与《教程》前几版的内容和新版的设想有关
的各种问题

编辑部预先感谢所有那些希望通过自己的意见来协助进一步提高出版质最的读
者．

A.A弗洛连斯基
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第八章 原 函 数 （不定积分）

§ 1 .  不定积分与 它 的计算 的最简单方法

263. 原 函 数 （即 不定积分） 的概念 在科学与技术的许多问题 中 ， 我们所需要
的不是 由 给定的函数求它 的导数 ， 相反地 是要由 一个 函数的巳 知导数还原出这 个
函数 在第 9 1 目 中 假定已 知运动的方程 s = .s (t ) ,  即是 ， 路程随时间而变化的变化

ds dv 
规律 我们用微分法先得 出 了 速度 V = — 饮后找出加速度 a = — 但实际上 时常

dt dt 
需要解决反面的问题，给定加速度 a 是 时 间 t 的 函 数 a = a(t) , 要求确 定速度 v 与 所
经路程 s 依赖 于 t 的 关 系 这样， 就需要 由 函数 a = a(t) 还原 出 一个 函数 V = v(t) , 
它的导数就是 a, 然后， 知 道 了 函数 v, 再求一个 函数 s = s (t) , 而它的导数就是 v

我们给 出 下 面的定义，

如果在给定 的 整个 区 间 上，f(x) 是 函 数 F(x) 的 导数， 或 f(x)dx 是 F(x) 的微分

F'(x)  = J (x) 或 dF(x) = f(x)dxCD 

那 么 ， 在所给定的 区 间 上， 函 数 F (x) 叫 做 J(x) 的 原 函 数或 f (x) 的 积 分

求一个 函数的所有的原 函数， 叫 做求积分 ， 这是积分 学的问题 之一， 可以看 出 ，

这是微分学基本问题 的反面问题35)

＠ 在这情形下也可说函 数 F(x) 是微分表达式 J(x)dx 的原函数 （或积分）

35) 关于词 ＂积分＂ 的起源参看 294 目 的第二个脚注 ， 在积分学中系统地应用某些名词术语 ， 其 中
都含有词 ＂积分' : "不定积分” 、 “定积分＼ “反常积分＂ 等等 与这些名词术语相应的数学概念以 及
由 其来源得 出 的问题在今后将仔细 予 以研究（此处及今后 带序码的 脚，王是编者，王）
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定理 如果在 某 一 个 区 1司 X ( 有 限的 或 无 穷 的 ， 闭 的 或 非 闭 的 ） 上 ， 函数 F(x) 是
f (x) 的 一 个 原 函 数 那 么 ， 函 数 F(x) + C 也是 f (x) 的 原 函数 ， 其 中 C 是任惫 常数
反过 来说， 在 区 1司 X 上 J(x) 的 每一 个原 函 数 可表示成这种 形 式

证明 只要限于 X 是有 限 闭 区间 [a, b] 的情形就够 了

证明 F (x) 与 F(x) + C 同是 f(x) 的原 函 数， 这个情形是十分明显的， 因 为

[F(x) + C] ' = F'(x) = f (x)  

现在设 q:,(x) 是函数 f (x) 的任何一个原 函数 ， 于是在 区间 [a, b] 上

q:,'(x) = f位）

因 为 函数 F(x) 与 q:, (x) 在所考虑的区间上有相 同的导数， 所以它们 只相差一个常数
[131 推论］

q:,(x)  = F(x) + C, 

这就是所要证 明 的
由 这定理推知 ， 为要知道给定函数 f位）的所有的原 函数， 只要求出 它的一个原

函数 F(x) 就够 了 ， 因 为它们彼此之间只差一个常数项
由 此表达式 F(x) + C 是导数力 J(x) 或微分为 ，f (x)dx 的 函 数的 一般形状 ， 其

中 C 是任意常数 这表达式称为 J(x) 的不定积分， 用 记号

J J(x)dx 

来表不 36) , 这个记号中巳 暗含有任意常数 乘积 f (x)dx 称为被积表达式， 函数 J(x)
称为被积 函 数

例题 设 f (x) = X气 不难看出 ， 这 个 函数的不定积分是

J产dx = — + c. 
3 

这很容易用反面的演算 微分法 － 来验证

我们 提醒读者注意 ， 在 “积分＇ 记号 J 下写的是所要求原 函数的微分 ， 而不是导
数（在我们的例题 里是 x2dx, 而不是 产） 以后在 294 目 中将要阐 明 ， 这样的记法是
有历史根据 的， 而且它还表现着许多优点 ， 因 而保 留 它是十分合理的

36) 这样一来 ， 可 以 说符号 J J(x)dx 是在某个区 间 上 的 函 数 J位） 标准原 函数的表示 可 以有不定
积分概念的另 外的解释 （同样是十分通行的）， 这种韶释是 符号 j了(x)dx 看作是函数 J(x) 的所
有原函数的集合 与此相应 ， 等式 J f (x)dx = F(x) + C 这时应看成是更为复杂的记法 f f(x)dx = 
{F (x) + C : C E  R} 的简化形式， 与不定积分有关的粗本公式这时解释为集合的等式 因 此在课文
中证明 的有关不定积分的关系式 ， 对符号 J J(x)dx 的这—种或另 一种韶释都保持其止确性 ， 读者
原则上可持其 中 任—种看法
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从不定积分的定 义直接推出下 列 的一些性质
1. d J f (x)dx = f (x)dx ,  

即是，记号 d 与 J , 当 前者 位 于后 者 的 前 面 时， 可互相 消 去

2 因为 F(x) 是函数 F' (x) 的一个原 函数， 我们有

J尸 (x)dx = F(x) + C, 

这式子可 以 改写为
/ dF(x) = F '.J/' + C 

由 此可见在 F(.1:) 言 面 的 记 号 d 与 J 当 d 在 「 后 面 的 时候 ， 也可把它 们 消 去
但 必 须 在 F(工） 后 加上 一 个任噫常数

回 到我们 一开始就提出来的那个力 学问题上 现在我们可以写

v = .I a(t)dt 

s = f v(t)dt . 

为了 明 确起见， 假定我们要讨论的运动是等加速运动， 例如 ， 在重力作用下 的运动， 这

时 a = g(沿铅垂线向 下 的 方 向 为正方向），并且， 不难了解

V = J gdt = gt +  C 

我们得到 了 速度 v 的表达式 在这表达式 中 ， 除时间 t 外 ， 还包含有一个任庖常
数 C 在同一时刻 对于不同的 C 的值，我们将得到速度的不 同 的值 因 此 对于 问
题的完全解决， 我们 巳有的数据是不够的 为要得出问题的完 全确定的解决 ， 需要知
道在某一 时刻速度的数值才够 例如 ， 设 已 知在 t = t。 时速度 v = vo ; 我们把这些值
代入所求得的速度的表达式中

vo = gto + C, 

由 此
C = vo — gto ,  

现在我们的韶就有 了 完 全确定的形状

v = g(t - to ) + vo 

其次，我们求得路程 s 的表达式

s = j [g (t - to ) + vo]dt = �g(t - to ) 2 + vo (t - t0) + C1 
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（用微分法容易验证， 原 函数可以取这样的形式） 例 如 ， 假定在 t = t。 时路程 s = so 
给定，我们就可以确定新的未知常数 C'; 求得 C' = so 之后， 我们便可以写出解的最

后的形状

s = 2g(t - t护 + vo (t — to ) + so 

习惯上称值 to, so , vo 为量 t, s 与 v 的初始值

我们知道， 函数 y = F(x) 的导数给出对
应 图形的切线的斜率 因此 ， 可以这样来韶释
求给定函数 f (x) 的原 函数 F (x) 的问题要找
出 一条 曲 线 y = F(x) , 使 它 的 切线斜率适合
给定的 变化规律

tg CY = f(x) . 。 X。 X 

如 果 y = F(x) 是这些 曲 线之一 ， 那 么 ，

只 需把它顺着 y 轴作简单的平移， 便可以得
到 所有其余的曲线（移动的距离 C 是任意的

图 1) 为要从这族曲线得出一条个别的曲线， 只需给出（举例来说）这 曲 线应 当 通过
的一点 (xo , Yo) 就够了， 初始条件yo = F (xo)  + C 就给出 C = Yo — F (xo) 

图 1

264. 积分与面积定义 问题 把原 函数解释作曲线图形的面积是更为重要的 因
为在历史上原 函数概念与 面积 的确定有极其紧密的联 系 所 以 我们就在这儿来讲述
这个问 题 （这儿只利用平面图形曰 面积 门 直冗 BJ表示 而把这个 问题的精确提法 留

到第十章去讲）

设给定 在 区 间 [n , o] 上 只 取正 或非负 丿 值的连

续 函 数 Y = J(x) 考 志 限 制 在曲 线 Y = J(x) 下 ，

x 轴上及两纵尘标线 X = a 与 :r = b 之间的图形

ABCD(图 2) 我 们 把这类图形叫 做 曲 边梯 形 想

要确定 这 图形 的 面 积 P 的 值 我们 研究 变 动 图形
X AMND 的面积的性质 这变动 图形包含在开始纵

坐标线 x = a 以及跟 区 间 [c, b] 上任意选出的 x 值
相对应的纵坐标线之间 当 x 改变 时 ， 这个面积将

随之而变 并且对应千每— x 有它的一个完全确定的值 ， 于是曲线梯形 AMND 的
面积是 x 的某一 函数， 我们用 P(x) 表示它

我们 首先提出求 函数 P(x) 的导数的问题 为 了 这个目的， 我们给 x 添上某一个

（ 比方说 正的）改变量 6.x ; 此时面积 P(x) 将获得改变量 '6.P

以 m 及 M 分别表示在区 间 [x, x +  6.x] 上 函数 f (x) 的最小值与最大值 [84] 并

y
 

D
 P(x) 

a
 

A-
T

 。

c
 

图 2
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将面积 �p 与底为 �x, 高为 m 及 M 的矩形的面积加 以 比较 显然

m�x < �p < M�x, 

由 此
�p 

m < 一
�x < M. 

如果 �x ---+ 0, 那 么 ， 由 千连续性， m 与 M 趋于 f(x) , 因 而

�p 
P' (x) = lim = f (x) . 

6x---->O �x 

这样 ， 我们就得到 一个有名的定理 （通常叫做牛顿－莱布尼茨定理）<D: 变 动 面 积
P(x) 对有 限 的 横 坐标 x 的 导数等 于 有 限的 纵坐标 Y = f (x) . 

换旬话说 变 动 面 积 P(x) 是给定 函 数 y = f (x) 的 原 函 数 由 于 当 X = a 时这

个原函数变为 0 这一特点， 使得它与原 函数族中其他的原函数有所不 同 因此 ， 如果
已知函数 J(x) 的任何一 个原函数 F(衅 则按前一目中的定理就有

P(x) = F(x) + C, 

那 么 ， 令 X = a, 就容易定出常数 C

0 = F(a )  + C 于是 C = - F(a) 

最后

P(x) = F(x)  - F(a) 

特别地 要求得整个曲边梯形 ABCD 的面积 P, 需

要取 X = b: y
 

P = F(b) — F(a) . 

作为例子 ， 我们求界限在抛物线 y = a产 下 ， x 轴
上及对应千给定横坐标 x 的纵坐标之间的 图形的面积
P(x) ( 图 3) ; 因为抛物线交 x 轴 于坐标轴的原点， 所 以 ，

在这儿 x 的开始值为 0. 容易找出函数 J(x) = a沪 的原

函数 F(x) = 
a沪 、 ，，

3 
． 当 x = O 时这个函数恰好变为 0, 所

以
ax 3 

P(x) = F(x) = — = —  xy 
3 3 图 3

［ 比较 32, 4)] 

由 于在计算积分与求平面图形的面积之间有联系， 通常习惯于把积分计算本身
叫作求积

© 其实 这个定理 -- 虽然是在另 一种形式里 已为牛顿的老师 巴洛 (Is.Barow) 发表过了



6
 

第八章 原 函数 （不定积分） [265) 

为了把以上所讲的全部事实推广到也取负值的函数的情形， 只要约定把图形中
伲于 x 轴 下 面 那一部分的面积的值算为 负 值就行了

这样， 在 区 间 [a, b] 上不管怎样的连续函数 J(x) , 读者总可以把它的原 函数想象
叹给定函数的图形所划出的变动面积的形式 可是， 把 这个几何的解释就认为是原
函数存在性的证明 当然是不可以的 因为面积概念本身还没有根据

在下章 [305] 中， 我们可以对下面的重要事实给出严格的并且纯粹分析的证明
这个事实就是 在给定 区 间 上的 每 个连续 函 数 J(x) 都有在 这 区 间 上的 原 函数 这个

断言我们现在就加以采用

在本章中我们 只讲连续函数的原 函数 如果实际给出的函数有间断点， 那么 我
们将只在它连续的区间上考虑它 因此， 承认了 上述断言之后 ， 我们就无需每次预先
讲明积分是否存在：我们 所考虑的积分 总是存在的．

265. 基本积分表 由 微分学中的每个公式， 这公式建立着某一函数 F(x) 的导
数是 f(x) , 可以直接 导 出 相 当的积分学中的公式

I f(x)dx = F(x) + c37) _ 

现在选出第 95 目中计算初等函数的导数的那些公式， 也选出后来 （对千双 曲 函数）
推出的一些公式 就可作出下面的积分表

1. J O · dx = C. 

2 . . J 1 · dx = f dx = x + C 
正+1

3. I 研dx = + C (µ=/- - 1 ) .  
µ + 1  
. dx 

4. J -dx = J — = ln lx l + C 

5 . I dx = J 心
1 + 芷 1 + x2 = arctg x + C. 

6 . I dx = J dx 
= arcs1n x vT=x2 vT=x2 

+ c. 
ax 

7. I 矿dx = - + C. 
In a 

J 产dx = ex + C. 

8 .  J sin xdx = - cos x + C. 

9. J cos xdx = sin x + C. 

10. f l 
dx = [ 气 = -ctg x + C. 

sin2 x · sin 
1 dx

x 
u . I 心 = J = tg x +  C 

cos2 x COS X 
12. J sh xdx = ch x + C. 

1 3 . J ch xdx = sh x + C. 

37)类似的记法 中总是假设 函数 f(x) 考虑为在某个 （位于其定义域 内 的 ） 区间上
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14. f dx = —cth x + C · sh2 x 
15 『 dx = th x + C. 

ch2 x 
关千公式 4 ' 我们 要作一点说明 它是应用在不包含零的任何 区间上 的 实际上， 如
果这个 区间在零的右方， 就有 X > 0, 而 由 已知的微分公式 [ln x『 = - 即可直接推出

X 

！ 空 = ln x + C. 

如果 区间在零的左方， 就有 X < 0, 那么， 用儆分法容易证实 [!n(-x)] ' = - ,  由 此
X 

I 空 = ln(—x) + C  

合并这两个公式就得公式 438)

用积分法则 ， 还可以将上面 所得到的积分表的范 围加以扩充

266. 最简单的积分法则 I 若 a 是常数 (a i- 0) , 则

J a · J(x) dx = a · J f(x)dx 

实际上 ， 把右端的表达式取微分， 我们便得到 [105, I]

d[a · J J(x)dx] = a · d[j f(x)dx] = a · f (x)dx ,  

所以这个表达式是微分表达式 a · f(x)dx 的原函数， 而这正是肵要证明的． 因此， 常
数 因 子 可 以 拿到 积分记号 的 外 面 来 ．

II . .f [J(x) 土 g(x) ] dx = .[ J(x)dx 土 fg(x)dx
把右端的表达式取微分 [105, II] 

d[j f(x)dx 土 jg (x)dx] = d j f (x)dx 土 d j g(x)dx = [f(x) 士 g (x) ]dx;

所以 该表达式就是微分表达式 [f(x) 士 g (x) ]dx 的原函数， 这就是所要证 明 的 微分
式 的 和 （或差） 的 不 定积分， 等 于每个微分式各 自 积 分的和 （或差 ） ．

38) 作为对上述的补充 ， 我们指出 公式 1 — 15 中 的钓一个公式 ， 在 出 现于其 中 的被积函数的定义
域 内 的 任色 区 间 上 ， 都能使用， 同 时 ， 如果想要求出 任何一个函数在整个定义域上的所有原函数 ，

而定义域又不是区 间 时 ， 这些公式并非总是成立的 例如 函数 J(x) = - 定义在除去 o 外的所有实
数 的集合上 ［即 (-oo, 0) , (0, oo) 这两个 区 间 的并］ ， 在这个集合上 ， 函数

1 (x > 0) ,  
F(x) � I" 团 + sig"x, 其 中sign � { 0 (x � 0) ,  

— l ( x  < 0) 

是 f(x) 的一个原函数 ， 但是函数 F(x) 不可能表示为 ln lx l + c 的形式 ， 其 中 C 是任意实数 于是
并非 f(x) = - 在其定义域上所有原函数都可 以用公式 4 求 出 的
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附注 关于这两个公式， 我们要注意下面这一点 这两个公式中的每个不定积分

都包含一个任意常数项 这类等式应了解为等式左右两端之间 的差是一个常数 也

可 以从字面上来了解这些等式， 但这时所有 出 现于其中的积分之中有 一 个 积分不再

是任意原函数 这个积分中的积分常数， 在其他几个积分常数选定之后， 就被确定了

这个重要 的 附注， 在此后应当加 以注意

则

III 若 J f(t)dt = F(t) + C, 

1 
J f(ax + b)dx = — F(ax + b) + C' 

a 
实 际上， 所给的关系式相 当 千

d 
- F(t) = F'(t) = J(t) 
dt 

但如此 ， 则

于是

d 
- F (ax + b) = F' (ax + b) · a = a · f (ax + b) ,  
dx 

卢 [�
F(ax + b)] = f (ax + b) , 

1 
即是 ， - F(ax + b) 确是 函数 f(ax + b) 的一个原函 数

彝别时常遇到 的情形是 a = l 或 b = 0 , 这 时

J f(x + b)dx = F(x + b) + C1 , 

J f(ax)dx = ! · F (x) + C2 a 

［实 际上 ， 规则 III 是不定积分中换元法则 的极特别 的情形 关于换元法则 在下

面 2 68 目 就要讲到］

267. 例题 1) j(6x2 - 3x + 5)dx. 

利用规则 II 与 I(及公式 3,2) 我们有

J (6x2 - 3x + 5)dx = J 6x2dx - J 3xdx + J 5dx 

= 6  I沪dx - 3 / xdx + 5 / dx = 2x3 - 产 + 5x + C

2) 容易积分一般形状的多项式

J (aoxn + a1x九一 1 + ·  · · +  an-!X  + an )dx 

= ao J沪dx + a1 J xn-1 dx + · · · +  an-1 J xdx + an J dx 
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＝ 二X
n+l + 竺沪 + · · · + an- l x2 + anX + C n +  1 n 2 

3) 

J (2x
2 + l )3dx = J (8x

6 + l2x
4 + 6x

2 + l)dx 

＝ 享x
7 + 荎沪 + 2x

3 + x + C 

4) 

/ ( 1 + vx)4dx = / (1 + 4石 + 6x + 4x-/x + x2)dx 

= f dx + 4 J x 古 dx + 6 / xdx + 4 / x � dx + J x
2 dx 

8 立 2 8 5 1 3 = X + -X 2 + 3x + - X 歹 + - x + c. 
3 5 3 

5) 

1 2 1 1 = -x + -x - In x + - + C. 
6 3 X 

(II, I; 3, 2) 

（例题 2)

(II, I ; 3 , 2) 

I (x + 1���
2 — 3) dx = I 沪 + x:�

3x - 3 dx = I (扣 + i - i - 卢） dx 

= i J xdx + i J dx - J idx — J x-2dx 

(II, I; 3, 2, 4) 

6) 

J
(x — 勹 + vx) dx = J

xvx
ix

vxdx = J x t dx — J x 仓 dx

6 旦 6= -x 6 - -

13 7 x 百 + C. (II ; 3) 

现在给一些应用规则 III 的例题．
7) 

(a) / 二 = ln Ix - al + C. x - a 

(6) / (x �
x

a)k 
= J(x - a) -kdx = _/+ 1 (x - a) -k+1 + C 

(III; 4) 

= -
(k — l) (x - a)k-l + C  (k > 1) . (III; 3) 

8) 

(a) / sin mxdx = -』 cos mx + C
m 

(6) / cos mxdx = 』 sin mx + C 
m 

但） I e- 3
兀 dx = - 丛-3x

3 
+ C  

(m -=/ 0) (III; 8) 

(m -# 0) , 
）
、
�

9

7

 

.，

．'
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I
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I
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9) 

(a) / 
dx = I_ I 

dx . x _ = arcsm - + C ( 
罕 a 厂飞 2

J a 
a >  0) . 

( 6) / a2� 十勹 = 
� .! dx 1 芒

1 + ( 
x

) 
2 = ;arctg a + C (a > 0) . 

a 
用到全部规则 的例题

10) 

I 
(ex - l

�� 产 + l )  dx = f (e2x - ex + l - e-x )dx 

1 红= -e - e兀 + X + e-x + C 
2 

1 1) 

I 
ax + b dx. ex + d 

以分母除分子后 ， 把被积表达式表示成下面的形状

由 此 ， 所求积分等于

12) 

a be — ad l - + c c cx + d  

a be - ad -x +  
C c2 ln l ex + di + C 

[267] 

(III ; 6) 

(III ;  5) 

(II ,  Ill ;  7, 2) 

( II , I, I I I ;  2, 4) 

J 气�:�+ 1 dx = J (2x - 5 + ;;h) dx = x2 - 5x + 6 ln I x +  11 + C 

把分母较复杂的分式求积分时， 先把此分式分解为分母更简单的分式的和 ， 常会变得容易些
例如

1 1 1 1 1 

x2 - a2 = (x - a) (x + a) 
= 五 （ 二

—
x + a) ; 

因 此 ［参看例题 7) (a) l 
13) 

I x/� a2 = 卢 [/ /:_a - ! 二］ ＝ 卢 In : � :  + C 

这种方法可 以说明 ， 例如 ， 对更普遍形状的分式

(x + a) (x + b) 

显然，(x + a) — (x + b )  = a - b 此时有恒等式

由 此可见，
14) 

1 = 上 (x + a) - (x + b) = 1 
(

1 _ 二
(x + a) (x + b) a - b  (x + a) (x + b) a - b  x + b  x + J  

I 
dx = 上 In

x + b + C  (x + a) (x + b) a - b x + a 



[267] 

特别地，

15) 

§1. 不定积分与它的计算的最简单方法

(a) I x2 _
d
;x + 6 = I (x — 2�;x — 3) 

= ln 曰 + c

(6) / 丘 ::x - 3 = � I 
dx 

3 = ! In 2x — 1 

(x - 订 (x + 2) 8 2x + 3 + c. 

16) 

/ 丘 + ��x + C  ( 当B' — AC > 0时）

分母可分解为这样 的实因式A(x - a) (x — (J) , 其 中
-B + ✓B2 - AC —B - ✓B2 — AC a, = A , (J = A 

千是， 按照例题 14) , 假定 a = -(], b = — a, 我们得到

I 
dx = 1 In Ax + B — /  

Ax2 + 2Bx + C 2 ✓B2 — AC Ax + B + ✓  B2 - AC 
+ C' . 

有些三角 表达式， 经过某些初等变换后 ， 也可 以利用这些简单方法来求积分．
例如， 显然

由 此
17) 

2 1 + cos 2mx 1 - cos 2mx 
cos mx = . 2 

2 , sm mx = 2 ' 

(a) J cos2mxdx = � x + 上 sin 2mx + C, 2 4m 

1 1 
(6) / sin2mxdx = -x - — sin 2mx + C  2 4m 

用类似 的方法 ， 我们有
1 sin mx cos nx = - [sin (m + n)x + sin(m - n)x] , 2 
1 cosmx cosnx = - [cos(m + n)x + cos(m — n)x] ,  2 
1 sin mx sin nx = - [cos(m - n)x — cos(m + n)x] . 2 

假定 m 土 n f.: 0, 我们得到下面的积分
18) 

. 11 . 

(m f.: 0) 

(a) / sinmx cosnxdx = — 1 cos(m + n)x - 1 
2(m + n) 2(m — n) 

cos(m — n)x + C, 

(6) / cosmx cosnxdx = 1 sin(m + n)x +  1 
2(m + n) 2(m - n) 

1 (B) / sinmx sin nxdx = 1 · ( sm m - n)x -2(m — n) 2(m + n) 

sin(m - n)x + C, 

sin(m + n)x + C. 



· 1 2 · 第八章 原 函 数 （不定积分）

最后考虑几个更复杂的例题．
19) 

因为

(a) / sin 2nx dx (n = 1, 2, 3, · · · ) 
sin x 

sin 2nx = 文 [sin 2kx — sin(2k - 2)x] = 2 sin x 文 cos(2k — l )x,
k = l  k.= l 

所以被积表达式可 以化成 2 L�=I cos(2k - l)x, 所求积分就等千

主 sin (2k — l)x
2k - 1  

+ c. 
k=I 

类似地

(6) / sin (2n + l)x dx = x + 2 文 sin 2kx + C sin x 2k 
k=l 

268. 换元积分法 现在我们来讲述 函数的积分法 中最有力 的一个积分法

换元积分法或替换法 下 面 的简单的说明就是它所根据的基础

如果 已知

I g(t)dt = G(t) + C, 

即 有 J g(w(x) )w' (x)dx = G(w(x) )  + C. 

［假定所有在这里出 现 的 函 数 g(t) , w(x) , w ' (x) 都是连续 的 ]39)

[268] 

只要注意 G'(t) = g(t) ,  上式就可 由 复合 函 数的微分法规则 [98] 直接推出 ， 即

d 
石 G(w(x)) = G' (w(x))w' (x) = g(w(x))w' (x) 

我们也可 以换一种方法来表示这同样的事实， 只要先说关系式

dG(t) = g(t)dt 

在 以 函数 w(x) 代替 自 变量 t 时保持有效 [106]

设要计算积分 J f(x)dx .  

在许多情形下， 可 以选取这样的 x 的 函数，t = w (x) ,  作 为新变量， 使得被积表达式可

表示成下 面的形状

f (x)dx = g (w(x) )w' (x)dx , ( 1 )  

391 同样假定 所考虑的变植 t 与 x 的变化区 间 [a, /3] 与 [a, b] 由 等式 [a, /3] = {w(x) : x E [a , b] } 
联系着
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这儿 g(t) 是求积分时 比 f(x) 更方便的函 数 千是， 按 照上面所讲的， 只要求出积分

I g(t)dt = G(t) + C, 

然后在这积分中作替换 t = w (x) , 就得到所耍求的积分了．通常简单地写成

！ 归）dx = J g(t)dt, 

式 中 右端积分所表示 出 的 t 的 函数 中 ） 已 经 暗含着上 面 所 作 的 替换 了 _40)

例如 求积分 J sin3x cos xdx. 

因为 d sin x = cos xdx, 那么， 令 t = sin x, 被积表达式就变成

sin3 x cos xdx = sin3 xd sin x = t3dt. 

我们容易算出最后的表达式的积分：

t4 ！杜dt = 丁 + c.

剩下只要 回 到变量 x, 以 sin x 代替 t, 即得．

/ sin蚽 cos xdx = 
sin4 x 

4 
+ C. 

(2) 

读者注意 在选取简化被积表达式的替换 t = w(x) 时 ， 应 当 记住， 在被积表达

式中应找出一个 因 式 w' (x) dx, 使它给出新变量的微分 dt[参看 ( 1 ) l .  在上例中， 因 式
cos xdx = dt 的存在就决定了可以作替换 t = sin x 

关千这点 有一个很好的例子

J sin3xdx; 

这儿正因为缺少上述的因式， 作替换 t = sin x 就会是不合适的 如果试一试从被积

表达式中分出 因 式 sin xdx, 或者更好一些以 — sin xdx 作为新变量的微分， 那么， 由

此得到替换 t = cos x ; 因为剩下的表达式

2 2 - sin x = cos x — l 

可用这替换加以简化， 所 以这个替换是正确 的 我们 有

/ sin3xdx = /(t2 — l ) dt = � — cos3 x 
3 

t + C =  
3 

- COS X + C. 

40)读者应特别汪音以楷体 （原文指斜体 译注） 表示 的旬子 ， 因为无此则等式 (2) 失去音义
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存技巧相 当熟练后， 作替换时变量 t 可以不写 出 来 例如， 在积分

J sin3x cos xdx = J sin3xd sin x 

r� 心里想象着把 sin x 看作新变量 ， 一下子就可得到 所求结果．类似地，

/h�/� 了 � aces气 + c,

l dx � � f
d 臼） I X 

沪 + a2 a 
(

x 2 = -arctg- + C. 
—) + 1 a a 
a 

这里 替换 t = 芒 只需在心里暗暗记住就行了a 
读者现在会看 出 ，第 266 目中的规则 III, 实质上就是化成线性替换 t = ax +  b: 

J f (ax + b)dx = ; J f (ax + b)d(ax + b) = ! / f(t) d-t a 

有时， 运用替换法的方式与上述方式不同 即是， 在被积表达式 J(x)dx 中直接
以新变扯 t 的函数 X = VJ(t) 代替 x, 千是得到表达式

f位(t) )VJ' (t) dt = g(t)dt .  

显然 ， 如果在这个表达式中作替换 t = w(x) , 其中 w(x) 是 叭t) 的反函数， 就会 回 到
原 来 的被积表达式 f(x)dx 所 以 ， 像在前面写 出等式 (2) 那样 ， 在算 出右端积分之后，
应 当令 t = w(x) 

作为例子， 求积分

！ 石(/: �) 
如果令 X = t只为的是 “消 去” 所有的根式）， 即得 ,jx = t3 , � =  t2 , dx = 6t5 dt, 并且

, I ,/x(/: �) 
= 6 / /勹 = 6 { / dt - I l 勹} = 6(t - arctg t) + C 

现在剩下只要依公式 t = � 回 到 变量 x, 最后得

I 
vx( /: iji) 

= 6( 霾 - arctg石） + C 

更有兴趣的例子是
J 歹二dx
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在根号 内 的平方差 （其中第一项是常数） 提示给我们 一个三角 函数替换 x = a sin tCD 

我们有

� =  a cos t , dx = a cos tdt 

并且

I 了二心 = a
2 

J cos2tdt 

但我们 已 经知道积分

a2 
J cos2tdt = a

2 

[�t + 』 sin 2t] + C 

[2 67, 1 7) (a)] 为 了 变 回 x, 我们代入 t = arcsin巴， 若利用
a 

忒 1 . 1 — sin 2t = - a sm t · a cos t = —X a -2 
4 2 2 二，

可 以使第二项的变换更容易些 最后

I 了二dx = 』 ／三 a X 
X a — x + -arcsm— + c. 

2 -2 a 

寻求合适 的替换法的技巧靠多做练习 关千这点 ， 虽然不能给 出 一般的提示 ， 但

是 使这个寻求更加容易 的个别 的特殊说明 读者可在下 目 中找到 在标准情况下的

替换在本教程中将直接指 出

269. 例题

1)  (a) J 产 xdx, (6) J xdx 
1 + x4 ' （的 J cos2 沪

dx, 

(a) 解 设 i = 户， 我们有 dt = 2xdx, 因此

J e
x2 

xdx = � J e
tdt = � et + C = 沪2

+ c  

(6) 提示 作 同样的替换． 答案 -arctgx2 + C 

在两种情形中 ， 积分都有如下的形状

J g (x2 )xdx = � J g(x2) d(x气

其中 g 是积分时较便利的 函数， 对于这些积分 ， 作替换 t = 正 是十分 自 然的 ． 类似地， 形状如

I g(x3 )x2dx = i I g(x3 )d(x3 ) 

的积分采用替换 t = x3. 如此类推． 按照最后的型式可处理第三个积分
1 

（的 答案 -tgx3 + C. 3 

切应当指出 我们认为 x 在 -a 与 a 之间变化 ， 而 t 在 － 巴 与 产 之间变化 因此 t = arcsin巴2 2 a 
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2) f (ax2 + G) µxdx (µi — 1) 
解 这儿勹 令 t = x2 ; 但是可更简单地一下子取 u = ax2 + f3, 因为因式 xdx 与 心 = 2axdx 

只 -l:'一个数字系数 这样 ， 我们有

/ (a沪 + 6)1-'xdx = 上 ！ 矿du = 1 uµ+ l + C = 1 (ax2 

2a 2a(µ + 1) 2a (µ +  1 )  

3) (a) J In x dx, (6) f 二 ， （旬 f dx 
x · xln x x ln2 x · 

提示 所有这些积分都有如下的形状

J g( ln  x) 空 = J g(ln x)d ln x ,  
X 

因 而取替换 t = ln x. 
1 1 答案 (a) - ln2 x + C; (6) ln ln x + C; (B) - -— + c  2 In x 

4) 形状为

+ ,et+1 + C. 

/ g(sin x) cos xdx, / g(cos x) sin xdx, J g(tg x) c�: x 

的积分， 分别地取替换

例如，

t = sin x, u = cos x , v = tg x. 

(a) / 
cos xdx = J 

dt = arctg t + C = arctg sin x + C· 
1 + sin2 x 1 + t2 

( 6) / tg xdx = J 三dx = — ! � = — ln lu l  + C = — In I cos x + C; 

但） ／ 心 sin' x�胪 '™' ' � I 心�� B' � I 庄,i: B' 
Av ＝ 万arctg百 + C = 五arctg 信tg X) + C 

5) (a) J ::: 勹 (6) J ctg xdx, (B) J e2:
2

: 1 dx , (r) J sin::os x 
解 (a) 如果令 t = x2 + 1 ,  则分子 2xdx 恰好给出 dt; 积分可化成

! 包 = In lt l + C = ln(x2 + 1) + C 

我们指 出 ， 当所给出 的积分有如下的形状

！二dx = I df(x) 
J(x) f (x) 

时 ， 也就是说 ， 在被积表达式中分子是分母的微分时， 替换 t = f(x) 常可一下子就达到 目 的

J 竺 = In l t l  + C = In l .f(x) I  + C 
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按照这个范式， 我们有

(6) f ctg xdx =  J
d sin x  = ln l sin x l + C [ 比较4) (6) ] ;sin x 

(B) I 产 1 d(产 + 1) 1 
e2x + 1 

dx = -2 / 产 + l = 2 ln(e2x + l) + C; 

dx、

(r) / sin ::os x  = / 
c
� 言 = ln ltg xi + C 

6) 由 上题 (r) 的结果 ， 容易得到两个有用 的积分

(a) I s�n
x
x 

= I sin ;!os 芒
= In tg� I  + C 

2 2 
冗．

(6) 
J 

( dx 
cos x = I d (x + 2) 

7r = In l tg 信 + i) + C 
sin (x + -

7) 
2 ) 

(a) / 勹�dx = J 01石言darctg x = � (arctg x) ;  + C 

(6) / 扛::dx = I dex 

+ 1 (e千 + 1
= arctg e + C· 

e , 

(B) / tg』 穹 = - I tg』d』 = In , cos ]:_ + C [参看4) (6)]
X X X X X 

· 17 ·  

现在给几个包含二项式 a2 - x气 x2 + a2 与 x2 — a2 的表达式的积分的例子 在这些情形下 ，
以新变措 t 的三 角 函 数或双曲 函数代替 x, 并利用下列 的关系式

常有很多的便利
8) J dx 

(x2 + a2) 2 · 

2 2 sin t + cos t = 1 ,  2 2 1 1 + tg t = sec t = -— 
cos2 t ' 

ch2t — sh2t = 1 , 1 — th2t = 
1 

ch丑 '

adt a 作替换：x = atg tCD ,dx = 2 

cos2 t , X + a2 = ． 于是cos2 t · 

J (x2 � 正）2 
= 卢 J cos2 tdt = 卢 (t + sin t cos t) + C [参看 267, 17) (a)] 

现在 回 到变量 x 令 t = arctg 产 ， 并通过 tg t = 芒 表示 出 sin t 与 cost. 最后得

＠假定 t 在

a a 

+ arctg + C. I dx = 二 x 上 巴
(x2 + a平 2a2 卢 ＋ 正 2a3 a 

介. 71" — － 与 － 之间变化即可2 2 
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9) f dx 

yx2 土 a2

这儿采 用 双 曲 替换较为便利 作为例子， 讨论减号的悄形 令 x = ach t (当 x 与 t > 0 
时） ，dx = ash tdt .  《产二a2 = ash t 积分可 简单地化成 I dt = t + C 为 了 变 回 x, 回想一下双
曲余弦 函数的反 豕数表达式 [49 , 3) ]

J h = ln ( � + � ) + C = ln(x + �) + C' ,  

dx dx dx 
其 中 常数 C' 包含有 — In a 这一项．

10) (a) J (6) J 国 J
（沪 + a卫 ' (x2 - 正 ） � ' (a2 — 沪） 3 

中 取

但 是

在所给情况中 ， 三角替换或双曲替换都是可 以 同样简单地达到 目 的 作为例子 ， 在第二个积分
a sin tdt atg tdt x = a sec t ,  dx = = , 于是 正 - o,2 = a2tg2t ,  并且cos2 t cost  

J 心 1 cos tdt 1 1 
(x2 - 正） i 

=
歹 I si芷 t = —

忑 sin t + C = — 卢 尸
+ c

11 )  f dx 

xva2 — x2 · 
作替换x = a sin t, dx = a cos tdt, 把这个积分化成 卜 面这样 [t行 6) (a)]

1 . dt 1 ;;, .I sin t = ;;, In tg2 + C 

t 1 — cos t  a - ya2 — x2 
tg2 = ' = sm t x ' 

所 以最后得到

I dx = .'.: ]n a - 罕二 + c
xva2 - x2 a x 

最后再讨论两个换元积分法 的例子， 此处所作替换不如上述那些清况来得 自 然 ， 但可迅速地
达到 目 的

于是

12) f dx 

尸
(a 乏 0)

令 《产了a = t - x 并取 t 作为新的变撇． 平方后， 等式两端的 产 可 以消去， 结果是

《言言 = t -

t2 — a 
x = 2t ' 

t2 - a t2 + a t2 + a 
2t = 2t ' dx = 

2t2 dt 

最后得到

Ii:=言 ＝ ／ 罕 = In I i i + C = In Ix + VX言司 + C. [ 比较9)]

13) f dx 

✓ (x — a) (B - x) 
位 < X < (3) . 

令 x = acos沁 + (Jsin切 (0 < 1.p < i ) , 其 中 中 是新变址， 于是

x - a = ((3 - a) sin2 tp, (3 — X = ((3 — a) cos2 'P, 

dx = 2((3 - a) sin 1.p cos 1.p心
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这样一来

/ ,�
= 2 / 心 ＝ 如 + C = 2arctg� + C

270. 分部积分法 设 u = f(x) 与 V = g (x) 两个都是 X 的函数， 具有连续导
数 u' = J' (x) , v' = g' (x) . 在 这悄形下 ， 依乘积的微分法则 ，d(uv) = udv + vdu 或
udv = d(uv) - vdu 表达式 d(uv) 的原函数， 显然是 uv; 所 以得到公式

j udv = uv — j vdu. (3) 

这个公式就是分部积分法则 它能把表达式 udv = uv1dx 的积分归结为表达式
vdu = m/dx 的积分．

例如， 设要求积分 J x cos xdx 令

u = x, dv = cos xdx, 千是 如 = dx, v = sin x氢

并且 ， 依公式 (3) .

J x cos xdx = J xd sin x = x sin x - / sin xdi 

= x sin x + cos x + C. (4) 

由 此可见，分部积分法使我们能够以简单的函数 sin x 来代替复杂的被积函数

x cos x 顺便说说 在求 v 之时，必须把表达式 cos xdx 求积分 故称分部积分法
在应用公式 (3) 来计算所提出的积分时， 必须分被积表达式成为两个 因 式；u 及

dv = v'dx, 其中第一个因式在公式 (3) 右端取积分时要被微分 ， 而第二 个因式则被积
分， 必须极力设法使微分 dv 不难积分 ， 还要设法使 du 代替 u 、 v 代替 dv 时总合起
来可将被积表达式简化 例如， 在上面所讨论的例子中． 比方说取 xdx 作为 dv, 而取
cos x 作为 u, 就显然是不合适的

在计算熟练后就不必引 进记号 u 及 v, 而可以 直接应用公式 ［ 比较 (4)]
分部积分法则应用的范围 比换元法受到更多的限制 ． 但有许多类积分， 例如

！泸 lnm xdx, J沪 sin bxdx, J沪 cos bxdx, J 心气x

等等，只有借助千分部积分法来计算
重复应用分部积分法则 ， 便得到所谓分部积分法的推广公式
假定 函数 u 与 v 在所考虑区间上有直到第 (n + 1 ) 阶的各阶连续导数:u' , v' ,  u" , 

v气 ， u(n) , V(n) , u(n+ l) , V(n+l) . 

© 因 为就我们 的 目 的来说， 只要有一种方法能表示 cos x如 是 dv 就够， 那么， 就没有必要写出包
含一个任意常数 的 v 的最普遍的表达式 这点说明在以后应当加 以注意
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在公式 (3) 中 以 vCn) 代替 v, 我们有

J uv(n+l) dx = J udv(n) = uvCn) — I v(n) 如 = uv(n) - J u'v(n) dx 

类似地，

J矿v(n) dx = u'v(n-l) — J u"v(n-l) dx 

J u"v(n-l) dx = u"v(n-2) — J矿v(n-2l dx,

J u(n)v' dx = u(n) v - J沪+1l vdx

以 + l 及 — 1 轮流地乘这些等式 ， 并且把它们按项加起来 ， 消 去左右两端相 同 的
积分， 我们得到上面所说的公式

J uv(n+l) dx = uv(n) - u'v(n-l) + u"v(n-2) — · 

+ ( — I tu(n) v + ( - l ) n+l I u(n+l )vdx (5) 

当被积表达式 的 因 式 中 之一是整多项式时， 利用 这个公式是特别方便 的 如果
u 是 n 次多项式 那么，如+l) 恒等千 0, 于是左端的积分可得到最后 的表达式

我们来讲一些例子

因 而

271. 例题
1) J 产 ln xdx. 
微分 ln x 可得到简化， 故设

dx u = ln x, dv = x3 dx, 于是 du = - , v = -x4 

J x3 ln xdx = ix4 ln x — i / x3dx = 』x4 ln x - 点x4 + C 

2) (a) J In xdx, (6) J arctg xdx, (的 J arcsin xdx 
在所有 的清形 中都采用 心 = dv 我们得到

(a) / lnxdx = x ln x  - J xd ln x = x ln x — J dx = x( ln x — 1) + C 

(6) / arctg xdx = xarctg x — / xdarctg x = xarctg x - J 沪: 1 dx 

1 = xarctg x - - Jn(x2 + 1) + C [参看 269, 5 ) (a)] ; 2 

(B) / arcsinxdx = x arcsin x — J xd arcsin x = x arcsin x — I X 
尸

= x arcsin x 十 二 + C [参看 269, 2)] . 

dx 
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3) J 沪 sin xdx.
我们有

J 五( — cos x) = —x2 COS X — J (- cos x)dx2 = -x2 cos x + 2 J x cos xdx 

这样一来 ， 我们 已 经把所求积分化成 已 知 的积分 了 [270 , (4) ] ;  以它 的值代入 ， 得到

/ x
2 sin xdx = — x2 cos x + 2(x sin x + cos x) + C. 

分部积分法则在这里总共用 了 两次
同样地 ， 重复应用这个法则 可计算积分

J P(x) eaxdx , J P(x) sin bxdx, J P(x) cos bxdx 

其 中 P(x) 是 x 的整多项式
4) 如果利用分部积分法 的推广公式 就可以立即得出 这种形状的积分的普遍表达式
令 vCn+l) = eax 即 有

(n) eax 尸 e吐
V = (n- 1) (n-2) — V = — V = — ， 等等, 2 , a a a 3 

于是， 若 P(x) 是 n 次多项式， 依公式 (5) , 我们得到

I P(x) eaxdx = eax [ f — f; + ; — ] + c 

类似地， 如果取 v(n+l) = sin bx, 那么

v(n) = -

由 此有公式

cos bx (n- l ) sm bx (n-2) cos bx V = — V , 等等
b b2 '

=
胪

J P(x) sin bxdx = sin bx • [ f;- — � + . . · ] — cos bx [ f — � + - · · ] + c 

用 同 样的方式可建立公式

J P(x) cos bxdx = sin bx · [  f — f;- + · · · ]  + cos bx · [ f; — � + - - · ] + c 

5) J 沪 ln2 xdx 我们有

J ln
2xd� = 』x4 ln2 x — i J x

4d ln2 x = ix4 ln2 x — ; j产 ln xdx

我们已把问题化成例题 1) 的积分 了 最后得到

./ x
3 ln2 xdx = 甘 ln2 x — 1 (』x4 ln x — 卢） + c  

1 4 = -X (Jn2 X — -1 1 
4 2 I

n x + 8) + C. 

· 21 ·  
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例如 依次计绊积分 J沪 1nm xdx,  

其 中 k 是任意实数 (k i= — 1 ) ,  而 m = 1 , 2 , 3 , • · 如果令 u = lnm x, 而把分部积分公式应用到
这个积分， 就得到递推公式

J沪 1nm xdx = k : 
1 

xk+l !nm x - k : 1 / 沪 lnm- l xdx 

用这公式计笲所考虑的积分时， 能化为计算 同一类型的积分 ， 但是 ln x 的指数少 了一次

可是 ， 替 换 t = ln x 还可以把所考虑 的 积分引 向 在 3) 及 4) 中 已 经研究过 的 积 分

J 尸 e(妇 l)tdt 的形状

6) 下列积分是一些很有趣的例子

I尸 cos bxdx, J 产 sin bxdx 

1 
记分部积分法应用到它们上 （两种情形下都取 ， 比方说dv = eaxdx,  V = —ea x) ,  就得到a 
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 门见这两个积分 中 的每一个都能用另 一个表达出来©

但若以第二个公式代入第一个公式中 的第二个积分， 就得到对于第一个积分的方程 ， 由 这方
1可确定

！产 cos 加dx = b sin bx + a cos bx ax 

a2 + b2 e + c. 
类似地可得出第二个积分

！尸 sin bxdx = 
a sin bx - b cos bx ax 

a2 + b0 e + C' .  

7) 作为应用分部积分法的最后 的一个例子， 我们导出计算积分

Jn = J (x2 !� 正）九
(n = 1 , 2 , 3 , . .  · ) 

的递推公式
1 

令 u =
（正 ＋ 正）n ' 

dv = dx, 于是 心 ＝ － 2nx · dx 
伲 ＋ 正）九十1 , V = X 应用公式 (3) , 我们得到

X 2 
Jn = 伲 + a芍n + 2n I 伲 +�正）n+l dx 

©如果把积分了解为确 定的 原函数 ［比较 266 中 的附注］ ， 那么 ， 想要在第二个公式中有与在第
一个公式中 同 样 的函数， 严格说来 ， 我们还必须在右端加进某 一常数 当然 ， 它会把常数 C 与 C'
吸收到最后 的表达式里去
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最后一个积分可变成如下 的形式

于是

！ 伲 ＋
沪
正）n+l  dx = J (�: 二勹）二

2
dx 

= J 
(x2 :� 正） n

— a
2

I (x2 /: ） n+l = Jn — a勺n+ l

将这表达式代入上面的等式中去， 得到关系式
X 

Jn = 
（沪 ＋ 正）n

2 + 2nJn - 2na Jn+l , 

· 23 ·  

l x 2n — 1 1 
Jn+l  = + 飞 Jn . (6) 2na2 伲 ＋ 正）n 2n a 

所得到 时 公式把积分 Jn+l 的计算化为下标少 1 的积分 Jn 的计算 已知积分
l X 

J1 = - arctg-a a 
[267, 9) (6) ;  我门取它 的诸值 中 的一个］ ， 依这公式 ， 当 n = l 时 ， 得 出

X 
h = — - + — 

2a2 x2 + 成 2a3

X 
arctg -

a 
［这个结果我们 已在前面用另一方法得到过 ， 参看 269, 8)] 在公式 (6) 中 ， 令 n = 2, 我们就得到

X 3 1 X 3 X 
+

3 X 

h = 庐 (x2 五） 2 + 声 h =
声 (x2 五） 2 + 沪 芷 + a2 声 arctg-;:;

如此下去 这样， 可算 出下标是任何 自 然数 n 的积分 Jn

§2 .  有理式的积分

272. 在有限形状 中 积分 问 题 的 提 出 我们 巳 经熟悉 了 计算不定积分的 一些初

等方法 这些方法并未事先给 出 为要计算 给 定 的 积分所应遵循 的 确 切 途径， 而只是

提供给计算者 以很多技巧 在本节与下面几节 中 ， 我们要详细讨论若干类重要 的 函

数并对于它们 的 积分建立 出 完全确定 的计算程序

现在我们要说明 在上述各种 类 的 函数的积分中使我们感到兴趣 的 是什么 ， 要

根据什么样 的法则 ， 才能得出 它 们 的积分

分析 中首先应用着的各种 各样类型 的 函数在 51 目 中 巳 经描述过； 这就是所谓

的 初 等 函数及可利 用 有 限 次 四则运算与重复 （不取极 限步骤） 通过初等 函数表示 出

来 的那些函数 ，

在第三章 中我们 已 看到过， 一切这样 的 函数是可微分的并且它们的导数仍属 于

同样 的类型 它们 的 积分却是另 外 的 一种情况： 属 于上述类 型 的 函数的积分 函数， 时

常是不属 于本类 中 ， 即不能经过有限 次上述运算 ， 用初 等 函数表示 出来 例如

J e-x2 
dx , J sin x2 dx , J cosx

2dx 

, / 
s
i:

x 
dx , J 宁dx , J� 
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就属于显然 不 能表示成有限形状的积分之列； 类似的其他例子将在下面 [280、289、
290 等 目 ］ 引 进

特 别 强 调 ， 所有这些积分都 真 实 地存在 的 G) , 但 它 们 只 是全 然 崭新的 函数， 并且
不 能被化成我们 叫 做初 等 函 数 的 那 些 函数创

比较为数不多的， 可以在有 限形状 中施行积分法的那些一般的函数类型 ， 都是
我们所熟悉的， 下面我们就要用最新的方法来研究这些类型 很重要的有理函数类

型应当放在它们 中的第一位

273. 部分分式与它们的积分 因 为从有理假分式 中可删去容易积分的整式部
分， 所以只需研究真分式 （它的分子的幕次数低于分母的幕次数） 的积分就够 了

我们在这里讨论真分式 中的部分分式 ； 这就是下列 四种类型的分式

A A Mx + N  Mx + N  
II. III. IV. 

x - a x - a x2 + px + q ' (x2 + px + q) m 
(k=2 ,3 ,  . .  , ) (m=2,3 , - · · ) 

其 中 A, M, N, a, p, q, 都是实数， 此外， 对于 III 与 IV 类型的分式 假定三项式 x2 + 
px + q 没有实根， 于是

沪 p2

4 
- - q < 0 或 q — — > o. 

4 

I 与 II 类型的分式我们 巳 经会积分了 [267, 7)] 

叶 dx = A In Ix - a l + C, x - a  

A J 
dx = - A l 

(x - a)k k - l (x - a)k- 1 + c. 

至于 III 与 IV 类型的分式 用下面的替换可使它们的积分变为容易 由 表达式
x气 px 十 q 中分出一个二项式的完全平方

x2 + px + q = x2 + 2 •  � • x + (召） + [q - 售）勹 = (x + 黔 + (q - 气）
最后一个圆 括弧 中的表达式， 依假定， 是正数， 可令 它等于 正， 如果取

a = 十二
©参看在 264 目 中关于这点所讲的 我们在下面 305 目 中还要讲到这点
＠为了帮助读者领会这一事实 ， 我们提醒他 ，有 理 函数的积分函数

J
产

J
/:x2 

本身 已经不是有理函数了 如是， 如果对我们来说 ＂初等的＇， 只 是有理函数， 那 么 ， 上述的 ＂初等＂ 函
数的积分已 经不会通过 “初等＇ 函数表示出来 ， 而是 “非初等 的＇ 新性质的函数 lnx 与 arctg x 
了 1



[274] §2. 有理式的积分

的话 现在作替换

p x + - = t, dx = dt, x2 + px + q = t2 + a2 , M x + N = Mt + (N — Mp 
2 2 ) 

在情形 III 即 有

I Mx + N  
dx

� Mt + (N — 学） ，
沪 + p工 十 q I t2 + a2 dt 

勹 2tdt + (N — !!.E) I dt 
2 t2 + a2 2 t2 + a2 

＝ 差 ln (t2 + a2) + � (N — 勹） arctg� + C 

或者 ， 变 回 x 并 以 a 的值代替 a

I Mx + N  dx = 竺 ln(x气 px + q) +
2N - Mp 2x + p 

x2 + px + q 2 2 arctg 
尸 尸

对情形 IV, 同样的替换给出

Mp I Mx + N  
/

Mt + (N — 
2 dx = 

(x2 + px + qr . (t2 + a勺m dt 

+ c. 

= � J  (t2 �� 正）m + (N — 勹） j
沪 :�成）m

用替换 t气 正 = u, 2tdt = du, 容易算 出右端的第一个积分

J 2tdt J 如 1 1 1 1 

(t2 五）m = ;;;; = - m - 1 um-1 + C =
—

m — 1 (t2 五）m-1 + c 

· 25 ·  

(1 ) 

(2) 

右端第二个积分，对任何 m依照 271 目 递推公式 (6) 可以算出 ． 然后． 为要回 到变

最 x 只 要在最后结果 中 令 t
2x + p = 

2 
就行了．

这样就完全解决了关于部分分式的积分间题

274. 分解真分式为部分分式 现在我们来讲代数学范围 中的一个定理， 但它在
有理分式的积分定理中 有重大的作用每个真分式

震
可被表示成有限个部 分分式 的 和 的 形 状 ．

分解真分式成为部分分式与分解它的分母 Q(x) 成素因 式有密切的联系 大家
知道 ， 每个实系数整多项式可以 （并且是唯一地） 被分解成 x - a 与 x2 + px + q 类型
的实 因 式 同时， 假定二次式实 因式没有实根 ， 因 而不能再分解成线性的实 因 式 把
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相 同 的实因式 （假如有的话） 合并起来 ， 并为简单起见， 假定多项式 Q (x) 的最高次
项的系数等于 1 , 于是可把这个多项式的分解式概括地写成下面的形状

Q (x) = (x - a)k . .  • (x2 
+ px + q)m . . .  

其中 k, · · · , m, · · · , 是 自 然数

(3) 

注意， 如果多项式 Q(x) 的次数是 n, 那么， 显而易见地， 所有指数 k 的总和 加

上 两倍 所有指数 m 的总和 ， 就刚好给出 n

Ek + 2Em = n. 

为 了 证 明 这定理 先建立下面两个辅助命题
1 0 考虑任何包含在分母的分解式 中 而指数 K 诊 1 的线性 因 式 x - a, 因而

Q(x) = (x  - a)k 仙 (x)

其中多项式 华 已不再被 x - a 所整除 于是给定的 真分式

P(x) P(x) 
研言

=
(x - a) k华 (x)

可被表示成如下 的 真分 式 的 和 的 形 状

A Pi (x) CD 
(x - a) k +

(x - a) 长 1 亿 (x)

(4) 

其中第一项是部分分式 ， 而第二项的分母包含的因 式 x - a 的幕次数 比先前为低
为了证明， 只须这样选择数 A 及多项式 片 (x) , 使恒 等式

P(x) — AQ心） = (x — a)Pi (x) 

成立就够了．
我们首先这样确定 A, 使得左边被 x - a 除尽； 为此 （按照著名的贝祖 (Bezout)

定理） ， 只要对于 x = a 使它的值为零就够了， 于是得到下 面的表达式．

A =  
P(a) 
华 (a) "

正 因 为 华 (a) -/- 0, 所以这表达式有意义 （仍依 照 贝 祖定理） 在上述的 A 选定时 ， 多
项式 片 可作为一个商简单地确定出来

20 现在设 x2
+ px + q 是包含在分母的分解式中而指数 m 诊 1 的二次式 因 式

中的任何一个， 于是在这次可令

Q(x) = (x2 
+ px + q)气孔 (x) ,

©字母 P, Q(带不同的下标） 在这里表示整多项式 ， 而字母 A, M, N 是常数
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其中多项式 Q 1 不能被三项式 x2 + px + q 整除 于是给定的 真分式

P(x) = 
P(x) 

Q (x) (x2 + px + q)m华 (x)

可 以 写 作真分式 的 和 的 形 状

Mx + N P1 (x) 
(x2 + px + q) m + 

(x2 -五 px + q)m-1 仙 (x) '

其中第一项也是部分分式， 而第二 项分母所含上述三项式的次数又降低了．
为 了 证 明 ， 只需这样选择数 M, N 与多项式 片 (x) , 使它们满足恒等式

P(x) - (Mx + N)Q心）= (x2 + px + q)片 (x) .

· 27 ·  

我们这样来确定 M 及 N, 在这次是使左边部分被二次三项式 x2 + px + q 所整
除 设以这三项式除 P 与 仙 后的余式分别为 ax + /3 与 "fX + 6 . 于是问 题 变成 了
以 x气 px + q 整除表达式

ax + /3 — (Mx + N) ('Yx + 6) 

＝ —叶Mx气 (a - 6M - 'YN)x + (/3 - 6N) . 

实际上， 在这里作除法之后 ， 在余式中即 有

[(P'Y
— 6)M — "(N + a]x + [q'YM — 6N + /3] . 

我们应使这两个系数都等于零， 于是， 为 了 确定 M 及 N, 我们 得到线性方程组； 它
的行列式

陌 — 6 —?
= 62 - p吵 + q"(2 

q"( — 6 

异于零 其实， 当 伊0 时可把它写成下面的形状

'Y
2 [ (-勹 2

+ p 勹） + q] 

6 
但在方括弧中的表达式是三项式 x2 + px + q 在点 x = — － 的值， 因 而不可能是零，

因 为这个三项式没有实根． 当 'Y = 0 时行列式变成 沪， 在这清形下 6 显然不是零， 因

为多项式 仙 不为 x2 + px + q 所整除
用上述方法定出 M 及 N 的值后， 多项式 片 在这里也不难作为一个商而确定

出来
现在来证明最初所说的定理． 这个证明转化为重复应用命题 1 0 及 20 , 它们保证

由 给定的真分式继续分出部 分分式一直到分完为止的可能性
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如果包含在 Q 中的 因 式 x — a 只有一次幕，那 么 ， 由 于 1 0 ( 当 k = l 时） ， 我们有
形如

X — a 

的 唯一的部分分式与它相当
如果在 x - a 的幕次指数 k > l 的情形 ， 那么，根据 1 0 分出部分分式

Ak 

(x — a) k 

之后，对于剩下的分式我们重新应用 1 0 ' 分出部分分式

Ak-1 

(x - a)k-1 ' 

如此下去 ， 直 到 由 分解分母所得到的因式 x — a 完全消失时为止 由此可见 ， 在所考
虑的情形中，对应于 因式 (x — a)k (k > 1 ) 的就是 K 个部分分式组成的式子·

A1  A2  
＋ 

Ak 
2 十 ． ．．十

X — a (x — a) (x - a)k· (5) 

我们把 同样的推理轮流应用到剩下的线性因 式中的每一个上去 ， 直到完全用尽
分母或者在它的分解式中只 留 下一些二次式因 式时为止

与此类似，利用 20 , 对于二次因式 x2 + px + q, 如果它只是一次幕 ， 我们就只有
一个形如

Mx + N  
沪 + px + q 

的部分分式与它相 当 ； 如果这 因式的指数 m > 1 ,  则 有 由 m 个部分分式组成的式子

M1x + N1 沁x + 兑 Mmx + Nm
x2 + px + q 

+ 
(x2 + px + q) 2 + ·  · · + (x2 + px + q)m (6) 

如果还有其他二次式因 式 ， 同样可以作出与它们相应的部分分式， 这就完成了
定理的证明

275. 系数的确定 、 真分式的积分 由 上可见 ， 若 巳 知分解式 (3) , 我们就能知 道
p 

分解所给分式 － 为部分分式时那些部分分式的分母． 现在要讲关于确定分子的问
Q 

题 ， 即是 ， 定出系数 A, M, N 的问题 因 为 (5) 式中分式的分子包含 K 个系数，而 (6)
式中分式的分子包含 2m 个系数， 于是 由 (4) 它们 的总个数是 n

p 
为了定出上 述的系数， 通常采取下述的待定 系 数法 如 巳 知 分式 — 的分解式

Q 
的形状 ， 把它的右端分子系数写成文字 系 数 所有部分分式的公分母显然是 Q; 把这
些部分分式加起来 ， 就得到一个真分式CD. 现在如果弃去左右两端的分母，得到两个

©有理真分式的和永远是真分式
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恒等的 (n — 1 ) 次的 x 的多项式 右端多项式中次数不 同的系数都是 n 个文字 系数
的齐次线性多项式 使它们 与多项式 P 的相 当的数字 系数相等 ， 最后得到 n 个线性
方程的方程组， 由 这些方程就可以定出文字 系数 由 于分解成部分分式的可能性已
经预先建立 ， 上述的方程组无论何时就都不可能是矛盾的

不但如此 因 为尤论怎样的一组常数项 （多项 式 P 的系数）， 上述的方程组都有
解， 所以它的行列式一定异于 0 换个说法， 就是方程组永远是确 定 的 这个简单的
说明顺便就证明 了 真分式分解成部分分式的唯一性． 现在举一个例子来说明 上面所
讲的事实

设给定分式
2沪 + 2x + 13 

(x — 2) 伲 + 1)2 按照普遍定理它有分解式

2x2 + 2x + 13 A Bx + C Dx + E 
(x — 2) (正 + 1)2 = 

X - 2 芷 + 1 (x2 + 1) 2 

我们 由 恒等式

2x2 + 2x + 13 = A(x
2 + 1 ) 2 + (Bx + C)(x2 + l) (x - 2) + (Dx + E) (x — 2) 

确定系数 A, B, C, D, E 使左右两端同幕次的 x 的系数相等 ， 得到五个方程的方程组

由 此

最后

x4 A +  B = 0, 
x3 -2B + C = O, 
产 2A + B - 2C + D = 2, 
X

l — 2B + C — 2D + E = 2, 
产 A - 2C — 2E = 13. 

A = 1 ,  B = —1 , C = —2, D = —3, E = —4. 

2沪 + 2x + 13 1 x + 2 3x + 4 
(x — 2) (x2 + 1) 2 = 

X - 2 一 x2 + 1 — 伲 + 1)2 

我们 刚才建立的代数的事实对积分有理分式有直接的应用像我们在第 273 目
中见到过的那样， 部分分式可在有 限形状中被积分出来 现在我们 同样可以讲到任
何有理分式 如果我 们详细考察那些函数， 整多项式与真分式的积分函数可通过这
些 函数表示出来 ， 那么就可以说出 一个更确切的结果

任何有理函数的 积分 函 数， 可借助 于有理 函 数， 对数函数及反正切函数， 在有限
形 状 中 表 示 出 未

例如 回 到 刚才讨论的例子上并 回忆 273 目 的公式 ， 我们有

J (!x

� :i(
2
;: ��2 dx = J /� 2 — I :2:

2

1 dx — I (:: 十飞2 dx 

1 3 — 4x 1 (x — 2)2 = - + - In 
2 x2 + 1 2 x2 + 1 4arctg x + C. 
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276. 分离积分的有理部分 有一个奥斯特洛格拉得斯基 (M. B .  OCTporpa氏

砰只贞） 方法 和用这个方法可将有理 真分式的求积分大大地简化 这个方法使我们能
司纯粹代数的方法来分离积分的有理 部分 ．

我们在 [273] 中看到 当积分类型 II 与 IV 的部分分式时 在积分 中 可得到有理
珂 在第一种情形， 积分 函数一下子就可写 出

I (x �a) k dx = —
k � 1 (x — �) k- 1 + C 

现在我们要来确定· 积分

j (x2::::q)m dx (m > l , q - � > o) 

的有理 部分有什么样的形状．

(7) 

采用我们 已经熟悉的替换 x+ 芢 = t 后 ， 利 用等式 (1 ) , (2) 及 2 71 目 中 当 n = m- l2 
时的递推公式 (6) . 如果 回 到原变量 x, 就得到

J Mx + N 
dx = M'x + N' + aj 

dx 
伲 + px + q尸 (x2 + px + q)m-1 (x2 + px + q)m-1 ' 

其 中 f..1' , N' 与 a 表示常数系数 仍按这个公式 以 m — 1 代替 m, 对千最后一个积
分我们得出 （如果 m > 2 的话）

J adx = M" x + N" 
+ /3 J dx 

(x2 + px + q)m-1 (x2 + px + q)m-2 (x2 + px + qr- 2 ' 

如此下去， 直到右端积分 中 三项式 x2 + px + q 的指数变成 1 时为止 所有分离 出 的
有理 项都是真分式 把它们合并在一起 ， 得到形如

J Mx + N 
dx = R(x) + 入J dx 

伲 + px + q严 (x2 + px + q)m-1 x2 + px + q 

的结果 ， 其 中 R(x) 是次数低千分母的整多项式创 而 入 是常数

(8) 

设有既约 的真分式 — ， 又设它的分母 已 分解成素 因 式 ［参看 (3) ] . 千是这个分式

的积分 函数可 表示成形如 (5) 与 (6) 的分式的积分 的 和 的形状．如 果 k(或 m) 大 于
1 , 则所有 (5) [或 (6)] 中分式的积分 函数， 除第一项外， 都按公式 (7) [或 (8)] 变换形
状 把所有这些结果合并起来 最后得到形如

J 三dx = 片 (x) 压 (x)
Q(x) 华 (x) + J 少(x) dx (9) 

A 的公式． 积分 函数的有理部分 — 是 由 上面所分离 出 的 有理 部分相加 而得到 的； 所
Q1 

以 ， 首先它是一个真分式， 而它的分母有分解式

©参看前一脚注

Q心） = (x - al-1 . . .  (x2 + px + qr-1 
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P2 至于 留 在积分记号里面的分式 一 可 由类型 I 及 III 的分式相加而得到 ， 因 而它也
Q矿

是真分式 并且

如(x) = (x — a) · · · (x2 + px + q) 

显然 ［参看 (3)] ,Q = Q心2 ·

公式 (9) 就 叫 做奥斯特洛格拉得斯基公式．
取微分后， 可以把它表示成等价的形式

尸 ＝ 尸] ' + 旦
Q Q1 Q2 

( 10) 

我们看到过 ， 如果 已 知多项式 Q 的分解式 (3) ) 则多项式 Q 1 与 如 容易求得．
但它们 可不用 这个分解式而被定出 实 际上， 因为导数 Q' 包含 Q 被分解时得出的
所有 的索 因式只是指数少 1 , 于是 Q1 是 Q 与 Q' 的最大公约式， 因 而可由 这些多项
式来定出， 例如 依辗转相除法定出．如果 华 是已知的，则 心 可由 以 Q1 除 Q 的简
单除法定出

现在来确定公式 ( 10) 中分子 片 与 P2 . 对于这也利用待定系数法．

用 n, n1 , n2 分别表示多项式 Q, Q1 , 如 的次数 于是有 n1 + 应 = n; 此时多项式
P, P1 , 岛 的次数将不高于 n — 1 , n1 — 1 ,  历 — 1 . 令 片 与 历 为带 文 字 系 数的 m — 1
与 历 — 1 次多项式 所有这些系数将是 n1 + n2 个 即 n 个 将 ( 10) 中的微分计算
出来 则 为

P{Q1  - Pi Q� 乌 P＋ — = 一 ，
呀 如 Q

现在要证第一个分式永远 可以化成分母是 Q, 分子保待是整式的分式． 即是

P{Q1 — Pi Q� 
Qi 

Q� 如P{ 华 — A
Qi 

Q心2

P长沁 — 片 H
Q心2 '

Q仅如如果 H 表示商 的话． 但这个商可以表示成整多项式的形状． 实 际上， 如果
Q1 

k � l 而 华 内含有 (x — a) k , 那么，Q� 内必含有 (x - a)k-1 , 而 心 内又有 x — a; 这
样的结论对于 m � 1 时的因 式（沪 + px + q尸 也可以适用． 因 此 H 的分子能被分

母整除 以后就可把 H 了解为 (n2 — 1 次的）整多项式
消去公分母 Q, 得到两个 (n - 1 次的）多项式的恒等式

P{华 — Pi H + P2 心 = P.

由此， 像上面一样， 为了定出 n 个文字系数， 我们得到 n 个线性方程的方程组
因为不管对怎样的 P, 分解式 ( 10) 的可能性是确立的 ， 所以上述方程组对于任

何常数项都是相 容的 由 此， 自 然得出结论， 它的行列式异于 0, 亦 即是方程组一定
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是 确 定 的 而分解式 (1 0) 在上述分母 Q1 与 华 的清形下 只可能是唯一
的 二

例题 设要求分离积分

I 矿 + 4x3 + 16沪 + 12x + 8 
. (x + 1 )2 (x2 + 1)2 dx 

们有理部分． 我们有

由 此

Q i = 少 = ( x  + l ) (x2 + 1) = x3 + x2 + x + 1, 
4x4 + 4x3 + 16x2 + 12x + 8 = [ ax2 + bx +  c ] ' 正 + ex + f  ＋ (x3 + 沪 + X + 1 )2 正 ＋ 正 + x + 1 x3 + x2 + x + 1 '  

4x4 + 4x3 + 16x2 + 12x + 8 = (2ax + b) (x3 + x2 + x + 1) 

— (ax2 + bx +  c)(3x2 + 2x + 1) + (dx2 + ex +  f) (x3 + x2 + x + 1) 

令等式两端 x 的 同 次项 的系数相等， 得 出 方程组， 由 它们定出未知数 a, b, · · · , f 

沪 d = 0(在下面的计算中不再取 d 了 ） ，
x4 —a +  e = 4, 
x3 -2b + e + f = 4 ,  
沪 a — b — 3c + e + f = 16 ,  a = — 1 ,  b = 1 ,  c = -4 , 
x 1 2a - 2c + e + f = 12, d = 0, e = 3, f = 3 
沪 b — C + f = 8. 

千是， 所求积分

！
矿 + 4x3 + 16沪 + 12x + 8 dx = _ x2 — x + 4  + 3 / 

dx 
(x + 1)气沪 + 1) 2 x3 + x2 + x + 1 正 + 1

沪 — x + 4 + 3arctg x + C. 

在这个例子中计算最后一个积分是容易一下子作 出 的 在其他的清形 必须再分解部分分式 虽
然如此 ， 这个步骤仍可 以跟上面的步骤合并起来

277. 例题 现在再举一些积分有理函数的例子

i) I dx 
正(1 + X平

在这里可用一个极简单的变换分解成部分分式：

1 (1 + X勺 — 沪 1 1 
沪 ( 1 + X宁

＝
正(1 + X平

＝
沪 ( 1 + 沪）

—
( 1 + X叩

(1  + 沪） — 沪 1 1 1 1 ＝ 
正(1 + 正）

—
( 1 + x宁 了

—
1 + x2

—
( 1  + X宁

©参看 274 目 关于真分式分解成部分分式时类似的说明
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答案 1 1 X 3 
X 2 1 + x2 2 

arctg x + C. 

2) f 4x2 + 4x — 1 1  
(2x — 1) (2x + 3) (2x — 5) dx 、

我们有
1 2 1 1 1  

4x2 + 4x — 11  = 2 x + 2 x — 了 A B C ＝ 
(2x - 1) (2x + 3) (2x — 5) 1 3 5 3 

(x — 2 ) (x + 2) (x — 2 )  X — 2 X + 2 X — : 

由 此推得恒等式

；沪 + �x — 甘 = A (x + �) (x — �) + B (x - 古） (x — 勹 + c (x — ;） (x + ;) 

可 以 土一和 仁去而不用使等武左右两端 x 的 同次项系数相等的办法 在这恒等式中依次令
� 3  3 工 ＝ － － － － ； 立即得到 A = - , B  = — - 3 
) 2 2 4 8 8 

, C = - ( 因为每次右端都只剩下一项）

答案

1 
4 In x 1 1 3 3 5 1 (2x — 1)气2x — 5) 3- — 2 - 8 In x + 2 + 8 In x - 2 I + C = 8 In 

2x + 3 + C心

3) 「 dx 
· x4 + 1 · 

因 为

沪 + 1 = (x4 + 2x2 + 1) — 2x2 = (x2 + 1) 2 — (x迈广 = (x2 + X迈 + l) (x2 — x迈 + 1) 

千是可得出 分解式为
1 Ax + B Cx + D 

＝ ＋ x4 + 1 正 + x迈 + 1 x2 — x迈 + 1
由 恒等式

1 = (Ax + B) (x2 — x迈 + l) + (Cx + D) (x2 + x迈 + 1) 

得到方程组
社 A + C = 0, 
沪 — 迈A + B + 迈C + D = 0, 
x 1 A - 迈B + C + 迈D = O,
沪 B + D = l , 

此�

1

 

+
［
 1 1 A = —C =  B = D = - , 

2迈 , 2 

所以J dx l J x + 迈 dx - 1 
/ 

x — 迈 dxx4 + 1 = 
2迈 x2 + x迈 + 1 2迈 xz — x迈 + 1

1 x2 + X迈 + 1 1 1 = In + arctg(x迈 + 1) + arctg(x迈 — 1) + C. 
4迈 xz — x迈 + 1 2迈 2v2

1 ©显然常数 C' 与常数 C 相差 - - ln 22 
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利用反正切 函数的加法公式 [50] , 这 个结果可表示成这样的形式

l In 沪 + x迈 + ! + � arctg 
x迈

4迈 x2 — x迈 + 1 2迈 1 - 沪
+ c' .  

[277] 

可是 必须指 出 ， 这个表达式只各别地在 区 间 (—=, — 1 ) ,  (-1 ,  1 ) , ( 1 , =) 上适合 ， 因 为在点 X = 土1
处它失去意义 对千这些区间 ， 常数 C' 分别等于

冗 冗C — - c, c + — 
2 迈 ' 2迈

常数的跳跃式的改变补足 了 函数本身在 x = 士 1 处 的 间 断 ．

4) J 2x4 - 4沪 + 24x2 - 40x + 20 
(x l) (x2 2x + 2)3 dx. 

采用分离积分的有理部分的办法 我们有

Qi = (x2 - 2x + 2)2 华 = (x — l ) (x2 - 2x + 2) 

千是

2x4 - 4x3 + 24x2 - 40x + 20 = (正 + bx2 + 勾 + d
)

' + e + fx + g 
(x — 1) (孔,2 — 2x + 2)3 (x2 — 2比 + 2) 2 X - 1 x2 — 2x + 2 

并且 我们 同 时 已 经把这个表达式分成部分分式， 但还需把它积分 （在分离积分的有理部分之后）
恒等式

导 出方程组

由 此

答案

2x4 - 4x3 + 24x2 - 40x + 20 = (3ax2 + 2bx + c) (x2 — 2x + 2) (x - l) 

- (ax3 + bx2 + ex +  d) · 2 (2x - 2) (x - 1) 
十e(x2 - 2x + 2) 3 + (fx + g) (x — l) (x2 - 2x + 2) 2 

x6 e + J = 0, 
沪 -a — 6e - 5J ,+ g = 0, 
沪 -a - 2b + l8e + 12f — 5g = 2, 
沪 8a + 2b - 3c - 32e — 16f + 12g = -4 ,  
xz —6a + 4b  + 5c  - 4d + 36e + 12f — 16g = 24, 
X l —4b + 8d - 24e - 4f + 12g = - 40 ,  
XO -2c — 邸 + Se — 4g = 20, 

a = 2, b = -6, c = 8 , d = -9, e = 2 , f = —2,  g = 4 

2x3 - 6x2 + 8x - 9 (x - 1) 2 

(x2 - 2x + 2) 2 沪 — 2x + 2 + ln + 2arctg(x — 1)  + C 

5) 「 T6 — 沪 ＋ 沪 + 2x3 + 3x2 + 3x + 3 dx. (x + 1) 2 (正 + X + 1 )3 

分离积分 的有理部分 我们有

Qi = (x + l ) (x2 + x + 1) 2 , Q2 = (x + l ) (x2 + x + 1) 



[278] 

找出分解式

由方程组

技 出

§3. 某些含有根式的函 数的积分

［
正 ＋ 归 + cx2 + dx + e

]
' 卢 + gx + h 

＋ 
(X + 1) (x2 + X + 1尸 (x + l ) (x2 + x + 1) 

x7 f = 0 , 

x6 -a + g  = l ,  

沪 a — 2b + 3g + h = — 1 , 
x4 5a — b - 3c + 5g + 3h = 1 ,  

沪 4a + 3b — 3c — 4d + 5g + 5 h  = 2 , 
沪 3b + c — 5d - 5e + 3g + 5h = 3, 

x 1 2c — d — 7e + g + 3h = 3 , 

沪 d - 3e + h = 3 ,  

a = — l , b = 0, c = —2,  d = 0, e = — 1 ,  f = g = h = 0 

所 以 ， 在这里积分全部变成 自 身的有理部分

沪 + 2x2 + 1 
- (x + l ) (x2 + x + 1) 2 

+ c. 

§3.  某些含有根式 的 函数的积分

· 35 ·  

278. 形状为 R (x, r;; 三） 的积分队 例题 上面我们 已 经学会在有限形

状 中求有理微分式 的积分． 在 以后积分这些或那些种类微分表达式 的基本方法是寻

求这样 的替换 t = w(x) (其 中 w 本身能用初等 函数表示 出 来 ） ， 这替换会把被积表达

式化成有理函数的形状 我们把这个方法 叫 做有理化被积表达式法．

作为它 的应用 的第一个例子， 我们考虑形如

J R (x, J� 言） dx 

的 积分 ， 其 中 R 表示两个 自 变量的有理 函数， m 是 自 然数， 而 a, /3, 'Y, 6 是常数 ．

令

则 积分变成

, )  t = WlX = \ 7 ax + /3 ax + /3 
尸 = X = cp(t) = 

伈x + o ' 沁x + o '

J 府(t) , t) cp' (t) dt; 

© 我们 约定永远用 字母 R 表示它 自 己 的变量的有理 函 数

otm — /3 
Q — 讥：m

( 1 )  
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在这儿微分式已 经是有理函数的形状 因为 R, <p, 召 都是有理函数．依上节的法则算
出这个积分， 以 t = w(x) 代入后 ， 就变 回 到 旧的变量了．

更普遍的积分

.I R 仁 (�:: ,:) r ' (�: : :) s ' . . . ) dx 

可化为形如 (1) 的积分 ， 其 中所有的指数 r, s , 都是有理数， 只要把这些指数化成

公分母 m, 就可在积分号后得到 x 与根式 /石二： 的有理函数
勹'X +

例题 1) J 尸 + 2 dx. (x + 1) 2 — 尸

这里的分式线性函 数
ax + /3 
i'X + o  ，特别地，容易化成线性 函 数 令 t = ✓了二T, dx = 2tdt, 千是

I (x � 勹勹卢l
dx = 2

I //�. 
2
1 dt = I ( � 

—
t/!;: 1 ) dt 

(t — 1)2 2 2t + 1 = In 
t2 一 一— arctg+ t + l  y13 灯 + c, 

这儿剩下的电只是以 t = ,,f:i:=勹 代入了

2) J dx J x + 1 dx 

厂言三 二二
令 t = 1二，X = t气 l dx = —6t2dt 

X - 1 t3 — 1 ' (t3 — 1)2 ' 
千是

I Eix� l  = I t�� — � : = I (-占 + t2 �� � 1 ) dt 

此处 t = 1三．
1 t2 + t + 1 

= - In 
2 (t — 1)2 

279. 二项式微分的积分 、 例题 形如

＋ 心rctg

xm (a + b: 产）Pdx 

2t + 1 
v13 + c, 

的微分式叫 做二项式微分 ， 其中 a, b 是任何常数， 而指数 m, n, p 是有理数． 要来弄
清楚这些表达式可在有限形状 中求积分的情况．

一个这样 的清况是很 明 显 的． 如 果 p 是整数（正的， 零或负的） ， 那 么 ， 所考虑的
表达式就属 于上目研究过的类型． 就是， 如果用 入 表示分数 m 及 n 的分母的最小
公倍数 ， 我们在这里就有形如 R( 妒r)dx 的表达式 于是作替换 t = fi 就可把它有
理化了
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现在用 z = 沪 来变换给定的表达式． 于是

并为简 明起见 令

即 有

1 
产(a + bx叩dx = - (a +  bz) Pz 罕 -1dz,n 

m + l  — 1 = q, 
n 

· 37 · 

J 亡 (a + b沪）Pdx = ; f (a + bz)贬叨z. (2) 

如果 q 是整数， 我们就重新得到 已研究过的类型的表达式 实际上， 如果通过 l/

来 表示分数 p 的分母， 那 么 ， 变换后的表达式就有 R(z, 劝口飞句 的形状 ． 若作替换

t = -VO: 国 = va + bxn 

也可以一下子将表达式 R(z』伍二历） 有理化
最后， 改写 (2) 中第二个积分成这样：

I ( a + bz )
P 

zPHdz. 
z 

容易看出， 在 p + q 是整数时我们也得到研究过 的清况： 变换后的表达式有

R (z, ja言） 的形状， 用替换

t = 尸 ＝ 五二飞

可把给定积分中的被积表达式一下子有理化．

由此可见，如果

p, q, p + q  

中 有一 个是整数， 或 者 （ 同样地）
m + l  m + l 

p, 
n ' n 

+ p 

中 有一 个是整数， 等 式 (2) 的 两 个积分都可按有限形 状表示 出 来

这些可积性 的情形 ， 其实牛顿早 已知道 可是， 只 在 19 世纪 中 叶切 比 雪夫
(Chebeshev) 才建立这个著名的事实 ： 在有限形状中 二项微分没有其他可积的清形．

考虑一些例题

1 )  .f ｀ 
..fi dx = .f x-½\(1 + x¾ ) ½ dx 

这里 m = — -, n = - , p = - ;  因 为2 4 3 

+ 1 m + l  2 
n = 1 = 2 · 



· 38 ·  第八章 原函数 （不定积分）

所以这是第二种可积的情形 察觉到 v = 3 之后 ， 令 （依一般的规则）

千是

2) J dx 

t = 二 ， X = (t3 — 1)4 , dx = 12t2 (t3 — l )3dt; 

！ 汇rx 3 

vx dx = 12 / (t
6 - t3 )dt = - t4 (4t3 — 7) + C等等 ．

7 

尸
= J 沪( 1 + x4 ) 分 dx

[280] 

这次 m = O, n = 4, p  = — - · 1 m + l 1 1 
， 因为 + p = - - - = 0, 所 以 是第 三种可积的情形． 这里4 n 4 4 

V =  4; 令

千是

3) J 

尸t = 尸 = , x = (t4 — 1) - ¼ , dx = —t3 (t4 - 1) 舟 dt,
X 

沪 = tx = t(t4 - 1)-¼ 

! � 丁 -I tt�\ = i I (土 — 占） 三 J 三
dx 

x尸

1 t + l 1 
= - ln — -arctg t + C 等等4 t — 1 2 

= J x-1 ( 1 + 沪） -½ dx .  

在此 m = — l , n = 1 m +  1 5, p = - - 是第二种情形 = O; v = 3 令
3 ' n 

t = 沉言， X = (t3 — 1) ½ ,  dx = 产 (t3 - 1)甘 dt ;

我们有

I x� 三勹 t3
t
�勹 飞 / C � 1 - t2 : 乙） dt 

l (t — 1)2 J3 2t + l 
10 ln t2 + t + l + —arctg 

5 戎
+ c 等等

280. 递推公式 因二项式微分的积分总能 ［参看 (2)] 变换成如下 的形状·

如 = j(a + bz)P巩dz,

所 以 ， 在 以后我们就限于考虑这些积分．

(3) 

我们要建立一系列递推公式 借助于它们 ， 一般说来， 积分 (3) 可 以表示成类似
的积分 Jp' ,q' , 其中 p' 及 q' 与 p 及 q 只相差一个任意整数．

积分恒等式

(a + bz)P+l汃 = a(a + bz)Pzq + b(a + bz)Pzq+ l , 
d 

[(a +  bz)P+ 1 zH 1 ] = (p + l )b(a + bz)Pzq+ l + (q + l ) (a + bz)P+1z气dz 
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我们得到

lp+ l ,q = aJp,q + bJp ,q+ l , 

(a + bz)P+l zq+ l = (p + l )b今，q+l + (q + l )Jp+ l ,q 

由 此得到头两个公式

(I) Jp ,q = — (a + bz)P+lzq+l p + q + 2 
a(p + l ) a(p + l) 

+ Jp+l ,q (p -/- — 1 ) ; 

(II) Jp ,q = (a +  bz)P+ lzq+ l  p + q + 2 — b J 
a(q + l) a(q + l )  p,q+ l (q -/- - 1 ) .  

它们使我 们能够把 p 或 q 增加 1 (如果它异千 — 1 的话）

· 39 ·  

从这两个等式笥 出 Jp+ l , q , Jp , q+l 并分别 以 p — 1 及 q — 1 代替 p 及 q, 我们得到
公式

(III) J p,q 
(a + bz)Pzq+l ap 

p + q + l  p + q + l  + Jp-1 ,q (p + q =/- - 1) ; 

(IV) Jp,q = (a +  bz)P+ l红 aq
b(p + q + 1 )

—
b(p + q + l ) Jp,q-1 (p + q =I- — 1 ) .  

它们使我们能够把 p 或 q 减少 1 (如果和数 p + q 异于 - 1 的话）
如果无论p 或 q, 或 p + q 都不是整数 （于是积分 Jp,q 不能通过初等函数在有 限

形 状 中 表示 出 来） ， 则 递推公式 可 以无 限制 地继续应用下去． 借助于它们 ， 可 以把参
数 p 及 q 变成 例如 ， 真分式

现在讲一个对我们更有趣的清形， 即 当积分可在 有 限形状中 求得时的清形． 在
此可假定指数 p 或 q 是整数 ， 因为整数 p + q 的情形可用替换 z = - 化成整数 q 的
情形 .

u 

这时继续应用上述公式， 就可把整数指数 p 或 q 化成 0(假如它是正数的话） 或
化成 — 1 (假如它是负数的话） 这样 ， 通常就或者把积分作完了 ， 或者 在任何情
形下 把积分大大地简化了．

例题
1) 考虑积分©

这里 n = 2, p = 

Hm = J v'J二了dx(m 是整数）

1 
飞 ， 所 以 当 m 是奇数时 ， ＝ m + l m + l 

n 2 是整数 ， 而 当 m 是偶数时， 数
m + l  m + l 1 m + p =  - - = - , 千是在所有情形下积分都可在有限形状中求得 用替换 z = x2 

n 2 2 2 

©类似地 ， 也可 以研究积分

J �dx, J �dx 
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可把原式化成

� /( 1 — z)主了 dz = � 1_ 令 ， 宁

如果假定 m > 1, 把公式 (IV) 应用到所得 的积分上去 就得到

J 
1 m - 1 

( 1 - z) 歹 z m — 1 
1 m - 1  = —2 + J 1 m - 3  

＿ 歹 ， 2 m m - 歹 ， 2

或者， 回 到原来给定 的积分 ，

Hm = - 上尸＼厅言五 m
- l Hm-2 

m m 

把 m 的 值减少 2 的这个公式 继续把 Hrn 的计算 当 m 是奇数时化成

趴 = I 
xdx = — 了二 + C;

尸

或者当 m 是偶数时 ， 化成

由 此

Ho = J dx = arcsin x  
尸

+ C. 

现设 m < - 1 ,  于是 m = -µ, µ > 1 这 回 应用公式 (II)
J m+l 

2 1 - z � z m + 2  （ ）  
I m+l = 2 + J J =+! 一 � · 千 m + l m + l - 1 , — 广

H-µ = -
x - (µ - 1 ) 二 µ — 2 + H- cµ-2) -µ — l µ — 1 

[280] 

借助于这个公式 ， 我们有可能把 µ 的 值减少 2, 因而， 有可能继续把 H才 的计算 当 µ 是奇数
时化成

H -1 = / 
dx = In 1 — 汇

x汀二 X 
+ C; 

或者当 µ 是偶数时 ， 化成

2) 如果对于积分©

H-2 = I dx = — 了x2
+ C  

x2 尸 X

Jn+l  = J (沪 /: ） 
n+ l = � I矿 + z) - (n+l ) z分 dz = J- (n+l) ,- 令

应用公式 (I)
匡 + z) -nz 令 2n — 1 1 

J_ (n+ l) ,- 令 = + na2 + 2n 忑 仁 ， 千
那么 ， 变 回 到 Jn , 我们就得 到 已 经知道的递推公式 [271, (6)] 

1 X 2n — 1 1 
Jn+l = + -

2n正 （沪 + a芍n 2n a2 

©类似地 ， 也 可 以研究积分
dx .J (x2 — a2 )n+l 

J九

(n = 1 , 2 , 3 ,  · · · ) 
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281 . 形状为 R(x又a沪 + bx + c) 的表达式的积分 、 欧拉替换 现在来考虑很

重要的积分类型
J R(x, 凸二二�)dx (4) 

当然假定二次三项式没有等根， 千是它的根号不能用有理表达式来替代 ． 我们 研究三
种替换， 即所谓欧拉替换 ， 利用它们 ， 总能把此处的被积表达式有理化．

第 I 种替换应用在 a > O 的情形下 ． 此时假定

✓a沪 + bx + c = t - 五砂．

将这等式两端平方，（消去 a沪 项后） ， 得 到 bx + c = t2 —2va,tx, 千是

t2 — C 五t2 + bt + cva, 五t2 + bt + cva 
x = ✓ ax2 + bx + c = , dx = 2 

2va,t + b '  2五t + b (2五t + b) 2 dt . 

欧拉替换的全部妙处正是在千： 为 了定出 x, 就得到一个一次方程， 于 是 x 与 根式
✓a沪 + bx + c 同 时可用 t有理地表示出来 ．

如果把所得的表达式代入 (4) , 问题就变成积分 t 的有理函数了 在结果 中变回
到 x 时， 必须令 t = ✓c正 + bx + c + va,x 

第 II 种替换应用在 c > O 时 在这种情形下可令

✓正 + bx + c = xt + ,/c心．

如果平方后 消 去两端的 c并约去 x, 就得到 ax + b = xt2 + 2vc记 又 是 x 的一次
方程． 由 此

2,.fet - b  ,/ct2 - bt + ,/ca 石t2 - bt + vca 
x = ✓正 + bx + c = 

a - t2 ' t2 ' dx = 2 dt. 
a - (a — t平

将这些代入 (4) , 显然， 被积表达式就被有理化了 积分后， 在结果 中令

✓ ax2 + bx +  c — ` 
t =  

附注 I 上 面所考虑的情形 中 (a > 0及 C > 0) , 用替换 x = — 可将其 中的一种

变成另 一种． 因 而总可 以避免使用第 II 种替换

最后 第 III 种替换适用千这种情形： 如果二次三项式 ax2 + bx +  c 有 （相异的）
实根 入 与 µ 如所周知 此时这个三项式可分解成线性 因 式

三 + bx + c = a(x - 入） (x - µ) 

©也可以令 ,/ax2 + bx +  c = t + fax 
＠或者 Vax2 + bx + c = xt - vc 
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令
✓正 + bx + c = t(x — 入） ．

平方并约去 x - 入， 在这里也得到一次方程 a(x - µ) = t2 (x — 入） 千是

x = 

等等

—aµ + 汒 a(入 - µ)t 2a(µ — 入）t✓a沪 + bx + c = dx = 沪 - a ' t2 - a ' 沪 - a)2 

[282] 

dt 

附注 II 在所作的假定下， 根式 ✓a(x - 入） (x - µ) (为 明 确起见， 比方说， 认定

x > 入） 可变成如下的形状

(x - 入）｀三
因 而在所考虑的情况下

R(x, 二二三） = R1 (x, �) 

千是我们在实质上就是要处理第 278 目中所研究过的那类微分式 了． 可把第 III 种
欧拉替换写成如下的形式

t = �, 

这跟 278 目中已经讲过的替换是同样的

现在我们指出， 为 了 要在所有可能情况下实现 (4) 中被积表达式的有理化， 只用
I 及 III 两种欧拉替换就足够 了 实 际上， 如果三项式 ax2 + bx +  c 有实根， 那么， 如

我们 巳看到过的， 就用第 III 种替换 如果没有实 根， 即是， b2 - 4ac < 0, 则三项式

a沪 + bx + c = — [(2ax + b)2 + (4ac — b门］
4a 

在变量 x 的一切值下都与 a 有相 同的符号.a < 0 的情形对我们是没有兴趣的 ， 因为
此时根式完全没有实值． 在 a > O 的情形， 就用第 I 种替换

由 这些讨论 同 时得到 一般的断言． 类 型 (4) 的 积分 总 可在 有 限形 状 中 求得， 并

且， 为 了 表示 出 它们 ， 除 了 可用 来表示有理微分式 的 积 分 的 那 些 函数外， 只 再 需 用 二
次根式就够 了 ．

282 . 欧拉替换的几何解释 表面上如此矫揉造作的欧拉替换， 可 以完全由 直观
的几何观点得出

考虑二次曲线

y = 士 Jax2 + bx +  c 或 沪 = ax2 + bx +  c. 
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如果在这 曲 线上取任意点 (xo , Yo) ,  千是

Y6 = ax� + bxo + c, (5) 

那么 ， 通过这点的割线 y — Yo = t(x - xo) 刚 刚交 曲 线千一点 (x, y) 这交点的坐标可
用简单的计算找出． 从曲线及割线的方程中消去 Y, 就得到

伽 + t(x — xo )]2 = ax2 + bx +  c, 

由 此 注意到 (5) ,

2yot(x - xo) + t2 (x - x矿 = a(x2 — 咕） + b(x — xo) 

或者， 约去 x — Xo- —

2yot + t气兀 — xo) = a(x + xo) + b. 

这样， 第二个交点的横坐标 x, 随之纵坐标 Y, 都 可用变动的斜率 t 的有理 函数表示
出来 这时适当地变化 t, 显然可使点 (x, y) 描出全部曲线

现在， 关系式
✓正 + bx + c - Yo = t(x - xo) 

显然定出把情形 (4) 中的被积表达式有理化的那个替换，

设 二项式 ax2
T bx + c 有实根 入 及 µ ; 这就是说， 我们的曲线交 x 轴千点 （入 ， 0)

及 (µ, O) ;  例如， 取它们中的第一点作为点 (xo , Yo) , 我们得到第 III 种欧拉替换

✓正 + bx + c = t(x - 入）．

如果 C > 0, 则 曲线交 y 轴千点 (0, 士五） ； 取其中的一个作点 (xo , Yo) , 我们得到

第 II 种欧拉替换
✓ ax2 + bx +  c 土 vc = tx. 

最后 实质上在同样的思想程序下 ， 只要我们取曲线的无 穷远点作点 (xo , Yo) ,  就

得到第 I 种欧拉替换 即是 ， 假定 a > 0(在这情形下 曲线是双曲线），考查双曲线的渐
近线 y = 士《五，并用平行千渐近线的直线 y = t 士 J正 与 曲线相交 （这两条直线是
通过 上述无穷远点的）． 每条这样的直线交 曲 线千第二点 (x, y) , 它的坐标是 t 的有
理函数 由此得到替换

✓ ax2 + bx +  c = t 土 《芯．
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283. 例题 我们已经知道属于所考虑的类型的两个基本积分 [269, 9) 及 12) ; 2�8] 

I 卢 = !n ix + 厂l + C,

J 
dx = arcsin 巴 c尸 a +

从它们 出发 ， 可 以计算别的一些积分．

J dx 1) 在计算这个积分时我们分成两种情形：a > O 及 CY < 0. 

(3 如果 CY > 0, 那么容易把积分变成基本积分的第一种 （在 ； ＝ 士忒时）

�I dx = 上 ln x + F,三 + c
p fo 

Cl'. 

。
还可以 o 乘对数函数的 自 变量 ， 这就引进一个补充项 — - In a, 因而只影响到 C. 最后得到

嘉

I dx 1 = — ln lax + ✓ a(ax2 + (3) 1 + C' (a >  0) . (6) 《二 5
如果 CY < 0, 千是 Cl'. = — 回 ， 我们可把根式改写成 ✓(3 - 回沪 的形状 为了使根式一般地

能有实值 ， 必须在这里假定 (3 > 0 积分可变成基本积分中的第二种 （在 � = CY2 时） ， 于是

厂王了 之 arcsin (ff, ) + C  (a < 0) 

许多别的积分可用初等方法化成积分 (6) 及 (7) , 例如
2) J 二如， 可用分部积分法求得

J 石二心 = X石二 - J xd� = x石二 — J

＝ ｀二 — ！ 卢 + /3) — {3 dx 二
= xFx二 — J 石二dx + /3 I dx 

J五言万

归

J王言

在右端我们重新得到 了 要计算的积分， 把它移到左端并 以 2 除全部等式， 我们得到

(7) 

dx 

！ 三言dx = ½xJ歹言 + � J
�三 (8) 

要得到最后结果 ， 只看 O! > 0 或 O! < 0, 而把最后那个积分用它的表达式 (6) 或 (7) 代入即可 ．

3) (a) J dx 
, (6) J dx 

， （的 f dx 

x � x2 � · (a沪 + 13) ! 

可用简单的替换 x = - , dx = — - dt 化成 已经知道的积分 ， 我们有 （为明确起见， 设 x 及 t > 0) :  
t2 

(a) J 
dx dt 

三二(3 = — I二
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以后 的计算可看 9 的符号依公式 (6) 或 (7) 作出 其次，

(6) / 
dx = _ 

I 
tdt 1 石

沪，二 � /3
= — 飞压了沪 + C = — + c, 

购

也类似地

(B) / 
dx = —

I 
tdt = 丿 i + c = � x + c 

（正 ＋ 叭 (a + 胪 ） � {3 � {3 �

4) 被积表达式的恒等的变换可把下面 的积分化成已经计算过的积分． 例如，

我们有

(a) / 沪dx (6) I 二心 (B) I
沪

立 dx
� , x (ax2 + !3) 2  

(a) / 凸 1
/ 卢 + /3) — /3 1 

� Q 二 。= — dx = — 1 �dx — (!_ I 
dx 。 J二

或者 ， 利用公式 (8) ,

然后

I 产dx 1 /3 
二 加= -x� 二记 — I

dx 
2。 二 以下略 ［参看 1) l . 

(6) 1 �dx = 正 + {3 xdx dx 
x I x二dx = a J 三言 十 /3I X 石二

积分中 的第一个一下子就可得到 ， 第二个在 3) 中 已经计算过 最后 ，

(B) I 
x2 

3 dx = 2_ I 
dx — (!_ 

I 
dx 

（正 + /3) 2 。 二 。 (ax2 气） 歹
3 [参看 1) 及 3)] .

· 45 ·  

5) 如果在根式中 的是完全二次三项 式 ax2 + bx + c, 用线性替换把它化成二项 式常是有利 的 ．

分出完全平方
ax2 + bx + c = — 2ax + b) 2 + 4ac -- b勹 ，4a ［（ 

令 t = 2ax + b 用 这样方法， 例如 ， 从公式 (6) 及 (7) , 当 a > O 时就得到

！ 三 = 7a ln l2ax + b + 2�) l + C 

而当 a < O 时

1 b = - In ax + - + ✓ a(ax2 + bx + c) + C. 
,la 2 (6* )  

I 
dx = - 1 arcsin 2ax + b 

va沪 + bx + c �I 
+ c. (7* ) y'b2 — 4ac 

6) 现在转到欧拉替换． 在 269, 12) 中事实上我们 已经把第 1 种替换应用到计算积分

I三
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上 ， 虽然第二个基本积分

人：
对我们来说从粗浅 的讨论就是 已 知 的 ， 但作为—个练习 ， 我们还是把欧拉替换应用到这个积分上

去
(a) 如果先利用第 III 种替换 J了了了 = t(a — x) ,  则

t2 - 1 知tdt 2at 
x = a  

t2 + 1 ' dx = 
(t2 + 1)2 , J二 ＝

t2 + 1 ' 

因而

J; 了 = 2 / t2�
1 

= 2arctg t + C = 2arctg� 三 + c

因为恒等式

2arctg尸 = arcsin 芒 ＋ 巴 (-a < x < a)a - x a 2 

成立 ， 所 以这个结果 只 是形 式 和我们 已 经知道的结果不 同
读者在 以后应 当注意： 由 于积 分 时所 用 的 计 算 方 法不 同 ， 就可能得到 不 同 形 式 的 积 分 函 数．

(6) 如果应用第 II 种替换 J百二x2 = xt — a 到同一积分上去 ， 则类似地可得

I 
dx = —2 / 

dt = —2arctg t + C = — 2arctg 
a +

罕� + c
yi a2 - x2 t2 + 1 X 

这里我们碰到另一个有趣的情况(I): 这个结果只是各别 地对区间 ( —a , O) 及 (0, a) 适用， 因为在点
x = O 处 表达式

a + ✓a2 - x2 
-2arctg 

失去意义． 这个表达式当 X -> -0 及 X -> +0 时的极限是不 同 的 ： 它们分别等千 7r 及 -n, 如果
对千上述两区间选择不 同 的 常数 C 的值， 使得它们中的第二个比第一个大 加 ， 而在 x = O 时取

其左右极限的公共值作为这个函数的值． 就可 以作 出在整个 区 间 (-a, a) 上的连续函数．

然而这次我们得到的不过是在另 一种形式的 旧 的结果， 因为恒等式

。
o,

＜
 

x
 

＜
 

<I
 

x
 

a
 

＜
 
。于

于

对

对

冗

冗

－

＋

 

x-
a
x-
a
 

.
Ill

.
Ill
 

cs

cs

 

ar

ar

 

｛
 

l
-尸＋

 
a
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t

 
c

 
ar
 

2
 

成立．

7) J dx 
x + ✓x2 — x +  1· 

(a) 首先应用第 I 种替换： Vx2 - X + 1 = t — x, 

t2 - 1 t2 — t + 1 
x = dx = 2 

2t - 1 (2t — 1) 2 dt, 

I
x 十 三

=
! 言勹�

2
dt = J [ f - 2t �  — 1 

+ 
(2t � 1) 2 ] dt 

3 1 3 = - - + 2 1n 1 t l — - In l2t - l l  + C. 
2 2t — 1 2 

©比较 277 目 例题 3)
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如果在这里以 t = X + ✓x2 — x + l 代入， 最后就得到

— - ln \ 2x + 2✓ 沪 — x + l — 1 1I dx = - � 1 3 
x + ✓ 沪 — X + 1 2 2x + 2✓ 沪 — x + l — 1 2 

+2 1n \x + ✓ 沪 — x + 1 1 + c. 

(6) 现在应用第 II 种替换:✓xz — X + 1 = tx — 1 , 

X = �; —= � , dx = —2 \
2

t; — �  �2
1 

dt 二 ＝ 勹勹 1 , x + 歹二言 = t � l/ — dx = I —2t2 + 2t - 2 
dt = I [� _ 三－ — 丿一 — 3

] x + ✓x2 - x + l  t (t — l ) (t + 1 ) 2 t 2 t — 1 2 t + 1 (t + 1) 2 

这儿 以 t =

3 1 3 = + 2 In \月 — - In \t — 1 \ - - In \t + 1 \  + C'. 
t + l  2 2 

✓沪 — x + l + l 代入； 在显然的简化后 ， 得到
X 

J 
dx = 3x 

x + v沪 — x + 1 v沪 — x + l + x + l
+ 2 ln l v伍2 - X + 1 + J. I 

dt 

』 ln l 石二言 — x + 1 1 — � ln l #二言 + x + 1 1 + c' 

3 这个表达式虽然在 形 式 上与先前所得的不同， 但在 C = C' +  - 时可把它们看作是相 同的．2 
8) J dx 

(x2 + a芍 ✓歹二2
(a ,  i'-1 为在根号 内 表达式的根是实数 ， 所以可应用第 III 种替换 J产� = t(a — x) ;  这 里

—a < x < a 及 t > o .  我们有

并且

t2 — 1 4atdt 2at 2 2a气t4 + 1 )  
x = a  , dx = ✓ 石二五 = , x + a2 = 

t2 
+ 1 (t2 + 1)2 ' t2 + 1 (t2 + 1) 2 . 

J dx 二 J 2t2 
+ 2 dt = 上 1

伲 + a芍 尽二 2a2 t4 + 1 2a2 / [t2 + 迈 + 1 
+ 

t2 - t迈 + 1 ] dt 

= —— arctg(t迈 + 1) + arctg(t迈 — l)] + C, 
a2 迈

为要得到最后结果， 在此还须代入

t = � 三
利 用 反正切 函数的和的公式 以及明显的关系式

1 7r arctg- = —arctg a 土 － （ 当 a � O 时），
a 2 

可给所得结果以更简单的形式

1 arctg x迈 心 （这儿 C1 = C + 11" 

卢 岳二 2a2 v'2) · 
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(6) 如果应用第 II 种替换 J严二x2 = tx — a 到 同一积分上去 ， 就得到

= — [arctg(迈 + l)t + arctg(迈 — l)t] + C' ,J 
dx 1 

伲 + a芍尸 f迈

[284] 

a +  va2 — x2 
在此 t = 这个结果各别 地对区间 (—a, 0) 及 (0, a) 适合， 容易 了解 ， 当 x 变到 0
时改变常数 C' 的值， 就可使它在整个区间 (-a, a) 上是适合的 ． 最后， 如 果依反正切 函数的和的
公式把它变形， 它就与上述结果相同

9) J dx 
伲 ＋ 入） 《二

用第 I 种替换《产了了 = t — x 我们有

J 
dx = 2 / 

2tdt ' du 
(x2 + >-) Jx二 t4 + 2(2入 — µ沪 + µ2 = 2 / 证 + 2(2入 — µ)u + µ2

这样一来， 问题就化成计算初等积分了， 在结果中必须以替换

u = t2 = (x + ✓ 百三）2

代人

284. 其他的计算方法 欧拉替换虽然原则上在所有情况下解决了在有限形状
中计算类型 (4) 的积分的 问题， 但有 时 在应用它们时 甚至简单的微分式
也引 起繁复的计算 由 千所讨论的这种类型的积分的重要性， 我们要指 出 它们 的另
一些计算方法．

为简明起见， 令
Y = 正 + bx + c 及 y = \IY

凡有理函数 R(x, y) 都可 以 表示成 x 及 y 的 两个整多项式的商 如果处处都 以 Y 代
替 妒， 我们便把 R(x, y) 化成

R(x, y) = Pi (x) + P2位）y
P3 (x) + P4 (忒y

的形状， 其 中 Pi (x) 是整多项式 以表达式 P3 (x) - 凡 (x)y 乘 这公式 的分子及分母
（并重新 以 Y 代替 沪） 后， 我们得到 R 的新形 式

R(x, y) = 凡 (x) + 凡 (x)y

右端第一项 的积分我们 已经会表示成有 限形状； 所 以 ， 我们 只需研究第二项 ， 以 y 乘
并除这一项 最后得到这样的表达式

我们就要研究它的积分

R* (x) - = R* (x) 
y , " , ) 
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首先从有理函数 R* (x) 中分离 出 整式部分 P(x) , 而把真分式部分分解成部分分

式 [274] 在这样的情形下， 所得表达式的积分被化成为计算下列三种类型的积分：

I . J 
II . f 

P(x) 
归2 + bx +  c 

心，

Adx 

(x - a)气正 + bx + c '  

III . f Mx + N  

伲 + px + q)m ✓(正 + bx + c
dx ,  

这儿所有 的系数都是实数， 而三项式 沪 + px + q 的根是虚根． 我们分别来讨论它们

中 的每一个

I. 令 （对于 m = 0, 1 , 2, · · · ) 

Vm = J 三dx = J �dx 

容易建立这种积分的递推公式． 为 了 这一 目 的， 认定 m � 1, 取导数

(xm-1 汀）' = (rri — l )xm-2汀 ＋
xm- 1y1 

2汀

并积分所得恒等式

2(m — l)xm-2 (a沪 + bx + c) + xm-1 (2ax + b) 
2汀

xm ( 1 ) xm-1 xm-2 

= ma
汀 + m - 2 b

汀
十 (m - l)c 汀

xm-1汀 = ma V m + (m - �) b V m-1 + (m — l )cVm-2 

在此取 m = 1 ,  我们得到

1 忧 ＝ － 汀 — 一
a 

b 忱 ；
2a 

然后令 m = 2 (并利用 历 的表达式） ， 得到

1 1 
忱 = (2ax - 3b)汀 + (362 — 4ac)Vo . 

4庄 8a2

再这样进行下去， 我们得到普遍公式

匹 = Pm-1 (x)汀 ＋ 灿Vo,

其 中 Pm-1 (x) 是 (m - 1) 次多项式 而 灿 ＝ 常数 这样一来，整个积分 肛 就化成
v。 了 ．

如果在积分 I 中 多项式 P(x) 是 n 次的 这积分就是积分 Vo , V1 , · · · , 片 的线性

组合， 也就是说 依上述公式 可写成

J jef dx = Q (x)汀 ＋ 寸 青 (9) 
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的形状， 其中 Q(x) 是一个 (n - 1 ) 次的多项式， 而 入 ＝ 常数
通常用待定 系数法来确定多项式 Q(x) 及常数 入 ． 微分 (9) 并以 ＄勹乘所得到

的等式 我们得到

P(x) = Q'(x) (ax2 + bx +  c) + �Q(x) (2ax + b)  + 入．

如果在此处以文字系数的 (n — 1 ) 次多项式代替 Q(x) , 在等式两端就都是 n 次多项
式 ． 使它们的系数相等， 得到 n + l 个线性方程的方程组， 多项式 Q(x) 的 n 个系数
及常数 入 就可 由 这些方程确定出来©

附注 用公式 (9) 能从积分

I P(x) 
汀

dx 

中分 离 出 代数部分 类似的分离法对于一般形状的积分

I三汀 dx 

也可以被作出， 这儿 R 是任意有理函数的记号． 我们不再讨论这积分 了 ．

II. 积分 I dx 
(x — a)k fl 

1 
可用替换 x - a = - 化成刚才讨论过的类型 ． 实际上， 我们有

t 

dt (aa2 + ba + c) t2 + (2aa + b) t + a 
dx = —

百
正 + bx + c = 

t2 

千是 （为明确起见认定 X > et, 千是 t > 0) 

I dx tk-1 dt 
(x — a) k 立言二

= -I ✓(a正 + ba + c) t2 + (2aa + b)t + a 

如果 aa2 + ba + c = 0, 即 a 是三项式 Y 的根， 问 题 就更被简化了 ， 我们得到第 278
目中研究过的积分类型

III. (a) 现在我们来讲最后的积分 我们 先考虑一个特殊情形： 三项式 a沪 + b芬十 C

与三项式 沪 + px + q 只相差一个 因 子 a 此时所求积分有下面的形状

I Mx + N  
dx. 

(ax2 + bx +  c) 气旦

©从所证明 的事实 中 可 明 白 看 出 ， 这个方程组对常数项 的 任何值都是相容 的 ， 而在这样 的情况
下 ， 它的行列式一定异千 0, 因 而方程组总是确定的 由 此顺带着建立 了 (9) 的表示法的唯一性 （参
看 28 页与 31 ~ 32页）
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容易把这积分表示成两个积分的和

M I 2ax + b dx + (N — Mb
) J dx 

五 (a沪 + bx + c) 2了 2a (ax2 + bx +  c) 宁 ＇

其 中第一个积分可用替换 t = ax2 + bx +  c 立即求出
为了计算积分 I dx = dx 

(ax2 + bx +  c) 宁 J y宁 ＇

作所谓 阿贝尔 (N.H.Abel) 替换

员为方便

b 
Y' ax + -

t = (✓Y) ' = —— = 2 
2汀 vax气 bx + c 

将等式两端平方并 以 4Y 去乘， 得到等式

以 4a 乘等式

4t2Y = (Y'产 = 4a空 + 4abx + b气

Y = ax2 + bx +  c 

后， 于其中减去上式， 结果得到

由 此

现在微分等式

我们得到

于是

从 (1 1 ) 及 ( 10)

因而 最后得到

4(a - t2 )Y = 4ac - b气

尸 = (
4ac — b2

) 
m 1 

4 (a - t芍m '

t汀 = ax + b 
2 ' 

汀dt + t2dx = adx, 

dx dt 
TY

= 
a - t2 

dx 4 m 

y 宁
= ( 4ac - b2 ) (a — t勺m- ldt,

J 己�+1 = 
Cac� b2 厂J (a - t2)m- 1dt 

· 51 ·  

( 10) 

( 1 1 )  

( 12) 



. 5'2 第八章 原 函 数 （不定积分）

这样， 整个问 题 就变成计算多项式的积分了

特别地， 例 如 ， 当 m = 1 时 就有

I dx 2 2ax + b 
(ax2 + bx + c) i 

= 
4ac - b2 ✓ ax2 + bx + c 

(6) 在一般情形中， 为了更对称起见， 令

ax2 + bx +  c = a(x2 + p'x + q') , 

[284] 

并且现在我们可以假定， 括弧中的三项式不恒等于 沪 + px + q 摆在我们 面前的问
题 就是： 这样变换变量 x, 使得在两 个三项 式 中 同 时 消 去 了一次项

先设 p =I- p' 此时借助 于分式线性替换

µt +  V 
X =  

t + l ' 

在适当选取系数 µ 与 v 之后 ， 就可以达到我们 的目 的 我们 有

沪 + px + q = 
矿 + pµ + q)t2 + [2µv + p(µ + v) + 2q]t + (v2 + pv + q) 

(t + 1 )2 

并且对于第二 个三项式也是类似的 未知系数由 条件

2µv + p(µ + v) + 2q = 0, 2µv + p'(µ + v) + 2q' = 0 

q - q' p q - pq' µ + V = -2 1 ,  µv = 
p - p p - p' 

定出．由此可见，µ 与 v 是二次方程

(p - p'卢 + 2(q — q')z + (p'q — pq') = 0 

的根 为要使这些根是相异实数CD , (必要且） 充分的条件是

(q - q'产 — (p — p勹 (p'q - pq') > O;  

我们将证明 它是满足的．

改写上述条件为等价形式

[2(q + q') - pp']2 > (4q — 沪） (4q' - p气

© 当 µ = v 时替换失去意义 ， 因 为它变成 x = µ 了

(13) 

(14) 

(14 * )  
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已知 4q — p2 > 0(因 三项式 沪 + px + q 有虚根） ， 假如同 时 4q' - p'2 < 0 的话， 于是
不等式 (14*) 显然被满足 现在只需研究 4q' - 沪 > 0 的情形 这时 q > 0, q' > 0并

且 4_;'i矿 > pp' , 于是我们 依次有＠

[2(q + q勹 — pp平 � [4✓面 — pp']2

= (4q - p2 ) (4q1 — 沪） + 4(p石 - p' Jq)2 

� (4q — P门 (4q' - 沪）

这里两次不等号跟等号联在一起， 但等号不可能同时发生在两种情形中： 如果 q =I- 叭
则等号在第一种情形中一定没有； 而在 q = q' 时， 在第二种清形中等号一定没有 所

以 ， 不等式 (14* ) 与 (14) 就被证 明 了
作替换后 我们把 所求的积分变换成下面的形状

I P(t)dt 
沪 ＋ 入）m -fc勹

＇

这儿 P(t) 是 2m — 1 次多项式 （并且 入 > 0) , 再将 （ 当 m > 1 时） 真分式

P(t) 
沪 ＋ 入）m

分解成部分分式 我们得到形如

I At + B  

炉 ＋ 入）k 0勹
dt (k = 1 ,  2 ,  . . · , m) 

的积分的和
在 p = p' 的例外情形， 消去一次项的步骤可更简单地达到 作替换 X = t — 互

2 
我们就 直接得到 刚才所述那种形状的积分

所得的积分， 自 然 被分解成两个

A I atdt + B I dt 

5 沪 ＋ 入）m Jc二 (t2 十 入）m � 

其中第一个容易用替换 u = J五了二B 求得 把我们已经熟悉的阿贝 尔替换

o:t U =  J二
应用到第二个积分上去 由 ( 1 1 ) , 即 有

I 

© 因 为 生上'.!.... � 
2 ， 

dt du 
� 0:  — 忙 ＇
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此外 ， 容易算 出

因 此

t2 + 入 ＝ 停 — 社）沪 ＋ 沁2

a亿 — u2)

I dt = am I 但 — 忙） m- 1 
du, 

沪 ＋ 沪 ｀沪言 [(fJ — 吐）忙 ＋ 入a2Jm

于是所求积分就变成有理函数的积分 了 ．

[285] 

附注 在本 目 中 我们 除 了 指 出 计算类型 (4) 的 积分的许多新方法外 ， 上 面 的 全

部讨论还给 出 在第 281 目 未尾所表述 的 断言 以不依赖于从前 的讨论的证明

由 此

285. 例题

l)  f 
x3 - x + l dx. 

yx2 + 2x + 2 

！ 沪 — x + l
yx2 + 2x + 2 

dx = (a沪 + bx + c) 歹言三 + dI dx 
vx2 + 2x + 2 · 

x3 — x + l = (2ax + b) (x2 + 2x + 2) + (ax2 + bx +  c) (x + l )  + d 

方程组
3a = l , 5a + 2b = 0, 4a + 3b + c = - l , 2b + c + d = l 

1 
引 出 值 a = , b  = 

5 1 5 
C = d = - .  这样 ， 如果考虑到 283 目 例 5) , 最后就得到3 6 ' 6 ' 2 

I x3 — x + l  dx = l 5 
yx2 + 2x + 2 6 - (2x2 — 5x + 1 ) ✓ x2 + 2x + 2 + - ln(x + 1 + ✓芷 + 2x + 2) + C. 2 

2) J dx 
(x — 1)飞x2 — 2x — i "

1 
替换 x — 1 = - ( 比方说 如果 X > l 及 t > 0 的话） 把积分化成下面 的形状t 

� I t2dt 
勹

这个积分容易用初等方法 求 出 ［参看 283, 4)]
答案

dx 

1 1 -t二- arcsin t迈4 4迈
+ c 

1 1 ＝ ｀二五勹 — — arcsin 三
4(x — 1 ) 2 4迈 x — 1

3) J 7 • 
(2x2 - X + 2) 歹

阿贝 尔替换
4x — 1 

t =  
2✓ 2x2 - X + 2 

+ c. 
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能把积分变换成下面的形式：

昙5 / (2 — t气dt ;

在此可 以重作 284 目 III(a) 的对特殊情形的一般计算， 或者利用现成的公式 (12)
答案

给 出

昙5 {
2 4x - 1 — 』 (4x — 1)3 十 上 (4x - 1 )5 

(2x2 — x +  2) 令 6 (2x2 — X + 2) ½ 160 (2沪 — X + 2) 号 ｝
(x + 3)dx 4) J 伲 — x + 1) ✓ 正 + x + l

分式线性替换
X =  

µt + V 

t + l  

沪 土 x + l = （忙 土 µ + l沪 + [2µv 土 (µ + v) + 2]t + (v2 土 V + 1 )  
( t  + 1 ) 2 

要求满足
2µv 土 (µ + v) + 2 = 0 

或满足 µ + V = 0 , 四 ＝ — 1 的 µ 及 v, 例如，µ = l, V = — 1 ,  我们有

并且

t — 1 2dt 4t + 2 2 t2 + 3 x = — , dx = x + 3 = , x — x + l = 
t + l  (t + l ) 2 ' t + l  (t + l) 2 

jx2 + x +  l = v'3t2 + 1 
t + l 

如果 为明确起见 认定 t + l > 0 (即 x < l) 的话， 这样—来，

I (x + 3) dx = I (St + 4)dt 
(x2 — x  + l )  V x2 + x + l . (t2 + 3)✓w+I ． 

所得积分可分成两个积分：

8 I (t2 + 3;�
+ 4

/ 伲 + 3)�

+ c. 

· 55 · 

第一个积分容易用替换 u =t喜产言it算出来， 并且等于 没arctgr三勹 + C' 把阿贝 尔替
换

8

3t 
U =  

✓沪 + 1
应用到第二个积分上 ， 把它化成下面的形状

12 / 
du = J:___ In 3灯 + 2vl2u 

27 - 8芷 v'6 3灯 — 2迈u

剩下的事只是变 回变量 x 了

5) J (x
2 + 1) ✓x2 + x + l — x3 + 1 

/_? ' - ' 1  + x  
dx . 

+ c" .  
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提示 把被积 函数表示成下面的形状

宣 + x3 + 2x2 { l 2x5 + 2x4 + 3x3 — 1 
x + l  — 飞卢 1)✓沪 + x + l

= (2x3 
- 比

2 + 3x — 3) + — 4 2x4 + 3x2 - 3x + 3 4 
x + l  VX言了言 十 (x + l)Vx亡二丁

；

1 
再把 284 目 中 I 的方法应用到第三项， 而把替换 x + l = - 应用到最后一项．t 

§4. 含有三角 函数与指数函数的表达式的积分

286. 关 千 R(sin 北，cos x)dx 的积分 这 种形状的微分式 总可以用替换 t

2 
tg- (—1T < X < 1T) 把它有理化 实际上 ，

. 2tg芒
2t

s1n x = 
1 + tg — 1 + t2 ' ．＇

 

2

2

 

t
t

 

－
＋

 

l
l

 

＝
 

X-
2
x
-
2

 

2

2

 

g

g

 

t

t

 

I
 

+
 

l

l

 

＝
 

x
 

s
 
。c

 
2dt 

x = 2arct岁 ， dx = 
1 + t2 ' 

千是

R(sin x, cos x) dx = R ( ) 
2t 1 — t2 2dt 

1 + t2 ' 1 + t2 1 + t2 

由 此可见类 型

J R(sin x, cos x)dx ( 1 )  

的 积 分 总 可在 有 限形 状 中 求得， 对 于 它 的表达 ， 除在积分有理微分 式 时所遇到 的 那
些 函数外， 只 再需要三 角 函数就够 了

对类型 (l) 的积分说来是万能的上述替换， 有时会引 出复杂的计算 下面指出一

些可借助千更简单的替换而能达到目的的情形． 我们先作出下面的来 自 代数学范 围

中的初等说明
如果有理整式或分式 函数 R(u, v) 在变更它的一个 自 变量， 例如 ， u 的符号时 它

的值不改变 即是 如果
R(—u, v) = R(u, v) ,  

则这个有理函数可以化成只包含有 u 的偶 次 幕的形状

R(u, v) = 凡 （武 v) .

相反地， 如果在变更 u 的符号时函数 R(u, v) 也改变符号， 即是， 如果

R(-u, v) = -R(u, v) ,  

则 这个 函数可以化成下面的形状

R(u, v) = 坠 （护 ， v)u;
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R(u v) 
这可立 即 由 上述的说明 推出， 如果把它应用到 函数 ＇ 上去的话

I. 现在设当 u 改变符号时 R(u, v) 变更符号， 此时

R(sin x, cos 出）dx = R0 (sin2 x, cos x) sin xdx = -R。 ( 1 — cos2 x, cos 兀）d cos x, 

用替换 t = cos x 就可以达成有理化
II 类似地， 如 果 当 v 改变符号时 R(u, v) 变更符号 则

R(sin x, cos x)dx = 骂 (sin x, cos2 x) cos xdx = R以sin x, 1 — sin气）d sin x, 

于是在这里作替换 t = sin x 就是合适的
III 最后， 假定当 u 与 v 的符号 同时改变时， 函数 R(u, v) 不变更 自 己的值

R(-u, -v) = R(u, v) 

在这情形下， 以 芒v 代替 u, 即 有

u u 
R(u, v) = R ( ;v , v) = R* ( ; , v) , 

依 函数 R 的性质， 如果改变 u 与 v 的符号 （比值；在此并不改变） ，

R* ( ; , -v) = R* ( ; , v) 

这时， 像我们知道的，

R* ( ; , v) = R� (; , v2

) 

所以

R(sin x , cos x) = R� (tgx , cos2 x) = R� (tgx, 
1 + �

g2 x ) , 

这简直就是

这里作替换 t = tgx ( 2 

R(sin x , cos x) = R(tgx) 

< X < 2) 就达到 了目的， 因为

dt 
R(sin x, cos x)dx = - R(t) 

1 + t2 
等等

· 57 ·  

附注 必须说 明 ， 任何样的有理表达式 R(u, v) ,  总可以被表示成上面研究过的
特别类型的三种表达式的和的形状 例如， 可令

R(u, v) = R(u, v) - R(-u, v) R(-u, v) — R(-u, - v) R(—u, —v) + R(u, v) 
2 2 2 

这些表达式中的第一个在改变 u 的符号时变更符号 ， 第二个在改变 v 的符号时变更
符号， 而第三个在 u 与 v 同时改变符号时保待原来 的值不变 把表达式 R(sin x, cos x)
分成适当的几项后， 就可以把替换 t = cos x 应用到它们中的第一种表达式上去 ， 替

换 t = sin x 应用到第二种上去， 最后， 替换 t = tgx 应用到第三种上 去 由 此可见，

对千计算类型 (1 ) 的积分， 这三种替换已 经足够 了
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287. 关 千表达式 sin勹 · cosµ 孔． 的积分 我们认定 u 及 µ 是有理数， 而变量 x

在匠间 (o, 勹 上变化 此时替换 z = sin五， dz = 2 sin x x cos xdx 给出

sin,,, x cosµ x心 = � sinv-l x(l — sin2 x) 宁 2 sin x cos xdx 

= — ( 1 — z) � z宁 dz ,
2 

千是问题变成二项 式的积分了 [279]

/ sin勹 cos1 xdx = � J ( 1  - z) 三 于 心 ＝ 归- 千 (2) 

回忆二项式可积性的情形， 我们 现在看到 1) 如果 µ ;
1 (或 厂�

1
) 是整数， 亦 即 ， 如

果 µ(或 v) 是奇数 ， 或是 2) 如果 µ + v
是整数， 亦 即 ， 如 µ + v 是偶数， 则使我们感2 

到兴趣的积分可在有限形状中求得
特别地， 两个指数 µ 及 u 都是整数时也属 于这里 的情形， 然 而 此时表达式

sin气 cosµ x 对千 sin x 与 cos x 是有理的， 即是属于上目中已经研究过的那种表达式
一类了．

在这种情形 如果指数 v(或 µ) 是奇数， 则用替换 t = cos x(或 t = sin x) 立 即 可
以得到 有理化 如果两个指数 u 与 µ 都是偶数 （如果它们都是奇数， 也是一样的），
则对于 同一目的可以应用替换 t = tgx 或 t = ctgx. 

我们 指出， 如果指数 u 及 µ 都是正偶数， 那么最好是根据公式

sin 2x 
sm x cos x = . 2 sin x = 

1 — cos 2x 2 1 + cos 2x 
COS X = 2 )  2 

选用其他方法． 即是， 如果 v = 2n, µ = 2m, 则 当 v ;?: µ 时写

2 

sin2n x cos2m x = (sin x cos x)2m sin2 (n-m) x = (
s了） 2m 

c -
�
os 2x

)
九-m

而 当 v < µ 时

sin2n x cos2m x = (sin x cos x)2n cos2 (m-n) x = (
sin/x

) 
2n ( 1 +

�
os 2x

) 
m-n 

在展开的形状下可得到形如
, , 

C sin,,, 2x cosµ 2x 

的诸项的和 其中 v' + µ飞 n + m =
v + µ 指数 凡 µ' 中至少有一个是奇数的那些2 

项 容易依上面指出的方法积分出来 我们对其余各项作同样的分解 变成 sin 4x 与
cos 4x, 如此下去 因为在每次分解时指数的和至少减少一半 ， 于是演算步骤可迅速
地完成
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回 到上面所建立的关系式 (2) 我们 现在可以利用二项式的积分的递推公式
[280] , 来建立所考虑类型积分的递推公式． 在此令 a = l b = -

µ — l 
, p =  

2 , q =  
v - 1 

用这样的方法可得到下面的公式 （ 当然，它们可以独立地被推出来）

/ sin,, x cosµ xdx = -
sinv+1 x cosµ+1 x 

µ + 1 
v + µ + 2 · 

µ + 1  
+ j sin,, x cosµ+2 xdx 

(II) / sin,, x cosµ xdx = 
sinv+ 1 x cosµ+ 1 x 

v + l 

+ 
v + µ + 2 / sinv+2 x cosµ xdx 

v + l  

(I) 

(µ =I- — 1 ) ' 

(v =/= —1 ) ,  

(III) 

(IV) 

I sin,, x cosµ xdx = sinv+ 1 x cosµ-1 x 

v + µ 

+ µ — 1 / sin,, x cosµ-Z xdx 
v + µ 

I sinv x cosµ xdx = -
sinv-1 x cosµ+ l x 

v + µ 

U — 1 + 
v + µ

J sinv-Z x cosµ xdx 

(v + µ =/- 0) ,  

( v  + µ =/= 0) . 

这些公式普遍地使我们能把指数 u 及 µ 增加或减少 2(除去所指出的例外 以外） 如
果两个指数 u 及 µ 都是整数， 则继续应用递推公式， 可以把问题化成下列九个初等
积分中之一 （对应于 v 及 µ 的值等于 - 1 , 0 或 1 的不 同的组合）

1) f dx = x, 2) J cos xdx = sin x, 

3) J dx 
cos x 

= In tg 厂 ＋ 勹 4) J sin xdx = -
2 4 ' cos x, 

. 2 

5) J . sm x 
sm x cos xdx = 

2 ， 

dx x 
7) J -:-— = ln tg -sm x 2 

9) J dx 
. = ln l tgxl . sm x cos x 

sm x 
6) J dx = — In I cos x i ,  

cos x 

s) I cos x -—dx = In I sin x i ,  
sm x 

288. 例题
1) J sin五 cos3 xdx 被积表达式在以 — cos x 代替 cos x 时改变符号 ． 作替换 t = sin x 

t3 t5 
/ sin

2 x cos3 xdx = J 卢l t2 )dt = 
. 5 3 sin X Sill X 

3 5 
+ C =  

3 5 
+ c. 
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2) I sin5 x 
cos4 x 

第八章 原 函 数 （不定积分）

心 被积表达式在以 — sin x 代替 sin x 时改变符号 作替换 t = cos x 

I :�::: dx = 
-

I 
t4 —

: !
2 + 1 dt = —t — f + 卢 + c

2 1 = — COS X — — + + c. 
COS X 3 cos3 X 

(288) 

3) f dx 
被积表达式在以 — sin x 代替 sin x, 并 以 — cos x 代替 cos x 时不改变 自

sin4 x cos2 x 
己 的值 作替换 t = tgx 

/ sin4 ::os2 x 
= I 

( 1 :}芍
2

dt = t — : — 卢 + c

= tgx — 2ctgx — -ctg3x + C. 
3 

4) J sin气 cos4 xdx 这里作与上题同样的替换是合适 的 ， 但利用倍角公式更为简单

于是

单·

其次

千是

5) J 

sin2 x cos4 x = - sin2 2x(cos 2x + 1 )  = - sin2 2x cos 2x + — ( 1 — cos 4x) 
8 8 16 

1 1 1 
/ sin2 x cos4 xdx = — sin3 2x + —x — — sin 4x + C. 48 16 64 

dx 1 dx 
sin x sin 2x 2 J 2 ＝ － 

sin x cos x 作替换 t = sin x 是合适的， 但使用递推公式 II 更为 简

� I sin2 !� �os x = —
2 s� x 十 ； ! � = —

2 s�n x + � In tg 巨 ＋ 勹 + c

dx 
6) J 作替换 t = sin x 是合适的， 但两次使用递推公式 I 更为简单：cos5 x 

I co�! x = 4 �:s: x + � I co�� x ' 

I
勹 = sin x 1 dx · l 

cos x 2 cos2 x 2 / 
sm x x 1r 

+ - cos x = 
2 cos气 + 2 1n l tg 启 + 4 ) + C, 

cos5 x 4 cos4 x + 8 cos气 + 8 1n tg 勺 + 4) f + c I 
dx = 

sin x 3 sin x 3 x 1r 

4 COS X 

sin 3 x 
7) f dx 替换 t = cos x 是合用的， 但利用递推公式 II 与 III 更为简单．

f 二::; dx = - 2
c
�i:2

x
x

—
� !  了:

4

x
x

dx 

f二勹 dx = � cos3 x + J 
c
:�

2
: dx = � cos3 x + cos x + ln tg � I  + C 

于是 （在作简化的变换后）

I ::: ; dx = -
2��::x

— COS X — ; In tg � I  + C 
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S) J . dx = J . ,�
dx

� 刁 ＼ 作替换 t = cos x 
smx cos 2x 

J dx dt l 1 + t迈 1 1 - t 

sinx(2 cos2x - 1) 
= f (l - t芍 (1 - 2t芍

＝
忑 In

1 - t迈 + 2 1n l+t + c 

1 1 -I- 迈 COS X X = - In + I n  tg- + C 
迈 1 - 迈 cosx 2 

· 61 · 

g) J sin气 cosx dx. 因 为在改变 sinx 与 cosx 的符号时被积表达式不被改变 所 以替换sinx + cosx 
t = tgx 是合用 的 ：

10) f 

/ 
sin2 x cos x ·

t2dt 

s in x + cos x dx = 
I ( 1  + t) ( 1 + 卢

dx 

= / [归卢 - L
t
2�1』 (t厂] dt 

1 l + t l l + t = - ln — -
4 二 4 1 + t2 + c  

1 1 = - ln I sinx + cos x i — - cosx(sinx + cosx) + C 4 4 

当 AC - B2 > 0 时 假定 － 芒 < X < -九A cos2x + 2B sinx cosx + C sin2x 2 2 
换 t = tgx 可把积分变成下面的形状

J A + 2i: + Ct2 . 

竺案
1 Ctgx + B 

口 arctg✓ AC - B2 ✓ AC - B2 
+ c' . 

， 利用 替

11)  J dx = J  dt 
当 t = tgx ( 开 开 ＼

2 丿 时 分解成部分分式—- < x < -a + btgx (a + bt) ( l + t2) 2 

1 A Et + C = + 
(a + bt) ( l + t2) a + bt l + t2 ' 

为 了确定系数 A, B , C, 我们得到方程

A +  bB = 0, aB + bC = 0, A +  aC = 1 , 

由 此 A = b2 b B = - C =  a 
a2 + b2 , 庄 + b2 , 庄 + b2 . 

答案

12) 下 面两个积分

a b a +  bt t arctg + In + C a2 + b2 正 + b2 二
1 

a2 + b2 = [ax + b In l a cos x + b sin xi ]  + C' . 

Ti = J sin xdx cos xdx 
a cos x + b sin x ' 花 = f a cosx + b sinx 
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可化成上 题中那样 的积分． 然而， 从联系它们的关系式

b T1 + a T2 = J dx = x + C1 , 

a cos x + b sin x 
dx = f a cos x + b sin x 

- a Ti + b T2 = 1
- a sinx + b cosx d( a cosx + b sinx) 

= ln l a cos x + b sinxl + C2 

出发去计算它们更为简单． 由 此就得到

1 
兀 = [bx - a ln l a cosx + b sinxl ]  + C, 

a 2 + b 2 

兀 ＝ 正 ：
胪

[ ax + b In I a cos x + b sin x I] + C'. 

1 - r2 X 
13) -1 J 心 (0 < r < 1, 气 < X < Jr

2 1 - 2r cosx十 产
） 这里应 用万能的替换 t = tg— 

; f 1 - 2� ::: + r产 =(1 —
产） J _ _  dt

_ _ _ _  

= arctg c 勹） + C = arctg (三 tg勹 + c

下面这样的积分也可 以化成这种积分

/ 1 _ \-; :0:

0

: : r2 dx 
= J rn + � 1  _ 2: ::: + r2 ] dx 

飞x+ arctg 贮于五） + c  

dx 
14) f , 假 定， l a l � l b l(— Jr < X < 1r) 

a +  b cosx 

2 

[288] 

， 就有

首先设 l a l > l b l 并且 （不减普遍性） a >  0. 作替换 t
X 

= tg-
2 ' 正如刚才所考虑 的特别情形一

样， 给出

J a + ::OS X 
= 

d-=萨 arctg (faa妇） + c 

可 以 把这个 表达式变 形成 下面的形状：

士
1 a cosx + b 

arcsin 
,ja 2 _ b 2 a +  b cos x 

+ C' ,  

并且 取 “十” 号 ， 如果 O � x< 1r 的话， 而取 “—” 号如果 — 1r < x� O 的话 ， 常数 C' 的值当 x通

过 0 时增 加
九

尸 ·

现设 l a l < l b l 并且 b > 0. 作同样替换：

J dx 
= J 2 dt 

= 
1 

In vb+a + v"b=at 
+ C 

a + b cosx (b + a ) -(b - a ) t2 ,j胪 - a 2 vb+a 一 二t

1 邓言 ＋ 沉言tg�
= In + C 

平 v'b+a - 沉二tg�
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这个表达式容易变换成下面的形状·

1 b + a cos x + vb2 - a蛉in x
In + C. 

V胪 - a2 a + b cos x 

dx 1r 
积分 J 可用替换 X = - 土 t 化成上述的积分

a + b sin x 2 

15) 最后 积分 J dx 
a + b cos x + c sm x 

也可 以化成 14 的积分 如果按照条件

cos ex =  sin a = 
V沪 + c2 V沪 + c2 

引 进角 ex, 则积分可改写成下面的形状

J 二! ' 、 '

作替换 t = x — a 但这里 ， 当然 伈 � ✓W了声 的情况才是有趣的．

2 89 .  其他清形的概述 在 2 7 1 ,4) 中我们 已 经见过， 怎样去积分

形如

P(x)eaxdx, P(x) sin bxdx, P(x) cos bxdx 

的表达式， 其 中 P(x) 是整多项式 要特别指出 ， 分式表达式

产 sin x COS X 
严心， 了-dx,

x
n dx (n = l , 2 , 3, . .  , ) 

已 不 能在有限形 状 中 求积分

· 63 ·  

利用分部积分法， 容易对这些表达式的积分建立一些递推公式， 并分别把它们

化成三个基本的公式

ex dy 
I . J —dx = f — = JiyCD ( "积分对数" ) ;

x ln y 

II. f sin x 
dx = six( "积分正弦" )

X 

III. f 竺!..dx = cix( "积分余弦)) )创
X 

我们 已经知道 [2 7 1 ,6)] 积分

J 尸 sin bxdx = a sin bx - b cos bx 
eax 

庄 + b2 

J 尸 cos bxdx = b sin bx + a cos bx 
eax 

a2 + b2 

从它们出发， 可 以在有限形状中求 出 下 面 的 积分

J泸eax sin bxdx, J泸eax cos bxdx, 

©作替换 X = )n y 

+ c, 

+ C. 

＠但是 ， 在所有三种情形中都还需要固定一个任意常数， 这将在以后作出
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其 中 n = 1 , 2 , 3 , 就是， 按照分部积分法 ， 得到

J泸尸 sin bxdx = 沪
a sin bx - b sin bx 

a父
a2 + b2 e 

- na J xn- 1 尸 sin bxdx + nb J x九一 1 a父
a2 + b2 a2 + b2 e cos bxdx 

J 泸尸 cos bxdx = xn b sin bx + a cos bx 
e a无

a2_ + b2 

e cos bxdx. — nb I xn-1尸 sin bxdx — na I xn- 1 ax 
a2 + b2 正 + b2 

这些递推公式能把我们关心 的积分化成 n = O 的情形．

如果仍然把 P(- . . ) 了解为整多项式 那么 ， 作为最后 的结果 ， 可 以 断定 积分

J P(x , e气 ea"气 ， sin b伍， sin b" x, • • • , cos b'x, cos b" x, • · • ) dx 

可在有 限形 状中求得， 其中 a' , a11 , b' ,  b" , 是常数

问题显然可化成求下面 的 表达式的积分
I n ax • 1 x e sm . k" ii k b x sm b 兀 • • · cosm' b'x · · · 

如果利用初等三角公式

sin2 bx = 
1 - cos 2bx 

2 

sin b'x sin b" x = - [cos(b' - b")x — cos(b' + b")x] 
2 

以 及类似它们 的一些公式 就容易 把所考虑 的表达式分成类型 A沪ea父 x sin bx 与

B沪产 cos bx 的许多项 而我们 已经会作这些项 的积分了

§5 .  椭圆积分

290. 一般说明及定义 考虑形如

J R(x ,  y)dx (1 )  

的积分， 其 中 y 是 x 的代数函数， 即 [205] 满足代数方程

P(x, y) = 0 (2) 

（这儿 P 是对于 x 及 y 的整多项式） 这样的一类积分叫做 阿贝 尔积分， 在 §3 中所

研究 的积分

尸 (
x, 已 ＋＋ 勹 如， J R(x, 二言三）dx 
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就属 于这一类 实际上， 函数

y = ) 
= ax +  /3 

,x + o 
, y = J ax2 + bx + c 

分别满足代数方程

(,x + o)ym - (ax + /3) = 0, y2 - (ax2 + bx +  c) = 0. 

· 65 ·  

站在几何的观点上来看 ， 可把阿贝 尔积分 (1 ) 认为是跟方程 (2) 所确定的那种
代数曲 线相联系 着的 例如 积分

J R(x, vfax2 + bx +  c)dx (3) 

是跟二次曲线 沪 = a沪 + bx + c 联系着的 积分 ( 1 ) 一般地是否可以表示成有限形
状， 主要以曲线 (2) 的性质为转移

如果 曲 线 (2) 可 以表示成这样 的 参数式

X = 门 (t) , y = r2 (t) , 

使得 函数 r1 (t) 与 r2 (t) 是有理 函 数（在这情形 下 曲 线被叫做有理 曲 线或单行 曲 线 ＠ ），

积 分 (1 ) 的 被积表达式就能够有理化 作替换 X = 门 (t) 可把它化成下面的形状

R(ri (t) 立 (t))叶 (t)dt,

于是积分就可在有限形状 中求得． 上述两种情形就属 于这一类 特别地， 在类型 (3)
的积分 中 ， 被积表达式有理化的可能性正是跟这 一事实联系着的， 即 二 次 曲 线是有
理 曲 线 [281 ,282] .

可是 ， 这类悼彤在某种意义上是例外的 在一般情形下 曲 线 (2) 不是有理的 ， 而
那时可以证明 ， 积分 ( 1) I 显 然 不 总是， 亦 即 不 是在任何 函 数 R 下 ，都 能表示成有限形

状（虽然对个别的具体的 R 还有这种可能）
在讨论包含若三次或 四次多项式的二次根式而 自 然地与积分 (3) 衔接着的两类

重要积分

jR(x, 卢 ＋ 归 + ex + d)dx, 

j R(x, va卢 + b泸 + c正 + dx + e)dx 
(4) 

时， 我们就碰到 这些情形 形 如 (4) 的 积分 照例 已 经不 能通过初 等 函数

表示成有限形 状 因为本章主要研究可在有限形状中求得的那些种类的积分， 为了不
致 中 断本章叙述的主要线索， 所以我们 把了解它们这一事情放到最后一节

— 可 以对有理曲线给出一个纯粹几何上的描述 ， 但我们不论及这点
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假定在 (4) 中 根号内的多项式有实系数． 此外， 我们还总是认定它们没有重根，
因为如 不这样， 就有可能从根号内取出一个线性 因 式 到 根号外面来； 问题 就会化成
早 已研究过的类型的表达式的积分， 而积分就会表示成有 限形状 最后 的情况有时
就在没有重根时也可能发生 ， 例如 ， 容易验证

J 
l + x4 dx 

= x 
1 - x4 尸 尸 + C, 

J 
5x3 + 1 
� + l 

心 = X \厄巨了l + C.

类型 (4) 的积分通常叫做椭圆积分［这与求椭圆 弧长的问题中首先碰见它们 这一
情形有关， 331 ,8)] . 但是， 这个名称， 在精确的意义下 通常只用于不 能在有 限形 状 中
求得的那些积分， 而其他的积分， 像上面刚刚说到的 ， 叫 做伪椭圆积分

在随意系数 a, b, c, 下表达式 (4) 的积分的研究与造表（ 即作出积分值的表） ，
当然是困难的 因此， 希 望把这些积分化成不多的几种积分 在它们中 间包含尽可能
少的随意系数 （参数） ， 就是 自 然的了．

这可借助于我们在下面几目 中 所讨论的初等变换达到目的

291 .  辅助变换 1 0 我们 首先指出，根号内的多项式 限制 在四次的情形就够 ，

因为根号内是三次多项式的情形容易化成这种情形．实际上， 实系数二次多项式 ax扛
归 + cx + d 一定有实根 [81 ] , 比方说 ， 这实根是 入 因 而 ， 可有实分解式

ax3 + 归 + cx + d = a(x — 入） (x2 + px + q) 

作替换 x - 入 = t2 (或 x — 入 ＝ 王） 就得到所要求的结果

J R(x, 石厂）dx = J R(t2 十 入 ， t Va户 二）2tdt 

往后我们就只讨论包含着根号内是 四次多项式的根式的微分式

沪 按照代数学上著名的定理， 实系数四次多项式可以表示成两个实 系数二 次
三项式的乘积的形状：

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = a(x2 + px + q) (x2 + p1x + q1 ) .  (5) 

现在我们设法用合适的替换来 同时消去两个三项式中的一次项 我们 已经在 284, III 
(6) 中 讨论过类似的间题 了．

如果 p = p' , 那么， 像已经指出过的， 用简单的替换 X = t — 芒 ， 我们的目的就达
2 

到 了．现在设 p =J p'; 在这情形下我们也像从前那样， 可利用分式线性替换

X =  
µt + I/ 
t + l . 
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对于系数 µ 与 v, 能否规定实而相异的值， 犹如我们 见到过的那样， 决定于不等式

(q - q' )2 - (p — p') (p勺 － 叫） > o. (6) 

在假定所考虑的两个三项式中的一个有虚根时，这个不等式是成立的这种情形 ，

我们 已 经证明过， 并且它 在我们的讨论中起着重大的作用 现在设 (5) 的两个三项
式都有实 根， 比方说 第一个有根 a 与 /3, 第二个有根 r 与 6 将

p = — (a: + /3) ,  q = 0:/3, p' = — 伈 + o) ,  q' = 孙 ，

代入 (6) 便可以把它改写成

(a: — ,)(a: - o ) (/3 — ,) (/3 - o) > o, (6') 

而为了 实现这个不等式， 只要注意不搅乱三项式的根的大小顺序就够了 （例 如 使
a >  /3 > "( > o ) ,  这是在我们的权限之内的©

这样一来，适当选取 µ 与 v, 借助于所指出的替换， 我们得到

J R(x, 石二）dx = J R 
( µt + V (M + Nt芍 (M' + N伊） µ - v
\ t + 1 ' r (t + 1 )2 )  (t + 1 )2 

d
t 

这也可以（如果除去退化的情况 ， 即 除去系数 1'Vl, N, M勹V 中的任何一个是 0 的情

况的话） 改写成下面的形状

I R(t , ✓ A(l + mt芍( 1 + m伊））dt, 

当 A, m 与 邧 异于 0 时

30 完全仿照第 284 目开头所用的讨论 可以把这个积分在相差一个有理函数

的积分的范围以内化成这样：

I 厅 (t)
JA( l  + mt芍 (1 + m伊）

dt . 

现在分解有理函数 R* (t) 成为两项

R* (t) = 
R* (t) + R* (-t) R* (t) - R* ( —t) 

2 2 

©顺便指出 ， 把不等式 (6) 表示成 (6') 的形式， 可用来作出当它的根 a, {3, 非实数时那种情形
的证明 如果只是第一个三项式有非实根， 亦即有共扼复数根 o 与 {3, 而数 了 与 6 是实数 ， 则因子
O — 了 与 B — 产 将是共耗的 ， 于是它们的乘积 ， 如大家所知道的， 是正实数， 对于因子 O — 6 与 {3 — 6
有同样的情形 如果根 a, {3 与根 ,, 8 都是两 两 共耗的 复数 ， 则 因子 O — T 与 {3 — 6 也是共枙的 ， 而
0 - 8 与 {3 — 了 也这样 ， 于是它们的乘积就又给出正实数了
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第一项 当 以 —t 代替 t 时 不改变 自 己的值， 所 以 ，可化成 t2 的有理函数： R1 (t芍 ； 第
二项在作前述的代换时改变符号， 因 而有 岛 (t2 ) t 的形状© 所考虑的积分可表示成
积分的和

J 凡 (t2 ) dt
+ J 凡 (t2 ) tdt

J A(l + mt芍 ( 1 + m't芍 JA( l + mt芍( 1 + m伊）

的形式 但是 它们 中的第二项可用替换 U = t2 立 即化成初等积分

1 
/

岛 (u)du
5 ✓ A(l  + mu) ( l  + 叫u) '

这积分可在有 限形状中求得 如此， 只需进一步研究积分

J 凡 (t芍dt
✓ A(l  + mt芍 ( 1 + m伊）

就够了 ．

(7) 

292. 化成标准形式 最后 ， 我 们要证类型 (7) 的每一积分可以 表示成下面的
形式

! � 气芒六示 ， (8) 

其 中 k 是某一正真分数: O < k < l . 我们把这个形式叫 做标准形式

为简 明起见， 令

y = ✓ A(l  + mt芍 ( l + m屯）

不减普遍性， 这里认定 A = 土1 是可以 的， 此外， 为明确起见， 限制 t 是正值
现在考虑 A, m, 刓 的符号的可能组合并对每种情形指 出 把积分 (7) 直接化成标准形
式的替换

l) A = +l, m = —h气 训 ＝ －沪(h > h' > 0) 为 了使根式有实值，必须使 t < -
h 

或 t > — ．我们 令h' 

ht = z, 这儿 O < z < l 或
h 

z > — . hi 

在这情形下
dz dt 

y 
加 / ( 1 — z2 ) (1 — � z2) '  

h' 于是在这里应当取 － 来作为 K
h 

© 比较在 286 目 中关于类似情形的说明
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1 
2) A = +l , m = — h气 刓 = h'2 (h ,  h' > 0) .  为 了 使根式有实值， 限制 t < - 令h 

在这情形下

于是 可 以 取 k =

ht = 厂， 这儿 O < z :::;; l .

dt 1 = -
y ✓h2 + h'2 

h' 
V胪 + h'2 

dz 

(l - z2 ) (1 - h2 �
2

h,2 z2
) ' 

3) A =  +1, m = h2 , m' = h'2 (h > h' > O) . t 的变化不受任何限制
令

在这情形下

于是 k =
✓沪 — h'2

h 

z 
ht = 这儿 o :::;; z < l .二 ＇

dt 
y 

h✓(l — z2 ) (1 — 庐 �2
h'2 

z2
) 

4) A =  - 1 ,  m = - h2 砬 = h'2 (h .  h' > O ) . t 的变化受不等式 t > - 所限制 取h 

于是

因 而 k = h 
v'沪 + h'2 

dt 
y 

1 
ht = 这儿 0 < z < 1, 二 ＇

dz 

雇Jc, - 砫） (1 - h' �h'' 』

1 1 
5) A =  -1, m = - h2 , m' =  -h'2 (h > h' > 0) 变扯 t 只可能在 － 与 — 之间 变h h' 

化 令

盾 = J1 - 胪 - h'
2 

z2 , 这儿 O < z < l .
胪

我们有
dt dz 
y 

h� —
h2

�2三）
V庐 - h'2 

及 k = 这就解决了所有可能 的情形 ， 因 为 在 A = —1 且两个数 m, m' > 0h 
的情形下 ， 根式一般不会有实根 关于因式 R1 (t门 ， 我们什么也没有提到 因 为在所
有的情形下 ， 它显然可变换成 注 的有理函数
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还要指 出 ， 考虑积分 (8) 时， 我们可以只限制在值 z < 1 的情形 中，z > ¼ 的情

形可用替换 kz = - 化成这种情形 ， 这儿 ( < 1 .  

293. 第 一 、 第二与第三类椭圆积分 现在只剩下研究形如 (8) 的积分中最简 单
的 一些积分， 所有形如 (8) 的积分都可以化成这些最简单的积分 ， 因 而， 归 根到底，就

研究了 所有一般的椭圆积分．
从 (8) 的被积表达式具有的有理函数 R(x) 中分出 整式部分 P(x) , 而把它的

真分式部分分解成部分分式． 如果不把分母的共扼复数根合并起来 （像我们 在 274
目 中所作的那样）， 而像实 根那样一个一个地考虑 它们 ， 则 R(x) 可表示成若干乘幕

沪 (n = 0, 1 , 2 , . .  · ) 与形如 (m = 1 ,2, 3 , 这儿 a 可以是虚数） 的分式各乘
(x -- a)m 

以数字系数之后的和 由 此 积分 (8) 在一般情况下， 显然是下列积分的线性集合：

In = f 11 . 
z
:�1�

Z 
, , ,  叭 ， (n = 0, 1 ,  2, . . • ) 

dz 
Hm = J 

(z2 - a)飞(1 - z芍 ( 1 — k2z2 ) ' (m = l , 2 , · · · )

现在讲积分 儿 如果对 （容易被验证的） 恒等式

[z2n-3 j(l — z芍 ( 1 - k了） ］
＇

= (2n — 3)z2n-4 j ( 1  - z2 ) ( 1 — K巳） + z2n-3 
2k气 - (k2 + 1)z

J(l — 砫） (1 — K罕）
(2n - l )k五2n — (2n -2) (k2 + l)z2n-2 + (2n - 3)z2n-4 

汃1 - z芍 ( 1 — k2z2 )

施行积分， 就可得到联系着依次三个积分 I 的递推关系式

(2n — 1 )炉In — (2n - 2) ( k2 + l )I九- 1 + (2n - 3)In-2 = z2n-3✓ ( 1 - z2 ) ( 1 - k2z2 ) .  (9) 

在这里令 n = 2, 我们通过 I。 与 Ii 表示 出 12 ; 如果取 n = 3 并以通过 I。 与 Ii 表示
出的 12 的表达式来代替 12 , 则 [3 也可以通过这些积分表示 出 来．这样继续下去，容

易确信 积分 In (n �2) 的每一个都可通过 I。 与 Ii 表示 出 来 ， 再考虑到 (9) , 就可以
建立联系着它们的公式

In = 知Io + /3山 ＋ 如_3 (z)✓( 1  - z芍 (1 — k2z2 ) ,

其中 Oen 与 肛 是常数，q2n-3 (z) 是次数为 2n - 3 的奇次多项式 由 此显然，如果 凡 (x)
是 x 的 n 次多项式 则

J 凡 (z2 ) dz

J(l - z勺 ( 1 — K已）
＝ 吵 ＋ 矶 ＋ 辛-2曰）✓( 1 — z勺 (1 - k气）， (10)
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其中 a 与 f3 是常数， 而 Qn-2 (x) 是某一个 x 的 (n - 2) 次多项式． 这些常数及多项
式 Q 的系数的确定，可按照待定系数法作出 （如果多项式 P 具体地给出了的话） ［ 比

较 284,I] .

我们指出， 从 (9) 出发也可以通过 儿 与 八 把在负值 n = - 1 ,  -2 ,  时的积分
儿 表示出来，千是在积分 Hm 中只限制千 a =J 0 的情形就够 了．

现在来讲积分 Hm ( 比方说， 在实数 a 时），类似地建立对于它们的递推关系式

(2m - 2) [—a + (k2 + 1 ) a2 — 炉订Hm - (2m — 3) [1 - 2a(k2 + 1 )  + 3k炉]Hm- 1

+ (2m - 4) [(k2 + 1 ) — 3k伺Hm -2 — (2m —5)炉Hm-3

(z2 — a)rn - 1 J(l — z2 ) ( 1 — K气），

并且甘 m 的值是负及 0 时也是对的 由此， 所有的 Hm 可通过

H 
dz 

l 
= / (z2 — 飞( 1 — z芍 ( 1 — K气）

＇

Ho = /
✓ ( 1 — Z厂 ， � � ,  = Io , 

H_ 1  = J 
(z2 — a)dz 

✓ ( 1 — 产） ( 1 - k2z2 ) 
＝ 八 — ala ,

亦 即 ， 最后通过 Io . Ii 与 凡 表示出来

我们强词， 这一切就在参数 a 是虚值时也保持有效， 可是我们不在这里引 进关

千这点的说明，而介绍读者去看第十二 章 §5

这样 ， 由 千所有我们讨论的结果 我们得到 这样的一般结论 借 助 于初 等 替
换 ~ —－ 且在 只 相 差 可表 示 成 有 限 形 状 的 那 些 项 的 范 围 以 内 ， 所有椭 圆 积分可
化成© 下 面 三 个标 准积分：

f dz f 产dz

I ,.� 二二三 } □ < k < l

（最后一个积分可从 庄 引 用新的参数 h = - � 代替 a i= 0 而得到） 这些积分 ， 如刘
g 维尔 已经证明过的， 已经不能在有限形状中求得 勒让德把它分别 叫 做第 －、第二 与

第三类椭圆 积分 头两类只含有 －个参数 k, 而最后一类，除它以外，还包含一个 （复

数）参数 h.

与

©虽然为了使任蔥一个椭圆积分化成上述勹个积分的问题能够认为原则 上已经被解决 ， 上面已
经给了充分的指示 ， 但在 实 际应 用 时在这条道路 七可能遭遇困难 在专门从事椭圆积分以及相近
的一些问题的女论里 ， 对于这一 目 的可 以找到另外一些实用上方便的方法
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2 )  勒让德在这些积分中作替换 z = sin ((> (((> 从 0变到 产 后 ， 把它们 加 以更进一

步的简化 这时它们中的第一个直接变成积分

！ 二. ( 1 1 )  

第 勹个变成这样

J rt� 三 飞J 三 － 卢J 厂二三
即是 ， 化成上述的积分与新的积分

Jvi二二三 ( 12)  

最后， 第勹个积分在上述的替换下变成

J 心
( 1  + h sin 2 ((>)✓ 1 - 胪 sin勹

(13) 

积分 (1 1) , ( 12) 与 (13 ) 也叫 做在勒让德形式下的第一 、 第二与第三类椭圆积分

它们中的头两个特别重要 ， 并且经常应用 如果认定这些积分当 ((> = 0 时变成
零， 并以此固定包含在它们中的随意常数， 就可得到两个完全确定的 中 的函数 ， 勒让
德分别用 F(k, 切 与 E(k, 切 来表示它们 在这里 ， 除 自 变量 中 外，包含在这些函数
的表达式里面的被叫做模的参数 k 也被指 出 来 了

在不同的 中 与不同的 K 下的这些函数的庞大的函数值表是勒让德造出 来的 在
这些表中， 不仅可解释为角度的幅角 中 可用度数表示 出 来 ， 而且模 k(小千 l 的正数）
可看作某一角度 0 的正弦函数， 它在表中也用度数而非用模表示 出 来

此外， 这些函数的更深奥 的性质被勒让德与 另 外一些学者研究过 ， 并建立 了许
多关千它们的公式 等等． 由 千这个缘故， 勒让德函数 F 及 E 就归 入立丘及其应用

中1-ft与初等函数巠笠的身份的那二类函数里面工．

积分学的初等部分 ， 我们 现在基本上暂时只 限千这一部分， 研究 ”在有限形状中

的积分” 可是 以 为积分学的问题一般地就限千这些，那就错误 了 椭圆积分 F 及
E 就是这种函数的例子， 它们按照 自 己 的积分表达式被大有成效地研究着， 被成功
地应用着， 虽然不能通过初等函数在有限形状中表示 出 来

在下章我们 还要遇到h只分 F 及 E, 而且一般地， 在本教程 以后的部分还将不止
一次地遇见它们



第 九章 定积分

§ 1 .  定积分的定义与存在条件

294. 处理面积 问题的另 一方法 我们 回 到关千 曲边梯形 ABCD( 图 4) 的面积
P 的定义的问 题 ， 这个 问 题 我们已经在第 264 目中研究过．我们现在要说明解决这
个 问 题的另 一个办法＠

我们用任意方法分割 图 形的底边为若千部分，

并画出对应千这些分点的纵坐标， 千是曲 边梯形被
分成一些小条（见 图 ）．

现在用某 一个矩形来近似地替代每一个小条 ，

这个矩形的底边与该小条的底边一样， 它的高度与
小条的纵坐标之一相 同 比方说 与左端的纵坐标相
同 这样 ， 曲边图形就被许多单个的矩形所组成的阶
梯状图形所代替 了

我们用

X 
X1 X;+ I 

图 4

xo = a <  x1 < 叩 < · · · <  Xi < Xi+l < ·  · · <  Xn = b ( 1 )  

表示分点的横坐标， 第 』 个矩形 (i = 0, 1 , 2 , 卫 — 1 ) 的底边显然等千差数 Xi+l — Xi ,

我们用 6.xi 来表示这个差数 至于高度 ， 则依上面所述 它等千 Yi = f (xi) 所以第

t 个矩形的面积是 Yi6.Xi = f也）6.xi , 

＠这就是将 [32 ,4)) 特例 中 曾—度应用过的概念 ， 加 以推广
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把所有矩形的面积加起来， 我们得到 曲边梯形的面积 P 的近似值
n - 1  n - 1  

p � 汇 配江 或 p � 汇 f (xi )凶Xi
i=O i=O 

当 所有的 6.xi 无限减少时， 这个等式的误差趋向千零
假定所有的长度 6.xi 同 时趋向千零，则面积 P 的准确值就是极限·

P = lim 汇 Yi6.Xi = lim 汇 f (x, )6.xi (2) 

我们用 同样的方法来计算 图形 AMND( 图 2) 的面积 P(x) , 只需把线段 AM 分
成若千部分 还要指出，264 目末尾约定 ） 图形在 x— 轴 下方部分的面积算作是负的 ）

这就把 y = f (x) 取负值的情形 也包罗在内 了
为 了表示形如 L y6.x 的和（更确切些说 这个和的极 限值）莱布尼茨引 进

了符号 f ydx, 其中 ydx 相 当千和数的标准项 而 J 是拉丁字 "Summa" 的第一个字
母 S 的手写体CD . 因 为表示这个极限值的面积也是函数 y 的一个原 函数， 所以同一

符号也保留 作原 函数的符号 以后， 随着函数符号的引 进 ， 如果讲的是变动的面积时

就写

/ f(x)<ix,  

而与 x 从 a 到 b 的变化相对应的固定 图形 ABCD 的面积， 就写成

lb 
f(x)dx 

我们以前利用 面积的直觉表示法， 为的是 自 然地引向形如 (2) 的特殊和 （在历史
上这些和正是 由 千计算 面积的问题而被引 进的）的极限的研究 可是面积概念本身
需要论证 ， 而 如果谈到的是 曲边梯形 面积概念正是借助千上述的极限而
得到的． 自 然 在这之前应当脱离几何的考虑而研究极限 (2) 本身 ， 本章就专 门来讲
这件事情

形如 (2) 的极限在数学分析及其各种应用中起非常重要的作用 并且这里所发
展的观念 ， 将以不同的变化形式在整个的课程中不止一次地重复着

295. 定义 设函数 J(x) 给定在某 区 间 [a, b] 上 用任意方法在 a 与 b 之间插
入分点 (1 ) , 把这个 区间分成若千部分 以 后 即 用 入 来表示差 A平 = Xi+I - X上 ＝

0, 1 , . . · , n - 1 ) 中最大的一个

从部分区间 [xi , Xi+1 l 的每一个区间上任意取一点 X = �心

Xi 冬 ＆ 冬 Xi+l (i = 0, 1 , . .  • , n — 1)  

©术语 ＂积分” （来 自 拉丁字 integer=整 的）是莱布尼茨的学生与同事约翰 伯努利 (Joh.Bernoulli)
所提出 的； 莱布尼茨最初称之为 ＂和＇

＠ 以上我们在所有的情况下都取最小值 Xi 作为 ＆



[295] §1. 定积分的定义与存在条件 · 75 ·  

并且做出和
九- 1

II = 区 f(li )6.Xi -
i=O 

我们说和 6 当 入 一 0 时 有 （有限） 极限 I, 如果对每个数 c > 0 可 以 找到 这样 的 数

心 0, 使得， 只 要 入 < b(即是， 整 个 区 间 分成 长度 A立 < 6 的 若于部 分）， 不 等 式

在数 ＆ 的 任 意 选择之下 皆 成 立．

把这个记作

I/I — JI < C 

I =  lim II. 
入 — ,o

像通常那样 ， 可把 “序列说法” 的定义与 "E — 6 说法” 的这一定义相对照

(3) 

我们设想 首先用 一种方法， 然后用第二种、 第三种等方法逐步作 [a, b] 的区间
分划． 如果分划对应的序列 入 = A1 , 入2 , 入3 , . . .  收敛到零的话， 我们就把这样的 区间
分划序列 叫 做基本 区 间 分划 序 列

现在可以把等式 (3) 了解为：不论其 中 尽 如何选取， 对应 于任一基本 区 间 分划 序
列 的 和 6 的 序 列 ， 总是趋 于极 限 I.

证明两个定义的等价性，可以采用与 53 目中的同样的思想程序来进行 第二个
定义使我们 司以把极限理论的基本概念与定理施用到 这个新的极限形状．

如果 当 入 一 0 时和 6 的 （有限） 极限 I 存在， 则 这极限 I 叫 做函数 f(x) 在从 a
到 b 的 区 间 上 的 定积分 ， 并 以符 号

b 

I =  j f(x)dx 
a 

(4) 

来表示； 在这情形 下 ， 函数 f(x) 叫 做在 区 间 [a, b] 上 的 可积函数．
数 a 与 b 分别 叫做积分的下 限与上限 在上 、 下 限是常数时定积分是常数

上述定义是黎曼几邓胆mann)钮定多』他首创地把此定义在一般形式下说了出来，
并研究了 它的应门范围． 有 时就把和 6 本身叫做黎曼和觅 我们 宁可把它 叫 作积分

和 以便强调 它 同积分的联系
现在我们 的任务是要 阐 明 一些条件， 在这些条件下积分和 6 具有有 限极限， 也

就是说 定积分 (4) 存在
首先应 当指出， 所述定义实 际上 只 能应用 到 有 界 函数上． 其实， 如果函数 J(x)

在 区间 [a, b] 上是无界的， 那么 在把区间分成若干部分的如何一个分划下

这个函数至少会在这些部分区间中的一个上仍是无界的 千是靠着在这个部分区间
上点 § 的选取， 可使 f (O 任 意大， 随之也就可使和 6 任意大， 在这些条件下 ，6 显 然

不可能存在有 限极限 所以， 可步鱼一数一 定是有界的．

立实 际上柯西早 巳 明 白 清楚地利用 了类似的和的极限 ， 但只用在连续函数的情况
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因此， 在以后的研究中， 我们总是预先假定所考虑的函数 f (x) 是有界的

m ( f(x) 冬 M (如果a 冬 X 冬 b) .

[296] 

296. 达布和 作为研究的辅助工具， 除积分和外 ， 按照达布 (Darboux) 的方法，
我们再引 进另 一些类似积分和的但更为简单的和 ．

用 mi 与 矶 分别表示函数 f (x) 在第 i 个部分区间 [xi , xi+i ] 上的下确界与上
确界， 并作和

n-l n- l 

c: = L mi6.xi , S = L Mi6.xi . 
i=O i=O 

这些和分别叫做下积分和与上积分和 ， 或者达布和．

在特别情形， 当 f(x) 连续时， 这些和就简直是对应于所取分划的积分和中的最
小与最大和， 因为在这情形下 ， 函数 J(x) 在每个区间 上都达到 自 己的确界， 于是按
我们所希望的 可 以这样来选取点 �i , 使得

f亿 ） = mi 或 !(尽） = M, 

现在来讲一般的情形 由 下界与上界定义本身 ， 有

mi ( f(�i ) � Mi . 

以 6.xi (6.xi 是正的） 乘这些不等式两端并对 i 加起来， 得到

S ( II  ( S. 

在固定的分划下和 s 与 S 是常数， 可是 由 于数 ＆ 的随意性， 和 6 仍然是变量
但容易看出， 靠着 �i 的选取可使 f(�i) 的值与 mi 或 Mi 任意接近 ， 这就是说 可使

和 6 与 s 或 S 任意接近 ． 这时上面的不等式就引出下 面的一般叙述 在给定 的 区 间
分 划 下达布和 s 与 S 分 别 是积分和的下确界与 上确界 ．

达布和具有下列的一些简单性质

第一个性质 如果把一 些 新 的 点加进既有的 分 点 里去 ， 则 达布 下 和 只 可 能 因 此
而 增 大 ， 而 上和 只 可能 因 此 而 减 小

证 明 为了证明这个性质， 只要讨论在既有的分点中再加进一个分点 矿 的情形
就够

设这个点加在点 Xk 与 Xk+l 之间 千是

巩 < X
1 

< Xk+ l · 
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如果用 S' 表示新的上和 那么， 这个和仅在这个地方与前面的 S 有所不同 在

和 S 中对应 于 区间 [xk , Xk+1 l 的项是

Mk (Xk+l — 玑 ） ，

而在新和 S' 中对应于这区间是两个项的和

万k (X1 - 吐） ＋ 万k (Xk+l - x') ,  

其 中 兀 与 罚k 是函数 J(x) 在区间 [xk , ,r'] 与 [x' , Xk+1 l 上的上确 界 因 为这些 区
间是区间 [xk , Xk+1 l 的部分区间 ， 所 以

可k 冬 坏 ， Mk � Mk ,

千是

兀 (x1 - Xk ) (; Mk (x' - Xk) ,  

lv'h (xk+l - x勹 ( Mk (Xk+l - x') 

按项把这些不等式加起来， 得到

万k (x' - Xk) + 万k (Xk+l - x') (; Mk (x从 1 — 玑）．

由此推知 S飞 S 下和的证明 与此类似

附注 因 为差 M尸 江 与 M尸 立 显然不能超过函数 f(x) 在整个区间 [a, b] 
上的振幅 n, 所 以 差 S - S' 不能超过乘积 D(b — a) 如果在第 K 区间上取几个新的
分点， 这个结果仍然是对的

第二个性质 任何一 个达布 下 和都 不 超过任何一 个上和， 即使是 对应 于 区 间 的
另 一分划 的 上 和

证明 用任意方法分割 区间 [a, b] 成若千部分，并作这个分划的达布和

s 1 与 S1 . (I) 

现在考虑区间 [a, b] 的某一与第一个分划 完全没有关系的另 一个分划 对应于
这个分划的达布和是

82 与 S2 . (II) 

要证的是 81 ( 岛 为 了 这一目的， 我们把两种分点联合 在一起， 千是得到某一

辅助的第三个分划 ， 对应 于它的和是

S,3 与 S3. (III) 



· 78 ·  第九章 定积分 [297] 

用加进一些新的分点的办法， 我们从第一个分划得到 了 第三个分划， 因而， 根据
已经证明 过的达布和第一个性质， 有

S1 � S3 . 

现在把第二个与第三个分划 比较一下 ， 可以完全相 同地得到

S3 ( S2 . 

但 S3 ( S3 , 千是 由 刚才得到的那些不等式 ， 推出

s1 ( S2 . 

这 就是所要证明 的
从上面所证明的推知 ， 下和的整个集合 {s} 有上界， 例如，以任何—个上和 S 为

上界．在此情形下 [1 1] 这集合有有限的上确 界

I*
= sup{s} .  

此外 ， 对 于无论怎样的上和 s,
I. (; S. 

这样，因 为上和的集合 {S} 以 L 为一下界， 所以它有有限的下确界

I* = inf . {S} ,  

并且， 显然
I* (; I* . 

把所有上述事实互相 比较， 对任何的达布下和与上和 ， 有

s ( I. (; I* (; S. 

数 I. 与 J* 分别叫 做 达布下积分与上积分［ 比较下面 301 目］．

297. 积分的存在条件 借助于达布和， 现在容易 说出这个条件．

定理 定积分存在 的 必要与 充分条件， 是

lim (S - s) = 0. 入一0

(5) 

(6) 

，第 295 目 中所说的事实足以阐 明 这个极限的意义．例 如 ，用 "s - 8 说法” ， 条件
(6) 就是： 对于如何一个 E: > 0, 可以找到如此的 8 > 0, 使得只要当 入 < 6 时 （即是，

区 间分成长度 6.xi < 8 的若千部分）， 不等式

S — s < E: 

成立
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证 明 必要性 假定积分 (4) 存在 千是对任何一个给定的 E > 0, 可以找到如
此的 汇> 0, 使得只 要 当 所有的 b.Xi < 6 时，

(]" - II <  E 或 I — E < a < I + E,

不管我们 在相应区间的范 围 内 怎样选取 �i 但在给定的区间分划 下 ， 如 我们所建立
过的， 和 s 与 S 分别是积分和的下 确 界与上确界， 所以，对千它们就有

千是

由 此就推出 (6)

J — E ,:;; s ,:;; s ,:;; I +  E , 

lim s = I, l im S = I,  
入一0 入一0

(7) 

充分性 假定条件 (6) 被满足 千是由 (5) 立 即看出 I*
= I* , 并且， 如果用 I 来

表示它们的公共值 就有

S 炙 I 炙 s. (5* ) 

如果把 6 了解为借助于和 s,S 所对应的那一个 区间分划 而作出的诸积分和值中的
一个 ， 则如我 们 所知

S 炙 (]" � s.
按照条件 (6) , 如果假定所有的 6.xi 充分小， 和 s 与 S 的差就可小千任意所�的
c > O 但在这样的情形下，这对千被包含在 s 与 S 间 的数 6 与 I 也是对的

I/I - I I < s, 

千是 I 是 6 的极限 ， 即是定积分

如果用 Wi 表示函数在第 i 部分区间 上的振幅 M厂 风，那么就有

n- l  n - l  

S — s = L (Mi — mi) 兰 ＝ 区 心Xi ,

i=O i=O 

定积分存在的条件就可以改写为：

n- l 

巳 艺 心Xi = 0. 
i=O 

通常我们也就应用这种形式

(8) 
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298. 可积 函 数 的种类 我们应用所求得的判别法来确定一些可积函数的种类

I 如 果 函 数 J(x) 在 区 间 [a, b] 上是连 续 的 ， 则 函数 f(x) 是可积的

证明 既 然 函 数 f(x) 是连续的， 则 根据 [87] 康托尔定理的推论， 对千给定的
c > O 永远可以找到如此的 5 > 0, 使当 区间 [a, b] 分成长度 6.xi < 6 的若千部分时

所有的 Wi < E . 由 此
n-1 

区 Wi兰 < E 区 竺 = E(b - a) 
i=O 

因为 b — a 是常数 ， 而 e 任意小， 所以条件 (8) 被满足， 由 此即可推出积分的存

在 还可以稍微推广一下所证的断言

II 如果在 [a, b] 上 的 有界 函 数 f(x) 只 有有 限 多 个 间 断 点 ， 则 它是可积的．

证 明 设间断点是 x', x" , . • • , x(k) 取任意 c > O 我们用长度皆小千 e 的诸邻

域

(x' — E1 , x' + c') , (x" - E11 , x" + c") ,  · • • , (x(k) — E(k) ' X(k) + E(k) ) 

来包住这些间断点 在其余的 （ 闭 ） 区 间 上 函 数 f(x) 是连续的 ， 我们就可把康托尔
定理的推论各别地应用到它们的每一个上去 从按照 e 所得的数 6 中挑选出最小的
（我们也用字母 6 来表示它） 此时它对上 述 区 间 中的每一个都是合用的 同时我们

无妨取 6 < E 现在分割 我们的区间 [a, b] 成这样的若千部分，使得它们的长度全都

小千 6 所得的部分 区间将有两类

1) 第一类区间 即整个区间位于所分出的包住间断点的那些邻域外的那种区间
在它们中函数的振幅 Wi < E.  

2) 第二类区间， 即 或是整个地被包在所分出的邻域内部的那种 区间， 或是部分
地落在这些邻域上的那种 区间

因为巳 假定函数 f(x) 是有界的 ， 所以它在这些区间的任何一个区间上的振幅不
超过它在整个区间 [a, b] 上的振幅 9

把和

区 w26.x2

分成两个和分别分布在第一类及第二类区间上

区凸, ,6.xi 与 昙i" b.xi" 

对于第一个和 正如在上述定理中的一样， 将有

汇 wi, ,6.xi' < E L .6.xi' <  E(b - a) 
,, i' 
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至于第二个和， 我们指出 ， 所有整个地落在所分出的邻域内的那种第二类 区间的
长度总和 ＜ 从 只有部分落在所分出的邻域上的那种区 间的数目不可能多于 2k 个 ，

它们长度的总和2ko, 也就是说更加 < 2ks 因 而

L Wiu 6.x," < 吟: 6.xi" < D · 3ks 

这样 ， 当 6.xi < o 时 ， 最后有

L Wi竺 < s [(b — a) + 3kD] 

这就证明 了 我们的断言， 因为包括在方括弧中的是常数 而 e 任意小
最后 还要指出一种简单的，不被上述两类函数所包括的可积函数

III. 单调有界 函数 f(x) 永远是可积 的 ．

证明 设 f(x) 是单调增函数 此时它在区间 [xi , XH1 ] 上的振幅是

给定任何一个 E: > 0并令

一 当 6.xi < 6 时 ， 立 即 有

岁i = .f (xH1 ) — f (xi ) . 

() = E: 

f (b) - f (a) 

区 心Xi < 0 区 [f(xi+1 l — ! (xi)] = 阳(b) — f(a) ] = E: , 

由此即 推知函数的可积性．

299. 可积函数的一些性质 由第 297 目中的判别法可以引 出可积函数的许多

共同性质 ，
I. 如 果 函 数 f (t) 在 区 间 [a, b] 上是可积的 ， 则 函数 lf(xl l 与 kf(x) (其 中 k = 常

数）在这 区 间 上也都是可积 的．
对函数 l f (x) I 加以证明． 因为对于 区间 [a, b] 上 任何两点 矿 ， x" 有 [17]

l f (x" ) I - l f (x') I \ � l f (x")  - f(x') I , 

所以函数 f(x) I 在这 区间上的振幅 w; 不超过 Wi [85] 由 此

L w76.xi � L wi6.x2 , 

并且 ， 因为后 面那个和趋于零 （当 入 一 0时） ， 千是第一个和更是趋于零 这就得到函
数 lf(x汁 的可积性
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II 如 果 两 个 函 数 f (x) 与 g(x) 在 区 间 [a, b] 上是 可积的 ， 则 它 们 的 和、差 与 乘积
也都是可积 的 ．

我们 限于乘积 f位）g(x) 情形的证明
设 lf(x) I � K, g(x) I � L 在区间 [xi , Xi+1 l 上取任何两点 玑 x", 考虑差

f(x11)g(x11) — f (x1 )g(x1 ) = [f(x11 ) - f (x1 ) ]g(x11 ) + [g (x11) - g(x勹] .f (x勹

如果用 Wi , Wi 分别表示函数 f(x) , g (x) 在区间 [xi 王+1 l 上的振幅 显然

甘(x11 )g (x11 ) — f(x')g(x' ) I � Lwi + K歹i ·

但此时 [85] 对函数 f(x)g(x) 在这 区 间上的振幅 立 就有

Di � Lwi + K豆，

由 此

L Di6.Xi 冬 L L w16.x2 + K L 辽6.x,

因为后面两个函数都趋于零 （当 入 一 0时） ， 所以第一个和更是趋于零． 这就证明 了
函数 f (x)g (x) 的可积性

III. 如 果 函数 f (x) 在 区 间 [a, b] 上是可积 的 ， 则 它在 这 区 间 的 任何 一 个部 分 区

间 [cx, /3] 上也是可积 的 反之 ， 如 果 区 间 [a, b] 被分割 成 若 干部分 区 间 ， 并且分 别 在
每个部 分 区 间 上 f(x) 是可积 的 ， 则 它在整个 区 间 [a, b] 上也是 可积 的

证明 假定函数 f(x) 在区 间 [a, bJ 上是可积的 并对这个 区间作和数 艺 Wi6Xi

（认定 a 与 /3 包括在分点之中） 如果在这和中略去一些 （正的） 项 ， 就可得 到 区 间
[ex, /3] 上的类似的和； 如果第一个和趋向 于零 ， 这个和就一定趋于零．

现在设， 比方说 区 间 [a, b] 被分割成两个部分区 间 [a, c] 与 [c, b] (其中 a < c < b) , 
并且在它们的每一个上函数 f(x) 是可积的 重新取 区间 [a, b] 的和 艺 w,.6.xi , 如果
点 c 包括在分点中， 则所举出的和 由 区间 [a, c] 与 [c, b] 的两个类似的和组成， 并且
与 这两个和一起趋千零 对于 c 不是分点的清形， 这个结论仍然有效的： 把这点归并
在分点中后 我们 只改变和中的一项 而这一项本身显然趋于零

IV 如 果 改 变 可积 函 数在有 限数个 (= k) 点 上 的 值 ， 则 它 的 可积性并 不 会被破

坏

证明是显然的， 因为所说的改变牵 涉到和 艺 呫 凶Xi 的项数不多于 K 项

容易 明 了 ， 积分本身的值在这时并不发生变化 这 由 如下的事实得到．对于两个
函数 原有的及改变后的 -� 在积分和中的点 �i 总可以如此选取， 使得它们 不

在使两个函数值不同的那些点上
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附注 由 于这一性质， 可 知 即 使 f (x) 在 区 间 [a, b] 的有 限个点上不确定时， 我们

也可以谈到积分 J: f(x)dx. 同 时可 以 在这些点 给我们 的 函数加上完全任意 的值而考

虑在整个 区 间上 用 这样 的方法所确定 的 函数． 如我们 已 经见到过的， 无论是这个积

分 的存在 ， 或是它的值都不依赖于在 函数没有确定 的那些点上所加上 的 函数值．

300. 例题及补充 作为练习 我们再举一些把 297 目 中 的判别法应用到具体 函数上的一些
例子

1) 回 到 在 70, 8) 中所考虑 的 函数 如 果 x 是既约真分数 E , 则 f(x) = ! , 如 果 x 是 区 间

[O, 1] 的其他的点， 则 f(x) = 0 
设区间 [O, 1] 分成长度 �Xi < 入 的若于部分 ． 取任意 自 然数 N, 把所有 的部分区间分成两类
(a) 把包含分母 q :( N 的数 芢 的那些 区间列入第 一类· 因 为这些数只有有限数 k = 坏 个，

所 以第一类区 间 的个数就不大于 2k, 而它们长度的总和不超出 2k入
(6) 把不包含上述数字的那些区间列入第二类 ； 对于它们 ， 振幅 Wi 显然小于 — .

N 
如果根据这点把和 艺 W;�X, 分成两个并分别估计每个的值 ， 就得到结果

� w,� 立 < 2kN 入 十 一－ ．N 

2 
先取 N > - ,  然后取 入 ＜ 4kN 

= o, 即有 艺 w,�x, < c, 这就证明 了 函数的可积性 ．

这个例子是有趣的 ， 因 为这里的函数有 无 穷多个间断点 ， 但仍然是可积的［不过， 这类的例子
可 以在定理 III 的基础上建立起来 ．］

2) 现在重新考虑狄利 克 雷 函数 [46;70,7)]

x(x) = l 如果 x 是有理数， 及

x(x) = 0, 如果 x 是无理数

因为在区间 [O, 1] 的任何部分 区间 上这个函数的振幅 w = l ,  所 以 艺 w心趴 = 1 ,  于是函数显然
不是可积的

3) 在 297 目 中所得 出 的定积分存在的判别法 ， 可 以 表示成下面的形式．

定积分存在41) 的 必要与 充 分条件 ， 是 对给定的 数 c > O 与 {j > 0, 可 以找到如此的 o > 0, 使
当 所有的 �Xi < 0 时 ， 对应 于振幅

W;1 � €  

的 那 些 区 间 长 度 的 总和
L �x,, < /j42) . 

,, 
必要性由 不等式

X 心x; � L w;, �x,, � c � �x;, 
i' 

看 出 是显然的， 如 果靠着 6 的选择 ， 使第一个和比 c/J 小的话

41) 指有界函数的定积分
42) 由 黎曼 （约于 1854 年） 建立的这个命题是历史上最早 的 函数可积性判别法之—
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充分性 由 下面的估计推出：

X 心Xi = 区 三X;1 + � W; 心X;11 < 心 �x,, + c  L �x;" < 伽 + c(b — a)
,, ,, i" 

［这里 Q 像通常那样， 表示函数在整个所考虑的区间上的振幅； 用记号 i" 指出的那些部分区间上
的振幅 W;11 < c . ]  

4) 把这个新形式的判别法用来证明下面的命题：
如果 函数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上是 可积 的 ， 并且它 的值不越 出 区 间 [c, d] 的 范 围 、 在 区 间 [c, d]

上 函数 纠y) 是连续的 、 则 复合函数 纠f(x) ) 在 [a, b] 上也是可积的 ．

任取数 c > O 与 ()' > 0. 对于数 c, 由 于函数 汃y) 的连续性， 可找到如此的 T/ > 0, 使得在长
度 < T/ 的 y 值的任何一个区间 上 ， 函数 中 的振幅 < c.  

\ 
由千函数 f 的可积性 ， 对于数 n 与 6 现在可找到如此的数 }j, 使 当 区间分成长度 �Xi < D 

的若于部分区间时， 它们中函数 f 的振幅wi, [fl � TJ 的那些区间 长度 的总和 艺,, �x,, 小千 O' [参

看 3)] 对于其他的区间 ， 有 w,,, [fl < TJ, 所 以 ， 按照数 n 的选择，w沪 仰(j) ] < c 这样， 对千复合
函数 汃f(x) ) , 振 幅 只在第一群区间中的某些区间上可能 � c, 这些区间长度的总和显然 < O', 把
3) 的判别法应用到复合函数上， 我们就可断定它的可积性

5) 如果对于函数 p 只假定可积性 ， 则复合函数就可能是不可积的 43) 例如
取上面在 1) 中已经研究过的那个函数作为函数 f(x) ; 它在区间 [O, 1] 上是可积的 ， 并且它的

值也不越出这个区间的范 围 ． 其次， 设

,p(y) = 1 对于 0 < y ,;;; l 

及

叭0) = 0. 

函数 纠y) 在 [O, l] 上也是可积的
可是， 容易看出 ， 复合函数 汃f(x)) 与狄利克雷函数相 同 ［参看 2)] 所 以 它在 [O, 1] 不是可积

的 ．

301. 看作极 限 的下积分与上积分 最后我们 回 到在 296 目 中被定义作达布和 s 与 S 的

确界的下积分与上积分 ． 我们现在要证· 它们同 时就是所说和的极限
达布定理 对 于 无论怎样 的 有界函数 f(x) , 恒有

例如 ， 对千上和加 以证明

I. = lim s, J* = lim S. 入一0 入一0

首先 ， 对预先给定的 c > 0, 取如此的区间 [a, b] 的分划 ， 使得对应千它的上和 S' 有

S' < I* + � 
2 ' 

这是可能的， 因为 I* 是上和集合的下确界 设这个再分划包含 旷 个 （ 内 部的） 分点

现在令

43)甚至函数 J 是连续 的

8 = E: 
2m'n '  

(9) 
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其中 Q 表示函数 f(x) 在整个区间 [a, b] 上的振幅 ， 并考虑所有 �Xi < 6 的任意区间分划， 设对
应千它的和是 S

为要估计 S 与 I* 间的差， 我们再把前面两个分划的分点加以合并， 而引 出 给定区间的第三

个分划 如果对应于它的上和是 S", 则依达布和第—个性质 [296] , S11 < S' ,  于是更有 ［参看 (9)]

S11 < I* + � -2 ( 10) 

另 一方面 依 296 目 中的附注 差 S — S" 不超过 Q 与第二个分划中那些含有第一个分划之分点

的 区间的长度 6.x, 的总和之乘积 但这些 区间的数 目 不大千 旷 ， 而它们每一个的长度小于 8, 于

是

由 此 ， 由千 (10) ,

S — S" < m窜 = �
2 ' 

s < r + c. 

另 一方面 因为 s :;;c: r , 所以 只要 A芷 < 6 ,  即有

。 ,;;; s - J* < E: , 

于是 的确 S 一 I* .

从 已 经证明过的定理直接推 出 ， 总有

lim (S — s) = r — I • . 入一0

这个关系式使我们能把积分存在的判别法叙述成下面的形式 ［比较 297] :
定积分存在 的 必要与 充分条件， 是使达布 下 积分与 上积分彼此相 等

I. = I* . 

（ 当条件满足时， 显然它们的公共值就给出定积分的数值．）

条件的新形式比起以前的形式具有某些优点． 为要证实两个达布积分相等 ， 只要建立对任意

e只要有一对和满足不等式
S - s <'. E 

就够了 实际上 ， 由 (5) , 这时也有 。 ,;;; r — I. < c ,  

由 此， 由 于 e 的任意性 ， 就得到所求的等式．

容 易 了 解 ， 据此可以使前 目 ［参看 3)] 所说的可积条件， 变得简便一些

§2. 定积分的一些性质

302. 沿定 向 区 间 的 积分 到 现在为止， 当说到 “在 由 a 到 b 的 区 间 上 的 定 积

分” 时 我们 总是了解为 a < b 现在要除去这一令人不便的 限制
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为了这目的， 我们首先建立有向或定向 区 间的概念． 我们将把定 向 区 间 [a, bl (其
中 可 以 a < b, 也 可 以 a > b) 了 解为 分别 满足 不 等 式

a ::;;  x ::;;  b 或 a � x � b

并且顺序 由 a 到 b 的 x 值的 集合， 即是， 如 果 a < b, 就是递增顺序， 或者如果 a > b, 

就是递减顺序 这样， 我们可区别 区间 [a, b] 与 [b, a] : 它们在组成成分 （作为数值的
集合来说） 方面是一样的，但在 方 向 上有所不同

在 295 目中所给的那个积分定义， 就属 于定向 区间 [a, b] 的情形， 但只是对于 当

a < b 时的情形来说的
现在来讲在假定 a > b 时， 在定向 区 间 [a, b] 上的积分的定义 对这种情形可以

用由 a 到 b 的方向 插入分点

Xo = a >  X1 > X2 > · · · > Xi >  Xi+l > ·  · · > 环 = b

的方法重复普通分割 区间的步骤 在每个部分区间 [xi , Xi+1 l 上选出一个点 �i , 于是
Xi � �i � Xi+l , 作积分和

n-1 

CT = �  靡）D.x, , 
i=O 

其中 在这次 所有 凶Xi = X计 1 — Xi < 0. 最后 当 入 = max 16.xi l 一 0 时 ，

这个和的极限就把我们 引 到积分

J
b 

f (x)dx = lim <T 

a 入---+O

的概念
如果对区间 [a, b] 与 [b, a] (其中 a z b) 取 同样的分点与 同样的点 尽， 则对应千它

们的积分和将只相差一个符号 由 此， 取极限 ， 就得到这样的定理：
10 如果 J(x) 在 区 1司 [b, a] 上是可积的 ， 则 它在 区 间 [a, b] 上也是可积 的 ， 并且

lb 
f (x)dx = — fa 

f(x)dx 

而且在假定积分 fb
a 存在时， 这个等式正好可以采取作为 a > b 时积分 1: 的定

义44) .

还要指出， 作为定义， 设

fa 
f(x)dx = 0. 

44) 这样的定义现在最为通行
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303. 可用等式表示的 一 些性质 现在列举可用等式表示的定积分的更进一步

的一些性质©
沪 设 f(x) 在 区 1司 [a, b] , [a, c] 与 [c, b] 中 最 大 的 一个上是可积 的 © 于是它在其

他 两 个 区 间 上是可积的，并且不 管 点 a, b 与 e 的 相 互位置是怎样的， 等 式

成立

lb 
C 

a 
f (x)dx = 1 f(x)dx + 1 f (x)dx 

证明 首先令 a < c < b 并且函数在区间 [a, b] 上是可积的

函数在区间 [a心］ 与 [c, b] 上是可积的这一事实， 由 299 目 III 推知
考虑把 区间 [a, b] 分成若千部分， 并认定点 e 是这些分点中的一个．作积分和， 即

有 （其中记号的意义是明 显的）

b C b 

区 f (江）6.x = L f(江）6.x + 区 f (江）6.x 
a a c 

当 入 一 0 时取极限， 我们就得到所求的等式
点 a, b, c 其他位置的情形可化成这个等式， 例如设 b < a < c 且函数 J(x) 在区

间 [c, b] 上 或者 由 于 1 0 , 同样在 [h, c] 上 是可积的 在这情形下，依已经证
过的 ， 即有

J
c 

J (x)dx = J
a 

J (x)dx + J
c 

J (x)dx 

由 此， 把第一与第二个积分 由 等式的一端移到另 一端并改换积分限 （根据性质 1o) ,  
我们又得到前面的关系式

30 如果 J (x) 在 区 间 [a, b] 上是可积 的 ， 则 kj(x) (其 中 k = 常数）在 这 区 间 上
也是可积 的 ， 并且

l
b 

kf (x)dx = k l
b 

J (x)dx 

40 如果 f(x) 与 g(x) 在 区 间 [a, b] 上都是可积 的 ， 则 f(兀）土 g(x) 在这 区 间 上
也是可积 的 ， 并且

J
b

[j (x) 土 g(x)] dx = l
b 

J (x)dx 土 l
b

g (x)dx 

由积分和出发并取极限，对两种情形可以类似地作出证明，例如，对最后的断言
加以证明

＠在这里以及在以后 如果讲到积分 厂 ， 我们认为两种情形，a < b 与 a > b 都是可能的 （在没有
特别附加说明时）

＠ 可 以不这样假定而假定 函数 f位） 在两个较小 区 间 中 的每一个上是可积的 ， 千是它在最大 的
区间上也就会是可积 的
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任意分割 区 间 [a, b] 成若干部分， 并对所有三个积分作积分和．同 时在每个部分
区 间上任意选取 �i 点 ， 但对于所有和则是相 同 的， 于是 即 有

江靡） 土 g亿）J D.xi = L i(如 D.Xi 土 叉 g(�i ) D.xi

现设 入 一 O; 因为对于等式右端两个和的极限都存在， 所以左端和的极限也存

在， 由 此建立了 函数 j(x) 士 g(x) 的可积性 在上 面等式中取极 限 就得到所求的关

系式

附注 注意在后面两个断言的证明 时， 不必须依靠 299 目中的定理 I 与 II 函
数 kf(x) 与 J(x) 土 g(x) 的可积性可 由 取极限直接建立起来

304. 可用 不等式表示的一些性质 到 现在为止我们已考虑过可用等式表示的
积分的一些性质 现在来讲可用不等式表示的这样一些性质

50 如果在 区 间 [a, b] 上 可积 函 数 f (x) 是非 负 的 ， 并且 a < b, 则

j
b 

f(x)dx � 0. 

证明是显然的
较难证明的是下面这更精确的结果
如果在 区 间 [a, b] 上 可积 函数 J(x) 是正 的 ， 且 a < b, 则

l

b 

f (x)dx > 0. 

用反证法证明．假如

j
b 

f (x)dx = 0. 

于是当 入 一 0 时， 达布上和 S 也趋于零 [297(7) ] . 取任意 釭 > 0 后 ， 可使这个和 比

釭 (b - a) 小． 此时上界 从 中至少有一个 比 E: 1 小 ， 换旬话说 在 [a, b] 上可以找到如
此的部分区间 [a1 , b计 ， 在它的范围内所有 f(x) 的值 ＜ 红

又因为

!

bi 

f(x)dx = 0夏
a1 

©实际上 ， 按照 20

1b 
= 1a, + 1�' + 1: 并且因 为 厂 诊 0,1: 诊 O

所以
b l b 。 � I � I = 0  

a, a 



[304) §2. 定积分的一些性质 · 89 · 

所以类似地， 由 ［们 ， bi] 可分出部分区间 [a2 , b习 ， 在 它的范 围内 f (x) < 句 ， 其中 迈
是任何一个正数 < s1 , 如此下去．

取正数序列 E:k ---+ 0 后，可以定出一个套着一个 （并且 如果愿意的话
在长度上递减到 0 的） 的这样一 串 区 间 ， [ak , b对 ， 使得

0 < f (x) < E:k , 如果 ak 冬 x � bk (k = 1 ,  2 ,  · · · ) 

于是依 38 目引 理 存在着所有这些区间的公共点 c; 对于它应当 有

O < f (c) < sk 当 k = l , 2 , . . .  

因 为 E:k 一 0 , 这是不可能的 定理证毕．
由此（并 由 40 ) 有简单的推论：

50 如果 函 数 f(x) 与 g(x) 在 区 间 [a, b] 上都是可积 的 ， 并恒有 ，f (x) � g(x) [或
f (x) < g (x)] ,  则 在假 定 a < b 时，

1
b 

f (x)dx � 1
b 

g(x)dx 尸1
b

f(x)dx < 1
b 

g(x)dx] 

只需把上面的性质应用到差 g(x) — f (x) 上 同样容易得到
产 设 函 数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上是可积 的 ， 并且 a < b; 就有不 等 式

1
b 

f(x)dx � 1
b 

I f  (x) /dx. 

后面这个积分的存在由 299 目 I 推知 ． 然后把性质 50 应用到函数上

- lf(x) / � f (x) � f(x) / 

可是从积分和

1 叉 f(�i ) D.xi / � 区 I J (�i ) I · D.xi CD

出发并取极限， 所求不等式容易 直接得出
go 如果 J(x) 在 [a, b] 上是可积的 ， 其 中 a < b, 并且在整个这个 区 间 上不 等 式

m � f(x) � M  

成 立 ， 则

m(b — a) 冬 J 卢）dx � M(b — a) 

可以把性质 50 应用到函数 m, f (兀） 与 M 上 ，但更简单的是直接利用显然的不

等式
m L D.x三 L t(如D.xi � M 区 D.xiCD

© 因 为 a < b, 故所有 的 6.x; > 0 



· 90 ·  第九章 定积分 (304] 

并取极限
可 以赋予所证 明 的关系式 以更方便的等式形式 ， 同 时可 以取消 a < b 的限制 ．

go 中 值 定 理 设 f(x) 在 [a, b] 上 是 可积 的 (a � b), 并 设在 整 个这 个 区 1司
上，m � j(x) � M; 那 么

l
b 

f (x)dx = µ(b - a) , 
a 

其 中m � µ � M. 

证明 如果 a < b, 则依性质 go 即有

m(b - a) � l
b 

f (x)dx � M(b - a) , 
a 

由 此
1 b 

m � J f(x)dx � M. 
b - a a 

b � a l
b 

f (x)dx = µ, 

即得所求的等式
对于 a > b 时的情形 ， 我们对 fb

a
进行 同样的考虑，然后，改换积分限 我们得到

上面的公式
刚才所证明 的等式当 函数 J(x) 连续时取特别简单的形状． 实际上 ， 如果认定 m

与 M 是依 85 目中魏尔斯特拉斯定理而存在着的最小与最大的函数值 ， 则依 82 目

中柯西定理 函数 f (x) 应在区间 [a, b] 上某一点 c 取中间值 µ, 这样一来 ，

l
b 

f (x)dx = (b — a)f (c) , 

其中 c 包含在 [a, b] 内

最后的公式的几何意义是明 显的 设 f(x) � 0

考虑在曲 线 y = j(x) 下的曲线图形 ABCD (图 5) . 

此时 曲 线图形的面积 （定积分所表示的）， 等于有 同一
底边及某一中间纵坐标 LM 作为高度的矩形的面积

100 推广 中 值定理 设 1) f (x) 与 g(x) 在 区 间

[a, b] 上是可积 的 ， 2) m � f(x) � M; 3) g(x) 在整个

区 间 上不 改 变 符 号 ： g(x) � 0  [或 g(x) � O] 在这些条

件 下 ， 有

y
 

A
 

D
 

c
 

c
 
图 5

l
b 

j(x)g(x)dx = µ l
b 

g(x)dx, 
a a 
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其 中m ::; µ ::;  MCD 

证明 首先设 g(x) ?: 0 且 a < b; 此时有

mg(x) ::; J(x)g(x) ::; Mg(x) . 

由 这个不等式 根据性质 50 与 30 , 得到

m l
b 

g(x)dx ::; l

b 

J(x)g(x)dx ::; M l
b 

g(x)dx 

由 千对函数 g(x) 的假定， 依 50 , 有

l

b 

g(x)dx ?: 0. 

如果这个积分等千零 ， 则 由 上面的不等式， 显然 同 时也有

jb 
J(x)g(x)dx = 0 .  

· 91 ·  

定理的断言就成为显然的了 如果积分大千零， 则以它 除上面所得到的两重不等式
的所有部分后， 令

1: J位）g(x)dx = µ  
仁 g(x)dx

就得到所求的结果
由 a < b 的情形容易得到 a > b 的情形， 同样， 由 假设 g(x) ?: 0 的情形容易得到

假设 g(x) � 0 的情形： 因为改换积分限或变更 g(x) 的符号并不破坏等式
如果 J(x) 是连续的， 则 这个公式可以写成下面的形式：

l

b 

f (x)g(x)dx = f (c) l
b 

g(x)dx, 

其 中 c 包含在 [a, b] 内

305. 定积分看作积分上限 的 函 数 如果函数 f(x) 在区间 [a, b] (a � b) 上是可

积的 ， 则 由 [299, IIJ] 它 在区间 [a, x] 上也是可积的， 其 中 x 是 [a, b] 中任何一个值

用变量 x 替换定积分的积分限 b 后， 得到表达式
X 

<I>(x) = j f(t)dt翌
a 

( 1 )  

©乘积 J(x)g(x) 的积分存在本身 由 287 目 II 推知 ． 但是可 以不用 函数 J(x) 的可积性 ， 而直接
假定乘积 J(x) · g (x) 本身的可积性

©我们把这里的积分变最用 t 来表示， 为的是不把它与积分上限 x 混淆起来； 当然 ， 改变积分变
量的记号是不影响到积分的值的
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它显然是 x 的函数． 这个 函数具有下列的性质：
正 如 果 函 数 J(x) 在 [a, b] 上是可积的 ， 则 <I>(x) 在这个 区 间 上是 x 的连 续 函

数．

证明 加 给 x以任意增最 �x = h(只要使 x + h 不越出所考虑 区间的范 围就可
以） 后，得到 函数 ( 1 ) 的新的值

［参看 20] , 千是

妇 + h) = i
x

十h J(t)dt = 1
x

十 ！尤
x+h

<I> (x + h) - <I>(x) = 
J

x +h J(t)dt. 
X 

把 中 值定理 go 应用到这个积分上

<I>(x + h) - <I>(x) = µh; (2) 

这里 µ 被包含在区间 [x, x + h] 上 函数 J(x) 的确界 旷 与 M' 之间 因此， 就更是包

含在基本区间 [a, b] 上它的 （常数） 界 m 与 M 之间＠

如果现在使 h 趋千零，则显然

<I>(x + h) 一 <I>(x) 一 0 或 <I>(x + h) --+ <I> (x) , 

这就证明 了 函数 <I>�x}的连续性．

12° 如果假 定 函数 J(t) 在点 t = x 是连 续 的 ， 则 在这点 函数 少(x) 有 导数 ， 等
于J(x)

平 (x) = J(x) 

证明 实 际上， 由 (2) , 有

<I>(x + h) — <I>(x) 
h 

= µ, 其中 m' :;;; µ :;;; M' .

但是， 由 千函数 J (t) 在 t = x 时的连续性， 对任何一个 c > 0, 可以找到如此的 8 > 0,  

使 当 lh l < 8 时， 对在区间 [x, x + h] 上 所有的值 t

f(x) - E: < J(t) < f (x) + E:. 

在这样的情形下 ， 不等式

J(x) - c :s; m' :s; µ 冬 M' :s; J(x) + c 

©提醒一下 凡可积函数都是有界的 [295]
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就成立 ， 千是
/µ - f (x) / 冬 c.

现在显然
平 (x)

<I> (x + h) - <I> (x) = lim 
h = J im u = f (x) , 

h一0 h一0

这就是所要证明的
我们已经得到具有 巨大原 则性和实用意义的结论 如果假定函数 J(x) 在整个 区

间 [a, b] 上是连 续 的 ， 则它是可积的 [298,I] , 并且上面的断言可被应用到这个 区间的
任何一 点 x 上积 分 (1 ) 对 变 动 的 积 分上 限的 导数处处等 于被积 函 数在 这积 分 限上
的 值 J(x) .

另 一说去 ， 对 于在 区 间 [a, b] 上连续 的 函数 J(x) 恒有原 函数存在， 有 艾 动 的 积 分
上 限的 定积 分 (1 ) 就是它 的 一 个例 子．

这样， 最后我们 建立 了早在 264 目中提到过的那个命题 ．
特别地 我们现在可以把勒让德函数 F 与 E [293] 写成定积分的形状

F(k, 切 ＝ 『 d0。 ✓1 - 炉 sin2 0 o 
, E(归） ＝ 『 工言言d0

按照刚才所证明 的 ， 这分别是函数

✓1 - 炉 sin2 rp 

的原函数， 并且当 'P = 0 时变成为 0

， ✓ 1 - 炉 sin2 rp 

附注 在本目中 所证明过 的那些断言， 容 易 推广到有变动的积分下限的积分的

情形上去， 因为 (lo )

lb 
J(t)dt = - Ix 

J(t)dt 

由此， 积分对 x 的导数显然等于 —f(x) ( 如果点 x 是 J(t) 在那儿连续的点的话）
,f-

306. 第二中值定理 最后再建立一个关千两个函数乘积的积分

I =  lb 
J(x)g(x)dx 

的定理
人们把它表示成各种各样的形式． 我们从证明下面的命题 开始·

113° 如果在 区 间 [a, b] (a < b) 上 J(x) 单调递减 （即使是广 义 的 也 可 以 ） 并且是
非 负 的 ， 而 g(x) 是 可 积 的 ， 则

lb 
J(x)g(x)dx = J (a) /� g(x)dx, 

, a , a 
(3) 
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其 中 c 是所述 区 间 中 的 某一值．

任意用分点 Xi (i = 0, 1 , . .  · , n) 把 [a , b] 分成若干部分， 把积分 I 表示成下面的
形状

｀！生1
J(x)g(x)dx = � 立 厄）

午 1

g (x)dx 
i=O 立

n-1 
i=O 1趴

+ L j
xi+1 

[J (x) — J(xi ) ]g(x)dx = a + p. 
i=O 立

如果用 L 表示 函数 lg (x) I 的上界， 而用 Wi (像通常那样） 表示长度为 �Xi 的第 i 个
区 间 [x正ri+1 l 上 函数 f (x) 的振幅， 则显然

IPI :,;; � 立j立+i
l f (x) - f (xi) l lg (x) l dx :s; L �  立�x, .

i=O x, i=O 

由 此， 由 千 函数 J(x) 的可积性 [298,III] , 显然 当 入 = max 凶Xi 一 0 时 p 一 0 , 千是

I = lim a. 入一0
现在引 进 函数

X 

G(x) = j g(t)dt , 
a 

并利用它把和数 5 写成这样
n-1 

a = 区 f亿） [G(xi+i ) — G(xi )] , 
i=O 

或者， 最后， 除去括号并按另 一种方式集项，
n - l  

a = 区 C(功） [f (xi- 1 ) -:- f(xi ) ]  + G(b)J(x九一 1 ) .
i=l 

当 x 在 区间 [a, b] 上变化时， 连续 函数 G(x) [305, 1 1 °] 有最小值 m 与最大值 M

[85] . 因 为所有 的 因 式

f (xi- 1 ) — f (xi) ( 当 i = 1 , 2, · · · , n — 1 时） 与 f(xn- 1 )

由 千对函数 J(x) 所作的假定， 都是非负 的 所以， 分别用 m 与 M 替换 G 的值， 我
们得到两个数：

mf(a) 与 Mf(a) ,

数 6 包含在它们之间 作为这个和极 限 的积分 I, 显然也包含在 同样两数之间 或者
换一种方式

I = µf(a) , 其中 m � µ � M
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但是 根据函数 G(x) 的连续性 在区间 [a, b] 上可以找到 如此的值 E, 使得 µ = G(E) 

[82] 在这情形下
I =  f (a)G(E) ,  

这就等千公式 (3)
类似地，如果函数 f(x) 仍 然 是非 负 的 ， 并且单调递增 ， 则 公式

lb 
f(x)g(x)dx = f(b) lb 

g (x)dx 

成立 ， 其 中 a � ( � b 这些公式通常叫做波 内 (O.Bonnet) 公式 最后，
1平 如 果 只 保 留 f(x) 单调性的假定 ， 而 不要求 它 的 非 负 性， 则 可 以 断 定

lb 
" 

f位）g(x)dx � J(a) 
,.

{
;o,

"(x)dx + f (b) { g (x)dx:
, 

(4) 

实 际上， 例 如设函数 J(x) 单调递减 此时 显然差 J(x) - f(b) ) 0, 千是 ， 只 要

把公式 (3) 应用到这个函数上， 经过容易的变换后就得到 (4)

所证明的定理就叫做第二中值定理 ［ 比较 304,10°] .
下面的简单说明可使我们 能够赋给它以稍微更一般的形式． 如果函数 J(x) 在 a

与 b 两点的值 J(a) 与 f (b) , 用 满足条件

A ) J(a + O) 与 B � J(b — 0) (如果 J 递减）

A � f(a + 0) 与 B ) f(b — 0) (如果 J 递增）

的任何两个数 A 与 B 来代替 ， 则不仅积分 I 的值不变 而且保持函数 _ [(x) 的单叫
性， 千是按照 (4) 的样式 可以断定

特别地，

lb 

[ J(x)g(x)dx � A t  g(x)dx + B l g(x)dx (5) 

f (x)g (x)dx = J (a + 0) g(x)dx + J(b - 0) lb 
g(x)dx.  ( 5* )  1 

在这里 ， 也像上面一样， c 表示 区 间 [a, b] 中某一数值， 但一般说来 ， 它 依赖 于数

A 与 B 的 选取 ，

§3.  定积分的计算与变换

307. 借助千积分和 的计算 现在引 进计算定积分的一些例子， 在计算中把定积

分直接按照定义 当作积分和的极限来看 预先知道了 连续函数的积分存在， 为了计
算这个积分， 我们可以专从方便着 眼来选取 区 间 的分划与 § 点．
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1 ) 广 沪dx a ( ,  b 乃是任意实数， 而 k 是 自 然数） ．

首先计算积分 『沪dx(a =/= 0) 把区间 [O, a] 分成 n 个相等的部分， 而在每个部分区间上 ，

如果 a > 0, 就对区间的右端点计算函数 泸 ， 而 当 a < O 时 ， 则对左端点计算函数 沪 于是积分

和是

CTn = t (坛了 . :: = ak+l . 1 k + 2k + . . . + nk 

n n nk+ 1 
i= l  

并且， 如果考虑到 33 目 例题 14) ,

la 
xkdx = lim crn = 

ak+i 

。 n-,oo k + 1 · 

由 此 已经不难得到一般的公式

［ 沪dx = 1b
— la 

= 
bk+

��:
k+l 

2) I xµ,dx b > a >  0 , µ 是任意实数）
在这次我们把区间 [a, b] 分成不相等的若于部分 ， 就是在 a 与 b 间插入 n — 1 个几何中项

换句话说 令

q = qn = �, 

考虑下列这一 串数
a, aq, · · · , aq' , · · · ,  aqn = b. 

我们指出， 当 n 一 oo 时公比 q = qn 一 1 , 所有差 aqi+l — aqi 都小千撇 b(q — I ) 一 0

对左端点计算函数 有

Cfn = 
九
立( a q ' t ( a q i + 1 — a q ' ) = a µ, 十 l ( q — 1 ) 又( q µ, + 1 ) ' 
i=O i=O 

现在假 定 µ # — l ; 千是

（勹µ,十 1 - 1 q — 1 crn = aµ, 十l (q — I) a = W十 1 — aµ,十 1 )qµ, 十 1 — I qµ, 十l — l

并且， 利用 已 经知 道的极限 [77, 例 5) , (B) ] , 我们得到

b ！ 泸dx = lim 纠 = W十1 — aµ,+1 ) lim = · 
q - I bµ, 十 1 — aµ,十 1

n一00 q一 1 qµ, 十1 — 1 µ + la 

在 µ-= — l 的情形有

crn = n(qn — I) = n ( �  — 1) ' 

并根据另 一 已知的结果 ［同上， (6)]

［ 兰 ＝ 九 三n = 』�m00 n ( � — 1) 
= ln b — In a 
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b b — a 
3) J sin xdx 把区间 [a, b] 分割成 n 个相等部分 ， 令 h = - ; 如果 a < b, 对右端 点计算a n 

函数 sin x, 而 当 a > b 时 ， 则对左瑞 点计算 sin x 于是

n 
crn = h 汇 sin (a + ih) . 

i=l 

h 
我们要找出 等式右端和 的 简 明 的表达式， 以 2 sin — 乘并除等式右端的和 ， 然后把所有 的项表

2 
示成余弦差 的形状 ， 容易得到

区 （sin a + ih) = - 一 2 sin(a + ih) sin 2 h L  
h 

i=l 2 sin -
2 

i=l 

l 
n 

= sm '!_ S [ cos (a + (i - 卢） h) — cos (a +  (i + D h) ] 
2 

cos (: 十 产） - cos (a + (n + �) h) 
h 

2 sin -
2 

这样一来．

� 1 
五 ＝

二
[cos (a +  2 h) — cos (b + 卢） ］

2 
因 为 当 n - 忒 时 h 一 0 所 以

[ sin x d.c � (i骂 三 尸 (a + 沪） — ,oo (' + 沪） ] � oos a — cos b 

2 

类似地 ， 由初等公式°

n L cos (a + ih) = 
sm (a + (n + D h) 

h

— sin (a + 伈）
,=1 2 sin -

2 

出发 容易建立

因为

lb 

cos xdx = sin b — sin a. 
a 

4) 为要给 出 一个稍难的例子， 考虑通常所谓 的泊松 (S.D.Poisson) 积分

/1r 
ln( l — 2r cos x + r2) dx . 

( 1 — lr l )2 � i — 2r cos x + 武

＠ 它可以从 (1) 以 a + � 代替 a 而得到2 

( 1) 

(2) 
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所 以 ， 当假定 旧 # 1 时， 我们看 出 ， 被积函数是连续的 ， 而积分就存在
把区间 [O, 7r] 分割成 n 个相等部分， 即有

n n - 1 

肛 = � 8 1n(l — 2r cos 气 ＋ 产） = � In [(l  + r)2 g (1 — 2r cos 气 + r2 ) ]  

其中 订 是乘积符号 另 一方面， 从代数学知道分解式©

n - 1  

产 — 1 = (z2 — 1) II (1 — 2z cos 竺 十 z2

n ） 
k=l 

当 z = r 时利用这个恒等式， 把 环 表示成下面的形状

吓 = � In C� � (r2n — I) } 

现在设 lr l < i, 千是 r2n 一 0, 因 而

/
1r 

ln( l  - 2r cos x + r2 )dx = lim crn = 0. 。 n-oo 

如果 旧 > 1 , 则把 四 改写成

后 ， 我们得到

1r r + I r2n — l 
n r — l r2n } + 21r ln r l 吓 ＝ — In { 

/
1r 

ln( l — 2r cos x + r2 )dx = 21r In lrl  。

[308] 

读者看到 按 和 的 极 限来计算 定 积分 的 直接方法， 甚至在简单的清形下也需要

重大的努力 ； 因而很少利用它们． 在下节中所述的方法是最实用 的方法．

308. 积分学的基本公式 在 305 目 中 我们见过， 对千在区间 [a, b] 上连续 的 函

数 J(x) , 积分

妇 ＝ 『 J(t) dt

是原函数 如果 F(x) 是 函 数 J(x) 的任何一 个原 函数（例如 ， 用上章 § 1 ~ §4 的方法

所求得的 ） ， 则 [263]
<I>(x) = F(x) + C. 

(i)在计算 1 的 2n 次根的值时 ， 我们有把 z2n — 1 分解成线性因式的这样一个分解武
n - 1  

产 - 1 = IT (z — COS 竺 — i sin 竺 ，n ) 
k = - n  

这儿 t 是虚数单位 把所有共扼因 式收集在一起 ， 我们就得到 z2n - 1 等于
n- l  n - l  

k1r . 如T k1r . . k1r k1r (z2 - 1 ) IT (z — COS — — i sm — Z — cos - + i sm — = (z — - 2z cos - + z ) n n ) ( n n ) 
2 

l) IT (1 
n 

2 

k=l k=l 
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最后

§3. 定积分的计算与变换

容易把常数 C 定出， 在这里令 X = a, 因为 <I>(a) = 0, 即 有

0 = <I>(a) = F(a) + C, 由此 C = —F(a) .

<I>(x) = F(x) - F(a) . 

特别地 ， 当 x = b 时得到

砂 = lb 
J(x) dx = F(b) - F (a) . 

a 

· 99 ·  

(A) 

这就是积分学的基本公式 复

所以 ， 定积分的值可表 示成任何一 个原 函数在 x = b 与 x = a 时 的 二值的 差 ．

如果把中值定理 [304,9°] 应用到积分上，并记起 J(x) = F' (x) , 就得到

F(b) — F(a) = f(c)· (b — a) = F' (c) · (b - a) (a :(; c :(; b) ; 

读者认识这是函数 F(x) 的拉格 朗 日 公式 [112] 可见 ， 借助千基本公式 (A) 可建立
微分中值定理与积分中值定理之间的联系

公式 (A) 给出计算连续 函数 f(x) 的定积分的一个有效而简单的方法 须知对
于这些 函数的许多简单种类 ， 我们 能通过初等 函数把原 函数表示成有限形状． 在这
些清形下， 定积分可按照 基本公式直接计算 但需注 意 ， 右端的差数通常写成符号
F(x沁( "双重替换从 a 到 b" ) , 而公式写成如下的形状

j

b 

J (x)dx = F(x) 
b 

例如 我们 一下子得出：
b xµ+1 b bµ+1 - aµ+1 

l ) fa 泸dx = = 
µ + l a µ + l  

(µ i- -1 ) , 

b dx 
2) f - = ln x · = ln b — ln a(a > O , b  > 0) , 

X 

3) fa sin xdx = — COS X 「 = cos a - cos b, 

广 cos xdx = sin x = sin b — sin a, 
l a  

这些结果 ， 正是我们在上 目 中费了很大力气才得到的结果 ［比较例题 1) ,2) , 3) ]® .

(A*) 

©这里的讨论与我们在 264 目 中计算函数 P(x) 与 面积 P 时所利用 的那些事实完全相似 公式
(A) 本身可 以 由 比较 264 目 与 294 目 的那些结果而容易地得到

©上 目 中例题 4) 就不能这样简单地解决， 因为对应的不定积分不能在有限形状中表示出来
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309. 例题 我们再举一些利用公式 (A) 的例子

4) 

(a) !� sinmx sin nxdx = � [
sin;:, 二�)x —

sin�::)x
] :

" 
= O 

(6) /_� sin2 mxdx = � 厂 _ sin
2了] : 气 = 7r ［参看 255, 17) , 18) .] 

类似地
冗 ．

但） / sin mx cos nxdx = 0, 
- 7「

(r) /1r 
cos mx cos nxdx = 0 或 7r, 看是否 n -:J m 或 n = m 而定

， 一 7「

5) 求下列积分的值 (m , n 是 自 然数）

(a) / 
号

。
sin(2m — l )x 

dx 
sm x 

(6) 1号 （二勹） 2 
dx [费耶 (L.Fejer)]

提示 (a) 在公式 (2) 中令 a = O, h = 2x 及 n = m — 1 , 可 以 导 出

订,- 1
1 - + L cos 2ix = 

sin(2m — l)x 
2 2 sin x · 

t=l  

由此， 因为所有单个的项容易按照公式 (A) 积分 ， 立 即可得到

！告 sin (2m — l )x dx = 巴。 sin x 2 

(6) 从公式 (1) , 令 a = — x, h = 2x, 求 出

由 此， 如果利用上述结果

6) 计算积分

其中 0 < a, /3 < l. 

文 sin (2m — I)x = I — cos 2nx 
= 

sin 2 nx 
2 sin x sm x 

m=l 

l 号 （二勹）
2 

dx = n% 

/_

1

1
�

x

� , 

如果在公式 [283(6* ) ]

(n -:J m) 

= — ln ax + - + vaJ正 + bx + c + C  I 
dx l b 

va沪 + bx + c 五 2

[309] 
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中使
ax2 + bx + c = ( 1  - 2ax + a勹 ( 1 - 2/3x + 矿） ，

那么， 微分后， 得出

b 
ax + 2 = -a(l - 2f3x + 沪） - /3(1  - 2ax + 句

由 此容易推出 ， 当 x = l 时， 在对数符号下的表达式得到值

-a(l - (3)2 - /3(1 - a) 2 + 2 '1£ 聂( 1 - a) ( l  - /3) 

= - [../c,(1 - /3) - #(1 - a沪 = - (✓c仁 J沪 (l + N)气

而当 X = -l 时 ， 得到值
- (✓c仁 J沪 (1 - \fa(3广

这样一来 ， 最后对于所求积分就得到只依赖于乘积 af3 的简单的表达式©

1 1 + ✓ 邓In 
� 1 - ✓ 元r

· 101 · 

我们指出 ， 在推导出基本公式时， 事实上不必要求函数 F(x) 是 J(x) 在 闭 区 间一[a, b] 上的原
函数 ， 根据 131 目 的推论， 假定 F (x) 是 f(x) 在开区间 (a, b) 上的原 函数， 而 在 它 的 端 点上， 只 要

函数 F(x) 保持连 续性就够工．，

因此 例如， 我们有权利写 [268]

7l I�a 罕二心 ＝ ［卢享了 f arcsin �] �
a

= 了
虽然在 X = 土a 时所求得的原函数的导数的问题还待研究

在计算下面的积分时我们会碰到某些困难．
1 - r2 

8) 厂-7' 1 - 2r cos x + r 2 dx (O < r < l) ,  

因 为在 288, 13) 中所求得的原函数

F(x) = 2arctg (二已）
1 - r 2 

在 x = 土T 时没有意义． 可是， 极限

Jim F(x) = -1r, lim F(x) = 1r 
工一 -rr+O x 一 •rr-0

显然存在， 并且如果补充规定 F( -1r) 与 F忨） 恰好等于这些极限， 则 函数 F(x) 在 区间的端点上

不仅是确定的， 而且是连续 的 因 此仍然有
7俨

/
"'

l - r2 

dx = F(x) = F(7r) - F(—刓 = 271" 
1 - 2r cos x + r2 

一介 一rr

9) 类似地也可计算积分

I 号 dx
(AC - B2 > 0) 

一 工 A cos2 x + 2 B  cos x sin x + C sin 2 x 

©我们的计算只在 a cf /3 时是没有错误的， 但容易看出， 这结果在 a = ,13 时也是对的
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我们 已经有 了 [288,10) ] 原 函 数的表达式
1 

F(x) = Ctgx + B arctg v AC - B2 v AC - B2 '  

对
71" 71" 

2 
- - < X < - 是适合 的 ． 由 此2 

I 号 dx
2 = F(x)

号
-

0
= 7r 

－ 芳 A cos2 x + 2B cos x sin x + C sin x 一 号
+o ,/AC - B2 ' 

其 中 记号 － 巴 + o, 巴 - 0 象征着取 函数 F(x) 的对应的极限值的必要性．
2 2 

10) 如果在计算积分

x
 

d
 

1
1

 

+
＋
 

4
6

 

x
x

 

1
 f|

儿
时从形式上计算 出来 的原函数

3x(x2 - 1)  - -arctg 
3 x4 - '1.  正 + l

出 发并在这儿以 x = O 与 X = 1 替入 ， 则对于积分就可 以得到离奇的值 0(正 函数的积分不可能
有零值！）

错误在于这个表达式当 x = Ji二豆3 = Xo 时经历一个跳跃点 如果一一地分别从 0 到 Xo
与从 xo 到 1 来计算积分 ， 就可得到正确 的结果

fo
l

= la
x。 0

+ 1:+o = i 
1 1 ) 借助于原函数 ， 容易 计算积分

/
2

空 = lnx 
2 

= ln 2 
I X 

I 

I l 1 
dx 

2 = arctgx 1 = :::: 。 + x  。 4 

如果 回想一下对应 的积分和数趋向 于它们， 就可 以得 到 ， 例如 ， 这样一些极限的关系式

lim ( n---->oo n + 1 十 言2 + · · · + 点） = ln2, 

二 ( n2 : 12 + n2 : 22 + · · · + 2!2 ) · n  = � 

310. 基本公式的另 一导 出 法 现在把基本公式 (A) 在更一般的假定下建立起

来 设函数 J (x) 在 区 间 [a, b] 上是可积的， 而在 [a, b] 上连续 的 函 数 F(x) 在 (a, b) 上
处处有导数 f(x)

F' (x) = J (x) 

或者甚至只在除有 限个点外处处有导数 J(x) .

用任意方法把 区 间 [a, b] 用 点

(3) 

Xo = a < X1  < x2 < · · · < Xi < Xi+l  < ·  · · <  Xn = b 
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分成若干部分 ［只需照顾到把所 有 那 些 不 满 足 关 系 式 (3) 的 点 都 包括到 它 们 中 间 就

够 ， 如果有这样的一些点的话］ ，显 然 即有

F(b) - F(a) = t [F(xi+d - F(xi )] 

把有限增措的公式应用到记号 2 后面差中的每一个差上去 — —一 对于这个公式
的应用 所有的条件都是满足的 于是得到

n - l  

F(b )  - F(a) = L F亿） (xi+l - Xi) ,  
i=O 

只 中 (, 是某一确定的（虽然对我们来说是未知的） 在 Xi 与记i+l 之 间 的 x 值． 因 为
对于这个值 F' (尽） = ! 体） ， 所以我们可以写

n - 1 

F(b) - F(a) = L J(尽）6.x, 
i=O 

在右端得到 了 函数 f(x) 的积分和 (J' 我们已假定对于和 (]' 当 入 -----, 0 时丿寸戈赖
于数 �i 的选取， 存 在着确定的极限 因 此 特别地 ， 保持着 （在所指出的这些数的选
取之下） 常数值的这一和也趋千这积分 ， 由 此就推出

F(b) - F(a) = / f(x)dx 

在上目中我们曾借助于基本公式计算过定积分 但它也可以被利用在另 一方面．
在基本公式中以 x 代替 b, 而以 F' (x) 代替 f (x) 后 ， 可以把它写成下面的形状

F(x) = F(a) + j屯
F' (t)dt .

这样 ， 借助于极限步骤 （ 因为定积分是极限）， 对给定的导数函数 F' (x) , 原函数 F(x)
就可以 “还原＇ 出来 - / \ �  , I . I 

可是， 这是假定导数函数不仅有界 而且依黎曼定义可担3 但这并不是永远都能

实现的

311 .  递推公式 我们见过， 基本公式在适当的条件下 ， 一下子就给出定积分的
值 另 一方 面 ， 利用它的帮助 ， 不定积分理论中的各种递推公式就可改造成为定积分

中的类似的公式，而把某一个定积分的计算化成另 一个 （一般说来较为简单的） 定积
分的计算

我们首先指的是分部积分公式

J udv = uv - j vdu 
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与 它的推广 [270, (3) 与 (5) ] , 以及局部地建立在它上面的另 外一些递推公式 [271,

(6) ; 280; 287] .  它们的一般形式是这样的：

J J(x)dx = t_p(x) - J g(x)dx 

如果这一种公式的应用范 围是 区 间 [a, bl , 则在定积分中的对应公式为

l

b 

f(x)dx = t_p(x) 
b 

-

b 

g(x)dx 
a la 

在 这里假定函数 f, g 是连续的
为 了证明起见 把公式 (4) 中最后一个积分用 <I> (x) 来表示 于是

l
b 

f(x)dx = [t_p(x) - <I>(x)] 
b 

= '-P(x) 
b 

- <I>(x) 
b 

a a a a 

同时， 因为

l

b 

g(x)dx = 伈）
b 

, 
a a 

所以我们就得到要证明的公式．
特别地 ， 分部积分公式现在取如下的形状

l

b 

udv = uv 
b 

- l
b 

vdu, 
a a a 

而推广公式则变成这样

(4) 

(5) 

(6) 

b b b 1 uv (n+ l) dx = [uv(n) - u'v(n-l) + ·  · · +  (-ltu(nl v] l
a

+ (- l )n+ l 1 u(n+ l) vdx; (7) 

在这里函数 u, v 与所有出现的它们的各级导数仍然都假定是连续的
确定出数字之间的关系的公式 (5) ' 原则上 比函数参加在内的公式 (4) 更简单些，

如果双重替换等于零 ， 它就会是特别方便的

312. 例题
1) 计算积分

（当 m 为 自 然数时） ．
分部积分， 我们得到

Jm = I 告
sinm xdx, J;,, = 1 ]" 

cosm xdx 。

Jm = I 号
sinm-l xd(— cos x) = - sinm- l  x cos x /。� + (m - 1) /

号
sinm-2 x cos2 xdx 

0 0 

双重替换变为零 以 1 - sin五 代替 cos五 ， 得到

Jm = (m - l)Jm-2 — (m - l)Jm , 
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由 此得到递推公式：

J m - 1 
m = Jm-2 , m 

依这公式 ， 积分 Jm 依次地化成 J。 或 Ji 即 当 m = 2n 时有

J2n = J 号 sin2n xdx = (2n - 1) (2n - 3) · · · 3 · 1 1r 

。 加 (2n - 2) · · · 4 - 2 · 2 ,

如果 m = 2n + 1, 则

hn+ l = I 号 sin2n+ i xdx = 2n · (2n - 2) · · · 4 · 2 

。 (2n + 1 ) (2n - 1) · · · 3 · 1
· 

对于 比 也恰好得到 同样的一些结果

为 了 把所得到 的表达式写得更简 明些， 可 以利用符号 m!!0 . 于是可 以写

,
 

,

Y

、

1
1
+
 

m
 

＝
 

.＇
 

x

0

 

＝

＝

 

d
 

x
 

x

x

 

d

d

 

s
 
o

x

x
 

c

)

）
 

2

2

 

号

+

＋

 

m

m

 

f
|

儿
=

(

（
 

s

n

 

x

o

.1
 

d

c

s
 

x

x

x
 

m

m

m
 s

 
。

s
 

式

Co

n
 

,
1

 
s

c

 

告

公

互
2

号

f
|2

明

ll

证

）

＼
丿

a

6

 

（
 

）
 
2

(
 

(m - 1) ! ! 71" 

m!!  2 

(m - 1) ! !  
m! !  

当 m 是偶数时，

当 m 是奇数时

(8) 

(B) I 号 sinm x cos(m + 2)xdx = -
s
i
n 了。 m + l ' 

(r) /号 sinm x sin(m + 2)xdx = c
os 罕

。 m + l 

（其中 m 是任何一个整数） ．

考虑积分

I 兮
cosm+2 x cos (m + 2)xdx 。

并对它作两次分部积分

J
号

cosm+2 x cos (m + 2)xdx 
。

1 � = [cosm+2 x sin(m + 2)x - cosm+ i x sin x cos (m + 2)x] 
m + 2 

+
m � , 1

号

[- (m + 1) coo~ x sin' x  + coo~+' x] coo(m + 2�:dx 

©注意，m! ! 表示不超过 m 而又与 m 有相 同 的奇偶性的那些 自 然数 的乘积
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双重替换变为 0 在这里就用 1 - cos2 x 来代替 sin气 ， 得到等式

J i 
cosm+2 x cos(m + 2)xdx 

0 � -二； / � oos'" x =(m + 2)xdx + I, 
号 ="'+' x oos (m + 2)xdx, 。

由 此就推出 (a)
类似地可建立其余的等式
3) 计算 （ 当 n 为 自 然数时） 积分

互 T
2 歹

瓦 = J cosn x sin nxdx, Ln = J cosn x cos nxdx. 
0 0 

分部积分， 即 有

Kn = � - / � cosn- l  x sin x cos nxdx . 。
如 果在等式两端各加 以 Kn , 那么， 把右端积分符号下的表达式变形后 ， 容易得到

或者

按照这个递推公式就容易得到

2Kn = - + Kn- 1 
n 

氐 ＝ ； 丘 ＋ 氐-1)

氐 ＝ 尸 I 十 了 十 了 ＋ ＋ 了 ）
1 ( 2 22 、 沪 2n

类似地

4) 求积分

其中 k > 0, 而 m 为 自 然数
分部积分 ［ 比较 271 ,5) ]

L 
71" 

n = 2n+ l 

Hk ,rn = I 沪 In= xdx 。

1 1 

［ 沪 ］矿 xdx = 
k ! 1 产 lnrn x

+o
一 三 ［ 沪 lnrn- l xdx 

引 出递推公式
m 

Hk,rn = — ——- Hk,rn- 1 , 
k + l  

由 此就可得到
Hk ,m = ( -l ) m m' 

(k + 1 ) m+l . 

[312] 

这个例子的特殊性在于 在点 x = O 处 ， 两个被积函数与替换符号 下 的 函数的值都是作为当
X --+  +0 时的极 限值而确定 出来．
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5) 按照 280 目公式 (III) 有 （认定 p 及 q 是 自 然数）

/ (1 - x)P芷dx = (1 - x)Pxq+ I 
+ p I ( 1  - xy-1芷dx

p + q + l  p + q + l  

当 在从 0 到 1 的 区间上取定积分时， 它给出

最后

1
1

( 1 - x)P芷dx = 
p +

: + 1 
1

1 

( 1 - x)p-l哎dx. '

逐次应用这个公式 ， 我们得到

1 

/\1 - x)P哎dx = p(p - 1) · · · 1  I 哎dx。 (p + q + l) (p + q) · · · (q + 2) 。

/
1

( 1 - x)P泸dx = p!q ! 

。 (p + q + 1 ) ! . 

· 107 ·  

6) 如果在 287 目公式 (IV) 中， 当 µ 及 u 是 自 然数时取定积分 ， 那么， 利用例题 1) 的结果 ，

可得到更普遍的公式

I告 sin x气oo' xdx �
{

(
v

—

（二勹; !) " ii ( 当 µ 及 l/ 麟数时），

。 (
v

- 1) ! ! (µ — 1) ! ! 
(v + µ) ! !  

（在所有其他情形）

313.  定积分的换元公式 同一基本公式 (A) 使我们能够建立定积分符号下的

换元法则

设要求计算积分 J: f(x)dx, 其中 f(x) 是 区 间 [a, b] 上的连续 函数． 令 X = t_p(t) , 

使 函数 'P(t) 合于条件：

1 ) 叭t) 在某一 区间 [a, /3] 上确定且连续 并且当 t 在 [a, /3] 上变化时 'P(t) 的值

不越出 区间 [a, b] 的范围配

2) 'P伈） = a , t_p(/3) = b; 

3) 在 [a, /3] 上连续导数 I t 'P ( ) 存在
在这些条件下 ， 公式

lb 
f(x)dx = 1。(3 阳(t)阳(t)dt (9) 

成立

由 于假定被积函数皆是连续 的 ， 于是不仅是这些定积分而且对应于它们 的不定

积分就都存在 ， 那 么 在公式 (9) 的两侧就都可 以利用基本公式． 但如果 F(x) 是第一

©可能发生这样的事情 函数 f(x) 在 比 [a, b] 更大的 区 间 [A, B] 上确定且连续， 于是只需要求
叫） 的值不越出 区间 [A, B] 的范围就够了
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个微分 f(x) dx 的一个原 函数， 则 函数 cJ.> (t) = F伈(t) ) ) 如我们所知道的 就是第二个

微分 f 位(t) 卢 (t)dt 的一个原 函数 ［参看 268] 因 此 同 时有

lb 
f (x) dx = F(b) - F(a) 

!{3 
f停(t) ) 凶t)dt = <I> (/3) 一 如） = F位(/3)) - F位(a) ) ' = F(b) - F(a),  。

由 此就推出要证明 的等式．

附注 我们 指 出 公式 (9) 的一个重要 的特性． 在利用 换元法计算不定积分的那
个时候， 我们得到 了 用变量 t 表示 出 来 的所求 函数以 后 ， 应 当 变 回 到 旧 有 的变量 x;

这儿却不需要这样 如果 (9) 中 的第 二个积分计算 出 来 了 ， 这乃是一个数 目 那么第
一个积分 自 然也就计算 出 来 了 ．

314. 例题
1) 借助于替换 x = asin t 求积分 J。� Jc产了艺x 这儿值 0 与 ； 起 a 与 (3 的作用 我们有

f
a

歹二dx = a2
号

cos2 tdt = 已 t 十 三 舌 ＝ 玉1 2 ( 2 )  l o  4 

［参看 268]
2) 一般地， 当 n 是 自 然数时， 借助于同 —替换 ， 可得

J
a

(a2 - x气dx = a妇1 /
号 cos2n+ 1 tdt = a2n+ 1 2n! !  

0 0 (2n + l ) ! !  

［参看 (8)] , 并且类似地

f
a 

(a2 - x2) 宁 dx = a2n (2n - l ) ! !  芒
。 2n! !  2 

3) 
12a 二

x4 
dx . 

作替换 x = a sec t; 变量 t 的积分限 0 与 : 对应于变屉 x 的积分限 a 与 2a 我们得 出3 

号 · 3 i 1 2 1 Sill t 
- J sin t cos tdt = - —- = — 灯
a2 。 成 3 。 8a2 

4) 考虑积分

/
" x sin x dx 。 1 + cos2 x 

用替换 X = 71" — t (其中 t 从 71" 变到 o) 可化成下面的等式·

F
 f

|
儿

x sin x dx = 
/1r (1r - t) sin t dt 

1 + cos2 x , O 1 + cos2 t 
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或 [ , 勹:� x
dx � < [ I ;':, t 

dt - [ I : 勹;,:, 1 dt 

把最后一个积分 （在此积分中仍用 x 代换 t) 移至等号左边 ， 得到

/
"' x sin x 71" "' sin t 71" "' 产

。 1 + cos2 x
dx = 2 1 1 + cos2 t

dt = - 2 arctg(cos t) 
o 

= 丁

［参看后面的 1 1 ) , 在那里， 这个例子得到 了推广 ］

5) 计算积分 J = f1 ln ( l  + x) 
, o 1 + x2 dx. 

于是

替换 X = tgr_p (其 中 夕 从 0 变到 � ) 把积分变成 Io千 ln( l + tgr_p)心 但

1 + tgr_p = 
迈 sin 仁 ＋ 习4 

cos r_p 

7r ¾ 
8 J ln sm 1r 

千
J = — ln 2 + 

0
勹 + 'P) 心 — / ln cos ip心。

· 109 ·  

九
因 为两个积分相等 （例如 ， 用替换'P = 心 ， 并且 心 从 －

九

4 4 
变到 0, 就可以把第二个积分化成第

一个积分） ， 所 以最后
71" 

J = - ln 2. 
8 

我们指 出 积分 f 1 arctgx 
dx 也有相 同 的值 这容易用分部积分法证明O 1 + X 

6) 现在建立

1
1 

arc
;

gx 
dx = � 1 �  土dt

提示 作替换 X = tg- . 
2 

7) 把一个积分变形成另 —个积分

J" (x + 了言 cos 矿心 = /7r 
d0 

。 (x - � cos 0)n+1 '

认定 X > 1 并且 n 是 自 然数

这可按公式
(x + 尸 cos 切 (x - 二cos 0) = 1 

用变换变虽的方法来作到 由 此

-Jx"2=1 + X COS 0 cos rp = 
x - � cos 0 ' 

其中右端表达式的绝对值不超过 1 , 而且对于区间 [O, 1r] 上的每—个 0 都在 同 一 区 间上有某—个

夕 与它单值地相对应 当 0 = 0 或 T 时也有 'P = 0 或 71" 我们有

sin 0d0 
sin 叨如 ＝

(x - 《产勹 cos 0)2 '
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而因为

所 以

于是最后得到

第九章 定积分

sin 0 sin rp = 
X 一 二 cos 0 '

d0 
drp = 

x - 尸 cos 0 '

(x + 尸 cos r.pfdr.p = d0 
(x - 厂 COS 0)n+l , 

由 此就推出所要求的等式．

［我们指出 ， 两个积分 （只相差一因子 7r) 都表示第 n 个勒让德多项式 Xn (x) , 1 18,6) . ]
8) 对于任何在区间 [O, a] (a > 0) 上连续的函数 f(x) , 永远有

l
a 

f(x)dx = f
a 

J(a - t)dt 

(314) 

（作替换 x = a - t, a � t � 0) 特别地， 因为 cos x = sin ( 
九

2 X) , 所 以对任何连续函数 F(u) ,

有

l
号 F(sin x)dx � 1 号 F(cm x)dx

9) 设 f(x) 在对称 区间 [-a, a] (a > 0) 上连续 此时在偶函数的情形 [99 ,25)]

1: f(x)dx = 2 f
a 

f(x)dx, 。
而在奇 函 数的情形

J

a 

J(x)dx = 0 .  
-a 

在两种情形 中积分 J二 都可表示成两个积分的和 I�a + Ii。a 的形状 ， 并且应用替换 X = -t 
千它们 中的第一个

10) 设有周期为 w 的连续周期函数 f (x) , 于是对任何 x : f (x + w) = f(x) 此时在长度等于

周期 w 的任何一个 区间上， 这个函数的积分有同样的值

1
a+w 

f(x)dx = l
w 

f(x)dx 

为要证明 ， 我们分解 Ia
a+w

= Ia
0 + 矿 + J:+w

, 并且把替换 X = t + w 应用到右端第三个积
分上， 可看出 ， 它与第一个积分只相差一个符号

1 1) 证明

［ 订(sin x)dx = % J
介

J(sin f)dx,。
其中 f(u) 是任何一个在区间 [O, l] 上的连续函数

提示 利用替换 X = 7r - t .  

12) 证明

［
介

叩 cos 0 + b sin 0)d0 = 2 fo" 1.p( v/a2+b2  cos 入）d入 ，

其 中 1.p(u) 是任何一个对于 iul ,( #了了； 连续的函数
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由关系式

定 出 o 后 ， 我们 有

由 千 10) 可 以写

§3. 定积分的计算与变换

cos a = a . b Sill ex =  ， V祒 + b2 v祒 + b2

a cos 0 + bsin 0 = Jc了口五 cos(0 — a) .

1
2

" <p(a cos 0 + bsin 0)d0 = 1勹 汃石了cos(0 - a))d0 

或者 ， 如果令 0 - a = 入 并且用 9) ,

j" 'P(石了 cos 入）心 = 2 J" <p(歹言 cos 入）d入
-,r 0 

13) 证明

J 号
g (sin 2u) cos udu = J 号

g (cos2 v) cos vdv, 
0 0 

其 中 g(z) 是 z 在 区 间 [O, 1] 上的任何一个连续 函数

· 1 1 1 · 

把第一个积分表示成两个积分的和 的形状 J。2 = J 了 互

下 开．。 ＋ 归 ， 用替换 u = - - u' 把它们 中

[ l 
. 

的第二个也引 到 区 间 o, 巴 上 ， 就得到
4 

/" g (sin 2u) (cos u + sin u)du 。
在这里我们从关系式

2 sin 2u = cos v 
九 介

出 发来作换元； 显然 v 从 － 减少到 0 与 u 从 0 增加 到 － 相对应 取微分2 4 

cos 2u du = - sin v cos v dv; 

考虑到
cos 2u = ✓1 - sin2 2u = ✓1 - cos4 v = sin v✓l + cos2 v 

及
1 + cos2 v = 1 + 2 sin u cos u = (sin u + cos u)气

最后得出
(sin u + cos u)du = - cos vdv. 

现在已 经不难得到所要求的 结果 了 ．
14) 最后我们 回到泊松积分

I(r) = j" ln(l - 2r cosx + r2 ) dx 

［ 比较 307,4)] 我们 已 经知道 ， 当 旧 子 1 时被积函数连续且积分存在． 我们现在利用一个巧妙方
法重新把它计算一下 ， 在这方法 中换元起着重要的作用．
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预先指 出 ， 由 显然 的不等式

(1 - lr l/ � 1 — 2r cosx + r2 � ( 1 +  lr l )气

取对数， 然后从 0 到 T 积分， 得到 （ 当 lr l < 1 时）

21r ln(l - lr l ) � I(r) � 21r ln( l  + lr l)  

由 此显见， 当 r 一 0 时也有 I(r) 一 0.
现在考虑积分

7r 

I(-r) = f ln(l + 2r cosx + r2) dx 。
如果在这个积分中 令 X = 7r - t ,  并且 t 从 T 变到 0, 那么就出现

或者

J(-r) = 1
°

Jn(1 + 2r cos(1r - t) + r2 )d(1r - t) =  1" ln( l — 2r cost + r2) dt = I(r) 

在这种情形 中

2J(r) = I (r) + I( —r) = / ln [ ( 1  - 2r cos x + r行 ( 1 + 2r cos x + r2) ]dx 。
7r 

2I(r) = J ln( l  - 2产 cos 2x + r4)dx 。
t 

令 X = - (其中 t 从 0 变到 21r) , 得到2 
2,r 

2J(r) = - J ln( l - 2r2 cos t + r4) dt = - + - . 2 2 1  2 1  

[314] 

所得到 的积分中 的最后一个积分用替换 t = 27r - u 可 （其 中 u 从 T 变到 0) 化成第—个积
分， 于是我们得到

由 此

2J(r) = I(r行 ，

I(r) = - J(r勺 ．2 
在这里 以 产 代替 r, 如此下去 ， 容易得出普遍公式

I(r) = 卢I(产 ） (n = 1, 2, . .  · ) . 

现在设 旧 < 1, 于是当 n ----> oo 时 r2n

----> O; 同 时 因 为 （按照开始时的说明 ） I(r2n

) ----> 0, 所
以应当恒有

因而

I(r) = 0 当 lr l < i时

现在当 lr l > i 时容易计算这个积分 实际上

1 - 2r cos x + r2 = r2 
(1 — 2 · � COS X 十 卢） ，

In ( 1  - 2r cos x + r 2 ) = 2 In Ir I + In ( 1 - 2 · !  cos x + �) , r r 
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千是， 从 0 到 T 积分， 即 有
1 

I(r) = 21r ln lr l  + I (;: ) .  
1 

但是， 按照上述J ( ;:) = O; 因 而 当 lr l > 1 时有

I(r) = 21r ln l r l .  

我们在 307 目 中也得到同样 的结果 ．

315. 高斯公式 、 蓝登变换 还是作为换元法的一个例子 ， 我们考虑高斯 (C.F.Gauss) 为 了
变换积分 k_

2
 l

 
＿＿

 
G

 
心

✓庄 cos2
'P + b2 sin 2 'P 

(a > b > 0) 

的形状所建立 的著名 的公式
这里令

2a sin 0 sin 'P = 
(a + b) + (a — b) sin2 0 ' 

容易看出 ， 当 0 从 0 变到 —九
．·-—- - - 2 -时，中 也在 同一范围 内增加 取嗷分

(a + b) - (a — b) sin2 0 COS 切心 = 2a 
[ (a + b) + (a - b) sin 2 0]2 cos 0d0. 

但是

于是

另 一方面

因 而最后

✓ (a + b) 2 - (a - b) 2 sin2 0 
cos 'P = cos 0, 

(a + b) + (a — b) sin2 0 

(a + b) — (a - b) sin2 0 d0 d<p = 2a 
(a + b) + (a - b) sin 2 0 ✓ (a + b) 2 - (a - b) 2 sin 2 0 ' 

✓庄 cos2
'P + 护 sin2

'P = a (a + b) - (a - b) sin 2 0 
(a + b) + (a — b) sin勺

d<p d0 
✓祒 cos2

'P + 胪 sin2
'P ｀宁）

2 
cos2 0 + ab  sin勺

a + b  如果令 a1 = ——- , b1 = 'Ii. 访， 则
_2 

告l
 
＝
 

G
j

 

左
�+ b气n2

'P

这就是高斯公式
反复应用这个变换， 我们得到

号l
 
＿＿

 
G

 

互
2l

 
＝
 

✓吐 cos2
'P + b妇in2

'P

d0 
✓吐 cos2 0 + b? sin2 0 

(n = l , 2 , 3, · · · ) ,  

其 中 整序变批 an , 加 由 递推关系式
an-1 + bn-l an = 

2 ， 加 = ✓a九
一 1 bn-l
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定 出 ． 我们 已 经知道 [35,3) ] , 这两个整序变量趋于某一公共极限 µ = µ(a, b) ,  我们把它叫 做数 a
与 b 的 ＂算术几何 中 值＇ ． 从易 于得到 的不等式

介 介
< G < — 

2an 2bn ' 

取极限， 现在得到
G =  

九．

2µ(a, b) '  
这样一来 ， 数 G 与 µ 中 的每一个都可 以用另 一个直接表 出 例如， 要计算积分

由 此 µ(a, b) = 
九．

． 
2G 

G ＝ l 号 d0 = ;
� 

vl + cos刊 。
d0 

心 cos2 0 + sin2 0 ' 

这里 a = v'2, b = 1 , 前述的整序变量 an 与 加 很快地趋于µ
1 .198 140, µ 可 以令其等于这个数． 于是我们 近似得到

九．

G = — � 1 .3 1 1  028 8 .  
2µ 

反之， 积分 G 可归结到第一类全©椭 圆 积分·

a4 与 加 二 者 已 近似等千

号l
 

1-
a
 

＿＿
 

G
 

d((! 

｀护
a2 sin2

'P 

= �K (气）
且可 以容易地按照椭圆积分表计算 现在考虑第一类全椭 圆 积分

K(k) = J
丹 心

° ✓ 1 - 炉 sin2
<p

;

在模k 的任何值下它可从 G 当 a = l 及 b = ✓厂荨产 = k' 时得出 想把高斯公式应用 到第一类
全椭圆积分上 ， 我们首先计算

1 + 二 1 + k' 
a1 = 

2 
= , b1 = 石，2 

k1 = 《砰飞 1 - k' l = — = 1 + k1 
a1 1 + k1 ' a1 

千是

1; Ji _:: sin勺
= (1 + k1) 1号 d0 

Jl - ki sin2 0 

或者

K(k) = ( 1  + 从 ）K(k让

这个与高斯公式相 当 的公 式 ， 实际上在高斯 以 前就得 到 了 ， 而且是所谓 的蓝登 (Landen) 变换

的特殊情形

O 勒让德积分 F(k心） 与 E(k心） [293 ,305] 当 'P = 巴 时叫做全积分 在这情形时 ， 在它们 的记2 
号 中通常没有第二个 自 变量 ， 因 而简单写作 K(k) , E(k) 对于全积分有一些特别的积分值表
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逐次应用这个公式， 我们得到

K(k) = (1 + k1 ) ( l  + k2 ) . . . ( 1  + kn )K(kn) , 

其 中 数列 构 由

kn = 
1 - 二
1 + 三 ＇

归纳地定出 ， 于是 O < kn < l 及 从 < k;_ l ,  这就可保证 忱 当 n 一 oo 时迅速地趋于 o. 同 时

0 < K(kn ) 一 二j号 心 — 芒
2 。 ✓l - k� sin2

<p 2 

=!  号 1 — 厂工写
心 ＜ 巴 1 - 汇

。 ✓1 — K启 sin飞 2 沉言

由此当 n --+ oo时， K(从） 一 �, 因 而， 最后 ，2 

K(k) = 卫 lim (1 + k门 (1 + k2 ) . .  · ( 1 + 从） ．2 n-oo 

积分 K(k) 的近似计算就以此为根据， 当 n 充分大时， 简直认为它是等于

K(k) � 炉 + k1 ) ( l + k式 (1 + kn) 

316. 换元公式的另 一导 出 法
另 一导 出 法

现在我们把假定条件改变一下而给出公式 (9) 的

首先 （而这是最重要的） 我们不假定 函数 f(x) 是连续的， 而只假定是可积但！． 但
从函数 cp(t) 那里我们补充要求· 当 t 从 a 变到 f3 时它从值 a = cp(a) 单调地变到值
b = cp(/3) . · - _ ·.. · · 、

' .· J; .  

为明确起见， 设 a < b 及 a < (3, 于是函数 cp(t) 单调递增．
借助于点

a =  to < ti < 伈 ＜ ． ． ． ＜ 仇 < ti+l < ·  · · <  tn = /3 

任意分区间 [a, b] 成若千部分； 如果令 Xi = cp(右） (i = 0, 1 , 2, · · · , n) , 则 同 时就有

a =  XO < XI < 叩 < · · · < Xi < Xi+I < · · · < Xn = b. 

如果长度 6ti = ti+l - ti 中 最大的一个 （用 入 表示它） 趋于零， 那么， 由 于 函数
X = ip(t) 的 （一致） 连续性， 长度 6xi = Xi+l — Xi = ip(ti+l ) — 中化） 中 最大的一个 同
样也趋于零 ［参看 87]

现在在每一个区间 [ti , ti+i l 上任取一数 Ti 并作 (9) 中第二个积分的积分和

a = L f位（动）召（切6t, .
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令 尽 = cp(动，于是 Xi 冬 尽 � Xi+l 如果在区间 [ti , ti+1 l 上把有限增量公式应用
到 函数 cp(t) 上去， 就得到

6.Xi = Xi+l - Xi = cp(ti+l )  - cp(ti )  = cp' (冗）6.ti , 

其 中也有 ti < 冗 < ti+l , 但 冗（对我们来说是未知的） 通常与随意所取的值 Ti 是不
同的 同时对于 (9) 中第一个积分的积分和

万 ＝ 汇 J(尽）6.xi 

现在可赋予下面的形状
万 ＝ 汇 f(妇））召 （气）6.t, 

当 入 一 0 时 显然这个和的极限就是积分 J: f(x)dx 为要证明和 6 也趋于这极

限，只要证明差 (5 - a 趋于零就够了
给定任意数 c > 0, 由于函数 砑 (t) 的（一致） 连续性，可 以 找到如此的 o > 0, 使

得当 入 < O 时 不等式

厄 （动 — 召（于i ) I < C 

成立 ［参看 87 目推论］ ． 于是

位 一 万 1 冬 汇 If伈（动） 旧 （动 — cp' (冗) l 6ti < L(/3 — a:)c, 

如果用 L 表示 lf(x计 的上界而用 (3 - 0: 代替和 区 6.ti 的话．
现在很清楚， 当 入 一 0 时和 6 趋于极限 J�勹(x)dx, 而这就是说 积分

J。: 1心(t)) cp' (t) dt 存在并且公式 (9) 成立 证明 已完全了．

附注 我们特别强调· 根据所证明的结果，在 314 目 内例题 8) ,9) , 10) 中所建立
的那些简单而常常有用的公式 ， 现可推广到任何可积 函数 f(x) 的情形上去 了 ．

§4. 定积分的一些应用

317. 沃利斯公式 从 312 目 中 的公式 (8) 容易推出 著名 的 沃利斯 (J. Wallis) 公式
假定 0 < X < �  2 ' 即有不等式

. 2n+l . 2n . 2n-1 S!Il X < S!Il X < Sill X. 
九．

在从 0 到 － 的区间上积分这些不等式2 

l 号 sin2n+l xdx < 1 � sin2n xdx < 1 '½ sin2n-l xdx 
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由 此 由 千 (8) , 得 出
2n! ! (2n - 1) ! ! 1r (2n - 2) ! ! < — < (2n + 1 ) ! !  2n! ! 2 (2n - 1 ) ! !  

[ 2n! ! ] 
2 1 < 巴 < [ 2n! ! ] 

2 1 
(2n — 1) ! !  2n + 1 2 (2n — 1) ! !  五

因 为在两极端表达式之间 的差

1 [ 2n! ! 2 三
2n(2n + 1 ) (2n — 1) ! ! ] 

<
加 2 '

显然当 n ----t oo 时趋 千零， 所 以 巴 是它们的公共极 限． 因 此2 

7r • 2n! !  2 1 
5 二吧 [

(2n - 1) ! ! ] 2n + l  

或
九． 2 •  2 •  4 · 4 · • • 2n • 2n — =  hm 
2 n-oo 1 · 3 · 3 · 5 · · · (2n - 1 ) · (2n + 1 ) · 

这就是沃利斯公式 作为第一个把数 T 表示成容易计算 的有理数列 的极限的形状 ， 它有若历
史上 的兴趣 在理论上的研究 中 现在也利用 它 ［例如 ， 参看 406] . 对于数 T 近似值的计算 ， 现在
有快得多 的方法来达到 目 的 [410]

318. 带余项的泰勒公式 45) 在推广分部积分公式 (7) [31 1] 中 ， 令 V = (b - X尸 此时

v' = -n(b - x)n-l , v" = n(n - l) (b — x)九-2 ,

v (n) = ( - ltn · (n — 1) · · · 1 , v(n+l ) = O; 

当 x = b 时所有函数 v, v' , v" , · · · , v (n-l) 都变成零 对 u, u' , u" • • · 利用 函数记号 f(x) , J' (x) ,  

f" (x) ,  . . .  , 改写 (7) 成下面的形状

0 = ( — 1r [叮(b) - 叮(a) - 灯 (a) (b - a) � 罩f" (a) (b - a)2 - ·  · · - /nl (a) (b - at] 
b 

+( - 1r+1 / /n+l ) (x) (b  - xt dx 
a 

由 此得到带定积分形状的余项 的泰勒公式

f' (a) f(b) = f(a) + (b — a) + f" (a) 
1 !  2 !  (b — a/ + · · · 

J<n) (a) 
＋ n! (b — a尸 ＋ 』 lb

f伍+ ll (x) (b — xfdxn! 

仍用 124 ~ 126 目 的记号 ， 在这儿用 x 代替 b,xo 代替 a

J' (xo) f" (xo ) f(x) = f (xo) + (x -xo) + (x - x矿 ＋1!  2 !  

+ J
<n

:�xo) (x - Xo尸 ＋ 卢 1: J<n+l) (t) (x - tfdt 

45) 在本 目 中遇到 的所有 函 数都假定是连续 的
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与 1 24 及 126 目 中研究过的余项表达式不同 这个新的余项表达式中并不包含任何的未知数
从这个表达式， 我们还可以导出我们已经熟悉的余项公式． 例如， 利用被积函数的因式 (x - tt

不改变符号 可 以 把 [304,10° ] 推广中值定理应用到最后的积分上去

�, I
x 

f(n+i) (c) -
. xo 

/n+ l) (t) (x - t) ndt = ;:;J /
n+1\c) 10 (x - t)ndt = 

(n + l) ! (x - Xo) 九十1 ,

其中 c 包含在区间 [xo , x] 内 ． 这样我们重新得到 了 拉格朗 日 余项公式

319. 数 e 的超越性 第 31 1 目 的公式 (7) 还可 以作为证明一个对于数 e 极著名的埃尔米

特定理的 出发点．
所有的实数 （一般地复数也是） 可 以分成两类 代数数与超越数． 一个数， 如果它是一个

带有有理系数的 （显然 ， 不减普遍性， 可以把这些系数认为是整数） 代数方程的根 ， 就叫做代数数，

在相反的情形下的数叫做超越数

任何一个有理数， 或者用有理数开根号来表示的无理数 ， 可以作为代数数的例子· 数 － 一 是
1 1  
1 7  

方程 17x + ll = O 的根 ， 而数 《了了V2 是方程 x6 - 3x4 + 3x2 - 3 = 0 的根， 等等

埃尔米特确定了 e是超越数© 我们就来证明 这个定理．

假定 e 是方程
Co + C1 e + C忑 + · · · 十 伽产 = 0

的根， 其中所有系数 Co , C1 , , . · , 归 都是整数

( 1) 

在 311 目 公式 (7) 中设 u = f(x) 是任意 n 次多项式， 而 V = (-l)n+l e-x ;  此时 ， 如 果取

a =  0, 因为 f伈+ 1 l (x) = 0 ,  这个公式就取形状

为简便起见， 令

由 此有

J
b 

J(x)e-xdx = -e勹J(x) + j' (x) + ·  · · + /nl (x)]  
b 

。 。
f(x) + J' (x) + · · · + f伍） (x) = F(x) , 

扛(0) = F(b) + eb 
J J(x)e-xdx 

在这里依次取 b = 0, l ,  2 , · · · ,  m; 以 Co , C1 , 心m 分别乘所得的等式并相加起来， 由 于 (1 ) '
得到最后的等式

0 = 硉(0) + c1 F(l )  + · · · + GmF(m) + 笘 Ciei
J

i 

J(x)e-xdx, (2) 

注意这个等式对任何多项式 J(x) 应 当成立 现在我们要证， 这个多项式可 以如此选取， 使得等式
(2) 成为不可能， 以此证明定理

为了 这个 目 的， 令

f(x) = xP- 1 (x - l)P (x - 2)P · · · (x - m)气
(p - 1) ! 

©随后 林德曼(F.Lindemann) 证明 了 数 71" 的超越性 ， 由 此首先确立 了 自 古 以来著名的化圆为方
问题的不可解性
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其中 p 是大于 m 与 1 创 的素数 这个多项式的 p 阶及 p 阶 以上 的导数有整系数并且这些系数被

p 整除， 这可 由 p 个连贯的 自 然数的乘积被 矿 整除直接推出＠ 因 此在 x 的任何整数值下所有这

些导数的值都是整数 ， 而且是 p 的倍数 因 为 当 X = 1 , 2 , · · · , m 时多项式 J(x) 与它的前 p - l

阶导数变为零 ， 所 以 F( l) , F(2) ,  . . · , F (m) 是一个整数的 p 倍
F (O) 却是另外一种情形 当 X = (I 时多项式 f(x) 只 有 p — 2 个导数变为零 ， 于是

F(o) = /p- 1 \0) + /P\o) + 

所有从第 二项开始的那些项， 如 我们所知 ， 都是 p 的整数倍数； 但 jCp-l) (o) = [ ( -- l ) mm平 ， 而

F(O) 就随着它而不被 p 所整除， 又 因在对 p 所作 的假定下 c。 不能被 p 所整除 ， 所 以得到结论

在等式 (2) 右湍的前一个和数是不被 p 所整除的整数 ， 因 此显然不等于零

现在来讨论等式 (2) 中 的第二个和数 ， 在区间 [O, m] 上 ， 显然
mp+p- 1 

l f(x) I < 
1 p- 1 p p 

(p - 1) !  
m m m • · · = m 

(p — 1 ) !  

因此 f t(xV',u, < 勹;�+;�,' L , -, dx < 勹勹 ，
1

并且， 如果用 C 表示和数 co l + lc1 I  + l c2 I  + ' ' ' +  lem l ,  

� c.,e' l
i 

f(x)e-xdx < Gem勹勹 ， 1 — Ce飞尸勹勹， 1

但我们知道 [35 . 1 ) ] 最后 的 阳 式 当 p � ex; 时趋千零 于是在 (2) 中 的第二个和当 p 充分大时复

绝 对值将 比第一个和为小 在这样 的情形下 ， 它们 的和不可能等于零 我们就得到 了 矛盾

320. 勒让德多项式 现在提 出 一个问题 找这样一个 n 次多项式 Xn (x) , 使得对任何

次数低于 n、 的 多项式 Q (x) , 等式

l

b

凡 (x) Q (x)dx = 0 (3) 

被满足 ， 其中 a 与 b 是随意的 ， 但是 固 定 的 数
每一个 n 次多项式 Xn (x) 可 以看作某一个 2n 次的多项式 R(x) 的第 n 阶导数 ， 而 R(x) 可

从 Xn (x) 继续作 n 次积分得到 如果在每个积分下这样选取随意常数 ， 使得当 x = a 时积分变

成零 则 多项 式 R(x) 还满足条件

R(a) = 0, R' (a) = 0, · · · , R(n- 1
\a) = 0 (4) 

所以 ， 我们的间题就归结为 寻求这样 的一个 2n 次多项式 R(x) , 使得对于任何次数低于 n 的

多项式 Q (x)

J
b 

R(n) (x) Q (x)dx = 0 
a 

(5) 

©译者注 注意
n(冗 — 1) (冗 — 2) . . .  (冗 — P + 1) = c; . 

©译者注 我们有任意大的素众 ， 因 为如若不然 的话 ， 则 素数只 能有有限个P1, p2 , · · · , pk ; 除此
而外 ， 别无素数 但是P1P2 · · · Pk + l 显然是—个异 于 Pl 平2, - - · , Pk 的素数 ， 乃生矛盾
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并且除此之外， 等式 (4) 被满足 但依 311 目 公式 (7) ' 如果在其中 以 n - 1 代替 n,

lb 
R(n) (x)Q(x)dx =  [Q(x)R(n-1\x) - Q1 (x)R(n-2) (x) + 

土Q(n-l\x)R(x) ]
a

干 1 产 (x)R(x)dx ,

如果注意 (4) , 及 Q(n) (x) 三 0, 则条件 (5) 化为下面的形状

Q(b)R(n- l ) (b) - Q1
(b) R(n-2) (b) 十 土 Q伍-i) (b)R(b) = 0 .  (6) 

由 于 n - 1 次多项式 Q(x) 的完全随意性， 这个多项式 以及它的逐次导数当 x = b 时的值
Q(b) , Q' (b) ,  .. · ,  Q(n - l ) (b) 可 以看作是随意的数， 此时条件 (6) 就与下列条件等价

R(b) = 0, R' (b) = 0, · · · , RCn-ll (b) = 0 (7) 

从 (4) 与 (7) 看 出 ， 多 项 式 R(x) 应 当 以 a 与 b 为 n 重根， 而 因 此 ， 只 可能与乘积

(x - a)n (x — b尸 相差一个常数因子． 这样 ， 最后

dn 

Xn (x) = Cn [(x - a)n (x - b)勹dxn 

特别地， 如果取 a = — 1 与 b = +1,  就得到我们 已经熟知的勒让德多项式

矿(x2 - 1) 九

Xn (x) = Cn dxn . 

在前而我们约定 [118,6)] , 用 Pn (x) 表示勒让德多项式， 如果常数 环 这样选择 Cn = = 
1 

2nn! 

(2n) ! !  ， 则 凡(1) = 1 ,  凡(-1 ) = (-1尸 通常还令 Po(x) = 1 多项式 凡(x) 所有的项 的指数都

与 n 有相 同的奇偶性 最高次项的系数显然是

2n(2n - 1) • • • (n + 1) = (2n - 1 ) ! !  

按照勒让德多项式定义 ， 永远有

2n! !  n! 

/
l

凡(x)Q(x)dx = 0,  
- 1  

(8) 

不管 Q(x) 是次数低于 n 的怎样的多项式 特别地 ， 如果 n 与 m 是两个不相等的非负整数 ， 则

f
l

凡(x)肛(x)dx = 0. (9) 

1 矿(x2 — 1)九 矿（沪 - l) n 

我们要找出 积分 J PJ(x)dx 的值， 它与积分 f - 1 dxn . dx 所不 同 的只是
1 

dxn 

因子 心 ＝ 如果重新把 311 目 的公式 (7) 应用到后面这个积分上， 以 n — l 代替 n 并令
(2n! !) 2  

矿(x2 — l) n
U = , V = (x2 - l) n , dxn 
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则它可化为积分

§4. 定积分的一些应用

( — 1 ) 九 f
l

产 (x2 — l
f (x2 — l) ndx = 2 - 2州 (1 — x气dxdx2n .l

l 

· 121 · 

（所有积分外 的项都消 失 了 ， 因 为 函数 v 与它的所有前 n — 1 阶导数当 X = 士1 时变成 0) 在这
儿令 X = sin t [参看 314,2) ] , 得到

2 · (2n) !  

千是最后

2n!! 2 
(2n + l) ! !  2n + l  

= ( (2n) ! ! )气

I
1

1
氏 (x)dx = 2n: 1 . ( 10) 

末 了 利用勒让德多项式的特性 ， 导 出 联系着 二个相连贯的勒让德多项式 的递推关系式
预先指 出 ， 乘幕 沪 可 以表示成带常数系数的 Po , 片 ， ， 凡 的线性齐次 函数的形状， 千是

对于任何 n 次多项式同样是对 的 所 以

xPn = a。Pn+l + a1 凡 + a2 Pn- l + a3Pn- 2 十 ． ． ．
，

其中 ao , a1 , a2 是常数系数 容易确定 a3 = a4 = . .  · = 0 例如 ， 为要定 出 a3 , 我们 以 Pn-2

乘这个等式两端并从 — 1 到 +1 积分

f
l 

X凡 Pn -2dx = a。 f
1 

Pn+ 1 Pn-2dx + a1 f 
1

凡 Pn -2dx
- 1  - 1  

+a,
.
{ P,- , P,-,dx + a, [: PJ_,dx + 

由 千 (8) 与 (9) , 所有 的积分 ， 除一个外 ， 都是零， 我们就得到

a3 f PJ_2dx = 0, 由 此 a3 = 0 
- 1  

系数 m 也等千零 ， 因 为等式左端完全不包含带 沪 的项 为 了确定 ao , 我们使等式两端的 x九十l

的系数相等
(2n - 1) ! ! (2n + 1) ! !  n + 1  

= a。 由 此 ao = 
州 (n + l )  ! ' 2n + 1 

最后 ， 为要找出 心 ， 使等式两端当 x = l 时相等

n 1 = ao + a2 , 千是 a2 = 1 — ao = 2n + 1 

把所求得的系数的值代入原式， 最后得到

(n + l )P九十 1 - (2n + 1 )xPn + nP九 一 ） = 0. ( 1 1) 

这就是所要求 的递推关系式 ， 它使我们能够从 Po = l 与 P1 = X 出 发依次找出 勒让德多项式

3x2 — X 5x3 — 3x 35x4 — 30x2 + 3 
P2 = 

2 ， 乌 ＝
2 ， 几 ＝

8 
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321 .  积分不等式 在 133 目 与 144 目 曾讲过一系列有关和式的不等式 现在指出 ， 对千

积分可 以建立类似的不等式， 此处所考虑的函数 p(x) 心(x) , 劝 (x) 都将假定是可积的©

1) 在 133 目 ， 我们有不等式 (4) , 它可改写为

e气 < 卢
艺 p,

考虑在区间 [a, b] 内 的正函数 p(x) 与 <p(x) , 用点

a = Xo < X
1 

<· · · < Xi < Xi+ l < · · · < 吓 = b

( 12) 

把区间 [a, b] 分成具有长度 �Xi = Xi+l — m 的一些部分 ， 现在在所写 出 的不等式中令 Pi =

p(xi)· �Xi , a, = <p亿） ； 得到

p巳） - In 'P已） A气

e L 产）妇， ＜ 凳 p(x归(x, )�x,
＼ 艺 p(xi)�x,

在这里所有的和都具有积分和 的形式并且当 �x, 一 0 时趋千相应 的积分， 这样一来 ， 在取极限后 ，

我便得到不等式 (12) 的 “积分类似物＇

特别地 当 p(x) 三 1 时 ， 将有

Jb 
p(x) In cp(x)dx 

a r p位）dx 厂 p(x) <p(x)dx
e a (

a 

J: p(x)dx 

户 I: ln cp(x)dx 冬
b

�
a l

b

<p(x)dx 

表达式右边称为函数 叭x) 在区间 [a, b] 内 的值的算术中项， 而表达式左边 — — 是其儿何 中项

2) 现在我们来导出柯西－赫尔德不等式与 闵 可夫斯基不等式的积分类似物 [133,(5) 与 (7)]

及

区 咕 ( {区 a丁 ｛芒 b7' } 古

｛区 (ai + 矿｝ 责 冬 ｛芒凶｝ 卡 ＋ ｛区 岭｝ 卡

(k, k' >  l ; ¼ + i = 1) 

( 13) 

( 14) 

设在区间 [a, b] 内 给定正函数 <p(x) 与 心(x) ; 如同前面那样用点 Xi 对这个区间作分划 ， 在 ( 13) 中
令

而在 (14) 中令

l -1,-
a, = <p(x,) · �x尸 ， 从 ＝ 心(xi) · �xik , 

a, = cp(xi) · �x户 ， 从 ＝ 心(x,) - �xf 

©从这个假设已可推出其他在后面所遇到 的函数的可积性 为 了 说明 这一点 ， 只需弓 I勹 299 目
II 及 300 目 的 4)
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千 是有

区 产）心(x,) �x, ( {叉 ('P亿））k - �X厂 ｛ 区 （心（动）k' 竺 ｝ 古

及

心卢） ＋ 心(xi)t 竺 ｝
卡

( { 区 （产） k
竺 ｝

卡
＋ ｛ 区 （心(x,)t 红 ｝

女

令 �Xi 一 0 取极限， 最后得

及

厂心dx � { 1\
k dx厂 {l

b
沪 dx厂 ( 13* )  

｛ ［ 伦 ＋ 心） kdx } t � {厂kdx } t + {l
b

护dx } t . ( 14*)  

注意当 k' = k = 2 时的特殊情况：

J\ 心d勹厂三厂-:: ( 13') 
a a a 

［ 炉 ＋ 吁dx 』二勹厂:. ( 14') 

此二式中的第一个属千布尼亚科夫斯基 ， 第二个经二次方后很容易归结到第一式

3) 最后转而研究 詹森不等式 [144 , ( 12* )]

1 (� 三归 ) ,;;; L Pi ' ( IS) 

在这里假设函数 J(x) 在某个区间 X 内是凸 函数， Xi 是 X 内 的点，Pi 是正数． 设在某个区间 [a, b] 

内 给定函数 1.p(X) ' 其值含千 X 内 ， 且函数 p(x) 是正的 现在令 Xi 表示区间 [a , b] 的分点； 先前
在 (15) 中的 x, 用 凶x,) 代替， 而 p, 用 Pi (x) �x, 代替 如同上面那样从积分和变到积分， 便得

到 詹森积分不等式：

J (1: p(x)1.p(x)dx 1: p(x)J伈(x) ) dx

心(x)dx ) ,( 1: p(x)dx 

§ 5 . 积分的近似计算

322. 问题的提出 、 矩形及梯形公式 设要求计算定积分 J: J(x)dx, 其中 J(x) 是某一给定
在区间 [a, b] 上的连续函数 在 §3 我们有过许多计算这一种积分的例题， 或是借助 千原函数 （如

果积分可表示成有限形状的话） ， 或是 不经过原函数 借助千各种各样的， 大部是技巧

性的方法来计算 但是必须指出， 用 这些办法只能解决很＿狭隘的一类积分； 在它的范围外通常采用
各种近似计算的方法．

在本节我们要熟习这些方法中最简单的儿种 ， 在这儿种方法中， 积分的近似公式乃是按照一

列 （常是等距的） 自 变量的值而计算出来的一列被积函数的值所组成的
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y
 

。 b
 

图 6

属于这儿的最初几个最简单的公式， 可从几何的考虑

得到 把定积分 J: f(x)dx 解释为被 曲 线 y = J(x) 所界

定的图形的面积 [294] , 我们就提出了关于定出这个面积

的问题

首先， 再一次利用引 出定积分概念的那一想法 ， 可 以

把整个 图形 （ 图 6) 分成若干小条， 比方说， 有 同 一 宽度

竺 ＝ 匕竺 ＠的小条， 然后， 用矩形近似地代替每一个小n 
条， 而取它的某一个纵坐标作为矩形的高． 这使我们得到

公式

J
b 

J(x) dx �
b — a 

[J(fo) + J (6 ) +· · · + f (�n-1 ) ] ,  
a n 

其中 Xi ( 尽 ( x,+1 (i = 0, 1 , · · · , n — 1) .  这儿所求 曲 边 图形的面积就被某一个 由 矩形组成的 阶

梯状图形面积所代替 （或者可说 如果乐意的话 定积分被积分和所代替） ． 这个近似公

式就叫做 矩形公式

在实用上通常取 �' = Xi + Xi+ l = x 2 
吐 令 ， 如果对应的中间纵坐标 J(尽） = J (xi+ 令 ） 用 y产 古

表示 ， 则公式可改写为

l
b 

J(x)dx �
b —

�
a 

(Y½ + y� + · . .  + Yn- 丿
a 

(1)  

y
 

QI a X I X; X,+ I 

图 7

以后 ， 当 说到矩形公式时， 我们所指的就是这个公式

几何的考虑很 自 然地也引出另 一个常常应用的近似公

式 将 给定曲线用 内 接 千它的， 顶点为 (x,, 如 的折线来代

替 ， 其中 从 = f (xi) , (i = 0 , 1 , . . . , n — 1) 千是我们的曲边

图形就被 由 一列梯形组成的图形所代替 （ 图 7) 如预先认定

x 区间 [a , b] 分成相等的若于部分， 则 这些梯形的面积是

b 二?:_ Yo + Y1 汇二 Y1 + Y2 . . . b - a y九- 1 + Yn 
n 2 n 2 ' n 2 

把它们加起来， 我们得到新的近似公式

l
b 

J(x)dx �
b

�
a 

(
Yo

�
Yn 

+ YI +  Y2 + . . .  + 如- 1 ) (2) 

这就是所谓梯形公式
可 以证明 ， 当 n 无 限增加时 矩形公式与梯形公式的误差都无限地减小 这样， 当 n 充分大

时， 这两个公式都以任意程度的精确性表达出所求的积分值．

作为例题取我们 已 经知道的积分

/

1

�
= % = 0.785 398 · · ·  。

而把两个近似公式应用 到它上面去 ， 取 n = 10 并计算到 四位小数

＠我们保 留 394 目 的记号
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按照 矩形 公式有

XJ/2 = 0 .05 

X3j2 = 0.15 

X5/2 = 0.25 

X7/2 = 0.35 

X9/2 = 0.45 

X1 1 /2 = 0.55 

X13/2 = 0.65 

X15/2 = 0. 75 

X17/2 = 0.85 

X19/2 = 0.95 

而按照 梯形 公式

xo = 0.0 

Y1;2 = 0.997 5 

剧2 = 0.978 0 

Ys/2 = 0.941 2 

Y7/2 = 0.890 9 

Y9/2 = 0.831 6 

如1/2 = 0.767 8 

Y13;2 = 0.703 0 

Y1s;2 = 0.640 0 

Y17/2 = 0.580 6 

Y19;2 = 0.525 6 

和 7.856 2 

Yo = l.000 0 

X10 = 1.0 y10 = 0.500 0 

和 1.500 0 
1 1.500 0 

石
(

2 + 7.099 8) = o.784 98 

7.856 2 
10 

X1 = 0.1 

功 = 0.2 

X3 = 0.3 

X4 = 0.4 

玩 = 0.5 

攻; = 0.6 

X7 = 0.7 

Xs = 0.8 

功 = 0.9 

· 125 · 

= 0.785 62 

Yl = 0.990 1 

购 = 0.961 5 

y3 = 0.917 4 

Y4 = 0.862 1 

y5 = 0.800 0 

邵 = 0.735 3 

Y7 = 0.671 1 

YB = 0 .609 8 

yg = 0.552 5 

和 7.099 8 

所得到 的两个近似结果具有大约同样的精确度 它们 与真值（在比 真值稍大一 方面与比

真值稍小一 方面）相差小千 o.ocio 5 

读者 当然 了 解， 我们在这儿能够估计误差． 只 因 为预先已 经知道积分 的正确值． 为 了使我们 的

公式对近似计算是 真正合适 的， 必须有一个关千误差 的方便 的表达式， 它使我们 不仅能够在给定

n 时估 计误差， 而且能够挑选保证所要 求 的精确 度的 n 我们将在 325 目 中讲述这个 问题

323. 抛物线型插值法 对于 积分 J f(x) d x 的近似计算， 可 以试—试 用与 f(x) "逼近＂ 的
多项式

y = 氏 (x) = a ox
k 

+ a 1xk- l + · · · +  a k- 1X  + a k (3) 
来 代替 函 数 f(x) , 并令

lb 
J(x) d x 三 ［ 氏(r) dx

可 以换一种说法， 在这儿 在计算面积时 给定 “ 曲线" y = J(x) 可 用 "k 级抛物线”

来 代替 ， 因此这一步骤得到抛物线型插值法的名称

插值多项式 片 (x) 本身 的选 取多半 用下面的方法来进行 在区间 [ a , b ] 上取 自 变量x 的 k + l

个值 如 ， 令 ， ， 扛 并且这样挑选多项式 凡 (x), 使得在所 取 的 x 值下它 的值 与函 数 J(x) 的值—
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致 多项式 片 (x) 就被这些条件唯一地确定， 而它的表达式可用 （代数学中 已 知的） 拉格朗 日 插值

公式

Pk (x) = (x - 6 ) (x — 6) . .  · (x — �k) (x — �o) (x - 6) · · · (x - �k) 
J(�o) + 

(�o — 6 ) (�o — 6) . .  · (�o — �k) (6 — fo) (6 — 6) " ' (6 - �k) 
!(6 ) + "· 

给出．

(x - �o) (x — 6 ) · · · (x - �k-1 )  
� \  f知）

在积分时得到关千值 f(fo ) , . . .  , f(�k) 的线性表达式， 它的系数已经不依赖于这些值 一次算
出这些系数后， 就永远可 以对在给定区间 [a, b] 上的任何函数利用 它们

在 当 k = O 的最简单情形中 ， 函数 J(x) 简直就 以 常数 f(fo) 来代替， 其中 如 是在区间 [a , b] 
a + b  

中的任何一点， 比方说 中点 �o = 此时近似地
2 

lb 
J(x)d三 (b — a) f (气 . (4) ） 

在几何上 曲 边 图 形的面积在这儿被高度等千它的中点纵坐标的矩形面积代替 了 ． 当
k = l 时函数 J(x) 被线性函数 片 (x) 代替， 这个线性函数在 X = 如 与 X = �I 时与它有同样的

值 如果取 fo = a , 6 = b, 则

并且， 容易算出

这样， 我们在这儿近似地令

x — b . x - a A (x) = - J(a) + a — b b — a f (b) 

J
b 

A (x)dx = (b - a) J
(a) + f(b) 

2 

(5) 

J
b 

J(x)dx 土 (b — a) J (a) ; J(b) . (6) 

在这次， 曲 边 图形的面积可用不取曲线而取连接曲线两端的弦所成的梯形面积所代替
a + b  

取 k = 2 , 得到较不显然的结果． 如果令 �o = a, 6 = , 6 = b, 则插值多项式 压 (x) 将2 
有下面的形状

(x - 三） (x — b) 

压 (x) ~
(a — �

) (a — b) 
J(a) + (勹:— �a)(勹'( — ,/丁）

(x — a) (X — a + b 

+ a �) f (b) . (7) 
(b - a) (b — 2 )  

借助千容易的计算， 建立

r 仁 － 宁） (x - b)
dx

~ 2 o 
J [(x — b) +

b
;

a

] (x — b)dx 
a (a — 气） (a — b) (b — a) 2 a 

2 (x — b) 3 (b — a) (x — b) 2 b b — a 
= 

(b — a)2 [ 3 + 2 2 j a 
= 6 '  



(324] 

而类似地

这样 ， 得到近似公式

§5. 积分的近似计算

lb (x - a) (x — b) 4(b — a) 

a (气 — a) (宁 — b)
dx = 6 

t
x — a> (x — a

;
b

)
dx � 二

a (b — a) (b — a
; 

b
) 

6 

［ 阳）dx �
b

�
a 

[f(a) + 4f (
a

; 勹 + J(b)] 

· 127 · 

(8) 

在这儿给定 曲线下图形的面积被通过曲线两个端点与中点的普通抛物线 （带铅垂方向的轴）

所界出的图形面积代替

增加插值多项式的次数 k, 也就是， 把抛物线 (3) 通过给定曲线的更多数 目 的点， 可 以计算到

极大的精确度 但更为实用的是另 外一个基于把抛物线型插值法的概念与分割区间的概念结合起

来的方忐

324. 积分区间的分割
n 个相等的区间

在计算积分 J勹 (x)dx 时可 以这样来进行 首先把区间 [a, b) 分成

[xo , x 1 ] ,  [x 1 , x习 ， ， ［吓- 1 , X九］ (xo = a, x九 = b) , 

由 此所求的积分 可表示成和的形状

1:
1 

J(x)dx + 1�
2 

J(x)dx + · · · + 1: 九
1

J(x)dx (9) 

现在把抛物线型插值法应用到这些区间的每一个上去 ， 即是 ， 依照近似公式 (4) , (6) , (8) , 中的
一个公式来着手计算 (9) 的积分

容易想到， 从公式 (4) 或 (6) 出发， 用这些方法我们重新得出我 们 已 知的矩形与梯形公式 (1)

与 (2) .

现在把公式 (8) 应用到 (9) 的积分上去， 同时为简便起见 ， 与上面一样 ， 令

我们得到

J(xi ) = 从 ，
Xi \午1 = xx 十 ½ ' f (气+ ½ ) = y气

/
x i 

f(x)dx � 主 (Yo + 4y今 五）

厂 J(x)dx "°
b — ,:  (y, + 4yl + y,) ' 

． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ．  

J
x

n J (x)dx � � (如- 1 + 4y九一 占 五）
Xn - 1  
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最后， 把这些等式按项相加， 得到公式

J
b 

f(x)dx �
b

-
a 

[(yo + Yn) + 2(y1 + y2 + · · · + y九- 1 ) + 4 (y吉 + Y; + . . .  + y九一 古 ） ] • ( 10) 
a 6n 

它 叫做辛 卜 森(Th.Simpson) 公式， 对千积分的近似计算 ， 这个公式比矩形及梯形公式更经常用到 ，

因为它 在耗费 同样劳动下 通常给出更精确的结果

作为比较， 依辛 卜 森公式重新计算积分 f dx [参看 322] 我们取 n = 2, 千是在这次所o 1 + x2 

利用的纵坐标甚至比以前要少 我们有 （计算到五位小数）

xo = O; 
1 1 3 

x占 = 4 ,  X J = 2 ,  X ! = 示 X2 = 1 .  

Yo = 1 ; 4y½ = 3.764 7 1 ;  2y1 = 1 .6 ;  4y! = 2 .56; y2 = 0.5 
1 

( 1 + 3.764 71 + 1 .6 + 2 .56 + 0.5) = 0.785 39· · · 
1 2  

所有五位小数都是正确的＇

当 然 ， 对于公式 ( 10) , 在 322 目 末 了所作的说明同样适用 ． 我们现在来讲近似公式误差的估

计

325. 矩形公式的余项 从公式 (4) 开始 假定在 区间 [a, b] 上函数 J(x) 有前两阶连续导

数 在这情形下， 依照二项式 x — a + b
的幕次展开 J(x) [按泰勒公式， 126, ( 13)] 至其二次幕为2 

止 ， 对于所有在 [a, b] 中的 x 值即 有

f(x) = ! (了） + (x - �) J' ( � ) 分 (x - 宁） 2 f" (f) 

其中 f包含在 x 与
a + b  

2 之间且依赖千 x46) .

如果在从 a 到 b 的 区间上积分这个等式 ， 那 么右端第二项就消失 了 ， 因为

l
b 

(x — � ) dx = O 

这样， 我们得到

J
b 

f(x)dx = (b - a) f 
a ; b 

+ � 
a ( ) /\"('{) (X — a ; b 2 dx ） 

千是恢复公 式 (4) 的准确度的余项， 有如下的形状

p = � l
b 

J" (f) (x -
a ;

b
f dx 

46乓对 x 的依赖性可能相 当复杂， 并且 (x 的） 函数
1 

- J"([) X 
a +  b 2 

2! . ( — 了－）
显然是连续的 ， 因 为它与函数

f(x) - f (丁） - (x — 了） J' (宁）
相 同 特别 ， 对函数 (A) 取积分是允许的

( 1 1 )  

(A) 
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用 m 与 M 分别表示连续函数 J" (x) 在区间 [a , b] 上的最小的与最大的值 [85] , 并利用被积
表达式中第二个因式不改变符号这一事实 ， 依推广中值定理 [304, 10° ] , 可 以写出

．

l a + b 2 (b — a) 3 

p = 2µ J 仁 — 丁) dx = 
24 µ, 

其中 µ 包含在 m 与 M 之间 依 照 已 知的连续函数的性质 [82 ], 在 [a, b] 上可 以找到点 c, 使
得 µ = J" (C ) ,  因 而最后

(b — a) 3 

p = J" (C ) .  24 ( 12) 

a + b  
附注 想在按 x — ——－ 的幕次展开函数 J(x) 时 ， 展开式在这个二项式的一次幕就已 经截

2 
断 ， 即应用公式

f(x) = J (兰） ＋ 仁 气） J' (� 

是 自 然 的 这导致积分后得到等式

J
b 

f(x)dx = (b — a)f 
a + b  

+ b f' ([) x - 二
a 

( 2 ) 1 ( 2 ) dx 

于是余项被表成积分

p = J
b rm 仁 — 了） dx, 

它仅仅含有一 阶导数 !' ([) 但此处的被积函数的第二个 因子在区间 [a, b] 内 改变符号 ， 从而为了

简化 p 的表达， 发现要想应用推广的积分中值定理是不可能的 在泰勒展开中再加上与等式 (1 1 )

有关的一项就保证 了 我们的成功

如果把区间 [a, b] 分成 n 个相等的部分， 则对千每个部分区间 [xi , x,+ i ] 即有准确 的公式

J气 1

J(x)dx = � J (x,+ ½ )  + (b
2�n�

) 3 

J" 知 (xi ( e: ( x,+1 ) 

把这些等式 （ 当 i = 0, 1 ,  卫 — 1 时） 按项相加起来 ， 在通常的缩写记号下得到

其中表达式

lb 
J(x)dx = 

b —� a 
(Y½ + Y! + · . . + Y九 古 ） ＋ 靡

Kr,, = (a — b) 3 J" (e6) + J" (en + · · · + J" (e� 一1 )
24忙 n

就是矩形公式 ( 1) 的余项． 因为表达式
J" (如 + · · · + f" (l仁 ） 也包含在 m 与 M 之间 ， 所 以n 

它也就表示着函数 J" (x) 的值中的一个

因 此最后有
(b — a)3 

凡 = J" (O (a ,:; � ,:; b) . 
24n2 

当 n 增加时这个余项大致像 — 那样减小©
n2 

©我们说大致 ， 是因为 c 也可 以 随 n 而变化 这应 当在 以后记住

(13) 
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1 dx 
作为例子 ， 回头来计算在 322 目中巳经作过的积分 J 对千被积函数 f(x) = o 1 + x2 , 

[327] 

1 + x2 

3x2 — 1 
有 J" (x) = 2 ; 这个导数在 区间 [O, 1] 上改变符号 ， 但绝对值保待 ( 2 由此， 按公式

(1 + X叩
( 13) , IR10 I < 0.85 x 10-3 我们计算纵坐标 到 四位小数精确到 0.000 05; 不难看出 ， 纵坐标的近似

误差可以被包含在上述的估计以 内 © 真正的误差 ， 实际上， 小 于这个界限

326. 梯形公式的余项 现在对千 函数 f(x) , 在先前的假定下来研究公式 (6)

应用带有余项的拉格 朗 日 插值公式 [129, (7)] , 我们司 以写出 ［参看 (5)]

f (x) = Pi (x) + � 广 (7/) (x — a) (x — b) (a < 订 < b) 

从 a 到 b 积分公式 ( 12) 我们得到

l
b 

f(x)dx = ? 
— a) 

f(a) ; f(b) + � l
b 

J" (?J (x — a) (x - b)dx ,  

千是公式 (6) 的余项将是

p = � l
b 

j" 闭 （龟x - a) (x — b)dx 

像上面那样推理 并利用被积 函数 中 第 二 个 因 式在这儿也不 改 艾符号这一事实 找 出

p = � f飞） l
b 

(x - a) (x - b)dx = - (b �
2
a) 3 

J" (旷） (a ( 旷 ( b)

最后对千分割 区间成为 n 个相等部分的清形

(b - a) 3 11 
氐 ＝ — f (Tl) (a ( T/ ( b) .  12n2 ( 14) 

这就是梯形公式 (2) 的余项 当 n 增加时它也大 致像 一 一样减小 我们看 出 ， 应用桲形公n2 
式与应用矩形公式所引 起的误差是同级的

327. 辛 卜 森公式的余项 最后 回 到公式 (8) . 可 以与 刚 刚所作的相类似 ， 仍旧 应用带有余

项的拉格 朗 日 插值公式 [129,(7) ] , 并令 ［参看 (7)]

尸 (() a +  b 
J (x) = 压 (x) + 

3! (x — a) (X —
2 ) (x — b) (a < ( < b) . ( 1 5) 

我们在这里遇到的仍旧是这样的情况 如 同在 325 目 一样 ［参看其附注］ 即 ， 积分等式 ( 15) 后 ， 我

们 不 可 能 借 助 千 中 值 定 理 把 余 项 的 积 分 的 表 达 式 简 化 ， 因 为 在 被 积 函 数 中 的 表 达 式

(x — a) (x - 了） (x — b) 在区间 [a, b] 上巳经改变符号 因 此 ， 我们用另 一种办法来进行

不管怎样的数 K, 表达式

压 (z) + K (z — a) (z — a ; b ) 伈 — b)

©译者注 因为实 际上凡 ＝ (a — b)3 f" (句 ） + · · · + !"(经- 1 )
24芷

18 
IR1 o l  < · — < 0. 8 x 10-3 . 

24 X 102 10 

， 令 尸 （如 < O, f" 心） > 0, 所以



[327] §5. 积分的近似计算 · 131 · 

a + b  
在点 z = a , , b 取与 函数 f(z) 相同的值 现在容易这样选择数 K 使得这个表达式的导数2 
在 z =

a + b 
2 处与 J' (

a + b
) - _ 

2 致 这样 来， 对于这个 K 值， 上述表达式不是别的， 而是相应
a + b  

于简单结点 a , b 及二重结点 的埃尔米特插值多项式 [130] . 假定函数 f(x) 存在直到 四 阶
2 

导数， 利 用带余项的埃尔米特公式 [130, ( 1 1) ] , 我们得到 ：

归） ＝ 氏 (x) + K(x - a) (x — a
; 

b
) (x — b) 

+ /:
!

(() 
(x — a) (x - 了） 2 

(x — b) 

现在从 a 到 b 积分这个等式， 我们得到

1 f(x)dx =
b

�
a

[f(a) + 4f (
a

;
b

) + f(b)] 

(a < ( < b) 

＋卢 lb
j<4) 心 (x - a) 仁 _

a
;

b
f (x — b)dx,

勹a 
(x — a) 仁 宁） (x - b)dx = 1 (x — 了） [ (x — 了） 2

— (b —
/

)2

] dx = O

若假设 j<4l (x) 连续， 则 与上面的情形相像， 公式 (8) 的余项

p = 卢 lb
f气） (x — a) (X — 二） 2

(x - b)dx 

利用破积表达 式 中 笫 二个 因 式 不 改 变符 号 这一事实， 可以表示成这样的形状．

余项

1 
p = 五 产 (C )1 (x — a) (x - 勹勹 (x — b)dx

＝ 卢j <4l (了） ［ 仁 － 了） 2 [ (X — a
; 丁 - (b — /) 2

] dx 

(b — a)5 

= — 
180 X 24 

/4) (了）©
如果区间 [a , b] 被分成 n 个相等部分， 那么 对于辛 卜 森公式 (10) — -- 得到下 面形状的

(b - a) 5 
凡 ＝ — /4) (() (a 冬 《 冬 b) . ( 16) 

180 X (2n)4 
1 

当 n 增加时 ， 这个表达式大致像 一 一样减小， 这样 ， 辛 卜 森公式实际上 比上述两个公式更

好些．
砃

重新 回到积分 r 的例子 为了要避免计算公式 (16) 中所有的四 阶导数， 我们指 出 ，o 1 + x2 

函数 f(x) = 本身就是 y = arctgx 的导数 ， 于是我们可以利用 1 16,8) 中已有的公式． 按1 + x2 

照这个公式
尸 (x) = 产 = 24 cos5 y sin 5 (y + � )  = 24 cos5 y cos 5y; 

© 如果 f(x) 是不超过三次的多项式 ， 则显然 p 变为零 ， 这就是说， 对于这样的多项式， 公式
(8) 将是准确 的 （这也容易直接证实）
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这个表达式 ， 按绝对值来说 不超过 24, 于是按照公式 (l6) I R2 I < —!__ 
1920 < 0.000 6. 真正的误差 ，

如我们见过的， 大大地小千这个界限

附注 在这个例子上一望而知 ， 依我们的公式所求出的误差的界限， 是颇为粗略的 可惜的
是 一 2 所导出的公式的实用上的缺点就在这上面 类似的情形时常会遇到

但是就是借助于这些公式， 毕竟还是使我们能够预先估计误差， 因而可以来实行定积分的近
伦计外． 现在来讲一些例子

328. 例题

1) 利用矩形公式计算积分 J2 dx = ln 2 精确到 0.001 .
l 

x 
2 

因为对于 f(x) = - , 有 0 < f" (x) = — 冬 2(如果 1 冬 x 冬 2) , 所以按照公式 (1 1)
X x3 

0 < Rn < — . 12n2 

如果取 n = 10, 则我们的公式的余项是 R10 < 百而 < 0.84 X 10-3 , 我们还必须加 进 由 于
在计算函数值时实行四舍五入所产生的误差， 设法使这个新的误差的界 限相差小千 0.16 X 10-3 

为了这个 目 的只要计算 － 的值到 四位小数精确 到 0.000 05 就够了 我们有

XJ/2 = 1 .05 
X3j2 = 1 . 15 
X5/2 = 1 . 25 
X7/2 = 1 . 35 
X9j2 = 1 .45 

X1 1 /2 = 1 .55 
X 13/2 = 1 .65 
XJ5/2 = 1 .75 

尤17/2 = 1 .85 
X19/2 = 1 .95 

Yl/2 = 0.952 4 

Y3/2 = 0.869 6 

Ys;2 = 0'.8 
Y1;2 = 0.740 7 
Y9/2 = 0.689 7 

Y1 1;2 = 0. 645 2 
Y13/2 = 0.606 1 
Y15;2 = 0.571 4 
Y17/2 = 0.540 5 
Y19;2 = 0.512  8 

和 6.928 4 

6.928 4 
10 

= 0.692 84 

考虑到对千每一纵坐标 （ 因而， 也是对于它们的算术平均值） 的修正数被包含在 土0.000 05 
之间 ， 也注意到余项 R10 的估值 我们得到 ， ln 2 被包含在界限 0.692 79 = 0.692 84 — 0.000 05 

与 0.693 73 = 0.692 84 + 0.000 05 + 0.000 84 之间 ， 因而就更是包含在 0.692 与 0.694 之间 这

样一来， In 2 = 0.693 土 0.001.
2) 按照梯形公式作同样的计算．

在这情形下， 依公式 ( 1 3)

Rn < o, 

| 比 I <
1 

6n2 ． 
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1 在这儿也试一试取 n = 10, 虽然此时仅可以保证 IR10 I < < 1 .7  X 10-3 纵坐标 （计算到与
上面同一的精确度） 是

X1 = 1 . 1  Yl = 0.909 1 
X2 = 1 . 2  Y2 = 0.833 3 
X3 = 1 .3 Y3 = 0.769 2 
X4 = 1 .4  Y4 = 0.714 3 
玩 = 1 .5  y5 = 0.666 7 
玩 = 1 .6 Y6 = 0.625 0 
X7 = 1 . 7  Y7 = 0.588 2 
xs = 1 . 8  Ys = 0.555 6 
功 = 1 .9 yg = 0.526 3 

和 6 . 187 7 

Xo = l .Q 
XlO = 2 .Q 

Yo = l .000 0 

如0 = 0.500 0 
和 1 .500 0 

1 1 . 500 0 
而 ( 2 + 6. 187 1) = 0.693 77 

考虑到所有修正数之后， 我们得到， ln 2 被包含在界限 0.692 02 = 0.693 77 — 0.000 05 -
0.001 70 与 0.693 82 = 0.693 77 + 0.000 05 之间 ， 即是， 仍然在 0.692 与 0.694 之间 ， 以下从略

3) 在 同样纵坐标的数 目 下 ， 借助于辛 卜 森公式可以得到更精确的结果 因为被积函数的第四24 
阶导数是 — 所以依公式 ( 16)

Rn < 0 

并且

如 <
24 = 2 

180 • (2n)4 15 • (2n) 4 

当 n = 5 时 （此时纵坐标的数 目 与上述情形是同样的） 有 I R5 1 < 1 .4  X 10-5 _ 实行计算到五
位数字， 精确到 0.000 005 

X1 = 1 . 2  Y 1  = 0.833 33  X1j2 = 1 . 1  Y1;2 = 0.909 09 
心 = 1 .4  y2  = 0.714 29 X3j2 = 1 . 3  Y3/2 = 0 .  769 23 
X3 = 1 .6 y3 = 0.625 00 X5/2 = 1 .5 Ys/2 = 0.666 67 
X4 = 1 .8 如 = 0.555 56 X7/2 = 1 .7  Y1  ;2 = 0.588 24 

和 2.728 18 X 2 Xg/2 = 1 .9 Y9/2 = 0.526 32 
5 .456 36 和 3.459 55 X 4 

13.838 20 

Yo = l .000 00 
y5 = 0.500 00 点 ( 1 . 500 00 + 5.456 36 + 13 .838 20) = 0.693 152 

和 1 .500 00 

由此 ln 2 被包含在界限

XO = l .Q 
X5 = 2.Q 

与

0.693 133 = 0.693 152 — 0.000 005 — 0.000 014 

0.693 157 = 0.693 152 + 0.000 005 
之间 ， 于是， 例如 ， 可以令 In 2 = 0.693 15士0.000 02 · 
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实际上 ln 2 = 0.693 147 18 · · · , 因而真正的误差就小千 0.000 005 [参看上 目 末 了的附注］
4) 现在提出按照辛 卜 森公式计算第二类全椭圆积分问题©

E (言） ＝ ［
号 厂厂二

精确到 0.001 .

对于函数 f(x) = F丿二言， 当 x 从 0 变到 巴 时， 有 l/4) 1 < 12 ° , 因 此 ［参看 ( 16) ]2 2 

c

5 

| 比 I < 1so飞�n)4 X 12 < � X (2�)4 , 因 为 （言 < 10 

取 n = 3 , 千是 IR3 1 < 0.000 52. 在这情形下
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Yo =  l .000 0 

4y1;2 = V1了三万 = 3.932 4 

如 = ffi/2 = 1 .870 8 

4y3;2 = 旱 = 3.464 1 

2y2 = 项/2 = 1 .581 1 

4ys;2 = � =  2.921 6 

Y3 = 迈/2 = 0.707 1 

1r 15477 1 — X 
2 18 = 1 .350 63 · · 

和 15.477 1 

对于所得到的结果 ， 除修正数 凡 外， 还应 当加进 由千对小数实行四舍五入所产生的 （非负的） 修
0.000 3 · 1r 

正数， 这个修正数不超过 < 0.000 03. 
36 

这样一来，

1 .350 1 1  < E 勹） < 1 .351 18 ,  
迈

并且可以断定 E
1 ， 勹） = 1 .351土0.001 ·

（实际上在所得结果中所有的数字都是正确 的）

5) 依辛 卜 森公式计算积分

W = f 尸
2

dx。
精确 到 0.000 1 .  

＠参看 315 目 脚注
©显然 ， y = f(x) ;;:, — ， 微分恒等式 沪 = l — ; sin气 ， 容易依次得出导数 y' , y" , y'" , y(4) 的绝

迈
对值的 （比真值稍大的） 估值
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直接算 出 被积函数的第四 阶导数之后 ， 可看出其绝对值不超过 12; 因 此

12  
Rn l < 180 • (2n)4 · 

取 n = 5 就够 了 ， 因 为 IR习 < 0.7 X 10-5 . 我们有
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．
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Yo = 1 .000 00 

y5 = 0.367 88 
和 1 .367 88 

Yl = 0.960 79 

Y2 = 0 .852 14 

如 = 0.697 68 
如 = 0.527 29 

和 3.037 90 X 2 
6.075 80 

X1/2 = 0. 1  
X3/2 = Q.3 
Xs/2 = 0.5 

X,/2 = 0.7 

Xg/2 = 0.9 

如2 = 0.990 05 

如/2 = 0.913 93 

Y5/2 = 0.776 80 

Y7 ;2 = 0.612 63 

Y9/2 = 0.444 86 
和 3.740 27 X 4 

14.961 08 

1 
30 ( 1 .367 88 + 6 .075 80 + 14.961 08) = 0.746 825 

0.746 813 < W < 0.746 837 

w = 0.746 8+0. 000 05 • 

（在这儿所得结果 中所有 六位数字也都是正确 的!)
6) 依辛 卜 森公式求积分 ［比较 314,6) ]

G = /
1 

arctgx dx , 。 尤

当 n = 5 时 ， 计算 到五位 小数，

Yo = 1 

Ys = 0 .785 40 
和 1 . 785 40 

Y1;2 = 0.996 68 

Y3/2 = 0.971 52 

Y5/2 = 0.927 30 

Y7 ;2 = 0.872 46 

Y9/2 = 0.814 24 

和 4.582 20 X 4 
18.328 80 

Y1 = 0.986 98 
如 = 0.951 27 

y3 = 0.900 70 

如 = 0.843 43 

和 3.682 38 X 2 
7 .364 76 

1 
30 ( l . 785 40 + 7.364 76 + 18 .328 80) = 0.915 965 .  

在所得结果 中所有数字都是正确 的 按公式 ( 16) 估计误差的工作 留 给读者 自 己 去作． 值 G 有时
叫做卡垦兰(E.C芒也邑 覂� [参看 440,6) (a)]

附注 最后三个例子在这方面是使人感到兴趣 的 相应的原 函数不能被表示成有 限形状， 于
是利用原函数来计算定积分就是不可能 的
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相 反地 ， 如果这些原函数 ， 表示成带变动的积分上 限的定积分的形状 ， 就可算 出 对应 千一列积
分上限值的这些积分的值 由 此 ， 从原则 方 面 ， 阐 明 了 对于只利用 积分表达式而给 出 的 函数 ， 我们
也可 以作出 如 同 读者对于初等 函数所熟知 的那样一些表

用这个方法也可以得到上述那些函数的近似表达式



第十章 积分学在几何学 、 力 学与物理学

中 的应用

§ 1 .  弧长

329 .  曲 线长 的计算 设在平面上用参数方程

X = ip(t) , y = 吵(t) (t。 冬 t 冬 T) ( 1 )  

给定连续 的简单 曲 线 万｝ 在第一卷 已 经建立 了 曲 线 长 的概念 它是作为 内 接 于 曲
线 的折线的周长 的 上确界 S 而定义的

S = sup{p} .  (2)  

假定函数 (1 ) 有 连续导数， 已证明 [248] , 曲 线是可求长的 即 曲 线长是有限 的 不仅
如此 如果考虑不定弧 兀让 其 中 M 是 曲 线上任意一点 这点相应于参数 t, 那么有
弧长

是 t 的可微函数 其导数可表为

, -
AM = s = s(t) 

s' (t) = ✓心 (t)]2 + [钏(t)]2

或更简 明些
斗 ＝ ｀

[248 , ( 10) ] ,  并且显然它也是连续的

(3) 
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掌握了积分概念， 我们现在能来计算 曲 线 兀} 的长．按照微积分基本公式 立刻
得到

s(T) - s(to ) = IT
斗 dt

t。
或者

吓 = S = l
o

�dt = 1。 西 (t)] 2 + [祝 (t)] 2dt . (4) 

前面所说的不定弧 兀订 的长度 ， 易 于理解， 可用公式

苟 = s = s(t) = J �dt (5) 
t。

表示 ， 可能会出现把任意 内 点M。 取为计算弧长的起始 点 的情况 如果 t。 仍然 即 是
确定此点 （在这种情况下 t。 已不是区间的端点 在端点 t 是变动的）） 则显然公式 (5)
给出带有符号的弧 兀订 的值� � 若 t > to , 点 M 位千计算弧 长起始点 初 的正侧

则取正号； 若 t < to ,  点 M 位于计算弧长起始点 岛 的反侧 则取负号
若 曲 线在直角 坐标系中由 显式方程给出

y = f (x )  (xo 冬 X 冬 X) ,

则取 x 作为参数 ， 作为特殊情况 ， 由 公式 (4) 得
X X 

S =  / �dx = J 二dx
， 切 工 。

最后 曲线是以极坐标的形式

r = g(0) (8。 � 0 � 趴

给定的如所知 同样可借助于一般变换公式归结为参数式

x = r cos 0 = g(0) cos 0 , y = r sin 0 = g(0) sin 0 ,  

这里 0 起着参数的作用 ， 对这种情况

(4a) 

e 
s = le。 产d0 = h

o
e ✓ [g(0)]2 + [g' (0)] 2d0 . (46) 

对于这两种特殊情形， 容易写出表示不定弧 兀订 量值的表示式， 若 M 对应千

横坐标 x 或极角 0, 则

或 相应地

X 

AM-=-s = s (x) = j �dx 
Xo 

霆 s = s(0) = /
0

沪言d0o。

(5a) 

(56) 
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330. 定义 曲 线长度的概念及计算 曲 线长度的另 一 种途径 在定义简单连续 曲
线长度概念本身时 我们从等式 (2) 出发 现在我们证明 在 非 闭 曲 线 的 情形

其 长度 S 不仅是 内 接 于 曲 线 的 折线 长 的 集合 {p} 的上确界 ） 而 且在折线 (p) 所
有边 （或更确 切地说 ） 是这些 边 中 长度最大 者 入＊ ） 趋于零 的条件下 ） 迳 直就是 p 的 极
限

S = lim p. 
入 ＊ 一0

同 时 求出确定曲线上折线 切 的各端栽位置的参数 t 的值

to < ti < ·  · · < ti < ti+i < ·  · · <  tn = T 

(6) 

(7) 

并假定所有增量 6.ti = ti+l — 仇（或者更确切地， 它们中的最大者 入 = max .6..ti) 趋于
零更为方便 245 目的两个引 理保证了 极限过程两个特性的等价性 这样， 应当证明
极限关系

S = lim p 
入一0

(6*) 

首先指出周 长 p 的如下重要性质 若 p 对应于 区 间 [to , T] 的某个分法， 然后我
们还增补一个新的分点 i

软 < t < tk+ l ,

则周长 p 增加 但同时它的增加 不超过 cp(t) 与 心(t) 振幅的加倍和 事实上， 添加新

点 [ , 是把一项 （边长）

✓仰(tk+1 ) - cp(tk旧 ＋ ［心(tk+1 ) 一 心（抚）] 2 (8) 

用 两项 （两边长度之和）

✓仰(f) - 叩）] 2 + [心(f) — 心（抎）]2 + 心(tk+1 ) - 忒）]2 + [心(tk+1 ) - 心（加 (9)

来代替 (9) 式在任何情况下都不小千 (8) 式

另 一方面， 任何和式 (9) 都不超过和

l'-P(f) - ip(tk ) I  + I心([) - 心(tk ) I + l'-P(tk+l ) — ip(f) I + I心(tk+l ) - 心(f) I , 

因 此周长 p 的增加更不会超过这个数值， p 的增加 显然小千上 面提 到的振 幅的加
倍和

以下的讨论仅限于有限的 S 的情况．对任意小的数 E > 0, 按上确界的定义， 存

在区间 [to , T] 这样的分法．用点

坏 ＝ 伈 ＜ 灯 ＜ 行 < · · · <  t� = T ( 10) 

I I 
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把 [to , T] 分割成部分， 使得相应的周 长 p* 满足不等式

€ 
p* > S - - . 

2 
( 1 1 )  

由 于函数 cp (t) 与 心(t) 的一致连续性， 存在这样的小数 b > 0, 使得只要 矿 - t' < 乙
就有

lcp(t"l - cp(t勺 ＜ 二 屈(t") 一 心(t') I < 
Sm ' 8m 

． 

用 (7) 式中的点把 区间 [to , T] 分割成部分 ， 使得 入 < b ( 即 所有的 6.ti < b) , 组成相应
的和 p.

考虑把 区间 [to , T] 分割成部分的第三种分法 ， 在此分法中 ， 分法 (7) 中所有的
点 ti 及分法 (10) 中所有的栽 tic 都是分点 设与此分法相应的周长是 p。 因为这个
分法是从 (10) , 用增加新点得到的 ， 由 先前所说的，

Po � p* · ( 12) 

另 一方面这一分法也是从 (7) 用增加点 tk 得到 的 增加 每个点 tj; . p 增长不超
过相应于 函数 cp(t) 与 吵(t) 振幅的加倍和 即 小 于 二 ＿ 因为这个过程不超过 m 次2m 
于是 p。 超过 p 小千 －

2 

由 不等式 (13) , ( 12 ) ,  ( 1 1 ) 推出

E 
Po < P + - .  

2 

p > 8 - E , 

( 13)  

因此 0 < 8 - p < E , 由 此推出所要证明的断言 (6* ) ' 这意味着 (6) 式成立

因 为 由 (6) 式可反推出 (2) 式 于是等式 (6) 可看作与前述 曲 线长定义等价的
定义

图 8

附注 然而不难看出 ， 在闭 曲线 的情形下 ， 这样的
定义却不能无条件地采用 须知 即便符合 了 所指 出 的
条件， 也毫 不能防止折线缩向 一 点 ， 而其周长趋近于

0(图 8) 其中的要点就在于 开 曲 线 的情形下， 只要折
线 (p) 的每一段都递减 以至于 0, 就已经保证了 每一段
与其对应的部分弧越来越靠得紧密， 正是基于这一点，

取其周长 p 的极限作为整个的弧长才是理之当然 而
在闭 曲线 的情形就不是这样了

［我们 指 出 ， 若代替要求折线各边趋于 0, 而是要求对于相应各弧的直径趋于 0,
则新的定义可 同样地既应用 于非闭 曲线， 又可应用于闭 曲 线 ］
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现在我们证明 由 定义 (6) 或 (6* ) 可直接推出曲线长的表达式 (4) 我们将从折
线长 p 的现成表达式出发 ［参看 248, (7)] 

n- 1 

p = I: 西！（动]2 + [吹（六）] 2 · 6t, , 
i=O 

其中 冗， 六 是区间 [ti . t,+1 l 中的某些值
如若在根号下的第二项中 ， 把 冗 一一换成 巧 ， 则改造成的表达式

n- 1 

(J = I: 卢1 (Ti ) ] 2 + 位（飞）] 2 6ti 
i=O 

显然正是积分 (4) 的积分和 当 入 趋近于 0时 ， 这个和将以积分 (4心为极限 为了

要证明折线周 长 p 也趋于此极限， 只需表明差 p - (J 趋近于 0 即 可

因此， 我们对这个差进行估值

Ip - a l 冬 叉 I✓忆(T平 ＋ ［砍（六）尸 — ✓位（动]2 + [吵（乃）l 2 l 6t, 

我们如果把基本不等式

｀工� -va言飞 冬 lb - b1 1 ° 

分别应用到以上 所写的和中的每一项 ， 便得
＼ 

:P - a l 冬 叉 I 吵石 ） － 矿（六） 1 显
i 

H心
根据函数 咄 (t) 的莲续性 对于任意给定的 E: > 0, 可找出这样的 6 > 0, 使得只

要 It — ti < 6, 即有 悼(t ) 一 心/ (勹 I < c :  假如取 入 < 6( 即 所有的 6t; < 6) , 则 I乃 — 干』
更 < 6,  于是 伽（冗）— 议（干i ) I < 己 并且

p — 叫 冬 心二 6ti = c:(T - to ) -

这就证明 了 公式 (4).

331 . 例
1) 悬链线 y = ach巴 （图 9) .a 

＠它的存在笔无疑义 因 为积分号下的 函数是连续的 ［第 298 目 I]
©这个不等式于 a = O 时是显然的， 而若 a I= 0, 则可从恒等式

` — 《言飞 ＝ b + b1 
1 五三-VS + �

直接推得 ， 因 为 (b — bi ) 前的系数绝对值小于 1

(b - b1 ) 
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y
 

我们在 252, 1) 中 已 有

二 = ch � 

于是根据公式 (5a) , 如果取曲线顶点 A 作为弧的起算点 ， 则

.-... X X 
s = AM =  J ch -dx = ash 。 a a 

N
 

x
 

图 9

我们 回想 tga = 茹 = sh :'. ,  故我们又有 s = atga 这

样一来 ， 在 �MPS(图 9) 中直角邻边 MS = atga 恰 与 弧
s 相等 （就长度而论） 我们便得 出 了 测量悬链线弧长 的简单

图解法

2) 抛物线 y = 王 ．2p 
取定顶点 O(x = 0) 作为弧 的起算点 对于横坐标为 x 的任意点 M, 我们有

s = 霆 ！ 『 歹了dx = � [产二产 � ln(x + 了三］
也

P 。
＝ 产 厂 + p_ In 

x + ✓ 歹二贡
2p 2 p 

. 

3) 星形线 x = a cos3 t, y = a sin3 t 

利用 已 经计算得的 ［第 224 目 4) ]咕 与 叭 的值， 我们有

� =  3a sin t cos t  (假设o ,,; t ,,; %)

根据公式 (4) , 在点 A(a, 0) 与 B (O, a) 之间 的四分之一星形线， 其长为

庙 = 3a J
� sin t cos tdt = 竺 sin气

戌

。 2
' O

3a 
2 ' 

于是整个 曲线 的长便是 6a.

4) 旋轮线 x = a(t - sin t) , y = a ( l — cos t) . 

此处 （ 当 0 ,( t ,( 加 时）

石� = a✓( l — C鸾 印 + si正 t = 2a sin ; ,  

根据公式 (4) , 邕拉望的一拱的长度为

2,r t t 
2,r 

2a J sin -dt = -4a cos -。 2 2 。 = 8a. 

5) 圆 的渐伸线 x = a(t sin t + cos t) , y = a(sin t - t cos t) . 

我们有 （ 当 t > 0 时）

｀ ＝ 心(t cos t) 2 + (t sin t)2 = at 
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于是从点 A(t = 0) 到任意点 M(t > 0) 的不定弧 i访 可表为

- -
AM 

at2 
= s = — 

2 

当 t < 0 时 ， 仅儒i在上式右端加 一负 号

6) 阿基米德螺线 r = a0 

根据公式 (56) , 计算从极卢 0 到任意点 M(对应 于 0 角） 的弧长 ， 我们得出

。OM = a J /1+02d0 = � [0y'l了 + ln(0 + y'1了）］。 2 

有趣 的是 ， 此处代入 0 = ::_ 后 ， 我们得出 的表达式形
a 

式上与脰物线弧长表达式相类似 ［参看 2)]
7) 对数螺线 r = aem0 (图 10)

因 为 为 = mr, 所 以 r = -为 ， 并且仍根据公式m 
(56) , 对于在坐标为 (ro , 先） 与 (r, 0) 的 两点间 的 弧- -
JvfoM, 我们有

。
S = 陑 = J F2勹d0

0。
＝ 二j\芦 ＝ 二 (r — ro)

o。
1 

假如记起 ， 对于对数螺线 tgw = - , 则所得结果可 以
m 

改写成这样
- -
MoM 

r — RO 
s = = . 

COS W 

p
 

将点 Mo 逼近于极点 0, 亦 即使 ro 趋向 0, 并
取此时所得的 对百口瓜长极限作 为 OM 弧长， 我们便得出 比较更简单的结果

图 10

--- r 
s = OM = . 

COS W 

借此公式之助 ， 从 �MOT(见 图 ） 中就不难看 出 ， 弧长 s 等于极坐标中的切线长 t7,

囥 = TM<D .  
我们便得到 了对数螺线测长 的最简单的图示法．

2 2 

8) 椭圆 — + y 
a2 b2 = 1 .  

不过较方便一些 的是把椭 圆方程取为参数型 x = a sin t , y = b cos t 易见，

勹 ＝ ✓正 cos2 t + b2 sin2 t = ✓ a2 — (a2 — 沪） s而 t = a✓l — c2 si沪 t,

此处 c: = va2 — b2 
是椭圆离心率

a 

＠ 对数螺线 的这个性质， 使得可 以很容易地做出这样的命题 当 这 曲线毫无滑动地沿着直线 MT
滚动时 ， 极点 0(假如认定它是始终和曲线连接着的） 就描 出 了某一条直线 我们把证明 留 给读者
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自 短轴 的顶点到第一象限 中它的任一点， 计算椭 圆 的弧长 ， 我们得到

s = a  J JI-=言言 dt = aE(s ,  t) 

[331] 

这样一来， 椭 圆 的弧长就被表成了椭圆积分的第二种类塑 ［参看第 293 目 及第 305 目 ］， 如 曾 指 出
的 ， 此一事实正是 ＂椭圆＇ 积分这一名 称 的 由 来

特别是椭 圆 周 的 四分之一的长度可表成全椭 圆 积分©

a /
号

厂二可 dt = aE(s) 

而整个的周 长便是
S = 4aE(s) . 

有趣的是注意对千正弦曲线 y = c sin 巴 （此处 C = .jo;2二庐） 的一个波的长 ， 恰恰一丝不差
地也得到这样的结果 这种几何上的契合 ， 并不难解释 设想一个正圆柱 ， 用 一个和它的母线相倾
斜的平面截一下 ， 柱面的截 口 就是个椭圆 如果通过短轴的 一端 ， 顺着丹线把柱面剖开 并展平，
则椭圆周就变成 了 正弦 曲 线

类似的 ， 双 曲 线 的弧长计算也得 出 椭 圆 积分 （两类）
9) 蜗线 r = a cos 0 + b. 
此处 为 = -a sin 0, 并且

r2 + 占 = a 2 + 2ab cos 0 + b 2 = (a + b) 2 [ 1 —
(a�:) 2 sin2 门

因 此 （当 b # a 时） ， 对千从 0 = 0 的点到任意的 0 < 1f 的点 的弧长 ， 我们得出 （第二种类型）椭圆

积分形式 的表达式

s = (a + b) /
0 

J1 — 4ab sin2 � d0 
(a + b) 2 2 

= 2(a + b) !� 厂三二� dt = 2(a + b)E ( 2孕 ？
a +  b 2 ) 

整个曲线的长就表成 了 全椭 圆 积分

S = 4(a + b) E ( 
2尽二）

然而在特种情形 心脏线 (b = a) , 问题就大大 的简化 了 ． 此时

所 以 (0 < 0 ::; n) 

2 2 0 
r + r 0 

= 4a cos -
2 ' 

s = 2a f 0 cos � d0 = 4a sin � 。 2 2 

如果 （图 1 1) 以 2a 为半径， 从极点 0 作弧 了l, 与 向 径 OM 的延长线相交 ， 则易见 AL 弦 即 等

千弧 S = 了对 ．

＠参看第 315 目 的脚注



[331] §1. 弧长 · 145 · 

整个心脏线的长就是 8a
10) 双纽线 产 = 2 a 2 cos 20. 

我们来计算 双纽线的弧长， 从顶点 （对应 0 = 0) 到任意点

（极角 B < 勹．
我们有

2 
飞 ＝ —2 a 2 sin 20, 由 此 为 ＝

—2 a  sin 20 
T 

此时
� = — = 2 a 2 a 迈

r 二 ＇

并 且根据公式 (56)

A
 

s = a v'2 le 
d0 

= a
勹0

d0 

。 二 。 ｀言盂写 ；

我们就又一次得出 了 （第一种类型） 椭圆积分 因为 s in2 0 的因子 炉 小千 1 时 的积分表 已 经算
出 了 ， 所 以我们来做—个变址变换 命 2 s in2 0 = sin飞（因为 0 < 巴 ， 故 2 s in2 0 < 1 , 由 此可见 少

4 
角确 是可以定出 的 ） ， 于是

图 1 1

1 1 
sin e = — sin d>, cos 0d0 = — cos cpd¢, 

迈 迈

妨 ＝ 言 ／二 汀了言 � cm 少

2 
sm ¢ 

最后

, � a I, 小二 � aF (言 •l
在极限情形＠下 ， 令 0 = 气 而 <I> = 巴 ， 双纽线的四分之一的长度就表成 了 全椭 圆积分

4 2 

, � a 1
号 二 � aK (言）

整个双纽线的长度便是 S = 4aK (— 1 
迈）

可1主意的是 求 曲线弧的长度的问题时常正巧得出椭圆积分
11 ) 最后 ， 在建立 曲 线渐伸线 ［第 256 目 ］ 方面， 我们引一个应用弧长公式的例子

我们来研究悬链线 若 以 e , TJ(与第 256 目 表示法一 致） 表示它的点现在的坐标， 以 6 表示它

的弧长 （从顶点起算） ， 则 曲线方程可写成：

e 
'f/ = a ch - , 

a 

＠我们不得不把这个情形 ， 当作 0 一 介 介— 或 少 一 －
4 2 时 s 的表达式取极限 的情形来研究 ， 因为。 九

= - 时导数 r'。 = oo, 于是公式 (56) 就不能直接应用
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而弧长可表成公式 ［参看 1)]

a- =  ash - .  
a 

由此，e 与 n 可直接表成 6 的 函数

e = a[ln (a- + ,J; 言歹） - ln a] , 'f/  = ,J; 三忑

现在根据第 256 目 公式 (17) , 注惑到此处 ［参看 (18)]

y
 

。
图 12

a 。
cos (3 = Sill 

V卢 + a2 (3 = 
V卢 + a2 ' 

就可写 出 任意渐伸线的参数方程

x = a[ln(a + ✓ 百言） - In a] 

） 
a +(c - a — 

｀户 + a2 ,

y = 二 + (c - 门 — 汀
✓o 2 + a2 

d
 

l
a

 

、一-
x

 

我们来行社1汒 寸 r: = 0 的这 － 条渐伸线 它从

悬链线 的顶点起始 并旦在这 里 仑 －歧卢 （ 图 12) .

心 去 叮 此 旧 线 （称为曳物线）就表成了显方程

X = 土 [a ln
a + 

V: 勹 — ｀亡勹
如 果记起 ＇＇切线长” 的表达式 为 ［第 230 目

(4)] 

t = � Ji言 = yFfi)2

则 由 此易得t = a 这表示 出 了 曳物线 的很值得注意的特性 它 的 切 线 长 为 一 常 量

从悬链线的性质中， 也很容易推出这个结果 ［参看 1) 中悬链线 的弧长 的求法 ， 图 9]

332. 平面 曲 线 的 内 蕴方程 以 曲 线上 的点 的 （对于某一坐标系而说的 ） 坐标之

间 的 方程来表示 曲 线 ， 撇开这种表示法 的全部功用不论， 毕竟是时常具有人为 的性

质， 因 为坐标并不是 曲 线 的基本几何 因 素 反 之， 这种基本 因 素乃 是 曲 线 （从某一初

始点依一确 定 方 向 起算 的 ） 弧长 s 及 曲 率半径 R (或者就是 曲 率 k = -)  [参看第R 
250 目 ， 第 251 目 ］ ．

对于每一条 曲 线 ， 都可 以 在这两个 因 素之间建立起

F(s, R) = 0 

＠曳物线 的名称正是和这个相关连着 的 （起源于拉丁文的动词trahere- 一 引 ， 曳） 如果一个在
水平线上移动着的点 T, 用 TM 线在它后 面 曳 引 点 M, 则点 M 就会恰好描 出 了 曳物线
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形 式的依从关系，此方程即称为曲线的 内 蕴方程©
我们证明具有 同 一 内 蕴 方 程的 各 曲 线 ， 只 能在 其 平 面 上的 位置 上 有所 不 同 ， 于

是内蕴方程便完全唯一 的确定 了曲线的形状
设 (I) 与 (II)两条曲线具有 同一内蕴方程， 这内蕴方程我们 取成下列形式

1 
- = g(s ) .  ( 14) 
R 

为了要证这两条曲线全等 首先我们将其中—条移动一下 ， 使得两条曲线上 的弧长
起算点重合 ， 然后再将这条曲线转动一下 ， 使得在这点上的切线正向 重合

我们用指标 (1 与 2) 来标记对应于同一 s 值的两条曲线的各项元素·

动点 的坐标 (x卫1)与 (x2 , Y叶，

切线与x轴 的交角 : 0:1 与0:2 ,

曲率半径 凡 与R2
1 1 

由 于 ( 14) , 我们便对所有的 s 都有．一 ＝ —- 亦 即 ［第 250 目 (2)]
R1 R矿

do:1 d化2
ds = 

ds · ( 15) 

不仅如此 依假定 ， 当 s = O 时

X1 = X2 , Yl = Y趴 ( 16) 

并且
Cl'.1 = Cl'.2 , ( 17) 

根据第 131 目系理 ， 从 (15) 推知 Cl'.1 与 m 仅差一常矗， 但是我们已经看见 ， 当 s = O
时这两个量相 同 因 之等式 ( 1 7) 总是成立 的 此时对于所有 的 七 值就有 ［第 249
目 ， ( 15)]

dx1 dx2 — = COS Cl'.1 = COS Cl'.2 = 
ds ds ' 

dy2 dy1 = S!Il Cl'.1 = S!Il Cl'.2 = -
ds ds ' 

由 此以类似的方式我们便得出结论， 即等式 ( 16) 也总是成立的， 这就是说曲线重
合 了

现在我们来说明 如何根据 曲 线的内蕴方程 (14) 还原 出它 的坐标表示法来 首
心

先 从 (14) 中我们有 — = g (s) , 于是
ds ,- · · · · · · · · · · · , 

: a = j g(s)ds + ao , '. ( 18) 
, • • • • • • • • • • • - 俨 ·

＠德文术语natiirliche Gleichung 的译文， 而法文术语 equation intrinseque (即是 “固有方程,, ) 亦
颇得要领
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此处 Cl'.Q 为常量，然后从等式

出发 ， 做积分， 便得到

dx = cos ads , dy = sin ads 

x = j
s 

cos ads +  xo , y = J
s 

sin ads + Yo , 。

( 19)  

(20) 

此处 x。 与 Yo 是新的常最

不难 了 解， 曲 线的转动牵连常量 ao 的变化， 而 曲线的平移牵连常量 xo , Yo 的变
化© 这些常量的等于 0, 显然就是意味着曲线的位置是这样的 起算弧长的初始点
与坐标原点重合 并且在这点上的切线的正向 与 x 轴的正向重合

现在设方程 ( 14) 是任意取定的 ［我们 只假定 函数 g(s) 是连续的］ 则先用公式
(18) 确 定 了 a, 再以方程 (20) 确定了 x 与 Y, 我们便得出某条曲线的参数表示法 微
分 (20) , 就 回 到 了 (19) , 从 ( 19) 我们首先看出

ds2 = dx2 + dy2 

于是 ds 实 际上就是这条曲 线的弧微分， 而 s 就是弧长
（假如适 当的选择起算的初始点）． 其次等式 (19) 还导出
结论， 即 o 是这条曲线的切线与 x 轴的交角． 最后，微分

(18) ,  我们便得出， 曲 率即等于

da 
ds 
— = g(s) ,  

并且 由 此可见 方程 (14) 实 际上就是我们曲线的 内 蕴方
程 因 而每 一 个 (14) 型 的 方程 （其 中 函数 g(s) 是连 续

图 13 的 ） ， 可 以 看成是某条 曲 线的 内 蕴方程．
读者注意， 由 于 曲 线 弧长起算的初始点与方向的选

择， 可能在曲线的内蕴方程中引 起变化 （虽然是非主要的）

最后我们还需注意， 两条位置对称的曲 线 @ ( 图 13) , 它们的 (14) 型的内蕴方程
仅在右端差一符号

1 1 
五 = g(s)与 五 ＝ —g(s) . (21 )  

实 际上，对称的选择两条曲线弧长的起算初始点与方向 时， 它们的曲率半径符号相
反 反之 ， 两条分别具有 (2 1 ) 中的方程的曲线，可借平 面上的移动化成对称的位置

可以认为这样的两条曲线在形状上没有基本的不同

＠将这些断言稍加变通 不难得出前述定理的新的证明
＠在平 面 中 的移动是不可能把它们叠合的 ， 这须得在 空 间 中 转动才成
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333. 例 1) 试求对应 千 内 蕴方程 R2 = 2as 的 曲 线 ． 我们有

皇 = k , a = 产 ＼ ＝ 产
于是 ds = aada 取 a 作为参数， 然后我们便得到

从而

dx = cos ads = aa cos ada , dy = sin ads = 'La sin ada , 

x = a (cos a + a sin a) ,  y = a (sin a - a cos a \ .  

曲线就成 了 圆 的 渐伸 线 ［第 225 目 ，8)]

于是

2) 同样的问题 对 千 内蕴方程 R2 + s2 = 16a2 

此处
da 1 s — = a = arcsin — s = 4a sin a , ds = 4a cos ada . 
ds ,,/16a2 — s2 ' 4a ' 

2 心 = cos ads = 4a cos ada , dy = sin ads = 4a sin a cos ada, 

并且做积分， 便得出

x = 2a (a + � sin 20:) = a(2a: + sin 20:) , 

y = —a cos 20: = a — a(l  + cos 20:) 

如果换成参数 t = 2cx - 1r , 则 得 出 的 曲线方程成为这样

x = 1ra + a(t - sin t) , y = a — a( l — cos t) , 

我们便得到 了 旋轮线［第 225 目 ，6)] , 仅仅与它 的通常位置比较起来是移动并翻转了--:下
3) 同样 的 问题对 千内蕴方程 R = ms.
显而易见

并且最后

我们化为极坐标 首先

da 1 In s  ma — = — a = - s = e , ds = mem°'da, 
ds ms m ' 
dx = cos a · mem°' da , dy = sin a · mem°'da, 

m . me, x = (m cos a + sm a) e , 1 + m2 

y =  m 
1 + m2 (m sin a — cos a) em°' . 

r = 二 = m em°' 

vl + m2 

· 149 · 

＠ 因 为我们只需求出 一条曲线即可 ， 所以选择积分常数的时候 ， 我们可 以只考虑如何便利｝ 这个
注对千下文也是适用的
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1 
然启 引 入 以 条件 tgw = 一 所确定的常谜角 u.J, 便有

m 

tga - -y m sin a — cos a － ＝ ＝ m . = tg(a — w) , 
x m cos a + sm a 1 

1 + — tga 
m 

于是可取极角 0 等千 a — w, 由 此 a = w + 0 最后 ， 得出的 曲线极坐标方程就是这样

m T = emw em0 ; 
vl + m2 

此系对数螺 线 [226, 3)] .em0 的系数的大小不起作用 ， 极轴转动一下可把它化为 1.

4) 现在我们来从事另 一类 的 问 题 从给定的 曲线出发， 确立它 的 户 蕴方程

(a) 对千悬链线 y = ach 芒 已 有 [331 , 1) ; 252,  1) ]  
a 

1/ s = ash芒 = �了了五 ＝ － ，
a a 

从而 R = a + 一 ．
a 

[333] 

(6) 对千星形线 x = a cos气， y = a sin气， 如果把它在第一象限的 一支 的 中 气 取作弧长起算
的开始 ， 便有 ［参看第 331 目 ，3) ]

因此

3a . 2 3a s = — sm t — 一
2 4 ' R = 3a sm t cos t. 

R2 = 4 亨 sin2 t 望 cos2 t = 4 ( � + s) (平 - s) = 勹 — 4s2

9a2 

并且最后， 星形线 的 内 蕴方程可 以写成 R2 + 4s2 = - 的形状
4 

(B) 在心脏线 的清形下， 我们 巳有 [331, 9) ;  252, 6)] 

易 见9R2 + s2 = 16a2 

0 4 0 
s = 4a sin - R = - a cos - ; 

2 ' 3 2 

(r) 上两个结果是下面的个别情形 对千圆外旋轮线与 圆 内 旋轮线 [225, 7) ] ,  内 年方程为

( 1 + 2m) 2 R2 + s2 = 16m气 1 + 忙）a2 

（江） 不难重新得出 自 1) 至 3) 中我们业已知道了 的 圆 的渐伸线 、 旋轮线与对数螺 线 的 内 蕴方
程．

5) 根据曲线 的 内 蕴方程可 以确定它的渐屈 线 的 内 蕴方程 ， 我们 已有关系式 [255, 15)] 

p = R竺
ds 

(22) 

假如这样来选择渐屈线上的弧长起算初始点 ， 使得有 R = a [参看 255,2° ] , 则从这两个关系

式与给定的 曲线的 内 蕴方程中， 消 去 R 与 s, 便得出 p 与 (J' 之间 的依从关系」且就是得出了渐屈
线 的 内 蕴方程 ．
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(a) 对于对数螺线 R = ms; 于是 p = mR = mO" 我们便在符号上又 回 到 了 以前的方程， 由 此

我们作出结论 ， 渐屈线也是这样一根对数螺线 ， 和原来的对数螺线仅在位置上不同 ［参看 254, 5)] 

(6) 对于圆 的渐伸 线

（这是应该预料到的结果）

2 
a = R = �, s =  -a 

2a ' 

竺 = �上 二 ， p = a - � = a
ds 2 Js a a 

(B) 假 如 曲 线的 内 蕴方程形为 R2 + 炉忒 = c2 , 则其渐屈线也是这样的曲线 ， 但在长度上增加

到 K 倍
实际上． 我们有

并且最后

a- = R = J庄 — 炉s2 , ks =  Jc二 ，
dR 炉s 趴/c2 — a-2

= — 
ds ✓ c2 — 炉s2 a- , 

kvc2 — a-2 
p = —(J" . = —k� 或 p2 + k2 a-2 = (kc)2 . 

(J" 

由 此便推出了前述的断言

所得到的结果可应用到旋轮线 ［参看 254,4) ] , 圆外旋轮线与圆 内旋轮线， 特别言之 ， 可应用到

心脏线与星形线 ［参看 254,3)]

附注

仍为悬案

在所有胃形下 所指 出 的方法仅 仅能够决定渐屈线的形状 ， 而关于它的位置的间题， 则

334. 空 间 的 曲 线 的弧长 对于空 间 的 曲线

X = rp(t) ,  y = 劝 (t) , z = x(t) 

（没有重点） ， 可用和对平 面 曲 线 同样的形式 [249 目 附注］ ， 给 出 弧长 的定义 此处也

得到与 (4) 相类似 的弧长公式

s = 豆 = / 沪产 ＋ 矿 ＋ 宁dt ,
t。

以 及其他等等 在这个情形下 ， 差不多可 以 毫无变化的把对于平面 曲 线所讲的种种

都移植过来 在这个上 面就毋庸冗言 了 ， 我们来看例 子 ．
1) 螺旋线 x = a cos t, y = a sin t , z = ct 

因为此处

｀产 + y芢 + z芢 ＝ 尸，

所 以 曲线从点 A(t = 0) 到点 M(t 为任意的） 的弧长为

s = AM =  It
石言 dt = 了二，
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如果想一下 ， 当把圆柱面展平时 ， 它上面的螺旋线就变成了斜的直线 ， 那么这便是显然的结果了 。

2) 维维亚尼 曲 线 x = R sin气 ， y = R sin t cos t , z  = R cos t .  

我们有

✓奇 + y产 + z产 = R�

此时曲线的全长可用第二种类型的全椭圆积分表达

§2 .  面积与体积

S = 4R J
号 二dt = 4R I 告 ｀二忑tdt

号= 4迈R 1 �dt = 4迈RE (言）

335. 面积概念的定义 、 可加性 介于一条或数条封闭折线之间的任意有限（还
可能是不相连接的） 平面图形 ， 我们称之为多边的区域， 或简称多边形 对于这种图
形的面积概念 ， 在中学的几何课程中已经充分研究过了 ， 我们现在把它当作基础47)

现在我们在平面上 ， 取出代表一个有界封 闭 区域的任意图形 (P) 它的界线或

47)因为平面图形面积的一般定义依赖于多边形面积的概念 我们来简短地讲—下这后一概念
首先明 确多边形的定义 如果没 有特殊的约定 ， 那么所指的是这个术语的最宽泛可能的解释 ， 这

意味着把 多 边形 理解为 平 面 上任何有界 图 形 ， 它 的 边界点含 于 某 个有 限的 一 组线段 中 （从而容许把
自 己 相交的及退化的折线作为不同类型的边界线， 此外空集同样可规定为多边形） 我们 指 出 ， 原
则上， 边界点 可 以 属 于 ， 也可 以 不属 于 多边形， 或者部分地属于它 （例如三角形 可 以 是开的、闭的 、
包括其内 部及一边或包括其内 部及半条边， 等等）

在初等数学教程中证明 （读者可以独立地进行） 平 面 图 形 ， 当 且仅 当 它 可 以表为 有 限 多 个三 角 形
（ 可能有退化的 ） 的 并 时是 多 边形 这 个命题是计算面积的 “初等方法” 的基础 由 定义同样易于推
出 ， 两个任意多边形的并、交及差仍是多边形 这一事实今后不止一次会用到

根据中学的几何教程具有如 下 性质 的 非 负 数 S(P) 称 为 多 边形 (P) 的 面积
1) 若 多 边形 (P) 被分割 成 （或分解成） 两 个 多 边形 （片） 与 （压） ［这意味着， 多 边形 (Pi ) 与 (P:凶

合成多 边形 (P) 并且皮有共 同 的 内 句 ， 则 S(P) = S(片 ） + s(乌） （ 面 积 的 可加性）
2) 若 (P) 是边长 为 a, b 的 矩 形 ， 则 S(P) = ab, 若 (P) = 0(空集） ， 则 S(P) = 0 
3)' 若 多 边形 (P) 包含 于 多 边形 （片 ） 与 （压） 的 并 ， 则 S(P) ( S(片 ） + S(F式， 若 (P) 包含 于 (Pi ) ,

则 S(P) ( S(Pi ) ( 面 积 的 半可加性与 单调性）
4)' 相 同 的 多 边形 面 积相等
［此处性质 3) 与 4) 加 了撇 ， 因为它们 可 以从性质 1) ,2) 推出， 所 以 它们不一定要加在定义中 ］
所述定义的适定性（换句话说 ， 多边形 面积的存在性与唯一性）可能要借助于三角剖 分（任意多边

形分割成三角形 ） 来建立， 类似的证明 通常在 （足够完备的） 初等数学教程中进行
今后 ， 所有谈及的有关多边形及其面积都在没有特殊约定的情形下加 以应用
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周 线(K) , 我们总设想是 （一条或数条卢 封 闭 曲 线48)

我们先来研究所有可能的整个被包含在 (P) 里

的多边形 (A) , 与 整个包含了 (P) 的多边形 (B) ( 图

14) . 若 A 与 B 分别 代表它们的面积， 则永远 A � B

任意一个 B 都是数集合 { A} 的一个上界， 故 有一上
确界 P* [第 1 1 目］ ， 并且 P. � B 同样的， 由 于数 P* ,

数集合 {B} 有下界， 故有一下 确 界 P* � P• . 此二 界
数的第一个可称为图形 (P) 的 内 面积， 第二个可称为

图形 (P) 的外面积
假若两 个界数尺 = sup{A} 与 P* = inf{ B} 相 等 ， 则 其共 同 值 P 称 力 图 形 (P) 的

面积 此时 图形 (P) 称为可求积的
易 见，若要面积存在， 必要而 且 只 要．对 于任意 的 c > 0 可找 出 这样的 两 个 多 边

形 (A) 与 (B) , 使得 B - A < c. 
实际上， 这个条件的必要性从确界的基本性质 ［第 1 1 目］ 便可推知 若 面积 P

c 
存在， 则可找得 A > P - — 与 B < P + � . 充分性则 由不等式2 2 

图 14

A (;  P* :S: P* (; B 

立 即可以得到
现在设 图 形 (P) 分解成了两个图形 (Pi) 与 (P2归 ， 例如， 可以想象这是借助于

连接其周线上二点的一条曲 线 或借助于整个含在 (P) 内的一条 曲线而分成的 （图
15 ,a 与 6) . 我们证明

a) G ,
 

图 15

从这三个 图 形 (P) , (P儿 （压） 中 两 个是可求积的 ， 可 以推知笫 三 个也是可求积 的 ，

并且永远

©在本节中， 讲 到 曲 线 我 们 总是指连续 曲 线 具 有参数表示法并且汲有重点 如若尔 当
(C.Jordan) 所 曾 证明 的 ， 这样类型的封 闭 曲 线永远是把平面分为两个区域 ， 内 部的与外部的 ， 而
此封闭 曲线为它们的公共界线

＠它们可能在局部上有公共界线 ， 但是彼此不相覆盖 ， 也就是说没有公共内 ，主

48) 当定义图形 (P) 的面积时 ， 其有界性的假定是本质上的， 有关 (P) 的闭合性及边界 周线
(K) 的形状的假定 ， 仅仅是为了加强叙述的直观性
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P = Pi + P: 趴 ( 1 )  

就是说 面积有可加性

为了 明 确起见， 假定图 形 (Pi) 与 (P2 ) 有面积． 我们来研究对应于它们的内含的

与外包的多边形 (A1 ) , (B1 ) 与 (A凶 ， (B2) 由 彼此不相覆盖的多边形 (A1 ) , (心） 组成
多边的区域 (A), 面积为 A = A1 + A2 , 而且整个被含在区域 (P) 里 再 由 多边形
（趴 ） 与 (B习 （可能是彼此覆盖的） 组成区域 (B) , 面积为 B � B1 + B2 , 而且整个包
含着 区域 (P) 易 见

A1 + 心 = A � B � 趴 + B趴

因为其中 凡 与 A1 , B2 与 A2 , 可以相差任意少， 所以 B 与 A 也可以相差任意少， 由
此便推出了 区域 (P) 是可求积的

另 一方面， 我们 同 时有

A1 + A2 = A � P � B � B1 + B2 

以及

A1 + A2 � Pi  + P2 � B1 + B2 

于是数 P 与 Pi + 压 被包含在同一对而且是任意近的界数 A己 心 与 B1 + 纶 之
间， 因此 这两个数是相等 的 证完

336. 面积看作极限 前目所述的可求积的条件可以改述如次：
1) 为 了 要使 图 形 (P) 是 可 求 积 的 ， 必要而 且 只 要， 存在这样的 两 个 多 边 形 序 列

{ (A九） ｝ 与 { (Bn) } , 分 别 是被 包含在 (P) 里 的 及 包含着 (P) 的 其 面 积 有共 同 的 极 限

lim An = lim Bn = P. (2) 

这个极限， 显而易见， 就是图 形 (P) 的面积

有时不用多边形 ， 而用邑处一一些已知是亘求积的图彤， 倒更有利一些
2) 如果 对 于 图 形 (P) 可 以做 出 这样 两 个可求积 图 形 的 序 列 { (Qn) } 与 { (Rn ) } ,分

别 是被 包含在 (P) 里 的及 包含着 (P) 的 ， 其 面 积 有共 同 的 极 限

lim Qn = lim Pn = P, (3) 

则 图 形 (P) 也是可求积的 ， 并且上述的 极 限 即是 它 的 面积．

这从前一个命题 中立 即 可 以 推出， 如果把每一个图形 (Qn ) 换成含于其内的多

边形 (An ) , 而 图 形 （岛） 换成包含着它的多边形 (Bn ) ; (An ) ,  (Bn ) 与 (Q吐 (Rn ) 在面

积上是如此的相近， 于是使得 (2) 亦即 同 时成立了．
虽然在实际中， 以上所讲的两个定则所提到的图形 (An) , (B孔 (Q吐 (Rn) , 选择

起来并不困难， 然 而廓清关于这些选择的含糊之处还是有着原则性的兴趣 的 为了
这个目的， 我们可以这样做，例如 ：
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将所研究的图形 (P) 放 在某个边与坐标轴平行
的矩形 (R) 内， 借助于 与其边平行的线族， 分割 (P)
为若干部分 由 整个含在区域 (P) 内的诸矩形， 我们
组成了图形 （小 （在图 16 中它是画 了 细线条的），并由
与 (P) 有公共内点但可能部分的出了 这 个区域的诸
矩形， 组成了 图形 心） 此二图形显系在面积概念定

义中谈到的那些多边形 (A) 与 (B) 的一个特殊情形； 图 15

它们的面积 A 与 B 依赖千矩形 (R) 的分割方法 我
们用 d 来表示诸部分矩形的对角 线的最大长度．
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3) 若 当 d 一 0 时 ， 两 个 面 积 A 与 豆 趋于共 同 的 极限 P, 而 且 也 只 有在这个 时

候 ， 区 域 (P) 是可求积的 这个条件成 立 时， 所说的 极 限 P 恰是 图 形 (P) 的 面积

读者不难将此处出现的极限概念表成 "E, 6 的说法” 或 “序列肌说法" .

只需证明上述条件的必要性即可．我们假设面积 P 存在 其次我们建立

- --
lim A = lim B = P. (4) 

根据给定的 E > O 可找到 ［第 335 目］ 这样的乏旦匠1与 B, 使得 B - A < c ;  

此时可以假定它 们 的 周 线 与 图 形 (P) 的 周 线 (K) 没有公共点、49) 我们以 6 表此二多
边形周线上 的点与曲线 (K) 上 的点之间的距离的最小 者酰 今若取 d < o, 则显然每
—个触及 （哪怕 只是在一个点上） 曲 线 (K) 的部分矩形皆在多边形 (A) 之外 项[在
多边形 (B) 之内 由 此推出

A (; A (; P (; B (; B,  

于是 P — A < E 并 B — p < E, 这就引 出了 (4) .

十分清楚 ，可以在等式 (4) 上作出显然与前者等价的面积概念定义 这样的定义
是最简单的与最 自 然 的 然而缺点是它依赖于 （ 当然是表面上） 坐标轴的方向

©设在平面上我们有两条有 限 的连续曲线， 比如说我们假定它们用参数给成

(I) X = ,p(t), y = 心(t) ; (II) x = ,p* (u), y = 心* (u) ,

t。 冬 t 冬 T uo ( u ,;;; u  
此处 <p, 心 ， 矿 ， 劝＊ 每—个对于它 自 己 的变釐来说皆为连续函数 于是这两条曲线上任意二点间 的距
离

✓ [,p(t) — 矿(u)] 2 + [吵(t) — 旷 (u)] 2

便是在封闭 区域 [to , T; uo, U] 上 的 (t, u) 的连续函数 ， 因 而达到它的最小值 ［第 173 目 ］ 如果曲线
不相交，则这个最小距 离 就不是零

49)这个补充假定的适定性的正式验证可能要求读者费点力气
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337. 可求积的 区域的种类 区域 (P) 的周线曲 线 (K) , 是这个区域的求积问题

中的要点
如果是可求积的， 则如我们 在第 335 目所见， 对于给定的 E > 0, 曲 线 (K) 可以

被包在某一多边形 区域 (B — A) 之内，此区域是界于两个多边形 (A) 与 (B) 之间的
（参看图 14), 并其面积为 B — A < E.

妇反过来， 我们设周线 (K) 可以被包在具有面积 C < c(此处 e 是预先给定
的正数） 的多边形 区域 (C) 之内 这 时可以 假定 （并不减少一般性） (C) 没有整个盖

住 图形 (P) 于是 区域 (P) 中不在 (C) 内 的点组成 了多边形 区域 (A) , 含于 (P) 之
内， 如果将 (C) 与 (A) 合拢来， 便得到多边形区域 (B) , 包含 了 (?)50) . 因为差数
B - A  = C < E ,  所以 （根据第 335 目的准则） 由 此推知 区域 (P) 是可求积的 ．

为了叙述上的便利 我们规定称 （闭的或开的） 曲 线 (R) 的 面积 为 0, 若是可以
用 面积 壬意小 多边的区 、 它盖 主 ． 这 时根据以上所论， 便可叙出以下的可求积的面产如点可瓦芦:古欲使 图 形 (P) 是可求积 的 ， 必要而 且 只 要， 其 周 线 (K) 面 积 为 0.

以此之故 ， 划出面积为 0 的曲 线的广泛族类就有 了 重要性

首先， 不难证明 每个表成显式方程

y = f (x) 或 X = g(y) 
(a冬r:s:;b) (c,,:;y,,:;d) 

(f 与 g 为连续函数） 形式的连续曲 线， 都具备这个性质

(5) 

例 如假 定 来 看第一 个方程， 对 于 给定的 E > 
Y 个 0 ,  可以将 区 间 [a, b] 分为部分 区 间 [x, , xH1] (i = 

0, 1 ,  . .  , , n - l) ,  使得在每一部分区间 [Xi , XH1 ] 中 函

数 J 的振 幅 Wi < 
E 

[第 87 目］ ． 若照常以 mi 与
b - a  

从 表示第 厂个区 间内函数 f 的最小值与最大值 则

x, x,+ 1 b - 由多边形

图 17 [xi ,  Xi+1 ; mi , Mi] (i = 0, 1 , · · · , n — 1 )  

所组成的图形 （参看图 17) ; 其总面积为

芦 (Mi - mi) (xi+ l — Xi ) = � Wi竺 ＜ 二 2竺 = E

它 盖住 了 我们整个的曲 线。 即 表 明 所欲证的 ， 就是说 ， 曲 线 (5) 的面积为 o. 由 此
推知：

50) 容易验证 （利用边界点的定义） ， 无论区域 (A) 的边界 ， 还是区域 (B) 的边界都是区域 (C) 边
界 的部分 由 此推出 ［因为 (C) 的边界包含千线段的有限并] , (A) 与 (B) 实际上都是多边形区域
［参看 335 目 中的脚注 47)]
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如果 图 形 (P) 界 于 某几条连续 曲 线之间 ， 而 其 中 每一条都分别 可表成显式方程

(5) (不论是哪一种） ， 则 这个 图形是可求积的．

实际上， 所述 曲线既然每一条皆面积为 0 所 以 整个周线显见也是面积为 0.
从这个定则可 以得出另 一 比较个别性的定则 ， 然而在实际中它倒是更方便些

我们称参数方程

X = cp(t) , y  = 心(t)
(t。:,:;t:,:;T)

(6) 

所给出的曲 线为光滑的 若 1) 在整个参数变化区间 [to , T] 中， 函数 中 与 心 有连续
的导数 ， 并且 2) 曲 线上 既没有可除的奇异点 也没有一般的奇异点 在封闭 曲 线的

情形下， 还要有等式

召 (to) = cp' (T) , 创(to) = 剞 (T) .

现在我们来确定 光滑曲 线面积为 0.

在 曲 线上取任意的参数值 t 所确定的点 可 因为此点非奇异 点 ， 所 以像在第

223 目中看到过的一样， 存在有这样的区 间

cf = (f - 归 + 8) , 

使得曲线上对应的一段可 以表成显式方程．

现在把博雷尔 引 理 ［第 88 目］ 应用 到 区间 [to , T] 与覆盖着它的区间系统 � =

｛叶， 就从所有的区间中分出了有限个这样的区 间 使得曲 线断成有限部分， 每一部
分可表成显式方程 (5) ( 不论是哪一种）． 此时只需再引用 以上所证者即可． 于是

如果 图 形 (P) 界 于一条或 几条光滑 曲 线之 间 ， 则 它 显然是可求积 的 ．

在这种场合下 即 当 曲 线有有 限个奇异点时， 这个结论依然有效： 将这些奇异点
用任意小面积的邻域分出后， 我们 就是在论光滑 曲 线了．

338. 面积的积分表达式 现在我们 来讨论利用积分以计算平面图形之面积

首先我们研究 （这是 笫 一 次 用 严 格的叙述） 早已
遇到过的关于曲 边梯形 ABCD ( 图 18) 面积定

；
的

间题 此图形上以曲线 DC 为界 （ 曲 线 DC 的方 为

y = f(x) , 

其中 J(x) 是 区间 [a, b] 上正的并连续的函数） ； 下以 x

轴上的区间 AB 为界，两侧 以 纵坐标线 AD 与 BC(每
一条纵坐标线都可能退缩成一个点） 为界．其实我们
所研究的图形 ABCD 的面积的存在 ， 由前目中所证

者立 即 推得 ， 所 以 只需来讲它的计算．

x
 

Bf
b
 

图 18
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为了 这个目的， 我们和通常一样， 在 a 与 b 之间插入点列

a =  Xo < X1 < X2 < · · -· < Xi < Xi+l < · · · <  Xn = b, 

将区间 [a, b] 分成若干段． 以 mi 与 肌 分别表示第 t 个区间 [xi , Xi+1] (i = 0, 1 ,  · · · , 
n — 1 ) 中函数 J(x) 的最小值与最大值， 组成 （达布 ） 和

s = L mi�Xi , S = 汇 Mi�Xi
i 

显而易见 它们分别是内含的与外包的诸矩形所做成的阶梯形 图形的面积 （见图 18)

因此

s < P < S. 

但当差 6-xi 中的最大者趋向 于零时， 二 个和 皆 以积分 J: f (x) dx 为极限复 因 之 此
积分即等千所求之面积

P = l

b 

ydx = l

b 

f(x)dx 

假若曲边梯形 CDEF 下面与上面皆 以曲线为界（图 19) , 曲线方程为

Y1 = 八 (x)与Y2 = h (x) (a � x � b) , 

(7) 

则 把它 当作两个 图 形 ABFE 与 ABDC 的差来研究， 所述的四边形的面积便得出如
下的形式

P = l

b 

(Y2 - Y1 )dx = l

b

凸 (x) — 八 (x)] dx. (8) 

y , E 

F
 

c
 D 

QI A 。 p
 

图 19 图 20

今设给出了一个以曲线 AB 及 两个向径 OA, OB(其中每一向径 皆可能退缩成

一点） 为界的扇 形 AOB(图 20) . 这时曲线 AB 是用极坐标方程 r = f (0) 给出的， 其

© 由千第 336 目 1) , 这本身就证明 了 曲 边梯形 ABCD 是可求积的， 为了 要得出那里所提到的
图 形序列 ， 例如说可 以 将区间 加 以 等分



[339] §2. 面积与体积 · 159 · 

中 r = f(0) 为区间 [o:, !3] 上的正的连续函 数 此处的问 题也仅在于扇形面积 P 的计
算 因为图形的周线的性质已确定了面积的存在51) _

在 a 与 3 之间插入以下的值 （见图 20)

O'. = 0。 ＜ 仇 ＜ 伪 < . . .  < 仇 < 0i+l < ·  · · < 仇 = !3,

做出与这些角 相对应的向 径 如果此处也引 用函数 J(0) 在 ［仇， 0H1] 中的最小值与
最大值 µi 与 JVfi , 则用这些向径所画出的圆扇形， 对千图形 AOB, 就分别是内含的
与外包的 将内含的各扇形与外包的各扇形分别组成两个图形， 其面积便是

17 = �  汇 µ沁队与� = � 汇 M孚，

并且显而易见，
(J" < p < I:. 

很容易看出， 此二和 6 与 E 即为积分 ! l [1 (0)J岈e 的达布和 当 差 凶队 中最
2 Ct 

大者趋向 于零时 它们 均以此积分为极限度 所 以 便有

l /3 l /3 
p = 2 l r2 d0 = 2 l。 [f (0)] 2d0 (9) 

339 . 例 1) 试确定界于悬链线 y = ach:!'.. , x 轴及对应于横标 0 与 x 的两条纵坐标线之间a 
的面积 P(图 9)

我们有
P = Ix 

ach芒dx = a2sh芒 = as, 。 a a 
其中 s 为悬链线的 AM 弧长 [33 1 , 1)] 这样一来， 所要找 的面积 AOPM 就和线段 PS 与 SM(因
为 SM = AM) 所做出 的矩形面积相等了

2) 给定椭 圆 王 十 丛 = 1 及其上一点 M(x, y) (图 21) . 试确定 曲 边梯形 BOKM 及扇 形a2 胪
0MB 的面积

从椭圆方程 中 ， 我们得到 y = - -./£  产二产
．
， 所以根据公式 (7)

a 

P1 = 面积 BOKM = I b 飞瓜二dx
a 

ab X b 
= - arcsm - + —X a 2 

《亡百 ＝ 竺 arcsin 芒 十 竺
a 2a 2 a 2 

因 为最后一项是 60KM 的面积，所以去掉它我们便得出扇形面积的表达式
ab x 压 ＝ 面积 0MB = - arcsin — . 2 a 

©此处也可 以做出与第 158 页相类似的附注 但这次是根据 336,2)

51)事实上容易验证 曲边扇形边界的面积为 0(类似千对曲边梯形边界所作的）
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当 x = a 时， 我们得出椭圆的四分之一的面积的值为 勹色 ． 于是整个椭圆面积就是 P = 1rab 

对于 圆 ， a = b = r, 便又得出我们熟知的公式 p = 7r产
2 2 

3) 设给定了 双曲线 : — � = 1 及其上一点 M(x, y) ( 图 22) 试确定曲边图形 AKM, OAM

与 OAML 的面积

因为

y ' B 、、

＼ 

A ' A 
X 

_ I只心邓沁'"'t-:'_

� ＇， 

B ' ＇， 

图 21 图 22

b 
从双曲线方程中 ， 我们有 y = - ✓芦�, 并且 － 根据公式 (7)a 

P = 面积 AKM
b = -;; 1 五dx

= - -x歹二 — 生 ln(x + y了五] X b 
[ 1  

a 2 2 
a 

l ab x + 石亡a2 _
= -xy — — In 

2 2 

vx2 — 心 y= - , 故此表达式可 以表成较对称的形式a 

由 此就很容易得到

A = -xy - - ab In ( X y 
2 2 -;; + I;) · 

ab x 乌 ＝ 面积 OAM = 了 in ( - + - ,y 
a b )  

1 1 
乌 ＝ 面积 OAML = -xy + -ab ln — 十 一 ．

X y 
2 2 C b ) 

' X  

附注 所得到的结果可 以使我们深入一些的了解三角函数 （圆函数） 与双 曲线函数之间的相
似性 我们来把单位圆 x2 + 沪 = 1 与等轴双曲线 x2 - 沪 = 1 作一对照 （ 图 23,a 与 6) 此二

曲 线可 以用参数表示成这样：

圆： OP = x = cos t, PM = y = sin t, 

双 曲 线 OP = x = cht, PM = y = sht. 

然而在 圆 的情形下，t 的几何意义虽则很明显的就是这圆心角 AOM, 可是对于双 曲 线 就不

可能这样的解释参数 t 了 不过对于圆可 以给出参数 t 的另 外—个解释， 即 t 是扇 形 AOM面 积
的 二倍（或是扇 形 M'OM 的面积） ． 原来， 这个解释也可 以运用到双曲线的情形中去
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．
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＼

 

＼

 

、 、、

a) 6
 

图 23

确实， 若点 M 坐标为

et + e-t et — e-t 
x = cht = , y = sht = 

2 2 

则 X + y = et 并且 t = ln(x + y) . 如 果记起以上所求得的 压 的公式并在其中设 a = b = 1 , 我

们便得出 : t等 于 扇 形 AOM 面 积 的 二倍（恰与在 圆 的情形 中一样） ．

这样 ， 在 圆 中 ， 线段 PM 与 OP 表示 “ 圆扇形 AOM 面积的二倍＂ 的 圆 正 弦与 圆 余 弦 ， 而对

于 双 曲 线 ， 此二线段就表示 “双曲线扇形 AOM 面积的二倍＂ 的双 曲 线 正弦与双 曲 线余弦， 双曲

线 函数在对双曲线的关系上的地位 和 圆 （三角 ） 函数在对圆的关系上的地位完全相仿

反双曲函数的符号 ［参看第 49 目 ， 3) 与 4)]

Arshx, Archx等等

即 是与所指出 的双曲函数的 自 变量的解释 （看成某一 面积） 相联系着的， 其 中 字母 Ar 是拉丁字
Area(表示面积之意） 的字头 ．

4) 试求界于坐标轴与抛物线

石 + FY = va (a > o) 

之间的图形的面积 P.

答案 P = 厂 ydx
11 

= - a 
6 

． （让读者 自 己来作图.,

5) 试确定被封闭在两条全等的抛物线 沪 = 2px 乌 沪 = 2py 
之间的图形面积 （图 24) 易见， 需利用公式 (8) , 设其中

X 2 
YI = — , y2 = 王·2p 

为了要确定积分的区间 ， 我们将此二方程联立求解， 便得出两

条抛物线的交点 M(非原点） 的横标 它等于 2p . 我们有

X 

图 24

2p 2 

P =  J (五五 X
) (2 

3 2p 3 X 4 2 — — dx = - -。 2p 3 五卢 － 际）
o 

= 
3 P . 
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6) 试求 以方程

Ax2 + 2Bxy + C沪 = 1 (AC — 旷 > 0, C > 0) 

给出的椭 圆 的 面积 P.

解 从这个方程中，

-Bx - ✓胪x2 — C(Ax2 - 1) 
Yl = 

— Bx + ,/BY— C(Ax2 — 1 )  
Y2 = C 

并 且仅对于满足不等式
C - (AC — B行x2 ?, 0 

的 x, 亦即含于区间 ［ ］ 
C 

—a, a 内 （此处a = r:;_二） 的 x, y1 及 Y2 才有实值

于是所要求的面积便是
°' 2 C< 

P =  J (y2 — Y1 ) dx = - ✓ C - (AC — 胪）x2dx C 

� i三－。。 二dx � f � ½ 玉 ＝ 三

少 最后 ， 设 以通式
ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = 0 

给出椭 圆 ， 欲求其面积 P

这问题可 以简化成前面 的间题

若将原点移至所确定的椭 圆 的 心 (�' T/) ' 则如所周知 由方程

a� + bry + d = 0, b� +  cry + e = 0, 

原方程即成为如下形状：

其中

由 此

ax2 + 2bxy + cy2 + J' =  0, 

必 + erJ + f = f' .  
从等式 (11) 与 (12) 中消去 � ) rJ ,  便得

a b d 
b c e = 0, 

d e f — J' 

a b d CD 
f' = 6.. 

ac — b2 , 其中6.. = b c e 

d e f 

©显而易见，f' 与 A 皆为负 （否则方程就不代表任何实 曲 线 了 ）

[339] 

( 10) 

( 1 1 )  

( 12) 
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若设 a b c 
A = - — B = - - C = — — f' ' f' ' f' ' 

则所得到的方程不难化成 6) 中所研究过的形状．

于是椭圆 面积就是

P =  刓f' I n:6.. 
二

＝ —
(ac - 胪）3/2 

8) 如果 曲 边梯形的边界 曲线是用参数或用 (6) 形的方程给出的 在这种情形下公式 (7) 仍可

利用 在积分 (7) 中进行换元 ， 便得 （假定 t = to 时 x = a 并 t = T 时 X = b) 

p = lo yx�dt = lo 吵(t)砑(t)dt (13) 

例如 ， 若是在椭 圆 面积的计算中 ， 从它的参数表示法

x = a cos t, y  = b sin t 

出发 ， 并考虑 到 当 t 由 11" 减至 0 时，x 由 -a 增至 a, 千是得到

0 7r 

P = 2 1  b sin t· ( —a sin t) dt = 2ab 1 sin2 tdt = Kab 

此处我们计算 了 椭 圆 上面一半的面积并二倍之

9) 类似 的 计算界千旋轮线x = a(t - sin t) , y = a( l — cos t) 之下的 图形的面积 根据公式

( 13) 我们有

2,r 

P = l 立 1 — cos t/dt = a2 停 - 2 sin t + i sin 2t) :" = 3王

由 此可见 ， 所求的面积原来等于母圆 面积的
三倍．

人
10) 试求阿基未德螺 线r = a0 一环的面积 （图

25) . 

根据公式 (9) , 我们有

A =  ! a2 /
271" 

0侐 ＝ 已。3
2
,r = i 1r

3 a2 , 
2 。 6 。 3 

而半径为 加a 的圆面积是 4产忒．螺线一环 的 面 积

等 于 圆 面 积 的 三分之一 （这个结果早在阿基米德就

已 知道 了 ）

留给读者来证明 ， 界于相邻二环之间的图形的
面积形成一等差级数， 公差为 8产a2 .

1 1) 试求蜗线

p
 

图 25

t = a cos 0 + b 
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当 b ?: a 时的面积
根据公式 (9) , 我们有

1 2,r 

P = 2 / (a cos 0 + b) 2 d0 

＝ ；
。
（卢2 + b2

) 0 + ¼汒 sin 20 + 2ab sin 0] 2" = 巴 团 + 2b勹
2 

3 特别言之，心脏线(b = a) 的面积等于 -7ra2

2 
12) 试求双 纽线产 = 2a2 cos 20 的面积

九．

只要把右边 的一块 的面积二倍起来就行了 ， 这一块对应于极角 0 从 — — 变到 －
九．

4 4 

奇
� 2a2 J P = 2 · -

气
cos 20d0 = 4a2 1

¾
cos 20d0 = 2a2 

13) 试求 笛 卡 儿 叶 形 线沪 ＋ 沪 — 3axy = C 的面积
化成极坐标 在方程 中命 x = r cos 0, y = r sin 0, 约去 产 就得 出 以 下的极坐标方程

3a sin 0 cos 0 r =  
sin 3 0 + cos3 0 · 

九．

因 为 曲线 的环对应于极角 0 从 0 变到 － ， 故根据公式 (9)2 

P = 竺 j 号 sin2 0 cos切 d0
2 。 (sin3 0 + cos3 0)2 

以 tg0 cos0 代替 sin 0, 积分号下表达式就成为如下形状．

tg20dtg0 
(1 + tg峈） 2 , 

由 此立刻就找到 了 原 函 数

由 此可见，

1 1 1 cos3 0 — - = - -
3 1 + tg30 3 sin3 0 + cos3 0 

2 3 号3a cos 0 3a 2 
P = — — = — . 2 sin3 0 + cos3 0 。 2

14) 利用极坐标， 重新来解问题 6)
解 引 用极坐标， 将椭 圆 的 方程 ( 10) 表成如下形状

2 1 r = A cos2 0 + 2B cos 0 sin 0 + C sin2 0 · 

于是根据公式 (9) 立 即得到 [30_9,9)]

P = 2 · I_ J 舌 d0 = 11" 
2 A cos2 0 + 2B cos 0 sin 0 + C sin切 ,/AC — B2 ·

一 号

[339] 

此处我们使整个椭圆面积等于它在第一 与第四象限部分的面积的二倍． 假若要利用第 288 目
10) 的结果来直接计算整个椭 圆 的面积， 那么就会遇到一些什么 困难呢？
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15) 公式 (9) 可以使其适合千曲线在以形状 (6) 的参数方程给出时的情形． 因为
I I 

产 ＝ 沪 ＋ 沪， 0 = arctg 也 并 0� = XYt - XtY 
x 正 + y2

所以
-r噙 = - (x抗 － 忒y)dt.
2 2 

如果极角 0 自 a 变到 9 对应于参数 t 自 t。 变到 T侧

p = - (xy; — x釭y)dt = - 仰(t)砑(t) — cp' (t)心(t)]dt. ( 14) 

这个公式 由 于 比飞旮,:i�)已 较为；／

。

例如 若是根据它来计算椭圆的面积， 从椭圆

参数方程 x = a cos t , y = b sin t 出发 ， 我们就得到

P = � 1
加

(a cos t •  b cos t + a sin t •  b sin t) dt = 扫 /

2

" dt = Kab. 。
16) 我们再根据公式 (14) 来计算星形线 x = a cos3 t, y = a sin3 t 的面积 我们有

dt
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340.  体积概念的定义及其特性 犹如我们在第 335 目 中从多边形面积概念 出

发而建立 了 任意平 面 图 形 的 面积概念一样， 现在我们依靠多面体的体积来给 出 立体

的体积定义 52) .

那么设给定 一任意形状 的立体 (V) , 也就是说三维空 间 的一个有界封闭 区域 立

体 的边界 (S) 设为一封闭 面CD (或几个封闭 面）

我们来研究整个被含在这立体里面的 多面体 (X) 的体积 X , 以及包含着这个立

体 的多面体 (Y) 的体积 Y. 恒存在 X 的上确界 v. 与 Y 的下确界 V * ; 并且 V. � V* 

它们可 以 分别称之为立体 的 内 体积与外体积．

如果两 个界数

亿 = sup{X} ,  与V. = inf{Y} 

相 同 ， 则 其公共值 V 称 为 立体 (V) 的 体 积．

在这里不难看 出 ，要体积存在 ， 必 须 而 且 只 需 ： 对 于任意 的 c > 0 可找到 这样 两

个 多 面 体 (X) 与 (Y) , 使 y - X < C, 

©我们所指的是连续面 有参数表示法 ， 并且没有重点

52) 多面体体积的概念 基本上类似于多边形面积的概念， 但毕竞十分复杂 由 于这一原因 ， 所有
与体积定义及计算体积一般公式有关的问 题 ， 在传统上比类似的面积理论叙述上要概略得多 与
三维和 多维空间中体积有关的一系列 事实是在测度论中更为详细加以研究的
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更进一步：
如果立体 (V) 分解成为两个立体 (Vi) 与 （忱） ， 则从这三个立体中的两个的体积

存在， 便推知第三个的体积也存在．此时

V = 忧 ＋ 尥

这也就是说体积具有可加性
不难将第 336 目中已对于面积证明过了 的定理 1) ,2) ,3) 按其大意对于体积套用

过来
1) 为 要立体 (V) 有体积 ， 必 须 而 且 只 需 ， 分 别 存在有 内 含的 与 外 包 的 多 面 体 的

两 个序列 { (Xn ) } 与 ｛（江） ｝ ， 它 们 的 体积有共 同 的 极 限

lim Xn = lim Yn = V. 

这个极限便是立体 (V) 的体积
注意若将此定理中的多面体换成任意已知有体积的立体 则仍然成立．
2) 若 对 于 立 体 (V) , 能 够 分 别 建 立 这 样 的 内 含 的 与 外 包 的 两 个 立 体 的 序 列

{ (7: 刓｝ 与 ｛ （启）｝ ， 使得都有体积， 并且这些体积趋于共 同 的极 限

lim Tn = lim Un = V, 

则 立体 (V) 亦 有体积， 并且就等 于 所说的 这个极限．
最后，我们提出以 “标准＇ 方法择取趋近于要研究的立体的多面体的可能性 将

这个立体装在某 一界 面与坐标面平行的平行六面体 (W) 内， 再 以 一组平行于其界面
的平面分割此六面体成为若干部分 我们将含于 (V) 内的小平行六面体组成立体
戊） ， 然后加上那些局部突出 (V) 的小平行六面体便得到立体 (Y) 这些立体乃是以

前讲过的那些多面体 (X) 与 (Y) 的特殊情形 我们 用 d 表示平行六面体 (W) 所分
解成的小平行六面体对角 线中之最大者．

3) 若 当 d 一 0 时 ， 体积 X 与 Y 皆趋于共 同 的 极限 V, 并且也仅仅是 当 这 时候，
立体 (V) 有体积； 这个条件成 立 时 ， 立体 (V) 的 体积就是所说的 极限 V

所有这些定理的证明 ， 我们 留给读者； 它们不难 由 模仿第 336 目中的论证而得

出．

341 .  有体积 的立体的种类 正和在面积的情形中一样 ， 立体 ( V) 的体积存在

与 否完全依赖于这个立体的边界 (S) 的性质 不难 ［参看第 338 目］ 做出这样的准

则 ：要立体 (V) 的 体积存在， 必 须 而 且 只 需 ， 它 的 边界 (S) 的 体 积为 0, 也就是说此边

界可以装在体积任意小的多面体内
首先 以 下面三种形式

z = f(x, y) , y = g(z, x) ,  x = h(y, z) 
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之一的显式方程表出的曲 面， 是体积为 0 的面， 其中 f, g, h 为某有界区域中的二元
连续函数

比如说 在含于矩形 (R) 中的区域 (P) 上 ， 给定第一种形式的方程 根据第 174
目定理， 无论 c > 0 是什么样的， 总可将这矩形分成如此之小的一些矩形 （凡） (i = 
1 , 2 , - - · , n) ,  以使在区域 (P) 的含千 （凡）中的部分 (P;) 上， 函数 f 的振幅 ＜ 三 ． 若

R 
mi 与 Mi 是函数 J 在 (Pi) 中的最小值与最大值 ， 则 我们的曲 面可以整个装在 由 底
面积为 R; , 高为 少 = Mi - m; 的长方体所组成的多面体之内 这个多面体的体积为

X 江 ＜ 饺三 = c, 

证完
因 此如果立体 (V) 界 于某 几 个连 续 曲 面之 间 ， 而 每一 个 曲 面 均 分别 以 （三种形

式之一 的 ）显方程表 出 ， 则 此立体有体积
儿．

为了要 给 出 在实际中通常可用的特殊准则 ， 我们建立光滑 曲 面的概念．

设 曲 面被表成参数方程

x = <p(u, v) , y = 心(u, v ) , z = x(u, v) , 

其中函数 沪， 心 x 与其偏导数在 UV 平面的某一有界封闭 区域 (Q) 内是连续的 这个
区域的边界 ( L ) 我们设想是 由 光 滑 曲 线组成的 最后， 假定这个 曲 面没有重点及其
他奇异点 在所有这些条件成立时， 此 曲 面即称为光滑的

设 可 是 曲 面上 由参数值 u = u, v = v 所确定的任意一点 ； 因为它不是奇异 点 ，

故可 ［参看第 228 目但把点 (u, v) 在 UV 平面上用这样一个邻域

CJ =  (u - J, u + b; v - J, v + b) 

环绕起来， 使得在曲 面上的对应 区域被表成 了 显式方程 为要说 明 所研究的光滑曲
面可以分解成有限部分， 每一部分皆以三种形式之一的显式方程表 出 ， 只需将博雷尔
引 理 ［第 175 目］ 应用到封闭 区域 (Q) 及覆盖它的邻域系统 ＄ ＝ 位｝ 即 可 由此
根据以上 － 推知， 光 滑 曲 面体积为 0.

现在显然可见

界 于 一 个 或 几 个光 滑 曲 面之 间 的 立体定有体积 ．

然 而 也准许在立体的界面上存在有限个奇异点 ， 这些可以用一些体积任意小
的邻域分割 出 去

342 . 体积的积分表达式 我们从几乎是显然的一 点开始 高 为 H, 底为 可 求积
的 平 面 图 形 (P) 的 直立柱体有体积 ， 等 于底 面 积 与 高 的 乘积 V = PH

© 如果点 (u, 勺） 是在区域 (Q) 的边界 (L) 上 ， 则 对于它所指 的应是第 262 目 中所讲的
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我们 这样来择取 ［第 336 目，1) l 分别含千 (P) 内的与包含 着 (P) 的多边形 (An )
及 (Bn ) , 使得它们 的面积 儿 与 瓦 趋向 于 P. 如果在这些多边形上建立起高为 H
的直立棱柱体 (Xn ) 与 （江） 来 ， 则 它们 的体积

Xn = 心H与Yn = 氐H

就趋向共同的极限 V = PH, 由 于第 340 目 1 ) , 这便是我们 的柱体的体积
现在我们 来研究含于平面 x = a 及 x = b 之间的某一个立体 (V) , 并开始以垂

直于 x 轴的一些平面来分割它 （图 26). 假定所有这些截面是 可求积 的 ， 并设对应于
横坐标 x 的截面面积 以 P(x) 表之 是 x(a � x � b) 的连续函数

图 26

如果 （不歪不偏的） 投影两个同类的截面到某一垂直 x 轴的平面上， 则 它们 可能

或是一个含在另 一个里面 （如图 27,a) , 或是局部的一个在另 一个之上或是彼此完全
分开 （参看 图 27,6,B)
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图 27

我们暂且先讨论这种情形： 即 两个截面被投射在垂直千 x 轴的平面上 ， 永远是一

个含在 另 一 个 的 里 面

在这个假定下， 可以断言 ， 立体 (V) 有体积， 表如公式

b 

V = J P(x)dx. 
a 

为了证明， 我们将 x 轴上的区间 [a, b] 用点

(15) 

a = xo < X1 < · · · < Xi < Xi+ l < · · · < Xn = b 
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分成若干部分 ， 并用通过分点的平面 X = Xi 将整个的立体分割成若干片． 我们来研

究含于平面 X = Xi 与 X = Xi+l (i = 0, 1 ,  · · · , n - 1) 之间的第 t 片 在区间 [xi , Xi+ 1 l  
中， 函数 P(x) 有最大值 玑 与最小值 mi ; 如若将对应于此区间中不同的 x 值的截
面放在一个平面上， 比如说是 X = Xi ,  则 它们 （在所作的假定下）就都被包含在面积
为 肌 的最大的一个 里 ， 并且都包含着面积为 mi 的最小的一个．如果在这些最大的
与最小的截面上， 建立起高为 b.Xi = Xi+ l  - Xi 的直柱， 则前者就包含了 我们 立体中
所研究的这一片 ， 而后者就被包含在这一片之内．根据开始时所讲的一点， 这些柱体
体积分别为 Mi凶x, 与 mi凶x,

内含的各柱体组合成立体 (T) , 外包的各柱体组合成立体 (U) ; 它们的体积分别

等千

区 mib.Xi与 又 1vl,6.x, ,

并且当 入 = max 凶m 趋向 于零时 有共同的极限 (15 ) . 由第 340 目2) , 这就是立体

(V) 的体积CD

旋转体是一个重要的特殊情形， 此时以上所讲的关于截面相互间位置的假定显

然成立 设想在 xy 平面上 以方程 y = f(x) (a ,,:;; x ,,:;;  b) 给定一条曲线 ， 此处 f(x) 是
连续的并且是非负 的 ； 我们开始将它所界出的曲 边梯形环绕 x 轴而旋转 （图 28,a 与
6) 显而易见 ， 所得出的立体 (V) 合千我们所研究的情形， 因为它的截面投射到垂直
于 x 轴的平面上就成了 同 心 圆 此处 P(x) = 11"沪 ＝ 刓f(x)]2 , 所以

b b 
V = 7f 1 沪dx = 1r 1 [J(x)] 2dx ( 16) 

D
 

X 

o烂 X 

a) G ,
 

图 28

©例如将区间分为等分 ） 便很容易 的选出来 了在所引用 的定理中讲到 的 内含的与外包的立体的
序列
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如果 曲 边梯形是下面用 曲 线 Yl = Ji (x) ,  上面用 曲 线 Y2 = h (x) 所界出的， 则显
而易见

b 

V = 1r 1 [y� - Yi]dx = 1r 1\[儿 (x)] 2 - [八 (x)尸 }dx, ( 17) 

虽然关于截面的假定在这里可能并不成立． 一般来说， 所证得的结果不难推广到所
有 由 满足所述假定的立体的相加或相减而得的立体．

在一般情形下只能肯定． 如果立体 (V) 有体积复 则 可表成公式 ( 1 5)－ ？ 
事实上给定 了任意的 E: > 0 之后 ） 我们可以在平面 x = a 与 x = b 之间做这样

两个 由 若干平行六 面 体所组成的 立 体(X) 与 (Y) , 使得 (X) 含千 (V) 里面， 而 (Y)

恒含着 (V) , 并且还有 Y- 文 < E: 因为对于 （又） 与 （孔 ， 我们的公式显然合用 ，所以

用 A(x) 与 B(x) 表示它们横截面的面积， 便有

b 

又 cc;: 1 A(x)dx, Y = l

b 

B(x)dx 

另 一方面， 因为 A(x) ,s; P(x) � B(x) , 所以又有

又 = l

b 

A(x)dx ,s; l

b 

P(x) dx ,s; l

b 

B(x)dx = Y 

因之体积 V 与积分 广 P(x)dx 并皆含于同一界限 又 与 Y 之间 而 又 与 Y 相差小

于 E:. 由此便推出我们所要的结论．

343. 例 1) 试计算底半径为 r 与高为 h 的圆锥体的体积 V
过锥体的轴作一截面， 并取此轴作为 x 轴， 锥体的

Yt - 顶点算作原点 并引 y 轴垂直锥体的轴 （图 29) 锥体
的母线方程便是

。
T y = -x , 
h 

x 并且 根据公式 (16) 我们得到

V = 7r 1h 
(沪 2

dx = 言 � = � 1rr2h

图 29
2 2 

2) 设椭圆— + -
2 b2 

y = l 绕 x 轴旋转
因 为

a 

这个结果读者在中学课程便已熟知 了 ．

b2 
沪 ＝ 一 (a2 - X行，a2 

所 以我们得出旋转椭球体的体积

V = 7r 『 � (a2 — 沪）dx = 弓 /
0

(a2 — 沪）dx = 三 （吐X - �) a = 千ab2

-a O 0 

©例如，用一个或几个光滑曲 面 ［第 341 目 ］ 所界出 的立体便是这样的立体
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4 
类似的我们得 出 绕 y 轴的旋转椭球体的体积表达式 -1ra2b 在这公式中假定 a = b = r , 我

4 
3 

们便得到半径为 T 的球体体积的熟知的值 -1rr3

3) 试确定界千对应点 0 与 x 的截面之间 的悬链线 y = ach :'.. 绕 x 轴旋转而得 的立体的体积 ．
a 

我们有

V = 1ra2 『 ch2 芒dx = ! 2 

。 a 2 1ra Ix 
( 1 + ch 竺 dx

＝ 尸 (x + ;sh气） ＝ 沪
。

(ax + achi �飞）
X l 回忆 ［第 331 目l) ]ash - 是我们 曲线的弧长 s, 最后我们便得到 V = - 1ra(ax + sy) .  a 2 

4) 同样试求旋轮线 的一拱

x = a(t - sin t) , y = a( l - cos t) (O 冬 t 冬 加）

绕 x 轴旋转所得 出 的立体的体积
曲 线的参数方程使得在公式

2,ra 

V = 'Tr I 沪dr。
中很容易做一变换 X = a(t — sin t ) , dx = a(l — cos t) 即

2,r 

V = 1ra3 
J (1 — cos t) 3 dt = 1ra3 

( ;t — 4 sin t + � sin 2t + ! sin t 3 加

3 ) I 
= 5产及。 4 。

2 5) 同茸 对 于星形线x� + 员 = a:'l'
我 们有

y = (a� — x � ) � , V = n /
a

(a� — x � /  dx = 巠玉
105 -a 

建议读者 由 星形线的参数方程 出 发 ， 并用换元法 （如上题） ， 重新计算一回 ．
6) 试求抛物面2az = x2 + 沪 与球面x2 + 旷 + z2 = 3a2 的公共部分的体积53) .

解 这两个立体及它ffl 的公共部分皆系旋绕 z 轴 的旋转体． 所说的这两个 曲 面 的截 口 是在平
面 z = a 上．

垂直于 z 轴 的平面截我们所研究的立体成为 圆 ； 当 z 冬 a 时这些圆 的 半径平方等于 2az, 并
只 当 z 变得 > a 时， 才等于 3a2 — z2 利用类似 ( 16) 的公式， 便有

V = 21ra 1
a 

zdz + 7r 1
a v'3 

(3a2 — z2 )dz = 罕 (6嘉 — 5)

7) 试求球面 x2 + 沪 + z2 = 炉 与 圆锥面 x2 = 沪 + z2 (x � 0) 的公共部分的体积53 )
R 提示 此二 曲 面 的截 口 系在平 面 x = —－ 上． 我们有

迈
..Ii.. 

V = 'Tr  1 迈 x2dx + 1r 1; (R2 - x2 ) dx = 字 (2 — 五）

53 )显然上述方程仅仅给 出 了所应求公共部分体积的 区域的边界
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直到这里为止， 我们研究的是特殊公式 (16) 的应用例子 现在我们来看一般的公式 (15) 因
为在所有的场合下， 体积的存在可以毫无因难的加 以论证， 例如可 以根据第 341 目 中的论证， 因

此我们就不来讲体积的存在， 而只单是计 算体积．

8) 试确定圆柱 弓 形体的体积 用通过底的直径的平面 ， 从直圆柱上切下来的几何的立体， 称

作圆柱弓形体 （图 30)

假设 ， 圆柱的底是半径为 a 的圆

沪 + y2 冬 a气

截面通过直径 AA' 并且与底 面作成角 a 我们来确定垂直于 x 轴并且与之交于点 M(x) 的截面

面积． 这个截面是直 角 三 角 形 ； 显然

P(x) = MNP的面积 = -y tga = - (a - x2 ) tga, 2 2 

于是根据公式 (15)

V = �tga /
a 

(a2 - x2 )dx = � 忒tga = �  心，
- a 

其中 h = KL 是圆柱弓形体的高

L
 

X 

y
 

X 

L
 

y
 

A 
A
 

图 30 图 31

有趣的是 注意若使 y 轴来起 x 轴一 向 所起的作用， 这就是说， 用垂直 y 轴的平面来截这个

立体 ， 也一样可 以得出这体积 （图 31) 通过纵坐标为 y 的点 M 所引 出的这样的平面， 截我们的

立体千矩形SQ, 其面积为

P(y) = 2xytga = 2tga • y Ja二了

因此， 类似公式 (15) ,
a 2 

a 

V = 2tga J Y #二dy = - -tga(a2 - y瑁 2 3 = -a tga. 。 3 。 3 

9) 试求 以标准方程

1
 

＿＿
 

戎＿
2c＋

 2
 
g-
b

 

2
 ＋

 
沪
一2a
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X 

图 32

所给出 的三维椭球体 的体积 （ 图 32) .
垂直于 x 轴并通过此轴上的 M(x) 点 的平面， 截椭球体成椭圆， 在 yz 平面上 的 （不偏斜的）

投影方程是这样的 ：

= 1 ( x  = 平 早

b2 ( 1 — �) c2 (1 - 吕） 吊 里 ） ．

由 此显见其半轴分别为

bg 与 c[i二:
而面积 ［参看第 339 目 ，2) ,8) , 1 5) ] 就表成 了 这样

P(工） ＝ 动c 勹 － 三 ） ＝ 主 (a2 - x 2 

a2 a2 ） 

因 此 ， 根据公式 (15) , 欲求之体积

V = � 1_: (a2 — x2 )dx = 千abc

10) 试求位于中心的椭球体

的体积

Ax2 + By2 + Cz2 + 2Fyz + 2Gzx + 2Hxy = l 

解 如 果 固 定 z, 则对应的截 口 方程 （或是 � - 更精确些 它在 xy 平面上的投影） 为

其中设

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = 0, 

a =  A,  b = H, c = B,  d = Gz, e = Fz, f = Cz2 — 1 

根据第 339 目 7) , 此截面的面积等于

P(z) = — 7rb,. 

(AB - H2 ) 3/2 ' 
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b.. 表示行列 式

其中

替换之， 便得

A H Gz 

H B Fz = �z2 — (AB — 沪） ，

Gz Fz Cz2 - 1 

A H G 
� = H B F . 

G F C 

P(z) = —  
(AB - H芍3/2

7r 
[�z2 — (AB — 沪）］

显而易见 ，z 只能在

从 - ✓五：飞IJ + ✓五勹万了

界限 内变化 在这个界 限 内 积分 ， 最后便得

x
 

4 1 V = - 1r 
3 尽 ．

1 1) 我们来看两个半径为 r, 其轴相交成直角的圆柱 ，

并来确定它们所界定的立体的体积
图 33 上所绘出的立体 OABCD 是我们所注意的立

体的八分之一 通过两个 圆柱的轴 的交点 0, 引 x 轴垂

直这两个轴 于是用距 0 为 名， 垂直 x 轴的平面来截割
立体 OABCD, 便得出正方形 KLMN, 它的边 MN =

｀ ， 所 以 P(x) = ,2 — 卢 千是根据公式 (15)

V = 8 IT 
(,2 — x2)dx = 归。 3 

12) 最后， 我们来解决这 同—问题 ， 但假定圆柱有不
同 的半径 :r 与 R > r. 

和前者相比较， 所不同者仅在于． 以距 0 为 x 的平
面来截割我们所研究的立体时， 得出的不是正方形， 而是

边长为 J了了了 与 v'R2 — 正 的长 方 形 这样一来， 此时体积 V 就表成 了 椭 圆 积 分

y
 

图 33

？｀ 

V = 8  I ✓ (R2 - 正） (r2 - 沪）dx 。
或是 ， 若作代换 x = r sin <p 并命 k = -r 

R 

告
V = 8Rr2 / cos2 

< p 三心 = 8Rr2 · I  。
我们来把积分 I 化成两种形式的全椭圆积分． 首先

I =  I兮 cos2 <p
心 - k2 I告 sin2 <p cos2 <p 

。 ✓1 - k气n2 <p o ✓1 - 炉 sin2 <p 
d<p = 11 + h 
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但是

Ii = / ]" 1 — sin2 'P 心 = k2 - 1 号 心
0 fi--=-二 k2 1 了二

1 号
飞 ［ 厂言言心 = (1 — 卢） K(k) + 卢E(k)

另一方面 作分部积分， 便有

由 此

1 . 号 1 号

h = - j sin 2<pdV1二 = - sin2
<p�2 。 2 

— J
号

cos 2叭八二石五言心。
= /

号
( 1 — 2 cos2 <p) 三心 = E(k) - 21 。

这样一来 ， 最后

I = 1 [ (卢 + 1) E(k) — （卢 — 1) K(k)] 

8R3 

V = [( 1 + k2 )E(k) — ( 1 - k2 )K(k)] 
3 

。

· 175 · 

344. 旋转 曲 面的面积 假设在 xy 平面的上部 （ 即 在上半平面中） 有某一条曲

线 AB(图 34) , 以形状如 (6) 的方程给出 ， 其中 中心 是有连续导数 ip' ' 识 的连续函
数 假设曲线上没有奇异点与重点 我们可将从点 A(to ) 起算的弧长 s 引 为参数，并
且换成表示法 ．

X = <J:>(s) ,  y = W (s) .  ( 18) 

如以 S 表示整个曲线 AB 的长度，此处参数 s 的变化便是从 0 到 S.
假若曲线环绕 x 轴而旋转， 那么它就描出了某一个旋转 面 让我们来研究这个

问 题 计算这曲面的面积．

此处我们不谈在一般形式中建立 “ 曲＇ （就是说不是平 的 ） 面面积概念的可能性；
这要等到第三卷中去作． 现在我们特别对千旋转面来确定这一概念 ， 并学会计算它
的面积 ， 而且我们将以早在中学课程中所给定的柱体 、 锥体、斜截锥体的侧面计算法
则作为根据 以后我们会亲眼看到 ， 我们所得出的公式是作为 一 个特殊情形 而 被 包
含在 曲 面 面 积 的 一般公式里 的

在曲线 AB 上依照从 A 到 B 的方向 选取点列 （见图 ）

A。 = A, A1 , A2 , · · · , Ai , Ai+ 1 , · · · , A正 1 , An = B ( 19) 
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y
 

。

B
 

图 34

并来研究内接千曲线的折线 A。小 An-1 B 

我们起始用这条折线代替曲线 环绕 x 轴而旋

转 它就描出了 某一个面， 根据初等 几何殷迖
恩我们 会确 定它的面积我们 规定将 曲 线所描
成 的 曲 面的面积， 了解成 当 部分弧 中最大者趋
近千零时， 折线所描成 的 曲 面的面积 Q 的极限
P这个旋转面的面积定义就 给 了 我们它的计算

X 法的钥匙 ．

我们已经知道， 可 以 根据插千 0 与 S 之伺

的一 串 递增的 s 值

0 = So < S1 < s2 < . . .  < Si < Si+l < . . .  < s正 1 < Sn = S, 

而得出点列 (19) . 折线的每一段当环绕 x 轴而旋转时都描出 圆 台 的侧面＠ 来 如 以
Yi 与 Yi+l 分别表示点 Ai 与 Ai+l 的纵坐标 ， 而 以 li 表示线段 AiAi+l 的长度， 则第
t 段所描出的曲面的面积为

27r y, 十 泸+1
2 

l, 

整个折线所描出的曲面的面积便是

n-1 
Q = 2分： 从 + Yi+l

2 
l, . 

i=O 

所得到的和 可 以分解成两个和 ， 如 以 下形状：

九一 1 n- 1 
Q = 21r 汇 矶 + 1r � (如1 - Yi)l, .  

i=O 

因为函数 y = w (s) 是连续的，所 以 （根据一致连续 的性质） 可 以假定我们的曲

线分成了 这样小的部分， 以使所有的差 Yi+l - y, 的绝对值皆不超出任意小的正数 E:.

千是
九 - 1

T 汇 (Yi+1 - yi) l i  :( c1r � li :( c1r S; 
i=O i=O 

由 此可见 这个和 当 max �Si 一 0 时趋近千零
至于和

九- 1

21r 区 奾
i=O 

＠特别来说 这个曲 面可能退化成锥面或是柱面， 然而 ， 即使在这种情形下 ， 它 的面积仍可根据
求 圆 台 的侧 面 的一般公式来计算
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则可分之为两个和
n- 1 n- 1 

21r I: 卢Si - 21r L 叭�Si - li ) ,  
i=D i=O 

因为函数 中 (s) 是连续的 所以它是有界的， 于是所有的 队 飞 M, 其中 M 是某一常
数 用 T 表示后一个 和 我们有

九- 1 n- 1 

曰 = 21r � Yi (�Si - li) :( 加M (s - � li) · 

当曲线所分成的各个部分越来越小时 ， 根据弧长是内接折线周长极 限的定义｀
差

n - 1  

S - 区 li
i=O 

应 当趋近于零 然则 T 亦 一 0
余下的和

是积分

n-1 

(J" = 2分� y,t.s,
i=O 

21r j
s 

yds 。
的积分和 而此积分 由 于函数 y = w(s) 的连续性， 是存在的， 所以当 max t.si 一 0
时 和 6 趋向 此积分

在所作的假定之下 最后我们 得 出 旋转面的面积存在并且表如公求

s s 
P = 21r la yds = 21r la。 \ll(s)ds (20) 

如果我们返 回 到 我们的曲线的一般参数表示法 (6), 则 在以上积分中进行换元
［参看第 313 目 (9)] , 变之为以下形式：

P = 27f I y�dt = h  1: 心(t)✓位 (t平 ＋ ［驭 (t)]2 dt . ( 2 1 )  

特别言之 如果 曲线是用显式方程 y = f (x) (a :( x 冬 b) 给出的， 于是 x 就相当 于参
数 我们便有

［ P = 21r / YV! 二dx = 21r f (x) jl了荨dx. (22) 

O 因 为弧的直径显然不超过弧长 ， 所 以 当 max 2i.s; 一 0 时 ， 部分弧直径的最大者也趋近千零
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345. 例 1) 试 求球带面的面积 设环绕原点以半径 r 作半世 ， 绕 x轴旋转 ． 从圆 的方程中

我们 有 y = '✓" 了二了2; 以 及 �f� 

Yx = -
灯2 —x2 ' 二 = r 

, y � = r 
yr2 —x2 

此时由端点具横坐标 m 与 X2 > XI 的弧所描出的带面面积， 根据公式 (22) , 为
X 2  

P = 21r / rdx = 2吓(x2 —x1 ) = 21rrh, 

其 中 h 为带 的高， 这样一来 ， 球带 面的面积便等千最大 圆 的圆周与带的高 的乘积

特别在 X1 = —r,x2 = r 时 ， 就是在 h = 2r 时 ， 我们得到整个球面的面积 p = 41r产

2) 试求由端点横坐标为 0 与 x的悬链线 y = a ch 芒 的弧旋转所产生 的 曲 面 的面积
a 

因 为 《「了卢 = ch 芒 ， 所 以根据公式 (22)
a 

2 
P = 21r a J ch2 芒 dx= - V, 

a a 

其中 V 为对应 的旋转 体的体积 ［参看 第 343 目 ，3)]

3) 同样的， 对于星形线 x= a cos3 t, y = a sin气

只 要 把 星 形线在 第一象 限 (o 冬 t ,:; 号 ） 的弝 所描 凡 的曲 面 亿 立 积 加 － 僭 即 可 我 们 已 有

� =  3 a sin t cos t; 此时根 据 公式 (21)

号
P = 2 • 21!' / a sin3 t •  3 a s in t costdt = 1加a2 

/ 
f s in 4 t cos t dt 

0 0 

2 sin5 t 2 12 
= 121l'a = -

5 。 5 

2 
开·a .

4) 同样的， 对于旋轮线x= a (t -sin t) , y = a(l  - cost).  
2 t t 

因 为 y = 2 a s in - ds = 2 a s in - dt , 所 以
2 ' 2 

2,r 71" 

P = 21r 1 4 a 2 sin3 扫 = l61r a 2 
fo sin3 u du 

= l61r a 2 
(

cos u - cos u) " = 巨3 。 3 

5) 试 求心脏线r = a(l + cos 0) 围绕极轴旋转所产生的曲 面 的面积．

从 基本公式 (21) 出发， 变成极坐标．

P = 21r I

s 

y ds = 21r //3 
r sin 0二d0。

在我们 的清形中 a = 0, � =  1r , 并且

因此

3 0 0 0 
y = r s in 0 = a(l + cos 0) sin 0 = 4 a cos -sin - ds = 2 a cos - d0, 

2 2 ' 2 

P = 21r • 8 a 2 
/" cos4 � sin � 妨 ＝ 巨。 1 2. 5 

(23) 
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6) 同样的， 对于双纽线r2 = 2a2 cos 20. 
a迈

此处 y = a迈«五;20 sin 0, ds = d0, 所 以根据公式 (23)二
p = 2 加 2a2 I孕

sin 0d0 = 81ra2 ( 1 — �) � 7.361a2 

2 

最后， 和孔 宁7) 试确定旋转椭球体的表面积， 不论是 申长 的或是压 的 （扁 球）

假使椭圆 � + 卢 = 1 围绕 x 轴而旋转， 并且 a > b, 则 我们便依序有

沪 b2 

沪 = b2 — 忑 X yy' = — 忑x,

y yll了 ＝ 左言产 = ✓b2 — 芒x2 + 竺 正
a2 a4 

= � � 

然而 a2 — 沪 = c2 , 此处 e 是焦点至心的距离并且 ：： 等于椭圆 的离心率 e 这样一来 ，a 
b 

黔厅二尸 = - ✓(产 — e王 ，a 
并且

b P = 21r ; /
a

�dx = 41r 一 二dx1
a 

b l a2 
= 47r — ( -x va二了 ＋ — arcsin —f;X 

a 

三�a �+ f �=n ,) ; 

a

)

。

但是 a2 — 产忒 = a2 � c2 = 62 , 所 以最后我们有
a p = 2动 (b + ; arcsin c) 

假使椭圆环绕短轴旋转 ， 则 因 利用已经做过的计算更为便捷 ， 所 以 将 x 轴作为短轴 于是在
所得 出 的 yJ丁二了5 的表达式中 仅需把 a 与 b 的位置对调一下 即可 ， 那么现在

｀言2 = � � = � �
此时

P = 2飞 l
b

b
�dx

= 21r � [�x F, 了＋ 巨 ( �x +

玉a (石言 b2 V胪 + c2 + c  
＋ 玉 In 峦卢 —J ;

b
 

b

-

l

-
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然而 凶户 + c2 = a, c = Ea, 所 以最后 P 的表达式就是这样

（ 沪 a + c b2 1 1 + E 
P = 21ra a + 瓦 In

a _ c ) = 21ra (a + 五 € In 口）

346. 柱面面积 我们再来研究一种特殊形式的曲面，对千它， 我们也于此处 （在
那个以后才给出的一般定义之先） 定义出面积概念． 我们 所指的是柱面

我们返 回到 在第 344 目中所讲到的
xy 平面上说的曲线 AB. 取它作为准线，
设想母线平行于 z 轴的柱 面 （图 35) . 在
这个面上引曲线 CD, 交每一条母线千一

点 如果在方程组 (6) 中加上第三个方程

y
 

x
 

z = X (t) (x > 0) , (24) 

这条曲线就确定了 问题是在于计算 ”这
D 条曲线下｀ 的柱 面部分的面积 P

B
 

图 35

如 同在第 344 目 中一样， 我们引 弧

长 s 作为参数 于是不仅是曲线 AB 的
方程组 (6) 变成了方程组 (18) , 而且方程
式 (24) 也化为

z = X(s) . 

在曲线 AB 上内接一条折线 AA1 · · · An-1 B , 并且与此对应的在曲线 CD 上作折线

CC1 · · · Cn- 1 D(见 图 35) , 由 梯形 AiAi+l Ci+l Ci 组成棱柱面， 内接于我们 所研究的柱
面之中我们 在 此处就把这柱 面 的 面 积理解为 所提的棱柱面 的 叩积 Q 的极限�

设 Zi = A立， 我们 有 （其余保持原符号） 也 入 今 。 II

n-1 
Q = 区 女 十 Z计i

l 2 i · 

i=O 

依靠与第 344 目中同样的理 由 （读者可 以 自 己 把它们完全做出） ， 问题就化为计算和

九-1

区 心s,
i=O 

的极限 ， 不难看出， 这是一个积分和 ， 最后
s s 

P = J zds = X (s)ds0 . 
o l 

＠如果设想柱面展成平面 ， 则所研究的图形便化为 ＂曲 边梯形” 这个结果就变成完全直观的了. 
� . 

-
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回到任意的参数 t, 不难得出 一般的公式

T P = 
{ z�dt = 10

T 
x(t )✓归(t ) ]2 + [劝'(t ) ]2 dt. ( 25 ) 

最未 ， 在 曲 线 AB 的显式给出 y = f(x ) (a ,( x ,( b ) 的情形下 ， 这个公式就变成

这样

P = 1 z三dx = lb 
x(x ) y'l+了五玉 ( 26 )  

347. 例 1) 设图 36 中 的 曲线 AB 是以 B 点为顶点的抛物线 ， 它的方程 （在肉中的标记

之下） 是
bx 

y = b — 言 ·

在它的上面建立起柱面 ， 与方程为

z = - 沈

z
 

c
 

的平面 OBC 相截 试求柱面的 ABC 部分的面积 P

解 根据公式 (26)
A 

P =  J zVI二心 ＝ 言 f
°'

X勹dx
0 0 

X 

. • = 
12b2 · 

c · (a2 + 4b2 ) i — a3] 

2) 假使曲 线是 四分之一圆周 y = ..;;. 了二子(0 �
X � a) ,  则公式 (26) 不能无条件地应用， 因 为 当 x = a
时导数 码 趋于 00, 采用参数表示萤

x = a cos t ,  y = a sin t (0 � t � �)  , 

我们根据一般公式 (25) ; 便有

图 36

号 ｀ 
P = J z�dt = ac / � cos tdt = ac 

如果返回到第 343 目 8) 所讲的 囡 柱 弓 形体 ， 则 其侧 面 由 刚才得 出 的结果推知， 原来等于
2ah(c = h) 

3) 最后假定 曲线 AB 是四分之一椭圆

x = a cos t, y = b sin t (o � t :S'. 勹
2 

［此处由于和以上 同一的原因 ， 不能利用显式方程］ ， 我们来解决同样的问题
✓a2 - b2 

(a) 首先设 a > b 引 入椭圆离心率 E = , 根据公式 (25) , 便得a 

P = c f � cos t✓正 sin2 t 十 沪 cos2 tdt = �
a

歹二弘a l 
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（替换 u = a s in t) , 并且最后

p = � ac { 1 + 1 
;/ In � � :  } 

(6) 在 a < b 的情形下 离心率 c =
V沪 — a2

b ， 并且

f 
P = bc / ✓i:- =二 costdt = 竺 — c "  - arcsin e . 2 { � +

c } 

[347] 

4) 我们来研究柱面 沪 ＋ 沪 = Rx 被球面 沪 ＋ 沪 + z2 = 忙 所界出 的部分， 在截 口 上得 出
的曲线 ［维维亚尼 曲 线 ， 见第229 目 ， l ) ] , 我们 知道可以用参数表成这样．

x = R sin2 t , y = R sin t cos t, z = R cos t .  
介血

如 果是限制在第一卦限 ， 则此处 t 就应该从 0 变到 — 显而易见 ， 头两个方程相 当 于方程组 (6) ,
2 

而后一个方程相 当 于方程 (24)

根据公式 (25) , 所提出 的 曲 面的面积便是

号
P = 4R2 I cos tdt = 4R2 

, 0 

5) 两个圆 柱 ， 半径为 r, 轴相交成直角 ［参看第 343 目 11 )] , 试确定其公共部分的立体的表面
面积 我们引 坐标系 ， 如 图 33

先限于一个 圆 柱 面 ， 在第一卦限我们便有

而最后

x = r cos t , y = r sin t 

z = \jr二 = r sin t (0 � t � � ) 

根据公式 (25) , 二分之— 的待求面积等于

1 f 
2 
平 = 8r2 

/ sin tdt = 8r2 , 所 以 P = 16r2 

。
6) 同样的问题 但在 圆柱具有不 同 的半径 r 与 R > r 的情形下 ［参看第 343 目 12)]
我们先来计算半径为 r 的柱面部分的面积， 我们有

根据公式 (25)

• 7r 
x = r sm t, y = r cos t (0 � t � - ) 2 , 

z = 五二百 ＝ 归 — 产 sin2 t = RV! 言二 (k = 五）

f 
Pi =  8Rr J 二dt = 8RrE(k) 

现在我们来看半径为 R 的柱 面 ， 将 z 轴与 y 轴 的地位对调 这一次

x = R sin t , z = R cos t ,  

y = 二 = 02王二t = r
�

(k = 初 ，
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升且 t 只能 （如果和历来一样，限于第一卦限） 从 0 变到 arcsin k 于是根据与 (25) 相类似的公
式，便得

乌 = S .larcsrn k 
Y
了了dt = SRr /arcsin k, 厂厂已t

替换
sin t = k sin cp, dt = k cos 沪如

｀ — 炉 sin2 沪 ，
介血

其中 沪 由 0 变到 － ｀ 便给出2 
/arc"n k 二

dt = k I if C0S2 cpdcp 
炉 。 ✓1 — 炉 sin2 沪

言一 一个积分我们仵第 343 目 ，12) 就已经遇见过了， 它等于

这样一来，

最后

(1 — 归 K(k) + 卢E(k)

乌 = 8R2 {E(k) - ( 1 — k2 )K(k)} 

P = Pi + P2 = SR(R + r) {E(k) - ( 1  - k)K(k)} 

定积分门最 简 主曰几何应用且叩止于此 在第三卷中我 们还会碰到在更复杂而
又更甚逞 门情形下 的几何范围内的计算

§3. 力 学与物理 学的数量的计算

348. 定积分应 用 的大 意 在进入到定积分于力学、 物理学与机械学范畴中的
应用以前 先将在实用问题中通常遵循而导致定积分的途径弄清楚， 是有好处的 为
了 这 个 目 的 ， 我们 略述定积分应用的一般大意， 今以巳经研究过的几何问题 的例子

来 说明 它

让我们 来设想 ， 要求确定某一个 系 于 区 1司 [a, b] 的（几何的或其他的）常量 Q 此

叮命行一个含千 [a, b] 之内的子区 间 [o:, ,6] 对应千量 Q 的某---:部分 ， 使得区间 [a, b] 

分竿成若干子 区间时便引 起量 Q 分解成对应的部分．

更精确些讲 ， 此处指的是某 一个具备 ”可加性” 的 ＂ 区间函数" Q( [o: , (J] ) , 即 若 区
间 [o:, fJ] 是 由 子 区 间 [o:, "!] 与 ["!, /3] 组成的， 那么便有

Q ( [o: , (J] )  = Q ( [o: , 计）+ Q (b, /3]) 

问题就是要计算它的对应于整个区间 [a, b] 的值．
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我们在平面上取曲线 y = f(x) (a � x � b) 作为例子 （图 37) 复 于是 1) 曲线 AB 的长度S,2)

它的曲边梯形 AA'B'B 所界出 的面积 P 以及 3) 这个四边形环绕 x 轴旋转所得到 的立体的体积

V, 这三个全属千前所指 出 的类型的量 不难了解， 它们所产生的是怎样 的 “ 区间函数”

我们来研究对应千 “元素 区间' [x , x + �x] 的

量 Q 的 “元素 ” 凶Q 根据问题 的条件， 想 方法

找一个 凶Q 的 近似表达式， 形如 q(x)�x, 对 千

�x 是一次 的 使得它与 凶Q 只 差一个较 �x 高

阶的无穷小， 换句话说从
；

室尘竺 （ 当 凶X ----> 0 

时） “元素" �Q 中 分 离 出 它 ． 主要部 分未 ． 那么很
B' 

x+凶 1- x
明显的 近似等式

y
 

B
 

y=f(x) 

A
 

A ' 

。 a
 

�Q ;,, q(x) �x 

的相对误差便与 �x 同趋于零

例如说 在上例 1) 中 ， 可以用切线线段 MK 来代
替弧的元素 对飞＼ 因之从 6S 中便分出 了 一次的部分

( 1 )  

图 37 三江 = ✓1 + [f'(x)] 2 i0.x 

在例 2) 中， 元素 的狭条 6P 自 然就 以 面积为

y6x = J(x) 6x 

的 内含矩形来代替 最后 ， 在例 3) 中 ， 从元素 的薄片 6V 中分出 它的主要部分 ， 就是体积为

7r沪江 ＝ 刓J(x)] 2 6x 

的 内含圆柱体，

在所有这三种情形中不难证明 ， 由 于这样的替换所生 的误差 ， 是较 6x 为高 阶的无穷小 就

是＠情形 1) 中误差小于 KM1 = 6y — dy, 情形 2) 中小于 6x凶Y, 而在情形 3) 中小于 7r(2y + 

凶）6x6y. 

只要作 了 这个， 就可 以 断言，待求的 量 Q 恰恰表如积分

Q = J
b 

q(x)dx. (2) 

为 了 要说明这个 54) , 我们将 区 间 [a, b] 用点 XI 心2 , . . . , x正 1 分成元素 区 间

[a, x1 ] , [x1 , x习 ， ． ． ， ［立 ， Xi+1 l , · · · , [x九- 1 , b] 

叭函数 f(x) 假定为迕舷旦 ， 并具有连续的导数 为了确切起见 我们假定这曲线永远 向 上走， 并
且是凹形 的 向 上

＠ 在脚注＠所作 的假定之下

54) 对等式 (2) 旦为正式的解释 ， 读者可在本 目 末尾找到、� ＿
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因为每一个区间 [x, , x,+1 ] 或 [Xi , X产 .6.xi] 对应千我们的械的元素部分， 近似地等千
q(xi )凶Xi , 所以整个的待求的量 Q 便近似的表成和

Q � 叉 q(xi ).6.x,

部分区 间愈小 ， 所得出的数值准确程度皇色， 千是显而易见 Q 便州上述和的极限 ， 这
就是说 真正的表成 了定积分 J: q(x)dx. 

这番话对所有 我 们 研究过的三个例子都成立 至于以前我们用另外一些方法来求晕 S, P, V

的 公式 那是因为我］ 当 叮 的 问 题不仅在于计算它们 ， 而且在千要按照先前所给 的定义证明它们

的存在

因此 所有的问题就归结到建立近似等式 (1 ) , 同时通常以 心 和 dQ 代替 .6.x 与
凶Q 写成形式

dQ = q(x)dx. (3) 

其后只需对这些元素 ＂求和” 而这就导引 到公式 (2)
我们 着重指出 ， 此处用积 分以代替普通的和是极端重要的 和只能给出 Q 的近

似表达式 因为个别的 (3) 型的等式的误差会影响到 它而极限过程（借助千此，从和
得出了积分）却消灭 了误差并导致完全正确的结果．总之 ， 在开始 时为了想要简单， 在
元素 dQ 的表达式 中舍弃 了 高 阶无穷小而分出了主要部分，但其后为了想要精确，便
以 积分来代替求和 而所得到的结果就纯粹成为精确 的 了

不 过这 i\1l ! 艺可 以 用另 一个观点来处理 我们用 Q(x) 来表示对应千区间 [a, x] 

的盘 Q 的变动部分 而 Q(a) 自 然设其等于零． 不难看出， 以上所讨论的 ＂ 区 间 函
数" Q( [o : 尸 吨以什么方式 通过这个 “点函数" Q (x) 而表示出来

Q ( [o: ,  /3] )  = Q (/3) — Q (o:) 

在我们 的例子里 点函数就是 1) 不定弧 冗访，2) 可变 四边形 AA'M'M 的 面积， 而最后 3) 该

四边形所旋转 出 来 的立体的体积

量 凶Q 是 函 数 Q(x) 的任窘增量 ， 而表示其主要部分的乘积 q(x)�x 不是别的 ，

正是这个 函数的微分 ［第 103 目 ， 第 104 目 ］ 这样一来 ， 以微分符号写出的等式 (3) ,
如果将 dQ 就 了 解作 dQ(x) , 事实上就并非是近似的， 而是精确的了 由此也立刻得
到 了 所要求的结果

lb 
q(x)dx = Q(b) - Q (a) = Q ( [a, bl ) = Q 

饮而我们仍要指出， 在应厘厘：中更便利和更有这且还是无 穷 小 元素 求和 的观点

349. 曲 线 的静力矩与重心的求法55
) 如所周 知 ， 质扯为 m 的质点 M 对于某一个轴 的匠

旦旦 ， 等于质最 m 与点到轴的距离 d 的乘 积 在—个有轴 的平面上 ， 质扯为 m1 , ·m趴 ， mn ,  与

55) 导出 与诸物理星有关的数学公式必须利用物理方面的讨论
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轴 的距离分别为 小 ， d2 , · · · , 心 的 n 个质点组的清形下， 静力矩便表成和

M = 区 三·

此时轴 的一侧的点的 距离取作正号 ， 而轴 的另 一侧 的点 的 距离取作负号

假使质量不是集中在咨别几点 ， 而是全面的布满 了 一条 曲 线或一个平面图形， 那么就要用积
分代替和以表达静力矩 T 

y
 

。

B
 

X 

图 38

我们来讲沿着某一平面曲线 AB(图 38) 而分布的

质量， 对于 x 轴 的 静力 矩的定翠 此时我们假定曲线是

坦， 千是它 的 线 密度p(就是在单位长度上所 占有的

质 阶） 是一 常量， 为了简单起见 ， 更假定 p = 1 (不 然 的

话 只需在所得的结果上乘以 p 即 可） 在这些假定之下 ，

我们 的 曲 线 的任意一段弧的质址 ， 就直接 以 它 的上监主
巴， 并且静力矩 的概念获得了单纯的 几何性质 一般

地指出， 当说到 曲 线 的静力矩 （或重心） 而不提质 邑启

着 它 的 分布情形时则永远是指恰恰在上述假定之下而

定义出来 的静力矩 （重心） 而言

我们选定曲线 的任一元素ds (其质量也 以数 ds 来

表示） ． 将此元素近似地当 作与轴相距 y 处的 一个质点 ，

我们便得出 了 它 的静力矩 的表达式

dMx = yds. 

把这些元素的静力矩加在一起 ， 并取从点 A 起算 的弧长 s 作为 自 变黛， 我们便得到

Mx = / yds . 

类似的 ， 对于 y 轴 的静力矩也表成 了

坏 = I
s 

xds . 

(4) 

(5) 

当然， 此处假定 y(或 x) 是通过 s 表达的 实际上， 这些公式中的 s 是通过曲 线 的分析表示法的
自 变最 (t, X 或 0) 而表达的

曲线 的静力 矩 i'vlx 与 My 使得可 以很容易地确定出它 的重心 C(�, TJ) 的位置． 点 C 具备这

样 的性质， 就是假如把曲线的全部 “质量" S(这个数也表示长度） 都集 中到它上面 则此质量对于

任何的—个轴 的静力矩 ， 皆与 曲 线对此轴 的静力 矩相 同 ； 若特别讨论 曲 线对于坐标轴的静力 矩 ， 便

得到

汲 ＝ 凶 = J
s 

xds, S71 = Mx = J
S 

yds 
0 0 

-夕

由 此

s
 

d
 

y
 

s
 

l
 

1-
S
 

＿＿
 

MX_
S
 

＝
 

n
 
｀

 
s

 
d
 

x
 

e = 孕 = ½ l
s

(6) 
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从重心纵标 n 的公式里， 我们得到 了很重要的几何结果 事实上， 我们有

祁 = / yds, 由 此21rTJS = 2勹l
s

yds; 

然而这个等式的右侧部分是 曲线 AB 旋转出来的曲 面的面积 P[参看第 344 目 ， (20) ] , 等式的左

侧 部分，27rT} 表示 曲线绕 x 轴旋转时其重心所描出的圆周的长度， 而 S 是我们的曲 线的长度 ． 这

样一来， 我们便导致以下的古尔丹(P. Guldin)定理

曲 线绕某一条不 与 其相交的 轴旋转， 所得 出 的 曲 面 的 大 小 ， 等 于 此 曲 线 的 弧长乘上 曲 线 重 心

C 所描 出 的 圆 周 的 长 （ 图 38)

P = S · 27rTJ. 

这个定理使得如 果 已 知 曲线长 S 与它所描出的旋转面的面积 P, 就可以很容易地确 定 曲 线
重心的纵坐标 T/

X 
350. 例 1) 试求椭圆 — ＋ 坠 = 1 (假定 a > b) 的周线对于 x 轴的静力矩．

a2 胪
对于上 （或下） 半个椭 圆 ， 这静力矩只比对应的旋转面的大小少一个 因 数 21r. 因此 ［参看第

345 目 ，7)]
Mx = 2b (b + a 

; arcsin e:) . 

2) 如果我们所研究的弧对于某条直线是对称 的 ， 那么弧的重心就必须在这条直线上

为了要证明起见， 我们取对称轴当作 y 轴， 并取其与 曲线的交点当作弧长计算的初始点 ， 于是

函数 X = <P(s) 就成为 s 的奇函数 ， 并且如果在这一次用 2S 来表示整个 曲线的长， 我们便有 ［参

看第 314 目 ，9)]

玑 = f xds = 0, 
- S 

因此 e = o. 
3) 利用古尔丹定理 试确定半径为 r 的圆弧 AB

的重心位置 （ 图 39)
因为这个弧对称于通过它的中点 M 的半径 OM,

所 以 它的重心 C 在这条半径上， 并且为了要完全确定 A 

重心的位置 ， 仅需求它与心 0 的距离 叮． 取轴如 图所示，
并以 s 表示弧 AB 的长， 以 d 表示弦 AB(= A'B') 

的长 ， 我们所研究的弧环绕 x 轴而旋转， 就得出了球 A ' 

带 ， 它的表面积 P 如 我们所知 ［第 345 目 1) ] , 是等于

加rd 根据古尔丹定理 ， 这个表面积又等于 21r71s, 所

以 s71 = rd, 即 7/ = — . 
rd 

特别对于半 圆而言，d = 2r, s = 1rr 并且

2 7/ = -r � 0.637r. 
介口

y
M
 

。
图 39

B' X 

4) 试确定旋轮线的一拱

X = a(t — sin t) , y = a(l — cos t) (O � t � 21r) 
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图 40

的重心．

如果注意到对称性 ， 那么便立即很明显地 e =
1ra 再考虑到第 345 目 例 4) 的结果 ， 跟着又很容

易地得到 T/ = -a. 
4 

5) 在预先知道了重心位置的场合下 ， 可 以 利

用古尔丹定理来确定旋转 面的面积 比如说假设

要求确定环面 （环形 圆 纹 曲 面 ， 亦即 圆绕不与其相

交的轴旋转而产生的立体的表面） 的大小 （图 40)

因为圆 周的重心显而易见是在圆心 所以 （在 图 中

的标记之下） 我们便有

P = 2吓 · 21rd = 41r2rd. 

351. 平面图 形的静力矩与重心的求法 我们来研究显式方程 y = f(x) 所给出的曲线 AB

之下所界定的平面图形 AA'B'B( 图 41) 假定质量是沿着这个图形均匀分布的 ， 于是它的面密

度p(就是说每单位面积所 占有的质量） 就是个常址 那么可以取 p = 1, 这就是说我们的图形的

任何一部分的质量 以其面积来度蜇， 而在本质上并没有减低一般性 如果说到平面图形的静力 矩

（或重心） 不附加说明 ， 就永远指的是这种清形

y
 

为 了 想要确定这 图 形 对于坐标轴的静力

矩 Mx , My , 我们 和通常一样 ， 将我们的图形
的任意元素选成无限窄的竖条 （参看 图 ） 近

似的把这个小条看成矩形 ， 即见其质量 （面积

也 以 这 同一个数来表示） 为 ydx 为了要确定

对应的元素的静力矩 dMx , dM甘 ， 我们假定这

小条的全部质柏都集中在它的重心 （即矩形的X --. dx - B' 
中心） ， 那么 如所周知 ， 静力矩的大小不变 所

l 
得到的质点与 x 轴的距离为 -y, 与 y 轴的距

离为 (x + !dx 后 —个表；式可 以简单地
1 

2 )  
换成 x, 因为所舍弃的量 - dx 乘上质量 ydx 给 出 了 二 阶无穷小 因而我们便有2 

B
 

。 A ' 

图 41

1 
dMx = - 沪dx, dMy = xydx. 

2 

将这些元素的静力矩加在一起， 便得到结果

x,
 

d
 
2

 l
 

b
 l

-
2

 

＿＿
 

MX
 

My = J
b 

xydx, 
a 

(7) 

这里的 y 当然是了解作曲线 AB 的方程 中 出 现的 函数 f(x) .

和在 曲 线 的情形 中 一样， 根据所研究的图形对于坐标轴的这两个静力矩 ， 现在就不难确 定 出
图形重心的坐标 e, r, 如果 以 P 表示图形的面积 （ 因而也是质扯） ， 则根据重心的基本性质

质 ＝ 凡 = l

b 

xydx, Pr, = Mx = ½ l

b 

y2dx 
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由 此

� = 为 ＝ 卢 J
b

xydx, r, = 给 ＝ 卢 ［ 沪dx (8) 

并『在这个情形 中 我们从重心纵坐标 n 的公式得到 T 重要的几何结果 事实上， 从这个公式
我们有

21rT}P = 1r I 沪dx

这个等式的 右侧部分表示平面图形 AA'B'B 环绕 x 轴旋转所得到 的立体的体积 V[第 342
目 ( 16) l ,  而左侧部分表示这个 图 形 的 面积 P 与 27rT}( 图形重心所描 出 的 圆周 长） 的乘积 由 此便
有古尔丹第二定理 - - 飞- • - 夕 - - · 一 . - • . • -- • • • •  一 . . - - • • • •  · - - ·- • •  ·- . 一 .. . - - • •  - . - -- -

：

一

平 面 图 形 癹 丕兰莘相交的轴的旋转体体积,. 等 于 此 图 形 的 面 积与 图 形 重心 所描 出 的 圆 周 长 的 ）
:#.ft. R  

: 

V = P - 21rTJ. ' · -- - • -- - 一 . -- - - -一 . . - - - . - - - - - • - - - - - - - - - - • . •  - -- • - • • • .  - • • . _, 
注意 公式 (7) , (8) 可推广到上 下 皆 以 曲线为界 的 图 形 （ 图 19) 的情形 比方说， 对 千这种

情形
1 b 

Mx = 2 { (y� 一 说）dx, 玑 = lb 
x(y2 � y1 )dx ; 

, Q 

(7a) 

因 此公式 (8) 应如何改造就 已 经 很 明显 了
丹定理对于这种情形也是正确 的

如果 回 想第 338 目 公式 (8 ) , 那么就不难看出 ， 古尔

352. 例 1) 试永界于飞物我 沪 = 2pX. X 轴 与对应于横标 X 的纵标之间 的 图 形 的静力矩
Mx 玑 与 重心坐标

丙 为 y = ✓万豆 所 以 根据公式 (7)

另 一方面 面积 ［第 338 目 (7) ]

1 2 xdx = -px 
2 

Mx = � · 2p {

x 

玑 ＝ 五 / x ! dx = 2气 3。 5 

P = 五Ix
x½ 心 = 2气 3

。 3 

此时根据公式 (8)
3 3 3 � = sx, T/ = 釭罕 ＝ 碧

利用数值 § 与 T/ , 很容易求得 —— 根据古尔丹定理 所研究 的 图 形绕坐标轴或绕最后
2 

的纵坐标的旋转体体积 例如若就后 一种情形而论， 则 因重心与旋转轴 的距离为 -x, 所 以要 求 的5 
体积便是 8 2 V = — 'lrX y. 15 

X 2 y 2 2) 利用第 339 目 ，2) 与第 343 目 ，2) 的结果 ， 试求第一象限椭圆 — + — = 1 的重心a2 b2 

根据古尔丹定埋� = - T) = -4a 4b 
耘 3rr ·

3) 如果 图 形 具有对称轴 ， 那么 图形的重心就必须在此轴上
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我们在图形为上 以 曲线 YI = fi (x) 为界， 下 以 曲线 Y2 = h (x) 为界的清形下来证明此事 假

如取对称轴作为 y 轴， 则函数 YI 与 Y2 就都成了偶函数， 此时 x 的变化区间便形如 [—a, a] 千是

根据公式 (7a) 中的第二个 ［参看第 314 目 ，9)]

矶 = I x(如 — y1 )dx = 0,  连带着碑 = 0.
. -a 

4) 试求旋轮线 X = a(t — sin t) ,  y = a(l — cos t) 的 一拱与 x 轴所界出的 图形的重心
5 

利用第 339 目 ，9) 与第 343 目 ， 4) , 根据古尔丹定理甚易确定T/ = -a.  由 于对称性忑 = 1ra 
6 

5) 同 样 的 ， 对于两条抛物线 沪 = 2px 与 沪 = 2py 所界出的 图形 （参看图 24)

回想第 339 目 例 5) , 便 由 公式 (7a) 得到

1 2p 
6 3 

r, = e = p l x ( v0三 � ) dx = ? = 加－沪

6) 和古尔丹第一定理一样 ［参看第 350 目 ， 5)] , 第二定理也可 以应 用于这种场合， 就是当重

心 的 位置知道 了而要想确定对应 的旋转体体积的时候． 例如 ， 对于环形 圆 纹 曲 面 （ 图 40) , 便得到

体积 V = 2产产d.

353. 力 学上的功 从初等力学中读者业 已熟知 ， 如果加于动点 M 的力保持常量 F, 并与
点 的运动方向 保持常角， 则 这个力 在点的位移 s 上伲功 A 就 以 乘积 F cos(F, s) • s 来表示 ， 其中
(F, s) 表示力 的方向 与点 的运动方向之间 的角 显而易见， 乘积 F8 = F cos(F, s) 是力 F 在位移

s 上的投影， 引 用这个投影 ， 功 的表达式可 以表成 A = Fs s 的形状， 如果力 的方向 与点 的运动方
向 相 同 则 A = Fs; 而在两个方向恰恰相反的情形下 ，A = -Fs 

紩而一般说来 ， 力 的 大小 F 及其与运动方向 间 的角 (F, s) 

§ 不能始终是个常数 即使这两个址中的一个连续而变化 ， 要表
s 达功 的 大小仍必须采用定积分

设点所行经 的路程 s 为独立变屾 此时我们假定 这个点
的初始位置 A 对应值 s = so, 而终点 B 对应值 s = 5(图

42) 区间 (so , S) 中的每一个值 s 对应 于动点 的 一个确定的

／ 位置 ， 而也对应于炽 F 与量 cos(F, s) 的确定的值 ， 因 之这两

个址可 以看作 s 的函数． 在 由 路程的值 s 所确定的任何一个

位置上， 取点 M, 现在我们来找与路程由 s 到 s + ds(此时点
M 就走到邻近的点 M' , 见 图 42) 的增呈 ds 相对应 的功的元

素 的近似表达式 在 M 处， 定力 F 以定角 (F, s) 作用在点

上； 因 为 在小的 ds 之下 点 由 M 过渡到 M' 时，

这些量的变化也很小， 我们便忽略了这些变化， 而认为力 F 与
角 (F, s) 近似地是个常量， 就得出了在位移 ds 上的功元素 的

表达式

A
 s。

0 6 0  

＼
 

图 42

因 之全部功 A 被表成积分

dA = F cos(F, s) • ds, 

s 
A = / F cos(F, s) · ds.  

so 
(9) 
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从这个力 F 的功的一般表达式中， 很清楚可 以看出 ， 当 (F, s) = � 时 ， 功变成为零， 实 际上 ，2 
此时 cos(F, s) = 0, 于是被积函数就成为零了 因 此垂直土运动方向的力不产生力学上的塑

如将点上的作用力 F 依照迩径的切线方向 （即运动方向 ） 及法线方向 （根据平行四边形法则 ）
分成两个分力 ， 则按以上所述 ， 只有切线分力 凡 = F cos(F, s) 才产生功

A = ! 凡ds . (9a) 

现在我们假定 ） F 是所有加在点上的力的合力 ； 千是根据牛顿运动定律， 切线分煽 凡 等于点

的质枯 m 与其加速度 a 的乘积 因而功 A 的表达式可 以 写成

A =  J mads 

现在 回 想
dv d s  dv d s  dv 

a = —并且v = — 所 以a = - - = - 眈
dt dt ' ds dt ds 

此时即得

A =  J
s 

mv皇ds = /
11 

d (尸） = �mv2 
u = � 矿 - �三

so 1J。 vo 

其中 VO 与 V 分别 表示在路程的起占 与终点处速度 的 值

如所周知 ， -m产 是卢的活力或动能 ； 因 而我们便引 出 了重要的定理 ： 使点发生运动 的 力 ， 其
2 

所数的 力 学 上 的 功 A 就 等 于 友 的 动 能 的 增 量 （ 当然 ， 功 A 与功能增量可 以都是负的） 这条原理

可 以 推厂气 手点 纠 以 至 壑个的物体， 在力学与物理学中 占非常重要的位置， 称之为 "活力定律" .

354. 例 1 ) 作为例子 ， 我们把公式 (9) 用来计算拉伸 （或压缩） 一端 固定的弹簧的功 （图
43) ;  例如在火车缓冲器的计算 中 ， 就必须涉及这个问题

大家都知道， 弹簧的伸长 s(只要弹簧不是拉过 了度） 做

寻的张力 P, 其大小比例于伸长婿 千是 p = cs, 其中 e 是

某一常扯， 依赖于弹簧的弹性 （弹簧的 ＂刚性,, ) 拉弹簧的

力应该胜过这个张力 如若只计算作用力在这上面所耗费掉

的部分， 则 当伸长量由 0 增至 S 时， 它的功表成这样
千丁

A � t pd, � { ,d, � c� : 
2

 Sl
2

 

c
 图 43

用 P 表示张力 （或克服它的力） 的最大值 ， 它对应千弹簧的伸长撇 S(就等千 cS) , 我们可 以

把功 的表达式表成以下形状：
A =  - PS. 

2 
如若力 P 一下 子就加 到 了 弹簧 自 由 的一端 （例如挂上一个重物） ， 则在它的位移 S 上就产生

了 两倍大的功 PS 我们知道 ， 其中只有 一半是耗费在弹簧的伸长上面， 而另 一半化为弹簧与所挂

重物的动能 了
2) 假设有某一定量的气体 （蒸汽） 含千汽缸 内 活塞的一侧 （ 图 44) , 还假定这气体膨胀了 并推

动活戎向右 我们的 目 的是要确定此时气体所做的功 倘使以 S1 与 s2 表示活塞和汽缸左方的底
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的初始与最终距离 ， 以 p 表示 （活塞单位面积上的） 压力 ， 而 以 Q 表示活塞面积 ， 那么所有作用在

活 塞上的力便是 pQ, 而功则如所尽知 ， 表如积分

A =  Q /

8 2 

pds. 

以 V 表示我们所研究的气体的体积， 显见即有 V = Qs 现在很容易地就从变量 s 转到变矗

V 了 ； 我们得出

I 
S2--' I 

图 44

V
2 A =  J pdv , ( 10) 

V1 
其中 忧 与 忱 表示体积 V 初始的与最终的值

如果压力 p 是当作体积 V 的一个函数而为我们所 已知 ，

则功 A 即 由 此被确定 我们先假定当气体膨胀时， 其温度保

持不变 那么它要膨胀就必须 由外面输入热能， 此时称之为等

温过程 假想这气体是 “理想 的＇ ， 由 波义耳－马略特定律便有

pV = C = 常晕 ， 所 以 p = � -
V 

， 并且我们得到功的值

A =  J巧
三 dV = c In V v2 = c In 区

V1 V V1 
Vi 

如 果 以 p1 与 P2 表示过程开始与过程最终时的压力 则 Pl V Vi ,  即
Vi Pl 1 = p2 一 ＝ — 因 此在从
Vi P2 

压力 Pl 到压力 P2 < Pl 的过程上， 膨胀的功也可 以 表如次形

A = c ln 巴
p2 

最后 ， 在这些公式中可将 c 换为乘积 PI 冈

然而时常是更 自 然地假定在膨胀时， 气体与周 围 环境之间 没有执的流通， 而气体的能量只消

耗在作功上， 此时它的温度就降低 了 这种过程称之为绝热过程 在这样的场合下 ， 我们所研究 的
气体的压力 p 与体积 V 之间的关系有以下形状

pV k = c =  平旦
吊 里 ，

［这个关系将 在 以 下的第 361 目 ， 3) 中推出 ］ ， 其中 k 是每一种气体 （蒸汽） 的特征常数 ， 永远大
千1 因此 p = cV 飞 并且

A =  f v2 cV-kdv = 二 VJ -k
V
2 = 二 (V尸 - v/-k) = 二- 1 

-
1 - k 1 - k 

V1 
1 - k ( v/-1  vt-1 ) 

倘若回 忆 cv!-k = Pl , cv2
- k = P2, 则 此结果 可 以表成更简便的形式， 作替换 ， 便引出以下功

的表达式
A =  Pi 冈 - p2Vi

k - l 
我们 只不过是为了简单明 了 起见， 才假定气体是在汽缸里膨胀 基本公式 (10) 以及由 它 而推

得的各特殊公式， 与 当时所研究的气体的形状无关 ， 总是有效的 当然， 那些公式也表示 了气体由

体积 忱 压缩到体积 Vi < 忱 （伴随着压力 由 P2 升 高到 Pi > p2 ) 的功 ， 亦即迫使气体紧缩的外力

的功， 而气体本身的功此时就是负的了 1
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355. 平面轴基的摩擦力 的功 一般称垂直旋转轴的支撑部分为轴基； 轴在它上面旋转而它

本身固定不动的支撑部分称为轴承 在本 目 中， 我们研究关于消耗在克服轴基摩擦的能的问题， 以

最简单的情形 平面轴基为限．

圆柱体以平底 而立在轴承上 ， 便是平面轴基 （ 图 45)

这个底—般为圆 环形， 外半径为 R, 内半径为 ro ; 在特殊

情形下， 当 ro = 0 时， 我们就得到实心的圆截面．

我们用 P 表示轴基所传导的全部压力 ， 用 w( l/秒）

表示轴旋转的角速度 ， 用 µ 表示摩擦系数， 最后用 p 表

示在所研究 的点处轴基差位厮租 一 受压丸 暂且不谈压

力的分布问题 ， 我们只注意一个显然情形 轴基上与其中

心 0 等距离的点 系处于同 一条件之下， 它们所受压力 也
就应该一样 因 此 p 一般可 以认作是向径 r 的函数． 以

下将述出 通 常对于此函数所作的假定； 然而无论如何它

a) 

总得满足一项条件， 即轴基所受的全部压力应与轴方面 6) 
的压力 P 相抵

为了要计算这个全压力 ， 我们仍遵循第 348 目 的途

径采用无穷小量求和的办法， 并取半径 r 作为独立变矗，

从 ro 变到 R 将此区间分成若干段 ， 同 时也就将整个 圆

环分成若干元素的同心环 ， 于是对应于各别元素环形的

元素压力加 在一起忧是整个的压力 P 现在我们来研究
界 于半径为 r 及半径为 r + dr 的 团 之 间 的环形 （在图

图 45

45 ,6 上它 画 了 细 线条） 这个环形的面积为 开(r + dr) 2 - 开产 = 2叮rdr 十 开 (dr) 气 弃去 二阶无穷

小 1r(dr)气 可 以 近似地取这个面积等千 21rrdr 如果 p 是在与中心相距为 r 的点处的 （单位面积

上的） 压力 ， 则所研究的环形对应 于元素压力

所 以 总加在一起便得到等式

dP = p · 21rrdr, 

P = 2开 JR
prdr. ( l l) 

我们重复指 出 ， 它也表明这一事实 ， 即 轴基所受的总压力 等千轴方面的压力

现在我们来确定， 对旋转轴而旋转着的轴基之上的摩擦力矩 M 我们重新研究上面讲过的元

索环形， 在它上面所发生的抵抗旋转的摩擦力为

µdP = 21rµprdr. 

所 以 与之对应的元素力矩 dM 就表成了这个力与 （环形上所有的点的共 同的） 力臂 r 的乘积

dM = 2吓P产dr.

因 此全部的摩擦力矩便是

M = 2叩 ！ 矿dr
ro 

( 1 2) 
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从力学 中知道， 在一秒钟之内 ， 由 这常转矩 M 所做的功 A, 系 由 转矩 M 与旋转角速度
w(l/秒） 相乘而得：

A = Mw. 

为了要把功 A 的计算搞彻底， 现在必须对于 p 在轴基表面上的分布规律作出某种假定 ． 最简单

的是假定压力均匀分布， 就是说 p = c = 常量 ． 此 常量 由条件 (1 1) 来确定． 不过此时可直接看出，
若压力 P 是均匀的分布在环形的面积 1r(R2 - r6) 上， 则单位面积所得压力 p = c =

p 
1r(R2 - 咕）

．

于 ( 12) 中 以这个值代 替 P, 便进而得出

p 2 R3 - rg 
M = 2气(R2 - 咕）

1
0 

r
2dr = 3µP R2 - r5 

2 
特别对于实心的轴基便有M = -µPR. 

然而这些结果只能用到新的， 尚 未磨损的轴基上去 ． 问题是在于当轴旋转时， 轴 基上面的点离

中心 0 越远 运动速度就越大， 在它上面的摩擦功就越大， 因而无论是轴基还是轴承， 磨损得也就

更厉害 ． 由 于这个道理 受压力的部分就转移到 了轴基上距中心较近的部分． 对于旧的， 损耗了的

轴基， 通常设其压力分布是这样的， 即 （单位面积上的） 摩擦功以及随之而生的损耗， 处处保持一
常量 ． 将元素的功 dA-= wdM 分配到元素环形的面积 21rrdr 上， 我们的假设便可写成这样

wµpr = 常量， 因而也就是 pr = C = 常量；

这样， 我们就假定了 p 是按照其与 中心的距离 r 成反比而变的 ． 于条件 (11 ) 中 以 c 替换 pr, 便
求得这个常量的值

P = 21rc / dr = 21rc(R - ro ) ,  由 此c =
p 

加(R - ro) " 

最后， 在 (12) 中将 pr 换成所得到的表达式， 就得出这样的结果：

M = 2叩 加(: - ro) 
1: rdr = ½µP(R + r0) 

而对于实心的轴基， M = -µPR. 
2 

易见， 在耗损 了 的轴基的情形中 ， 损失于摩擦上的能较在新轴基的情形 中为少

356. 无穷小元素求和 的 问 题 我们再引一些应用无穷小元素求和的方法来解决的问题．

1) 试求物体 (V) 对于给定的平面的静力 矩 M 的表达式 假设已 知其与此平面平行的横断面

面积 （是与该平面的距离 x 的某一函数）． 密度假定等于 1.

在第 343 目 中的符号之下， 与平面相距 x 处， 物体的元素薄片的质量 （体积） 是 p(x)dx, 其

静力矩 dM = xP (x)dx, 于是总加在一堆， 便得到

M = f xP(x)dx. 
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物体的重心与给定的平面的距离 g 表成这样

M b xP(x)dx 
《 气

= 7: P(x)dx 

特别对于旋转体

� = .Ia 主芒
厂 沪dx

3 
假使将这个结果应用到 (a) 圆锥与 (6) 半球， 则得出 重心与底的距离为 ( a) - 糊 (6) - 半径4 8 
2) 试求旋转曲 面对于垂直旋转轴的平 面的静力矩 M 的表达式 ”面密度＇ 假定等于 1

取旋转轴作为 x 轴 ， 并取其与上述平面的交点作为坐标原点 在第 344 目 的符号之下 ， 距弧

长初始点 s 处的元索环形片的质址 （面积） 为 2叮yds, 其静力矩 d]Y = 21Txyds, 并且最后

M = 2叮 1 xyds � 27T 1 少(s) 'll (s)ds

归偌旋转的曲线 以显式方程 y = f(x) (a ,::; x 口 b) 给 出 ， 则

M = 27T /勹飞言卢dx = 27T l
b 

x· f (x) 汀言言了dx

旋转面的重心与给定的平面的距离 g 即为

� 
M 

=
. o 兀yds .J: xy J言卢dx

P 广 ＝
广0 yds a YVl言dx

试应用最后一个公式到 (a) 贯 锥 面 ( 6) 半球面 答案 重心 与底的距离等于 (a) - 高(6) -1 

半径.
3 2 

3) 试确定柱面 ［第 346 目 ， 图 35] 对 于坐标平面的静力矩 Myz , Mz x , M功 ， 以及其重心之位

置 并将所得公式应用于圆柱 弓 形体 ［第 343 目 ，8)] 的侧面

答案 一般公式是

坞 = 1
s 

xzds, Mzx = 1
s 

yzds, Mxy = � 1
s 

z2 ds 

� = 玉 汇 Mxy

p , T/ = 
P ' ( = 

P ' 

其 中 P 为表面积 在所提到的例子中 g
7T 

= o, T/ = - 巴
4 

a, ( = 
8 

h. 

4) 质横 m 与 自 点至轴 （平面） 的距离 d 的平方的乘积， 称

为质星为 m 的质点对该轴 （或平面） 的转动惯量（或平方矩）

由 此 出 发 ， 试求一个平面图形 Ai 趴 B2 心 （ 图 46) 对千 y 轴转

动惯量 Iy 的表达式， 假定质矗分布的 “面密度” 是 1

我们有

。
a
i

 

1
 
B
 

b

二

y
 

i
dx-
A

 

－
－

 
2

 

J
B
 

X 

dly = x2 (y2 - y1 )dx,  

fy = lb

五 - y1 )dx 
a 

图 46

例如， 在 图 47 所画 的情形中， 我们得到
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(a) y2 - y1 = b, 
/ 

c+ t bh3 
fy = b f x2dx = bc2h + — 

， c- 兮 12 ' 

特别在 c = O 时， 便有 Iy = 
bh3 

12 ' 

(6) y2 - y1 = 2✓ 产 - (x - c) 气

fy = 2 J
c+r 

X2 了二dx = :� 望 + � ,
c-r 

特别在 c = O 时， 便有 ly = — — 九T4 

4 
5) 试确 定在问题 1) 中所研究的物体 (V)

对于前述的那个平面的转动惯量 并应用所得

公 式计算 (a) 圆锥， (6) 半球 对于底平面的转

动惯址．

答 案 l = j
七

沪P(x)dx; 特别是 (a) I =  a 

T 旷雇 ( 6) I = 
2叮- - Rs . 

30 15 
6) 在液面下深 h(米） 的某一平面上 汝体

的压力 等于 以此平面为底 ． 高 为 h 的整个液柱

的重献 因此若以 ? 表示液体的比重 （千克j米 勺 ， 在深度 h(米） 处单位面积上所得的压力 （于
克j米 气 就等千 h"f

今假定将一平面图形 A1 庄 B2心 （ 图 46) 垂直的沉入液体内 © _

试求在此图形上的全部流体静压力 W 以及它的矩 M(对千 自 由 液面而言）
元素面积 dp = (y2 - Y1 )dx 受到压力 dW = "fX (y2 - y1 )dx, 它对于 y 轴的矩等于 dM =

立
2 (y2 - Y1 )dx 由 此

。
a) 

h
 

y 0 

G ,
 

y
 

图 47

W = r lb 
x(y2 - 初 ）dx, 

a 
b 

M = , J 卢 － 如dx
a 

显而易见 第一个积分乃是图形对千 v 轴的静力 矩My; 而第二个积分给 出 了 图形对千该轴的转动

惯量Iy

假如 g 是图形重心 C 与 自 由 液面的距离 ， 而 P 是图形面积 ， 则可写出 W = 计气 压力中心 ，

就是说全部压力的合力 的作用点， 与 自 由 液面相去的距离

C = M fy 
w p�· 

我们把这些公式运用 到 图 47 所画的情形上 ．
在情形 a) : I; = c, P = bh 并且 W = ,bhc 不仅如此 ， 因为在 4) 中我们 巳经计算 出 了

bh3 
ly = bc2h + 一 所 以我们可 以立即写出12 ' 

炉C = c + — . 
12c 

＠我们将 y 轴取在 自 由 液面上
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h 
特别若是 C = - (就是说矩形的上边在液面上） ， 我们便有＼2 

1 2 
W = -'"'(bh飞 = - h. 2 3 

在 情形，6) :( = c, P = 1r产 并且 W = �I三． 此处 Iy = 王c2 十 于 ［参看 4)] 由 此

C = c + - . 
4c 
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7) 如 果在一个灌满了水的容器的壁上， 于水平面下深 h(米） 处有一条水平的裂缝， 那么水就

会 以速度 （米／秒）
v = J汤砂

由 这里流出 现在假定在容器的壁上 ， 有一个长方形的窟隆 （ 图

48) 要求确定水 的流地 ， 也就是说一秒钟 内所流 出 的水的体积

Q(米 勺
在深度为 x 处 ， 宽度为 心 的元素窄条对应于速度 V = 

平； 因为它的面积是 bdx , 所 以水通过这个窄条的流篮就表

成了这样dQ = -/'.苟五 - bdx 总加在一起， 便得到
h 

Q = 心 J x ½ dx = 沪卢 - hn
h。

实际的流矗 比所计算 出 的要少一些 ， 因为液体 内 有摩擦而

且液流有压缩的缘故 ， 通常总是用某一经验系数 µ < l 来 照顾

这些 因 索 的影响 而将公式写成这样

Q = �  飞动 (hi - h! ) 

当 加 = 0 时 ， 由 此便得到通过矩形水 门的水流扯

Q 
2 = -µ✓ 远bh'l .

图 48

8) 在研究 电磁场时，毕奥与萨伐尔得到 了 一个结果 ， 即 电 流作用在磁极上的力可 以看作是 由
个别无穷小 “ 电流元素” 所发生的力的合力 ． 按照他们所建立的定律， 电流元素 ds ( 图 49) 以力

dF = 
Jm sin <pds 0 

作用于卢 0 处的磁性质卅 m, 其中 I 是电流强度， r 是距离 OM, 而 中 是角 (ds, r-) 

这个力的方 向 是垂直于通过 0 及 ds 的平面， 并且 在 图中所画的情形下 是在读
者这边

要想确定有限的一段电流在磁极上的作用 ， 必须将这些元素力总加在一起 ．
例如我们来确定一段直线的电流 BC(图 50) , 在 图中所标明的符号之下 ， 作用 于单位磁性质

扯上的力

勹五石心式是在流体力学中证明的 ， 称作托里拆利公式 注意 ， 它与一个有重量的质点从高 h 处
落下时的速度公式有同样的形状

句又在适当的选择单位时 ， 公式方具此形 （例如说力 表成达因， 距离表成米 ， 磁性质量与 电流强
度表成电磁单位）
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二

图 49 图 50

因为 sin <p = sin 乙OMA = 竺 ， 所 以 dF 可以表成这样形状 ，r 

alds alds 
dF = = 

产 伲 ＋ 笠） ;
· 

此处元素力 可 以直接相加 ， 因为它们 皆具有同一方向 ． 因 此

F = al I s2 ds = !._ S s2 = !._ 竺 - �
s, 伲 ＋ 泸） 1 a 岳二 8 1 a ( r2 ri ) 

§4. 最简单的微分方程

357. 基本概念 、 一 阶方程 在第八章中， 我们研究 了 由 给定的导数

y' = f(x) ( 1 )  

［或者是 同样的 由 微分 dy = f (x)dx]来确定函数 y = y(x) 的问题， 并且学 了作积分

或求积的运算法， 由 此而问题得以解决，

y = I f(x)dx + cCD (2) 

在这个通解中出现有常数 C. 如我们在 ［第 263 目 ， 第 264 目 ］ 例子中所见过的， 假使给 了

初始条件

当X = XO时y = yo .  (3) 

则借此即确定了 常数的具体的值 C = C。 代到 (2) 里面去 ， 我们便得出 了 我们的问题的特解， 亦

即具体的函数 y = y(x) ,  它不仅具有预先所给定的导数， 而且还满足初始条件 (3) .

叩在本节中， 我们将符号 J J(x)dx 了 解成虽然是任意的 ， 然而却是确定的原函数， 所以我们不把
积分常数包含在这个符号里而另外写出
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然 而 ， 时常需要从更复杂的， 联系着 自 变量 x 的值与未知函数 y 以及其导数 y' , y", . .  的值

的关系式
F(x, y, y' , y" , ··· ) = 0 

中来确定函数 y = y(x) .  这种类型的关系式一般就称作微分方程
我们且来看只包含有一 阶导数 矿 的一 阶方程

F(x, y, y')  = 0. (4) 

任意一个函数 y = y(x) , 若对于 x 而言恒满足 以上方程， 就是它的二主堡畸 可 以证明 （在对

于函数 F 的某种假定之下） ， 和开头所提的最简单的清形一样 ， 它 的通解里也包含有任意常扯 C,

就是说具有形状

y = <p(x, C) . 

不过有时候这个解可 以成隐式而得到 ：

<I>(x , y, C) = O 或 心(x, y) = C 

求微分方程 （不论是什么形式的） 的通解称为方程的积分

(5) 

(6) 

例如， 我们来研究这样的问题 求 法距不 变 的 曲 线． 假如用显式方程 y = y(x) 表示这样的曲

线 那么问题就化为求这样的函数， 使得满足条件 yy' = p, 其中 p = 常量 ［第 230 目 ， (3)] 将它

改写成 (y眢 = 2p 形状， 现在很 明 显的 ， 它的通解便是

y2 = 2px + C 或 y = 土《五了二了 (7) 

因 此 ， 整个的抛物线族 （彼此可 由 平行于 x 轴的移动而得到） 都满足所给的要求 ．

因为是要找所有具上述性质的曲线 ， 故此处通解恰恰就给出了 问题的答案 如 果在问题中附

带指 出 ， 曲 线应通过给定的点 (xo , Yo ) ,  则将这些 x 和 y 的值代入所得到的方程 (7) 中， 我们就可
以确定出 C 的值：

Co = yJ - 2pxo 

千 (7) 中命 C = Co , 我们得出特解沪 = 2px + Co , 就表示了 具体的曲 线 ．

应该说明 ， 最常发生的正是这样 ， 即导出微分方程的问题要求一些具体的特解 ． 这通常皆 以 问

题本身所提出的 (3) 型的初始条件来确定 ． 根据这些条件 ， 和刚才一样 ， 第一步可 以定出具体的值

C = Co : 这可 由 通解 (5) [或 (6)] 中命 x = xo, Y = y。 所得出 的方程来确定 今若于此通解中， 以
所得到的解 Co 替换 C, 那么就得出 了 满足问题的那个特解

358. 导数的 一次方程 、 分离变量 现在我们假定， 在方程 (4) 中导数 y' 是一次的， 就是说

方程的形状有如

P(x, y) + Q(x, y)y' = 0, 
dy 其中 P, Q 是 x 与 y 的函数 此处令 y' = — 方程即可表成这个形式
dx ' 

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, 

这个形式通常是比较方便些

(8) 
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此处我们 只详细讲一下方程 (8) 的最简单情形， 即 当其积分可直接化成求积的时候； 这样
一来 关于这些清形的研究便成为第八章的很 自 然的补充材料

倘若在方程 (8) 中 ， 系数 P 事实上只依赖于 x, 而系数 Q 只 依赖于 Y, 就是说方程的形

状有如

P(x)dx + Q(y)dy = 0, (9) 

那 么就说 变 量被分 离 了 此时作积分异常简单

假定 ， 函数 P(x) 在 区 间 [a, b] 中是连续的 ， 而函数 Q(y) 在 区 间 [c, d] 中是连续 的 千是

P(x)dx 是函数 权x) = J P(x)dx 的微分， 而 Q(y)dy 是函数 尔y) = f Q(y)dy 的微分， 即使是

把 y 了 解成满足方程 (9) 的函数 y(x) 亦然© 此时方程 (9) 的左侧部分就成了 和 权x) + Q(y) 

的微分． 因为这个微分等千 0 ( 由 千方程 (9) ) , 所 以函数本身就成了 常釐

卢x) + Q(y) = C. (10) 

易 见 反之如若函数 y = y(x) 满足这个方程 （对千任意的 x) , 则亦满足方程 (9) 等式 (10) 便
给 出 了方程 (9) 的通解

在解方程 (9) 时， 有时宁可将带 dx 与 dy 的项放在方程的两边 ，

Q(y)dy = -P(x)dx.  ( 1 1) 

每边分别积分之， 并且不要忘记 了 任意常数， 这只要加在一个积分上就够了 ， 便得出和以上所得的

全同的结果 J Q(y)dy = - J P(x)dx + C. 

假定要求满足初始条件 (3) 不开头找通解再来选择常数 C, 而 由 这些条件出发， 可 以作得

比较简单 将元素的量 ( 1 1) "总加在一起“ ， 右边在 Xo 与 x 之间 ， 而左边在它们的对应值 yo 与 y

之间 我们得出等式

lo Q(y)dy = - 10 P(x)dx, 

这就给 出 了所要求的特解； 它的形状的本身就有力 地显示出， 它在 X = Xo 与 Y = Yo 时显然成立．
读者 自 己很容易搞明 白 ， 这个方法和以前的只是形式上不 同

例 1 ) 设给定方程

积分之

由 此

sm xdx + 
dy -— = o. 
v'Y 

J sin dx + J 坐 = C 或 - COS X + 立 = C,v1Y 

(cos x + C) 2 

y = 
4 

这 即 是所提出的方程的通解 如若给 了 初始条件 ， 比如说，

当 x = O 时 y = l , 

© 由 于微分形式的不变性 ［第 106 目 ］
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那么代入这些值 ， 立 即得到 C = l, 就引出了特解

2 1 + cos x) 
y = （ 

4 

如前所指出者， 在这个情形下可 以不必先写出通解 ， 而立即写出

J
Y dy 
｀ 1
— = — 1x 

sin xdx, 亦 即 2 (-jy — 1 ) = cos x - 1 , 

由 此
1 + COS X 

(
1 + COS X 2 

,/y = 
2 , y  = 2 ) . 

时常发生这种情形 ， 即方程 (8) 虽不具有形式 (9) , 但能够变换成这种形式 ， 其后再和以上所
讲的一样进行积分 这种变换 即 叫 作分离变量． 在这样 的场合下， 即 当系数 P 与 Q 是一些每一

个 只依赖千—个变量 的 因 子的乘积时 ，

P(x, y) = Pi (x) P: 认y) , Q(x, y) = Q1 (x)Q认y) ,

变量是很容易分离的 实际上用 P认y) 华 (x) 除方程

Pi (x) P: 认y)dx + Q 1 (x) Q2(y) dy = 0 

的两端即可， 由 此变械就 已经分离开了·

片 (x) 心 (y)- dx + dy = 0 . 
Q1 (x) 压 (y)

( 12) 

X X 
例 2) y sin - dx — cos - dy = 0 .  2 2 
方程有 ( 12) 的形状， 分离变益

x
 

d
 

Xl
2
x
-2
 

s
 
。

n
 
,
1

 
s

c

 

＝
 

dy_
y
 

并积分之
In y = — 2 ln cos — + c. 2 

取成指数 ， 由此即确定出了 y,

y = 
ec 

= 
2ec 

cos2 芒 1 + cos x 
2 

再设 C = 2ec , 通解就变成这个形状

y = C 
l + cos x · 

359. 问题 我们来研究一些从不同知识范畴中出来 的问题 ， 它们直接导出可分离变量的微

分方程

1) 试求法线长 （到 与 x 轴 的交点）n 保持一常量 r 的 曲 线
回 想 n 的表达式 ［第 230 目 (4) ] , 以微分方程的形式写下未知 函数 y(x 的 函数） 所应满足

的条件

趴八了产 = r 或 沪 ( 1 + y' 2) = r2 
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由 此

积分之：

第十章 积分学在几何学 、 力 学与物理学中的应用

I dy 二 诞uy = - = 士 或
dx y 二 ＝ 士dx.

飞勹 ＝ 士 (x + C) 或 (x + c)2 + 沪 = r2 

果然不出所料 ， 我们得出了 半径为 r, 圆 心在 x 轴上的圆周族

2) 试求 （到与 x 轴 的交点的） 切线长 t 保持一常量 a 的 曲线．

由千第 230 目 (4) , 这问题的微分方程的形状有如

乌J了-:;Ji = a  
y 

dy 
命 y' = — 很容易 的就把它变为这样：

dx ' 

或是

积分之：

YF[ii) = a 

dx = 土｀ 
y dy. 

x + C = 士
[a ln

a +
� 勹—｀勹

我们得出了曳物线族 ［参看第 331 目 ， 1 1) ] .

[359] 

3) 冷却定律 设温度为 0 't: 的物体逐渐冷却 ， 周 围环境温度为 0 't: 牛顿曾建立了 一个定律 ，

根据这个定律 ， 冷却 的速度与其温度 0 成 比例， 就是说

d0 
— = — k0 , dt 

其中 k 是个正的常数． 试确定物体温度减退的规律．

我们有

积分之 从而便得出

显而易见，

d0 。- = -kdt, 

ln 0 = —kt + ln CCD . 

0 =  Ce -kt 

在此处设 t = 0, 便看出 C 不是别的 ， 正是初始温度 0o . 替换之， 便得出最后 的公式

0 = 0。e -kt 

只要是初始一瞬间 的温度 (0o) 知道 了 ， 这公式便确定出了任何一瞬刻的物体温度．

＠预见到要取作指数 ， 为了方便起见 ， 我们便直接将常数取成 ln C 的形式
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系数 K 依赖千物体与环境 的性质 它是由实验的办法来确定的

4) 断路与通路的瞬时电流 如 果— 固定的电压 V 作用千一电路， 那 么 用 R 表电路的电阻，

用 I 表电流强度 ， 根据欧姆定律就有 V = RI. 而 当 电压 V 改变时 （在固定电压的电流断开或连

通的一瞬间也是这样）， 多数情形下会发生 自 感现象， 它使得有额外 的 电动势呈现， 与 电流强度改
dI 

变速度 一� 成比例而具相反的符号 ． 因 此 ， 这个 自 感电 动势的大小可 以表成：dt 

L d
I 

dt ' 

其中 L 为 “ 自 感系数" (L > 0) .  

倘使有 自 惑 那么 当 电流断开时， 它的 电流强度并不立 即下降到零， 而 当连通时， 亦不立 即达

到它正常的大小 我们来分析地研究这些现象

此时欧姆定律采取以下形式．

dJ dJ R V V — L- = RI 或 - + - I = —
dt dt L L

. 

(a) 设强度为 Io 的常电流于瞬时 t = O 被断开了 ． 因为此时 V = 0, 所 以 我们有

即 （与 3) 类似）

dI R dJ R - + — I = O 或 — = - — dt
dt L I L 

I = I。e- f' t .

( 13) 

只在 自 感电动势的单纯作用之下， 电路中所通过的电流称为断路的瞬时电流． 随着 t 的增加，

它 的强度很快就趋近于 0, 并且经过一个很短的时间就变得觉察不出了 ．

(6) 如果电路千瞬时 t = O 连通 ， 并且其中常电压 V 开始作用 ， 则 从方程 (13) 中重新分离

变量 ， 即得

-RdI R R 
= — -dt, ln(V — RI) = -—t + ln C, 

V - RI L 

V — RI = Ce- 和

L 

常数 C 由 初始条件 t = O 时 l = O 来确定， 易 见 ， C = V, 所以最后

l = 羞 ( 1 - e- ¥1)

V 
我们看出， 与对应千欧姆定律的电流 一 同时， 在相反方向还流过电流R 

ie一 书 t _

这就是通路的瞬时电流； 它 的强度也随着 t 的增加而很快地减小 ．
5) 化学反应方程 我们来研究交互作用着的物质 A, B, 变化为物质 M, N, • 所做成的

化学过程 为了 要计算参与反应 的物质的数量 ，
一般 皆将其表成克分子或摩尔． 某项物质若其所

称得的量表成克数时等千其分子量 ， 则 称此噩为该物质的一个摩尔 ． 任意物质 的一摩尔中永远包

含同样数星的分子 ， 与物质无关
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倘若假定 在交互作用中， 一物质的每一个分子对另 一物质的一个分子 ， 那么 一物质的每个摩

尔就对另 一物质的一个摩尔 ． 从反应开始起 ， 到时间 t 的终 了之后 ， 每一交互作用 的物质各 以 同样
dx 

的 x 摩尔的扯参与 了反应. x 对千时间 的增加速度 ， 即导数 一 ， 称为化学反应速度．dt 
设有两个物质 A 及 B 参与过程， 以 a 及 b(此时比如说设 b > a) 表它们原来的量 （摩尔）

经过一段时间 t, 物质 A 的量为 a — x 而物质 B 的掀为 b — x. 很 自 然 的 ， 假定在时间 t 的化学

反应速度是与反应着 的质量 的乘积 （亦 即还未经转化的反应 物的虽的乘积） 成比例 这便导出了

如下的微分方程
dx dx — = k(a — x) (b — x) 或 = kdt. 
dt (a — x) (b — x) 

积分之 便得
l a - x  — In = — kt + C. 

b — a b — X 
1 

因为当 t = O 时我们应有 X = 0, 所 以 C = Jn !:. . 代入 C 的这个值·
b - a b 

(a — x)b In = -k(b — a)t, 
(b - x)a 

此后不难求得
1 - e -k ! •、 -a ) t

x = ab 
b _ ae-k(b-a) t · 

当 t 增加时， 所示之表达式趋近于 O; 经过有限 的一段时间后 ， 它就变得如此之小 ， 以至 x 与 a

己 没有什 么 区别 了 ， 即反应实际上完成了

6) 数学摆 设将一质量为 m 的质点悬挂在一无

伸缩性长为 l 的线上或枢轴上 （其重址可 以忽略不计），

使之可沿一 圆弧运动 （ 图 51 ) . 此体系称为数学摆 将

摆从平衡位置 OA 引 至位置 OR,(a <
九-

飞 ） 然后使其

自 由 ， 不给予任何包逞度．`

摆运动到对称位置 OB' , 然后又炬叫到位詈 OB,

如此往复运动 间题是在千要确定摆的振动 的性质 ， 也

就是说要阐明 （规定摆的位置的） 极角 0 = 乙AOM 与

（从运动开始所经过的） 时间 t 之间 的依赖关系 为了

确定起见 ， 考虑点 M 沿弧 五} 的运动 计算从点 A
走过的路程 s = A飞：

= l0, 而时间 t 是摆从平衡位詈

通过的时刻
将作用在点上的重力 F = mg ,  如 图所示， 加 以

分解 ， 即见其切线 方 向 分 力凡 ＝ —mg · sin 0心 而法

线方向分力就被线或枢轴 的反作用力抵消 了 若用 v 表示点 M 的速度 ， 则 它在所考虑位置的动

能为
1 
2 
-mv2 , 且 当 M 到达 B 时变为 0. 另 一方面 在路程 MB 上的力 凡 所产生 的功 A 的大

小， 我们有表达式 ［第 352 目 ， (9a)]

O'
 

B' B
 

图 51

s 
A = - J mg • sin 0ds 

s 

©力指向运动的相反方向
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,-、
（这里 S = AB) 或者 ， 换成变量 0,

心

A =  -mgl j sin &d& = —mgl(cos 0 — COS O'.) . 。
千是根据活力定律 ［第 352 目 ］ 便有

1 5三 = mgl(cos 0 — COS Cl'.) , V = y1gl占(cos & — cos Cl'.) 

ds d0 
因为 V = - = l 一 为 了 确 定 0 与 t 之间 的依赖关系得到微分方程

dt dt 

或

至此变品 已经分离开 了 ．

d0 
dt 
－ ＝ — /心(cos 0 — cos Cl'.) l 

dt = — f-· d0 
g ✓ 2 (cos 0 - cos Cl'.) ' 

将左侧从 0 到 t 积分 ， 而右侧从 0 到 0 积分 ， 最后我们便导 出所要找的依赖关系
. - - - - - - - - -

: t = f-1
0 d0 

. ; 
9 。 ✓2 (cos 0 - cos a) 1 

- . 

- - - · · - - - -
然 而 这一 回 的 求积 却得不 出 有 限形 状来： 右侧 的积分归结到第一类椭 圆积分．

把 (14) 改写为如下形式

t = if le 
d0 

9 。
令 sin � = k(O < k < l ) ,  按如下公式引 入新的积分变扯

2 
0 l 0 

sin - = k • sin <p, - cos - d0 = k •  cos <p心；
2 2 2 

九-

同时使 0 从 0 变到 a 相应 于 中 从 0 变到 — ， 千是
2 

t = f !<p
心 = f · F(<p, k)

g 。 ✓1 — 胪 sin2
'P g 

· 205 · 

( 14) 

( 15) 

( 16) 

因 为按照公式 ( 15) 的第一式， 容 易 用 0 表示 'P , 则 t 对于 0 的依赖关系可 以认为是 已 建立 了

反之 ， 想要以 t 表示 0, 我们需要把椭圆积分

u =  J'P
心

° ✓1 — 炉 sin2
'P

反演 这个等式确定 u 作为在区 间 (—女dQQ) 内 中 的单调增加的连续 （甚至可微） 函数， 同 时它

本身也从 - oo 变到 +oo 在这种情况下 [83] , 变量 中 原来是 u 在区间 (—oo, +oo) 内 的单值函

数， 雅可比 (Jae的i) 把这个函数表示为 am uCD 现在从 ( 16) 式显然

'P = ampt, 也就是 sin 0 O'. . = sin g 
l 2 2 •  sm am{it. 

心m amplitudo(堡旦 的前两个字母
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函数 sin am u( '辐角止筵” 或 “椭圆正筑＇ ）通 常简单地记为 sn u © 于是， 最后 ，O 对 t 的依赖关

系被表示为等式 - - - - - - - - - - 一1
I .  0 . 0: 
尸二三�- �

n

_/J勹
最后我们来确定摆 由 位置 OB' 到位置 OB 的—个振幅所用 时间 厅 它是从 OA 到 OB 所

需时间的 两倍大 设在 ( 14) 中 0 = a 或在 (15) 中 <p = 巴 ® , (加倍之后） 我们得到 由 第一类椭圆2 
积分表示的 T:

T = 2 f- I
告 心

g 。 三 = 2 {.  · K(k) 

注意 ， 振动周期 T 事 实上与摆最初的偏离角 a 有关， 因为 K 依赖千 a 当角 a 很小时， 将 系

数 K 替换成零， 便得出简洁的近似公式

`
2
 

T
 

＿＿
 

T
 

这就是朸 等物理学课程中所通常引用者

360. 关千微分方程的构成的附注 我们姑月局限千形如 (8) 的一 阶方程 ， 而谈这一类方程

的构成问题 因 此读者可将我们 的附注与在第 348 目 中关于最简单 的方程 dQ = q (x)dx 所讲的

对照起来看

照例， 当 构成方程时， 必须考察在事物的研究 中所出现的一些无穷小元素 ， 亦 即所涉及 的那些

量 的无穷小增量 固然 在上 目 问题中我们显然并没有这样， 而只是利用 了 巳 经作好了 的斜率表达

式 以及作好 了 的那些（在无 穷 小元素的研究 中 出 现的 ）量的变化速度表达式．

当建立无穷小元素之间 的依赖关系 时 ， 应尽可能一地利用简[it了包偃定与近似替换 ， 实质上就

是在千劂弃高阶无究上心 特别言之 ，所研究 的 量 的 全部无穷小增景都官干 用 V.们的微分来替换， 读

者都知道， 这归根结底也就是删弃高阶尤究生 所有这些指示的真正意义 ， 在例子中 （参看前 目 ）

得到 了最好 的说明

此处我们还想来说明 一个重要的情形 ， 即在所有这些简化与删弃的结果 中所得出的形如 (8) 的

微分方程

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 

原来并非是近似的 ， 而完全是准确 的O

总之， 假定以微分 dx 与 dy 替换增量 .6.x 与 .6.y 并且 在必要时 删弃较 .6.x 高 阶

的无穷小的项， 我们便得出了方程 (8) 可是如果我们没有做这个替换， 那么就没有 心 与 dy 而

是 .6.x 与 .6.y 了 ． 除此而外 ， 我们恢复所有删弃掉的高 阶无穷小， 并且移至右侧 ， 以 a 表示它们

的和 显而易见 o 也是高阶无穷小． 这样， 严格地来讨论， 我们所得出的就不是等式 (8) , 而是这

样一个等式：

P(x, y).6.x + Q(x, y).6.y = a, 

©函数 sn u, 看作是复变量函数时， 是所谓的椭 圆 函数 中最简单的一个 （是阿贝尔和雅可比引 入
的）

＠若积分 (14) 的上限取为 °', 则积分变成了 ＂反 常积分＇ ［参看后面的 479 目 ］ ， 因为在这个上限
处 ， 被积函数变为 oo 当应用积分 (16) 时 这个 困 难消失 了

配文和第348 目 末尾关千等式 dQ = q(x)dx 所述的相类似
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这是完全精确 的 现在用 .6.x 除其两侧，

.6.y a 
P(x, y) + Q(x, y) - = — 

.6.x .6.x ' 

并令 .6.x 一 0 取极限． 因为这时 i; _, o, 所 以在极限中我们得到等式

P(x, y) + Q (x,  y)y' = 0 或 P(x , y) + Q (也 ， y)皂 = 0,

这和等式 (8) 是一样的 因 此等式 (8) 也就是精确 的 了

· 207 · 

虽然我们在构成方程 的通常方法中， 表面上并不采取极限过程， 但是当我们删弃高阶无究尘
并 以微分替换增最时， 我们所作的正是极限过程

读者要注意 ， 我们决不是说删弃高阶无穷小总可得出精确 的结果 仅仅在这种情形下， 即若这

个删弃是贯悝始终的， 并且结果得出形如 (8) 的 ， 对千嗷分是线性的并同阶的方阻凡 才能保证它的
精确性 ［再和第 348 目 加 以比较!]

361 . 问 题 1) 气压公式． 问 题是要确定海拔高度 h(米） 与大气压力 p(克／米 2) 之间 的

关系
设想在海平面上有一块 1 平方米的平面， 我们来研究它所承受 的

空 气棱柱 此柱在高度 h 处 的截面的压力 p 取决于气柱在此截面上

的那一部分的重最 高度 h增加一个无穷小量 dh, 就使压力有一成
少 量- dp, 这 由 平面 (h) 与 (h + dh) 之间 的空气层的重量来测虽 （ 图
52) .  

- dp = sdh, 

其中 s 为压力 p 下—立方米空气 的重量 （克） 不难从波 义耳－马略特
定律引 出， 量 s 恰与压力 p 成正 比s = kp, 所 以最后 r

I/ : /\, 尺 l
> 勹 ' .:, 勺dp 

dp = -kpdh 或 — = — kdh,
p 

这 已 经是我们所熟悉 的形式的方程 了 ［参看第 359 目 问题 3) 与
4) (a) ] .  由 此

-kh p = p。e

若对千 h 来解这个方程， 那么我们就得到公式

h = .!:. 1n 竺
k P 

可 由 大气压力 p 来断定海拔高度 h.

海平面

图 52

昭物理学中所确定的 ， 常数 － 等于 （取整值）8000 X (1 + 0.004t) ,  其中 t 为大气平均温度． 如
k 

b。
果变成以 10 为底 的对数 （乘或除以模 M = 0.43) 并用气压度数的商 一 来代替压力 的商 匹 ， 于b P 
是便得出最后的公式

b。
h = 18400 ( 1  + 0.004t)  lg1 0

一
，b 

这个公式也可用以断定 任意二点， 若对应 的气压表度数皆为 如 与 b, 则其高度 h 相等．
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2) 缆与皮带 的摩擦 让我们来想象 一根缆 （皮带等等） 通过一广 固 定不移的 圆柱状的鼓形

轮， 缆与柱 面沿着某一条弧 AB 相接触 （图 53,a) , 与中心角 w( "抱角" ) 相对应． 设在缆的 A 端
加一力 So , 而在 B 端加一力 S1 .

如果在缆与鼓形轮之间有摩擦， 则力 况 可 以 支持住另 一端的甚至比它 自 己还大的力 ． 当 有

摩擦时 ， 这个力 况 可 以支持住的最大力 S1 是怎样的呢？

为 了要解决这个 问题， 我们先来研究滑动刚 刚开始时 ， 这时沿着缆的 AB 部分的张力 S 是如

何分布的 这个张力不是一个常拯 这从在点 A 与 B 的张力分别等于 岛 与 S1 , 就已经可以明

白 看 出 了

在 AB 弧上选取任意一点 M, 其位置由角 0 = ,!__ AOM 确定 我们来判断作用在对应千中心

角 d0 的缆的元素 对访｝ 上的力 是怎样的 首先， 在点 M 作用的张力 是 S(0) , 而在点 M' 作用的

张力是 S + dS(图 53,6) . 这两个力 的方向 是沿着鼓形轮圆周 的切线 为了要确定在所研究的元素
上的摩擦力 ， 须得计算法线上的力 dN, 此力将这个元素压 向 鼓形轮的表面． 它是 由 两个张力 的沿

径分域所组成的， 千是
d0 d0 

dN = S sin - + (S + dS) sin — 
2 2 

d\' 

a) 

B
 

B' 

图 53

dB dB dB 
此处可 以将 dS sin — 作为高阶无穷小而弃去， 并将 sin — 换成与之相抵的无穷小 一 （也就等千2 2 2 
弃去高阶无穷小） 最后

dN = SdB . 

因为摩擦力 与这个法线力成正比， 所 以用 µ 表示比例因数 （摩擦系数） ， 便得

dR = µdN = µSd0. 

摩擦抗阻所发生的运动， 所 以 力 dR 和在点 M 的张力 S 应该与在点 M' 的张力 S + dS 均

衡 ， 因 此
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dS = µSd0. 

我们又得到 了熟悉的形式的微分方程 它的解可 以立 即写出 （考虑到初始条件当 0 = 0 时 S = So) 

S = S。eµ,0

最后 ， 设此处 0 = W, 便得

匠
这个正要的公式是欧拉导 出 的

3) 泊松 (S . D .Poisson) 公式 我们来确定单位质植 (1 克） 的理想气体在绝热过程中 （就是说

在气体与 周 酣环境间完全没有热的交换情形下） 体积 V 与压力 p 的关系

气 体 的状况除掉罣 V 与 p 而外 ， 还 由 它 的 （绝对） 温度 T 决定 不过这些量并非是彼此无关
的， 它 们 由 熟知 的克拉珀 龙公式

pV = RT(R = 常釐） ( 17) 

联系着

我们来确定， 为了要将气体从状况 (p, V, T) 变到无限接近 的状况 (p + dp, V + dV, T + dT) , 

所需消耗的能 dU ( 以热的单位计） 的数掀如何

转变的 过程 可 以 想象是 由 两个 阶段组成的 在第一个 阶段 ， 气体的体积 V 胀大 dV, 而在第
二个阶段 气体的温度 T 在固定 的体积之下 改变 dT

因要 叶算气 体字胀的元素 功 为 了 勹单起见我 们 假定所研究的气体质屾是在一个 圆 筒里， 一

面为一活奉 参看第 354 目 2)] 从气体方面作用 到活峚上的力是 pQ, 其中 Q 是活塞面积 倘使

当 气体膨胀时， 活奉移动 了 距离 ds, 那 么气体所作 的功就等于 pQds, 或 pdV( 因 为 Qds = dV) . 
这样就表出了功 用普通 的功的单位 ， 比如说， 用克米 （如果 p 是给成克／平方米 ，V 是给成立
方米） 想要确定消耗在这功上的热， 须将所得表达式乘上所谓 “热功当量" A = 卡／克米 ， 便
得到 ApdV.

温度变化 dT 需热 cv dT 卡， 此处 cv 为在固定体积下的气体热容量． 加在一起 ， 便得

dU = cvdT + ApdV. 

由 此不难消去 dT 事实上， 将公式 (17) 微分而有

由 此

将此表达式代入公式 ( 18) , 就得到

pdV + Vdp = RdT, 

1 
dT = — (pdV + Vdp) , 

R 

CV cv + AR 
dU = -Vdp +  R R 

pdV. 

( 18) 

( 19) 



· 2 10 · 第十章 积分学在几何学 、 力 学与物理学中 的应用 [361] 

可 以证明 ， cv + AR 恰恰就是在 固 定压 力 下的气体热容量 今 ® , 于是最后- - - �  -- - - -� - -- - -, 

勹三产＋巨:�勹
现在我们 回 到开头所作的假定上来 ， 过程是绝热进行的； 千是 dU = 0 这样一来我们便得到

联系 p 与 V 的微分方程

cv V dp + CppdV = 0 或 亨 + k罕 = 0 (其中二二二）
积分之 ， 即得

此即泊松公式

©如果从 (16) 中定出

并代入 ( 15) , 则得

, - -- -勹

ln p + k ln V = 0 或 i pV k = C\ l 七 － － －－

pdV = RdT - Vdp 

dU = (cv + AR)dT - AVdp 

设其中 p 为常量， 即 dp = 0 便得出 等式

dU = (cv + AR)dT, 

这就证明 了 cv + AR 即是 Cp
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362 . 基本概念 设给定某一无穷序列

从这些数所作的符号

a1 , a2 , a3 , · · · , a九 ， ． ． ． ．

a1 + a2 + a3 + · · · +  an + ·  · · 

叫做无 穷级数 ， 而 (1) 中各数叫做级数的项 利用累加记号 lj' 常把 (2) 写作

立n ,
n=l 

这里指标 n 通过所有 由 1 到 oo 的值CD .
依次把级数的各项加起来 ， 作 （无穷多个） 和

(1 )  

(2) 

(2a) 

A1 = a1 , A2 = a1 + a2 , 心 = a1 + a2 + a3 , · · · ,  An = a1 + a2 + ·  · · + an , · · · (3) 

这些和就 叫做级数的部分和（或段 ） ． 以后我们将时常把这个部分和的序列 { An} 跟
级数 (2) 相参照 因为 (2) 这个符号正表示上述序列的结果 ．

如果级数 (2) 的 部 分和 An 当 n --+ oo 时具有 有 限或无 穷 （但有确 定 的 正号 或 负
号 的）极 限 A:

A =  lim An , 

©但是， 级数的项的下标， 不从 1 开始 ， 而从 0 或任何一个大于 1 的 自 然数开始， 有 时是更方
便的
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那 么 这个极限就 叫 做级数的 和 并 写

00 

A = a 1 + a2 + · · · +  an 十 ． ． ． ＝ 叉 an ,
n=l 

[363] 

这就给 了 符号 (2) 或 (2a) 以数值的意义如果级数具有有 限 和 ， 就 叫 它 是收敛的，相

反 的情 况 （ 即 是 ， 如果和等 于 土oo, 或根本没 有和）， 就 叫 它 是发散的

这样， 级数 (2) 收敛 的 问 题 按照定义 就与序列 (3) 的 有 限极 限存在 的 问题相

同 相反地， 无论事先取什么样 的序列 X = Xn (n = l , 2 , · • · ) , 这个序列 的 有 限极 限存

在 的 问 题都可 以化成级数

Xl + (x2 — X1 )  + (x3 一 心 ） +· · · +  (xn - X九- 1 ) + . . . (4) 

收敛的 间题， 序列 X1 , X2 , X趴 ， 环， 的顺次的每个值恰恰就是级数 (4) 的部分和

而且级数的 和就与序列 的极 限一致

换句话说 研究无穷级数及其和不过是研究序列 及其极 限 的 一种新的形式 但

是 ， 读者在 以后 的叙述 中 可 以看到 无论在确 定极 限本身存在 的 时候 ， 或者在计算这

极 限 的 时候， 这种形式都显示着 无法估价 的 优越性 这种情况就使无穷 级数成为数

学分析及其应用 中 最重要 的研究工具

363. 例题 1 ) 无穷级数的最简单的例子是读者熟知的几何级数．

a +  aq + aq2 + •  · · + aqn-l + · · · 

这个几何级数的部分和是 （如果 q cf 1 )  

a — aq 
s九 ＝

l — q 

如果级数的公 比 q, 其绝对值小于 1 , 那么 ［如我们 已 经知道的，25,7) ]s九 具有有限极限

也就是所说级数收敛 ， 而 s 是它的和

a 
S = 

1 - q '  

当 lq l � 1 时， 这个级数就是发散级数的例子 如果 q � l , 级数的和就是无穷 （有确定的正
号或负号）， 在其他清形下 ， 和根本不存在 我们指出 ， 特别地 ， 当 a = 1 及 q = — 1 时， 就得到一

个有趣的级数：
1 - 1 + 1 — 1 + . . .  三 1 + ( - 1 ) + 1 + (- l)· ·· CD

这个级数的部分和轮流地一会儿等千 1 , 一会儿等于 0
2) 展开成无穷小数

Co · C亿江3 . • .  坏 . . .

© 如 果 级数的某一项是负数a = -b(其 中 b > 0) ,  那 么 可不必写作 + (-b) 十 ， 而写
作 - b + 我们强调 ， 这丿上级数的项仍然是 -b, 而巠竺L
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的实数 a[9] , 显然是下列级数的和：

C1 C2 C3 Cn 
a =  Co + — + — + — . . . . . .  

10 102 103 ＋ ＋  
10九

＋ 

3) 按照 (4) 的样式作成的级数

立 （三） = f [ln(n + 1 ) — In n] 
n = l  n = l  

显然是发散的， 因为 ln(n + 1 )  -----> oo 

4) 在同样的想法下 ， 构造如下级数 （其中 a 是任意不同千 — 1 , —2, —3, 的数）

立 ） (
1 

) 三 文 [
1 — 1 1 

n = l  
a + n  a + n + l  a + n  a + n + l ] = 

a + l ' 
n = l  

文 ， 1
'

n=l 

三 立 [ ( 1 1 1 

n=l 
a + n) (a + n + l)

—
(a + n + l) (a + n + 2) ] = 

2(a + l ) (a + 2) ' 

并 且 ，
一般地 ， 对任意整数 p � 1 :

产 1
n=l 

p(0: + 1) .-. .  (0: + p) 

5) 可类似地讨论级数

t t�

n

�:n 
= t C - �  泸 - 1

—
1 —lx2n )

其中 x 是不同于 土 1 的任意固定数， 因其第 n 个部分和等于

1 1 
1 - x l — X沪 ＇

1 
当 lx l < i 时级数收敛于和 —王＿ ， 而 当 fx/> l 时， 级数收敛于和

1 — X 1 — X 

6) 容易确定级数

文 上 = 1 + 上 十 上 上
石 迈 嘉

＋ ＋  
石

＋ 
n=l 

的发散性 实 际上， 因为这个总投仗的项是递降的 ， 所 以它的第 n 和

1 1 1 +  72 + 言 + · · · +
7n

> n ·
7n

= fo

但这个第 n 和随着 n 的无限增大而趋于无穷

7) 最后， 我们 给出一个值得一提的序列 的例子·

1 1 1 
如 = 1 +  1! 十 百 十 ． 十 兄 ＇

· 213· 
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关于这个序列 在第 37 目 中我们 已证明过它趋于数 e 这就等于断定:e 是下面无穷级数的和

1 1 e = 1 + TI 勹 ＋ ＋ 矿 + · . . = l + L 点
n=l 

回忆一下第 37 目 中数 e 的近似计算 ， 从这个例子， 读者可 以看出继续引进愈来愈不紧要的
校正数的好处 ， 这种好处就在于这些校正数是把用部分和的形式表不出 的 e 的近似值来逐步地加
以改进

364. 基本定理 如果在级数 (2) 中弃去前面的 m 个项 ， 就得到级数

am+l + am+2 + ·  · · +  am+k 十 ． ． ＝ 叉 an , (5) 
n=m+l 

即所谓级数 (2) 第 m 项后 的余式
10 如 果级数 (2) 收 敛 ， 则 它 的 任何 一 个余 式 （气）也收敛； 反之， 从余式 (5) 的

收敛性可推 出 原 来 的 级数 (2) 的 收敛性

固定 m, 并用 A� 起示级数 (5) 的第 K 个和

A� = am+l + am+2 十 ．十 am+k

于是， 显然
丛 = Am+k — Am . (6) 

如果级数 (2) 收敛 于是 An --+ A, 那么 当 k 尤限增大时 就存在一个有 限

极限
A' = A — Am (7)  

而对于和 A� 来说 这就表示级数 (5) 的收敛性
反之 如果已 知级数 (5) 收攷 于是 A� -----+ A' 那么在等式 (6) 中令 k = n — m( 当

n > m 时）， 改写等式 (6) 成为

九 = Am + A�-m ; 

由 此就可以看出， 当 n 无限增大时， 部分和 An 具有极限

A =  Am + A' , (8) 

即是 级数 (2) 收敛
换个说法 弃 去级数前 面 的 有 限个 项 或在级数前 面加进若干新 的 项 ， 并 不 影 响 级

数 的 性质 （在级数的收敛性或发散性的意义上的性质）
不用 A' 而用符号 O'.m 表示级数 (5) 的和 （如果级数 (5) 收敛的话）， 新符号的下

标指出在什么项以后取余式 于是公式 (8) 与公式 (7) 可改写成下面的形式

A = Am + am 心m = A — A问 (9) 
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-
,/夕
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如果把 m 增大到无穷， 则 A,九 --+ A ,  而 O:m 一 0 所以·

· 215 · 

沪 如果级数 (2) 收敛， 则 它 的 笫 m 项 后 的 余 式 的 和 O:m 随着 m 的 增 大 而 趋

于 o.

我们提 出 收敛级数的如下的一些简单性质

30 如果 以 同 一 因 数 c 去乘收敛级数 (2) 的 各 项 ， 则 它 的 收敛性并不 受 到 破坏

（而仅仅在和上乘以 c)

实际上， 级数
ca1 + 以为 十 ． ． ． 十 can + · • ·

的部分和数 兀 显然等于

瓦 ＝ 如 ＋ 心 + · · · +  can 
= c(a1 + a2 + · · · + an) = cAn 

并且具有极限 cA .

40 两 个收敛级数

A = a1 + a2 + ·  · · + an + ·  · · 

与

B = b1 + b2 十 ． ． 十 加 + · · ·

可 以 逐项 相加 （或相减） 于是级数

(a1 土 奶 ） + (a2 土 伈） + · · · + (an 土 加） ＋ ．

也收敛， 而 它 的 和相应地等 于A 土 B

如果 An , Bn 与 C九 分别表示上述级数的部分利 那么， 显然 ，

Cn 
= (a1 土 仇 ） + (a2 土 b凶 + . . .  + (a九 土 加）

= (a1 + a2 + · · · + an ) 土 (b1 + 伈 + · · · + bn ) = An 土 Bn

取极限， 得到

Jim Cn = lim An 土 !im Bn ,

这就证明 了 我们 的论断

铲 收敛级数的通项 an 趋 于 0.

这也完全可用初等方法来证明 既然 儿(An- 1 也与 心 一样） 具有有限极 限 A ,

所以

an
= An

— An- 1 一 0.

上述断言 中包含着我们时常要利用 的级数收敛性的 必要条件当 违反这一 条件

时， 级数显然是发散的 但这是很重要 的 就是应该强调这个条件本身并不是级数收
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敛性的充分条件 换句话说 即使在 这一条件 满 足 时， 级数也可 能发散上 面 [363,3)
与 6) ] 考察过的级数

立 (1 + 勹） -
00

上n 勹 区 五n=l n=l 

就可作为这种情形的例子； 读者在以后还可发现这种情形的许多别的例子

§2 .  正项级数的收敛性

365. 正项级数收敛的条件 关于确定每项都是非负的级数收敛 （或发散） 的间
题 可极简单地得到解决， 为简短起见 我们 把这种级数简单地叫 做正项级数

设级数

产 an = a1 + 迈 + · · · + an + · · · (A) 
n=l 

是正项级数， 即 an � O(n = 1 , 2 , 3 , · - · ) 于是， 显然

An+l = 丸 + an+l � 归

即是， 序列 心 是递增的 回忆单调整序变量的极限的定理 [34] , 我们就直接得到在

正项级数理论 中的下面的基本定理

正项 级数 (A) 恒有和， 如果级数 的 部 分和上有界， 这个和是有 限 的 （因 而 级数是
收敛的）， 在相反情 形 下 ， 这个和就是无 穷 的 （因 而 级数是发散的 ）

正项级数收敛 （或发散） 的所有的判别法 ， 归 根到底， 都是根据着这条简单的定
理的 但是 ， 只 在很少的情形下才能直接应用这条定理去判断级数的性质 下面就是
这种应用的例子．

1) 考虑调和级数©

显然有下列不等式：

立 = 1 心 + � + - · · + ; 十

n=l 

1 1 1 1 1 
n + 1 + n.+ 2 + ·  · · + 玩 江 五 = 2

如果在弃去前两项后， 把调和级数其余的项逐次按每组 2, 4, 8, · · · ,  2k-l , 个项分成若干组

1 1 1  1 1 1 1  1 1 1 － ＋ － － ＋ － ＋ － ＋ － －  
3 4 ' 5 6 7 8 ' 9 

十 ． ． ． 十 — . . .16 ' ' 泸- 1 + 1 、 、 V , ' V , 

+ · · · + — 
2k 

2 22 泸 2 k - l  

( 1) 

O这个级数从第二项开始的每一项， 是相邻两项的调和中项［数 c 叫做数 a 与 b 的调 和 中 项 ， 如
果 ＝ 1 1 1 ： 古 飞） 的话 ］
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那么， 这些和中 的每一个和都大于 ! ; 在 ( 1) 中轮流令 n = 2, 4, 8 ,  · · · , 2k- l , · 就容易断定这件2 
事实的成立 我们用 Hn 表示调和级数的第 n 部分和， 于是 ， 显然 ，

1 
H泸 > k ·  一 ．2 

我们看出， 部分和不可能上有界 ， 故级数有无穷和

我们在这里单提到一点， 即 当 n 增大时，H九 增加得很慢 例如 ， 欧拉 曾经计算过

H1000 = 7.48 //, H1000000 = 14.39 · · · , 等等

以后我们 有机会来更精确地叙述和 H九 增加 的情况 [367, 10)] 

2) 现在考虑—个更普遍的级数

飞 ( S ) £ � =  1 + f. + 卢 ＋ ＋ 卢
n = l  

, r , I 

其 中 s 是一个任意实数， 例题 1 ) 的级数正好就是这个级数的一个特殊情形 （ 当 s = 1 时）
例题 1) 中的级数相似的缘故 ， 这个级数也叫 做迥卫竺巠

因与

因为当 s < 1 时， 所考虑级数的各项大千例题 1 ) 中级数的相应项 ， 所以 ， 在这一假定下 ， 所

考虑级数的部分和就更加不可能上有界 ， 千是级数发散

现在研究 s > 1 的清形， 为方便起见令 s = 1 + a-, 其 中 a- > 0 

与 ( 1 ) 类似 这次有

1 + 1 
(n + l) 8 (n + 2) 8  

十 ． ．

像上面一样 ， 逐次分所有的项成若千组．

1 1 1 + < n •  — = — . 
(2n) 8 n8 n" 

1 1 1 1 1 1 1  1 1 1 - + - · - + - + — + — · — + . . .  + — . . . . 十 ． ． ． 十扣 4s ' 驴 5s 7s 8s ,  伊 15s , ; (2k-l + l) s (2吓
＇、 ' V , ' V 

, 

2 22 23 

利用 (2) 容易证明 这些和分别小于几何级数的下列各相 当项

2 k - l  

1 1  1 1 1 1 1 
了 了

=
(2宁 ＇ 沪

=
(2宁 '

. . . ' (2k-l ) " = 
(2" ) k -l 

在这样的清形下， 显然无论怎样取所考虑级数的部分和 ， 这个部分和总小千常数

1 
1 

L = l + 2" 
2s 

1 - 』
2" 

因而， 级数收敛

(2) 

［依 s 的值而决定 的这个级覃的 ， 主芒二主荎鱼堕黎竺亘数 ((s)�这个亟旦丘塾主主主主主

要的作用 ］
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366. 级数的 比较定理 正项级数的收敛性或发散性， 常常用把它跟另 一个已
知 为收敛或发散的级数相 比较的方法来确定 下 面的简单定理就是这种比较法的
基础

定理 1 设给定二正项级数
心／

／ 区 an = a1 + a2 + ·  · · +  an + · · · 
n=l 

产 加 = b1 + 仍 + · · · + bn + · · · 

n=l 

(A) 

(B) 

如果 ， 至 少从 某 处 开始 （比 方说 ， 对 于 n > N) , 不 等 式 an � 加 成 立 ， 那 么 ， 从级数

(B) 的 收敛性就可推得级数 (A) 的 收敛性， 或 者 同 样地 从级数 (A) 的 发
散性可推知级数 (B) 的 发散性 ．

证明 根据弃去级数的前面有 限多个项并不影响级数的性质这一事实 [364 , 1° ] ,
不失普遍性 ， 我们可以认为 对于所有的值 n = l ,  2 ,  都有 a卢乏 bn 分别用 儿 与
凡 表示级数 (A) 与 (B) 的部分和 ， 即有

An � Bn , 

设级数 (B) 收敛， 于是， 按照基本定理 [365] , 和 凡 有界

En � L  (L = 常数， n = 1 , 2 , · · · ) .  

由 千上面的不等式， 更加有

An � L, 

再依 同样的基本定理 ， 就引 出级数 (A) 的收敛性．

由 定理 1 推出的下述定理 ， 有时在实用上更为方便 ：

定理 2 如果极 限©

lim 生 = K (0 � K � +oo) 
bn 

存在， 则 从级数 /(B) 的 收敛性， 当 K < +oo 时 ， 可推得级数 (A) 的 收敛性， 而 从级数

(B) 的 发散性， 当 K > 0 时， 可推得级数 (A) 的 发散性 ［ 由 此可见， 当 0< K < +oo 

时二级数同时收敛或同时发散］

O在此我们假定 bn -I- 0 ／
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证明 设级数 (B) 收敛且 K < +oo 任取一数 E > 0, 依极限定义， 对于充分大
的 n, 有

竺 < K + E, 由 此an < (K + E)bn bn 

由 于 364,3° , 以 常数 K +. E 乘级数 (B) 的各项所得到 的级数 �(K + s)如 与级数 (B)
同 时 收敛 由 此， 按照上面的定理 推得级数 (A) 的收敛性

如果级数 (B) 发散且 K > 0, 则在此情形下， 相反的 比值 处 具有有限极限； 级an 
数 (A) 一定发散， 因为 如果级数 (A) 收敛， 则 依上面的证明 ， 级数 (B) 也收敛， 这与
假定相矛盾

最后 ， 再讲一个 比较定理 ， 这也是定理 1 的推论

定理 3 如果 ， 至 少从 某 处 开始 （ 比 方说， 对 于 n > N) ,  不 等式©

』-
bn

＜
 

1
 

+
n

 

n
a

 

a
 (3) 

成 立 ， 那 么 ， 从级数 (B) 的 收敛性可推知级数 (A) 的 收敛性 ； 或者 同 样地 —-

从级数 (A) 的 发散性 可推知级数 (B) 的 发散性

证明 与定理 l 的证明 一样 ， 不失普遍性， 可 以认为， 不等式 (3) 对于所有 的 值
n = 1 , 2 , · 都是正确 的 在这情形下 ， 有

吵 伈 a3 伈 an 如- � — — < - . . . —— . 
a1 仇 ' a2 '---- 伈 ＇ ， 知-1 � b冗- 1

逐项把这些不等式相乘起来 ， 得到

an 加 a1— < — 或 an 冬 一 · bn
a1 从 b1

(n = l , 2 , · · · ) . 

设级数 (B) 收敛， 则 以常数 竺 乘级数 (B) 各项所得的级数 区 竺 加 与级数 (B) 同b1 bi 
时收敛 于l· 按照定理 1 , 级数 (A) 也收敛 证毕

现在i 一些直接应用 比较定理来确定级数的收敛性或发散性的例子

367. 例题 i) I:00 
九= l 1 + 沪 (a > 0) . 

如果 a � 1 , 则违反 364,5° 收敛性的必要条件 ， 因 而级数发散． 当 a > 1 时， 级数的每一项
小于收敛级数 区 （－ 的各相 当项 ， 故级数收敛 （定理 1)

2: 艺了�' /;�1',"�效， 因为

(n!)2 
= n! 1 

(2n) ! 沪 (2n - 1) ! !
< �

。在此当然假定 an 与 bn 都了言
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（定理 1) .
X 

3) 艺了� I 沪 · sin — (0 < X < 耘） ．

因为
沪

2n X 2 n 
• sm � <  x · (3) 

2 n 
且级数 区 (3) 收敛 ， 所 以 给定级数也收敛 （定理 1)

[367] 

4) 重新 考 虑 调 和级数 区了�1 - 并 按 照 定 理 2, 把这个 级数跟 已 知 其为发散 的 级 数n 
1 

艺了�1 [ln (n + 1) — In 叫 ＝ 言�=1 In (1 + ; ) [363,3] 相 比较 因为 [77,5) (a) ]

所 以 由 此就推得调和级数的发散性

lim 
In (\十 �) = 1 

n 

或者按另一种方式． 把有限增量公式应用到区间 [n, n + l] 上的函数 ln x 上去， 得到

1 
ln (n + 1) — In n = —— (0 < 0 < 1) .  

n + 0 

在这清形下 ， 调和级数的各项都大于这里的各相当项 ， 因而更加是发散的 （定理 1)

5) 类似地当我们把级数 �
00

n=l nl+a （当IJ' > 0 时） 跟 已知为收敛的级数 汇二 [ 仇 — 1)"

产］ 相 比较时 ， 可 以重新确定前者的收敛性 ． 把有限增量公式应用到区间 [n — 1 , n] 上的函数 —
X" 

上去， 得到
1 1 /J' — = 

仇 — 1)" 忙 (n - 0) l+a (0 < 0 < 1) .  

这样， 当 n � 2 时，

产�a < � [仇 — \) a — 卢］
由 此 ， 按照定理 1 , 就推得所考虑 的级数 的收敛性

6) 为要用类似的方法得到新 的结果 ， 考虑级数 �
00 (这个级数 的各项 比调和级数的n=Z n ln n 

各相 当项更小） ．

把这个级数跟 已 知其为发散的级数
00 

区 [In ln(n + 1) — ln ln 叫
九=2

相 比较 应用有限增篮公式到区间 [n, n + 1] 上的函数 ln ln x 上去， 得到 ：

In ln(n + 1) — In ln n = 1 __ , /l, ,_ 1_ , n, (0 < 0 < 1) ,  

由 此， 按照定理 1 , 我们断定 ， 各相 当项更大的给定级数更是发散的 ．

7) 跟调和级数 4) 及 5) 相 比较使我们能够确定许多级数的性质． 依定理 1,

(a) 艺�=l
1 

发散
1 

> 
1 

� � n + l ; 
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(6) z:== 1 
收敛

1 
< 

1 
n=1 Jr石言了 J石言飞 n3/2 ' 

(B) L
00 (p > O) 发散 (ln n)P < n(对于充分大的 n) ;n=2 (ln n)P 

(r) Loo 
n= I 

n! n! 2 
一 收敛 — < - (对于 n > 3 ) ,  
沪 沪 沪

（江） 立了�2
1 

收敛
1 = 1 1 

( ln n) ln n ( ln n) ln n nln ln n ＜ — （对于充分大的 n) ;沪
1 1 

( e) 艺了�3 收敛 = 
1 1 

( ln ln n) ln n (ln ln n) ln n nln ln ln n n2 ＜ — （对于充分大的 切，
1 1 1 1 1 

( )I( l I: 00 发散 = > — = — n=3 ( ln n) ln ln n  (ln n) ln ln n e(ln ln n)2 el n n  n 

1 
8) 按照定理 2,
(a) z:= = 

n=n。 (a + bn)8 (b > O) 当 s > 1 时收敛， 当 s (; 1 时发散．

( 6) 艺了� ]

1 1 1 . - — 一 — ·
(a + bn)8 妇 bs ,

1 1 1 发散： ： — 一 1;
n 环 n 霾 n

（对于充分大的 n) .

· 221 ·  

X X l X 
(a) z:=:=1 sin ; (O < x < Jr) 发散sin n ;  n 一 x; 类似地， 级数 艺了�1 ln ( l + ;) (x > 0)

及 艺了� l ( 妒i - l) (a c/= 1) 也发散，

(r) 立了� l ( 
X 1 - cos ; ) 收敛： 1 - cos — X 

n 
1 X 2 

— 一 —
2 2 . n 

l �  牛 o )

9) 下面是这种类型 的更复杂的例子．

(a) 艺了� l (三）
n 

1 
用 Xn 表示这个级数的通项对 － 的 比值．

n 

In Xn = In n + n In ( 1 - 兰） ．
利用在 125,5) 中讲到的 ln( l + x) 的展开式 ， 可 以写 出

l In n In n 1 In n 2 In n n ( 1 —
n ) = —

n 
- 2 ( n ) + an • (三

其中 an 一 0, 当 n ---> co 时 于是

ln xn = - � . ln2 n ln2 n 
2 

+ an · 一 0,

2n + 1 
因 而 Xn 一 1 即所给 的级数发散 ．

(6) 立了: 1 (n ln 
2n - 1 — 1) 

这儿也利用 ln( l + x) 的展开式 ， 有

n n 

2 

In 2n + 1 = In ( 1 + 
2

) = 2 1 2 2 1 2 3 2 3 
2n — 1 2n - 1 2n - 1 

-
2 ( 2n - 1 ) + 

3 ( 2n — 1 ) + 釭 ． （ 加 - 1 ) '  

其中 釭 一 0, 当 n ----> co 时， 于是

n In �� � � - 1 = 
3!2: �

3

1)  
. ( 2n� — 1 ) 

2 
+ f3n · 2n

8
: 1 · ( 2n� — 1厂
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1 
这样 ， 所考虑的级数的通项对 的比值具有极 限 － ， 所以我们所考虑的级数收敛(2n — 1 ) 2 3 
10) 最后 ， 考虑级数

文 (¾ — In
n

! 1 ) 
n=l 

我们 已 知 [133,4)]

ln( l + x) < x (x i= 0, — 1 < X < +co) 

利用这不等式 ， 可以 写 出 ·

同 时

于是

n + 1 1 1 In 
n 

= In (1 + ;: ) < ;: , 

n + l 1 1 ln 了- = - In
n : 1 = — In ( 1 — 言了） ＞ 言

1 n + l 1 1 1 1 
0 < - — ln < — - = < — . 

n n n n + 1 n(n + 1 ) 祒
1 

由 此可见 给定级数的各项都是正的且小于收敛级数 汇 — [365,2) ] 的各相 普项， 因 而 给n2 
定级数收敛

如果用 C 表示这个级数的和 则 部分和

t ( ½ - In 勹 l
) = Hn — ln(n + l) -----> C 

( Hn 总是表示调和级数的部分和） 这儿可以用 In n 代替 ln(n+ l ) , 因为它们 的差等于 In (1 + — , 1 
n) 

这个差趋于 0 最后 用 ％ 表示某一无穷小 对于 Hn 我们有一个著名的公式

Hn = ln n + C + 飞 (4) 

这个公式表明 ， 当 n 无限增大时 ， 调和级数的 部分和 Hn 像 In n 一样增大

公式 (4) 中 固定的常数 C 叫 做欧拉常数这个常数的数值 （它是从另外 的 办法计算 出来的）

是这样的

C = 0.577 215 664 90 · · · (5) 

368. 柯西判 别 法与达朗 贝尔判别法 把给定级数

产 an = a1 十 迈 +··· + an + ·· · (A) 
n=l 

跟不 同 的 已 知 为收敛或发散的标准级数寸相 比较， 能够引 出其他 的 可 以说是更有组织
性 的形式 56)

56) 如 同前一 目 ， 级数 (A) 假定是正项级数
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为了 比较， 我们一方面选取收敛的几何级数

切n = q + q2 + . . .  + qn + . . . (0 < q < 1 ) ,  

他方面选取发散的级数

作为级数 (B)

I:1 = 1 + 1 + ·  · · + 1 + · · · 

· 223 · 

按定理 1 的方式把所考虑的级数跟上述二 级数相 比较， 可得到下列的判别法·

柯西判 别 法 对级数 (A) 作序列

心 ＝ 卢

如果 当 n 充 分 大 时 ， 不 等 式

Cn :s; q 

成立 ， 其 中 q 是 小 于 1 的 常数，则 级数收敛， 如果从 某 处 开始，

Cn � 1 ,  

则 级数发散

实际上 不等式 沪言 冬 q 或 妒百 ;:? 1 分别与不等式 a冗 冬 q九 或 an 3 l 相 当
剩 下的事只是引 用定理 1 了©

可是 这个判别法常常采用另 一种形式 － —极限 的形式

假定序列 C冗 具有极 限 （有 限的 或 无 穷 的 ）

lim Cn = C . 

那 么 当 C < l 时 级数收敛 ， 而 当 C > 1 时级数发散

如果 C < 1, 则取小于 1 — C 的正数 c, 于是 C + c < l 依极限定义， 对千 n > N,
有

C — c < Cn < C + E: .  

数 C + c 与上述公式中 q 的作用相 同 ， 故级数收敛

如果 C > 1 (并且是有限的） ， 则取 c = C — 1 , 于是 C - c = 1 ,  这次对于充分大的
n, 即 有 Cn > l ,  故级数发散 当 C = +oo 时也有类似的结果

在 C = l 的情形下， 这个判别法就不能够判断 出 级数是否收敛

序列C冗 叫 做柯西序 列

©级数的发散性 ， 当然， 可 以简单地引 用违反 364,5° 中 收敛性 的必要条件这一事实来确定
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如果依定理 3 把级数 (A) 跟上述的作出的标准级数相 比较， 就可得到下面的判

别法．
达 朗 贝 尔 (d'Alembert) 判 别 法 考虑对 于级数 (A) 的序列

Dn = an+l  
an 

如 果 当 n 充 分 大 时 ， 不 等 式

氐 :s: q 

成 立， 其 中 q 是 尘主」 的常数一则 级数收敛， 如果从某 处 开 始 ，
． ．  

Dn � l , 

则 级数发散CD .

在这情形下，也是利用下列的极 限形式更为方便·

假定序 列 訧 具有极 限 （ 有 限的 或 无 穷 的 ）

lim Dn = D. 

那 么 当 D < l 时级数收敛， 而 当 D > 1 时级数发散，

证明 与柯西判 别法证明 的情形一样
如果 D = 1, 这 个判 别 法就 不 能 决 定级数是 否 收敛 ．

序列 釭 叫做达朗四尔座竺
在例题 77,4) 中我们看到 从序列 m 的极限的存在性就可以推出序列 心 的极

限的存在性，并且两个极限相等 由 此可见， 在所有用达朗 贝 尔判别法对级数的收敛
性 问 题 能够得到答案 的情形下 ， 利用柯西判 别法也可以得到答案 在下面的例子中

我们可以看出， 相反的断言是不正确 的， 因 而柯酉判别达逞工j

实用上 ， 利用达 朗 贝 尔判别法通常是更简单些

369. 拉阿伯判别法 在上述那些判别法不适用的情形下 ， 必须采用更复杂的判
别法， 这些判 别法是根据把所考察 的级数跟另 一些标准级数 （这些标准级数比起调
和级数来可以说是收敛的 ＂较慢” 或发散的 ＂较慢" ®) 相 比较而得到的

在这儿我们就来研究拉 阿伯 (Raabe) 判别 法 ； 这个判别法就是利用定理 3 把给

定级数 (A) 跟收敛的调和级数

产 1 1 1 
石 = 1 + 歹 ＋ 乐 十 ． ． 十 石

十 · · · (s > � (Hs) 
n=l 

©这儿 级数的发散性也可从违反收敛性的必要条件直接推出 事实上 ， 如果 知+ 1 ) 1 或 an+ l )
知 ， 则 a九 不能趋于 0

＠参看 375,7)

an 
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及发散的调和级数

产 』 = 1 + 』 + ! + · · · + 丿 十
n 2 3 n n=l 

相 比较而得到 的． 在此必须研究拉阿伯序 列

劂 = n (二
1

— 1) .

拉 阿伯判别法 如果 当 n 充 分 大 时 ， 不 等 式

冗n � r

成立，其 中 r 是大 于 1 的 常数 ， 则 级数收敛； 如果从 某 处开始

冗n :S: l ,

则 级数发散

这样， 设 n 充分大时， 即 有

n (二:
1

— 1) > r > l 或
a

::
l > l + ; 

现在取介千 1 与 r 之间的任意数 s : r > s > l 因为根据已知的极限关系 [77, 5) ]  

( 1 + 2- r - 1  
Jim n 

= s  
n---->oo 

n 

那么对千充分大的 n 有

(1 + � r — l 、 丿 s �
1 < r 或 ( 1 + ) < 1 +  , 

n 

因 而

二 ＞ （三）
S

n n 

这个等式可改写为如下形式

1 
an+ l < (

n 
r = (n + 1 )8 

an n + l 1 
ns 

等式右端是级数 (Hs ) 的相继 的两项； 应用定理 3, 便可断定级数 (A) 收敛
如果从某处开始

｀三- 1) 勹 ，

(H) 
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则由此立 即得到

第十一章 常数项无穷级数

1 
竺 > n n +  1 . 

/ 

an n + 1 1 ' 
n 

把定理 3 应用到级数 (A) 与级数 (H) 上， 就可断定级数 (A) 的发散性
拉阿伯 判别法也多半是应用极限的形式
假定序列 冗冗 具有极限 （有 限 的 或 无 穷 的 ）

lim Rn = R. 

那 么 当 冗 > 1 时级数收敛， 而 当 冗 < 1 时级数发散

[370] 

比较达朗贝尔判别法与拉阿伯 判别法， 我们看出 ， 后者要 比前者强得多 如果极

限 D = lim Dn 存在且异千 1 , 则对于 贮 = n - ( 2- — 1) 当 D < 1 时有等千 +oo
Dn 

的极限 冗， 而 当 D > l 时有等于 —oo 的极限 冗 由此可见 如果达 朗 贝 尔判别法

对千给定级数的收敛性问题 能够得到答案 则拉阿伯判别法就更加能够得到这答案
而且，所有这些情形都被 冗 所可能取的值中的两个值 即 冗 ＝ 土O O 包括净尽 这样
一来，对于收敛性问题也可以得到答案 的所有其余的 R 值 （除 冗 = 1 外） ， 就对应于
达 朗 贝 尔判 别法 由 于 D = 1 而不能给 出 确定答案的那些情形

但是， 就在这 儿 当 冗 = 1 时我们仍然不 能 回 答级数是否收敛 的 问 题， 在类似的
情形下 （这是非常少的） 就必须采用更为细致而复杂的判 别法 ［参看下面第 371 目
的例题 ］

现在讲一些例子

370. 例题 1)
墨尸叭忆还咄到下列各级数

(a) Loo 仆 I 1 TI = n=2 (ln n)n ' In n ' C 0 :  级数收敛，

(6) z:::oo ( X n 
n=l -) (x > O) , Cn = — , C = 0 :  级数收敛

国 立二 （勹 （X > O; an 是具有极限 a 的正数序列） ， Cn = — 如果 a = 0, 则 C = +co,  an aTI 
因而级数发散； 如果 a = +co, 则 C = 0, 因而级数收敛， 最后 ， 当 0 < a <  +co 时有 C = 巴 ， 级
数的收敛与否就决定于 x: 当 X < a 时级数收敛，当 X > a 时级数发散 当 x = a 时， 在一般情
形下不能判断 出级数是否收敛， 级数的收敛与否要 由 an 接近于 a 的特性来决定

2) 把达朗贝 尔判别法应用到下列各级数
(a) 1 + z:=了� 1

x九

n! (x > 0) , 仅0 = -—- 'D = O: 级数收敛n + l  
n + l  

(6) L�=l nx九-l (X > 0) , 釭 = X , 'D = X 级数 当 X < l 时收敛而当 X � l 时发散
（当 x = l 时可直接验证这一点） ．

— X  > 0, S > 0) , 釭 = x ( n + l 厂 ，沁 = X 级数 当 X < l 时收敛而当 X > 1 (B) 艺了�1 n• ( 
时发散， 当 X = l 时结果是调和级数，这个调和级数的收敛与否， 我们 已 经知 道 ， 是 由 s 来决
定的
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(r) I: 二 (;厂 (x > 0) 立 =
x

�)
几 ， D = ::::: 当 x < e 时级数收敛 ， 当 x > e 时发

(1 + - e 

散； 当 X = e 时在极限形式下的达朗贝 尔判别法不适用 但 因序列 U
l n 

+ �) 归 于是

饥 > 1, 所以原来的判别形式仍然使我们能够断定级数的发散性

仇） Loo 
(nx) n 

( (
1 厂 ， 1) 、 1

n=I n! x > O) , Dn = X · l + - = x - e 当 x < - 时级数收敛 ， 而 当 X > -
1 

n e e 
时发散， 当 X = - 时， 因 为 Dn 从下面接近 1) = l ,  这次如再利用达 朗贝 尔判别法 ， 就什么结果也

得不到 我们将在下面 5) (r) 中讨论这种情形

3) 取级数

l + a + ab + a2b + a2b2 + · · · + anbn-I 
+ a" bn + · · · , 

其中 a 与 b 是两个相异的正数． 这儿 'D2n- l = a工如 = b, 因而达 朗 贝 尔判别法 （在原有的形式

下） 只在数 a, b 都小于 1 或都大于 1 时 ， 才使我们能够作 出 级数收敛或发散的论断

同时

C2n- l = 2九
一van -l bn-l及C2n = 2欢了阮气

于是 C = vli顽 依柯西判别法 ， 当 ab < 1 时级数收敛而当 ab > 1 时级数发散 （显然， 当 ab = 1 

时也这样 ） ．

4) 考虑级数 艺了� 1 T(n)xn , 其 中 X > 0 而 T(n) 表示 自 然数 n 的除数的个数 由 于函数

T (n) 变化的反复无常， 这儿应用达朗 贝 尔判别法是不可能的 但柯西判别法完全可以应用．

X � Cn = V可言 x � 环 x, 于是C = x,  

当 X < 1 时级数收敛， 而 当 x > l 时级数发散 （显然 ， 当 x = l 时也这样）．

5) 现在讲几个应用拉阿伯判别法的例子

(a) 1 + 艺了� l
(2n - 1 ) ! !  1 

(2n) ! ! 
·

2n + 1 

对于这个级数， 达朗贝 尔判别法是不适用的， 因 为 Dn = 
(2n — 1 ) 2 

2n(2n + 1) 
一 1 (并且 Dn < 1 ) .  作

拉阿伯序列 ：

R 2n(2n + 1 ) (6n - l )n 
n = n ( (2n — 1) 2

— 1 ) = 
(2n — 1) 2 

因 为 冗 = lim Rn = -
3 
2 > 1 , 所以级数收敛

(6) I: 了� l

因为 釭 ＝

n! 
(x + l) · · · (x + n) 

(x > 0) . 

n + l 
, D = 1 所以这儿达朗贝 尔判别法不适用． 其 次 ， 有 Rn =

n 
X -

x + n + l  n + l  ， 千

是 R = x. 这样 ， 当 X < 1 时级数发散 ， 而 当 X > 1 时收敛， 当 x = l 时得到一个发散的调和级

数 （缺第一项） ．

(B) L�=l 
n!xn 

(x + a1 ) (2x + 幻） (nx + a, ' ' 
其 中 x > O 而 an 是具有极 限 a 的正的序列
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(n + l)x nan+l a 
我们有'Dn = , 'D  = 1 其次 ，见 ＝ 飞 ＝ － ． 所 以 ， 当 X < a 时级(n + l)x + an+ 1 (n + l)x  x 

数收敛， 当 x > a 时级数发散 ． 当 x = a 时在一般情形下 不 能断定级数是否收敛； 这时级数收敛
的情形 由 an 接近 a 的情形来决定

(r) 最后 ， 考虑级数

对于这级数

汇 卢 臼）
九

n=l 

贮 n [ 
(1 +

e ff _ 1] 

为要计算这个序列 的极限 ， 我们 以下列更普遍的表达式来代替它：

』 [ ( 1 +
e
x) 点 - 1

] 
(x ----> 0) , 

这样， 我们就可 以把微分学的方法应用这个表达式上去 了 根据洛必达法则 ， 取导数的比值：

1 1 — ( 1 + 沪 ln ( l + x) —- + - . ( 1  + x) 令 ~ l
[ ( l  + x) x ] { ( x2

) X } 

= 
.l. ( 1  + x) X 

X ln(l  + x) -
l + x  

x2 

ln ( l  + x) = x — !x2 
+ o(x气 ，

1 : X 
= X — x2 + o(x气2 

立 即得出所求极限等于 － 级数发散2 

371. 库默尔判别法 现在我们讲一个非常普遍 的判别法 ， 库默尔 (E.E.Kummer) 判别法｀

我们可把它看成对所求得的具体的判别法的普遍公式．
库默尔判别法 设

是使级数

C1 , C2 , · · · ,  伍 ， ． ． ．

文 上
l Cn 

发散＠ 的 一个 正数序列 ． 对所考 虑 的 级数 (A) 作序列

Kn = Cn 

若 （对 于 n > N) 不 等 式

an — Cn+l •  
an+l 

JCn ? ,5 

“读者注意 级数 I:� 上 发散这一假定仅仅在推导发散性判别法时用到， 在推导收敛性判别
Cn 

法时不需要这个假定
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成 立 ， 其 中 8 是一 个正常数 ， 则 级数收敛． 如果 （ 对 于 n > N) 

则 级数发散

证明 设

!Cn :( 0, 

an 
JCn = 纠 · —— — Cn+ 1 � 8 > 0 

an+l 

（这个不等式 ， 显然可以认为对所有的 n 都是成立的 ） ．

以 an+ l 乘这个不等式的两端， 得到

C吵n - Cn+ 1 a吁 1 ? 8 · an+ l ,  

也就是

Cn妇 — Cn+ l 妇 + 1 > 0 或 伍胚 ＞ 伍+l an+ l •

由 此推知 ， 变量 Cna九 单调递减 ， 因 而趋于一个有限极限 （因为这变数以 0 下有界）

于是 ， 级数

立复n — 气 1 an+ 1 )

n=l 

收敛 因为这个级数的前 n 项的和

c1 a1 - 纠+ 1 an+1

· 229 · 

(6) 

具有有限极 限 但在这情形下 由 不等式 (6) , 根据定理 1, 可得级数 艺了� 1 5an+l 收敛， 而给定级

数 (A) 与这个级数同 时收敛．

如果对于 n > N, 
a九

JCn = Cn · — Cn+l ( 0, 
an+ l 

则 有
1 

an+l
� 上产 ·

an 

Cn, 

1 
因 已假定级数 区 — 发散， 故按照定理 3, 级数 (A) 发散 这就是所要证明 的

Cn 

在极限 的形式下 ， 库默尔判别法是这样的·

假定序列 !Cn 具有极限 （有限 的 或 无 穷 的 ）

lim Kn = K.  

那 么 当 JC > 0 时级数收敛， 而 当 JC < 0 时级数发散．

现在我们要说明 ： 如何利用库默尔判别法去求得一些作为它 的特别情形 的重要 的 收敛性判

别法．
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1 
a) 例如 ， 令 伍 = 1 ;  使级数 区 — 发散的条件被保待着 我们有

Cn 

an l JC九 ＝ — — — l = — - 1 .  
an+l V九

[372] 

1 
如果序列 仅丿 趋于极 限 V, 则 JCn 趋于极限 JC = — - l (JC = +co 如果 V = O; JC = — 1 ,  如V 

果 V = +co) . 当 V > 1 时， 显然 ，JC < 0, 于是按照库默尔判别法 ， 级数发散， 如果 V < l ,  则

JC >  0, 千是级数收敛． 可见， 我们重新得到 了 达 朗 贝 尔判别法．
6) 其次， 令 伍 = n, 并且看 出 级数 艺 — 发散 表达式 JCn 有下列 的形状，

Cn 
an !Cn = n · - (n + 1) = 冗n — l .

an+l 

如果序列 冗九 趋于极限 R, 则 凡t 趋于极限 K = R — l (K = 土oo, 如果 R = 土oo) . 、片

冗 > 1 时有 K > 0, 于是按照库默尔判别法 ， 级数收敛； 如果 R < 1 ,  则 K < 0, 于是级数发散 我

们又得到了拉阿伯判别法

B) 最后， 取 伍 = n !�n(n ? 2) , 这样的选取是可 以允许的 ， 因为级数 区 发散 [367,6) ]n !n n  
在这情形下有．

这也可 以表示成下列 的形状：

an 忆 = n !n n — (n + 1) ln (n + 1 ) ,  
an+ !  

凡 = In n  [n (二: 1
— 1) — 1] — In (1 + �r

+

l = 氐 - In (1 + �r
+l 

其中 氐 表示新的序列：

氐 = ln n [n (二
1

— 1) - 1] = In n •  (贮 — 1)

由 此就得到新的．
贝特朗 (Bertrand) 判别法 假定序列 Bn 具有极限 （有 限 的 或 无 穷 的 ）

B = lim Bn . 

那 么 当 B > l 时级数收敛 ， 而 当 B < l 时级数发散．

事实上， 因 为 lim ln ( 1 + 』)
n+l 

= In e = 1 , 所 以 库默尔序列 凡 趋于极 限 JC = B - l (JC = 

土co, 如果 B = 土co) 余下的事 只是引用库默尔判别法了 ．

比较拉阿伯判别法与 贝 特 朗判别法， 就可 以重作前面我们关于达朗 贝 尔判别法与拉阿伯判别

法所作 的 同 样 的说明 [369] 这条愈来愈加敏锐的 （但也就更复杂些＇） 判别法的链条， 是可 以无限

制地继续下去的

372. 高斯判 别 法 从达朗 贝 尔 、 拉阿伯与贝特朗判别法 ， 可 以很 容 易 地得到下 面 的 高斯

(G色�ss) 判别法
高斯判别法 设对 于级数 (A) , 比值

an — 一－ 可 以表示 成 下 面 的 形 状 ：
an+ l 

an µ 0九-— = 入 + - + —
2 '  an+l n n 
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其 中 入 与 µ 是常数， 而 仇 是有界 的 量 l0n l ,( L; 那 么 ， 级数收敛， 如 果 入 > 1 或者如果 入 ＝-
-

1, µ >  1 ; 级数发散， 如 果 入 < 1 或者如果 入 = 1, µ ,( 1  
已 － － － ｀

一
— u -. 1 入 ('. 1 的请形可化成达 朗 贝 尔判别法， 因 为 Jim --':':兰． ＝ — 现设 入 = 1 ;  在这情形下an 入

贮 = n (二 - 1) = µ + 勹 R = µ

而 µ ? l 的情形就被拉阿伯判 别法包括净尽 最后， 如果 µ = 1 , 则有

In n 氐 = In n(R-,,_ — 1) = . 仇
n 

因 为 已 知
In n 当 n 一 oo 时趋于零 ， 而 仇 有界， 故 B = lim 氐 = 0, 于是按照贝 特朗判别法 ， 级

数发散
例子
1 ) 考虑所谓超几何级数（高斯）

＼ 

F(a , /3, 1, x) = l +  L a · (a +  1) . .  • (a + n - l) · /3 · (/3 + 1)  . .  · (/3 + n - 1) 沪
n历 • (, + 1) - - - (, + n — ln= l 

= 1  + x + a •  f3 a · (a + 1) •  /3 •  (/3 + 1) 2 
X 

l · , 1 - 2 · , · (, + 1) 

+ a (a + 1) · (a + 2) • /3 · (/3 + 1 ) · (/3 + 2) 3 

1 · 2 · 3 勹＇ ， 行 + l ) (, + 2) X + . . . ' 

斩时假定 o . 3. 1 . x > O 这儿

竺 = (a + n) (/3 + n) x 一 x,
知 (l + n) (, + n)

于是依达 朗 贝 尔判别法立即可以确定当 X < l 时收敛而当 X > l 时发散 如果 X = l , 则 取 比值

并利用展开式

an = (1 + n) (, + n) = 
(1 + �) ( 1 + �) 

a九十 1 (a + n) (/3 + n) ( 1  + 臼 (1 + �) 

1 a a2 1 1 /3 沪 1= 1  + = 1 - - + . 一 - - - . — a a 2 ' 
1 + _ n 1 + _ n /3 n /3 n2 

n n l + ; 1 + ;  

把所取 比值表示成下面的形状

an 'Y — a - /3 + 1  0 n = l + + 
an+ I  n n2 1 

其 中 仇 为有界 应用高斯判别法 ， 我们看 出 ， 级数 F(a, /3, , , 1) 当 1 - cx - /3 > 0 时收敛而当
? — a - /3 ,( 0 时发散 以后我们要回来讲在对 cx, /3, , 与 x 更普遍 的假定下的超几何级数

2) 另 —个 可应用高斯判别法 的例子是级数

1 + (订 p
+ ( � : :r + 

(2n - 1) ! !  P 

+ ( (2n) ! ! ) + (y > 0) , 
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这个级数当 p > 2 时收敛 ， 当 p ,( 2 时发散 在这里按照泰勒公式 ，

由 此

等等

二 = (
2n r = (1 — 上厂 = l + ]!_ p(p + 1) _ 1 1 

an+l 2n - 1  2n 2n + 1 - 2  (2n)2 + o (产) , 

二 = l + l 二 仇有界），an+l n n2 ( 

373. 麦克劳林－柯西积分判别 法 这个判别法在形式上与所有上述的判别法有
所不同 它是建立在把级数跟积分相 比较的观念上的 ， 并且是我们为了 阐 明第 367

目例题 4) ,5) ,6) 中级数的收敛性与发散性而利用过的那个方法的推广

设所讲到的级数有下面的形式·

00 00 

L a三 芒 J(n) ,
n=l n=l 

(7) 

其中 f(n) 是 当 x = n 时对千 x � 产所确定的某一 函数 f(x) 的值， 假定这个 函数是

连续的， 正的单调递减函数
考虑 f(x) 的任何一个原 函数 F(x) ; 因为它的导数 F'(x) = f(x) > 0, 所以 F(x)

与 x 同时增大， 因 而， 当 X -----+ +oo 时， 一定具有有限的或无穷的极限．在第一种情形

下，级数
00 

L [F(n + 1 )  - F(n)] 
n=l 

收敛 而在第二种情形下，级数发散．我们就把所考虑的级数跟这个级数相 比较

按照有限增量公式， 级数 (8) 的通项可表示成下面的形状．

F (n + 1 )  - F(n) = f (n + 0) (0 < 0 < 1 ) ,  

千是由 函数 f(x) 的单调性

an+l = f (n + 1) <千(n + 1 )  - F(n) < f(n) = an 

(8) 

(9) 

在级数 (8) 收敛的情形下， 由定理 1 , 级数 区了�l 妇+1 = 区了� 1 f(n + l ) 收敛 因为它
的每一项小千级数 (8) 的相 当项， 也就是说 ， 给定的级数 (7) 也收敛 在级数 (8) 发

散的情形飞 给定的级数 (7) 也发散， 因为它的每一项大千级数 (8) 的相 当项

这样， 我们就得到下 面的积分判别法 柯西判别法（这一判 别 法首先 由麦克

劳林以几何形式发现但被人们遗忘了 ，后来又重新被柯西发现）

＠ 可 以 不用 1 , 而用任何—个别的 自 然数 n。 来作为序号 n 的开始值， 这时函数 f(x) 就必须在
x 》 n。 下来考虑



[373] §2. 正项级数的收敛性

积分判别 法 在 上 面 所作 的 假定 下 ， 级数 (7) 的 收敛或发散 ， 决 定 于 函数

F(x) = j f (x)dx 

当 x - +oo 时是否 具有有 限的 或 无 穷 的 怼机

现在讲一些应用 这个判别法的例子 （除去 367 中 所考虑过的以外）

1)  I::00 
n=2 n . lnl+a n 

(u > 0) . 

这儿 f(x) = 
1 

也 · ln1 +a x 
; F(x) = - 一 0 , 当 x 一 +oo 时 级数收敛．

u ln x 
2) 区芦 ，3 n • ln n • In In , 
我们有 f(x) = 

1 ; F (x) = In In ln x 一 +oo: 级数发散
x ln x • ln ln x 

3) 区了�3
1 

n · In n • (ln ln n'i l+a (u > 0) . 

在这情形中

1 1 
f (x) = · F(x) = — 一 0 :

x · ln x · (ln ln x) 1+a ' u · (In ln x)a 

级数收敛．如此等等
原 函数 F(x) 也可 以 取定积分的形式

F(x) = J
x 

f(t)dt. 

当 X -----; +oo 时它的极限叫 做 “ 由 1 到 +oo 的积分» CD并这样地表示出来·

F(+oo) = 『00
f(t)dt. 
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于是，所讲到 的 级数 (7) 的 收敛或发散 ， 就要看这个积分是否 具有有限值或无 穷
值 而 定©

在这样的形式下， 积分判别法就可以有一个简单的几何解释 如果把函数 J(x)
用曲线描绘出来 （图54) , 那 么 ， 积分 F(x) 就表示限制在曲线下，x 轴上及两个纵坐
标之间 的图形的面积； 积分 F(+oo) , 在某亡意义下，可以看作在曲线下向 右无穷延
伸的整个 图形的面积的表达式．另 一方面 ， 级数 (7) 的项 a1 , a2 , . . · , 知， 表示在点
x = l , 2 , . . .  , n, 处纵坐标的大小 ， 或者 ， 同样地， 表示底长为 1 , 高度等于前述纵

坐标的那些矩形的面积
由此可见 ， 级数 (7) 的和 不是别的， 而是那些外接矩形的面积的和 ， 也就是那些

内 接矩形的和只相差了级数的第一项 这就使得上面所确立的结果完全可从直观来

©这就是所谓反常积分， 类似的积分我们将在第十三菜中加 以研究
如生判别法证明的汶种叙述主， 不假定函数 f(x) 的生兰兰， 仅利用主主盆（对单调 函数 ， 积分存

在 [298,III] ) , 便可容易地进行
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y
 rf(x) 

。 2 3 n n+I X 

图 54

了解： 如果曲线 图 形的面积是有限的， 那 么 ， 包含在这曲线 图 形内的梯形 图形的面积
就更加是有限的， 因 而所讲到的级数收敛； 如果曲线 图形的面积是无穷的 ， 那 么 ， 包
含这曲线 图形的梯形 图 形的面积也是无穷的， 千是在这情形下 ， 级数发散．

现在对不等式 (9) 的更进一步的利用作一些说明

a) 在有限极限
lim F(x) = F (+oo) 

工 一 十 CQ

存在的情形下，对级数 (7) 的余式可 以指 出 一个很方便的估计 这就是 把不等式

ak = f (k) < F (k) - F (k - l) < a仁 1

对 k = n + l , • · • , n + m 加起来，得到 ：

叶m I n+m+l 
区 ak < F (n + m) - F(n) < 叉 ak

k=n+ l k=n 

在这里把 m 增大到无穷，取极限：

(X) 
00 L ak 霆（十oo) - F(n) :::; L ak 

k=n+l  k=n 

00 

F(+oo) - F(n + l) ::;;  叉 ak ::;; F(+oo) - F(n) ; ( 10) 
k=n+l  

这就给出了 所求的上下界的估计CD .

© 因 为

F(n + m) — F(n) = 
Jn+m 

f(t)dt. 

当 m ----t +oo 取极限时这个积分是反常积分 f+oo f(t)dt, 因此在课文中 的不等式 (10) 可 以改写成
这样 ：

九

f 00 J(t)dt 冬
产

ak 三
产

J(k) 冬 f00 J(t)dt 
n+l  k=n+ l k=n+l 九

(10a) 



[374] §2. 正项级数的收敛性

例如 ， 对于级数 Loo 1 
n=l 二 位 > 0) 有

1 1 f(x) = —— , F(x) = — , F(+oo) = 0 xl+a O' .  xa 

1 1 00 1 1 1  
；； (n + l) cr ( 芒 声 ＜ ；； 严

k=n+ l  

· 235 · 

( 11) 

6) 如 果 F(x) 与 x 同 时增大到无穷 ， 那么这个 函数就使判断级数 (7) 部分和璧
加 蝗速度成为可能 考虑不等式

0 < f(k) — [F(k + 1) - F(k)] < f (k) - f (k + 1 )  

并且把它们 由 k = l 到 k = n 加起来， 我们得到一个递增的 ， 但是有界 的序列

卢k) - [F(n + 1 )  - F(l) ]  < f ( l )  - f (n + 1 )  < f( l ) ,  

这个序列趋于有限极限 对于序列

芒 f(k) - F(n + 1 )  
k = l  

这事 实 同 样是正确 的 如果用 C 表示这个序列 的 极 限 ， 而用 m 表示无穷小 （ 即所
述序列 与它 自 己 的极 限 的差） ， 就得到公式·

,- - - - - - - - - - - - - - - - -, 

心 f (k) = F (n + 1 ) + C + On . :, 
k= l  ，夕- - - - - - - - - - - - - - - - -

例如 ， 当 f(x) = - 时，F(x) = ln x , 由 此又得到第 367 目 的公式 (4) .X 

374. 叶尔马科夫判别法 叶尔马科夫 (Ermakov,1845—1922, 俄罗斯数学家） 提出 的独特
的判别法在积分判 别法的应用 范 围 内 是非常好的 这个判别法的陈述 中并不包含积分概念．

叶尔马科夫判别法 仍假定 函数 f(x) 当 X > 1 时是连 续 ＠ 、 正的 与 单调 减 函数©_ 若对充
分大的 x( 比如说 ，x ) xo) 成 立如 下 不 等 式 ：

则 级数 (7) 收敛， 若 （对 x ) xo) 

则 级数 (7) 发散

- - - - - - -- - --
, : f(ex ) . ex 

I f (x) ,( q  < 1 , ;\ 

\ 
: f(ex ) · ex 、

� 1, I I f(x) 
＼ - - - - - - - - --- l 

©实际上 ， 连续性的要求可以省略 参看 234 页 的脚注＠
©参看 233 页的脚注

/ 
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由 此

证 明 设第一个不等式成立， 对任意 x ) x。 有 （代换 t = eu ) 

1:: f(t)dt = 1: 归）沪du ,( q 1: f(t) dt 

ex x 
e

x 

( 1 — q) lx
o f(t)dt ,( q  [1

0 
f(t) dt - jxo 

f(t)dt] 

卢 ex

,( q [10 
f(t)dt - 1 f(t) dt] ,( q  1:

xo 

f(t)dt 

因 为
ex > x ,  ( 12) 

在后一方括号 内被减项是正的． 在这种情况下

厂 f(t)dt ( � 1。:
XO

f (t) dt 

产0
在不等式两端加上 f f(t) dt, 得到xo 

J

产

f(t)dt ( 上- !产0 f (t) dt = L 
X

Q 
1 - q xo 

考虑到式 (12) , 从而更有

J

x 

f(t) dt ( L  (x ) xo) , 
工。

因 为随 x 的增加 ， 积分值增加 ， 则 当 x 一 oo 时存在有限的极限

1� f(t)dt, 

按照 （柯西） 积分判别法， 级数 (7) 收敛

假设现在是第二个不等式成立 ， 那么

1:: f(t)dt ) 1: f(t)dt 

并且若在不等式两端加上 J�产勹(t)dt, 则

J

产

f(t)dt ) J 
e

xo 

f
,
(t)dt = 1 > 0 

X 
X

Q ' 

［因 为， 由 (12) 式 ，Xo < exo] 现在定义序列

Xo , X1 , · · · , Xn-1 , Xn , · ·  · 

其中令 Xn = e五-1 ; 按照已证明的

!

X n 

f(i )di ) 不
Xn - 1  
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于是

厂 f(t)dt = t 1�� 1  f (t)dt ) n, 

由 此显然有

xo 
1。f 00 

f(t)dt = }上恩 x f(t)dt = +oo, 

由积分判别法， 级数 (7) 发散．

前一 目 中的例题 ， 应用上面证明过的判别法， 很容易 解 出·

1 ) I:
co 1 
n=2 n - lnl+a n 

位 > 0) . 

在本题中 f(x) = 1 
l+a ' x ln x 

且表达式

f忙 ） . ex Jnl+a X 
＝ 一 0 X — > 00 

f(x) Xe, ( ) ' 

从而对充分大的 x, 此式小千任意正分数 q 级数收敛
2) I:�=3 

1 
n • ln n •  In In n · 

这里 f(x) = 
1 

， 而表达式
x •  In x • In In x 

f伲） . ex 

f(x) 
= ln ln x ----->  oo (x -----> oo) 

对充分大的 x 此式的值超过 1 级数发散

3) I: 了�3 n - In n · ( ln lnn) l+a 位 > 0) 

这一次 f(x) = x - ln x · (in ln x) 1+a ' 

f(e勹ex ( ln In x) 1+a 

f(x) Ina x 一 0 (x -----> oo) 级数收敛

· 237 · 

最后我们 指 出 ， 出 现在叶尔马科夫判别法中的函数 ex , 可用任意其他单调增加 、 有眸续导数

并满足如下不等式的正函数 汃x) 代替：

一cp(x) > _x-1- ( 12* )  

这个不等式代替 (12) 式 其证明是前述证明的重复 千是一般形式的叶尔马科夫判别法是对应于

不同函数 ，位） 的选择而得到的—系列具体判别法的来源

375. 补充材料 1) 为了描述黎曼函数

(( 1 + 句 ＝ 豆1
1
丘

n= l  

（它仅仅对 (]' > 0 有定义） 当 6 趋于零时的性态 ， 我们应用估计式 (11)

首先在 ( 1 1) 的第一个不等式中令 n = O, 然后在第二个不等式中令 n = 1 , 得

1 延 O' • ((1 + O') � 1  + a 
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由 此有

第十一章 常数项无穷级数

Jim O' - (( 1  + O') = 1 . 
5一0

如果从显然 的等式

1 1 00 1 
(( 1  + a-) = 1 + + 21+a · · 十 严 ＋ 芒 声

k=n+l 

出 发 可 以得到更精确的结果， 对任意的 n 应用不等式 ( 1 1)

1 + 21�a + . . .  + 忙�a + � [
(n : l) a - l] 召( 1 + O') — : 

令 6 一 0 而取极限， 得

1 1 1 1 
< l + 沪了 ＋ ＋ 忙+a +

-;; 厂 - 1) 

1 1 
1 + 2 + · · · + � - ln(n + 1 ) 三 [((1 气） － 』

卫玉 �( 1 + O') 
1 

－ －］ 冬 1 + � + - . .  + 』 — In 产
a-。 O' n  

[375] 

最后 ， 由 于 n 的任意性， 使 n 趋于无穷 ， 因 为 由 367 目 的 (4) 式， 上式中第一个和最末一个式 了
同趋于欧拉常数 C, 千是上 极 限与下极限重合 ， 因 而普通极限存在并等于

巳 [(( 1 气） - �] = C 

［这个结果属千塾利克雷］
2) 设级数 (1) 的 项 单调递减， 于是巴芒』I\) 与 级数 艺；丞竺二位二巳亡竺竺主旦旦垄也（柯

西）
事实上， 一方面，

心 < a1 + (a2 十 幻） + · · · + (a2k + ·  · · +  a2k+1_ 1 ) < a1 + 2a2 + •  • - + 2ka泸

而另 一方面

A2k = a1 + a2 + (a3 + a4)  + · · · +  (a2炉 l+1 + · · • + a2k )  
1 1 

> - a1 + a2 + 2a4 + · · · + 2k-J 吁 = - (a1 + 2a2 + 4a4 + ·  · · +  2k 吁） ．
2 2 

1 1 
由 此 即 得所求结果．

例如， 级数 区尸 － 的性质与显然是与发散的级数 区了 2k · — 三 艺了 1 的性态相 同 级数n 2k 

1 
艺勹了己(J" > 0) 与 级数 汇了 2k 1 1 1 

2k(l+c,) 三 立 尸一 同 时收敛 级数 区了 发散， 因 为n ln n  
级数 区了 2k . 1 1 

三 艺广泸 In 2k k - In 2 发散， 等等

1 
©我们暂时还不知道表达式 ((l + a) — — 当 a 一 0 时是否存在极限 ， 所 以应用上极限与下极

1 1 
限 [42] 我们可按照 77 目 5) , (a) 来求表达式 － ［— - 1] 及 －

a na a (n + l)a 
1 [ 1 

l] 的极限
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在这个定理中，用作比较的级数区2k a泸可以用更普遍的级数区;;:om
k a叩来代替，其中

m是任何一个自然数．
3)设(A)是任意一个收敛级数试把通项 a n 跟－相比较，那么关于 a n 的无穷小的级 ， 可

n 
以得出什么样的结论呢？

首先 ， 显然，如果这些无穷小一般地是可以彼此比较的[60], 即如果下面的极限存在

则必须C = 0, 于是

a n lim - = limna n = c, 1 
n 

a n = O (¼). (13) 

忐1
事实上，如果不这样 ， 则由于调和级数�l -的发散性 ， 给定的级数就会是发散的[366, 定理2],

n 
这与原来的假设矛盾

可是，这种极限的存在，一般地说 ， 并不是非此不可的，这在下面级数的例子中可以看到·

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1+� 十歹+ 4. 飞了陌十节十沪飞+ 1()2 + 

把级数跟级数汇了飞相比较 ， 前者的收敛性是显而易见的， 同时 ， 如果n不是完全平方 ， 则对于
l

n 

这个n有na n = -, 在相反的悄形下:na n =1. n 
但是如果级数的项单调递减那么，对千级数的收敛性，条件(13)仍然是必要的事实上 ，

对任何的m与n>m:

(n -m)a n < am+l +···+a n <妇 ，
归 ， 归 ， m 沁炉

其中 O:m是级数的余式由此 ＇飞从0 < ,, 寸� j/\? N, 心 久 < '.:. t,.c; "Cl,,'·E 
n 

na n < . 0:rn , 
n-m 

设首先这样取m, 使得 O:m小千任给一数E > O; 现在如果假定n如此的大，使得

n <三－，n-m O:m 

则同时有na 九 <E, 这就是所要证明的

作为结束，我们指出 ， 甚至对于单调递减的项的级数，条件(13)也决不是收敛性的充分条件

这在级数区: 的例子上可以看出．nlnn 
4)若级数汇尸心发散 ， 而肛表示级数 的第n和，则级数汇尸告：也发散 ， 可是级数

d n 区� (O'> 0)收敛［阿贝尔阿贝尔(Abel)及迪尼(Dini)]
D忙C1

我们有
dn+l d n +m d n+ 1 +· · ·+ d n+m Dn 十．．．十 ＞ =1-
Dn+l Dn+m Dn+m Dn+m· 

不论取n如何大 ， 总可以选出这样的m, 使得

Dn 1 d n +l d n+m 1 
＜ － ，因而 ＋ ＋ > -. 

Dn+m 2 D叶l Dn+m 2 

d 
对千级数汇尸二上来说这违反收敛性的基本条件[364,5° ], 故级数发散．

Dn 
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丛从
为了证明级数汇尸 的收敛性，我们采用类似千柯西所用的方法[373]

D炉a

dx 
把有限增挝公式应用到由x=D正 1到X = Dn的区间中的函数 J ——= -- —上

1 l 
xl+a O'xa 

1 1 1 dn 
;( 因-1—瓦）= [J扩C1 , 其中D冗 -1 <趴< Dn. 

这样 ， 所考虑级数的每一项各别地小于收敛级数汇了
1 1 1 
(J" ( 区 -1

-瓦）的每一项，这就证明了

上述的断言． 气\ -
I 

,, 才

5)若级数汇了C 九 收敛，而1n表示此级数第n项以后的余式，则级数�� 织 发散，可
1n-l 

是级数汇尸
Cn

(0 < O" < 1)'收敛（迪尼）]-c, 
1n-1 

证明与前面相似

6)下面的收敛性判别法是不久前萨波果夫(H.A.CarroroB)所指出的

产 (1—二）［文（二
1

— 1) 也一样l

n=l n=l 」

在这个序列五王的条件下收敛 ， 而在相反的冷形下发熬

令（当n= 1, 2, 时）
九

心＝匹+1-如， Dn = L牡＝匹+1 -四
k=l 

于是所述级数可改写成

，
 1

 
u
 

n
+
 

d
 

九D
 

oo
xi
 因而它的收敛与否跟级数

产卢
n=l 

的收敛与否一致也就是说跟级数汇了�1 必的收敛与否一致（在级数发散的请形下 ， 可以引用

阿贝尔－迪尼的结果，3))最后的级数的收敛或发散，由序列如是否有界戎无县来决定

7)设给定两个收敛级数
00 00 X 环 及芒心

n=l n=l 

后者叫做比前者收敛较慢的级数 ， 如果后者的余式耸比起前者的余式飞来说，是低阶的无

穷小．

Jim 五 =0.
社

对于每一收敛级数汇尸Cn, 可作一个收敛较慢的级数例如，只要考虑级数

00 00 

芒吐三叉（二-Fn)CD

n=l n=l 

＠我们取整个和艺尸c九作为叨
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就够了，因为在这情形下"(� = ✓可
现在考虑两个发散级数

00 00 X心及汇心
n=I n=I 

我们说后者比前者发散较漫如果后者的部分和 D� 比起前者的部分和 Dn 来说 ， 是低阶的无穷

大 , • •  - - - --勹

' D'I 
'lim 二 = 0.1 
, Dn I 匕 - - - '  

对于每一发散级数L�心． 可作 一 个发散较慢的级数．为此目的，例如，可取级数

00 00 

芒 d三江＋汇（江汀 — `立），

n=l n=2 

这儿 D� = ✓万：
类似的一些结论可以利用 4)及5 )中讨论过的阿贝尔阿贝尔及迪尼级数得出

上面所建立的例子使我们得到这样的有原则性重要的断言任何收敛（发散）级数 不 可能作
为建立跟此级数相比较的©另一级数的收敛性（发散性）的比较法的万能的工具

这从
竺 = "(n-l气n
c;, v气言 — 5 ＝二+ ✓齐一 0

及
d二: = Dn — Dn-l 
d;, 靠—二

＝靠＋二一+oo

可显然看出

8)设给定两个正数序列

a1,a2,···,a九与b1,b2, · · ·, bn. 

不论怎样的n, 对这两个序列的前n个数成立

柯西－赫尔德不等式

1-
µ
 ｝

 
＇

 k.,
 
b
 

n

Y]
I
 

｛
 

1-k
 ｝

 
式

n

Y]
i
 

｛
 

<]
 

，
 
b
 

5
 

n

Y]
I
 

及闵可夫斯基不等式．

{t(a; +b,t}

卡

({ta�}

½

+
{ t b

:}

½ 

[133,(5)与(7)]这里k是任意 > 1 的数，而k'是另 一个 > 1 的数 ， 二者由下式联系着·

1 1 
飞+

12
= 1.

©利用第366目三个定理中的任何一个定理
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在这两个不等式中令n-> oo 时取极限，我们就得到类似的无穷级数的不等式
I-

U
 ｝

 
，

 K1
 

b
 

ooxI
 
｛

 

l
T2
 ｝

 
k.
？3
 

a
 

oox
『｛

 
＜

 
，止b

 
.

4a
 

a
 

ooxi
 

{t(a.+b.)'}
飞

,{豆勹
卡
十｛豆三

飞

在此可以顺便确立这样的串实从这些不等式中任何一个不等式的右端两个级数的收望县；

吐以推出左端级数的收敛且

§3. 任意项级数的收敛性 -�-

376. 级数收敛的一般条件 现在转到其各项有任意值的级数的收敛性问题因
为根据定义级数

立n = a1 + a2 +· · ·+ an + 
n=l 

的收敛性可化归级数的部分和组成的序列

A1,A2,···,A九） ···,An +m, ·· ·

(A) 

(1) 

的收敛性，自然会对这个序列应用收敛原理[39] 由排列在序列中取的两个序号n

与订，不降低一般性，可认为矿>n并令n'= n+m, 其中m是任意一个自然数
若记起

An +m—An = a九十 1 + an+2 +···+a呾-m,

则相应于级数的收敛原理可套用成：

为使级数(A)收敛 ， 必须且只需对任意数c > 0相应地有这样的数]\T'使得当
n>N时，对不论怎样的m=l,2,3,-- 成立不等式

lan-f-] + an +2 +· · ·+ an +ml < cCD (2) 

换旬话说级数的充分靠后的任意个数接连的项之和应该任意小 ，

若假设级数收敛，在不等式(2)中特别取m= 1, 便得·

lan +1 l<c (当n> N), 

于是an +I 一 0或（即是）a九 一 0, 我们便又得到级数收敛的必要条件[364,5°], 这
一条件远比收敛原理要求的要少收敛原理必须不仅是选取个别的靠后的项小而

©收敛原理的两个创立者 布尔查诺和柯西 就是把收敛原理叙述为无穷级数的收敛
条件
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且是要选取任意数械的靠后的项的和也应当小！在这个意义上回顾一下调和级数
[365,1)]以及对它所建立的不等式（］）（即365目中的(l)式－－译者）是有教益的

虽然调和级数的通项趋于 0, 但（本目的） 不等式(2)当c =— 
2 及m= n时，对任何

n都不成立，所以调和级数发散！
然而应该指出，在具体情况中实行上述的级数收敛条件的验证通常是困难的

所以研究可借助更为简单的工具使问题得以解决的一类情形是有益处的

377. 绝对收敛 在上节中我们看到对于正项级数的收敛性，由于有许多方
便的判别法， 大部分是容易确定出来的因此从把给定级数的收敛性问题化成正项
级数的收敛性问题这些情形开始我们的研究， 就是很自然的事情了

如果级数的项不全是正的，但从某处开始成为正的，则在弃去级数开始的足够
多的项数后[364,1°], 原来的问题就变成正项级数的研究了如果级数的项是负的，
或者，至少从某处开始成为负的，那么，用改变所有各项的符号的方法[364,3°], 我们
就回到巳经考虑过的那些情形了这样一 来，主要的新的情形就只是级数的项中有

尤穷多个是正的同时有尤穷多个是负的这种情形了． 下面的普遍定理在这儿常常
是有用的

定理 设给定项的符号任意出现的级数(A). 若由这个级数的项的绝对值所组

成的级数©

产 l an l =匠 ＋回＋ ＋曰＋
n=l 

收敛，则给定级数也收敛

证明 从收敛原则可立即得到所要的证明不等式

lan +l + an +2 +· · · +  an +m l � la九十 11 + lan +2I + ·· ·+ la九十司

(A*) 

表明如果对级数(A�)来说收敛性条件成立，则对级数(A)来说这收敛性条件更
加成立，

也可以按另 一 种方式进行讨论，把级数(A)中的正项按次序重新编号组成级数

立k = Pl + P2 +'''+ Pk十 ． ． ． ；
k=l 

同样得出(A)中负项的绝对值组成的级数

产如= Ql + Q2 + .'. + Qm + ... 
m =l 

©为简短起见 ， 以后我们把级数(A*)叫做级数(A)的绝对值级数 译者

(P) 

( Q) 
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无论是哪一个级数的不论多少项全都是包含在收敛级数(A*)的项，对所有的部分

和pk 与少，都成立不等式

Pk�A*,Qm�A*, 

因 而 两个级数(P)与(Q)收敛[365]; 它们的和分别用P与Q表示，

如果取级数(A)的 n项，那么其组成中比如说有K个正项和m个负项，那么

An = P1;; —Qm, / / 

这 儿号码k与m与n有关 若在级数(A)中正项与负项都是无穷集，则当 n------) co 
时同时有K一 oo与m------) co. 

在这 个等式中取极限，便重新得到级数(A)收敛的结论，同时它的和等于

A=P—Q, (3) 

可以说在上述那些假定下，给定级数的和等于由级数的所有正项组成的级数的和减
去由级数所有负项的绝对值组成的级数的和所得之差下面我们将应用这 了点．

如果级数(A)与它的绝对值级数(A*)同时收敛，则称级数(A)绝对收敛依据

刚才证明过的定理对于级数(A)的绝对收敛性，单只要级数(A*)的收敛性就够了

下面可以看到级数(A)收敛而 级数(A*)不收敛的情形是可能有的这时级数

(A)叫做非绝对收敛级数

为要确定级数(A)的绝对收敛性，可以把上节研究过的所有收敛性判别法应用
到正项级数(A*)上去但对发散性判别法则必须当心些甚至级数(A*)是发散的

级数(A)也仍然可以收敛（非绝对收敛）仅仅柯西判别法与达朗贝尔判别法是例外，
这因 为，当它们断定级数(A*)的发散性时，那就是说，级数(A*)的通项厄I 不趋于
0, 在这 情形下，a九 也就不趋于 0, 于是级数(A)也就非发散不可了因 此，上述的判
别法可以稍加改变后应用到任意项级数上去．例如，对于达朗贝尔判别法（它多半是
在实际问题中应用的），我们作出

达朗贝尔判别法 设对于序列D*= 
I知 +11 存在一个确定的极限
四 1

D* = limD;, 

则当D*< 1时给定级数(A)绝对收敛，而当吓> 1时级数(A)发散．

378. 例题 1)把达朗贝尔判别法应用到370,2)讲过的所有级数(a)—饥）上 ， 但弃去
x>O这一要求 ， 我们得到

(a)对于所有的x值，级数绝对收敛；
(6)级数当—1 < X < 1时绝对收敛而当X), 1或 X :<::; -1时发散（当X= 士1时违反收敛

性必要条件），
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(B)级数当—l<x<l时绝对收敛而当x>l或x<—1 时发散， 如果s > l, 则当X=士 1
时级数也绝对收敛 ， 但若0< 8冬 1 ,则当x=l时级数显然发散 ， 而当X= —1 时问题暂时是悬
而未决的 ，

(r)级数当—e<x<e时绝对收敛而当X), e或X ,s; -e时发散（当X=士 e时违反收敛
性必要条件）；

伍）级数当— -<x<-时绝对收敛而当X), -或x<—一时发散（当X= —一 时问题暂
时是悬而未决的）．

2) 1 + L九�=l
x忱

( 1 + x)(l + x2 )• • • ( 1  +沪）
( x=/=-1 ). 

我们有
，
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如果 — 1 < x < l, 

如果X= l, 

如果X< -l或X> l; 

吁以 ， 对千所有x=/= —1 的值级数绝对收敛

3) Loo 沪
九=I 1 — X九 (X =/=士1 ).

这儿

v· x - xn+l lxl, 如果 — 1 < X < 1 , 
九 =

1 — X正 1 了 = { 
1, 如果X > l 或x<— 1

当心<1 时级数绝对收敛，当 !xi > 1 时达朗贝尔判别法不适用， 但由千违反收敛性必要条件，
仍然可以沪定级数的发散性

4)回到超越几何级数[372]
00 

F位 ， /3,"f,X)= 1 + L a-(a+l) .. ,(a+n — 1)·/3·(,B + 1 )  .. ·(,B + n — 1 )沪
n!�r行+1) .. ·b+n — 1 ) 九 =l

其中a,/3,"f,X是任意的（只假定参数a,/3,'Y不为0及负整数）．
应用达朗贝尔判别法的新形式， 我们可以确信当lxl< 1 时这个级数绝对收敛，而当lxl> 1 

时发散
现设X= I; 因为比值

an "( —a — f3 + 1 0 —— =l+ + 二 r10n1冬L)
a九十1 n n2 ' 

对于充分大的 n 是正的，所以级数的项，从某处开始后，将有同样的符号在这情形下， 我们照旧
把高斯判别法应用到这些项（或者它们的绝对值）上去 ， 这就证明当？ — Q — f3 > 0时 ， 级数收
敛（当然是绝对收敛），而当'Y-a — f3 :,; 0时 ， 级数发散

最后 ， 设X = -1 由刚才所说的事实显然可知 ， 当？ — Q — f3 > (I时给定级数F(a,/3,'Y,—1 )  

的绝对值级数收敛 ， 千是给定级数在这情形下绝对收敛当？ —a — f3 < -1 时，从某处开始将有

an < 1 , 即伈叶<lan+1I, a九十1

a九 不趋千 o, 级数发散
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在x= —1与 —1冬"(-a —f3冬0的情形时级数F(a,/3,'Y, —1)收敛性的问题暂时是悬而

未决的

379. 幕级数、幕级数的 收敛区间 考虑形如

立三= ao + a1x + a2沪+ .. •+a九沪+ . .. (4) 
n=O 

的幕级数，这 幕级数仿佛是变偏x按升幕展开的一 个 ＇无穷多项式"(ao,a1心2, 在
这 儿表示常系数）．前面我们已经不止一次地跟这 种幕级数发生过关系［例如，参看

前目 1)(a)—（且）］
现在提出一个问题，即是要说明：幕级数的 “ 收敛范围＇（即是使级数(4)收敛的

那些变数的值的集合X={x})有怎样的形状这又是上述应用的一 个重要的例子
引理 若对异于 0 的值x=豆级数(4)收敛 ，则对满足不等式 lxl < 团 的任何

一个x值，级数(4)绝对收敛．

从级数

产a九沪= ao +a位＋霆 +···+a九沪＋
n=O 

的收敛性推出：级数的通项趋于 0[364,5°],因 而是有界的[26,4°]:

l a忒勹�M (n= 0 , 1, 2,3, . .  ,) (5 ) 

现在取任何一 个x , 使团＜叫，并作级数

00 L lanx n l = laol + la1xl + la2臼+· · ·+ lanX勹+... (6) 
n=O 

因 为［参看(5 )]
X n X n 

lanX勹＝ 囡叮五I�Mlil , 

而 级数(6)的各项都小于收敛几何级数

X X 2 X n 
M +M• - +M·- + · ·•+M · 一 ．．．

元 元 元
十

（有公比言< 1)的相当各项所以， 依第366目定理1, 级数(6)收敛在这情形

下，我们知道级数(4)绝对收敛， 这 就是所要证明的

当x=O时 ， 任何 级数(4)都显然收敛但除这 个值外，有对任何 x的值都不收
敛的幕级数级数区fn!沪就可作为这种 “ 处处发散的＇ 级数的例子 ， 这 很容易利
用达朗贝尔判别法来断定．我们对这 类级数没有什么兴趣
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我们 假定，对级数(4)一般地存在着 使级数收敛而异 于 0 的一 些值 X = 元 ，并且
考虑 集合 ｛团 ｝ 这 个栠 合可以是上有界的，也可以 是非上 有界的

在后面一种情形中不管 怎 样取x的值， 一 定可以找 到这样的 元 ，使得 lxl<团 ，
千 是依 引 理 对所取的 x 值级数(4) 绝 对收敛 级数是 “ 处处收敛的＇

现设集合{ lx l }上 有界， 而 R 是它的上确界 如果 lxl > R ,  则 立即 看出，对这 个
x 值级数(4)发散 现在 取任何一 个 x, 使团<R. 按照 确界的定义一 定可以找 到
这 样的 元 ，使得 团 ＜阮I � R; 而 按照引 理 这又引 出级数(4 )的绝对收敛性

所以， 在开 区 间 ( —R, R) 上 级数(4) 绝 对收敛 对于x> R 与x< —R 级数显
然发散， 只 有在 区 间 的端点 X = 士R 上不 能作出普遍的断言 ，在 那儿 ，要看情况 怎 样 ，
级数可以是收敛 ， 也可以是发散

我们所 提出的问题已经解决了
对 于每一 个形 如 (4 )的幕 级数 只要它不 是 处 处 发散 的，“ 收敛 范 围 "X就是从

—R 到 R (带 端 点 或 不 带端 点 ） 的整个 区 间 ， 这个 区 间 也 可 以 是无 穷 的 并且，在 区
间 内 部 ，级数绝 对收敛

上述区 间 叫做收敛区间 ， 而数 R(O< R 冬 十co )叫 做 级数的收敛半径 如果回到

上目例题 1 )(a) 位）， 那么， 容易看出， 有

(a ) R = +co; (6 ), (B ) R = l ; (r ) R = e 位） R =— 

对于处处发散的级数取 R = O 它 的 “ 收敛范围＂ 缩减 为一点x=O

380. 用 系 数表示收敛半径 现在我们来证明更为精密的定理 在这个定理中不仅重新建立
收敛半径的存在性， 而且根据级数(4) 本身的系数确定收敛半径的数值

考虑序列
Pi = la计，p2 = v1石 ， ，Pn = ,Ji乙，

用 p 表示这个序列的上极限 ［它总是存在的 ， 42] , 于是

p = 盂 p九 ＝ 盂 ｀九-= 九-=

柯西－阿达马定理 级数(4) 的 收敛半径是序列 Pn = ::; 忨门 的上整眼 P_的倒数

R = -
p 

（这时若 p = 0, 则 R = +oo, 若 p = +oo, 则 R = 0) 
柯西发现的这个定理后来被遗忘了， 阿达马(Hadamard) 重新又发现了 它 ，并指出 了 它 的重

要应用

证明 情形 I: p = 0 我们来证 明 ， 在这种情况下 R = +oo , 即对任何x, 级数 (4) 绝对
收敛

因为序列 { ,J阮｀ 由 正的元素组成 ，由 p =O 推出序列有确定的极限

lim � 工 = O; 
n- co  



· 248 · 第十一章 常数项无穷级数

由此 ， 柯西序列当n----> oo 时 ， 对任何 x

Cn = 尸 = lxl • �_,。

[380] 

因此 ， 根据柯西判别法[3 68] , 由级数(1)中各项的绝对值组成的级数收敛 ， 这意味着级数(1)本

身绝对收敛
情形 II: p = +oo 我们证明在这种情况下 R = 0, 即对所有的 X =/= 0, 级数 (1)发散

因为
． 

p = 九气 ｀口 = +oo ,  

那么显然可以找到这样的部分序列 ｛兀｝，使得

l im 切二 = +oo. , -= 
因此，对任意 X =/= 0 ,  存在这样的号码 句 ， 使得对所有的 i > io ,  成立不等式

芦勹 > � 或 I an, . x
ni

l > l .  

我们看出 ， 在这种情况下 ， 级数收敛的必要条件不成立 （级数的通项不趋千零） 因此级数 ( 4 )
发散 ，

1 (_ 1 情形III : p 是有限正数0 < p < +co 我们证明 在这种情况下 R = - 即 当 x i = - 时级数

绝 对收敛，而当 ! x i > - 时级数发散 取任意的 x, 使得对此有 肛 ＜ － 取 c:> 0如此之小 ， 使得

成立不等式

lx l  < _J_一 ．
p+ E 

对千这个 E, 显然总可以找到这样的数 N己，根据上极限的第一个性质 [ 4 2] , 使得对所有的n> 沁

有
二 < p+ s. 

由此推出 ， 对于所有的n> N, , 柯西序列

Cn = 二 = lx l · VI叮 < lx l · ( p  + s )  < 1 

根据柯西判别法， 由级数 ( 4 )的各项的绝对值组成的级数收敛 ， 这意味着级数 ( 4 )本身绝对收敛

现在取任意的 x , 使得 lx l > - 取 e 如此之小 ， 使得

lx l > i . 
p — C 

根据上极限的第二个性质 [ 4 2], 对不论怎么大的n成立不等式

言> p — c,

所以

尸> lx l·( p — s )  > 1. 

因此 ， 对不论怎么大的n, 级数的通项

1妇X勹 >1, 

因而级数( 4)发散．
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381.  交错级数 级数的项轮流地一会 儿有正号 一会 儿有负号的级数，叫 做交

错级数 把交错 级数的项 的符号明臼 地写 出来是更方 便的， 例如

C1 - C2 + 勺 — 勺 十 ．．． 十(- 1)九- l
Cn 十 ． ． ． （伍 > 0 ), (7) 

关千交错 级数， 有下面的简单定理

莱布尼茨定理 如果 交错级数 (7) 的项的绝对值单调递 减 ：

Cn+ 1 � Cn (n = l , 2 , 3 ,  . .  , )  (8) 

并且趋于 0

lim 伍 =0 ,  

则 级数收敛

证明 偶 数个项 的部分和 C2m 可写 成下面的形状，

C2m = (C1 - C2 ) + (伪 — C4 ) + · · · + (c加- 1 — C2m )

因 为每 个括 号都是正 数 ［ 由 (8 )], 由此就显然 有． 随着 m的增大和 C2m 也增大 另 一

方 面 ， 如果改写 C2m 成为

C2m = 釭 — （迈 — c3 ) - — (c2m - 2 — C2m - d — C2m , 

那么就 容易看出， C2m 上有界

C2m � C1 ,  

在 这情形下， 按照 关于单调序列的定理[34], 当m无限增大时部分和 C2m 具有有限
极限

lim C2m = C. 
m---->oo 

现 在讨论奇 数个项 的部分和 C2m - l , 显然 有，C2m- l = C2m + C2m 因 为通项趋
于 0 故 也有

lim C2m- l  = C. 
m-->oo 

由此推知，C 就是给定级数的和

附注 我们 看见过 偶 数个项的部分和 C2m递 增地 向 级数的和 C 接 近． 写
C2m- l 成

C2m- l  = C1 — (c2 - c3 ) - — (c2m-2 — C2m- 1 )  
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后 ， 容易确定 奇数个项 的和垄成地趋近王立 这样， 就总有

02m < C < 02m- l · 

特别地， 可 以 断定
0 < C < C1 -

这使我们得到一个对千所考虑级数的余式（它本身也是交错级数） 的极简单而方
便 的估计 即是 对 千

节2m = C2m+l — C2m+2 十 ． ． ． ，

显然有
0 < 12m < C2m+ l i 

相反地 对 于

"/2m - l  = — C2m + C2m+l — · · · = — ( c2m — C2m+ l + ·  · · )  

有

花m - 1 < 0, h2m - l  I < C2m 

这样 ， 在所有 的情形下 王祖垄茨—型 级数＠ 的余 式都县 有与 自 �69 笫 一 项 相 且竺
丘耳绝对值 比 这 第 一 嘎尘-

在利甩级数作近似计算同 ［参看 409] 常常要用到这个附注

382. 例题 1 ) 下面两个级数都可作为莱布尼茨型级数的最简单的例子

( a) L::°=1 
( — l)n-l  1 1 

= 1 — - +- — . . .  + ( - it-1 - + . . . 
n 2 3 n 

( -1t-1 1 1 (6) L::°=1 =1— - + - — . . .  十( - it-1
2n — 1 3 5 

1 + · . .  
2n — 1 

二者的收敛性都可从上面证明过的定理推得

但 同时，这两个级数的绝对值级数都发散 对于级数( a )这绝对值级数是调和级数 ， 对于级数

( 6) 可得级数
1 1 1 l + - + - + · · · + + · · · 
3 5 2n — 1 

这个级数的发散性从它的部分和

可明显地看 出

n 

L 2 k �  — 1 > t卢 ＝ 沪
k=l .� = l  

这样，我们就有了级数( a) 与( 6 )这样两个非绝对收敛级数的例子 ［以后我们将看到，第二尘

巠笆一 ，而第三个的和等工;, 388,2 ) ;405,404 .] 

©我们把满足莱布尼茨定理的条件的交错级数叫做莱布尼茨型级数
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2) 按照莱布尼茨定理下面几个级数都收敛：

了( -
�s

n-l
' �n

(
�]�8

n

n' �nln� --
1

(1:�:n\ s( s  > O) 

如果 以这些级数的项的绝对值来代替级数的项，那么 ， 我们知道 ， 当 �> 1 时得到收敛级＿塾，

四s�,;:;;--1:_时得到发散级数 由此可见， 原来的级数当 s > 1 时是绝对收敛的，而当 8 ,;;; 1 时是

非绝对收敛的．

特别地 ， 关于在 37 0 与 378 中我们 曾经考虑过的幕级数 Loo — ， 现在可以说在级数收n= l ns 
敛 区 间的端点 X = -1 处 ， 当\ ,;:;; 1 时级数仍然收敛， 但 非绝对收敛 ，

3) 对任何 X c/= 0 考虑级数区了� l( - l) n s in - 莱布尼茨定理是可以应用的，如果不能应用到

这个级数上的话 ， 也可应用到它的充分远的（对下标来说的）余式上事实上，当n充分大时 ，sin 巴

有与 x 相同的符号 ， 并且它的绝对值随着n的增大而减少 所以级数收敛 ［显然非纸对收敛， 参

看 367,S) (B )]
4) 为了要说明在莱布尼茨定理中数 �单遇迳蓝的要求决不是多余的，我们考虑交错级数

1 1 1 1 1 1 - + - + · · · 十 一

迈 -1 迈 + l 喜 -1 邓 + l 石 -1 石 +1
＋ 

它的通项趋于 0. 它的 2n个项的和等于

产 (
1 1 

n+l 2 

k=2 
矗 - 1

-
矗 +J = 汇 二 = 2Hn 

k=2 

并且与 n 同时无限增大 级数发散！ 不难验出， 递减的单调性在每一次由项 － 变 到项
v'n +  1 

1 
尸 - 1

时都被破坏了

为了同一 目 的 发散级数

立勹三n= l  

也可以供我们应用， 证明留给读者去作

］ 
( - ir-1 

5) 最后的级数还引 起这样的说明． 如果把那个级数跟收敛级数区了� 1 相比较， 就
石

可发现 ， 它们的通项的比值趋千 1 . 由此可见， 笆立§&__且皂狸2在忏稹项级数中没有类似饱皂理．

6) 利用发散级数的计算及 在其无穷和上的作用，可以导致悖论， 下面就是一个例子．

ln 2 =1- ½ + � - ¼ + ·  

= ( 1 + ½ 飞 飞 + · · · ) - 2 ( ½ + 』 ＋ ）
= (1飞 飞 + ¼ + · · · ) - (1飞 叶 + ¼ + · · · ) = o

若把同样的变换应用于级数

1 1 1 
p = l - 歹 ＋ 歹 一 石 ＋ ( s  > 0) , 
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则得到

其中

第十一章 常数项无穷 级数

p = (1 - 2s�1
) q 

1 1 1 q = l + - + - + — + · · · 2s 守 4s

[383] 

当 s < 1 (在这种情况下后一级数发散） 仍导致悖论 P < O [参看 381, 附注］ 当 s > 1, 是收敛级

数， 得到通常的结果

383. 阿贝尔变换 常常必须跟形如

S = 汇 归为 = 0:凶 ＋ 吵32 + . . .  十 CYm/3m (9) 
i=l 

的成对的乘积的和发生关系 同时在很多情形 中 阿贝 尔 (Abel) 所指 出 的下面的初等

变换是有用 的

在讨论 中 引 进和

B1 = 队 ， 凡 ＝ 队 ＋ 出， 凡 ＝ 出 ＋ 先 ＋ 岛 ， . . . , Bm = 队 ＋ 先 ＋ ＋ 归 ，

于是 在用这些和表示 因 数 队 之后

队 ＝ 凡 ， 先 = B2 — 凡 ， 岛 = B3 - B2 , · · · , t灿 = Bm — Bm-1 ,

可 以把和 S 写成下面的形状

S = 0:1 趴 ＋ 迈 (B2 - B1 ) + 伪 (B3 - B刃 ＋ ． ． 十 CYm (Bm
— Bm- 1 )

如果去掉括号并另外聚集 同类项， 就得到最后的公式

S = 汇 0战 = (0:1 — 迈）趴 + (0:2 — 0:3) B2 + · 
i=l 

m- 1  
＋ （妇-1 气陑 ）Bm- 1 + 妇肚 ＝ 汇 (0:, — 沪1 )Bi + 0:mBm .CD ( 10) 

i=l 

［如果把这公式改写成下面的形状

m m- 1  
汇 0战 = 0:mBm — 汇 （庐1 - 0:i) Bi ,  
i = l  i = l  

则有限和 的这个公式是积分中分部积分的类似公式， 就成为显 明 的 了 在这儿以差

代替微分号 ， 而 以 累加号代替积分号］

© 实质上 ， 我们 已经利用 了在证明第二中值定理时的类似的变换 [306]
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以公 式(10 ) 为基础 现在导 出下面的 对上述形状和的估计

引理阿贝尔区 引理 若因 数 少 都不递擅」立都丕述遴J, 而和 队 的绝对 值都 以

数 L 为上界：

IE』 � L (i = 1, 2 ,  ·. . , m), 

S I = 1 f  0:i/3i l ::;;; L . (10: 11 + 21 悍I )
i=l 

事实上 ，
因

为在(10 )中所有的差 都有相同的 符号，所 以

m-1 
1 s1 � 汇 1 0:i — 妇 1 I · L + I Cl: m I · L 

i=l 

=L(亿叮 — O: mj + 10: ml )� L(l 0:1 I + 210: ml ) 

不难看出， 如 果
因

数 也 都不递增并且 都是正的 ， 则和的估计可 以简化

1 s1 = I 汇 仇队I ,S:: £ ·0:1 . 
i=l 

( 11) 

以后我们 将依 不同的情况屡次利 用这 些估计 现在我们把它们应用来推导一 些
比上 面所确亨 的莱布尼茨判别法更普遍的 收敛性的判 别法

384. 阿 贝 尔 判 别 法与狄利克雷判别 法 考虑 级数 ·

产 三 = a1 仇 + a壳 + . . . ' a心 ＋
n=l 

其 中 ｛％｝ 与 ｛加｝ 是两个实数序列
下面的 对于这 两个序列中的每一个序列的 假定，都保证这 个级数的 收敛性
阿贝尔判别法 若级数

汇 加 = b1 + 伈 +·· ·+  b n + ·  · · 
n= l 

收敛， 而 数 a n 组成罣遇有 一 空烈喧

伲 I � K(n = 1, 2, 3, · · ·), 

则级数(W) 收敛

狄利克雷判别法 若级数 (B) 的部分和 总是有界 的氢

IBn l �M(n = 1, 2, 3, · · · ) 
©这要求 比级数(B)收敛性的假定更广

(W ) 

(B )  
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而数a冗 组成单调序列， 且趋 于 0- -. - - —  

liman = 0 ,  

则级数 (W) 收敛

[384] 

为了 确立 级数 (W) 的 收敛性， 在两个情形中， 我们 都可求助 于收敛原理[ 3 76]
因 此考虑和

n+ m m 
汇 ak仇 ＝ 叉a九十ib九十五

k=n+l i=l 

这和具有 (9) 的 形状， 如果令 O:i = a九十i ,队 = bn+i 的话 我们试图 利 用引 理来估计

这个和
在阿贝 尔的 假定下，给定c > 0, 可以找 到这样的下标 N 使当n > N时，不管

怎 样的 P, 不等式
l bn+ l + bn+2 + ·  · · +  bn+p l  < E: 

成立 （收敛原理） 因 而， 可取 e 作为引 理中提到的 数 L 于是当n > N且 m =
1, 2, 3, · · · 时， 有．

n+ m 
芒 屾k �E(la九十 1 1 + 2lan+们 ) �3K· E,

k =n+l 

这就证明了 级数(W) 的 收敛性
在狄 利克雷的 假定下，给定 c > 0 ,  可以找到这样的下标 N, 使 当n >N时有

此外，显然

lan l < c. 

l bn+l + bn+2 + ·  · · +  b九十v i = IB九十v - B刓 :( 2M ,

并且也可以在引 理中令 L = 2M.于是， 当 n >N且 m= 1, 2, 时，

九十m

汇 心 I ,:;; 2M · ( lan+1 I + 2lan+司） ,:;; 6M ·c ,  
k=n+ l 

级数 (W) 的 收敛性就被 证明 了 ．

附注 阿贝尔判别 法可从狄利 克雷判别 法推出 事实上 ，从阿贝尔的 假定可推知
an 具有有限极 限 a 如果改写 级数(W) 成下面 两个级数和的 形状

立三）加 + a f 如，
n=l n =l 

则其中第二 个级数 按照 假定收敛，而把狄 利 克雷判别 法应用到第一 个级数上去．
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385.  例题 1 ) 如果 a九 单调递减且趋千0, 而 加 = ( - l )
n- 1 ,  则狄利克雷定理的条件显然

满足．因而， 级数

汇 ( - l) n- I an = a1 - a2 + a3 一 ． ． 十 ( - lt- 1 an + · · · 
n=I  

收敛 ， 这样， 莱 布尼茨定理就可作为狄利克雷定理的一个特别推论而得到．
2) 在对千 an的同样的假定下，考虑下列级数 (x 是任意的）

00 

区 知 • sinnx, 立n . cosnx. 
n= l  n= l  

在第 307 目 的恒等式( 1) 与( 2) 中 ， 令a = 0,  h = x ,  我们得到：

）
 

x
 ）

 
1-
2
 

＋
 

n

x

 

(
1-
2
 

s

n
 

o

i
 

C

S

 

-

2
 

x
 

1-
2
 

s
 
。c

 ＝
 

x
 
．

介
“n

 
.1

 
s

 

n

汇
I

; · n sm (n+ D x — sin � x  
cos ix =  一 1

i=l 2sin - x 2 

只假定 x 不具有 2h ( k= 0, 士 1 , 土2,. . . )的形状． 这样 ， 只要 x -/= 2h, 对于任何的 n ,两个和的

绝对值都 以数 为上界．
sin 芒2 

依狄利克雷判别法， 两个级数对千异千 2际的任何 x值都收敛， 可是， 第一个级数在 x = 2k'7f 
时也收敛， 因为它的所有的项都变成为 0

特别地 ， 例如，下列级数收敛

产 sinnx产
(1 + ! + . . .  + � sin nx 

, 等等
n=I 

n 
n= I  

2 n)  n 

3) 我们对形如
an-nx
 

00

芒一
( 12) 

的级数感到很大的兴趣 ， 其中 {a 叶 是任慈 实数序 列． 这些级数叫 做狄利克霄级数

对于这些级数，可证得下面的引理， 这引理跟第 379 目中属于幕级数的引理具有相似的地方·

若级数( 12) 在 某 一值 x = 元 时收敛 ， 则这级数对任何 的 x> 元 都收敛 ．

这可从阿贝尔定理立刻推出 ， 因为 当 x > 元 时级数( 12) 可从收敛级数

an- －nx
 

00

芒
i

的各项乘 以单调递减的正因数 (n = 1 2 3 · · · 
n"'一元 ， ＇ ， ）得到

级数( 12) 有 “处处收敛＂的， 如像 江 卢 卢言勹盓忙 ，，言2飞； 如果除

去这些情形 ， 那么 ， 利用上述引 理 容易确立收敛边界点 入的存在性 ， 它使得级数( 12) 当 x > 入
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(-l)n- 1  
时收敛而当 X < 入 时发散 例如， 对级数 L� - 说来 ， 显然， 入 = 1 , 而对级数 区？nX nx 
则有 入 = 0 如果愿总 ， 对 “处处收敛＂的级数可认为 入 = -oo, 而对 “处处发散＂的级数则令
入 = +oo. 

读者容易看出它们跟幕级数的类似之点 在两种情形中 ，
“收敛范围 ” 都是整个区间 但也有重

大的差 别 绝 对 收 敛的 范 围 在 这 儿 一般 地可以跟收 敛 范 围 不 一 致． 例 如， 刚 才所说的级数
(-lt-1 

艺了 对 x> O 收敛， 但 只 对 X> 1绝对收敛
nX 

4)把级数

文 n!an

九 = l

跟系数相同的狄利克雷级数 ( 12 )相 止这｀ 而且， 当然认为 x 异千 0, - 1 ,  -2 ,  等等

( 1 3) 

在这些限制下 ， 便有这样的定理 ， 朗道 ( E .Landau ) 定理 ·级敖 包2_) 竺J1 3J 对 同上巳色土佳些

把狄利克雷级数 ( 12 )的各项分别乘以因式

I n.n X 

x ( x + 1 )· · · ( x + n) 
(n= l, 2, 3, . . , ), ( 14) 

便可得到级数 ( 1 3) 当n值充分大时，这些因式有一定的符号 此外 ， 从某处开始后 ， 它们就乎调
地变化着

事实上 ， 第n+ l 个因式与第n个因式的比值是这样的

但 [125 ,4) ]

并且， 类似地

由此

(n + 1 )• (二汀 ( 1 +  ]:_ r
+ l 

n = n 
x +n+ l 1 十 二

n 

(1 + � r
+ 1 

= 1 + 勹 1
+ (

x
� 尸 + o (卢）

1 +  

1 X + }  ( x + 1 )2 1 
= 1 - -

2 + o (n2 ) , 
x + l 

n 

(1 + .!. r
+ l 

n 
x + l  

1 + 
n 

n n 

= 1 + ( x + l )x 1 
2n2 + o (声) . 

从最后的公式中可以明 白看出 当 ( x + l )x > 0 时上述比值最后成为大千 1 , 而当 ( x + l )x < O

时，小于 l .

为要确立因式 (14)的有界性，我们 引 用这个事实 ［这在以后在 4 02 , 10)中要加 以证明］ 表达

式 ( 14 ) 当n ----> oo 时具有有限极限 这样， 按照阿贝尔判别 法，级数 ( 12 ) 的 收敛性就引 出级数

( 1 3)的收敛性

因为所说的极 限（如我们看到的）永远异于 0, 所以类似的结论可应用到因式 (14)的倒数上

去 在这 情形下 ， 根据同一定理， 级数 ( 1 3)的收敛性就可引 出级数 ( 12)的收敛性 证明就完全了
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5) 类似的关系可以在所谓兰伯特( Lambe rt) 级数

00 

江n l 二
n= l  

与幕级数[379]

立nXn

n=l 
之间建立 ， 其中系数 an 是相 同的（值 x = 土 1 当然除外h 更确切地说

若级数 - -, 
00 

· 257 · 

( 15 )  

( 16) 

＼ 叉 a n : (A) 
, n= l \ 

收敛 则 兰 伯 特级数 (15 ) 对所有 的 x 值都 及及 石A目反情形 下，这级数恰好在幕级数(16) 收敛
的 那 些 x 值下收敛［克诺普( K .Knopp) .] 1 6  

( a) 首先设级数(A) 发散 ， 于是级数( -A)的收敛半径是 R ( l 现欲证，对 lxl < 1 说来， 级
数 ( 15 )与 ( 16)的敛散情况是同样的

如果级数( 15) 收敛 ， 贝肛儿产 乘此级数的项所得到的级数也收敛CD ,因而级数(16) 也收敛， 因
为它是前述二级数的差[364 ,4° ]

00 00 

X 妇xn 三 L [ a n 
xn xn 

n= l  n= l l — xn - a 九 ·
1 - 沪 . xn] .  

现设级数 (16 ) 收敛， 这 时 ， 按照阿贝尔判别法， 以单调递减的因式 乘此级数的项所
1 - x2n 

得到的级数
00 00 

汇 胚xn .
1 -

l
x2n , 及 L a 乒

1
, 1 �:2n 

n=l n=l 
也收敛 因 而，级数 (15 )也收敛， 因 为它是前面二级数的和[364 ,4° ]

ex, ex, 

L a n 1 : xn 三 区 ［胚Xn
. 1 -

l
x2n + a nxn 沪

1 - x2n ] 
n=l n=l 

对 lxl > i 说来，级数( 16 )显然发散； 我们断定 ， 在这个 x 值下级数( 15) 也发散事实上，在

相反情形下，从级数

的收敛性 ， 就会推出级数

00 00 

汇 妇
沪

1 - x九 三
－

汇 a n · l 
1 

n= l n=l 1 - 仁） n 

立 (�r
n= l 1 - (;) 

©如果任何级数 ， 比方说区尸 如 收敛 ， 那么这就是说，幕级数区？ 加泸 当 x = l 时收敛， 于
是 ， 依第3 79 目 引 理 这级数对 lxl < 1的任何 x 说来， 显然收敛 在课文 内 进行的讨论中 ， 我们还
有两次要利用这个说明
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与 －

－

 

n
 ）

 

n
 

)
1-
X
 

1-
x

(
 

（＿
 
1

 

n
 

a
 

n
 ）

 
1-

x
 

1

(

 

1
 

n
 
a

 

－

－

 

00汇
一三n

 
a

 

00

区
i

的收敛性 [ 364 ,4°], 这与假定违背

( 5) 如果级数(A)收敛 （千是 R ;) 1) 则对 lx l < 1 说来 级数( 16) 收敛，而级数(15)的收
敛性 可像上面一样确定出来． 剩下的只要证明级数( 15) 当 lx l > i 时也收敛

事 实上，此时 - < 1 ,  而级数

�"n , �11;. 
像上述那样，收敛， 因 而， 级数

l n � 

t"" ! 二n 三 —
: 妇

1 -
(勹 九 三 —t ["" + a s � �z

ff
』

也收敛 [364 ,4°] .
6) 最后，作为直接应用阿贝 尔变换' (10)的一个例子 ， 我们举出恒等式

� - -- - . - - . .  - - - - . - . - ---, 
, 00 00 

｀ 汇 a 冗沪 = ( 1  - x) 叉 An矿，；
, n= O  n=O I - • - • - - - -- - - - - - - - - • •  一 l

这儿

An = a o  + a 1  + ·  · · + 胚(n= 0, 1, 2, . .  - ) .  

同时过恩皂 I叫 丕仪少于第一个级数的收敛半径 R-1-- 而且小千 1 .

实际上，我们有
n n- 1 汇 卢 ＝ 叉 A心 － 产） + A冗沪

i= O i= O 

由此， 当n----> oo 时， 只要再确立 A芯n ----> 0, 就可得到所要求的等式 为此目的，在条件

lx l  < r < R, r # l 

下取数 T . 于是 \ a i \ ri (; L ( 对 i = o, 1, 2, · · · 而言） 并且

- - - - - -- - - - - - - - -- - - - -- 、 . n ' 1  1 1 L lx l  Lr 
IA心勹 � L (1 +

::;:
十 声 ＋ ＋ 言） 卢 ＝ 二 勹） — = 厄 In

最后的表达式在所作假定下显然趋于 0.
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§4. 收敛级数的性质

38 6. 可结合 性 无穷级数的和数的概念与有限多个项的和数的（在算术及代

数中所考虑 的） 概念 的主要区 别，在 于前者 中包含着 极限的过程 虽然普 通和数的某
些性质 也为无穷级数所具有， 但常常只在满足一 定的条件下才能具有，而这些条件
正是必须研究的． 在另 一 些情形 中， 我们 习惯 了 的许多普 通和的性质却 非常显著地
被破坏 了 ， 因 此，一般地 ， 在 这问题上 必须保待小心谨慎

考虑收敛级数

产 归 = a 1 + a2 + · · ·+ an + · · · 
n=l 

并且用 任意方式把它的项联 合成若干组 ， 但同时不改变它们 的分布位置．

a1 +· · ·+ an 1 , an1 +1 + ···+a九z > • • • , a压 _1 +1 + ·· ·+a庄 ， ． ． ．

这儿 ｛闷｝ 是某一 从自然数序列中抽 出的关于下标 的部分增 序列

定理 从这些 和组成的级数

(A) 

如 ＋ ＋ 匠 ） + (an, +l + ·· ·+ a九J + · ··+ (a九k- 1 +1 + · ·•+ank ) + · · · (A )

恒 收敛， 并具有与 原 级数相同 的和 换旬话说收敛 级数具有可结合性

实际上， 新级数的部分和序 列

出 ，凡 ，
． ． ． ， 凡 ，． ． ．

并非别 的，而 是原 来级数的和的部分序列

A九" A九2 , . .. 'A压 ， ． ． ．

这[ 40]就证 明了我们 的断言
我们 看出 暂 时地 跟普通和十 分相似之点，但这相似点会被破坏 ，譬 如

说如果我们 试 图 把可结合性在 相逆 的步骤 下来应用的话． 如果给定收敛 级数(A ),
它 的每一 项都是有限多个加 数的和，那么，去掉括 号之后，我们得到新的级数 (A) , 这
级数就可能是发散的 简单的例子 就是： 级数

(1— 1) + (1— 1) + ( 1  -1) + · · · 三 o + o + o + - · ·=O

与
1—( 1 — 1) — (1— 1) - ·  · ·= 1 - 0 - 0 - · · · = 1 

显然收敛， 然而从这级数去掉括 号后所得到的级数

l — l + l — 1 + . .. 
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却 是发散的
当然， 如果在去掉括号之后， 我们得 到 收敛级数(A),那 么 ，它的和就与 级数（入 ）

的和相同这 由上面巳知 的 事实推出

在某些条件下，可 以预先保 证级数(A)收敛（入 ）中 同一括 口 这
相 同 符号？的级这 就是这种级数的最 简单的情形

实际上， 在这情形下， 当 n从 闷- 1 变到 玑 时 部分和 儿 将单调地变化 因 而
将包含 在 Ank- l = Ak- 1 与A九k = Ak 之间 当 k充分大时， 最后这两个和与级数
闷） 的 和 A 相差 任意小 ，因 而 对于和 儿 也同样正确，即当 n充分大 时， 有An ---+ A 

以后我们将屡次利 用这个说明
现在考虑这样的例子．

例题 确定级数 �
co (-l) E(五）
n=l 的 收敛性 57)

这儿首先出来 3 个负项 ， 之后5 个正项，如此下去 如果把每个这样的相同符号的—群项并

成为级数的—项 就得到交错级数：

｀广 ［卢 + k2� 1 
+ . . .  + ( k  + 1\ 2 - 1 ] 

容易确立不等式

k k+l 
^ 、， ＾

2 1 1 1 1 2 
< — + + · · · 十 ． ． ．

k + 1 k2 k2 + 1 k2 + k 
+ + < -

( k  + 1 )2— 1 k 

( 1 ) 

1 1 例如，因为开头 K 项的和小于 k 一 ＝ －， 而后面( k + 1 )项的和小千( k + l )x = - , 所炉 k k2 + k k 
以 ， 实际上，整个和将小千 — 由此断定 ， 级数 (1)的项将趋千 0, 并且它们的绝对值单调递减．在

这情形下 ， 根据莱布尼茨定理 级数( 1 )收敛 ， 因而 ， 由于上面所作的说 明 所提出的级数就收敛

38 7. 绝对收敛级数的可交换性 设给定具有和A的 收敛级数(A) 在级数(A)
中用 任意方式 重新配置 级数的 项后， 我们得 到新的 级数

f a� = a� + 叱 ＋ ＋ 咋 ＋ (A' )  
k=l 

这级数的每一 项a� 跟原级数的一 个确定的 项ank 是相同的0 .

现在发生 了 如下的 问 题 级数(A' )是否 收敛？ 而在 收敛情形下， 它 的 和是否等
于原级数的 和 A? 在讨论这间题时） 我们必须 在绝对收敛与非 绝对收敛级数之间 实
行严格的 区别

＠对于不 同的括号说来 ， 这个符号可以是不 同的
＠并且 没有遗漏及重复的下标的序列 ｛压｝ 又产生出 自 然数序 列 （只有次序上的不 同）

57)我们记得，E(x) 表示数 x的整数部分



[387] §4. 收敛级数的性质 · 261 · 

定理 若级数(A) 绝对收敛 ，则把它的项重新配置后 得到 的级数(A' )也收敛并

且具有与原级数相 同 的和 A 换旬话说 绝对收敛级数具有可交换性

证明 (a) 分成两个步骤 来证明 首先 假定，级数(A) 是正项级数

考虑 级数(A' ) 的任意 部分和数 A� . 因 为

I I I al = an, , a2 = a九2 , • • •  , ak = a妇 ，

所以，取 n' 大于 所有下标 n1 , 应 ，．． 卫K 后， 显然即有 A� 冬 A忙 ，因 而 ，更加有

A� 冬 A .

在这种情形下 (A' ) 是收敛的[365], 并且它 的和 A' 不超 过 A

A' 冬 A.

但笣数_(A) 也』巨人 (A' ) 重 新配置 级数的项而得到 因 此 ，类似地

A 冬 A' .

比较 所得到的关系式 就得到所要求 的等式 A' =A
(6 ) 现在设(A ) 是任意绝对收敛级数

因
为收敛的正项级数

产 lanl = la1I + la叶 + · · · + la刓 + . . .  
九=l

(A* )  

按照 上 面证明的，在任意重新配置 级数的项时仍 是收敛的，所以根据第377目中的

定理级数(A ) 也同时保持 自 己 的（绝对） 收敛性．
其次， 在377中我们曾 经见过 在级数(A )绝对收敛的情形下 ，它 的和可表示成

A =P—Q, 

其中P与Q是正项级数

区 Pk
k=l 

(P) 

区 加，
m = l  

(Q) 

它们 分别是由 级数(A) 的正项和由 级数(A ) 的负项的绝对值组成的级数． 级数(A )
中项的重新配置引 起这两个级数中项的重新配置，但并 不影响 到（按 上 面的证明） 它
们的和P及 Q 因 而 级数(A) 的和仍然是先前的和，这就是所要证明的
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388. 非绝对收敛级数的情形 现在来研究非 绝对收敛 级数而 要确定它们 并 不
具有可 交换性 · 在每 个这样的级数中，由 于级数的项的适 当的重新配置 ，可能改 变它
的和，或者甚至完 全破坏 了 收敛性

假定级数(A)收敛 但非 绝对收敛 从收敛性推知 lima11 = 0 [364,5°] 至于我
们在上目中讲到过的级数(P)与 (Q), 那 么 ， 虽则显然

lim Pk= 0 与 lim qm = 0 ,  
K — •= m一。

但在给定的情形下 ，它 们二者 都发散

(2) 

事实 上，若k与 m分别表示级数(A)中前n项中正项的数目与 负项的数目， 则
成立等式

乌 =p k—Qm , 且 ＝ 凡 +Qm. (3) 

应强洞 的是三 个号码n,k,m中， 有一 个可以任取， 其他两个则据它 而选 定，从(P)或

(Q)之一 的收敛性 ，根据(3)中第一 式必然会得出另 一 个的收敛性 ，而由这两个级数
的收敛性 根据(3)中第二 式推出 级数(A* )收敛 这与 假设矛盾

现在要证下面的有名 的黎曼 定理
黎曼定理 若级数(A)非 绝对收敛 ， 则 无论预先取怎样的数 B(有限的或者等于

土oo), 都 可 以 这样重新酕置这级数中 的项，使得变形后 的级数具有和 B

证明 先讨论 有限数 B 的情形 首先指 出，由 级数(P)与 (Q)的发散性，根据

364 目 10 , 可推出，它 们所有 的余式同样也都发散，于是这两个级数中的每一 个，从

任何地方开始 ，可以收集那么 多的项，使得和超过任何一个数．

利 用这些说明 ，我们就用下面的方 式作 出级数(A ) 的项的重新配置

首先取给定级数的这样多的正项 （ 按照它 们在级数中位置 的次序） ，使得它 们的
和超过数 B:

Pl + P2 + ·· ·+Pk, > B .  

在它们之后接着写 出负项 （按照它 们在给定级数中位置 的次序） ，取这样多项，使得
总和小于 B:

Pl +沁 + · · ·+ Pk1 — q1 一 卯 — · · · - qm1 < B. 

之后又这样放 上一 些正项 （从其余 的数中取出的） ，使得

Pl + . .. + Pk, - q1 — . - qm , +p从 +1 + .. " + Pk2 > B. 

然后收集这样多的负项（从余下 的数中取出的），使得

Pl + . . .  + Pk, — q 1 一 ． ． ． － 归 + P从 +1 + ·  · · +  Pk2 - qm, +l - ·  · ·- qm2 < B. 
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如此下去 我 们 设想这个步骤继续 到无穷， 显然 级数(A)的每一项连同自己 的符号，
会在 一定的位置 出现

写 出项 p或q 后 如果每次 收集的项不多于 实现所要求的不等式必要的项， 则

在这一 面或那一面彗数 B 的谝垄』 按 绝对值丕超过墨岳写出的项 ． 于 是从 (2 )显然

可见 级数

(P1 + · · · + Pk1 ) —(q1 + · ··+ Q m1 )+ ·· ·  

+( P k,_ , + l 十 ． ＋匹 ）-(q mi- 1 +1 + ·  · ·+ q mJ + ·  · · 

具有和 B 由千 38 6的说明 这在去掉括 号之后仍然 是正 确的
如果 B= +oo, 那么， 取增大到 无穷的数 压 的序 列后， 就会有可能收集到遵从

我 们 的要求 的正 数， 使得和依次大于 B1, B2 , 凡 等等，而 从负项收集的数只需依次放
在每一正 数组之后， 用这方 法，显然会作出具有和是 +oo的级数 类似地 可以 得到
和是 —oo的级数©

上面确立的结果着重 表 明 这样的事实非 绝对收敛性只 是由 于 正项与负项的互

相抵消才能实现 并且主要由这些项一个跟着一个的次序 来决定， 但是， 绝对收敛性
则根据这些项减小的速度 ，而与它 们的次序 无关

例题 1 ) 考虑显然非绝对收敛的级数

1 1 1 1 1 l — - + - — - +  . . · + - — + ? 3 4 2k - l 2k 
� '--..,--' '-v-----' 

容易证得 ［参看 2)] 它的和是 1n 2 我 们这样凋动它的项 ， 使得在一个正项后 面跟若两个负项 ·

1 1 1 1 1  l 1 1 
1— - — - + - - - — 一 十 ． ． ． 十

2 4 3 6 8 、 ... , 、 � , 2k — 1 4k — 2 4k + 

我们断定， 这样调换后 的级数的和减小了 一半．
事实上， 如果分别用 A九 与 A� 表示这两个级数的部分和，则

m 

A' 文 (
1 1 3m = 

k=!  2k - 1 — 4k —2 - 卢) = � ( 4k� 2 一 点）

飞 文 ck � l - 卢） ＝ 扫2m
k= l  

1 千是 A如 一 - ln2 因 为2 
1 A;m-i = A亿 ＋ —与A;m-2 = A;m-1 + l 

4m 4m — 2 
1 趋于同一极限 - ln 2, 所以级数(5 )收敛并 且 即 以此数为 自 己 的和2 

(4 ) 

(5 ) 

阴贵者容易想出 ， 如何安排给定级数的项 ， 使得变形过的级数的部分和 ， 具有两个预先给定的数
B 与 C > B 作为总共的与最小的极限
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2) 如果从调和级数的部分和 Hn 的公式 [ 367( 4)]

1 1 Hn = 1 + - + ·  · · + - = Inn + C + ,n 2 n 

出发 （其中 C 是欧拉常数 ， 而 /n 是无穷小）， 可以得到更普遍的结果 由 此 ， 首先有

1 1  1 1 1 1 1 - + - + · · · + — = - Hm = - In m + -C + -
2 4 2m 2 2 2 2 1m, 

1 1 1 1 1 1 
1 + - +· · ·+ = H2k - - H k = ln 2 + - ln k + -C + 霞 － 尸3 2k - l 2 2 2 

现在把级数( 4) 的项排成这样的次序 首先放 p 个正项与 q 个负项 ， 然后又放 p 个正项与 q

个负项，如此下去 为 了要确定出级数

1 1 1 1 1 十 一 一 一 ． ． ．－－ ＋ 十 ．． ． 十 — 1 -
2p - 1 2 2q 2p + 1 4p - l 2q + 2 ＋

 

1-
3

 
＋
 

1
 

( 6 ) 

的和， 轮流把上塑或 q 皇一 序列组结合起来是覂卫巴巴 用这方法得到的级数的部分和 A2 n 等于

仁 = In (2l) + a n ( a n 一 0)

并 且趋千极限 In (2/勹 ， 和 心 n -l 也趋千同一极限 最后， 由 于 38 6的说 明 ， 级数 ( 6) 也将 以

这个数 In (2t) 作为自己的和

特别地，对级数 ( 4) 说来，可得到 ln 2( p = q = 1) ,  对级数 (5) 说来 ， 与 1) 中一样 ， 得到
1 
2 - In 2( p = 1 ,  q = 2) .  类似地：

1 1 1 1 1 3 
1 + - — - + - + - - - +· · · =  - In 2 (p = 2, q = I) 3 2 5 7 4 2 

1 1 1 1 1  1 1 1 1 1 
1 -

2 勹 飞 飞 勹 飞 飞 飞 飞 勹
— = 0 ( p  = 1 , q = 4) , 

如此类推

我们指出，如果正项及负 项的序列组中的项数从—组到另 一组还要改变的话 ， 那么 ， 这个变化

的规律容易这样选择， 使得对变肚过的级数来说， 实际上 ， 得到任何预先给定的和 这点 留 给读者

去证明．

389. 级数的乘法 关节两个收敛级数 的逐颉相加 i或相减） ， 以 及 以 常数 因 数与

收敛级数逐项相乘， 已 经在 364,3° 与 40 中 讲过 现在我们研究级数乘法的问题．

设给定两个收敛级数

= 
A = L an = a1 + a2 + ·  · · + an + ·  · · 

n=l 

= 
B = 区 妇 = b1 + 伈 + · · · + bm + · · ·

m=l  

(A) 

(B) 
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仿照有限和乘法的规则 ， 在这儿也考虑这两个级数的项所有可能 的成对的乘积 a战，
从这些乘积可作 出 无穷矩阵

a1b1 a2b1 a3切 · · · aib1 · · · 

a1b2 a2b2 a3伈 · · · aib2 · · · 

a1b3 a2b3 a3伈 · · · aib3 · · · 
(7) ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． 

a1bk a2bk a3仇 · · · aibk · · · 
. . . . . . . . . . . . . . . 

这些乘积可 以用很多方法排成简单序列 的形状 例如， 可 以按对角线或按正方形
写 出乘积

?-1b1 a如 a如 ． ．
/ / / 

?-1伈 a2伈 a3伈 ． ． ．
/ / / 

a1炖 a2的 a3的 ． ．
／ ／  

它们分别引 出 序列

a1b3 迈伈 a3b3 , · · · 

a1从 ； a1b2 ,  a2b1 ; a1b3 ,  心伈， a3切 ； . . .  (8) 

或
a1b1 ; a1b2 ,  a2b2 , a2b1 ; a1b3 , a2伈 ， a3b3 , a3伈 ， a3仇 ； . . . (9) 

柯西定理 如果级数 (A) 与 (B) 绝对收敛， 则 由在任何次序 下得到 的 (7) 的 那
些 乘积组成的级数也咚竺 ， 并且这级数的 和 即 是和 的 乘积 AB

证明 按照假定 ， 级数

L lan l = 囡 I + la习 + . . .  + I勹 + ·
n=l 

产 加 I = lb1 I + lb2 I + . . .  + lb叫 + ·
m=l 

(A*) 

(B*) 

收敛， 即具有有 限和 比方说小 和 B*
把乘积 (7) 的那些用任意方式排列成序列 的形状后 ， 从它们作 出 级数

产 ai丸 = a勺 如 + a砬 妇 + · · · + a压 妇 ＋ ． ．  
s=l 

(10) 
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为要 证明 相应的绝对值 级数

产 回 如I = lai1 如 I + lai2 bk2 I + · ··+ la压 如 I + . . . (11) 
s=l 

的收敛性， 考虑 它的第 s 部分和 如果用 v 表示记号 灯 ，k1 心 ，k2 , · · · , 伈 ，机 中最大 的
一 个，则显然，

四 如 I + 匹 如I + · · ·+ lais 妇 I 冬

( la1 I + la2 + ·  · · +  lav l )( l b1 I + l b2 I + ·  · ·+ l bv l )冬 A * ·B *.

由此[365]得 出级数(11)的收敛性， 因 而 也得 出级数 (10 )的绝对收敛性．
剩下 的只是确定级数的和 为此 ，我们先 给级数 (10 )的项以更适 当的排列，因

为 这个级数， 像 绝对收敛级数一 样 ， 具有可交换性[38 7] 把这些 项按正方 形像 (9 )
中那样排列出来后 ，我们把彼 此汰在同一 正方 形的序 列组合并起 来：

a1b1 + (a1 b2 -f-a2b2 + a2 b1 )  + (a1b3 + a2b3 + a3b3 + a3b2 寸-a3b1 ) + · · · (12 ) 

若像通常那样用 品 与 Em 表示 级数 (A)与(B )的部分和，则对级数 (12 )说来， 部
分和是

A1 凡 ， A2 凡， 如B3 , . . . ,A以":Jk , . .  

它 们趋于乘积 AB, 这样一 来，AB 就不仅是级数(12 )的和 而且也是级数(10 )的和
了 ．

在级数的实际相乘时，像 (8 )中按对角 线排列(7 )的那些乘积 ，常常是更便利 的
通常把在同一 对角 线 上的那些项结合在一起

AB= a1b1 + (a1 伈 +a2b1 ) + (a1 的 +a2伈 +a3仇） + . . .  ( 13) 

柯西即是首次把两个级数的乘积表示成这种形式的 今后 ，我们把上述级数称
为级数(A)与(B )的柯西形式 的乘积

例如，设把下 列两个幕级数相乘．

产a九泸 =ao + a1x + a2沪 + . .  · +a二 + . .. 
n=O 
= 

区 加沪 = b o + b 1x + b2沪 + · ··+ b m产 + . .. 
m=O 

［并且x取 在相应的收敛区间 内部，379] 在这情形下 ，不难想 出，上述方法可得出乘
积 中同类 项的系数

= = 
汇 钰xn 艺 妇尸 ＝ 吵 o + (a如 +a心 ）X + (a心 +a也 + a吵o )x2 + · · 
n =O m=O 

这样一 来， 四主＿ 级数的柯西形式的乘积被」但座坴为征竺塾堕座骂
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390. 例题 1 ) 级 数

00 

己 ＝ 汇 沪 = l + x+沪 ＋ ． 十 xn + · . .  ( lxl < i )  

自 乘 ， 用这方法可得

2) 把级 数

与级数

( 1
�

x) 2 = L n xn-1 = 1 + 2 x  + 3x2 + ... + n xn-1 + . . 
1 

土 ＝ 豆— 1 )九 沪 = 1 - X + X2 - · · ·+ (— lf泸 ＋

· 267 · 

立— 1 ) ,n-1 三 = X- � 三 — 十 ( -1 ),n-l 二
m m ( 14 ) 

相乘 （其中 lxl< i ) , 给 出 这样的结果．

立-1尸 Hk xk = x - (1 + D 沪 +·· · + ( -it-] ( 1 + � + · · ·+ ½) 沪 ＋
k= l  

以后 我们将看到 [405] , 级 数 ( 14 ) 的 和 是 ln ( l + x) , 千是最后的展开式 是 函 数

3 ) 求 出 ( z 是任誉的 ）

提示 利用公式

答案

4 ) 恒等式 ［参看 385,6)]

{ 1 + t 1 — 1 )" ,,/乙 r

,, 
区 (C叮 = C趾 ＝

2v! 
( v ! )2

. 
µ,=0 

00 

1 + 叉（— 1t
2v!z 2"  

沪V
• ( v! )4 •  

v=l 

00 00 

区 儿 xn 1 
＝ 亡 区 胚 xn

n=O n=O 

立n Xn = ( 1  - x) 产 儿沪 （其中 An = ao + a1 + · · · + an ) 
n=O n=O 

容易用逐项 相乘的 方法 证 明

ln ( l + x) 
l + x 

同时 若在 区 间 ( -R, R ) ( O < R :,;;  1 ) 内 ， 两个级 数 之一收敛 ， 由此已 推 出 另 一级 数在 同 一 区
间 内收敛
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5) 证明恒等式 (a > 0) 

( 1  1 x 
+ 

l · 3 x2 1 1 · 3 3 

-;;: + 2
·

a + 2 2 · 4 a + 4 + · · · ) · (1 + 2 x + 2 . 4 x + ·  · · ) 

= ¾ [  1 + a +  l 
x + (a + l ) (a + 3) 2 

a + 2 (a + 2) (a + 4)
x + . .  · ] · 

6) 我们 巳经知道 [378,l) (a) ] , 级数

＋
 

沪
可5

＋
 

沪
可＋

 
X-
H
 

＋
 

1
 

＿＿
 

沪＿
叫

8

寸
令

xn 

· + - + " · 
n' 

对所有 的 x 值绝对璧笙｝ 我们用 E(x) 表示它的和 以 y 代替 x , 可得类似的级数 E(y) , 两个级
数柯西形式的乘积可以按照级数乘法的规则得到 乘积的通项是这样的：

n n- 1 y 
2 n-2 

X y X y X 
k 

y 
n- k 

1 · ;T + 1! ·
(n - 1) ! + 可 (n - 2) ! + · · · + 百 (n - k) ! 

沪
n

l 

n 
＋ ＋ 可 l = L 炉 (n - k) ! x

kyn-k = 卢 艺 笠xkyn- k = (x :
1
y) n 

k=O k=O 

这样 ， 我们对于暂时未知 的 函数 E(x) 得到对千任何实数 x 及 y ,6)入系式

E(x)  E (y) = E(J � y) 

以后这将给我们 以建立 E(x) 是指数函数的可能性 [439,3) ; 比较 75,1°]
7) 借助于达朗贝 尔判别法容易证明 ， 级数

00 2n 2 4 2n 
X X X 

C(x) = L (- 1)三— = 1 - — + — - · · · + (- lf — — + · · ·
。 (2n) ! 2! 4! (2n) ! 

00 2m- 1 X 3 X 5 2m- 1  
S(x) = 汇 （—l)m- 1 X = X _ _  + _ _ . . .  + (- l )m- 1 X — + · 

(2m - 1) ! 3! 5 ! (2m — 1) I 
1 

对所有的 x 值绝对收敛 用级数乘法可以证得关系式

C(x + y) = C(x) · C(y) - S(x) · S(y) ,  

S(x + y) = S(x) · C(y) + C(x) · S(y) 

因 为实际上 S(x) 与 C(x) 不是别 的 ， 而是 sin x 与 COS X [404] , 所 以 我们在这儿得 以知道这
些函数的有名 的加法定理

8) 最后 ， 考虑正项级数
00 

((x) = 区 nx 

这级数对 x > l 收敛 [365,2)] 并且是黎曼 函数 c 借助千级数乘法 ， 计算它的平方
我们把所有可能的乘积

1 1 
nx mx 

1 
(n · m)x 
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这样排列 ， 使得在分母 中 有 同一数 目 k = n · m 的那些项列 在一起， 然后把它们合并起来 对应千
每一个 k, 形如 的项共有 r (k) 个 行(k) 是数 K 的除数 n 的个数 参看 370,4)- 译者］ ． 所 以 ，
最后

巨

[((x)J
2 r(k) ＝ 汇 炉 ．

k=l 

391. 极 限 理论 中 的 一般定理 为 了在 当前一 目 和今后简化叙述 我们来建立极 限理论中言尸戎｀昙怼立斯托尔茨 (Stolz) 定理 的宽泛 的推广 这个定理属 于拉直旦盔

I 设无 穷 “三 角 形＂ 矩 阵 的 系 数

3
 

3
 
t

 

2

2

 

2

3

 

t
t

 

1
1
1

 

1
2
3

 

t
t
t

 ( 15) 
tnl in2 in3 ·  · · inn 

符合如 下 两 个条件·
( a) 位 于任意一列 中 的 元素趋于零：

tnm 一 0 当 n ----+  oo (m固定）

(6) 位 于任意一行 中 元 素 的 绝对值之和被 同 一个常数界定·

[tn 1 [  + [ tn2 [  + ·  · · + [tnn [ :( K  (K为常数）

那 么 ， 若序列 Xn 一 0, 则 对 于借助 于 矩 阵 ( 15) 系 数 由 原 先序 列 值组成 的序列

吐 = in1 X 1 + in2X2 + ' ' · +  lnnXn 一 0

也成立．

证明 对 € > 0 存在这样的 m, 当 n > m 时有 lxn l < 五( ; 利用条件 (6) , 对这样一些 n
有

€ 
卢 < ltn1 X1 + ·  · · +  tnmX司 + 2 ·  

因为此处 m 已 经是常数， 那么 由 于条件 (a) 存在这样的 N ? m, 使得 当 n > N 时 ，

右边的第一项 ＜ －€ 
2 ， 因 此 lxn l < €, 这就是所要证 明 的

II 设 系 数 tnm 除条件 ( a) , (6) 外还符合条件
(B) Tn = tnl + tn2 + ' · · + inn 一 1 , 当 n ----+ oo 0

那 么 若数列 Xn 一 a(a 有 限的） ，则 同 样有

I Xn = tn泣I + in2X2 + · ' · +  tnnXn 一 a.

＠在应用 中通常 T九 三 1
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证明 吐 的表达式显然可以改写为这样：

吐 ＝ 如( x1 - a )+ 巨( x2 - a )+ · · · + 压( x n - a )+ Tn·a .  

把定理 l 应用千序列 Xn — a 一 0, 且凭借着条件 (B) , 可直接达到所要求的结果

l o 若令
l nl = l n2 = · · · =  i n n  = - , 

n 

则由此可得出柯西定理 [ 33] . 符合条件 ( a ),( 6 ),( B )是显然的

[391] 

20 现在转 向斯托尔茨定理， 并仍保待原 先的表示， 于是设有两个序列 x九 与 Yn, 其 中第二
个序列单调地趋于 +oo. 设序列

Xn - X n-1 
一 a (n = 1 ,  2 , 3, · · · ; xo = Yo = O ); 

Yn - Y n- 1  

把定理 II 应用千此式 ， 设 tnm = 
Ym - Ym-1 .  容易验证条件 ( a ),( 6 ),( B ) 都成立 于是得到 序

列
如

这就完成了证明

五 ＝ 区 tnm
Xm - Xm-1 __, a ,  

Y n Ym - Ym-1 
m=l 

我们来举出特普利茨定理 的一系列有用的推论．
30 设有 两 个序 列 x九 一 0 与 Yn 一 o, 同 时后 者符合如 下条件

国 ＋ 如 + · . . + IY n l :( K (n= l ,2, - - · ; K为常数）．

那 么 便有序列

Zn = X1 Y n  + X2Yn-1 十 ． ． ． 十 X动1 一 0.

这是当 t nm= Yn-m+ l 时定理 I 的 简单应用
40 若序列 X n 一 a , 而序列 Y n 一 b , 则序 列

X顷n + X2Yn-I + · · ·+ XnYl Zn = ----+ a b .  
n 

首先设 a = 0, 要求证明 z九 一 0. 为此只需对 tnm = 如-m+ l 应用定理 I[定理的条件( 5 )
n 

由 Yn 的有界性直接推出］．

转而证明一般情况 ， 把 Zn 改写成如下形式：

( x1 - a )yn + ( x2 - a )如-1 + · · ·+ ( xn - a )y1 Y1 + Y2 + ·  · · + Yn Zn = + a · 
n n 

根据刚 刚证明过的 ， 右端第一项趋于 0 根据柯西定理， 右端第二项 中 a 所乘的因子极限为 b , 所

以右端第二项的极 限为 a b .

50 若 Xn 一 a , 则＠

, 1 · xo + C�x1 + C;x2 + · · · +  c;: 吓Xn = 一 a .2n 

＠序列的号码 ， 是从 o 开始， 而不是从 1 开始 ， 这 当然不是本质的
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应用定理 II , 令 m Cn 
nm = 2n 

nm 
因为 C了 ＜ 产及 —- --+ 0 [32 ,9)] , 则条件( a) 成立 ． 由2九

产 c� = 2n 

m=O 

可直接推知条件( 6) 与 ( B) 成立 ．

50 若 Xn --+ a 与 z 为 常数( z> 0) , 则

, 1 ·xo + C扫 X1 + C炉2 · x2+ ·  · · + c� 沪 XnXn = --+ a .  (1 + z)n 

这是上—论断的简单推广 ， 其证明也是类似的 ， 系数的排列次序也可以反过来， 即

, Zn · Xo + C扫九-l · X1 + C;zn-2· X2 + ·  · · + 1· Xn Xn = 
(1 + z) n ---+ a .  

· 271 · 

392. 级数乘法定理的推广 梅尔滕斯( F.Merten s) 巳经指出， 柯西的结果可以推广到更一

般的情形上去
梅尔 滕斯定理 如果级数( A) 与 ( B) 收敛 ， 并且至 少 它 们 中 的一 个绝 对收敛 ， 则展开式(13)

成立．

而

证明 比方说级数(A) 绝对收敛 ， 即级数( A*) 收敛

把第n条对角 线上的项合并起来 ， 令

坏 = a 1 加 + a2b 九- 1 + · · · +  a n-1 伈 + a nb 1 

Cn = C1 + C2 十 ． ． ． 十 环 ，

于是需要证明 Cn ---, A B . 

首先 ， 不难看出

Cn = a 1 Bn + a 2B九-1 + · · · + a n-1 B2 + a 九 B1.

若令 Em =
B

— f3rn ( 其中余式 f3rn 一 o, 当m一 oo 时），则和式 C九 可改写为．

Cn = An B - 飞，其中飞 = a 1f3n + a 2f3n-l + ·  · · +  a n-1/32 + a nf31 ; 

因为 An ---+ A, 所以整个问题就 归结为证明关系式 !im �(n = 0. 
而这一论断可从 391 的 30( 当 Xn = f3n, Yn = a n) 一下子推出来， 这只要考虑 到 ：

l a 1 I  + l a 习 + · · ·+ a n I � A; ,  

其中 矿 按照假定是收敛级数( A*) 的和

(16) 
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作为定理的应用，我们 回 到 39 0 目 的 4) 如我们现在所看到的 ， 在那里所提到的等式 ， 在级
数 立� a n泸 的收敛区间的端点 x = 土R 也成立 ， 这只要 R < 1, 且级数在这个端点一般说来是

收敛的（哪怕 是非绝对收敛也成）

我们指出，如果两 个级数(A)与 ( B )都仅仅 是非 绝对收敛的 那 么 就 不 能保证级数(13) 的收

敛性 作为例子 ， 试把下述级数 ［我们在 382 , 2 )中 已 知 ， 它是非绝对收敛的］ 自 乘一次

在这情形下

`—l )n- 1 = 1二 二 － ＋ （— ir-1 二
五 迈 嘉 五n= l  

伍 ＝ （— l )n- 1 ( 1 
+ 1 + · · · +  + ·· ·  十

1 石 迈 厂 J 了二 vn · i) ; 
因为括号中的每一项都大于 －，所 以 伲 I > i ( 当n> l 时）， 因而级数发散[364,5° ]n 

然而， 如果类似地处理同样是非绝对收敛的级数[382,1)]

那么有

]n 2 = 区
n= l 

( —1t-1 1 1 
n 

=1—
2 + 3

— +(— l )n-1
;;; 

+ 

伍 ＝ （—1r-1 [ 卢 + 2 - ( : —1) 
+ · · · + 

c · (n� i + 1) 
+ . . .  + 占］

= ( —1r-l
n! l (1+ � + · ··+ ¾) 

这儿， 随n的增大 ， 1 勹 趋于 0, 巠覂世竺，因而 ［根据莱布尼茨定理 381] 级数 艺 尸 c九 仍妖是收
敛的 它的和是怎样的，是否等于 ( ln 2 )2 ? 下述定理 回答 了这个 问题

阿贝 尔定理 若 刚 好 是对两 个收敛 的级数(A) 与 ( B ), 其所取柯 西 形 式 的乘积也收敛 则 乘
积级数的和 C 必 然 等 于 A - B

证明 保持 以前的记号，从 (13)式容易得到

C1 + C2 + ' · ' +  Cn = A1 En + A2 Bn-l + ' · · + A n  Bl ,  

把这个等式逐项地除 以n, 令 n --+ oo 取极限 因为 Cn __, C, 则根据柯西定理 [33; 同样参看
391,1° ], 算术平均值

C1 + C2 + · ··+ Cn ---> c. 
n 

另 一方面 根据 391 ,4° ( 若令 Xn = An, Yn = 氐），

A1 Bn + A2 Bn-l + · · · + An Bl — , AB . n 

由此 C = A · B , 这就是所要证明的
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§5 .  累级数与二重级数

393. 累级数 给定依赖 于两个自然 数标 记的无穷数集

心(i = 1, 2,. · ·; k = 1, 2, · · · )  

想象它们 分布 为无穷长方矩阵 的形状

( 1 )  
al  

(1 )  
a2 

(2) 
al 

(2) 
a2 

(3) 
al 

(3) 
a2 

(k) 
al 

(k) 
a2 

( 1 ) ( 1 )  
a3 . . .  ai 

. . .  

(2) (2) 
a3 . . .  ai 

. . .  

(3) (3) 伪 . . . 织 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . 
(k) (k) 

a3 
. . .  ai . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . 

这种类型 的矩阵称为具有 两 个列表 值的无穷长方矩阵
现在来讲一 个与 形状 (1)矩阵 的研究有 关的概念 － 累级数概念
若在无穷长方矩阵中分别把每一行加 起 来， 便得 到形如

的级数的无穷序列
现在把这个序 列累加 起 来，将有

f a?) 
i= l 

CX) CX) 

X 汇 a�
k

)
k=l i= l 

· 273 · 

(1) 

(2) 

(3) 

所得 到的记号称 为累级数 若把行代之以 列， 即若先 把无穷矩 阵 按 列加 起 来， 便得 到
第二 个累 级数

CX) CX) 

LL芯
i= l k=l 

(4 ) 

累 级数(3)称 为收敛的，是指若首先 ，按行的所有级数都 收敛（其 和相应地记为
A(kl ), 其 次 级数

立(k)

k= l 

收敛， 其 和是 累 级数 (3)的和所有这些都容易照搬 到级数(4)
矩阵 (1)的元素 可用多种方法表为无穷序 列

U1 , u2 , " · , u,、 , • • • (5 ) 
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的形式 据此可组 成简单级数
00 

又 Ur , (6) 
r=l 

［关于这一点 我们已在38 9 目中，由 于 特殊 类型 的矩阵而 说过了］反之 若有一 通常
的序列 (5 ) , 则 把它的所有项分开 （ 不管 其位置） 成无穷组 的无穷集合，可能有许多方
法将其表 为有两个列 表值 的矩 阵 ，并根据这个矩 阵组 成累 级数 (3). 自然地会提出 由
同样的项组 成的级数 (6) 与 (3) 的联 系问题

定理1 若级数 (6) 绝对收敛 于和 U , 则不管它的各项 怎样排列为矩阵 (1) 的形

式， 累 级数(3)收敛 ，同时具有相同的和

证明 按照假 设，级数

区 LUR L (6'' ) 
r=l 

收敛； 用 U *表示 它的和
于 是，首先 对任意的 n与k,

立 同k) I :(; U* , 
i=l 

由 此得 出 级数 汇己 囡门 的收敛性[36 5], 而 意味着 级数 汇� l aik) 的收敛性[377]

（对任意的k).
其次 ，对任意数 E > 0 ,  存 在这样的 r o, 使得

因 此，更加有

产 伲<E. 
r=ro+ l  

oo ro 

区 Ur = U - L 如 < E
r=ro + l  r=l 

(7 ) 

(8 ) 

若n与m充 分大 ，则 级数 (6) 的项 U1 , U2 , · · • , Ur 含于矩阵 (1) 的前 n行与前
m列之中，比如说当 n> no,m > m。 时 那么对于所说的 n与m, 表达式

n m ro 

L Lai
k) — 又 Ur

k=l i=l r=l 

是号码大于 m 的那一 些项 Ur 的和，根据(7 )式 ，按绝对值 < E 令 m一 oo取极限

（ 对于n> no), 得
ro 

tA(k) — 又 Ur 釭
k=l r=l 
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于 是，由 于 (8 )式

立 (k) - U < 2c , 
k=l 

由 此得出 累 级数 (3)的收敛性， 并且就收敛于和 U.

附注 矩 阵 (1)的某些行可能由 有限数目的项 组成， 容易把结果推广 到这种情
形

如 果我们记起 ， 在38 6目 把一 个简单级数的项 分成有限组， 同时不破坏 它们的
位置次序，那么很明显 ， 定理 ］ 陈述了 对绝对收敛级数（相容地） 结合性质与交换性
质 的一种深刻 的推广

逆 定理
，
1又 在对累 级数作很强 的假定下才成立 ．

定理2 设给定累 级数 (3), 若将其各项代 之以 各 项的绝对值， 得到 的是 收敛 级
数，则 不仅 级数(3)收敛 ，而 且 由与 级数 (3)相同 、 按任意次序 放置 的项组成的简 单

级数 (6)也收敛， 且 收敛 于同 一 个和

证明 按照 假设， 级数
00 00 

L L la�
k)I 

k = l i=l  

收敛 设 A*是它的和 对任意 n与m有

m n 

区 区 lai
k) I< A* . 

k= l  i=l 

现在取级数 (6*)的任 意部分和

贮 ＝ 同 ＋ 回 ＋ ． ＋ 伲 1 -

(9) 

对于充 分大的n与m, 诸项 匠 迈 ， ． ． ，也 将包含于矩阵 (1)的前n行及前m列中．
那么， 从(9) 式得出

级数 (6*)收敛，即级数 (6)绝对收敛

余下的是应用定理 ］ ，

贮<A* . 

显然，关于累 级数(3)所说的一切， 对累 级 (4 )也都成立， 于 是作为上述诸定理

的推论， 得到如下命题， 它通常是有益的Q) _

＠在德文文献中 ， 这个命题被称为 "grosser Umordnungssatz" 
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定理3 设给定矩 阵 (1 ) 若将 级数(3)的各 项代 之以 其各 项的绝对值，得到 收

敛 级数，则两 个累 级数(3)与 (4 )收 敛 ， 并具有同一个和·
00 00 00 00 

L L 心 ＝ 区 区ai
k)

k=l i=l i= l k=l 

39 4. 二重级数 二 重级数概念与无穷长方矩阵(1)有关 这 就是符号

心 +a贮 +a�l ) +·•· +a尸 ＋

＋驴 ＋ 亭 ＋ 亭 ＋ ＋ 凇 ＋

(k) (k) 气 +a2 (k) (k) + a3 + . . . + ai 十 ． ． ．
00 

十 ． ． ．． ． ． ． ． ． ． ． ．． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． 三 区 式k) ( 10 )  
i ,k=l 

限于前m列与前 n行， 考虑有限和
i=m,k=n 

心 ＝ 叉 a?l ,
i,k=l 

这和叫做给定二 重级数的部分和．我们将同时增大彼此 无关的数m与 n, 使他 们趋
于 无穷如果存在着极限

A =  lim A炉 ，m-oo 
n-oo 

这极限是有限的或 无 穷 的（但有确定的正号或负 号 ） 则称这极限为二重级 数的和 ， 并

写
00

A = 叉 a�k) .
i,k= l 

如果级数(2)具有有限和 则 称 它是收敛的 在相反 的情形下，则称 它是发散 的
我们回 到前面的一节[38 9 ]以通项是

c?l = a战 ，

的情形作为矩 阵 (7 )的例子 在这种情形，部分和显然等千 （如果保持 以前的记号）

C矿 ＝ 心B n ,

于是 相应于这 个矩 阵 所组 成的二 重级数恒 收敛，并且具有和

C = Jim Am凡 = AB. CD 
m-,oo 
n-,oo 

© 由 此可见 ， 若两个收敛的简单级数的乘积表为二重级数的形 式 则后者的和总是 AB 难点在
于 要证明用简 单级数来表示级数乘积的同样关系
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容易把以常数乘 收敛级数的各项的定理及两个收敛级数相加或相减 的定理

[364, 3° 与 40] 搬 用到二 重级数上来， 证明留 给读者去作．

完 全同样地 ，二 重级数收敛性的必要条件也是通项趋千 0 :

lim a ( k
) 

i-.oo 
k-.oo 

= 0  

［比较364,5°].这从下面的公 式一下子就可看出：

心 = Aik) — A\�_\ — A�k-1 ) + A广� l ) _58) 

自然地要把二 重级数(10 )与前面 研究过的累 级数(3)与(4 )加 以比较 因 为

A炉 = t { t at
) }

所以， 在 这儿固 定n后取极限，当m一 oo时 （假定， 行 级数收敛） 得 到
n 

Jim A伍m ＝ 
m--+oo 

） L A(k) , 
k= l  

现存显然可见， 累 级数 (3) 不是别的 而正是累 极限
切 “ 心 ,- - - - - . -- -. 

l: � A 111 已 Jim lim A贮 ．｝
兀I ,n 可 口了竺 空气 -- ~ :  

两个累 级数(3)与(4 )的和相等的问题是两个累极限相等的特殊 情况．
把第 1 68 目中关于二 重极限与累 极限的一般定理应 用到所考虑 的情形上去创

得 到这样的结果

定理 4 若 ］） 二 重 级数(10 )收敛而且 2)所有的行级数收敛， 则累 级数(3)收
敛 ，并具有与二重 级数相同的和：

I 
- - - - -,, 

00 00 00 

L L 心 = A =; L a?) ,\
k=l i=l 1 i ,k=l I 、 - - -- -

对于第二 种累 级数(4 ), 类似 的定理也成立．
二 重级数收敛性的问 题 对于 正项级数的情形可直 接 解决， 所谓正项级数即是

级数的所有的项都是非负的 a�k) ?:: 0 .  

阴这儿 m 与 n 起 自 变址的作用 而 部分和 A炉 则起它们的 函 数 的作用

38) 注 意 ， 和通常的序列 与级数不同 如 同收敛 的二重级数 一样 ， 收敛 千零的二重序列可能并不有
界 例如 若 亭 = k = -aik

) 及 a尸 = 0( 对所有k = l ,  2, 及 i = 3, 4, - - - , 则级数 立rk=l a;k) 
收敛 并有等千零的利 同时不痉对什么样 的 M, 不等式 la;k) 飞 NI, 对所有的 i, k = 1 , 2 , 都能成
立 {1 r"' (_
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定理 5 若 a?) ?:: 0 ,  则级数(10 )收敛的充分必要条件是它 的部分和有界 ．

[394] 

证明 这 个断言 的必要性是明显的 欲证充分性 设A�m) ,:;; L 取和A炉 的集

合的上确界：
A =  sup{A炉 ｝ ．

现在要证 这 个上确界就是给定级数的和
给定任意 E >O 依 上 确界定义 ，可以找 到这 样的部分和A盓饥 使得

A盓g) > A- E. 

如果取m> mo,n > no, 那么就更加 有

A炉 >A— E,

因 为A炉 显然随着 两个附标 n与m的增 大 而增大．
因 为每一 部分和不超过 A, 所以可以写

这 就表示

亦 即，级数(10 )收敛

I A炉 - A l < E(当m>mo,n>n。时） ，

A =  lim A(n) m ,  m_,oo 
n-,oo 

在这 个定理的基础 上，可以确立 类似 366目定理 ］ 的，正项二 重级数的比较定

理 这留 给读者去作
现在考虑 由矩阵 组成的二 重级数，而矩阵 中的元素 不都是正 的 显然如对简 单

级数那样， 在研究中应 除去这 样 一些情况· 当 全部元素 都是负的 或 仅 仅 有有限多个
元素 是正 的或 负的，因 为所有这些情况都可归结 到已研究过 的情形． 所以我们假设，
在所考虑 的矩阵(1)中，也意味着 在级数 (10 )中， 无论是正 的元素 ，还 是负的元素 都
是无穷集合

除矩阵 (1)外 ，从元素 的绝对值再 作一 个矩阵

并从这 个矩阵作二重 级数

lai
1) I la�l) I · · · la?) I 

同2) I la�2) I ' . · la�2) I 
. . . . .  . .  . . . . . . . . . . . .  . 
la�

k) I la�k) I · · · la�k) I 

产 la�
k)' I

i ,k=l 
(10 *) 
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与第377目关于简单级数的定理相类似 ，在这儿也有

定理 6 若由给定级数( 10 )的项的绝对 值所组成的级数(10 *)收敛，则给定级
数也收敛

证明 表示 a尸 成为下面 的形状

其中

(k) (k) (k) ai = Pi — q, ' 

- - - - - - - - - - - - - -, 
1 (k) lai

k) I + a�k) (k) lai
k) I — a�k) I 

: Pi = 2 , qi = 2 .1 

＼ --·I - � - - - - - - - - -
因 为 Pi

k) :s; lai
k) I , qi

k) :s; lai
k) I, 所以 从二重 级数(10 *)的 收敛性可推得下列二重 级数

的收敛性：

但这时级数

也收敛，这就是具有和

00 

区 辈 = P, 产 贮 = Q
i ,k =l i k =l ， 

00 00 

区 ai
k) 三 区(p?) - q?) ) 

i,k=l i,k=l 

A = P — Q. 

若级数(10 *)与 级数(10 )同 时收敛 ， 则级数(10 )叫做绝对收敛级数若级数(10 )
收敛 而级数(10 *)发散， 则级数(10 )叫做 非绝对收敛级数59)

现在证 明有关由同样的项 组成的二重 级数( 10 )与 简单级数(6)之间 联 系的定

理 这个定理与 定理 ］ 、 定理 2 类似

定理 7 设给定由同样的项组成的二重 级数( 10 )与 简 单 级数(6) 那 么 ，从 它 们
中 一个级数的绝对收敛性可 引 出另 一级数的绝对收敛性 ， 并且二者的和相等

证明 首 先 假设二重 级数(10 )绝对收敛， 即级数(10 *)收敛， 后者 的和记为A*
取任意一 个自然数 r , 构 成级数(6* )的部分和

伲 ＝ 伲 l + I迈I +· . .+ l ur l • 

如同在证 明定理 2 时一 样，容易建立不等式 u;< A*, 和它一 同 也建立 了 级数(6)
的收敛性

59) 二重级数的绝对收敛性 （与非绝对收敛不同） 已经导致其诸项的有界性 （若 M=L�=1 1% 1 ,
则显然 la,J I � M)
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设现在已 知 简单级数(6) 绝对收敛 ，即级数(6*)收敛， 级数(6* )和记 为 U*
不管 级数 (10 * )取怎样的部分和

n m 

A产 =L L la�
k) I ,  

k=l i= l  

都存 在这样大 的 r , 使这个和的所有项 都含于级数(6* )的前 r 项之中 ，千 是

A产<U*. 

在这种情形下，按照 定理 5 , 二重 级数(10 * ) 收敛 这意味着 级数(10 )绝对收敛

最后， 为了计算 级数(6)的和 U 由千它 绝对收敛 可以把它 的项 按 任
意适 当的次序排 列[38 7].我们按正方 形的方 式将 (1 )排列 那么若还是把它 的项 合
并 ，不在同一 正方 形的各项排 在其后，便得 到

U = lim A�n) = A. 
n-,oo 

这就完 成了证明

对照 定理 1 ,2 与 7, 最后我们叙述这样的

扣 推论 设矩阵 (1) 与序列卢） 由同样的 ＿一 些 项组成 那 气三重 级卢数jlO丛墨竺竺
(3),(4), 最后， 简 单 级数 (6) 若至 少 其 中 之一 ，当 其各项代 之以 各 项的绝对值时

是收敛的 则所有四 者都是收 敛 的，并卫堕卫迁巳妇包＿

395. 例题

1)下面的矩阵给出 一个有兴趣的例子 (Q < X < 1) : 

X -x 2 x 2 — X 3 x 3 

x(l — x) -沪( 1— 沪） 沪(1 - 沪） －丑( 1— 沪 ） x3(1 — 沪 ）
x(l — x)2 — 沪(1- X平 产(1 — x宁 — 丑(1- X叩 x3( 1 — x平

这儿行级数绝对收敛并分别具有和x,x(l —x), x(l —x)气 由 这些和组成的级数也绝对收
敛， 它的和等千 1 然而， 另 一种累级数却不收敛 ，因为列级数具有轮流等千 +l 或 - 1 的和
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2 )我们来举出著名的 ＂约翰 伯努利悖论” ． 考虑如下正矩阵 （其中缺失的项可以用零代替）

1 1 1 
1 - 2 2 - 3  3 - 4  4 . 5 

1 1 1 --
2 - 3  3 - 4  4 . 5  

1 1 
3 . 4  4 . 5  

1 
4 . 5 

并认为与这个矩阵的相应的两个累级数的和相等． 若起初按行求和，便得诸和 ［比较 25,9) ] : 1 ' 2 ' 
1 1 
3 4 
一 ， － ， ． ． ， 由这些和组成调和级数，这个调和级数的和记为 s . 若按列求和 （所有这些列都只包含

有限项! )' 便导致结果： ， ＇ 
1 1 1 1 
2 3 4 ' 5 ' ， 由 这些数组成了 缺少第一项的调和级数， 其和为 s — l . 于

是 s = s —1! 

当然，事实上这个 “悖论” 仅仅是蓝朋 了相反的事实和 s 不 可能是有限数， 四判和级数发散．
3) 设 q 遍历以 自 然数为底及 指数 （大于 1) 的，所有可能的乘幕， 并且每一个乘幕只 通过 一

次 ． 求证

G = 区 q �勹 = 1

［哥德 巴赫(Goldbach) . ] 
如果m取 不 是乘幕的所有同一能的 自 然数值 (>1), 则

G = 叉 三 1 + 叉 三 1 + · · . = 叉 ｛ 芷 — 1 + 
m3 — + · ·· } 

�-

切卢 ＋ 卢 ＋ 卢 + ) + (卢 ＋ 卢 ＋ 卢 + j) + } 
切卢 ＋ 三 ） ＋ （卢 + � + 尸 （卢 +!卢 ） ＋ ｝
＝笘 {m(,:— ! )

十 祒 ( ,:' — 1: 十 砃(m� — 1 )  + } 1 

由 此
OO 

1 

』

G = 叉 n(n — 1 )
n=2 

其中 n 在这次就遍历从 2 始的所有的 自 然数值，于是， 实际上 ， G = 1 [25,9)] . 
［引用已证明过的定 拦旦的工作 ， 留给读者去作］

把这个结果跟下 面的施泰纳 ( Ste in e r) 的结果相比较，是很有趣的：
00 00 

骂 卢 = tm(m
l

— 1) 
= 1 

（这儿乘幕可以出现不止一次！）
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(k) (k — 1) ! (i — 1 ) !  
a ,  = 

巾 + l) · · • (i + k)
= 

k(k + l) · · · (k + 劝

的矩阵， 利用在 363 目 ，4) 中所建立 的关系式

产 伈+ n) (a + n + 
1
1) · · · (a +  n + p) = p(a + 1) .

1
. • (a +  p) 

n=1  

（ 当 a = O, p =  k 时）， 容易把第 k 行求和．

由 此， 累级数的和

立k) = (k — 1 )  ! 二
k · k !  k2 ' 

i=l 

00 00 00 

叉 区心 ＝ 叉 卢
k=l i=l k=l 

[395] 

( 1 1) 

( 12) 

由 千 a尸 的表示式关于 t 与 k 是对称的 ， 另 一个累级数与第一个相等， 把二者的和相比较并

不能给 出任何新的东西．

现在把矩阵这样变形． 在第 m 行 中使前 m - 1 项保持原状， 而第 m 项代之以第 m 行从第

m 项开始的所有项的和 Tm, 而丢掉其余的项． 对于新矩阵

r1 
(2) al r2 

(3) al 
(3) a2 r3 

(m) al 
(m) a2 

(m) a3 
(m) am-l  rm 

(m+l) al 
(m+ l) a2 

(m+l )  a3 
(m+ l) a m-1 'l"m-+-J. 

众 厂� \

按行求和 的诸级数的和 ， 与 先前 的第一个累级数的和仍旧一样． 对于按列计算 诸级数的和 ，

00 

压 ＝ 又
(m — 1 )  ! 

巾 + l) · · · (i + m)o=m 

＝ 豆 (m — 1 ) ! - (m - 1) !  
m — 1 + n) • 卫正 1 + n) = 沪 (m + 1 ) • • • (2m — 1) , n=l 

这里我们又利用 了 当 a = m - 1 , p = m 的关系式 (11) . 第 m 列其余各项 的和等于

产 (m — 1 ) !
巾 + l) · · • (i + m)i=m+l 

产
(

(m — 1 ) ! (m — 1) ! 
m + n) (m + n + 1) • . .  (2m + n) = m(m + 1) . . · 2m ; 

n=l 
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［在 (11) 式中我们令 a = p =m] .  最后，m列各项的和等于

3· (m—1)! [ (m—1)!]2 
= 3· 

m(m+ 1)· · · ( 2m—1)· 2m ( 2m)! 

根据定理 3, 比较这两个累级数的和， 我们得一个有趣的关系式：
「 OO一 - - - 玄- - - - - 1 

汇 卢 = 3叉 ［（勹二!]勹
k= l  m= l － － － － － －－ 

· 283 · 

( 13) 

因 为右边的级数收敛十分快， 它易 于作为对等号左 边重要级数和的近似计算．此外 ， 今后

[ 4 4 0 ,7 )] 我们会看到 推出的关系式可以把前一级数的和表为 “有限形式" :
果属于欧拉］1; 讨论限定在 1叫 <1的假定下的兰伯特级数

00 
江：

卢） ＝ 叉 a k l — 正
k=l 

我们见过 [ 385,5)], 在这假定下 ， 兰伯特级数对于与幕级数
00 

f( x) = L a kxk 

k=l 

它等千 —［这个结6 

相同的 x 值收敛．我们假定这级数的收敛半径 R> 0 [ 379], 并且认定 l x l <_R . 
显然

X 

1 — Xk = xk + x2k + . . . + x'k + . . . 

现在把这些项乘以 a k 后作矩阵， 把 x 的同次幕排在同 一列（空 白 处可用 0补进）：

a1 x a1 x 2 a1 x 3 a1 x 4 a1 X 5 a1 x 6 a1 x 7 a1 x 8 a1 x 9 a1 x 1 0 

a2x 2 a2x 4 a2x 6 a2x 8 a2x 10 

a3X 3 
a3x 6 a3X 9 

a4X 4 a4x 8 

a5X 5 a5X 10 

a5 X 6 

a7X 7 

asx 8 

agX 9 

awx 10 

按行的累级数恰好具有和 'P( x) 因为幕级数在以 团 代替 x, 以 l a k l 代替 a k 时收敛 ， 而兰
伯特级数随同幕级数也收敛， 所以可以应用定理 3而按列相加．我们得到 'P ( x )的幕级数展开式

00 

卢） ＝ 叉« nXn , 并且«... = 叉 a k ;
n =l k/n 



·284 · 第十一章 常数项无 穷级效 [395] 

记号k/n 习惯上表示 ， 累加号 只遍取 立的除数 K
例如 ， 令 a 1;, = 1 或 a k = kCD , 就分别有

oo k oo oo oo 
X 区 1 - Xk 

kxk 
= L 飞） 矿 ， 又 l — xk = 区 叩）xn , 

k= I  n= I  k=I n= I  

其中 �旦兰江辽勺所有除数旦之竺 ， 而豆包—) 表示n的所有除数相内0起来的和
6 )把上题中所有的项按另 一种方式排列 ， 使 在矩阵中没有空 白 ：

a1x a1 x 2 a1x 3 a1 x 4 

a2x 2 a2x 4 a2X 6 a2 x 8 

a3X 3 a3 x 6 a3X 9 a3X 12 

a4x 4 a4X 8 a4X 12 a4X 16 

按行相加 ， 就保待与上题按行相加的同一和 ， 按列相加则依次得到f(x ), f ( x气 f( x行，f ( x4 )·· ·, 
这样 ， 我们得到联系 函数 中 与 J 的恒等式

,.. - - - - 飞,- - - - --; ， 
I 中位）＝ L f( xn ).; 
' - - - - - n= l - - - - - ' 

例如 ， 取 a k = a k , 其中 l a l � i , 即有

a x  
J(x )  = 

1- a x · 

于是

产;�— ��

k

k = 产
1 �

-
a�

n

xn ( l a l � l , xi < 1) 
k= l n= l  

7)所得到的结果可以加以推广 设给定两个幕级数
00 00 

f(x ) = 叉 a n沪 与 g(x )= 芒 如xm

n=l m=l 

限制 x 的值为 lxl < i , 并且在这些 x 值时两个级数都绝对阪威
以元素 a n 加xmn 作矩阵．因为（对m>1与n> l 说来）mn�m+n, 所以

l a 九妇xm勹 � I妇xn l · lb mx勹

由此容易断定 对应千所取矩阵的二重级数绝对收敛 根据推论， 由于两种累级数的和相等，我们
得到恒等式：

叉 妇f( x勹 ＝ 叉 a n g(x勹
m=l 忱= 1

由此 当 加 =1 时 ［于是g( x) = 
1 - x  

X 
] ' 可得到上题的恒等式

©在两种情形下都容易验明R = 1, 千是只要简单地认定 国 < 1 就够了

,
＼
\
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产矿ykl＼ 
i ,k=O - - - - -· 

· 285 · 

可从级数区已 矿 与 艺':= o 旷 相乘得到，后面两个级数当 肛l < l 与 如 < 1 时 （绝对）收敛， 对
于这些 x , y 值来说二重级数也 （绝对）收敛

若 lx l > 1 或 削 > 1, 则违反收敛性必要条件 通项不趋于 0, 级数发散 容易直接验证 ， 发散

性在 1 叫 = 1 或 旷 = 1 的清形时也出现

9 )考虑级数

产 � (a> 0 , /3 > 0) .  
i ,k=l 

这级数也从级数 <-><X)
心= l 芦 与区已 卢 相乘得到，后二者当 a > 1 与 /3> 1 时收敛，千是二重

级数在这些假定下也收敛．

反之 ， 如果 a � 1 (或 /3 � 1), 则二重级数—定发散 ， 因为这时所有行 （或列） 级数发散 （ 比较
前一 目 的推论）．

10 )研究下 面级数的收敛性．

,tl 

(i +\ )v 位 > 0) 

为此， 把级数的项依对角 线排列起来后 ， 把级数表示成为简单级数的形状．因 为在同一对角 线

上的项都相等 所以 ， 为计贷方便起见把它们合并起来后，得到级数

由于显然的不等式

以 矿 除后 ， 即有
1 1 

00 

L (n — 1) 一
na· 

n=2 

1 -n�n—1 < n, 
2 

一 ． — . . 
2 n"-1 ,s; (n 1 )  ,s; n" n"-1 

由此明 白 看出 ， 我们所得到的简单级数当 {J > 2 时收敛＼ ， 而当 a_,:;; 2 时发散 根据定理上 对二重
级数说来， 这 同样是正确的

1 1 )现在考虑更复杂的级数 ＼ 
区 a ;

k) 三 叉
t ,k=l i k=l 

( Ai2 -i- 2Bik + C胪） P
(p > 0) , 

其中二次型Ax2 + 2Bxy + C旷 假定是正定的习刁f"� = AC — 炉 > 0, 并且 A, C > 0 

如果用 L 表示数 IA I , 团， Cl 中最大的一个 ，，那么 ， 显然 ，

Ai2 + 2Bik+ Ck2 � L( i+ k )气 a ;k)

在这情形下 ， 从 10)显然看出 ， 当 p � 1 时给定级数发散．

1 1 
;;:, LP 

. 
( i + k )2P 
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另 一方面， 有
1 

Ai2 + 2Bik + Ck2 
= - [(AC - B2沪 + (Bi + Ck)2] �  

b. -2 ＿＿ 
C C ' 

千是
(k) 矿 I AP I 

a; � — · 一 并且 类似地 a(k) < — · —
D,P i2P ' ' '- D,P k2p . 

由此容易得到
(k) 

,r;;;_ 
泣 P I 

ai (下） · 勹 ·

把这跟 9) 比较， 我们看出 ， 当 p > l 时， 所考虑的级数收敛．
12) 在定理 4 中， 与关千二重级数收敛的假设同时， 还特别作了所有行级数都收敛的假定． 下

面的简单例子表明 ： 没有第二个假设是不行的 一一t饲淆卧从第一个假设得出． 照如下图式的二重
级数：

1

1i
3
 

1

-

l
-
2

1
-
3
 

l-
3
 

1

1l
2

1-
3
 

l

1
 

1

1-
3
 

1

-

1
-
2

1
-
3
 

l
-
3
 

1

1l
2

1-
3
 

-

1
 

是收敛的， 其和为 0. 同时， 所有的行级数发散．

13) 确定下列二重级数的和

(a) L:,n= 2  
1 1 

(p + n)m = 言i (p > - 1) ; (6) 艺:= 2,n=l 志 = ln 2; 

(B) 亡，n= l (4n - �)2m+l = i - ½ ln 2; (r) 江 n=l (4n � 1)2m = ¼ ln 2; 

（江） Eoo 1 7f' = - .  m,n=l (4n _ 2)2m 8 
提示 从按 m 求和开始， 变为累级数． 利用展开式

1 1 1 1 - - + - - -
2 3 4 

+ . .  · = ln 2 

1 1 1 1r 
l - 3 + 5 - 7 + . .  · = 4 

作为 已知
14) 考虑两个变量的函 数

"' 
叭x, z) = e歹 (z-z 一 1 )

(z -:/=  0) . 

把绝对收敛级数
00 , 00 

e号z = 区 Gr · *, e千一 1 心 （汀 罕 z- k

i=O k=O 
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相乘， 就得到对这个函数而言的 （也绝对收敛的） 二重级数：
00 

卢，z) = 区 (2 )X i+k (—l )k zi-k _ 
i !k !  i ,k=O 

把 z 的同一幕次的项收集在一起 （推论）， 可以把二重级数变形成为累级数

其中对于n ? O说来

而对于n<O说来

可是， 容易看出 ，

+oo 
,p(x, z ) = 叉 儿(x) · znQ) ,

-oo 

- - -- - - - --- -
00 

｝ 一(x)= 叉 (—1t ( 芒 2k+n 11 

归 +n) !  2 ) ' ; k=O I '  

\ ', 

产 (x) = f 心了:) ! 勹）
2k+n

.
; 

L 
k=-n 

- - - - - - - - - -- 叶

J_n (x) = (—1)飞 (x)

· 287 · 

函数 J" (x) (n � 0, 1 ,  2 ,, · ·) 叫做带下标n 的立坚巠，这些函数在数
：

尸
、 天 体力学

等学科中起着重要的作用． 函数 汃x, z )(从它的展开式可以得到 贝 塞尔 函数） P 贝塞尔 函数的
“母函数" .

39 6. 两个变量 的 幕级数； 收敛区域 按 变量 x 与 y 的正整 数幕次排列的形如

产 ai ,k 矿yk (14 ) 
i, k=O 

的二重 级数，叫做两个变最x斗的显级数晶 ---

我们仅限于研究收敛 幕级数 (14)的一 种形式，即是绝对收敛 与此相联 系的是，

我们把绝对收敛 的两个变量 的幕级数简称为 ， 如敛的三彶这 在不存存绅对收敛性
时， 我们便说级� "发散二＇ ．

像我们在37 9 目中对简单幕级数作过的那样，在这儿我们 也提出 问 题· 说明级
数(14)的 “ 收敛 区域＇（即是使级数收敛 的那些平面点的集合 M = {M(x, y )})的形

状

引 理 若级数 ( 14)在某一点 可（豆，y )(绝对） 收敛 ，这点 的两 个坐标都 异于 0 , 则
级数在满足不等式 位I< 团 ，IYI< 团 的所有的 点 （即是 ， 在 以 坐标的原 点 为 中 心而
以 点 订 为一 个顶 点 的整个开矩形 内 ） （ 绝对） 收敛

O级数区三: an 按照定义 是E烈过个级数的和数

i 叉 an + 区三
n=O 

, - - - - - - - .. -- , 

I 
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证明 与37 9 目引 理的证明 完 全类似． 从级数( 14)的项当 X =豆，y = y 时的有界

性
l ai ,kxiyk l 冬 L (i,k= 0 , 1 , 2, . .  , ) 

可得

l ai,k 矿y勺 冬 L · — — , X ' y 
X y 

于是 只要 l x l< I豆I , IYI < 队 在右端我们有收敛 级数的通项[39 5 ,8 )]; 由此

即推知 级数(14)的绝对收敛性．
我们只着手 研究这样一 些级数，对它们 说来，有类似 对 的点存 在； 至于其他的

级数， 我们并不发生兴趣 由 于引 理的特性， 容 许了我们只要限制 我们的讨论在坐标
的第一象 限 内 ； 由此所得到 的结果 按 对称性质 －－ 可以很容易地推广 到其他
象限内

在第一象 限 内 取从原点开始 的射线 OL ,
Yt 它与 x 轴构 成角 0(图 55) 与37 9 目中一 样，P,' L L ' 

，， 

利 用引 理可以证明 ： 我们可找 到这样的正数，， 
/ 

/ 

R(0 )(它 也可能是无穷） ，使得 在这射线 上的所＇， 
/ 

Q' 有的点M 中， 对于

OM< R(0 )  

/ 

＼ 
一－－

／ 的那些点 M 说来，级数( 14)( 绝对） 收敛 ，可f� ． 是 当。 p M* 。
万万 >R(0 )  

时，级数(14)发散
如果至少对于一条 射线 说来，R(0 ) = +oo, 那么， 由 于引 理，级数在全平 面 上 是

（ 绝对） 收敛的，这时全平面就是 “ 收敛区域' M .
现 在除去处处 收敛的 级数这种情形 于是 R(0 )就是 0 的有限函 数，并且在每 一

条 射线 OL 上 都可找 到一 个界点l\10 , 对于这界点 有

图 55

OMe = R(0 ). 

点 Me 把射线 上使级数 （ 绝对） 收敛的点 M 同使级数发散的点分开； 而 在点 Me 本
身 上， 要看情况， 级数可能收敛 ， 也可能发散

如果过 Me 作铅垂线 PP' 与水平线 QQ'( 看图 55 ), 那么，在矩 形 OPM0Q内 部 ＼

级数显然 收敛 ， 而 在角 Q'Me尸 内 部 级数显然 发散 （ 根据引 理） 因 此 ， 在对应 于任何
另 一角 度 0' 的新射线 OL' 上 ，沿着 OR 上的点将是收敛性的 而沿着 SL' 上的点 将
是发散性的

因
而在这条 射线 上 的界点 Me, , 应 当位 于 R 与 S 之间 由此 容易看
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出 ，当 0 由 0 变到 ［ 时，R(0 )连续地变着 ，于是点M。 在第一象限内 画 出 一 条连续的
2 

边界 曲 线
因 为当 0 减小时 点Me 的横坐标 X& 不递减 ，而它的纵坐标 y。 不递增 所以当

0 一 0 时二者 都具有极限值 于 是， 显然，R(0 )也具有极限值 如果这极限

lim R(0 ) = R。
0---,0 

是有限的，则点 初 趋于x 轴上 的某二 极限点 M0(Ro, 0 ), 而在相反 的情形下，边界
曲 线具有与x 轴平行的渐近线 （这渐近线 可能就是x 轴本身 ）． 把x 换 成 y 后，容易
把所有这些说明 转用 到 0 一 产 的情形 上去

2 

附注 可是 不应当以为刚才讲到的极限点 Mei 必须跟x 轴 本身 上的边界点M。
重合 点M。 可 以在 Mo 的更右 面（甚至位于无穷远 处）． 这一 可能性不 应当使读者
惊讶，

因
为引 理及 根据这引 理所建立起 来的那些推 论，仅与坐标轴 外的点 有关

现 在在其他象限中作出 （对于二坐标轴与原点而言） 与第一象限中边界 曲 线 对
称的曲线 用 这方法我们得到一 条完 全的边界 曲 线 ， 这曲线 事实上就定出我们感 到兴
趣 的 “ 收敛 区域' M 在有界 曲 线 所划 出的那块平 面 的内 部 ，级数(16) ( 绝对）收敛 ，在
那块平 面 的外部 ，级数发散窒 在有界 曲 线本 身 的点 上 ，级数 可 能 收敛 ， 也 可 能 发散

现在考虑一 些例子 ＼＼＼ 
39 7. 例题 1 )像在395 ,8)中我们 已经见过的级数

00 

叉 xi
沪 ，

i,k=O 

它的 “收敛区域'M 是开矩形 (—1, 1; —1 , 1) (图 56 ). 在这矩形
的范围内 级数的和是

1 1 
l — X l — y 

2 )对于与上题类似的级数

产 矿Yk ,
i ,k�l  

（这儿指数 i, k 从 1 开始变化） ，它的 “收敛区域＂ 包含着与上题
伺样的矩形组成的 ， 并连同两根坐标轴在一起． 在这情形下，虽
然上面讲到 过的边界点 Mo 当0 一0时也趋于x轴上的极限
点 M队 1,0), 但收敛性在整个x 轴上都成立 （参看附注）．

3 )级数
oo i k  oo .  

叉 x心 ＝ 归 产 ＄
i , k=O i=O k=O 

- I  

y 
+ I  

- I  

图 56

X 

©如果不算 二坐标轴的话， 因为在有些情形下 ， 沿着这两根坐标轴， 像 已 经指 出 过的 级数也可
能在这界线范围外的点上收敛
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显然 ， 在全平面上绝对收敛．
4 )为 了使级数

产 (i + k)! , k  
i !k !  兀 Y ,

i,k=O 

绝对收敛，亦 即级数

产 伈+ k) ! 
i1k! l x l i lY l k 

, ,k=O 

收敛 必要及 充分条件是使级数
00 

L (lxl  + IY I尸 ＝ 1 
1 — ( lx l + IY I ) n=O 

收敛，这级数是上述二重级数按对角 线相加得到的 这使我们得到条件 lx l + IYI < 1 .  因而，在这

儿 “收敛区域＇ 是斜置的以 （士1, 0 ), (0, 士 1 )为顶点的正方形（图57 ).

y
 

y
 

- 1 +1 
X 

- l +l 
X 

- 1 

图 57 图 58

5 )最后，考虑下 面的二重级数：

产 厂 = 1 + X + X2 十． ． ． 十产 + • • • + xy + x2y + · · · + x飞 + . . .  
i ? k  

十X了 + · · · + xm沪 + · · • + xm矿 ＋ ．

假定这级数绝对收敛，如果把它按横行加起来， 就得到
1 

( 1  + x + x2 + . .  · ) [1 + xy + (xy) 2 + . .  · ]  = —— 1 
1 — X l — xy · 

由 此显然肴出，对千绝对收敛性说来，必须 lx l < 1, l xy l < I ;  同时，这些不等式也是充分的． “收敛

区域＇ 表示在图58上， 这 区域上的曲 线为等轴双曲线
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398. 多重级数 十 分自然地产生了对于无穷级数的概念 的更进一步 的扩展 设
给定用 s(s � 2) 个 下标 i ,k, · · · , l 编号 的无穷数组

也 ，k , - · · , l

这些下标 中的每一个 都彼 此无关地取所有可能的自然数值． 在这情形下， 符号

产 也 ，k, . . .  ,l 
i,k, .. , l= l 

就叫做 多 重（更精 确地 说是 s— 重）级数．
如果级数的部分和数

n m 

Un,m, . .  • ,p = 区 区 汇 也 ，k, . . .  ,l 
i =l k =l l =l 

\ 
当 n -----+ oo ,  m -----+ oo, · · ·, p 一 oo 时趋千 有限或无穷（但有确定的 号或负号） 极限，

则这极限就是级数的和 级数叫 做收敛的 ，如果它具有有限和的话．

多重级数中最 重要的一类是多变量 的 幕级数

产 也k , , , , , l X; 沪 Zl

i ,k , , , ,  . l=O 

上述理论 的基本概念及 定理也可推广 到多重级数上去．

§6. 无穷乘积

39 9. 基本概念 如果
Pl ,  P2 , p3 ,'' . , P九 ） ． ． ．

是某一 给定的序列 则由 它们组成的符号

拓 · P2 · P3 " "'加 ..- = II p产
n=l 

叫 做无 穷乘积

现在着手把 ( 1 ) 中的数连乘起 来，组成部分乘积

( 1 )  

(2) 

Pi = Pl , P2 = Pl . P2 , 凡 =Pl · P2 · P3 ,  · · · , 凡 = Pi · P2 ·  · · · · P n, · · · (3) 

我们总 是把这些部分乘积所作成的序列{ P吐 跟符号(2) 相参照

＠乘积的这样的表示法我们早已遇见 过， 但那时只是有限多个因数
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如果部分乘积 Pn 当 n _. oo 时具有有限的或 无 穷 的（但有确定的正号或 负号）
极限 、、-----

lim Pn = P, 

则这个极限叫做乘积 (2)的 值， 并写 作

P = Pl ·P2 · · · · ·P n · · · =  IT 四
n =l 

如果无 穷 乘积具有异于 0 的 有 限 值P,则乘积本 身 叫做 收敛的 ，在相反 的情形 下 ，乘

积 叫做发散 的(D .

为要使所有乘积的值 等于 0, 只要乘积的因 数中有一 个 是 0 就够 了 ． 在以后的
考虑中，我们把这种情形 除开 于 是我们恒有Pn cJ 0 

读者 容易建立起跟无穷级数相似 的那些事实 [362], 并可 以认识到 与级数相似 ，

考虑 无穷乘积， 也仅 只是研究序列 及其极限的一 种特殊形式 熟悉这种形 式是有用
的 因 为在有些情形 下， 这种形 式比起另一些形 式来是更方 便的

400. 例题 ii TI二 (1— 古） ．
因为部分乘积

凡 = (1 — 卢） (1 - 卢） (1 — 卢） ＝ ； 勹 1 一 ；

所以无穷乘积收敛， 而它的 值是 －．
1 
2 

2) 沃利斯公式 [31 7]

介
．

r 2• 2· 4 •  4 • • · • · 2n • 2n -= !ill 2 n-co l·3· 3· 5 · · · · ·( 2n - 1 )·( 2n + 1 ) ' 

介
．

显然 ， 相 当千数 － 的无 穷乘积展开式2 

1
 

n
+
 

n
 

2
 2

 
l

 

n
n

 

2
 2

 

4-
5

 

4-
3

 

2l
3

 

2-
1

 

＿＿
 

T
-2
 

这公式可化成下列公式：

且 [
1 —

( 2m � 1 )2 ] = � 且
I
(} — 卢） = �  

3 ) 证 明 （ 当 lxl < i 时）

2 n - l  
(1 + x)(l + x2 )(1 + x行 (1+ X )· · · = 

1 
1 — x· 

＠ 这样一来 （我们强调这点） ， 如果 P = O, 则乘积对我们说来是发散的 虽然这个术语跟无穷级
数中所采用的术语有些冲突 ， 但它是大家采用的 ， 因 为它能使许多定理的叙述更为容易
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实际上，连乘 以后就容易断定

( 1 — x) . 凡 = (1— x) ( l  + x) ( l  + x2) · · ·( 1  + x2n-i ) = 1 — x2n , 
1 — X 2n 

凡 ＝ 1 — X 

由此取极限 ， 就得到所求等式

4) 在 5 4 ,7a) 中我们曾经有极限

'P 'P 'P sm 
Jim cos — . cos — . . . . . cos — = 'P 
n-co 2 22 2 n 'P 

(<p =/= O) . 

现在我们可以写成

订 cos 芦 ＝ 三
'-P 

n=l 

特别地， 当 'P
介

．

2 ＝ － 时，得到展开式

2 71" 71" 71" 
— = cos - . cos - . . .. . cos . . .. 
71" 4 8 2n + l  

如果 回想一下

三 = �与 cos � = 0二
则这个展开式可改写成下列的形状·

� = '2 - � ·v½ +
½ �  

［韦达 (F劝eta)] 这个公式与沃利斯公式一起 ， 在分析史上提供给我们最初两个无穷乘积的例子

5) 在 315(10) 中，对于第一类全椭圆积分 ， 我们确立 了 公式

K( k) = 巴 J im ( 1 + k1 ) ( l + 归 (1 + 栝），
2 n---->co 

其中序列 朊 用下面的递推关系式来确定

朊 ＝
1 - 三 枷 = k
1 十 二

( )  

这公式给出 K(k) 的无穷乘积展开式

K( k) = i . fr ( 1  + 杜）
n=l 

6) 再考虑这样的无穷乘积．

1
-
n
 

＋
 

1万e
 

1
 

CO

II
i

 
在给定情形中部分乘积具有下面的形状

1+ 1 + . . , + .l 
n ln n+ C+ -Yn e 2 e n c ＝ ＝ ＝ "in • e •  e 

n+ l n+ l n+ l 
， 
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其中 C 是欧拉常数 ，/n 是无穷小量[367( 4) ]由此可知 乘积收敛，并且它的值 ＼

C P =  e 

401 .  基本定理 ·与级数的 关 系 在无穷乘积 (2)中弃去前m个 项后，得到余
乘积

吓 =P m+l ·Prri +2 · · · P m+k· · ·= IT 如 ，
n =m+ l 

它与 无穷级数的余 式完 全类似

(4) 

10 若乘积 (2)收敛 ，则 对任何一个m,乘积(4)也收敛 ， 反 之，从乘积 (4)的收
敛性可推 出原 来乘积 (2)的收敛性CD .

证明 留 给读者去作 ［比较 364, 1° ] .

由此 可见 ，在无 穷 乘积 的情形 下 ， 弃去开 头 的有限 多 个 因 数或在前 头加进一些
新 的因 数，也都 不 影响 乘 积 的敛 散性．

沪 若无 穷 乘积 (2)收敛， 则

［参看(4)]
这从等式

与 肛 趋于 p =J 0 推得．

lim 兀n = l
m---->oo 

p 
Hrn = -

P m 

30 若无 穷 乘积 (2)收敛， 则

lim Pn = l . 
n-,oo 

实际上 ，凡 与 Pn- 1 同时趋于 P,

［ 比较 364,5° .]

limPn P 
lim Pn = = — = l. 

n---->oo lim P正 1 p 

我们 不一一列举 类似 于无穷级数的其他 无穷乘积 的性质 了现在我们 来确立无
穷乘积与 无穷级数的收敛性间 的关系 ，这关系 使我们 能够 把对于级数详尽地 发 展了
的理论直接对于乘积来利 用．

在收敛乘积 的情形 下，因 数 Pn , 从某 处开始 ，将全是正的 (30 ) 而且，由 于 1
0

, 如
果以后假定所 有的 p正> o, 并不因 之破坏普遍性

©提醒一下， 我们永远假定 Pn c/- 0 
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40 无 穷 乘积 (2)收敛的必要充分条件是级数

00 

汇 ln pn (5 ) 
n=l 

收敛

当这一条件 满足时 ， 如果 L 是 级数的和， 即有

p = eL . 

用 肛 表示 级数 (5 )的部分和后，即有

Ln = lnPn ,Pn = e气

从对数函 数与指数函 数的连续性，现 在推知 ， 如果 凡 趋于有限正极限P,则 片 趋

于 lnP; 反之 如果 Ln 具有有限极限 L, 则对于 凡 而言 极限是 eL

在研究无穷乘积 (2)的收敛性时，令

Pn = l + an , 

把乘积写 成
IX) 

II ( 1  + a吐
n= l 

再 把级数 (5 )写 成
00 

区 ln(l + an ) 
n= l 

这样常常是更方 便的
在这些表示 法下，我们有下面的简单定理·

50 若至 少 对 于充分大 的 n 说来， 有

an > 0 (或an < 0 ), 

则 乘积 (2*)收敛的必要充分条件是级数

IX) 

区 ％
n=l  

收敛

(2*) 

(5 *) 

(6) 

因 为对千乘积 (2*)与级数 (6)的收敛性说来， 在每 种情形下， 必要条件都是

Jim an = 0 (7 ) 
n_,oo 
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［参看30 1 , 所以我们假定这一 条件是成立 的． 于是即有关系式

lim 
ln(l + an ) = 1 

n-->oo an 

[ 77,5 )(a)]. 在这样的情形下， 由 于级数(5* )与(6)二者 的项从 某处开始都保持一定
的符号， 根据366目定理 2, 这二 级数同时收敛或同时发散 由 此， 由 于 40 , 就推出
我们的断言

回到一般的情形 a九 多 0 , 还 要证明这样的定理
60 若级数

2
n

 
a
 

oo
区
i

(8) 

与 级数(6)同时收敛 ， 则 无 穷 乘积 (2*)收敛 ．

事实上 从 (8 )首先推出 (7) 回 忆一下函 数 ln(l + x)依泰勒 公 式的展开式
[ 125 ,5 )], 我们有

ln(l + a式 =an — 5吐 + o(式）`

于是
lim 

伽 — ln(l + 四） 1 
2 = -a n 2 (9 )  

由 366目定理 2, 级数(8 )的收敛性引 出 级数

IX) 

汇 [ an- ln(l + an )] 
n=l 

(10 ) 

的收敛性． 因 为己 假定级数(6)是收敛 的，所以由 此推出 级数 (5' )的收敛性 这里 级
数(5勹贯泗个收敛 级数的差 剩 下的事就 只是应用定理40 了

现在略 为讨论一 下无穷乘积 ” 发散” 于 0 的情形
70 无 穷 乘积 (2)[ 或 (2*)]具有零 值的必要充 分条件是级数(5 )[ 或 (5')]具有和

-oo. 

特别 地， 若 an < 0 而级数(6)发散 ， 或 级数(6)收敛但 级数(8) 发散， 则 也有这

样结果

证明留 给读者 去作． 只是关于最后的假定，我们指出 ， 从 级数(8 )的发散性，由
于(9 ), 推出 级数( 10 )的发散性， 级数(10 )将有和 +oo 而 在这情形下， 由 于级数(6)
的收敛性，显然可知 级数(5 *)的和是 —OO

最后， 我们利 用乘积 (2)[或(2*)l 与级数(5 )[或 (5 *)]之间 的关系来建立 无穷乘
积 绝对收敛性的概念 无穷乘积在它的因 数的对数所 作的对应级数绝对收敛的情形
时， 就叫做 绝对收敛的．

第38 7目与第388 目的研究使我们可能立 即断定， 绝对收敛乘积具有可交换
性， 可是非绝对收敛乘积 显然不具有这一 性质
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按照 铲 的范例 容易证明
so 乘积 (2* ) 绝 对收敛性 的 必要充分条件是级数 (6) 的 绝 对收敛性

4 02. 例题 1 )把上面证明的定理应用到下列无穷乘积上去 ：

(a) 麟 ( 1 + 1 1 
石 ) (x > O ) 按照与级数 区了� I

一 同样的敛散情形 、

n无 ， 当 X > l 时收敛 而

当 X (1 时发散(50 ); 类似地 ， 几�= 2 (1 - 卢 ） 当 X > 1 时收敛 (50 ), 而当 Q < X (1时发散
于 0( 7° ).

( 6 ) n�= l [1+ (
—

；厂 ］ 当 X > ! 时收敛． 即， 当 X > 1 时乘积绝对收敛 因为级2 

数 区了�l
1 — 收敛 ( 80 ); 而当 －

1 (— ir-1 

n工 2 < X ( 1 时乘积非 绝 对收敛 ， 因为级数 ==
n= l 沪

与
1 

艺了�I 产
1 

收敛( 60 ); 最后， 当 O < x ( - 时乘积的值是 0 , 因为这两个级数中的第一个收敛， 而
2 

第二个并不收敛 (70 ).
2 )设 Xn 是包含在区 间 (0, %) 内的任意序列 这时乘积

co II COS Xn 与 订 sin xn

Xn 
n=l n=l 

收敛与否 ， 要看级数区了�l 式 是否收敛来决定

首先假定 ， 序列 x九 一 O; 这时 ， 这些论断可从50 与 产 推出 ， 如果利用下列展开式[125 ,2 )
与 3)] 的话

Xn 2 sin xn 
2 

COS X = 1 - — + o( xn), 
Xn = 1 — — 

2 Xn 6 
+ o(式） ．

若 Xn 不趋于 0, 则 同时级数也发散，而两个乘积都具有零值也
3) 从无穷乘积的理论容易得出阿贝尔定理 若 区了�l a n 是给定的正项级数 ，An 表示其部分

和 ， 归馔数 言弓 千n 与给定的正项级璧立了� 1 a n—同时收竺卫竺壁旦彗巨杻邑逞 仅需要对发
A 散情形证明． 若 An _, oo, 则无穷乘积 H二 (1 — 气） 三 门了�2 勹亡L 发散到 0 , 于是［根据

50 ] 级数 区了�2
竺 － 发散．

崝 考虑重要＄
九
乘积

）
 

2
 

2

t

 

X
2

 n
 

1
 （

 
CO

II
]

 

x
 

［以后 在第 4 08 目 中 ， 我们将看到 ， 这乘积代表 函数 s in x] . 设 X # k11" , 其中 k = 0, 土1, 土2, . .  
X 2 

乘积的收敛性（ 当 然是绝对收敛性）从级数 区了�1n27r2 的收敛性可 一下子推出． 如果把每
一个因 式分解成两个因式而把乘积写成下面的形状：

x ( l — 芒 ） (1 + 勹 (1 — X X X X 
开

. 11" 
—) (1 + —) (1 — — ) (1 + — ) 
271" 271" n7r n11" 

那么 ， 因为 1 - 王 - ----> 1 , 在所指出的因式分解下收敛性保持着， 乘积的值也保持着 但 这 次由于
级数

吓

X X X X X X 
了 + ; — 云 十 百 — — 石 十

石
—

＠乘积具有确定的有限值 ， 可从它的所有 因 式都是真分式这点明白看出 ， 还有它的值不可能异
于 0, 因为这是违反必要条件 (30 ) 的
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的非绝对收敛性， 乘积的收敛性成为非绝对的 ， 于是这些因式不能任意调换位置

现在以因式 （丘 言 ） 产 古 代替每一因式1=f 王 ＿ ， 容易看出，这既不影响无穷乘积的收敛n11" 
性，也不影响它的值 同时新的乘积也是绝对收敛的，因为[125 , 1 )]

2 
e玉 = 1 士 三＿ 十 X + 0 ( �2 ) ,  (1 干 王＿ ） 产 � = 1 — X 

2 1 
n11" 2n气2 - n11" 2n主 十 0 (产) , 

I 

并且从某处开始，因式成为正真分式

5 )证明恒等式（ 当 O < q < l 时）

( l + q )( l + q气( 1 + i) · · · =  
( 1 — q )( l — 叶）( 1  - q5 ) . .  

（欧拉）．
提示 两个乘积的收敛性都可借助于50 来确定． 把它们中的第—个表示成下面的形状

( 1 — q气(1- q勹( 1 - q勺 ·
( 1  - q )( l — q2 )( 1 — 叶） . . . 

6 )证明（ 当 a > (3 时）

lim /3 ( /3  + l ) · · · ( /3 + n—1) = 0. n-co a a+ 1)· · · ( a+ n - l ) 

为此 ， 只要确立无穷乘积

\，

I
丿

g
n
 

－
＋

 

a
a

 

1
 

(
—
\

 

CO

II
i

 

＿＿＿
 

n
n

 

＋
＋
 

9
a
 

CO

II
『

的发散性或［参看 70] 级数

g
n
 

－
＋

 

a
a

 

oo
x
『

的发散性就够了 而这容易从把所写出的级数跟调和级数相比较而推 出．

附注 这个例子以及下面的儿个例子在这方面是值得特别注意的，即是，这些例子指 明 利

用相当发展 了的无穷乘积的理论，把寻求序列的极限的问题化成研究无穷乘积的问题， 有时确 实

是有利的

(nx )n 

7 ) 现在讲我们早在 370 ,2 )( 八）与 378,1 )( 丑）中考虑过的级数 L�=l 我们曾把在收
1 

n! 
敛 区 间 端点 x = — － 上级数的敛散情况 留作悬案

在这情形下可得到交错级数

X仁 1)三 』
n! en 

n= l 

它的项依绝对值单调递减 回忆一下莱 布尼茨定理[381] , 我们看出，级数收敛性的论断由下面等

式的存在来决定．
nn 1 lim — · — = 0. 

n-oo n! en 
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因为这序列的第n+ l 个值跟第n个值的比值是

(1 + � r 
e
 

所以可把问题表示成等价的形式 求无穷乘值

i IT ( 1 +e勹
n=l 

'-

的值 取对数 ， 得到[125,5)]

(1 + _!_ 
n 

In /
) = n In ( 1 + ¾) — l =n且 — 卢 + o ( 卢 ） ］ — 1 = -点 + a 丘） ，

千是类型 (5) 的对数级数发散， 并具有和 — 00. 在这样的情形下( 7o ), 无穷乘积的值 （所求极限也

跟它一样）实际上就是 0 级数收敛

8) 现在来全部解决当 X = —1时， 在 — 1 ( ' — a — (3 ( 0的假定下 （亦即这种情形我们 曾

留下了没有考虑过）超越几何级数

F( a , (3, , , x) = l + L a • ( a  + l) • • • • • (a + n - l ) • (3 •  ( (3 + l ) · · • • ·((3 + n - l) 产
n!1 • (, + 1 ) • • • (, + n — 4 、

n=l 

敛散情况的间题 ［参看 372 与 378 ,4) ]

这儿第n+ l 项系数跟第n项系数的比值等于

(a+ n) (/3 + n) 1 - a — /3 + l 入
=1— 十 二

( l +n)b+n) n n2 （从刓 妥 L) . (11) 

对于充分大的n值说来 ， 这 比值是正的， 设 ? — a — (3 > — 1 , 于是比值到后来总是小于1. 这样，

级数

l +  L(—1 ) n
a • (a+ l) · ·· ··( a +n— 1 ) • (3 •  ( (3 + 1) · · · · • ((3 + n— 1 ) 

n片 b+ l) ··· b+n- 1)
n=I 

如果在弃去若干个开始项后 ， 就变成每项的绝对值单调递减的交错级数了． 并在这儿， 把求通项的

（绝对值的）极限化成确定元穷乘积

(12) 

订
�
a:+n) (/3 + n) CD 
l +n) b +n) n=n。

的值更为方便 如果 T — a — /3 > -1(像我们 已 经假定的）， 则从( 1 1) , 由于 70 , 可推知这乘积具

有 0值； 级数收敛 ．
在 ? — a — /3 = — 1 的情形时， 公式( 11) 得到下面的形状：

(a+n)( f3 +n) An 
( l +n) (, +n) = 1 + 产 ( l >-nl ,::; L) ; 

©开始值 n = no 可假定为如此之大 ， 使得所有因数都是正的
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按照定理 50 ,无穷乘积的值异于 0, 对级数( 12) 说来违反 了收敛性的必要条件， 级数发散
我们终于完成了对超越几何级数敛散情况的研究． 所得结果可以作成下表：

lx l  < 1 绝对收敛

lxl  > 1 发散

x = l 
, - a — (3 > 0 绝对收敛
, - a — (3 ( 0 发散

? — a — (3 > 0 绝对收敛
x = — 1 o � ,  — a — (3 > — 1 非绝对收敛

, - a — ,8 :( — 1 发散

9) 证明，级数

区 胚( x2 — l )( x2 — 2勹 •( x2 —n2)
n=l 

对所有 x 值收敛，如果至少对一个非整数值 X = Xo 收敛的话［斯特林( St irlin g) ] .

这级数的项与收敛级数

文 胚( x6 — l)( x6 — 2气 ( x6 —n气
n=l 

的项只相差因式
( x2 - l)( x2 - 沪） ( x2 — 沪）
（对 — l)( x6 — 22) . . . (x6 - 忙）＇

这些因式当n充分大时，是单调变化着的
还剩下的事只是确立它们的有界性（因为这时就可以应用阿贝尔 判别法 了）， 为此目的，最简单

的办法是来断定无穷乘积
2

2

 

n
n

 

－
－

 

2

2
0
 

x
x

 

COII-
的收敛性， 我们把它 留给读者去作

哨 考虑 （像欧拉所考虑过的）无穷乘积

r( x) � ; 且 ( ',:f ( 13) 

认定 x 异于 0, 并且异于所有负整数

容易把它的普遍因式表示成这样

(1 + -1 X 

n) x( x — 1) 1 

1 + 芒
= 1 + 2n2 + o 丘） ，

n 

由此，由于 80 ' 推出给定乘积 （绝对）收敛 这乘积所确定的 函数 r( x) 是 （在讲了初等函数以后）

在分析中考虑到的最單要的函散中的一个 以后［第十 四章，§5] 我们要给这 函数下一个另外的定义

并更深入地研究它 的性质
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因为第 n 部分乘积具有下面的形状·

(n + It n + l x 

( X ) ( 勹
＝

（ ）
n!n X 

x(l + x) l + — l + — n x(x + l) (x + 2) . . · (x + n) ' 
2 n 

所 以就可 以令
n!nx 

r(x) = lim 
九 ->oo x (x + l ) (x + 2) · · · (x + n) " 

写出 r(x + 1 ) 的类似的公式 ， 容易看出 ，

r(x + 1 )  . nx 
= hm = x 

r(x) n �,oo x + I + n  

我们就得到 一个简单而重要 的关系式．

r(x + 1) = X · r(x) 

如果令 x 等于 自 然数 m, 就得到递推公武

r(m + 1) = m •  r (m) 

因 为 r(l) = 1 (这很易验 明 ） ， 所 以 由 此得

( 14) 

( 15)  

r(m + 1 )  = m! . 

如果把等式

00 (1 + �
X 

C ( x + ! ) � r(x) • x � 
九
且 l + r 与, c , � 11 ( 1 : c� r 

逐项相乘 （其中前者 由 ( 13) 与 ( 15) 推 出 ， 而后者容易从 400,6) 得 出 ） ， 我们还可得到函数 r 的
一个重要的公式， 即

00 

产 r(x + l) = Il e
n x 

n=l l +
;:; 

r(x� 1)  
= e

Cx 订 (i + ; ) · e 赉

n=l 

( 16) 

,y:;,;-Ji斯::言欧拉 的变换无穷乘积为级数的著名 例子 如果依递增的次序把素数

记上 码：

P1 = 2, p2 = 3, ps = 5, · · · , Pk , · · · , 

则 当 x > l 时就有恒等式

1 1 1 1 1 

(1 — �) (1 - 点） (1
— 卢） (1 - 卢）

= 1 + 
2x + 

3x + 4x + . . .  + 产 十
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或

订 \ = f卢，
, k=l 1 - — n=l P% 

于是这一乘积表示黎曼 函数 ((x) [365,2)] . 

按几何级数的求和公式 ， 我们有

1 1 1 1 
= 1+ - + ——— 十 ． ． ． 十

1 
1 巩 (p汗 ( pk)x

十． ． ．

P% 
如果把对应于不超过 自 然数 N 的所有素数的有限个这种级数相乘起来 ， 那么部分乘积就等于

P;N ) = ＋
 

1-
nx
 

N

E
『

＿＿
 

1-
nx

 

oo
xi
 

，
 ＝

 1-
pk
 

1
 

1
 

N
 

II”
 
p

 

00 

X 卢
n=N+I 

( 17 ) 

这儿一撇 "'" 表示累加号不是管到所有 自 然数 ， 而只是管到它们的那一部分 （还要管到1) , 这一部

分 自 然数在分解成素因式的分解式中 ， 只包含 已 经 引 进的那些素数 （前面 N 个 自 然数当然具有这
种性质）． 由此，更加有

0 < P;N ) — 叉 卢 <
n= l f 卢

n = ,Y + l  

1 
由于级数 I:� — 的收敛性 ， 表示着这级数第 n 项后余式的右端表达式当 N 一 oo 时趋于

nX 

O; 取极限 ， 就得到所要求的结果

12) 当 X = 1 时 ， 关系式 ( 17 ) 还保持有效， 由此

p (N) ＝ II 1 
1 > 立 = Hn

P k '>  N 1— 一 n=l
Pk 

于是当 N 一 oo 时， 这次 P{ N) ----> +oo, 即是乘积

1 

( 1 - 且 (1 - � ) (1 — i) (1 — t) 
＝ 订 1

1 
k=l 1 — —  

Pk 

发散并具有值 + oo

欧拉所给的素数集合是无穷的这一事实的新的证明 ， 就是根据上述结果得出的 （实质上 ， 在上
面所作的讨论中，我们并不会利用过素集合是无穷的这一事 实），事实上， 当这集合是有限时，乘积

就会具有有限值，这与上述结果相矛盾 如果把所得到的结果改写成

(1 — ;) ( 1 — 合） (1 - 卢 ） (1 — 卢） = �  且 ( 1 — 卢） = 0  

则由于50
) 可 以断 定级数

1-
pk
 

cox
』

＿＿
 

＋
 

1-
pk
 

＋
 

＋
 

1-
5

 
＋
 

l-
3

 

＋
 

1-
2

 



[403] §7. 初等函 数的展开 · 303 · 

的发散性 此外， 这个重要的命题还给出素数增长的某一特征 ［我们强调指出 ，这一命题在断定调
和级数 艺::"= 1 - 的发散性时是极有力 的， 因为这儿只讲到调和级数的所有项的一部分］

13 )类似地 （ 当 X > 1 时）可以确立恒等式

( 1 + 员 (1 一 切 ( 1 + 卢 ） (1 + 古 ） (
1

土 P%�J

1 1 1 1 
= 1 — 沪 十 亨 — 亏 ＋ 沪 —

这儿在左端分母中 的 ＋ 或－号依据 （奇） 素数是否形 如 4n — l 或 4n + 1 来取定

§7. 初等函数的展开

403. 展开函数成 幕级数； 泰勒级数 在第379 目中我们 已经考虑过形 如

产 知x n = ao + a1x + a2x 2 +· · ·+ an沪＋ ． ．。 ( 1 )  

的依 x 的乘幕展开 的幕级 数 如果除去 ” 处处发散” 的级 数， 则对每 一个这样的级 数
说来， 存 在着 以点x =O 为 中心 ，从 — R 到 R(这儿收敛半径R >0 ,  但也可以 是无 穷）

的收敛区间 这区间 是否 包含端点在内 ，要看情况怎 样 来决定
考虑依二项式x —x o(代替 x ) 的乘幕展 开的更普遍 形状 的幕级数·

芒 知 (x -x o)n = ao + a1 (x -x o) +· · ·+ an (x —x o)n +··· (2) 

这种级数跟形如 (1)的级 数没 有本质上的差别 ， 因 为 用一个 简单的变量替换 x — XO =

y(只 有变量 表示法上 的不同） 就可把它化成级 数 (1) 对级数 (2 ) 说来，如果 它不是

“ 处处发散” 的 也有收敛区 间 ，但这次中 心 是点 如 ， 从 Xo — R 到x o+ R 它的端点
跟级数 (1) 的情形一 样，可以属 于，但也可以 不属 于 区 间 内

在以后几节中我们要详细 地 研究幕级 数的性质， 它们在许多方 面都与多项式相
似 多项式是幕级 数的段 （ 部分和），这使幕级数成为近似计算 的便利 的工具 由于这
个事实 把预先给定的函 数按 X - X o的乘幕 （ 特别情形，按x 的乘幕） 展 开的可能性
的问题 亦即把函 数表示成类型 (2)或(1) 的级 数和形状 的可能性的问 题 就获 得很
大的重要性

在这儿我们要研究初 等函 数的如此的展 开式） 并且在 124 ~ 126 目中详细 研究
过的泰勒公式 给我们打 开一 条 通向 解决所提出的问题的道路 事实上 ，假定所考虑
的函 数 f (x ) 在区 间 [x o,x o+ H]或[x o— H心 o] (H > 0 ) 上具有各阶导 数 （因 而 它们
都是连续 的） 于是像我们在第 126 目中 巳经看到的，对于在这区 间 上 所有的x 值，
即有公 式

f'(x o) f" (x o) 
J (x )  = J (x o) + (x — xo) + (x — X o) 2 十 ． ．

l !  2 !  
j (nl (xo) + (x — X o)九

＋ 吓 (x ) , (3) 
记
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其中余 项 吓(x )可以 表示成第 12 6目中所指出的形式中的任一 个．同时我们可以 取
n任意大，即是 把这展开式进行到 X - X o的任意高 的乘幕

这就自然地引 出无穷展开式的想法．

f'(x o) f"(x o) 
J(x ) = J(x 0 )  + (x —x o) + (x — X o)2 十 ．

1 ! 2! 
f仇）(x o) 

+ (x -x o)九 十 ． ．．
叫 (4 ) 

这种级数 它跟收敛与否及是否具有和 f(x )尤 关 叫 做函 数 f(x )的泰勒级
数 它有(2 )的形状 ，并且它的系数

f'(x o) J"(x o) 
a o = f(x o), a 1 = 

l !  , 幻 =

2 ! , ·· · ,an = 尸(x o)
I , n. 

叫 做泰勒系数
因 为 f(x )与泰勒 级数n+ l 项和数之 间 的差 数，由千(3)' 恰好是 吓(x ), 所以 显

然在生二土竺旦二恳开式 {4) 空赞上成立的必要 充分条件是 在这个x 值时＿垦予h

兮项 吓(x ) 随着 n的增 大二？ 趋于 0_:_

Jim 吓 (x) = 0 . 
n一<X)

(5 ) 

这等式是否 成立， 以及在怎 样的x 值时这等式成立，在研究这些问题时，依赖千
n的余项 吓(x )的各种形式对我们是有用的

常常要讨论跟 X o= 0 与函 数 J(x )直接 按 x 的乘幕展开成级数

J'(O ) f"(O ) 2 jC nl(o ) 
J(x )= f(O )+ l ! x +  2! x + · · ·  十

忙
泸 +. . . CD ( 6) 

的情形， 这级数具有(1)的形状 ，系数为

J'(O )  J"(O ) 
a。 = J(O ), a1 = l ! , a2 = 

2 ! , · · · , an = 
j ( n)(o ) 

n! ' ... (7 ) 

现在更详细 地写 出 适 合千 这一 特别假定：X o  = 0 [ 12 6] 的余项 吓(x )

拉格朗 日 形式 （ ）  
jCn+ l)(0x ) 

厅 X = X n+ l 

(n + l )! 

柯西形式 （ ）  
f仇+ ll(0x )

吓 X = (l -0 )"'x n+ l . 
n! 

` _，

、

8

9

 

（

（

 并且 关千
因

数 0 只知道它包含在 0 与1之间 ，但它在x或n改 变时 （甚至在从这
一 形式换成另 一形式时） 可以跟着改变

现在讲 一些具体 的展开式

©这级数通常叫 做麦克劳林级数 ， 参看第一卷 124 目 和 125 目 的有关脚注
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40 4. 展开指数函数、 基本三角 函数及其他函数成 为 级数 首先证明下面的简
单定理 它直接 包含了 一 系列的重要情形

若函数 f(x)在区 间 [O, H]或 [—H,O](H > 0 )上 具有各阶 导数， 并且当x在所
给区 间 上 变化 时，座直这些导数的绝对俏被相同的一A甘口卞定

箕初l
X
, I Jlnl(x)I 冬 L

这儿 L 不依赖 于 n), 则在整 个区 间 上展开式 (6)成立．

事实上 ， 取拉格朗 H 形式的余 项 吓(x)[ 见 (8 )],由 于(10 ), 我们有

l f(n +ll(0x)I Hn +l 
匠(x)I = lxl n +l � L 

(n+ l )! (n+ l )! ' 

(10 ) 

Hn +l 
像我们在35,1 )中见过 的， 当 n无限增加时， 表 达 式 趋于O; 但 是，这［由千

(n + 1 )! 
364,5°] 也可从级数

1 + 区
oo Hn +l 

n=O (n + 1)! 

的收敛性推芷 益0,2)(a )] 但在这 样的情形下，吓(x)就具有极限 0 , 这就证明了我们
的断言

(a ) 可把这 定理应用于在任何 区 间 [ —H, H]上 的下列函数

J(x) = e气 sinx,cosx.

因 为它们的导 数 j(nl(x)分别等于

e气 sin (x + n• i ) , cos (x + n ·i ) , 

并且在这 区间上， 函 数 产 的各阶导 数的绝对值以数 卢 为上 界，而 函 数 sinx与 cosx
的各导 数的绝对值以 1为上界

因
为在 12 5,1 )—3)中我们巳经计算 过这些函 数的泰勒 系数，朊以可以立即写 出

展开式
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

2 n 
X X X ： 沪 = l + — + — + · · · 十 — . . .

） 
l !  2! n! 十 , en) 

' 3 5 2k- l  
1 • X X 炉 1 X 

, 
3! 阳 (2k — 1 )•

+ - - - I 心）, smx = x- - + — - . .  
I . + (— 1 )  

＼ 2 4 2k I 
， 也; X 
, cosx = 1 —

丽
＋

可
— ··+(- 1 )\�k )!

+ ·· · \ (i3) 
I 匕 - - - - - - - - - - -- - - - - - ·, 

它们在任意x值时都成立
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(6 )不难用类似方 式得到基 本双 曲 函 数的展开式，但更 简单的是回忆一下它们
的定义

ex — e-x 产 + e-x 
sh x = 2 ' ch x = 

2 ' 

然后用把级数(11 )与下面的级数逐项相加或相减 的方法引 出这些展开式 这级数是
在级数(11 )中以 -x 代替 x 而得到的

用这方法我们找到

2 n X X + ( l )n 
X 

尸 = l —
l! + 2! — —

矿 ＋

－ 一- - - - - - - - � - - - - --, 
x 3 沪 x 2k- l

: sh x = x + 丽 十 百 + ... + (2k - 1 )! 
+ . . . I 

沪 x 4 x 2k 

: chx = l + 了 勹了 + . .  · +  
(2k)! 

+ ·· · \ 
- - - - - -- - - - - - - - - - '  

(B )开头 所证明 的定理就不能用到函 数 y = arctg x 上 实际上 ，在 1 1 6,8 )中已
求出的这个 函 数的第n阶导 数的普遍表达 式 � - - --- · _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ , 

！ 尸 ＝ 仇 — 1 )! cosn y ·sin n (y + � . \ 
2 _ _ _ _ _ _ _ _ _  J_ � \- - - - -

并不保证所有的 y(n) 有共 同 的界

因 为对应的泰勒 级数［参看 12 5, 6)]

x 3 x 5 2k- 1 
． 十 ( — 1l- l X 十 ． ． ．X — - + — — .. 

3 5 2k - 1 

( 14) 

只在区 间 [— 1, 月 上 收敛夏 所以在这区 间 外已经用不着 说到用这级数来表示 函 数
arctg x 反之 对千 lx l :s: i ,  依拉格朗 El 公 式(8 )[ 考虑 到( 14 )] , 我们 有

/ cos n +l Ye ·sin(n + 1 )  (Ye + 尸） 1 

1 吓 (x )I ,s: 2 I X n +l :(
1 

n+ l n+ l '  

其 中 ye = arctg0x 由此显然可知吓(x )一 0 , 千 是对于丘区匝上土』上所有的x 值

有展开式 ，- - - - - - - - - - - -飞

I x 3 沪 k- l X2k- l I 
1 arctg x = x — — + 十 · · , \ ( 15 )  

3 5 2k—1 \ - - -- - - - . . 

我们再一次强调，虽然 函tgx 在这区 间外具有确 定的意 义 ， 但趋互式(_1§} 在那
儿就是不正确的，因 为级数没有和

特别地 当 X = l 时 从级数(15 )可得到著名 的莱苞尼茨 级数
7r 1 1 
- = 1- - + — — . . . + ( — 1 )k- 1 
4 3 5 2k - 1 

这是给岂塾了 的展开式的第一个级数

( 16) 

©按 [377] 达朗贝尔判别法容易确信 如果 lxl < I, 级数 （绝对） 收敛， 而当 lx l > 1 时级数发散
当 X = 土1 时级数的 （非绝对） 收敛性可从 [381] 莱布尼茨定理推出
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40 5. 对数级数 如果取 ln(l + x ) (x > -1 ) 作为函 数 j(x ) , 则对应的泰勒 级数

是这样的[ 12 5 ,5)]: 

沪 x3 沪
X — － ＋ 一 — . . .十 (-l )n- 1_ +···

2 3 n 

这级数只对千 在区间 (— 1, 1 l 上 的x 值收敛复 这就是说， 研究余 项 吓 (x )的情况仅

仅 对这些值来说才有意义
首先取拉格朗 日 形式 (8 )的余项 因 为

[ 1 1 6,2)] , 所以

n! jCn +l l (x )  = (— l )n 

(1 + x )n +l 

1 X九十1

吓 (x )= (— 1r (o < 0 < 1J . 
n + 1

·
(1 + 0x )n +l 

如果 0 :S: x :S: 1,则最后 的因 式不超 过 1, 由此

尸(x )I :s: , 千 是厅 (x ) 一 0 (当n一 oo时）
n + l 

但是 当x < O 时， 这个因 式的情况不明 ，因 而必须采 用柯西余项形式［见 (9)]
我们有

于是

(1 — 0 )n 

吓(x ) = (— l )nx n +l (0 < 0 < l ) ,  
( 1  + 0x )n +l 

团 九十 l 1 — 0 n 
1 吓 (x )

I
冬 l — lx l

·
C + 0x ) 

因 为当 X > - l 时有 1+ 0x > l — 0, 所以最后 的因 式小于 l ; 因 而，只要 lx l < i ,  就
显然 有 厅(x ) 一 0

很 有趣地 虽然柯西形式完 全解决了 在 — 1与 1 之间 的所有x 值的问题，但当

x = l 时， 它什么结果也不能 给出； 因 为在这情形下我们得到

1 吓 (l ) I < (1— 0)气

但由于 0 随 n而变 的可能 性，不能断定 (1— 0) 九 一 0

所以， 总起来说， 对千在区恩-1=1斗L 上 所有的x 值，事实上 ，有

x 2 沪 x n
ln(l +x ) =x - — + - — · + (— l )n- 1— + · . . (17) 2 3 n 

特别地 当x = l 时就得 到我们熟悉 的级数

1 1 1 ln 2 = 1 - - + - -· · ·+ (— 1)正 l _ + · .. 
2 3 n 

©比较上页的脚注 当 x =—1 时可得到 （只有符号上的差别） 发散的调和级数

(18) 
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从 级数 (17 )可 以导 出另一些有用的展开式．例如 ，以 —x 代替 其中的x 后 ，从级数
(17 )中逐项减去所得 到的级数 （ 在此我们认定 !x i < 1 ), 就得到下面的级数

In � 勹 = 2x ( 1 + � 泸 ＋ 沪 + . . .  + 2m 
1
+ 1 

x2m + . . . ) ( 19) 

406. 斯特林公式 作 为应用 ， 我们说明 ， 如何借助于这级数可 以 导 出 一个重要的分析公
式 斯特林 (Stirling) 公式

在 ( 19) 中取 x = 2n + 1 ， 其中 n 是任意 自 然数 因 为在这情形下

干n ＝
 

1

1

 

1
 + -
+

 

n

n

 

2

2

 

＋

－

 

1

1

 

＿＿
 

x
x

 

＋
－

 

1
1

 

所以我们得到展开式

n + l  2 
[i + 1 1 1 1 In n = 二了 3

·
(2n + 1 )2 + 5 ·

(2n + 1 )4 + · · · ]  (20) 

这展开式可 以 改写成下面的形状

(n + 且 In ( 1 + 臼 = 1 + i · (2n : 1)2 + i · (2n : 1)4 + 

这个表达式显然大于 1 , 但小于

1 + i [ (2n : 1)2 + (2n : 1)4 + · · · ] = 1 + 12n(� + 1) 

所 以 ， 我们有
l <  (n + D 1n (1 + 订 < l + 12n(� + l)

由 此， 取指数 ， 得到

e < ( l + _!_)
九十

令 < el+ 12n(�+1 ) 
n 

现在引 进序列
n!en 

an = l · 这时
n九十 歹

an 
( 1  + _!_ 

n+ 占

二 ：
） ，

从上面的不等式即可推知
an l e 声

1 < < e l2九 (n+l) = 1 an+l e 12(n+1) 
于是， 一方面an > an+l , 另 一方面

I I 

an · e勹T,, < an+l · e一 丙＝可 ．



[40 6] § 7. 初等 函数的展开 · 309 

由此可 见 ， 随着n的增大， 序列a 九 递减（保持下有界 ， 例如， 以 0为下界）， 并且趋于有限极

限a ; 而序 列a n . e-讨万 递增 并显然趋于 同一极限a( 因为 e-击； 一1) 因 为对任何n, 不等式

a,, . e 12n < a < a n 

成立， 所以可以找到包含在 0与1之间的这样的数 0, 使得

a =a九 - e-忐 或an =a · e 志 ．

（我们指出 ， 一般说来， 数 0 依赖于n.) 回忆一下变量a n 的定义，我们得到

n! = a vn · 勹） n
·e 忐( 0< 0 <1) . ( 21) 

现在剩下的事只是定出常械a . 为此 目 的 ， 回忆一下沃利斯公式 [317] , 这公式可写成下 面的

形状
冗 1 2n! ! 

2 

2 = 上心 2n+ 1 [ ( 2n— l )!J 

在括号中的表达式可用下面的方式加以变形

如 ! ( 2n! ! )2 产 ,(n! )2 . ＝ ＝ 
( 2n— l )! !  2n! 2n! 

在这儿用公式( 21 )中 叫 的表达式代替 叭 而用类似的表达式

加 = a ffn 尸） 2n 
, e 击 ( 0 < 01 < 1) e 

代替 2州 ， 用初等方法化简后 ， 得到

2n! ! 
(2n— l )! ! 2 

= a {i - e 空 ，

于是
7r 20-0' 1 2 n — = hm a . - . e 12n 
2 n�oo 2n + 1 2 

由 此
a2 = 加而a = ✓亏

把这个a 值代入公式( 21), 我们就得到斯特林公式

a 2 ＿
4
 

f - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - 勹

｝ 忙 ＝ 罕飞）
九

产 ( 0< 0 <1 ), 1
- - -- - - - - - - - - - --- - - - - - - - 』

这公式使我们可能估计很大的n值时阶乘n! 的数值 ．

建议读者作为练习 实际求出级数

� [  n ln �� � � -1] 

的和 这个级数的收敛性在 367 目 9)( 6) 中 已 证明过了

提 示 计算第n部分和 ， 借助斯特林公式作变换后 ， 取极限答案 - (1—ln 2 ).2 
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40 7. 二项式级数 最后，取 J(x )= (1 + x )m , 其中m是任何异千 0 及异千 所
有自然 数的实 数 （在自然 数m时按牛顿 公 式可得已知 的有限展开式） ． 在这情形下，

泰勒级数具有下面的形状 [ 12 5,4)]:

m(m- 1) 2 m(m- 1 )- . .  (m— n + 1) l +mx +  x + "· 十
1- 2 1.2 . . . .. n 

这级数叫 做二项式级数， 而 它的系 数叫做二项式 系数 在对m所作的假定下， 这些

系 数中任何一 个都不是 0(反之，如果m是自然 数，则 x m+ l 及所有在它后面的系 数
都变成 0 ). 利 用达朗尔 判别法 [377]容易确定，当 lx l < i 时二 项式级数（绝对） 收
敛 而当 lx l > i 时级数发散 我们将在 lx l < i 的假定下来作余 项 厅(x )的研究 并
且一 开始就取它的柯西形式(9 )(拉格朗 H 形式在这儿给出的答案 不是对所有的x 值
的）．

因 为

所以就有

jC n+ ll(x ) = m(m— l )  . .  ·(m— n + l )(m - n)(l + x r-n- l , 

m(m— 1) · · ·(m - n)(l + 0x )m-n- l 
吓(x ) = (1— e )nx n+l 

1. 2 . .. .  , n 
重新配置因 数之后， 把它表示 成下面的形状

(m - l )(m— 2)- . .  (m— 1— n + 1) 
吓(x )=

1. 2 .. .. , n 沪 mx( l + 0工） m-1 ( 1
1二）

这三 个表达 式中的第一 个是二 项式级数的通项， 但对应千指数m- 1; 因 为当
lx l < 1时二项式级数收敛 不管指数是怎 样的，所以这个表达 式当n一 oo时趋千 0 .

至于其他 两个表达 式， 则第二个的绝对值包含 在与 n无 关的界

Im: 叫 (1— lx l )正 l
与 lmx l ·( 1+ lx l r- 1 

之间 而第三 个，与 40 5中一 样 ， 小 千 1.这样一 来，吓(x )一 0 , 亦 即 对于 lx l < 1说
来，有展开式

(1 + X尸 =l +mx + 
m(m- 1) 2 m(m- 1) . .  •(m— n + 1) 

1· 2 ' 1. 2 . .. . -n 
它也是跟牛顿 的名 字联系着 的

沪 + . .  · (22) 

我们还没有考虑 过在值x= 士 1 时展开式的适合的问题 容易想出 ， 二 项式级数是超越儿何
级数的特殊情形 并且可从后 者 当 a= —m , (3 = ' 时，以 —x代替x而得出． 由 于这点， 按照
402,8 )中的表 ， 容易作出二项式级数在它的收敛区间的端点x=土 1上特征的敛散情况的表

m >  0 绝对收敛
x= l 0> m > —l 非绝对收敛

m :( — 1 发散

x= — 1 m >  0 绝对收敛
m<O 发散



[40 7) § 7. 初等函数的展开 · 31 1 · 

可以证明 ， 每一次 当二项式级数收敛时，它的和就是 (1 + x)m 在这儿我仆］不讨论这点 借以

避免余项的烦难的研究 ， 因为这结果可 简单地从以后将要证明的一个普遍定理 ［参看 4 37 ,6° ] 推
出

l 1 
我们指出二项式定理的一些特别情形，例如，对应千m= - 1, - , 一 － 的情形 ．2 2 

1 2 = l - x + x 一 ． ． ． 十(—1) 冗沪 + ·· ·
l + x (- l < x < l) 

（通常的儿何级数）， 然后 ，

1 1 2 1 3 5 4 � =1+ -x - -x + - - —X + · · ·  
2 8 16

x 
128 

n- 1 (2n - 3) ! !  
+ (-1) x

n + ·· · ( —1 ( X 冬 1)
2n!! 

与

1 1 3 2 5 3 35 4 = 1 - - x + - x - - —  
16 

X + 
128 

X 0+x 2 8 

+( - 1) n (2n - 1) ! !  n 
2n!! 

X + . . .  ( —1 < X 冬 1)

(2 3) 

(24) 

这是重要的，强调指出 在直理数 皿庄］情形下， 二项式级数的和总是给出根式的算 木 的值

附注 I 下 面的有趣的展开式 例如属千施勒米希 (Schlom ilch) 的展开式， 就建立在这特别

情形上 面 首先 在 (23) 中 令 x = -沪 ， 其 中 —1 冬 y 冬 1 , 我们得到

1 - �
= 

(2n - 3) ! ! Y2n -l 
y 

=
� 2n1 !  
n= l  

2z 
然后 ， 在这儿用表达式 代替 Y , 其中 z 在 - CX) 与 +oo 之间变化 有1 + z2 .- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 一 . - . --- - - -.... ; f: (2n - 3) " 

( 
2, 

)
'" '  

{
' 如果 1 , 1 冬 1 , i 

2n! ! 1 + z2 = 1 
1 n=l － 如果 l z ;) i . : 
,__ - - - • - • - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - _j 

这个例子因为下面的事实而是很有兴趣的 因为对千在不 同 区 间上由 不 同 的分析表达式 z 与

－ 所定义的函数 ， 同时却给出一个单一 的在级数和形状下的分析表达式［比较 4 6, 363,5)]

II 在上 面所有考虑过的例子中， 函数展开成泰勒级数引 出这样的结果｀ 对千使级数收敛的所

有的 x 值 ， 级数的和等千建立起该级数的那个函数 因此，可能会引 起读者这样的猜疑 要保证展

开式 (4) 或 (6) 的成立，甚至想不必去检验关系式 (5) , 一般地以为只要确立级数的收敛性就够了

可是，事实上，事情并非这样 例如， 如果 回到在 1 38 目 附注中考虑过的 函数

J(x) = e-古 （当x c/ 0时）， f(O) = 0, 

则对千这个函数 ， 如我们见过的 ， 虽然在 x = O 时有各 阶导数 ， 但在这点都变成 0 系数全部是 0

的形如 (6) 的泰勒级数 当然处处收敛， 但是任何一个 x 值 （除 卢 = 0外）都不能够再产生原来的
函数的值
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4 08 .  展开 sin x 与 COS X 成无穷乘积 我们在上面熟悉 了 一些最重要的初等函数依 x 的乘

幕展开的无穷级数展开式， 亦 即 熟悉 了 把这些函数表示成 “无穷多项式” 的形状 在本节末了， 我

们要把 s in x 与 cos x 表示成尤穷乘积的形状，这些乘积仿佛是实现分解成对应千 “无穷多项式”

的因式
我们从推导一个辅助公式开始 从代数学中我们已 经知道棣莫弗公式也

( cos z + i s in z尸 = cos mz + i • sin mz , 

其中m认定是 自 然数 依普通法则解开左端的括号， 并比较左端与右端的 “虚单位"i = V仁了 的
系数 ， 我们得到

m-1 . m(m - l )(m - 2 )  m-Sill mz = m cos z ·Sill z - cos 
1 · 2 · 3 

Z · Slll3 Z + ·  · · 

如果m= 2n+ 1 是奇数 ， 则按公式cos2k z = (1 - s in 气）k 替换余弦 函数的偶次幕后 ， 我们把所

得结果表示成
s in ( 2n + l )z = sin z •  P ( s in 2 z ), 

其中 P( u )是一个n次幕多项式
如果用 U1卫2 , 邓九 表示这多项式的根 ， 那么这多项式可以用下 面的方式分解成因 式

P( u )  = a ( u — 111 ) (u - 压） = A ( 1 — 勹 ( 1 — t)

( 25 ) 

从 ( 25 ) 容易定出根 匠 迈 ， ， 四 ， 只要注意到 如果 z 使 sin ( 2n+ l)z 变成 0, 但保持
s in z 异千 0, 则 s in 气 就一定是多项式 P( u )的根 显然 ， 包含在 0 与 ： 之间并且依次递增的值

九一 九- 7r 
z =  2 ,n 

2n + 1 2n + 1 2n + 1 
，对应着也是递增着的（因 而是相异的） 根

. 2 7r , 2 7r . 2  7r 
， 四 = Sill 2 U1 = Sill · · · ,  U n = Sill n 

2n+ 1 2n+ 1 ， 2n+ 1 

最后 ， 系数 A = P( O) 可以作为当 z ----> 0 时比值 s in ( 2n+ l )z/ sin z 的极限而定 出 ， 由此 A =
2n+ 1 

这样—来 ， 就得到公式

sin ( 2n > l )a � ( 2n + 1 ) sin z (1 — sin ' z  . . . 1 _ sin' , 

sin 2 九口

zn+J ( sin'n
2:+ J 

入 X 
"! z = ' 可把这公式改写成

2n+ 1 

X 
s in x  = ( 2n + 1 )  sin 

2n+ 1 (1 二 三 :) ( ,
- ;;;'n,::'J 

(26) 

我们认定 x 异千 0, 土Jr, 土21r, . . . ' 千是 s in x / 0. 在条件 ( k+ l )1r > 团 下取自然数 k , 并
设n> k 现在把 sin x 表示成下面乘积的形状

＠例如， 参看下面 453 目

s in X = U(n) · V(n) 
k k , (27) 
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其中

U尸 � (2n + l ) sin 2n二 (, 一 二言） (, — ,:: 勹）
只包含 k 个在 括弧中的 因式， 而

v,<•l � ( 1 -
sin:;: 勹二） (,<:: 言）

包括所有其余的 因式
暂设k 是 固 定的 ； 容 易 找 到当n -> oo 时 utl 的 极 限， 因为这个表达式由确 定的 有限多个

因式组成 因为

所 以

由于 (27) , 极 限

存在 ， 并且

X lim (2n + l) sin - = x, 
九一= 2n + 1 

2n + 1 X ＝ 
2 sin2 二

Jim 
九一= sin2 h 

Jr h气2

2n + 1 
(h = 1, 2, · · ·, k) , 

区 =}迥 u尸 = X (1 - 三） (1 - 三） (1 -
k::2 ) 

坎 = Jim V (n) 
n-= 

sin x = Uk · Vk -

现在研究极 限 凶 的估值
已知 对于 0<'P < 

1T 

2 ' 不等式

2 
一<p < sin <p < <p 
九口

成立[54 ,(9) ;  1 3 3 ,  1) ] 所 以

并且

于是

尤穷乘积

2 X X 
2 

sin < 2n + 1 (2n + 1) 2 

Jr 4 2 2 
sin2 h h Jr 

2n + 1 > 言 (2n + 1 )2 
(h = k +l , ·· · ,n ), 

1 > vtl > (1 X 
2 

X 
2 

— 4(k + 1 )2 ) . . . (l 一 声）

且 (1 — 五）

(28) 
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X 
（其中 加 如此挑选，使得 4h5 > x行 收 敛，因为级数 艺 了动。 石歹 收敛 [4 01, 定理 50! 因 此余
乘积

(X) 

仇 = II (1 X 

h=k+l 一 己
当 k -> oo 时应当趋千 1[4 01,2° ]显然，如果写

1 > v; 尸 ＞ 仇 ，

我们只加强了 (28) 中的第二个不等式， 当n-> oo 时取极限 （在固定的 K 下），得到

1 > Vi �  仇．

由 此推知 ，

Jim 启 = 1 , 千是 lim 店 = sin x ,  
k-= k-= 

最后 ， 我们就得到有名的展开式

sin x = x ·IT ( 1 -
n二） = X 勹 — 三） (1  - ;; ) . .  · ( 1 -

n::2
) . .  · ( 29) 

n�l 

这是欧拉首先建立的
自然， 这个等式对于先前除外的那些值 X = 0, 土Jr ' 土21r, 也成立， 因为这时等式的两端都

是 0 容易看出 ， 这些各别的因式洽好对应千 sin x 的不同的根＠

如果在所得到的展开式 中令 X = 芒 ， 就得到2 
CX) 

2 1 
;;: 

= 
IT (1飞声 ）
n = l  

千是又推出瓦理斯公式[317; 比较4 0 0 ,2 )]

我们再指出这个展开式的一个有趣的应用 ； 以 JrX 代替 x , 这展开式可以表示成下面的形状

00 2 
sin 1rx = 1rx IT ( 1  - 三 ．

n 2 ） 
n=l 

回忆一下 函数 r( x )的定义 [4 02 , (13)]

= (1 + _!_ r 
r( x )  = 汀I � ,

1 + — 
九= 1

及关系 式 r( x + 1 )  = x . r( x )[4 02 ,( 15 )] 于是

n 

1 -x 

r( l - x )  � — x . r( -x ) � 九且 (1 

;_
�� 

©关千重新配置因式的可能性 ， 参看 402,4)
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相乘以后 ， 立 即得到所谓余元公式 r - - - - - - - - - - - -
\ r( x )• r( l - x )  = 

九口

sm 1rx 1 
,_ - - - - • .  - - - - - • - -l 

这也是欧拉求得的 ； 这公式在任何非 整数 的x 值 时成立 ＠

类似千 s in x 的展开式 可导出废开式

2)) 
oos x � 冗几 ( 1 -

( 2n 4x; ) 气' ) � 且 (! -
(

2n �'v 
它显出 cos x 的根是 土

2n- 1 
2 T 并且 它也可 以从 s in x 的展开式依下面 的公 式得到 ．

cos x = sin 勹 - x) 或 cos x = 
s in 2x 
2 sin x 

最后 ， 我们提—下展开式

· 315 · 

( 30) 

sh x � x 且 (1十 五） ch x � 且 (1 +
(
2

",

�\
,)

'
) . ( 31) 

它们也可 以借助千相似 的讨论建立起来

§ 8 .  借助 于级数作近似计算

4 09. 一般说明 在我们所得到的具体的蔑开式的例子上 ， 我们要说明 ， 如何可 以利用无穷
级数来达到近似计算 的 目 的 我们预先讲述一些一般说 明

如果我们可把未知数 A 展开成级数

A =  a 1 十 迈 + a 3 + ·  · · +  a n  + · · ·, 

其中 a 1, a 2, a 3, · 是容易计算 出 的数（通常是有理数）， 并近似地令

A � A n  = a1 + a 2 + ·  · · + a 九，

那么，所要弃去的 一切其余各项 的校正数可用下面的余式表示出来

O'. n = a n + ! + an+2 + ·  · · 

当n充分大时， 这个误差成为任意小， 所以 A九 可 以 以任意预先给定的精确度来表达 A .

我们感到兴趣的是要简单地作出余式 因 的估值的可能性； 这使我们 当 计算接连 的部分和时 ，

在 已 经得到了所要求精确度的近似值下， 就 能够及 时停止而不再往下作 ．

.fir 
(0特别地 在这儿令 X = 2 我们得到 [r (2) ] = 1r 因为当 x> O 时 r(x) > o 所以 r (订 ＝
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如果所考虑的级数是项的绝对值单调递减的交错级数( "莱布尼茨型” 的）， 那么 ， 如我们 曾 经
见过的[381, 附注］ ， 余式的符号 即第一项的符号 ， 并且余式的绝对值小于这项的绝对值 ． 对于这
个估值，在简易这—意义下说来，不能再希望有比它更好的估值了 ．

在正项级数的情形下，事情就稍微复杂一些

在这情形下， 通常是设法 找 出 一个其各项大于我们所关心的级数的各项 ， 容易相加起来的正
项级数， 并对这新级数的余式估值

例如 ， 对千级数 艺� - 可得到
m2 

产 ：
m= n+l  mt+l 

m(�- l) 
= 

mtl 
( m � l 

- 卢 ） = ¾ 

［这个估值跟 37 3, (11) 式中借助千积分法所得到的估值一致］ ， 而对千级数 l + L尸 有
m! 

产 卢 ＝ 卢 产 1 二
00

1 二
m= n+I  m= 九 十1

(n + 1) • · ·m n! 又 (n+ l )m- n n!n m= n+l 

［在 37 中计算数 e 时，我们实际上就是利用这个估值的］

通常是求数 A 的十进位近似值， 可是级数的项也可 以不用十进位小数来表示 在把它们变成

十进位小数时， 依尾数的取舍规则使它们进一位， 又是新误差的来源 ， 这也应 当计算进去

最后 ， 我们指出 ， 具有使我们 感到兴趣的数 A 作为和的任何级数并非都是适合千此数 A 的
实际计算的（哪怕 它的项是简单的， 并 且余式的估值也容易作出来的） 问 题在千收敛的速度 ， 亦

即在于部分和 向 数 A 接近的速度 ．
作为例子 ， 取分别给出数 尸 与 ln 2 的展开式的级数［参看 4 04( 16) 与 4 05 (18)]4 

1 1 1 
l - 3 + 5 - 7 + 

1 1 1 1 
l - 2 + 3 - 4+ 5 勹

为了要利用它们来计算这两个数， 比方说 ， 精确到 而s ' 在第一种情形 ， 必须加 到五万项 ， 而在第

二种情形，加 到十万项 这 当然是不能实现的 下 面我们 用不着费多大的力就可计算上述两数甚至

到很大的精确度 ， 但利用的是更合适的级数 ．

与

41 0 .  数 T 的计算 利用已 知 的反正切 函数的级数[4 04 , ( 15)]

沪 沪 x7

arctgx = x - — + — - — + · · ·  
3 5 7 

1 Jr 
如果取 X = — - , 则 arctgx = - ,  我们就得到级数

嘉 6

(- l ( x ( l) .  

1r 1 1 1 1 1  1 1  
飞

＝
言 (1- 3 · 3 + 5 了 飞 页 ＋ ）

这对千计算 已 经是合用的

回亿－－下反正切 函数的加法公式

arctgx + arctgy = arctg 
X + y <D 

1- xy 

＠在这形状下的这个公式 ， 只在角 度的和依绝对值 乏 巴 的假定下才是真确 彴 [50]2 
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并选取任何两个满足关系式

x+ y = l  
1 - xy 

或 (x + l )( y+ 1 )= 2 

的真分数作为 x及 Y, 即有

九口 3 
4 = arctgx + arctgy = (x — � + . .  ·) + (y — 气 ＋ ）

1 1 
例如 ， 令 X = -, y = - , 我们得到2 3 

i = 甘 — i 志 + i ·  � - . .  · )  + (i — i 志 ＋ 卢 忐 － ） 
1 

可是，对于数 1T 的计算 ， 还有更方便的级数 令 a = arctg - 千是5 

2 10 
1 - -

如 = 5 ' tg2a = 5 
1 = 上 , tg4a = 12 = 严

1 12 25 1 19 - - 1 - — 
25 144 

由千这数的接近于 1 , 显然可知 ， 角 度 4a 接近于 � ; 令 (3 = 4a — —  
九口

即有
4 4

' 

120 — — 1 1 1 tg(J = 1 19 
120 = 丽 ， 千是(3 = arctg顽

1 + -
119 

由 此
I \ 

1 1 1 1 1  1 1  1 1  1 1 
Jr = 16a - 4,/J = 16 (了 3 . 53 勹 了 飞 歹 勹 了 飞 声 ＋ ）

气卢 飞 23�3 + . . · ) 

I少 - I i  ,V ' "' 
, a : : 

尸 ,, , . , . . . ,,, ,, ' , .  , . 
,' 

这就是梅钦 (Machin ) 公式

我们要按照梅钦公式计算数 T 到小数后第7 位数字 ． 为此，只需要上面实际上 已经写出的那

些项就够 因为两个级数都是莱布尼茨型的，所以在被减数与减数中 ， 弃去 了的未写出的项的校正

数 分别是

0 < 61 < 
16 1 

< -
1 3  . 513 10s 与 0 < 凶 < 4 < 上

5 - 2 395 108 ' 

把保留下来的项化成十进位小数，使它们 （依小数的尾数取舍规则）近似到第8位数字 把计算列
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成下表 （括号中的 土 号指示校正 数的符号 ） ·

1 6  — = 3.200 000 00 
5 

16  
3 . 53 = 0.042 666 67 ( -) 

1 6  
5 . 55 

= 0.001 024 00 16  
7 . 57 = 0.000 029 26 ( —) 

十） 16  
g .  59 = 0.000 000 91 ( 十）

3.201 024 91 

+ )  
16 = 0.000 000 03 ( — 

1 1 .  511  ） 

0.042 695 96 
4 

= 0.016 736 40 ( 十）239 
3 .201 024 91 

-)  0.042 695 96 
3. 158 328 95 

） 
4 

3·2393 — = 0.000 000 10 ( - )  

0.016 736 30 

算 出 全部校正 数 ， 有

3. 158 328 95 < 16a < 3. 158 328 98 
—0.016 736 32 <—4/3 <—0.016 736 30, 

于是

3.141 592 63 < 1r < 3. 141 592 68 . 

所 以 ， 最后 ，1r = 3.141 592 6 · · ·, 并且所有写 出的 数 字都是 真确的．

411 .  对数的计算 级数

In n + 1 
= ln ( n + 1 )  - In n =  2 

[ 1 + ! • 1 + ! . 1 
+ 

n 2n + 1  3 ( 2n + 1 )2 5 ( 2n + 1 )4 ] 

是 计算的 基础 ， 在第 406 目 中 ［参看 ( 20)] 导出斯特林公式 时我们 已 经利用过这公式 ．

当n = l 时， 得到 ln 2的 展开式 ：

2
(

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ln 2= 3 1 + 3 -9 飞 页 气 孕 飞 孕 十 百 孕
1 1 1 1 1 1 

十 百 示 十 五 了 十 万 页 ＋ ．
）

[411] 

( 1 ) 

这级数 对计算是 完全合用的 例如 ， 只要限于 已 经写 出的这些项 ， 我们证明可以找到有9 位真确
的 十进 位 数 字的 In 2. 

事实 上 ， 如果弃去这级数从第 10项开始的那些项 ， 那么， 相应的 校正 数 就是

6
=

� (点 卢 飞 三 ） < 3·1� ·99 ( l 心 ＋ 声 ＋ ）
1 2 = 

12 · 19 ·98 <声
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计算到 10 位 数 字， 作 出 下表

2 
- = 0.666 666 666 7 ( - )  
3 

2 
3. 3 . g = 0.024 691 358 0 ( 十）

2 
3 . 5 . 92 = 0.001 646 090 5 ( 十）

2 
3 . 7 . 93 = 0.000 130 642 1 ( 十）

2 
3 . g .  94 = 0.000 01 1 290 1 ( - )  

2 
3 . 11 . 95 = 0.000 001 026 4 ( - )  

2 
3. 13 .  96 — = 0.000 000 096 5 ( -) 

2 
3. 15 . 97 = 0.000 000 009 3 ( -) 

2 
3- 17 - 98 = 0.000 000 000 9 ( 十）

0.693 147 180 5 

现在在 ( 1) 中 令 n =4, 我们找到

算 出 所有的 校 正 数后 ， 我们有
0.693 147 180 2 < In 2 < 0.693 147 180 9 , 
于是

In 2 = 0.693 147 180· · · , 

并且所有写 出 来的 九位 数字都是 真确 的

In 5 = 2 ln 2 + � ( 1 + 』 言 + � 奇 ＋ ）
利用已经算 出 来的 ln 2 的值， 按这公式 谷易算出 ln 5 , 然后也 可算出 In 10 = In 2 + In 5 在这之
后 可以算出 变 自 然 对 数为常用 对 数 时的模

1 M =  
ln lO 

到任意 精确 度， 它等千 M = 0.434 294 481 · · ·. 乘以这模后 得到常用对数lg 2 与 lg 5
在基本公式 ( 1) 中 取常用对 数

2 M  
[ 

1 1 
lg ( n + l) — lg n = 2n + 1 

1 + 3 · ( 2n + 1 )2 
+ 5 · ( 2n + 1 )4 + 

" · ] 

在这儿令 n = 80 = 23 • 10 并注 意 n + 1 = 81 = 34 , 我们找到

4 lg 3 - 3 lg 2 - 1 = 空 [1 + ! · 1
+ ! .  1 . . . 

161 3 25921 5 259212 + ] 

(2) 

由此容易找到 lg 3 其次， 在公式 ( 2 ) 中 令 n = 2400 = 3 • 23 ·102 , 即有n + 1 = 2401 = 74 

与
2M4 lg 7 - 3 lg 2 - lg 3 - 2 = 4801 (l + . � . 

2304�601 十 i . 2304!601 2 十
． ． ．

） ，

千是 就找到 对 数 lg 7 选配类似的 数的组合 ， 可以找到素 数的 对 数 到任意精确 度， 而 按素 数的 对 数
用相加及以 自 然 数 乘的方法 ， 可找到复合 数的 对 数 ．
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r 可以按照另 一方式来进行我们的工作， 即直接计算相继的 自 然数的对数并借助千今三立丛担

担n过渡到 lg (n± 让 例如，为了 计算从 1000 到10000的数的对数， 在公式 (2) 中只要取—项，
亦即近似地令

在此校正数是

2M 
lg(n+ l) - lgn= (103 桑n< 10勹

2n+ 1 

.6. = 2M 
[ 
1 1 1 

2n + 1 · 3 ·
(2n + 1) 2 + 5 ·

(2n + 1)4  
+ · · · ] 

2M 
[ 

1 1 
] 

2M 
< 

2M 
< 

3(2n + 1) 3 1 + 
(2n + 1)2 + 

(2n + 1)4 
+ ·  · · =  

3(2n + 1) • 2n • (2n + 2 )  24砃

因为我们有 n ;) 10气 而2M < 1 ,  所以

6. <  
1 

< 
1 

24 . 109 2 . 1010 . 

104 
哪怕把所有 的差误都加起来，—般地说误差仍然会小 千 ＝ 但 在按第一种2 . 1010 2 . 1Q6 

方法算出整系列的控制对数之后 ， 这种误差的累积是容易避免的 ． 用这样的方法可以达到极大的

精确度， 同 时保持了第二种方法所固有的计算的 自 动化的特点 （这是很有价值的 ， 尤其在造 巨 塑的

表的时候） ．

412. 根式的计算 根式可最简单地借助于对数表来计算 ． 可是 ， 如果一些个别的根式需要
很大的精确度 ， 则更适合的是采用二项武级数[4 07 (22 )]

( l + xr = l +mx + - X + m(m - 1) 2 m(m - l ) (m— 2) 3 X + · · ·  1 - 2 1 -2 3 

假定需要计算 y瓦 并 已 知这根式的近似值 a (大于或小于真值） ， 但要求改善它 如果 比方

说
A— = 1 
ak + x, 

其中 叫 是不大的一个真分数 ， 那么可以用下 面的方式把根式变形·

归 = a - � = a · (l + x) 点

并可利用 当m= — 时的二项式级数 有时从等式k 

1 + x' 

出发是更合适的 ， 如果 肛' I 又是一个不大的真分数 ， 并且采用另 一变形

汽 = a 
= a ·(1 + x') 主

｀ 
1 

此后取m= — 一 ， 应用二项式级数．
k 
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作为例子 ， 从 J江向近似值 1.4 出发， 计算 v'2 到很大的精确 度 为此 目的 ， 按上述两种范式
中的 一种把根式变形．

迈 = 1 .4 X � = 1 .4 X � =  1 .4 X (1 + 点） i

或
1

迈 ＝ 卢 勹 � 14 x ( 1 - 5\,f' 

为使计算容易起见 ， 自 然 宁愿采用第二种方法 这样 ， 我们有

＼
 迈 = 1 .4 X (1 + 1 1 3 1 5 1 35 1 63 1 - ·  — + - . — + — · — + - · — - + - · — + 2 50 8 502 16 503 128 504 256 505 

限千巳经写 出的这些项， 它们都可以表示成有限十进位小数，

5 1 
1 + . . .  十 — · — = 16 503 1 .010 152 5 

35 1 
128 504 = 0.000 000 043 75 

63 1 
256 505 = 0.000 000 000 787 5 

1 .010 152 544 537 5 X 1 .4 = 1 .414 213 562 352 50 

因为在 — 的 幕次下的 系 数递减 ， 所以校正 数可以像通常那样 加以估计50 

D. < 1 .4 X 231 
X (1 + 上 十 二 + . . . ) = 1 .4 X 231 

< 2
. 1 

1024 X 506 50 502 1024 X 505 X 49 1011 . 

因此

1 .414 213 562 352 <迈 <1 .414 213 562 373 , 

迈 = 1 .414 213 562 3 · · · , 

小 数后所有10 个 数字都是 真确 的
利用变形

迈 = 1 .41 (1
119  - 弓— 20 ooo ) ' 

容易得到非常多的 数 字， 现 在再举 出一些类似的 变形的 例 子 （借助于二项 式级数的计算 留给读 者
去作）．

嘉 = 1 .73 X (1 — 30� 心） 分 可 ＝ 罣 (1 卢） 令
l 1 

迈 ＝ 5 3 3 10 29 3 卢 十 五） 笱 ＝ 了 (l + 1000) 
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4 13. 欧拉级数的变换 当为近似计算而应用级数时 ， 先对此级数作一个变换有时是有好处
的 这个按某种观则，用另 一个具有相同和的级数代换 巳知收敛级数，称为变换 当然 ， 仅在新的

级数收敛更快，并便于计算时，这样的变换才是合适的

我们来引 入以欧拉的名字命名的经典变换的公式设给定收敛级数

S( x )  = 叉（ —1)飞泸 = a o - a1x + a 2x2 — + ( —1t知Xk + · · ·, ( 3) 
k=O 

其中 X> 0, 我门仅仅是为了方便，才把它的第K 个系数表为( — 1t 知 ， 完全没有假设所有 a k > 0 

对千序列 a k( k = 0, 1 ,  2, • • • )我们在研究时引 入序列的差分（这与在 122 目对具有连续变址 北 的

函数 f( x )所作的类似）

凶伍 = a k+ l - a k, D.2 钰 = fl a k+ !  — 凶俇 = a k+ Z — 2 a k+l + a k , 

—般地

凶知 ＝ 凶p-l a k+ l — 凶p-l a k

= a k+ p
— C切k+ p-1 + C沁坪-2 - . . . + ( — 1 )工 (4) 

把已知级数这旦立这样

S( x )  = — 
a 。 a 飞 — a ox a 2x2 — a1x2

—
幻x3 — 幻x3

十 . . .
l + x l + x  l + x _ l + x  

这是容许的 ， 因为新级数的第 k 个部分和与级数( 3)的同类部分和相差的仅仅是 ( - l )k+1 
l + x 

a k+ 1Xk+ l 这一项 ， 由于原先级数的收敛 性，这一项 当 K 一 oo 时趋 千 0[364 ,5°]为了 简化记号 ， 现

在引 入差分
S( x )  = a o — 凶 a 。 x + 凶 a 1 ·x2 — 凶 a 2 · x3 + · · ·} 

l + x ｛ 

保留第一项 二竺＿ ， 把余下的级数l + x  

- x 
{ D. a o  - ll a ?,, x + D. a 2·x2 - ·  · ·} ] + X 

如同 S( x )那样改写为

X 1 — {凶如 — 凶 a o • x + D.饥 x2 — } 
l + x l + x 

的形式 ， 因此 ， 再次分 出第一项， 便有

a 。 6- a 。 沪
S(x) = - •  x + {6.2 a 。 — 6.2 a 1 ·X +· ·' } , 

l + x  ( l + x )2 ( I + x'广

继续这样进行下去 ， 经 p 步之后得

a 。 6 a 。 ,6.2a 。 ,0,_p-l a 。S( x )  = - · x + x2 — . . 十( - w-l ·Xp-l + Rr,( x ), (5 ) 
l + x  ( l + x )2 ( 1  + X) 3 ( l + x )P 
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其中

Rp ( x) = ( - IY (l :
P

x)P {flP a。 — A如 x+ 立 xz — }
p 00 

X = (— iy 区( — 1/ D. 飞 Xk

(1 + x)P 
k=O 

现在来证明乌 ( x) 当 p 一 oo 时趋千 0
把 p 阶差分用它的展开式 (4 ) 代入， 并重新排列 和式 ， 得到

乌 ( x)= 1 立 - l )k+p xk+p 产(— l )'C� ak+p -,
( 1 + x)P 

k=O i=O 

1 
p CX) 

= 
( 1 + x)P 叉 C产 区(— 1t+p-,知+p-, Xk+p-i

i=O k=O 

若引 入 对原先的级数 (3) 的余式 的表示 ， 令
00 

凡 ＝ 区 (- l )k+n a妇n Xk+n (n = 0, 1 ,  2, · · ·), 
k=O 

则 凡 的表达式 最 终可以写成

乌 ( x)= 艺;=o c� 矿 Tp-炉） 艺f土0 儒 xp-, 兀 ( x)
( l + x)P ( l + x)P 

因为 T'n ( x) 一 o, 则 根据 391 目 6° ,Rr, ( x)一 0
在 (5 ) 式 中令 p 一 oo 而取极限 ， 求 出

S( x)= 1 {知 — D. a。 X + 江。 ( X 厂 —
I + x  I + x  l + x  

+ (— lt flP a。 （卢） p 
+ · . .  } -

将 S( x)代之以它 的表达式 (3), 便得到 欧拉变换：-· - . - - - - - - - - - - - - - - - -,  
C沁 C沁

1 心(— l )k三 ＝ 区( — l)PflP a。
1 + X 1 

X P \ 

l + x  （ ）  
k=O p=O - - - - - - - - - - . - - - - --- - - - - - l ' - - . 

通常在 x= l 时应用此式 ， 那时它把数 值级数 变为数 值级数 ：

414. 例题

.... - - - - - - - - - - -- - -- -- -- -
CX) CX) 

( — I )PflP a。 ｝I 

： 区(— 1 t知 ＝ 区
, k=O p=O 

2p+l , ( 
， `、 - - - - - - - - - - - · - · . -� 

1 
1 ) 令 a庄＝ － ， 其中 z 是 异于 0,— 1 ,  —2, — 3 . . . 的任 意 常数 在级数z + k  

� �  — :
)

: 

· 323 ·  

(6 ) 

(7 ) 
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中若去掉前 面充分多项 ， 它便是莱布尼茨型级数，因此级数收敛
容易计算差分的序 列 fl a k , D. 切k, . . . , 借助千数学归纳法， 我们得到·

特别地

千是 ， 按照公式 (7)

p ! 凶妇 ＝ （— iy
( z  + k) (z + k + 1) . .  ·( z  + k了百 '

凶 a o = ( — l? p ! 
z ( z、+ l ) ···(z+ p)

f 丿： ＝ 产 沙
�1 . , ' p ! 

k=O p=O 

若令 z = 1, 便得到著名的对 ln 2 的级数变换
00 00 

1 1 ln 2 = 区 （ — l )m-1 _ m = 区n·2 n·
m=l n=l 

[414] 

读者很明了，对千 ln 2 的近似计算，利用第二个级数， 远为有益得多 为了得到 0.01的准确
度 ， 第一个级数需要 99 项 ， 而在第二个级数中 只需取5 项 ！

1 1 2 ) 设 知 = ( z 异 于 0, —2, —4, . . . ) 把 a k 改成如下形式伍 ＝ － ，对表达式z + 2k 2 z 

A环。 可以利用以前的公式：

1 p ! 1 2p+ l p ! 

2 
- + k 

凶 a o = ( — l)P ·- - = ( -lY - -
2 三 (.: + 1) 侵 + p) 2 平 + 2) - - · (z + 2p) 

2 2 

在这种情况下， 欧拉变换具有如下形式
00 00 

叉 ( - l) k 1 p ! 
z + 2k 

= � 又 ， -. 
k=O p=O 

特别地， 当 z = 1时由此得出表示 产 的莱布尼茨级数变换4 
00 00 

71" 1 p ! 
了 ＝ 叉 ( — l) k

2k + 1 = 臣 区 (2p + 1) ! ! 
k=O p=O 

3) 对 O 冬 x 冬1, 在 4 0 4 目 ， ( B) 中有展开式
00 

arctgx = 区 ( - l ) k 1 2k+ l  
2k + 1 

X 
k=O 

欲对这个一般的级数应用欧拉变换 ， 在 ( 6) 式中令
1 

a k = 2k + 1 
； 千是对 A环。 可利用上 一例 子

的公式 （对 z = 1) 
凶 a o \= ( — l)P ( 2p) ! ! 

(2p + l) ! ! . 

此外，在 ( 6) 式中以 沪 代替 x 且等式两端还乘上因子 x 结果便得到
= = 

X (2p) ! !  x2 P 

1 + x2 区 (2p+ l ) ! !  C + x2 ) arctgx = L(— It 1 
X2k+ l 

2k + 1 
k=O p=O 

( 8) 
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4)不应认为收敛级数的欧拉变换总是导致收敛性的改善 ［这时， 比较两个具有任意符号的项

的级数 �°:=。 Ck 与区了:a 煤 的收敛性质 像在 375 目7)中那样 ， 从二者的相应余式 飞 与 忒

的 比值的性态出发 若 斗 --> 0, 则第一个级数收敛较快 ， 而第二个级数收 敛较慢］
扣

下面就是例子．

而

区 ( — l )k 卢 变为收敛较快的级数 文 ； 卢 ，
k=O p=O 

00 
1 

00 

区 了变为收敛较慢的级数 又 且�
p

.
k =O p=O 

5 )在应用级数变换作计算时， 直接计算级数的最先若干项，仅对级数的余式作变换常常是有

益的 我们现在以在 2 )中讲的借助级数计算 T 值作为例子来加以说 明

1r = 2 {1+ 』 十 二 十
1 - 2·3

+···+
1· 2 ··· · ·p + 

3 3 ·5 3·5 ·7 3·5 · · · · · (2p + 1) } 

因为后项与前项之比
p < ! , 所以级数丢掉 的余式总 是 小于被计算 的最后一项 例如，因2p I 1 2 

为第21项

2 -1·2·3 · · · · ·20 
= 0 .000 000 37 < 0 .000 000 5 1·3·5· · · · ·41 

对上述级数计算 了 21项 之后，我们得到小数点后 6 位准确数字 如果直接计算原来级数的前7

项 ， 仅仅对第7项以后的余式作变换 ， 得到

1r = 4(1— � + i — 幸 ＋ ；
—

言 ＋ 点）

—2 (上 + 1 
+ 

1·2 
+ ·· ·+ 

1·2 ··· · ·p + 
15 15 -17 15 -17-19 15 -17·····(15+ 2p ) ) 

在这里， 括号中的级数的 8 项 巳 经小于所要求的界 ．

2· 1·2·3 ·4·5·6 ·7 
= 0 .000 000 2 ·  · · 

15 ·17· · · · ·29 

为了 达到同样的精确度 ， 对 比前述的 21项 ， 除 了 保持原来形状的7 项外 ， 只需再计算 8项， 即 总
共15 项 ！

4 15.  库默尔 变换 我们 已看到 基于准确叙述的规则的欧拉变换导致单一的结果，当 真不

总是有益的[4 14, 4 )] 库默尔提出的级数变换的方法允许更大的任意性 ， 给计算者的技巧提供许

多东西 ， 然而， 在简化近似计算的意义上是 目 的性更强的 我们只叙述作为所论方法的思想，并用

少量例子说 明 它

设给定收敛级数
A(l) + A(2) + . . .  + A( k) + (9 ) 

欲计算级数具有给定近似程度的和 显然 A(k) 一 O(k -----> oo) 取另一个 与 A ( k) 等价的尤穷小

心 [62], 使得级数

矿 ＋ 亭 + . . . + a\k) + 

,/ 
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不仅收敛于有限和 A1 , 而 且使得这个和易于计算 如果令

A( k) — 心 = O'.i
k)

' 

那么

凶,) = o(A ( k) ) ,  

立( k) = A i + 产 心 ，
1 1 

且计算原先级数的 和归纳到计算各项显然 更快趋千零的 变换级数的 和
例如 ， 想要计算级数 =� 巨 的 和 ， 我们记起和等千 1 的级数 =� [25 ,9)] 并注 意k(k + 1)  

到 （ 当 K 一 oo 时）
1 1 

百 ~ k(k + 1 ) 
因为差

千是

，
 ）

、`
丿

l

1

 

＋
 

1
 

＋
 

1
 k

k

 

（

（

 

2

2

 

k

k

 

I
I
 

8
w
 1

 

）
 
1

+
 

1
+

1
 

k
 

__
 

,_`
 

2
 

k
 

1-
K

 

1一
炉

8

区
1

且变换级数 对 计算更为有益
所指 出的 过程可以重复进行， 取新的 无穷小 a�

k) , 它 与 ai
k) 等价 ， 使得级数

心 ＋ 亭 ＋ ＋ 心 ＋

收敛于有限的 、 易于计算的 和 A2 , 我们按公式

豆 A( k) = A1 + A2 + 亡
把计算原先级数的 和归结为后 一级数 和的 计算 ， 这后 一级数的项

心 = O'.ik) — 心 = o(心 ）

趋于零 比 O'.i
k) 更快

重复这个过程 p 次， 达到公式

立 (k) = A1 十 心 + . . .  + AP + 豆心 ， ( 10) 
k= l  k= l  

其中
00 

A; = 区 心 (i = 1 , 2, · · · , p) 
k=l 

是 一连 串 分离 出 来的级数的 已知的 和 把事情归结为计箕级数 �� O'.�
k) 的 和
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1 这样， 我们在前面引 入的， 计算级数 ��] 万 的例子可以照如下进行k 

于是

接着是

00 00 00 
1 = 区 1

区 勹k (k  + 1) k(k + l) (k + 2) + 2 ! 区 炉 (k + ;) (k + 2) ' k=l k = I  k=l 

立� = l + 上 + 2! 产 1
沪 炉 (k + l) (k + 2) '

k=I k = I  

产 心 = 1 + 厂 』 00 1 
沪 32 + 3! 区 炉 (k + l ) (k + 2) (k + 3) '

k=l k = l  

如此等等 经 p 步之后， 得到

产 卢 = 1 + 卢 ＋ ＋ 上
00 1 

沪 + pl 汇 炉 (k + 1) ·  · · (k + p) . 
k = l  k = l  

同 时， 我们始终利用为我们 巳知 的公式

t k(k + 1) · · · (k � p
— l) (k + p) = 

/p ! 

· 327 · 

(10a) 

［ 由 在 363 目 4) 中所引 人的关系式中 ， 当 a = O 得到 的］
1 这样一来 ， 计算收敛较慢 的级数 =00 — 的和被归 结为计算它的前 p 项 （对适 当 的 p 值）k=l 炉

的和及一个收敛较快 的变换级数 ．

再举一个更为复杂的例子 ．

用 Sp (p--- 自 然数） 表示级数

对暂时不定的 y 有

由 此可见 （ 当 k -+ oo)

产 · ~ " . , - 1
, .  - 、 0 • 

k=l 

k + y  k + l + y 
炉 (k + I) 2 . .  · (k + p — 1) 2

— (k + 1 ) 2 (k + 2) 2 . . .  (k + p) 2  
(2p - l)k2 + p(p + 2y) k + yp

2 

炉 (k + l) 2 . . · (k + p
— 1 ) 2 (k + p) 2 

1 [ 
k + y  k + l + y  

] 2p
— 1 k2 (k + 1) 2 . . · ( k  + p — 1) 2

—

(k + 1 ) 2 (k + 2) 2 . · · (k + p) 2 

炉 (k + l)2 . .  --: (k + p
— 1) 2 

如果以级数 岛 的与这些项等价的各个差代替级数 岛 的各项 便得易 于计算 、 其和为

l + y  
2p — 1 . ( 1 · 2 · 3 · · · · · p) 2 
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的级数 ， 余 ( "被变换的＂） 级数将具有通项
2 

[2p -
2/— 1 ( p  + 2y )] k + [沪 —

2:�— i] 
炉 (k + 1 )2 . .  · ( k  + p ) 2 

现 在我们就利用 y 的任意性， 选择它使得分子上含有K 的 项为零

y =  3p 
2 

1 .  

考虑到所有讲过的， 对级数 Sp 得到这样的 变换公式
3 

岛 ＝
3p p ＋ 2( 2p — l ) ( p甲 2 ( 2p — 1 )

由此 ， 把数值 1 ,2, · · ·, p 接连代入 p, 有

产 卢 = S1 = � 十 沪
k=l  

. Sp+l ·  

1 － 岛 ＝ 3 1 (2 1 ) 3 

2 2 . 22 . 3 + 22 . 3! ! 岛 ，

[416) 

( 11 )  

[ ( p — 1 )平 3 ( p  - 1 ) ! ( p! )3 

2p- 1 ( 2p - 3)! ! 出
＝

言 ( 2p — 1 ) I !  十 沙 ( 2p - l )"
Sp+ l , ( 1 1 * )  

最 后 ， 将这些 等式逐项相加，得到如 下 结果·
＼ 一 1)t !

归 � ,忙 占 ¼ + 占 嘉 + · · · + /沙 (j气 ， ， ｝
(p平

＋ 沙 ( 2p - 1 )! !  产 炉 ( k+ 1 ) 2 . � . . .  ( k  + p )2
. ( 106 )  

k=l 

例如 取 p = 5, 在变换级数 中也 取 5 项 ， 可以计算原先级数的 和准确 到 — -107 

416. 马尔可夫变换 马尔可夫 ( A.A.Markov ) 所 指 出的 对变换给定的收敛级数 (9 )

立 (k) = A 
k=l  

的方法 ， 同样给计算 者 留有很多任意 性 以 任 意 方式把每一个 A体） 展开成收敛级数 ， 我们有

A(k) = 叉 a;k)
i=l 

所有这些级数的项组成具有两个列表值的 无穷长方矩阵 ［比较 39 3 ,( 1 )]

ACl l  ( 1 )  al 

A(2l (2) al 
A(3) a (3) 

1 

A(k) I . �(�; 

( 1 )  a2 
a2 

(2) 

(3) a2 

(k) a2 

( 1 )  (1 )  a3 . . . ai . .. 

a3 
(2) . .. ai (2) .. .  

a3 
(3) . . . ai (3) . . .  

． ． ． ． ． ． ． ． 皇 ． ． ． ． ． ．

(k) (k) a 3 . . · a t . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . 

( 12) 
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} 、
千是所求的 数 A 径直是 由这个矩 阵组成的云�级数

00 00 

A = 区 区 心
k=l i = l  

的 和 其次 ， 还假设所有按列的级数

文心 = A,
k=l 

收敛 ， 马尔可夫建立 了级数 2汇 A, 收敛千 同 一 个 和 A 的必要 与充分条件马尔可夫变换是 将一

个 二重级数用另 一个二重级数 代换
00 00 

A =叉 A(k) = 叉 A,
k=l i=l 

例如 ， 在 39 3 目 定 理 3 中给出 了应用马尔可夫变换的 充岔条件 ［其实 ， 马尔可夫定 理本身十
分宽泛， 因为甚至没有假定在 定 理中所提到的级数的绝对收敛性］

395 目 中的关系式 ( 13)是应用马尔可夫变换的例子 ， 所谈的级数 区了: 1 卢 ， 它的 第 K 项这
次表为有限项的 和

1 
巨 =a\k) +心 + . .  ·+ a饥 ＋ 吓

= ( k - l )! [ 1 . 2 . . . . 
1
- ( k + l ) + 2 · 3 · · • -

1
- ( k + 2) 

+ 

( k — 1 ) ! 
+ 

( k —l)· k · · · · ·(2k — 1 )] 
+ 炉 ( k+ 1 )· · ·( 2k — 1 )  

然后按列求和 便达到所提到的关系式 ［参看 3 95,4 )]
有趣地指 出 若应用展开式

00 00 

卢 ＝ 区 心 ＝ 芒 i (i +�� 飞+ k) 
i=l i=l 

则 马尔可夫变换， 如 395 目 4 ) 中 巳强调的 ， 不给出 任何新东西， 因为径直 回 到原先的级数
可以 构造联系 于重复应用库默尔变换的矩 阵 ( 12). 关于这一点在上一 目 已 经谈到 了 ［参看

(10 )] , 但是 在那 里 ， 库默尔的（ 变换） 过程重复仅仅有限次 ， 而 在这里我们 考虑的 重复进行是 延续
到无穷 的 只不过每次应该验证当 p 一 oo 时 ( 10) 式的 ＂余式” 趋于零．

00 

Jim = 0. 
p- oo 区 心

k=l 

为了证明这一点 ， 例如 对 于 ( 106 ) 式， 我们 指 出 在余式 中 出 现的 和不超过表达式

，
 
2
 

1-
K
 

oo
xi
 

2
 ）

 
．

 p
 

1
 （

 
因此整个余式不超过量

p! 00 

2P ( 2p — 1 ) ! ! 区 卢
k=l 
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显然， 它 当 p 一 oo 时趋于零 在 (106)中取极限 ， 便得等式
00 卢 = 3忙 卢2 . � + 言 嘉 ＋ ＋ 言 （＄二飞 ， ＋ ｝

=3产 1 (p — 1 )  ! 
p , 2P . (2p — 1 ) ! ! ' 

p=l 

不难看出它与395 目 的 (13 )式恒等
然而类似的极限 过程并非总是导致有益的结果 例如 ，若在等式 (10a)中取极限 ，我们直接得

到等式
00 00 

区 卢 ＝ 区 卢
k= l  p=l 

这样一来 ，马尔可夫提出的方法给出 了十分一般的模式，给计算者提供广泛的可能性，但对技巧有
较多的要求

§9. 发散级数的 求和 法

41 7. 导言 在本章整章中， 直 到现在为止 ， 对于已 给的数值级数

产 知 = �。 + a1 + a2 + · · · +  an + · · · ,  (A) 
n=O 

我们 是在部分和的极限

A= limAn 

存 在并有限（或者 等于有确符号的无穷大） 的假定下 ，取这极限作为级数的和 我们
总认为 ＂振动＇ 发散级数没有和 并且一贯地不考虑它们

在 19 世纪后半期 ，由 于数学 分析领域 中 的种种事实 例 如两个收敛级数乘积的
发散性[392],自然地提出了 在某些新的意义下（当然与 通常 意义不同）发散级数求和

的 可能性问题 某些这样的 “ 求和“ 方法看来特别有效； 我们来详细谈谈这个问题
必须 说明：在柯西建立严格 的极限理论 （以及与它相 关的级数理论） 以前， 在数

学 的应 用上已经时常遇到 过发散级数． 虽然对于它 们在证明中 的应 用有过争 论，然

而 有时甚至于曾经有将它 们赋予 数值意义 的企 图 譬 如，从莱布尼茨的时代 开始，巳
经取数 － 作为 ＂振动＇ 级数

2 

1 - 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + · . . 

的 ”和＇ ． 例 如欧拉 以为这种做法的理由是： 在 展开式

1 
= 1 — X + x2 — x3 + 沪 - xs + . . .  

1 + 也
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（实际上这个展开式只对 lx l< 1 成立） 中用 1代替 x 时，恰好得到

- = 1— 1+ 1— l+ l— 1 + ... 
2 

在 这里 已经包含了真理的核心，不过问题的提法不够明 确，这样任意选取展开式造
成了 各种可能 譬如说由另 一 个展开式（其中n与m任意但m<n) 

1 + X + ·  · · + xm- l l -xm 
m = = l— X + x 

l + x +  . .  ·+ xn- l  1— xn 

同时就得到

n n +m 2n — X + x — .. . 

m - = 1— 1+ 1— 1 + 1- · · · 
n 

现代 分析学 用另 一 种方式提出问题． 它是以级数 ”广义和＇ 的某些精 确表述 的定

义 为基础 这种定义 不仅是为了 具体 的我们感 兴趣 的数值级数而 建立的， 而且还 要
应用到一整 类这样的级数上 这种方法的合理性不会引 起怀疑： 读者 必须回忆 到不
论通常的 ” 级数和” 概念看起来是怎 样简单而自然，它也是建立在 （只是被证实 为合
适 的） 有条件地被采 用的定义上［广义和的 定义 通常要适 合两个条住

第一， 若级数 I;an 取广 义 和 A, 级数 I;bn 取广 义 和 B ,则级数 江pan + q加 ）， 其

中 p 与 q 是 两 个任意常 数， 必须取数 pA+ qB 作 为 广 义 和． 满 足这种条件的求和法

称 为线性笆
第二， 新的定义必须包含通常的定义作为特例． 更精 确地说，在通常意义 下 收敛

于和A的级数必须有广 义 和，并且广 义 和同样等 于 A 具有这种性质 的求和法称 为

互则求和法 ．一当然， 只有在比通常的求和法更广泛 的情形下还可以求得 “ 和式” 的正
则求和法才有用处 只有这时我们才能有充 分的理由 说到 “广 义 求和＇ ．

我们现在直接 转到讨 论在 应用的观点上 特别重要的两种广 义 求和 法．

418.  幕级数法 在实质上， 这种方法是泊 松 (Poisson) 所发现的， 而且他首先
企图 将它应用到三角 级数． 现叙述 这种方法如下

按照 己 给的数值级数 (A), 作 出幕 级数

f anxn = ao + a1x + a2x2 + ·  · · +  an沪+ ·· ·;
n=O 

若这级数关 于O<x<l收敛，并且它的和 f(x ) 在 x 一 1- 0 时有极限 A:

lim x =A, 
X一 1 -0 f ( )  

则 数A称为 己 给级数的（在泊松意义下 的 ） 广义和 ．

例 1)在这里 ，根据定义本身 ，从欧拉所讨论过的级数

1 — 1 + 1— 1+ 1- 1 + ··· 

( 1 )  
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1 1 
就可导出它的和为 的幕级数当 x 一1— 0 时趋近千极 限 － 这就是说， 实际上，在此处精l t x 2 
确建立的意义下 ， 数 － 就是所指出的级数的广义和

2 )我们取更一般的例子 三角级数

1 = 
2 + 区 cosn0

n = l  

对千一切值 0 , —7r � 0 � 1r, 是发散的

实际上，如果 0 有 P.7r 的形式 其中 p 与 q 是 自 然数 ， 则对千 q 的倍数n, 就有
q 

cosn0 = 士1,

(2) 

。
因此违反了级数收敛的必要条件 如果比值 －是无理数， 则将它展开为之三益立竺邑， 并且作出其

渐近分数 巠 ， 如我们所知 ， 应有

从而

这样，对于无穷多个值n,

因 此

0 m l - - - < — 
2 ' Jr n n 

7r 
ln0 -m刓 ＜ － ．

n 

九一

I cos ne 士11 < — , · .- 'n 

九一

I cos ne I > 1 - - . 
n 

由 此也可见收敛的必要条件不能成立

如果作出幕级数

! + 产尸 cosn0 ( 0  < r < 1) 
n=l 

（在这里字母 r 代替了前面的字母 x) , 则对于不等千 0 的值 0, 它的和是·

1 1 — 产
2 1— 2r cos 0 +产

( 3) 

［参考 44 0 (5)] 并且当 r 一1- 0 时趋近千 0 因此，对千 0 # 0,0是级数的广义 和 如果 0 = 0, 
1 l +r 

则级数 (2 )显然有和等千 +oo; 而在这种情形下表示式 ( 3) 化为 - · ——- , 也以 +oo 为极 限2 1- r 
3) 同样 ， 从 只 有 当 0 = 0或 士T 时收敛的级数

立nn0 ( —7r 妥 0 仁）
n=l 

可导出幕级数

立飞 inn0 = —_r sin 0 
l — 2r cos 0 + 产

n= l 

1 1 
[ 4 61 ,6 )( a)], 因 此在这次广义和 当 0 # 0 时等于 -ctg-0, 当 0 = 0时等于零2 2 
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由此显然可见 所讨论的广义 求和法是 线 性 的 至于这种方法的正则性， 则可从

如下的阿贝尔定理确立
若 级数(A)收敛， 并有和 A(在通常 的意义 下） ， 则对 0 < X < 1, 幕 级数(1 )收敛，

并且 当 x 一 1— 0 时，其 和趋 于极限 A. 0 

首先 ， 很明显 [379], 级数( 1)的收敛半径不小千 1, 因 而事 实上 对 0 < X < 1 , 级
数(1) 收敛我们已有等式

立二 =(1—x )  f 心x n

n =O n =O 

（其中 An = ao + a1 + · · · + an ) [ 参看38 5,6);390,4 )]; 将其与 显然的等式
CX) 

A = (l —x )又 Ax n

n =O 

逐 项相减 令 A - An = 伍 ， 便得等式
CX) CX) 

A — La九沪=(1 -x )区 也x n

n =O n=O 

因 为 知 一 0 ,则对任意给定的 s >O存在这样的 N, 使得只要n> N, l o:n l < -€ 
1 
2 

将(4)式右端 的级数和分成两个和式
N oo 

(1—x )又 a九沪 及 (1—x ) 区 O:nXn

n =O n=N +l 

第二 个和式立 即可以估计， 且与 x 无关

00 

(1 -x )  f 悍x n �( 1-x ) f l o:  矿 < � .( 1  -x )  L 泸 < �
n=N +l n=N +l n =N +l 

至于第一个和式， 则当x 一 1 时， 它 趋于 0 , 因 而当x 充 分接近 1时有

00 

(1— x ) 区 nO:nX < - ,  
n=N +l 

于是最 后有
00 

A — 区an产 < E ,  
n =D 

这就证明了我们的论断

(4 ) 

©这个定理是阿贝尔在研究二项级数理论时证明的 ［我们在 43 7 目 50 中将 回 到 这个定理］ 毋
庸怀疑 即是这个定理导致广义求和法的一般表述 泊 松仅仅是把广义求和法应用到特殊情形 由
于此点 ， 虽然发散级数求和法的观念与阿贝 尔全然无关 ， 方法本身却常常被称为阿 贝 尔法 今后
我们还是把它称为泊松－阿贝尔 法
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419.  陶伯定理 ． 若用泊松－阿贝尔法求得级数 (A ) 的和 A, 则如我们 已 经看到的，这级数

在通常的意义下可能没有和 换句话说 ， 从极限
(X) 

飞:1._o La n沪 = A (5) 
n=O 

的存在， 一般说来不就推得级数 (A )收敛 因此 自 然地产生了下面的问题 为了使得可由 (4 )断

定的级数 (A) 收敛 也就是断定它在通常的意义下有和 应 当对这级数各项的性质加 上怎样的补

充条件？

若令

在这方面的第一个定理是陶伯 (Taube r )所证明的， 这个定理说 ．
设级数 (1) 当 O < x < l 时收敛， 并且极限等 式 (5 ) 成立 若级数 (A) 的各项 适合

Jim a 1 + 2迈十 · · · +na n

n-= n 

区 肛 = A. 
n=O 

证明 我们将证明分成两部分 首先假定

= 0, 

1 
}上r.n(X)na n = 0或an = 0 丘） ©

沁 = m ax \k a 对 ，k)n  

则当 ，n 一 oo 时， 数址 孔 单调减小 ， 并趋近千零 ．

对千任意的 自 然数 N , 我们有

因此＠

N N co 『 OO

�
an - A =

� 
胚 ( 1 - xn )一

�
胚xn +l� 胚xn - A] 

区 胚 — A :( L lnan l ( l — x) + f lna
�

lx九

十 立九沪 - A
N+ I 

00 

:( (1 — x )N彻 ＋
心枉1

(N + 1 )( 1  - x )  
+L 胚xn — A .

(6 ) 

©根据著名的柯西定理 [33,1 3)] , 由此巳可推出条件 (6) 成立， 但是反过来却不正确 ， 因 此我们 现
在是从比 (6) 更特殊的假定出发

＠我们应用到显而易见的 （ 当 O < x < l 时） 不等式

1 - 沪 = (1 - x)(l + x + · · ·+ xn-l ) < n(l - x) 

及
OO N+I 
区 n X X = < . 

N+ I 
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取任意小的数 E> 0, 令
( 1 — x) N = E 或 X = 1 - � , 

因此当 N 一 oo 时，x 一 1 . 现在设 N 选得充分大 ， 使得1) 不等式 DN+ l < c2 成立， 并且2) 相

对应的 x 是这样接近千 1, 以致

立nXn — A < E . 。
这时

N y 胚 — A < ( 2 +的） E, 。
这就证明 了定理

于是

然后

定理的一般情形也可化到所考虑的特殊情形 令

Vn = a 1  + 2 a 2 +· · · +na n (n� 1), Vo = 0, 

1 
an = -( Vn - V九 - 1 ) (n� 1) , 

n 

(X) 00 

｀沪 = a o +区 三 —
(X)

二沪n 区 n
0 1 1 

00 (X) 

= a o  + ( 1 — x) I: 于;n +区 Vn Xn+ l  
n(n + 1 )  

1 1 

但是由定理的假定 ， 也就是由于 巴 当n-----> oo 时趋近千零， 我们容易得到
n 

心切( 1 — x) 文 节沪 = 0

为了要证明它 在这里只需将和式分成两部分
N ex, 

( 1 — x) 区 +( 1 — x) 区
I N+ I 

( 7) 

(8) 

并且选择 N 使得第二个和式中的一切因子 生 的绝对值小千预先指定的数 c> O 因而无论n 
x 是怎样， 第二个和式的绝对值小千 c; 至千由确定的有限个项所组成的第一个和式，则当 x 接近

于 1 时也是这样

因此， 由( 7), (5) 与( 8) 就有
(X) 

三。 Ln( �勹 l) xn+I = A -ao 
1 

但是在这里已经能应用定理的 已证明的特殊情形 ， 因此

豆 n(:: 1) 
= A - a o 
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另 一方面，
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n n n n n+ l 

L m(:
m
+ 1 ) 

= L � - 区m
v
: l

= 区 譬 - L 芒
1 1 1 1 1 

九

= —言 1
+ 区 妇

因为上式右端的第一项趋近于零 ， 于是

00 

nl上r,n(X) 区归 = A - ao , 

这样就完成了定理的证明

[420] 

后来 ， 许多数学家建立了 一系列同一类型的精巧的定理（称为 ＂陶伯型” 的定理），它们包含形

状改变 了的并且推广 了的陶伯条件 我们对此将不加研究

420. 算术平均法 这种方法 的最简单的观念是弗 罗 贝 尼 乌斯(Frobenius) 所提

出 的 但是通常它与 切 萨罗 (Ces虹o) 的 名 字 发生联系 ， 因 为后者对这个方法作 了 进

一 步的发展 这种方法就是

根据 已 给 的 数值级数 (A) 的 部 分 和 An, 作 出 它 们 的 逐步 算术 平 均

A。 + A1 A。 + A1 + · · · + An 
叩 = A。 ， 0'.1 = 

2 
, . . . ' 归 ＝

n+ l 

如 果 变 量 O'.n 当 n 一 oo 时 有极 限 A, 则 这数称 为 己 给级数的 （在切 萨 罗 的 意 义 下 的 ）

广 义和

例 1) 回到级数

在这里我们有

1 — 1 + 1 -1+1— 1 + ·. . ' 

CT2k = 
k + 1 1 
2k + l ' CT2k-l = -2' 

1 
千是 CTn ----> - 我们所得到的和数与用泊松－阿贝尔法所求得的相同[4 18,1 )]2 

2 )级数

1 
00 

2 + 叉 cos n0 (气 (; 0 (; 7r )
n= l 

的部分和是（只要 0 # 0时）

sin (n + �) 0 
An = 2 

1 
2 sin -0 2 
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现在不难计算算术平均

1 
n 1 1 

n 

(n + 1厄 = 1 区 sin (n + 2) 0 = 1
区 [cos m0 - cos(m +  1 )0] 

2 sin -0 m=O 2 4 sin2 -0 m=D 2 

— 1 -

,

c
::;

�
: 

1)0
� � c

in
(二t� ) '

因 此， 最后得到
0 2 

On � 2(n� 1) ( '

m(

二厂）
显然 知 一 0 在这里， 当 0 -:J 0 时，0 就是广义和 ［参考 418,2) ]

3) 最后 ， 重新提出级数

产sin n0 ( —T 冬 0 � 刓
n=l 

当 0 # 0 时， 我们有

，
 

。）
 
1
-
2

 
＋
 

n

0

 

(

1l
2

 

s

n
 

0

,1
 

C

S

 

-

2
 

。1-
2

 

s
 
。c

 ＝
 

n
 

A
 

然后

n + l  
n + 1 1 

(n + 1 )纠 = ctg -0 — 
2 2 l 文 [sm(m + 1)0 — sm m0] 

4 sin2 -0 m=l 2 
n + l  1 sin (n + 2)0 — sin 0 . = 2 

ctg-0 — 
2 4 sin2 -0 

2 

1 1 
由 此可见 an ----> -ctg - 0  

2 2 

在一切情形下 ， 根据切萨罗法所求得的广义和与根据泊松－阿贝 尔法所求得的一样 以后 [421]

要说明这并不是偶然 的

在这里也立即可见切萨罗法是线性 的 在极限

lim An = A 
n---->oo 

存在时， 由 著名 的柯西定理 [33, 13)] 就可证明 算术平均 归 也有 同样 的 极 限 因 此，

切 萨罗法是正则 的

421 .  泊 松—阿 贝 尔 法 与 切 萨 罗 法 的 相 互 关 系 我们从简单的说明 开始如果用

算术平 均 法 可求得级数 (A) 的 有 限 ”和' A , 则 必 须 有

an = o(n) . 
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n + l 
实 际上 ， 由 伍- i ------> A 及 an ------> A, 可知

而这时也有

这就是所需要证明 的 ．

(n + 1) 悍 — 加n-1 An 
＝ — － 一 0.

n n 

佑, An n - 1 An- 1  
－ ＝ － —

一 0,
n n n n - 1 

下 面 的弗罗 贝 尼乌斯定理可解决在本 目 标题上所提出 的 问 题

[421] 

如果用 算术 平 均 法 可 求得级数 (A) 的 有 限 ”和" A, 则 同 时 用 泊 松－阿 贝 尔 志也可

求得相 同 的 和

这样 ， 设 an ------> A 由 本 目 开始所作 的说明 ， 显然幕级数
00 

归） ＝ 叉 an泸
n==O 

关千 0 < x < l 收敛 运用阿贝 尔变换两次 ［参考 383, 并且特别是 385,6) ] , 我们逐

步得到
00 00 

f (x) = (1 — x) 又 A九沪 = ( l - x) 2 文 (n + l )o:nxn CD 

n=O n=O 

［ 同 时应 回忆到 A。 + A1 + · · · + An = (n + 1 )悍］ 巳 知 （对于 O < x < l ) ( l — x) -2 = 

�r (n + 1)泸 或

1 = ( 1  - x) 2 f (n + l )xn . 。
用 A 乘这个恒等式的两端 再逐项减去前一恒等式

00 

A - f (x) = ( 1 — x) 2 文 (n + l ) (A — 因）xn 

将右端的 和式分成两部分

n=O 

N - 1  oo 

( 1 — x)2 区 + (l - x)2 文，
0 N 

©从右端显然收敛的级数 （ 由 于 C>n 有界） 出发 ， 不难直接证实上面的恒等式正确

(1 -纭 + x2) t(n + l)anx九
＝ 豆 [(n + l)an - 2n知-1 + (n - 1)匈 - 2] xn

＝豆 [(n + l)an - n知- i l - [nan-1  - (n - 1 )知-2nxn

(X) (X) 

＝ 区 (An - An-l )沪 ＝ 区 伽xn

0 0 

［这时我们令 c,_l = c,_2 = A-1 = O.]在这里可知最后一级数收敛
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在 这里 选择 数 N, 使得当 n>N时，

IA— a刓<E, 

其中 e 是预先 任意 给出的正数 这时第二个 和式的绝对值小于 c(与x 无 关！ ）， 而 当
x 接近 于 1时，第一个和式也是这样．由此证明就完 成了 ［与 418 目阿贝 尔定理的证

明相比较］ ．

这样，我们断定 在 应用切 萨罗 法的一切情形下，应用泊松－阿贝 尔法也得到同
样的结果 反过 来说则不正确 有的级数可 用泊 松－阿贝 尔 法求和，而在切萨罗 的意

义下无广 义和 例如，我们考虑 级数

1- 2 + 3 -4+·· · 

因 为在这里 显然（在本目开始 所指出的） 用算术平均法求和的必要条件不成立，所以
不能应用这种方法 而同时级数

l — 2x + 3x 2 - 4x 3 + · · · 

有 （对于 0 < X < 1 )和
( l +x )2 ' 

它 当 x 一 1- 0 时趋近 于极 限 － 这就是用泊

松－阿贝 尔法所求得的级数 的广义和
因 此， ，白 松－ 阿 贝 尔 法 比切 萨 罗 法要 强 些 ， 也就是说可应 用 到 比较广 泛 的一类 情

形 ， 但是当 同时 可 应用 两 种 方 去 时， 它们彼此 不相矛 盾 ．

422. 哈代－兰道定理 与在泊松－阿贝尔法的情形一样， 对千切萨罗法也可证明 陶伯 型 的定
理 亦即确立级数各项的一些补充条件， 使得当那些条件成立时 ，如果级数可用算术平均法求和 ，
则 它在通常的意义下收敛．

由弗罗贝尼乌斯定理， 显然从泊松－ 阿贝尔法的每个陶伯定理都可特别引 导出切萨罗法的这
种定理 例如陶伯定理本身可以改述为若 CTn ----> A, 并且条件

a1 + 2a2 +· · ·+ nan 
Jim = 0  

n->(X) n 

成工 ， 则 同 时也有An -----> A. 而且在这里 ，由 容易证实的恒等式

An — an = 
a1 + 2a2 十 ． ． ． 十nan 0 

n + l 

可直接推出这个结果 ，这个恒等式指出了． 在所考虑的情形下 ， 条件 (9 )是必要的

©我们有

(n + l)An -(n + l)an = (n + l)An - (Ao + A1  +··· +An ) 
=(An - Ao) + (An - Ai) +··· + (An - An-1 )  
= (a1 + a2 +·· · + an ) +  (a2 +··· +an) + · ·· +  an = a1 + 2a2 + ··· + nan 

(9) 
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哈代 (Hardy )证明 了 ． 不仅当 a n
1 

= 0 (- ) 时（这种情形 已 经包括在前面！）， 而且在更广泛
n 

的假定

Ima m < C ( C为常数，m= 1, 2 , 3, • · · )  

下， 可断定 由 a n ----> A 能推出 An ----> A 兰道( Lan dau ) 证明了甚至于只要这种关系式 ”单侧＂

成立 ， 也就能够得到这样的结论
若 可用 算 木平 均 志 求得级数(A) 的 “和" A, 而且条件

ma m > — C ( C  = 常数，m= 1, 2, 3, · · · ) 

成立， 则 同 时也有

区 a n = A . 。
［改变级数的所有项的符号 ， 我们看到也可只假定另 一方 向的不等式成立

ma m < C. 

显然这定理可特别应用到各项符号不变的级数］

为了证明起见 ， 首先考虑和式
n+ k 

S = L Am , 
m= n+l 

其 中n与 K 是任意的 自 然数， 用恒等变换的方法 ， 容易将它化成下列形式 ．

n+ k n 
S = 区 仁 － 汇 心 =(n +k +l )an+k —(n +1厄 =kan+ k + (n + l )( an+ k - an )- ( 10) 

m= O  m= O  

C 
若取任意的 Am( 当n<m�n +k 时），则利用所假定的不等式 a m > - — ， 可得 Am 的在下方

的估计值

于是对于m求和 就得到

k 
Am = An + ( a n+ l + · ··+a m )> A九 一

五 C,

k2 
S > kAn — — C 

n 
由此与( 10)式比较 ， 得到这样的不等式·

An < CTn+ k + 勹 1
( an+ k  - an ) +产 (11 ) 

k 
现在令 n 任意增加到无穷大 ， 而 令 k 的变化适合下一条件 比值 － 趋 近千预先给出的数n 

t: > 0 这时不等式( 1 1 )的右端趋 近 于极限 A +t:C, 因 此对于充分大的值n就有

An < A +  2t:C ( 12) 

完全同样， 考虑下一和式

S' = 产 仁 =kan-k + 王 - CTn-k ) 
rn=n -k+l 
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并且作出Am ( 当m- k <m<n时）的在上方的估计值

k 
Am = An -(a m+ l十． ． ．十an ) < An + 

n- k 
C, 

我们得到不等式

由此

k2 
S' < kAn + C .  

n— K 

n + l  
An > 也-k + 0:n — 也-k) —

k 
k 

C. n- k 
k l 

如果n_, oo, 并且与在前面一样 ， 同 时
:;:

_, c: (但 这 次设f < 2) , 则这个不等式的右端趋近于极

限 A — c: C > A — 2c:C. 因此 对于充分大的n, 应有
1 — e  

An > A — 2cC. 

比较 (12) 与 (1 3) , 我们看到确乎

lim An = A. 

这样，定理得证

( 1 3) 

我们注意 对于泊松－阿贝尔求和法 ， 也建立过类似的陶伯定理 刚才所证明的定理只是

这个定理的一个特别的推论 但是由于它的证明复杂，我们在这里不能加以研究．

4 23 . 广 义 求和 法在级数乘 法上的应用 现在讨论广义求和法在依照柯西法则[389] 的级
数乘法问题上的应用 设除级数 (A) 外 ， 还给出级数

则级数

区 加 =bo + 拓 十 · ··+b n + · · · 
n=O 

co co 

区 坏 三 区 (a必 +a 1b n-l + · · · +  a n-1 仇 +a忒o)
n= O  n= O  

(B) 

( C) 

称为级数 (A) 与 (B) 的乘积 如果两个 已 给的级数收敛，并且有通常的和 A 与 B , 则级数( C)

还是可能发散［在 392 中 ， 我们有过这样的例子］

然而在一切情形 下 ， 我 们 可用 冶 松-I可 贝 尔法求级数(C) 的和，并且所得和数就 是 AB.
实 际上 ， 对于 0 < x < l ,  级数 ( 1) 与级数

产 卢 = bo + b 1 x  + b2泸 +· · · +b九沪 +·
n=O 

都绝对收敛 [379]; 用 f(x) 与 g(x) 分别表示它们的和 根据古典的柯西定理[389] , 这两个级数
的乘积 ， 亦即级数

co co 

区 环xn 三 叉 (a心 +a心-1 + ·  · · +  a n-1b 1 + a吵o)xn

n= O n=O 
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收敛，并且以乘积 f( x)g(x) 作为和 当 X ----> 1 - Q 时，这个和趋近于 AB, 因为如我们所巳 经看到

的， 分别有

J im f( x) = A , J im g( x) = B. 工一 J -0 X一 1- 0

因此， 级数( C) 的 “广义 （在泊 松－阿贝 尔的意义下）和＇ 的确是 AB, 这就是所需要证明的

由此 作为推论得到了关于级数乘法的阿贝 尔定理 同样地， 由证明本身很清楚，若级数( A)

与( B) 不是在通常意义下收敛 ， 而仅是按照泊 松－ 阿 贝 尔 法求 的和 A 与 B, 则结论 同样保持有效

在这样的情况下 ， 考虑到弗 罗 贝 尼 乌斯定理 [421 ] , 可以作出如下断言若级数( A), ( B) 与 ( C)
在切 萨 罗 的 意 义 下 可求和， 且分别具有 “广 义和" A , B 与 C , 则必然 C = AB .

作为例子 ， 我们考虑级数

1 1 1 · 3 m ( 2m— l ) ! !  — = 1 — - + -—- — . . .  
迈 2 2 · 4 

+ (- 1) 
( 2m) ! !  

＋ 

的 “平方” ， 这个级数是在二项展开式

1 1 1 ·3 
= 1  2 m( 2m- l) .. m — -x+ — x — . . ． 十 (— 1) X + 

厂 2 2·4 (2m) ! !  

中取 x = l 而得到的 将所述数值级数 自 乘 ， 就得到我们所熟悉的级数

1 — 1 + 1 — 1+ 1 - l + ·· · CD . 

1 
2 

无论根据泊松－阿贝 尔 法或是根据切萨罗法， 它的广义和总是 2 = (言） ．
其次， 把这个发散级数 自 乘 ， 得到级数

1 - 2 +3— 4 +· · · ) 

其泊松－阿贝 尔意义下的广义和是 ! = U)\在切萨罗 意义下它是不可求和的）4 2 

424. 级数的其他广义求和法

1) 沃 罗诺伊 ( Voron o i) 法 设有正的数值序列 ｛即｝ 且

Po = po 

由级数( A) 的部分和组成表达式

P n  = Po + Pl +· · · + P n  (n > 0) . 

Wn = P n A。 + Pn-1 小 +· · · +po A n
. P n  

若 当n----> oo 时 W n ----> A , 则 A 称为级数( A) 对给定序列 ｛即｝ 的选择在沃 罗诺伊意义下的广

义和

＠这儿我们利用了数值的等式

其 中 (—1) ! ! 与 O! ! 约定等于 1.

产 (2m — l ) ! ! (2n — 2m - 1) ! ! 
(2m) ! !  

·
(2n - 2m)! ! 。 = 1,  
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无论在这种情况下 ， 还是后面各种情况下 ， 方法的线性性质都是明显的 ， 所以我们不再谈它
对于沃 罗 诺伊去 的正则性 ， 其 必要与充分条件 是

J im p九— = 0. 
n-= Pn 

必要性 我们首先假设所考虑的方法是正则的： 设由 An ----> A 总可推出 Wn ----> A. 特别若
取级数

1 — 1 +0 +0 +0 +·· · , 

对此级数，A。 = 1 ,  而 An = 0(因而 A = 0) , 则必然有

Wn = p九
— ---->  o. 
Pn 

充分性 现在假定定理的条件成立 ， 我们来证明 ， 由 An ---+ A 可推出 Wn ---+ A. 
注意到特普利茨定理 [ 391] 且以 An 代入 Xn ,Pn-m

Pn 
代入 tnm, 这个定理的条件 (a ) 成立，

因为

t Pn-m Pn-m 
nm = 

Pn 
< 

Pn-m ---+ 0 

条件 (6 )与( B )成立是显然的 ， 因为

因此， 如所要求证明的 Wn --+ A. 

n n 

区 比叫 ＝ 区 t nm= l . 
m=O m=O 

2 )推广的切萨罗法．我们 巳 经熟悉了算术平均法 [ 4 2 0 ] ; 它是切萨罗提出的求和法的无穷系

列中最简单的一种 一经确定 了 自 然数k , 切 萨罗 引 进序列

(k) S炉 C仁仁 A。+ c罩-2小 +· · · + C仁 � An
'Yn = 

Ck 
n+ k Ck 

n + k  

且把当n----> oo 时它的极限看作是级数( A) 的 (k 次）广义和＠ ． 当 k = l 时，便 回到算术平均

法．
今后我们将不止一次用到组合系数 C 之间的如下关系式：

C�=i t- C尸 +c臣 + · · ·+C�+巨 = C�+k ;  

若从已 知的关系式

C�+ k = c(n-l )+ k + c��(k-1) 

出发，对n作数学归纳法，则 (14)式易于证明

(14) 

首先证明 ， 所 有 次数的切 萨 罗 法 是正则 的沃 罗 诺伊去 的特殊情况为此 只需令 Pn = C��t-1 , 
因为由 ( 14)式便推出 Pn = C�+ k , 加之

血 ＝ 一 0 ( 当n-, oo ). 
Pn n+ k 

＠在有的书 中 将其记为 (C , k) 译者
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借助于等式 (14) , 利用量 S炉 ， 可确立

st - 1>  + s;k - 1) + . . . + s�k - 1)  = slk> _<D ( 15) 

这 给 出 了 解释 K 次切萨罗 求 和与 (k — 1) 次切萨罗求和之间关系的可能性 设级数 (A) 容许
(k — 1) 次求和 因 此 'Y

lk - 1) _, A 根据 ( 14) 式与 ( 15) 式 ， 有

( k) 8贮 s6
k - l) + s? - 1> + . . . + slk - 1) 

'Yn = ＝ 
Ck 

n+k 
Ck 

n+k 

C仁｝动k - 1 ) + c�- 1叶k - l) + · · · + C臣
- 1 'Y

lk - 1)

Ck 
n+k 

到这里应用特普利茨定理 [39J.] , 同时令
ck- l 

Xn = "(�k - 1 ) 及 tnrn = m+ k - l (m = 0, 1 ,  卫）
Ck 

n+k 

便得到结论 : 'Y�
k) ----> A 这样一来，若级数 (A) 按某一次数的切 萨 罗 法是可 求和 的 ， 则 这个级数按

任 意 更 高 次数的切 萨 罗 法也是 可 求和 ， 并且求得 同 样的 和．
现在转 向 巳 为我们所熟悉的弗罗 贝 尼 乌斯定理 [421] 的推广若级数 (A) 按任意 次 （ 比如说 ，K

次） 的切 萨 罗 法 可求和 ， 则 它 按泊 松－阿 贝 尔 法可求和并求得 同 样的和｀
设给定

由 此容易断定 级数

(k) 
Jim 炉 = Jim

岛

Ck n一= n- =  n+ k 

又 S�
k) 沪

n=O 

= A. 

对 — l < x < l 收敛． 实 际上 ， 因 为 c�牧 ～ 节 ， 则从 ( 16) 式有 ：

若 A =J 0, 则

1 sfi
k> 1 I A  

Jim = 
n-> c,o  nk k! 

Jim y'I, 妇 = 1 , 
n->co 

( 16) 

( 17) 

因 而 ， 根据柯西－阿达马定理 级数 ( 17) 的收敛半径等于 1 若 A = O, 级数的收敛半径在任何情
况下都不小于 l.

现在考虑等式的系列

呤铲 就指 An

co co co 

区 a九泸 = ( 1 — x) 又 A,.沪 = ( 1 — x) I: s:.
o) 沪 ，

n=O n=O n=O 

文 S�
O) 沪 = ( 1 — X 产 S�l) X

n , @

n=O n=O 

产 S�
k - 1 ) 沪 = (1 五） 产 S�k) 沪

n=O n=O 

＠此处与后面 要注意到等式 (15)
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在前面我们巳 得出上述系列最后一个级数在开 区 间 ( — 1 , 1 ) 内的收敛性 ， 由此可推出［参看

39 0 ,4)] 前 面所有级数的收敛性．此外

立nXn = ( 1 — x )k+ l 产 slk)沪 = ( 1 — x )k+ l 产炉C�+k 沪
n= O  n=O n= O  

把此式与另 一等式
CO 

1 = ( 1 - x )炉1 叉 C�+ k沪
n�o 

相 比较 ( 19 )式在同一开 区 间 ( — 1 , 1 )成立，( 19 )式是由对级数

卢 ＝ 立n=O 

微分 k 次得到的 等式 ( 19 ) 两端乘以 A , 并从其逐项减去等式 ( 18), 最后得到

A — 文 三 = ( 1  - x )k+l 产[A — 'Y�k) ] C�+k沪
九=0 n= O  

( 18) 

( 19 )  

随后的论证［考虑 到 ( 16 )式］ 与 4 18 目 的阿贝尔定理及 4 21 目 的弗 罗 贝尼乌斯定理的证明中所

用的完全类似，这些都留给读者 结果我们得到

(X) 

Jim L 彻沪 = A.X一 1-0
n= O  

这就是所要证明的

注意 ， 存在着按照泊松－阿贝尔法可求和的发散级数 ， 但 它按推广的切萨罗 法没有一个方法是
可求和的 于是 ， 所说过的方法当中 ， 第一个方法原来强过所有后 面的 ， 甚至比它们合起来还强

3)赫尔 德 ( Holder ) 法 这些方法不过是重复使用算术平均法 所有有关正则性及相互关系

的问题，都限于引用柯西定理

可以说 使用 K 回算术平均法完全等价于应用一 回 K 次的切萨罗法， 即对同类级数求和，并

得同样的和
4)博雷尔 ( Borel) 法 这个方法是： 根据级数 ( A )及 其部分和 An 作出表达式

艺了 心 � -x 
co 沪n = e An — . 

艺了 —x L n! 
n! 

o 

若后 一级数收敛，哪怕 是对充分大 的 x , 当 X --+ 00 时 ， 其和有极限 A , 则这个数值就 是对级数( A )
在博雷 尔 意 义下 的 广 义 和

我们来证明闺雷尔法的正则性 设级数 ( A )收敛 ， 并用 ( A )表示其和 它的余式 A — An 用

lXn 表示．（对于充分大的 x )有

co xn 00 沪 co co 
A - e-x L 儿 — = e气 叉 A — — e xn xn 

-x
L 儿 — = e-x L 也 —

n! o o n! o n! o n! . 
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给出任意小的正数 C> O; 找出这样的数码 N, 使得对n> N 成立 lan l < �  把最末的式子表为2 
和的形式

N oo n n 
e-x L °'二 +e-x O: n 已n! 区 n!。 N+l 

对不论怎样的 x, 第二项按绝对值 ＜ 气 而第一项是 e-x 乘以 （对 x 的）多项式，对充分大的 x,2 
变得绝对小于 � - 由此就全部证完了. CD 

2 
5) 欧拉法 对级数

在 413 目 有 ［参看 (7) 式］ 公式

豆- 1)飞
k=O 

00 00 

区(— 1)飞 ＝ 区(— 1Y
k=O p=O 

6.Pa。
2P+l ' (20) 

它表示的是欧拉变换 同时 ， 如所证明的，由 左 端级数的收敛性 已 经推 出 右端级数的收敛性， 并 且
二者的和 相 等

然而在第一个级数发散的情况下 ， 第二个级数可能收敛； 在类似的情况下 ， 它的欧拉和可作为
广义和而赋予第一个级数 级数求和的欧拉法其 实质就在这里， 刚才所作的说明保证方法的正则

性．

若把所考虑的级数写成通常的形式 (A) , 而不分出正负号 士，并 回忆起 4 1 3 目 ，对 p 阶差分

的表达式( 4) , 则可以说按照欧拉求和法，取通常的级数和

作为广义和 （假设后者收敛）．

产ao + C沁 +c沁 +· · · +C伈
2P+ l  

p=O 

我们就在这里结束 发散级数求和的各种方法的述评，因为给读者建立起关于这个问题的方法

的多样性的印象 ， 所引述的巳经足够了．在所有的情况下，我们都把方法的正则性作为其必需的特

性建立了起来． 只 可惜我们不总是可能充分深入到不同方法之间关系的问题中去．其 实可能会发

生两个方法的使用的范围交叉 （而不是一个覆盖另 一个）； 可能出现两个方法把不同的广义和赋予

同一个发散级数的情形．

425. 例子

1) 设 {a 叶 是正的单调递减序列 ， 收敛于 o. 令

Ao =ao, A n =ao +a 1 + · · · +an (n> O ). 

证明 变号级数

A。 - A1 + A2 — A3 +· · ·  

＠读者会觉察到这个证明与阿贝尔定理 [418] 与其他定理的证明的相似之处
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按 (1 次） 切 萨 罗 法是可求和 的 ， 它 的 广 义和 等 于 收敛的 莱布尼 茨型级数

a = ao - a1 + a2 — a3 + · · · 

的 和 的 一 半 ［哈代 (Hardy )] .
提示 计算所给级数的前 2m 个部分和的算术平均值 ， 它可表为如 下形式．

1 (ao — a1 ) + ( ao — a 1 + 心 — 伪） + · · · +  ( ao — a 1 + · · · +  a2m-2 — a2m-1 )
, 2 m 

· 3 47· 

根据柯西定 理 [ 3 3 , 13)] , 它趋于 -a
1 

极限.
2 然后 巳经容易证明前 2m + 1 个部分和的 平均值 趋 于 同 一

2) 取 an =

与

1 n + 2 — 一－ 或an = In — —- (n =0 1 2 · ·· ， ＇ ，  ） ， 根据 1 ) 中 定 理 证明发散级数n + l n + l  

H1 — H2 +H3 — 几 + . . . CD 

ln 2 — ln 3 + ln 4 — ln 5 + ·  · · 

二 者 按切萨罗 法可求和 其广义和分别等于 � ln 2 和 � ln 巴 ·2 2 2 
提示 在第二种情形利用沃利斯公式 [ 3 17] .
3) 借助于 同 一 定 理证明当— l<x<O 时， 发散的狄利克雷级数

可按切萨罗 法 求和

产 忙x

n- l

三 立- ir-1祜
n=l n=l 

提示 把 祜 表为如 下 和的形状：

(� = — x, O <� < 1 ) 

n� = ( 1 —0) + (2� — 1 ) + •  • • + (n{ - (n - 1 )勺 ，

并且用微分学的 方 法 证 明 ， 随 n 的 增长， 序列 祜 — (n - 1 )€  递减 ［ 同 时， 由 于 32 ,5 ) , 序列趋
于 OJ .

4 ) 若把收敛级数的项用零来 ＂稀化＇（ 即指用加入零来作为原先的项之间的 间隔 译 者），
则这绝不会影响级数的收敛性，也 不会影响其和的 数值 ． 由 下 面的例子可以 看 出 ， 发散级数的 广义
求和 法 ， 可能是 另 外一种 情况 ， 考虑级数

(a )  1 — l 卜 1 - 1 + 1 — 1 + . . .  
0 1 2 3 4 5 

( 6 ) 1 — 1 +0+ 1 - 1 +0+ 1 — 1 +0+ . . . 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 

(B ) 0 + 1 — 1 +0+ 1 +0+0+0 — 1 +·· · @ 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 

CD (通常）Hn 表示调和级数的 第 n 个部分和
如a) 中的 土1 项位于第 m 个位置 （其中 m = 0, 1 , 2 , 3 ,· · • ) ,  在 (B) 中 土1 项移到 了 第2m 个位

置， 其余的 位置用零填满
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关于第一个级数， 我们 已知 它的按切萨罗法的广义和等于 － 证明 ：级数( 6 ) 已经有另外一个
1 

2 
和， 即 － 而级数( B )按切 萨 罗 的意义全然 不 可求和

3' 
提示 在级数( B )的情形， 当n从 22m-l 变到 22m — 1 时，前n +l 项的算术平均值

振动

1 22m — 2m 

从 － ． 2 一 － 到 - ·1 2 — 1 1 
－ － 

3 22m-l + 1 3 3 22m 3 

5 )设 k 是任意 自 然数 ， 考虑级数
00 

乌 三 叉( — lfC�+k ,
n= O  

证明 江 用 K 次切 萨 罗 法不 可求和，但用 ( k + 1 ) 次切萨 罗 法可以 求和（趋于 “和“ 子气 ）

应用等式( 18)并应用等式( 19 )两次（第一次以 —x 代换 x , 而第二次用 沪 代换 x ), 顺次得

到
co co 

｀卢
=

( 1  - � � )k+l L( —
l )nC�+k 沪 =

( 1 - : 平+I 产C�+kX2m _(D
n= O n=O m= O 

比较第一个和最末一个级数中 x 的同次幕的系数 ［在这里我们应用了幕级数恒等的定理，这个定

理将在后 面 4 37 目，30 中证明］ ， 得到结论 ：

S以 = c�+k , s� 昙 = 0 (m= l , 2 , 3, ·· · ) ( 2 1 ) 

这样一来
(k) Ck 

工 =
Ck

m+k _, � , 
2m+k 2 

(k) 
'Y2m+ J = 0, 

所提到的级数没有 K 次切萨罗广义和
另 一方面 由于( 21 ),( 15 )和( 14)式 无论是对n= 2m, 还是对n= 2m+ 1 都有 slk + 1) = 

c� +c巨 +· · · +C�十k = C� 勹k+l 由此

ck+l 
(k+l) m+k+l 1 

12m = 巴+1 ----> 严 ·
2m+k+l 

对 分;,.+;i 也同样成立．这就证明了我们的论 断
6 )级数

汇(—1广(n+ 1 )\ 
n= O 

其中 k 是任意 自 然数 ， 同样是按( k + 1 )次切萨罗 法可求和的 依靠上述结果， 可以证明 这一点
事实上 ， 把 c�+k 按照(n+ 1 )的幕展开

｀飞(n+ k )(n +k — l )· · · (n +l )

＝心(n +it +心(n + l )k-1 + . . .  + 吐勹(n + 1 ); 

＠最末一个级数在开区 间 (— 1 , 1) 内的收敛性容易借助于柯西－阿达马定理证明，由此巳推出
第—个级数的收敛性
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这里 式k) 是常系数 ， 同时 0:\k)
1 

= — 
k !  # 0 再把级数记成这样的等式后 ， 以 k - l, k — 2 , · · · , 1 代

换 k, 然后倒容易把 (n+ l )k 表成和的形状．

(n + l )k = fJ)
k) C�+k + fJ?) c仁�-1 +" ·+ 凇k) C巨 ，

f3 为常系数 但是

立- 1尸 (n+ l l 三 �ik) 乌 + ��k) Ek - 1 + ·  · · +�kk) 江
n=O 

因为所有的级数 江 ( i = 1 , 2 ,  . . .  , k ) 按 ( k+ 1 ) 次切萨罗 法可求和（我们在此处考虑 到一系

列次数的切萨罗法的性质! )) 则 由于所说方法的线性性质 ， 这一点对所论的级数也成立，

计算广义和本身 ， 只有在后 面[4 4 9] 才能够实现

再举出几个直接应用赫尔德 、 博雷尔和欧拉法的简单例子．

7)按赫尔德法计算下列级数的和：

( a) 1 — 2 +3— 4 + . . 

( 6 ) 1 - 3 + 6 — 10 + . . 

答案 ( a) 两次求平均值给出 －
1 
4 

( 6) 二次求平均值给出 －
1 

8) 按博雷尔法求级数 1 — 1 + 1 — l + l — l +  的和，

答案 lim e-x · 泸 + e -X 1 
＝ － ． 

x-co 2 2 

9 )按 欧拉法求下列级数的和

( a) 1 — 1 + 1 — 1 + . . . ; 

( 6) 1 — 2 +3— 4 + . . .  ; 

( B) 1 — 2 + 22 — 24 + . . . ; 

( r ) 13 — 23 + 33 - 43 + . . . . 

提示 在所有的情况下应用公式 ( 20) 中的欧拉变换是方便的

答案

( a) A = -1 

1 1 1 
( 6 )  6.0 砌 = 1, 6. 国 = 1, 凶ao = O( p > 1 ), A = - — - = - · 

2 4 4' 
1 1 1 

( B ) 凶ao = l , A = - — - + - — " . = - · 
2 4 8 3' 

1 7 12  6 
( r ) 6.0a 。 = 1 ,  6. 匡 =7, 6. 飞 = 12, 6.3a 。 = 6, 对p> 3, 6.Pa 。 = 0, A = - — - + — — - =  

2 4 8 16 
1
-8

 
4 2 6. 一般的线性正则求和法类 最后 ， 我们举出一种极其一般的方式来构成一类线性正则

求和法 ， 在这种求和法 中特别包含着上面所详细研究过的所有方法．

设 已 给出在参数 m 的某—变化区域 X 中的—个函数序列

i.po ( x) 心1 ( X) ,  i.p2 ( X) , · · · , '-Pn (X) , （如
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假定 区域 X 以 有 限的或广 义 的 数 w 作为凝聚点 ． 根据 已给的数值级数 (A) 作 出 由 函数构成的
级数

CO 

A。(f)o(x) + A飞1 (x) + . . · + A心 (x) + . .  · = 汇 A心 (x) (22) 
n=O 

（其 中 An = ao + a1 + ·  · · + 胚） ， 若这个级数至 少对于充分接近 于 w 的 x 是收敛 的 ， 并且它 的 和
叭x) 当 x ----> w 时趋近于极限 A, 则 取数 A 作 为 己给数值级数的 广 义和 ．

因此， 与选取序列 (<I>) 及极限点 w 相关， 我们得到级数的某种求和法 ． 根据这种 方法的作
法， 显然可见它是线性的 ． 现在假定函数 吓 (x) 满 足 下 列 三 个条件·

a) 对任意 常数n

6) 对充分接近 w 的 x 值©

B) 最后

这 时 求和法就是正则 的

证明 于是 ， 设

Jim 妇 (x) = O; 
工 -> CO

CO 

区 卢 (x) I 勹 K (K = 常数），
n=O 

CO 

lim L 吓 (x) = 1 .  
x-w 

n=O 

lim An = A. 
n-co 

那么， 对任意给定的 c > 0, 可 以 找到这样 的号码 n' , 使得对 n > n' 有

c I An — Al < — 
3K .  (23) 

由 于 儿 的有界性以 及级数 区了�o 吓 (x) 是绝对收敛 的， 至少对 肛 — wl < 8'(x > 6.') 级数
汇了�0 An吓(x) 同样收敛 ． 同 时 ， 显然

区了�o A畔五(x) - A = 区：勹 [An - A]焊 (x) + 区了�n气1 [An — A]c.p九 (x)
+A [区了�o <.pn (x) - 1] , 

因 而取绝对值得

oo n ， 

区 An吓(x) - A �  区 [An — A]c.pn (x)
n=O n=O 

00 00 

＋ 汇 IAn - A I 阳 (x) I + IA I 艺 痄 (x) - 1 
n=n'+ l  n=O 

© 即 若 w 有 限， 对 肛 — wl < 8' , 或者若 w = +oo, 对 x > 凶
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由 于 (2 3)式及条件 ( 5 )' 右端第二项 ＜ 产 至于第一项和第三项， 由 于条件 ( a )与条件 ( B ),
3 

使 x 充分接近 w 时，每一项都可使其 < � - 因 此3 
00 

巨汇 A吁n ( x )= A ,  
n= O  

即广义和是存在 的 并且等于普通和
若 x 是 自 然参数m( 因此 w = + oo ), 则 函数序列 ( <f> )被无穷长方矩 阵代替

取序列

too to1 to2 · · · tom · · · 

t10 tu t12 · · · fim · · · 

t20 t21 t22 · · · t2m · · · 

tno tnl tn2 · · · tnm · · · 

Tm= A。tom+ A山m+ . .  · + A忒nm+ · · ·,

( T ) 

当 m---+ w 的极限 作 为级数( A ) 的广 义和，假设这个级数至 少对于充分大 的数值m 是收敛 的 ．

对这种情况的正则性条件变为如下形式·

( a) 对任意 常数n

lim tnm = 0, 
m--->oo 

( 5 ) 对充分大 的m
00 

汇 l tnm匡 K ( K 为常数），
n=O 

( B ) 最后，

Jim 汇 lnm= 1 . 
m一<X>

n= O  
在本质上，所有这些思想属千特普利茨 ［参看 391], 读者记得，只是那里的矩阵假定是三角形

矩阵 这种特殊情况 ， 对我们来说 多半是充分的 ． 我们还提到： 无论是按泊松－ 阿贝尔法求和还是

按博雷尔法求和都可达到前 面所给的模式在第一种情形有
<X> <X> 

汇 妇Xn = L ( l — x )x飞，
九=0 n=O 

因 此 因子 ( 1 - x )矿 在 区 域 X = ( 0, l )( w = 1) 起 'f!n ( X ) 的作用 在第二种情形 ， 在 X =
xn 

( 0, + oo )( w  = + oo ), 'f!n ( x ) = e 
n! 
— ． 符合条件 ( a ), ( 5 ), ( B ) 容易验证，根据前 面 已 证明的一般

定理 仍可建立这些方法的正则性

前 面所给的求和法的一般求和法的定义 以及有关它的正则性的定理容易这样来照搬． 使级数

( A )求和 当中参与的不是一部分和而直接是其各项 a n 的情况．我们不再谈及 这一 点了．



第十二章 函 数序 列 与 函数级数

§1.  一致收敛性

42 7. 引 言 前面我们研究过无 穷序 列与 它的极限， 无 穷级数与 它的和 这些序
列的元素或这 些级数的项都是常数 实际上， 有时在 它们里面包括一 些作为参数的
变量 而在 研究的时候 ， 这些变輩 看作是确定的常数 譬 如， 当我们证明 ， 序 列

1 + 了 ( 1 + 2) , ( 1 + 3) , · · · , (1 + ;) 

有极限 ex ,或者 级数

沪 沪 xn 
X — — + — — . . .  十 (— l ) n - 1 — + . . .  

2 3 n 

有和 ln(l + x) 的时候 ，x 是当作常数的 序列 的元素 与 它的极限的函 数性质 ，或者 级
数的项与 它的和的函 数性质 以前是完 全不考虑 的， 而现在引 起了我们 的注意

假设已知一 序列，它的元素为同一 个变量 比． 的函 数，（而且 确定在同一 个变化区

域 X= {x 砰上）

八 (x ) ,h (x ) ,  · · · , 儿 (x ), . . .. (1) 

设 对于X中的每一 个x, 这 个序列有有限极 限） 因 为极限完 全由 x 的值来 确定， 所

以它也是x 的函 数（在X中）

f(x) = lim 儿(x) , (2) 
九 ---> 00

我们称 它为 序 列 (1)[或函 数 儿(x )]的极限函数

©这区域通常是 线段， 但我们现在要暂时 保持最大的普遍性， 把 X 了解成任意一个无穷集合
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现在我们不只是对于在每 个各别 的x 值上， 有极限存在 的问题有兴趣， 而 对于
极限函 数的函 数性质 也有兴趣 为 了 使读者预先明 了 ，这里产生 了 什么样性质 的新
间题 我们从这些问题中举 出一 个来 作为 例子讲一讲

假定序列(1)的元素 都是在 区 间 X= [a, b]内 x 的连续 函 数，是否 能保证极限
函 数的连续性？ 如像从下列例中看到的那样， 有时极限函 数保持连续性的性质 ，有时
就不，

例 在 以下所有的情形中X= [ 0 , 1]. 
1)儿 (x )=沪， 当x < l 时 f(x )= 0 , 而 八1)= 1(在 X = l 处不连续）

2)儿(x )= 
1 

' 当x >O 时 f(x )= 0 ,  而 f(O )= 1(在 x = O 处不连续 ）1 + nx nx 
3)儿(x )= 

1 + 祒x 2 ' 对于所有 的x ,f(x ) = 0(处处连续 ）．

4 )儿(x )= 2忙X ·e一九2

x
2

, 对千 所有的x ,f(x )= 0(同上 ）．

很自然的产生了 间题 建立极限函 数保持连续性的条件； 这 是我们要在第

431 与 432 目中讨论的

我们已经看到[362],关于数项级数与它的和的研究只是关于数序列与它的极限
的研究的另 一 种形式． 现在我们来 考虑 级数的项为同一个变量x (在域X中） 的函 数
的情形：

t un (x ) = u1 (x ) + 迈(X )+ ·  · ·+ Un (X ) + (3) 

设这 级数对在 X中每 个x 值 都收敛，则它 的和是一 个x 的函 数 J(x ) 若 儿(x )表示

部分和

儿(x )= u 1(x )+迈(x ) + · · ·+ Un(x ), 

级数的和可以用 等式(2)的极限来下定义 相反 地，如设

u1 (x ) = fi(x ), u 2(x ) = h(x )— fi(x ), · · 

Un (x )  =儿(x )— fn-1(x ), ··

(4) 

关于任意已知 序列(1)的极限函 数的问题， 可 以用 级数(3)求和的形式来研究． 因 为
这 种研究极限函 数的方 式， 在 实际上 常是很方 便的，我们就必需 时常来 处理函 数级
数

这里同样 也应该强 调指出，我们即将研究的对象不只是级数(3)收敛性的问题，

还 有它的和的函 数性质 我们 可以举 出级数和的连续 性问题作为 例子 ， 并假定级数
的所有各项都是连续 的 这就是与以前提到过的同样的问题

可见 ， 极限函 数 （或 同一 个意思 级数和）J(x )的函 数性质， 主要是依
赖 于 儿(x ), 对于不同的x 值， 趋向 于 J(x )的特性 在 下目中， 我们要进行这里 提出
的一般可能性的研究
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428. 一致 收敛性与非一 致 收敛性 假设对于X中的所有x 都有等式 (2) 按

照 极限 的定义 ，这 就是说 只 要取定了 X中x 的值（为 了 要处理固 定的数序列 ），任
意给定 c > 0 ,  都可找 到这 样一 个数 N, 使得当n> N时，不等式

心 (x )- f(x )I < c 

成立． 这里 x 自 然就是预先 取定的值．
设另 取一 个x 的值 得 到另 一 个数序列 ，对千同样的 c , 先 所得 到的 N可能已

是没有用 了； 只好换个更大的． 如x 所取的值为一无 穷 集合 ， 我们就有趋向 千 极限 的
不同数序列 的无 穷 集合 对于每 个各别的数序列 ，可找 到它的 N;

因
此产生这 样一 个

问题 是否存 在适 合于所有序列 的数 N?
我们举一些例 子来 说明在一 种情形，这样的数 N存 在，在另一种情形，不存在
1)先 设

(5) 

X 
儿 (x) = 

＋ 1 2 2 ' lim 儿 (x )= 0 (0 冬 x 冬 1)
n X n---->oo 

因 2nx 。 冬 儿 (x )=
五

.
1 + 祒x 2 � 汀

立 即就看出，不管 x 的值为 什么，要使不等式 儿(x )< c 实现 取n> - 就够 了这

样 ， 在这 情形，数 N= E ( 卢） 同时适 用于所有的 X.

2c 

2)设[ 427,3)]

nx 
儿 (x )= 

1 + 2 2 , lim 儿(x )= 0 (0 冬 x 冬 1)
n X n->oo 

( 1 )  对于任意固 定的 X > 0, 取 n> E —
， 就足够 使 儿 (x )< — < c. 但是另 一方

x c  nx 

面 ，不管 n取 得多 大 ，对于函 数 儿(x )在区间 [O,l]中总能找 到一点 X = -, 使函 数的
1 

n 

值等于 尸卫） = 2 这 样，要想 靠着 n的增加而 使得一下子 对于从 0 到 1的所

有的x 值有 儿 (x )< -, 是不可能的 换句话 说，对于 c = -, 已经不存在同时适 用于
2 2 

所有x的数 N了 ．

在图 59 中，对应于 n= 4 与n= 40 ,  这 函 数的图 形表示出 当n增加 时，峰高 —
2 

有从右 向 左移动 的特性 虽然当 n增加 时，曲线 序列 的点沿着任 意个别取定的铅垂

线无限接近 x 轴 但是在全部 从x =O 到 X = 1的区 间 上 ，没 有一 个整 个曲线 是接

近这轴 的．

而 1)中所研究的函 数则另 是一样， 我们不去画 它的图 了 ， 因 为 例 如当 n= 4或
n = 40 时 ，它们 可由图 59 所画 的图 形，分别将全部纵坐标缩短为 原来 的 1/4或1/40

而得出 此时诸 曲 线立 即在每一 处都靠近 了 x 轴．
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现在我们给出基 本的定 义·

设 1)在X中 序 列 (1)有极限 函 数 f(x ),2)对于每一 个数c > 0 ,  存在与 x 无 关 的

数 N, 当 n> N时，不等式 (5 )对X中 所有的x 都适合， 那 么 就说， 序列( 1 )对于

区 域X中 的x 一致 收敛于 f(x )[ 或 函 数 儿(x )一致趋 向 于 f(x )] .
这 样，在第一个提到 的例中 ，函 数 儿(x )对于在区间 [O ,1] 中 的x 一致 收敛于零 ，

在第二 个中 就不了
还需 要说明，前目讨 论的其他 函 数不是一致 收敛的．
3)对于函 数 儿(x )= 泸 ， 不等式 泸<c(c < 1), 不可能对所有X < 1都成立，显

然
因

为 当x 一 1时（对固 定的 n),x n 一 1. 图 60 表示了违反一致 性的特性 这里 极

限函 数有跳跃 的改 变，而峰是不变的．

y= nx 
I +n 2x2 

y
l

 a) y 

l}
4

 

。
I

 

l
 

I
 I

 
j
 

、、l
 

6) y 

X 

- - - - - - 、 0 I 

由,, 
I x 

。 x
 

图 59

今 设
1 2 2 2 

4 )儿(x )= 或 5 )儿(x )= 2nx • e- n x .
1 +nx ' 

极限函 数对x >O 时，二种情形都是等于 0 , 从

1 1 
fn ( ;) = 2 

图 60

或

fn ( �) = 勹
看出一致接近 极限函 数的不可能． 在第二种情形，峰高 不只破坏了一致 趋向 于 0 , 并

且还无限增加
在函 数 泸 与 的例 中 ，我们用另 外的方法来研究问题． 不等式

1 +nx 

沪 < c 与
1 

<c 1 +nx 
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各相当于

第十二章 函数序 列 与 函 数级数

ln s 1 1 
n > 芦 与 n > - ( - - 1) (O < x < l ; O < s < l ) 

X E: 

[428] 

因 为 ， 在第一个 中 当 x 趋 向 于 1 时， 在第二个 中 当 x 趋 向 于 0 时， 表达式 的右边尤

限增加 所 以 知道没有一个数 n 可 以 对于所有 的 x 值， 适合不等式

现在我们要把 以上所讲过的关于函数序列 的收敛性转移到 函 数级数 (3) 的情形

假设级数收敛， 我们来考虑， 它 的 和 f(x) , 部分和 儿 (x) [参看 (4)] 与它 n 项 以后

的余式

对千任何 固定 的 x

悍 (x) = 区 Uk 位） = f(x) — 儿 (x)
k=n+l 

业总 儿(x) = f(x) , 即 nl迥 妇 (x) = 0 

若部 分和 儿 (x) 对 于 在 区 域 X 中 的 x 一 致趋向 于级数和 f(x) [或 级 数 的 余 式

妇 (x) 一 致趋向 于 O] , 则 说 ， 级数 (3) 在 这 区 域 中 一 致收敛

这定义显然与下面的相当

假设对 于 在 区 域 X 中 所 有 x 都 收敛 的 级数 (3) , 适合 以 下 条件 对 于每一 个数

E: > 0, 存在与 x 无 关 的 数 N , 使得 当 n > N 时 ， 不 等 式

比 (x) — f(x) I < c 或 户 (x) I < c (6) 

对 于在 X 中 所 有 x 都 同 时 适合 这级数就称 作 在 这 域 中 一 致收敛＠ ．

一致收敛与非一致收敛的级数的例可 以从前面提到 的序列 的 例 变换过来 我们

再加一些新的例

6) 考虑级数 叉了�1 X
九- 1 ; 它是在开区间 X = ( - 1 , 1) 内 收敛． 对于 X 中 任意 x, 第 n 项 以

后 的余式为

设 n 为任意取定的， 显然

xn 

悍 (x) = 
l — x · 

1 
Jim I炉n (x) I = - lim 伤 (x) = oo

x - - 1 +0 2 ' x一 1 - 0

换言之亦即对于同一个 n, 对千所有 的 x, 要同时使得不等式

妇 (x) l < c (距 ＜ 订
成立是不可能的 级数在 区 间 ( —1 , 1 ) 内 的收敛性是不一致的， 这对于区间 (— 1, O] 与 [O, 1) 也是
—样的 ．

©在科学中 ， 级数一致收敛性的概念是 由 赛得尔 (Seidel) 与斯托克斯 (Stokes) 同 时 （在 1848 年）
引 进 但在他们 之先 魏尔斯特拉斯已 经用 在他的讲稿里 了
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( -l) n- 1 
7 ) 对千 X = ( —oo, 十oo) 中的任意 x值 ， 级数 叉了 收敛 ， 因为它适合莱布尼茨定

x2 +n 
理的条件 [ 381]. 根据在 定 理证 明后 面所做的 附注， 级数 余式的绝对值 小 于它的第一项 ：

卢 ( xl l< < 
丑 +n + l n + 1 · 

由 此可 明 了 在整个 无 限 区间 内 ， 级数是 一致收敛 的
( - l )n-l X2 

8 ) 同样 ， 级数 艺尸 在 X = ( -oo,+oo ) 内 一致收敛 ， 因为当X -=jc 0时
( 1  + 正）n

沪 沪 1
痄 ( x)I< — = < - . 

( 1 + X芍n 1 + nx2 十 . . . n 

X 
特别指 出 ， 绝对值 组成的级数 区� , 虽 然是收敛的 ， 但不一致收敛 实 际上 ， 当X -=p 0 

( 1 + X宁
时 ， 它的余式为

X 

釭 ( x)= (1 +正）n+l 1 
( 1  + X芍 n '1 1 — 

1 + x2 

对千任意 固 定的 n, 当X ----> 0时 ， 它趋 向 千 1 .

＝ 

附注 设在例 2) 中 ， 用任意 区 间 [ a ,1] ,  0 < a < l, 代替 区间 [O, 1] , 那 么 它的收敛性就是 一
致的 因为 对所有x � a

nx 
儿 ( x) =

l +n罕 � 1 +n沪
<

�

在任意 区间 [O ,a] 中 ， 它的收敛性显 然是 非一致的 这样 ， 在 x = O 点的 周 围 “积集着“ 非—致性
的性质 我们就叫它作非—致性的点 同样 在例 4 ), 5 ) 与 8) 中也 如 此 在例 3) 中的 x = l 点， 在
例 6 ) 中 X = 1 与 x = — 1 二点都起相似的 作用 ．

在更复杂的情形， 非—致性的点可能是 无限 多 的

429. 一 致收敛性的条件 布尔查诺才可西定理 [39] 建立 了 关于给定 的数序列

的 有 限 极 限 的存在性 的条件 ( "收敛性原理＇ ） ， 因 此很 自 然地引 进 了 ， 关于给定 在 区

域 X 中 的 函数序列 (1) 的 一致收敛性 的条件

力 使 序 列 ( 1 ) 1 ) 有极 限 函 数， 而 且 2) 对 于在 区 域 X 中 的 x 一致收敛 于 这 个 函

数 ， 其 必要而 且充分条件如 下 ： 对 于 每一 个 数 c > 0 ,  存在与 x 无 关 的 数 N, 使得对

于 n > N 与 任意 m = 1 ,  2 , 3 ,  · · · ,  不 等 式

lfn+m(x) — 儿 (x) I < c (7) 

对 于 X 中 所 有 的 x 同 时成 立 ．

［这要求 可 以 简单表述如下 对于序列 ( 1 ) 的 收敛性原则必须对于在 X 中所有

x 都一致适合．］
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证明 必要性 设 序列 ( 1)有极限函 数 f(x ), 而且在 X中 一致 收敛于这函 数，

那么给定 c > 0 ,  可找 到与 x 无 关的数 N, 使得当n>N时，对于所有的x , 都有

1 
比(x )- f(x )I < —e 

2 

同样，
1 

l fn+ m(x )— f(x ) I  < 2c (m = 1, 2, 3, · · ·), 

从这两个不 等式得到(7 ).
充分性 设定理中 的条件适 合了． 无 论取定X中 的x 为何 值， 我们由序列(1 )

得到适 合布尔 查诺－ 柯西条件的数值序列． 因 此 ， 对于这 个序列， 存在 有限的极限，
因此证明 了 序列( 1)极限函 数的存在性

现在任 意取定n>N与 X中的 ，x, 在 不等式(7 )中 ， 无限增加 m(n与 x 固 定）

取极限 得到

甘(x )— 儿(x )I :c;; c 

这 就证明 儿(x )一 致 趋向 于 f(x )

不难把已证明 的条件换 成关于函 数级数的条 件

级数(3)在域X中 一致 收敛 的必要与 充分条件如下 对于每一个数 c > 0 ,  存在

与 x 无 关 的数 N, 使得对于 n>N与任意m= l , 2, 3, · ··, 不等式

n +m 
区 吹(x ) = I匹 +1(x )+ 四 +2(x )+ · · · + 匹 +m(x )I < c (8 ) 

k=n+l 

对于 X中 所有的x 同时成立

从此特别得 到以下有用的推论

若级数(3 )在域 X 中 一 致 收敛 ， 它的所有的项都 乘上 同一 个在X中 有界 的函

数 v(x ) :

l v(x )I 冬 M,

则一致收敛性不 变 ．

这里 所引 入 的条件 ， 对于实际来 确定具体 的序列或级数的一致 收敛性， 并不十
分合用 为了 实际应用，一般都利 用（以 这 个条件 为基础 ， 但比较 便于使用的） 充 分
的判别法，这些判别法通常皆表述成适宜 于级数之 用的形状．

430. 级数一致收敛性 的判别法 以下是最 简单而且常用的判 别法．
魏尔斯特拉斯判别法 若函 数级数(3 )的项在 区 域 X中 适合不 等式

四(x )I � 创 (n= 1 , 2, 3, ··· ), (9) 
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这里 忨 为 一 个 收敛数项级数

产 Cn = C 1 + C 2  + C3 十 ． ． ． (C ) 
n=l 

的项， 则级数(3)在X中 一致收敛 ．

当具备不等式(9 )时 ， 就说级数(C )优 于级数(3),或级数(C )是对于 级数(3)

的优级数
事实上 ， 从(9 )我们得 到， 对于区域 X中所有x , 同时成立的不等式

l un +1(x ) + Un+ 2(x )十 ． ． ． 十 Un+m(x )I 冬 C n +l + Cn +2 + ·  · ·+ Cn +m · 

应用 收敛性原理于数项级数(C ), 对于 任一 个 E: > 0 , 可 以找 到 N, 使得当n> N时 ，
上 面不等式的右边 部分小于 E: , 而左边 同 时对于所有的x 也这样 按照第 429 目的
条件， 这就证明了我们的断言

这 样 ， 例 如， 只要设级数 汇了� ] an 绝对收敛，在 任何区 间 中， 级数

一致 收敛 因 为

00 

芒 饥 sinnx , 产 妇 cosnx ,
n =l n=l  

I an sin nx l ,::;; I饥I , ! an cos nx l ,::;; a叶

所以 ， 级数 艺 了 Ian 起了优势的作用

附注 在X中 一致收敛 的每一 个级数 叉了�1 Un(x )都 可 以 用 加括号的方 去 变 成

一 个 已 可 向其 应用 魏 尔 斯特拉斯判 别 去 的级数．

事 实上 ，取任何一 个正项收敛 级数 区贮卢 k, 对数 C 1 [ 429] 存在这 样的数码m1,
使得在 X中对 n>m1 有 lum, +i(x )+ · 十 Un(x )I < C1 然后对数 C 2 存在这 样的数

码m2 > m1 ,  使得在 X中对 n>m2 有 l um2 +1(x ) +· · ·+ 四(x )I < c 2 ,  如此等等． 于
是对所给 级数按如下方 式分群 ·

加(x )十 ． ． 十 Um 1(x )] + [ um产 l + ·  · ·+ Um2 (X )] 

+[ u叩 + 1(x )+·· ·十 Um3(x )] 十 ． ． ． ．

所得 级数从第二项开 始，按其绝 对值在X中不超过所取的数值级数
假设魏尔斯 特拉斯判别 法适 用千 级数(3)' 那么级数(3)必须是绝对收敛 而且，

项的绝 对值组成 的级数
00 

叉 伲(x )I , (10 ) 
n =l 

与 级数 (3)' 都一致 收敛
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其 中 可能有这样 的情形 级数 (3) 一致收敛 而不绝对收敛 第 428 目 的级数
7) 是这样 的例 （从与调和级数的 比较 中 ， 得到这级数的不绝对收敛性） 甚至于可能
有这种情形 级数 (3) 绝对收敛并一致收敛 ， 但级数 ( 10) 不一致收敛 ［参看在第 428
目 中 的级数 8)] . 这种类似的清形显然是不能用魏尔斯特拉斯判别法来包括的 对千
这些， 需要研究更精确 的判别法

现在， 我们建立关于形式为

� a九 位） 加(x) = a1 (x) · b1 (x) + a2 (x) · b2 (x) + · · · +  an (x) · 加 (x) + . .  · , (W) 

的 函数 级数的二种判别法 ， 其 中 a矶x) , 如 (x) (n = 1, 2 ,  • . . ) ,  都是在 X 中 x 的 函数．
这些判别法是从数项级数理论 的阿贝 尔判别法与狄利克雷判别法 中仿制 出 来 的， 我
们 就用这二学者的名 字来称呼它们

阿贝尔判别法 设级数
00 

汇 加 （切 = b心） ＋ 仍 (x) + . . . + 加(x) + (B) 
n=l 

在域 X 中 一致收敛 ， 但是 ， 函数 an (x) (对于每一个 x) 成 力 单调序 列 ， 而 且对于任童
x 与 n, 都是有界的

四 (x) I :::;; K. 

则 级数 (W) 在域 X 中 一致收敛
证 明 与 以前的相似 由 千级数 (B) 的 一致收敛性 ， 可 以找 到 与 x 无关的 N 再

引 用第 429 目 的条件 （代替收敛性原理） ， 其次再用 阿贝 尔 引 理 [383] 的帮助 ， 与 以
前一样的 (n > N) , 对千 X 中所有 的 x 我们得到

n+m 
芒 佽 (x) · bk (x) � s ( lan+1 (x) I + 2 lan+m (x) I ) � 3Ks 
k=n+l 

这就证明 了我们 的 断言
狄利克雷判 别 法 设级数 (B) 的 部 分和 ， 对于任 意 的 x 与 n, 都是有界的

IBn (x) I � M, 

而 函数 an (x) (对于每一个 x) 成 力 在 域 X 中 一致趋向 千 0 的 单调 序 列 则 级数 (W)
在这域 中 一致收敛 ．

这里 的 证 明 是与第 384 目 中 的证明一样 的 只要注意， 无关于 x 的 N 的可 以
取得 正是 由 于 an (x)' 的一致趋 向 于 0

实 际上 ， 时 常 函 数序 列 {an (x) } 是 通 常 的 数 值序 列 ｛ 归 ｝ ， 或 者 函 数级数
艺了 加(x) 是通常 的数项级数 叉了 如 需要注意， 这些情形是前面所讨论的特殊情
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形， 事实上， 序列 ｛％｝ 的收敛性与级数 汇尸 加 的收敛性可以当作一致 收敛性（与x
无 关）

例如 设 ｛彻｝ 是单调 趋向于 0 , 正数的序列 那 么按照狄 利 克雷判别法， 在任何

不包含 2妇(k= 0 ,  土1, 土2 ,... ) 形式的点 的闭 区 间 内 ， 两个级数

立n sinnx, 
n= l 

立n cosnx 
n=l 

一致 收敛 理由如下 譬如 ［参看38 5,2 )]
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并 在上述的区 间 内 sin - x 是不等于 0 的， 所 以可以得到关于 和 的与 x 无 关的界
2 

读者 在第 439 目以及此后 几 目中， 可以找 到更多的一致 收敛 性判别法应用的例
予

§2.  级数和 的 函 数性质

431 .  级数和 的连续性 现在我们 转 向 函 数级数和 的函数性质 的研究， 这些性质

是与这止七组成 级数的 函 数有 关 的 前面 已 经 说明 过序 列 的观点与 无 穷 级数的观点 是
相 当的 在叙述中 ， 我们宁愿 用无 穷级数的观点， 因 为在应用里几乎 只碰 到无 穷级数．

第 436 目将要特别来讲前述的关于函 数级数转移 到函 数序列的情形．
在所有 以后 的讨论中， 以前所 引 进的一致 收敛 的概念 是起决定作 用的， 所以要

用全部力最 把它的重 要性弄清楚
我们从第 427目中已经提 到过的关于 级数和连续性的间题开始

定理 1 设函 数 un (x) (n= 1 ,  2 , 3, · • ·) 定义在 区 间 X= [ a,b] 上 ， 并在这 区 间 的
一 点 X = Xo 上都连续 若级数(3) 在 区 间 X上一致收敛 ， 则级数的 和 f(x)在 X = Xo 

点 上 同样是连续 的．

［与此相类似 的命题， 是由柯西首先作 出的， 不过这位著名 的大师 把这一命题的

形式给得过于宽泛了 没有 提到需 要 “一致性” ， 而缺 了 这一点， 这命题就不正确了 ］

证明 用以前的记号 对于 任意 n= 1,2,  与X的任意 也．
） 就有

f(x) = 儿(x) + 'Pn 位） ） ( 1 1) 

特别
f(xo )  = 儿(xo ) + rn (xo) , 
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因
为

lf(x ) - f(xo) /  ( lf n(x) — f n(xo ) /  + /'P n(x) /  + /'P n(xo )/. ( 1 2 ) 

现 在任意给定 E > 0 . 由于级数的一致 收敛性， 可以确定一 数 n, 使得不等式

l 'P n(x)I < E. (13) 

对于在区间 X中所有x的值（也对于 X = Xo ) 都成立 我们看到， 对于这确定 的 n,

函 数 儿(x) 是有限个在 X = Xo 点上连续 的函 数 四(x ) 的和．
因

此它在这点上也连续
即给定 E > 0 ,  可以找 到这样的 6 > 0 ,  使得当 lx-xo l<b 时，

比(x) - 儿(xo ) l<c

所以，由千 (12 ) ,(13) 与(14) , 不等式 lx-xol<b 推出

订(x) - f(xo ) < 3c , 

(14) 

这就证明了 定理
自然， 如果函 数 四 位）存整 个区 间 X= [a. b) 上连续 那么 当具有一致收效中时

级数(3) 的和 ，f(x) 也在整 个区 间 上 连续
在定理中 ， —致收敛冲的要求是不可以去拧的 譬如 ， 级数

n
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co汇一
［参看 428 ,8)] , 它的和在x-=jc O 时等于 1 , 在x= O时等于 0, 这就说明 了 这点 可是一致收敛性
只是定理中的充分条件，不能认为是对于级数和连续性©的必要条件： 例如 ， 虽然两个级数

区了� 1 2 x[n2 e — 沪 x2 — (n — 1 产 e — (n — 1 ) 2 沪] ,

艺了� 1 [ 1 +
n

: x2 —
l ;  勹� --1汇］

( 15) 

［比较 428,5)与 2)]都不一致收敛 ， 这两个级数在区间 [0, 1] 中有连续的和 0
可是 有这类的情形，一致 收敛性完 全是 必要的 在这方面， 我 们 要证 明以下迪

尼 (U.Dini) 的 定 理

少 定理2 设级数(3) 的项， 在整 个区 间 X= [a, b ]上 ， 是连续 的而且是正的 若

级数有在整 个区 间 上 也连续 的和 f(x), 则它在这 区 间 上 一 致收敛

证明 我们考虑 级数(3) 的余 式

卢） ＝ 产 跺(x) = f(x) 一 儿(x) .
k=n+l 

©参看下一 目
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X 的函 数 'Pn(X) 是两个连续 函 数的差， 也就是连续 的了 由于级数的项是正 的，对于

固 定的x, 序列 {'Pn(x) } 是下降的（不上升的）

'{Ji (X) 诊 '-P 2(X) 诊 ·� 'Pn(x) 诊 '-Pn+1(x) 诊 ． ．

最后，
因

为级数 (3) 在 区 间 X上 收敛， 对于任意固 定的x

业心 '-Pn (x) = 0 .  

为了 要建立级数的一致 收敛性， 只 要证明， 对于每一 个数 E > 0 ,  存在这样一 个
值n, 使得 对千 所有的x同时 'Pn(x)< c(

因
为对千更大 的值 n, 这不等式就更对） ．

我们用反 证法． 假 设对于某一 个 E > 0, 这样 的数 n不存在 所以对千 任意
n = 1, 2, · · ·, 在 区 间 X上 可找 到这种使得 'Pn (Xn ) 诊 e 的值 X = Xn 所有在 序列
｛吓｝ 中的元素 都包含 在 有限的区 间 X上 ， 我们 应用 布尔查诺－魏尔斯 特拉斯引 理
[ 41], 并从 ｛吓｝ 中分出一 个收敛千 极限 Xo 的部分序列 {xnk }

由 于 妇m(x) 的连续性，尤论m是什么 都有

Jim 户m(Xnk ) = 中m位 o) ,
k--->oo 

在另 一方面 对千任意m与足够大的k,

吹 � m 所以 妇m (X nk ) � 'Pnk(Xnk ) � c

当k_, oo 时，取极限，得 到

lim 妇m (X nk ) = 'Pm(xo) � E. 
k--->oo 

但是这些对于任意m都成立的不等式就与

lim 'Pm(xo) = 0 .  
m-+oo 

矛盾定理证完

气32. 关千拟一致收敛的附注 若函数级数 (3 )由在区间 X= [a, b] 连续的函数组成 并
在这个区间上收敛于和 J(x), 则为使 J(x)是连续的充分条件是级数一致收敛，但是在一般情形
下这完全不是必要的 迪尼和另外一些人觉察到，某种 “弱” 一致收敛性也是充分条件， 这种 “弱”

一致收敛性是 对每一 个 c > O与 每一 个数码 N' , 至 少存在一 个 与 x无关 的数码n > N' , 使得
不 等式 (6 )对 X 中所有的x成立 实际上， 在证明定理 1 时我们仅仅利用了一个数码n , 对它，
不等式 (13 )对 X 中所有x成立 ．

然而甚至这种 “弱” 一致性对级数 (3 )的和 j(x)的连续性仍然不是必要的 例如收敛于连
续和 f(x)三0的级数 (15 ) , 不具有这种 “弱 ＇＇ 一致性 ．

1883 年阿尔泽拉 (Arzela) 在研究中引入了特殊类型的收敛性 （后来得到 了拟一致收敛的名
称） ， 它解决了保证收敛级数的和 函数的连续性的精确特征的问题 ．
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关 于在 区 间 X = [a, b] 内 收敛的级数 (3), 若对于每一个 s > O 及每一 个数码 N' , 区 间 X 可

以被有 限个 开 区 间

(a1 , b1 ), (a2 , 加 ） ， ， (a, , 从） ， ， (ak , 从）

所覆盖， 与 这些 区 间 对应的可提供 k 个数码

n1 ,n2 , · · · ,n; , · · · ,  闷 (> N' ), 

使得对于 (X 中 ） 所 有的含于 (a, , b, ) (i = 1 ,  2, · · · ,  k) 中的x 一 致地成 立 不 等式

l f(x)— fn; (x)I = l 'Pn, (x)I < c, 

则说级数 (3) 在 X 中 拟一致收敛千和f(x)

对于上面提到的 “弱＇＇ 一致收敛性，X 中所有的x 值对应于同一个数码 n, 而这里，所有的x

被分成若干组 ， 各组对应于不同的n 值，但总是有限个n值．

利用这个概念， 阿尔泽拉证明了 如下断言：

定理 3 设函数 匹(x) 在 区 间 X = [a, b] 有定义并且连续，级数 (3) 在这个 区 1司收敛 力使

级数的和 f(x) 在 X 同 样是连续的，必须且只需级数在 X拟一致收敛于 f(x )

必要性 首先假设函数 f(x) 的连续性， 因而意味着所有的余式 釭 (x) 也是连续 的 在 X 中

取任意点 x' 按照 给定的数 e 和 N, 对点 x' 可找到这样的数码n' > N, 使得

I 心 (x') I < c .  

根据函数吓I (x)的连续性 ，在x'的某个邻域c,' = (x' - 扩，x' + 扩） 内将成立类似的不等式

1汽, (x)l < c .

由 对于 X 中所有可能的x' 构造的这些开区间 矿 组成某个无穷的系 L• 它覆盖区间 X 那 么 ，

根据博雷尔 引 理 [88]. 从 区 中可分出区间的有限的子系

艺* = { C!J , 红 " • , erk } ,

它同样覆盖 X. 这些区间即是在拟一致收敛定义中所提到过的那些开区间

充分性 现在假设级数 (3) 拟—致收敛于 自 己 的和 f(x) 数 e 与 N' 被指定以后 ， 我们 以定

义中指出的性质构造区间 (a; , b;) 并选择数码 n, (i = 1 , 2 , - - - , k) 在 X 中随意地选择点 xo; 设

该点含于区间 (a;0 , b心 ，如 同 在证明定理 1 [43 1 , ( 1 2)] 那样， 可 以写出

同 时 ， 显然

lf(x) — f(xo)I � lfn; (x) — f n, (xo) I + l 'Pn, (x) I + l 'Pni (xo) I - ( 12a) 

l 'Pn, (xo)I < c ;  

若 x 也属于这个区间 (aio , 如 ）， 则

l 'Pn, (x) I  < c.  
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可 以 找到这样的数 () > 0, 使得当 厄 — xo l < b 时， 不仅 x 含于区间 (a句 ， 如）， 而且( 12a ) 式右

端第一项也 < c, 而这意味着
lf(x )— f(xo )I < 3c , 

f (x )在点 Xo 的连续性得证©

从这个定理很容易得出上 — 目 的迪尼定理 事 实上， 若级数 ( 3) 由正的连续函数组成并收敛

于连续的和 ， 则如我们所见到的 ， 收敛性必然是拟一致收敛

利用在这种情况下余式 仰( x ) 随n 的增大而减小的事 实 ， 只要取数码 N 大过所有ni (i = 

1, 2 ,  · · ·, k ), 使得对n> N ,  不等式( 6 ) 对 X 中所有 x —致地成立 收敛性原来是一致的

433. 逐项取极 限 我们再引 进一个定理 ， 这是定理 1 的推广 在这定理中 ， X =

{x} 是有凝聚点 a(有 限 的 或非有 限 的 ） 的任意无穷集合 [52] ; 这个点 的本身可 以 属

千集合 ， 可 以不属 千集合

定理 4 设 对 于 x 趋 向 于 a, 定 义在域 X 上 的 每一 个 函 数 Un(x) (n = 1, 2, . . , )  

都 有 有 限的 极 限 ：

（ Jim Un x) = Cn , x->a 

若在域 X 中 ， 级数 (3) 一致收敛 ， 则 1 ) 这 些极 限所组成的 级数收敛

汇 Cn = C; 
n=l 

2) 级数 (3) 的 和 f(x) , 当 x 一 a 时， 有 同 样 的 极 限

Jim f(x) = C. x--+a 

(16) 

(C) 

( 17) 

证 明 按照第 429 目 一致收敛性 的条件 ， 对于任意取定 的 c > 0 ,  存在数 N, 使

得 当 n > N 与 n = 1 ,  2, 3 ,  • • • 时 不等式 (8) 对于 X 中 所有 的 x 都成立 当 X --+ a 

时 ， 同 时考虑到 (16) , 取极 限， 我们得到

lcn+l  + Cn+2 +· · · +  Cn+m l � c ,  

所 以 对 千级数 (C) 收敛性 的 条件是成立 的 [376]
像通常一样 ， 如果用 C, Cn 与 1n 分别记级数的 和 ， 部分和 与余式 ， 那么

C = Cn + rn · 

从 (1 1 ) 逐项减去这等式 很容易得到

IJ (x) — C/ � / fn(x) - Cn / + / ipn (x) /  + /r』

©如同读者所觉察的 ， 所有的号码 n; 可 以选得随便怎样大的假设事 实上并没有用到

(18) 
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由 千 级数(3)的一致 收敛性与级数(C )的收敛性， 对任意 E > 0 可以取定足够大的
n, 使得对千 X中所有的x

I ip n (X ) I < c, 同样 h n l< c, 

因 为，显然

lim 儿(x )= lim 汇 匹(x)= 汇 Ck = C n , 
x--+a x--+a 

k=l k=l 

如 果限制 于有限 a的情形，那么我们找 到这样的 8 > 0 ,  使得当 位 - al<o 时

比(x )— C n l< E: . 

所以，由 于(18 ),(19 )与(20 ), 对于指定的x 值，不等式

l f(x ) - C l< 3c 

成立，这就得 到了 (17 )©.
等式(17 )可 以写 成

00 00 

巳 汇 厮(x )= 区 ｛归 匹(x)}; 
n=l n=l 

( 19 )  

(20 )  

这样，当一致 收敛性存 在时，级数和的极限等于 它 的项的极限所组成的级数的和，或
者换句 话说， 在级数中 允许逐项取极限

434. 级数的逐项求积分 现在我们来考虑 关千 收敛函 数级数的和的积 分的问
题．

定理 5 若函 数 Un(x )(n= 1, 2, 3, . .  ·)在 区 间 X= [a, b ]上连续 ， 并且它们 所组

成的级数(3)在这区 间 上一致 收敛， 则级数(3)的和 f(x )的积分可表成下列 的形 状

j

b 
f(x )dx = 产

b
匹(x)dx

" �
z

{(x )dx + t迈(x )dx + · · ·+ [ u n(x )dx + ·  · · . (21) 

证明 由 于函 数 Un(x)与 f(x )的连续 性 [ 431 , 定理 ]_ ], 所有这 些积 分的存在是

显然 的

在区间 [ a, b] 上 ，积分恒 等式

f(x ) = u心） ＋ 迈(x )+ · .. 十 匹(x )+ IPn(x ), 

©读者应知在这里所用的方法就是定理 1 的证明 中所曾用过的
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我们得到

1
b 

J(x)dx = 1
b 

u1 (x)dx + 1
° 

迈 (x)dx + · · · + 1
b

匹(x)dx + 1
°

'Pn (x)dx 

这样， 级数 (21 ) 的 n 项 的和与积分 J: f(x)dx 差一项 J: 'Pn (x)dx 为要证明 展
开式 (21 ) , 只需要证明

lim / IPn (x)dx = 0 . (22) 
n-+oo a 

由 千级数 (3) 的一致收敛性， 对于任意 E > 0 , 可 以找 到 N, 使得当 n > N 时 ，

在所考虑的 区 间 上 ， 对所有的 x 同 时有

1吓(x) I < E. 

所以对于这些 n 值， 就有

l
b

'Pn (x)dx ( l
b

卢 (x) ldx < (b - a) · E, 

这就证明 了极限关系式 (22)
等式 (21 ) 可 以写成

l
b {t Un (x) } dx = t { l

b 

Un (x) dx} 

所 以在一致收敛级数的情形，级数的 和 的 积 分 等 于 它 的 项 的 积分组成 的 级数的 和，或
者换句话说级数 的 逐项 求积分是允许的

与在定理 1 的情形一样， 一致收敛性的要求对于展开式 (21) 的正确性是极重要的 ， 就是不可
以简单地去掉 ， 但是也不是必要的 在第 431 目 中 ， 考虑过的级数 (15) 同样说明这个现象， 它们
在 区 间 [0 , 1] 上都非一致地收敛于函数 f(x) = 0 但是， 逐项求第一个级数的积分， 作为积分级
数的和 ， 我们得到

二 1
1

2n2x · e 一 九
2x2

dx = }忠(1 — e-n2
) = 1 ,  而 1

1 

f(x)dx = 0 

对于第二个级数 ， 得到

级数

Jim 
1 nx dx = Jim ln(l +沪） 1 

九�oo
1 1 + 祒x2 n�= 2n = 0 = 1 f(x)dx . 

= 1 - X + x2 — · · · + (- lfxn + · · · (O � x < l) 
l + x  

是个有趣的例子． 这里

1
1 dx = ln 2 = 1 — 』 十 ］ 一 ，

1 + X 2 3 

因 此级数可逐项积分 ， 虽然 当 x = l 时 ， 级数全然是发散的．
现在我们指出定理 5 的推广， 这是关于在放弃所考虑 函数的连续性的要求这一

方面的推广



·368· 第十二章 函 数序 列 与 函 数级数 [435] 

定理 6 若函 数 Un(x )(n= 1, 2, . . • ) 在 区 1司 X= [ a, b]上是可积的复 而且它们

组成的级数(3 ) 一致 收敛 ，则级数的和 f(x) 同 样是可积的， 并有展开 式 (21)

证明 我们 来讨论函 数 f(x) 的可积性

由 于级数的一致 收敛性 对 千预先给定的 E, 我们 可以确定足够大的n, 使得在
区 间 [ a,b]所有的点上 有

l f(x) - 儿(x)I< � 或 儿(x) — ;< f(x) <儿(x) + � - (23 )  

取区间 [ a, b]的任意部分 ［也 (3], 并设m,M 是函 数 儿(x) 在[ a, /3]上 的确界 而 W =
M —m是它 的振幅 函 数 f(x) 对 应的振幅 我们 记作 n. 由 于(23 ) ,在区间 [ a, ,6]上

m— —< f(x) < M +— ， 所以 Q冬w + r::
2 2 

现 在， 把区 间 [ a, b]分成部分区间 [xi, Xi十 1 ]并在对应千第4 个区间 的振幅 记上
指标 i. 所以 g 冬 Wi + r::, 并且

L Qi . 6.xi � 叉 Wi· 6.xi + c(b — a) 

因 为右 边 的第二 项可以任意小， 而第一项 与 入 = max 6.xi 同趋向 于零，那么左边 的

表 达 式亦 是趋千零 的，所以推得函 数 J(x) 是可积的[29 7,(8 )].

至于 等式(21), 可以与前面一 样地加 以证明
用例子来说明 ， 对于 由可积函数组成的 ， 违反—致性的级数， 可能有非可积的和 设当 x 表

成 不 可 约 的分数 一 时， Un (x)(对于 n = 1 , 2 , - - - )等于 1 , 当 x 是 [D, 1] 中其他的点时 ， 等于 0
这个函数， 只有有限个不连续点 ，在 [0, 1] 上是可积的， 而级数的和显然是不可积的狄利克雷函数
[300,(2 )] 

当然 （我们 已 在例子中看出）， 对于由可积函数所组 成的级数的可积性 ， 一致收敛性不是必要
条件

对千 这情形，阿尔泽拉 给了同时充 分而且必要的条件( "广 义 的拟一致 收敛性" ) '
比较 432目．

435. 级数的逐项求导数 借助 于前一 目定理 5 , 很容易证明以下定理

定理 7 设函 数 如(x)(n= 1 ,  2, . . ·) 在区 1司 X= [ a, b]上确定而且有连续 的导 数

吐(x). 若在这区 间 上 ，不仅是 级数(3 ) 收敛，而且由导 数所组成的级数

00 

区 u�(x) = u�(x) + 咕(x) + . . . + 吐(x) + . . .  (24) 
n=l 

©在第 283 目 的意义下
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是一致收敛的，则级数(3)的和 f(x)在X上有导 数， 并且

00 

f'(x) = L 吐(x) (25) 
n=l 

证明 把级数(24)的和记作 j *(x); 由千 定理 1, 这是x的连续 函 数． 现在利 用

定理 5, 逐 项地，在从 a到X中任意x值的区间上 ， 求级数(24)的积分，我们得到

lx
厂(t )dt = t lx 

u�(t )dt 

但是 显然 1: 凶(t )dt= Un(x)— Un(a), 所以

Ix
厂(t )dt = 产 加(x)— Un(a)]

• a  n= l 
00 

＝ 产 如(x) — 汇 四(a)= f(x)— f(a) 
n=l n =l 

［这个改变由预先知道 的级数 区 四(x)与 艺 四(a)的收敛性所证实 参看364,4°] 因
为 由 千被积函 数的连续性， 左边 的积 分有等千 J*(x)的导 数 [30 5 ,12°], 那么与积 分
只差一 个常数的函 数 J(x)就有同样的导 数

等式 (25 ) 可以写成 （如果按照柯西利 用记 号 D 表示导 数）

D {t U n(x)} = t Du n(x) 

的形式 这样， 在提 出的条件之下 ， 级数的和的导 数是等于由它的项的导 数所组成的

级数的和， 或者换旬话 说级数的逐项求导数是 允许 的

与

我们来考察级数

区 [e-(n- 1)主 - e-n勹
九=l

1 00 
1 

-ln(l + x 2) + 区 [ 2n- ln ( l  + n2 x2 ) - ln ( l + ( n— 1 )2 沪）］
2 2 (n — 1 ) n=2 

这里第一个的和 当x= O时等于 0, 在其余的点上等于 1 ,而第二个的和处处都等于 0 如果逐项
求导数， 那么得到我们已 经熟识的级数 ( 15) [431] , 这二级数都在整个区 间 [0, 1] 收敛于零， 但是
都不是一致收敛的 在第一个情形 ， 导数的级数当x=O时收敛 ， 在此处原来级数的和不可能有
导数， 因为在这点上是 不连续的 反之 ， 在第二个情形 ， 逐 项求导数处处 皆得到正确的结杲 从这
些例中 ， 说明导数级数—致收敛性的要求 ， 是重要的但不是必要的

如果不惜将 证明变得稍 稍复杂一些， 那 么 就可以去掉 定理 7 中某些多余 的假设
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定理 8 设函 数 Un(x )(n= 1, 2 , . .  ·)确定于区 ）司 X= [ a, b]上 ， 而且在这 区 间 上
有有限的导 数 u�(x). 设级数(3)至 少在一 点 上 收敛 ，譬如说是 x= a点 ，而由导数

组成的级数(24)在整 个 区 间 X上 一 致收敛 ， 则，1)级数(3)在整 个 区 间 上一致收敛 ，

2 )它的和 J(x)在X上有等式 (25 )所表示 的导数

证明 在区间 [ a,b]上 任取二 个不同 的点x。 与x, 作 级数

产
卢） — 四(xo)

X — Xo n=l 
(26) 

我们要证明 当任意取定x。 时， 这级数对所有的x-/c x。 都收敛的，并且还 是一致 收
敛的

为 了这个目 的，任 意给定数c > 0 ,  由于级数(24)的一致 收敛， 找 到 N, 使得当

n>N与m= 1,2, · • • 时， 不等式

n+ m 
区 吐(x)< E 

k=n+ l  

对千 所有x的值都同 时成立． 取定n与m, 我们考虑 函 数

n+m 
U(x) = �  欢(x);

k=n+ l  

由千 (27 )它的导 数
n +m 

U'(x) = 汇 凶(x)
k =n+ l 

的绝对值总<E 但是，显然，

n+ m 
� Un(x) - 四(xo)= U(x )— U(xo) = U'(c ), 

X - Xo X — x 。k =n+ l  

(27) 

这里 的 c 包含在x与x。 之间 ［根据拉格朗 日 定理， 1 12] 因 此，对千 所有的 X -/c Xo , 

n+ m  
区

四(x)— 四 位 o)
< c; 

X — Xo k=n +l 

因 为， 只要 n> N, 无论m= 1, 2 , 3, , , ,, 这不等式总 是对的， 那么这就证明了 级数
(26)的一致 收敛性 从此已经可以看出所有我们所需 要的结论．

首先， 取xo = a, 从级数

产 Un(x)- Un (a) 00 

x - a 与 区 加(x)— 四(a)]
n=l n=l 



[436] §2. 级数和 的 函 数性质 · 371 · 

［参看第 42 9 目 的推论］ 的一致 收敛性， 以及级数 区了�l 厮(a)的收敛性， 我们推论出
级数区了�l 厮(x)也有一致 收敛性

f(x) - f(xo) 用 f(x)记作它的和 ， 那么级数(26)的和 显然是 ， 这里 的 X o是在x— X o 
区 间 [a, b]上 的任一 个x的值． 因 为在一致 收敛的级数里 可以逐 项取极限（根据定理
3), 那么，x趋向 于 功， 我们得到

00 00 

J'(xo) = lim 
f(x) - f位 o) 匹(x)- 厮(xo)

X 气o X — X。 =
� t吨。 x— X o } =

�
u�(xo), 

这就是所 要证明的

附注 所 有这些关于逐 项取极限， 逐 项积 分与逐 项微 分的定理， 都明确出函 数级
数与有限个函 数的和之间 的相似性 不过这相似性 要受我们所知道的那些条件的限
制 特别是一致 收敛性占着首 要地位

436. 序 列 的观点 我们 对于用 函 数序列的观点来翻译 已经得到的结果是有兴
趣 的 这会清楚 地指出 所考虑 的问题与两个极限过程交换的一般 问题间 的联系， 这

在所有分析中都起重要的作用． 另 一方 面， 指出推广这些结果的方 法．
所 以，我们重新比较 函 数序列(1)与函 数级数(3), 它们相互 的关 系是

或 相当于

n 

儿(x )= 汇 玑(x) (n= 1, 2, - - ·), 
k=l 

u 1(x) = fi(x), Un(x) = fn(x) - fn- 1(x) (n = 2 ,  3, · · ·) 

对于序列的极限函 数与对应级数的和 是一 样的 一致 收敛性如果成立， 那么就必定
同时既是对于序列的又是对于级数的

I 我们先 看关 于极限函 数的极限的问题 设 集合 X= {x}有凝聚点 a, 且所 有
的函 数都确定在这集合上 ．所以第 433目 的定理4可译 成：

并且

定理 4* 若函 数 儿(x)有极限

n
l皿 儿(x)= f(x) (x在X中）

lim 儿(x)= Cn (n= l ,2 ,  . .  · ), 
X一a

同时第 一式对 于x(在X中 ） 是一致收敛 于极限， 则两 个有限极限

lim f X 与 lim Cn （ ）  
2一a n-, oo 

(28 ) 

(29 )  
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都存在， 而 且彼此相等
若注意 (28) 与 (29) , 等式

可 以写成

lim f(x) = lim C九
X一a n-,oo 

lim lim 儿(x) = lim lim 儿(x) .＂一a n一oo n_,oo x一a

[436] 

这样， 所考虑 的定理指出 了 ， 关于两个变量 x 与 n 的 函 数 儿 (x) , 两个累次极 限相等
与存在的条件， 这些直接与第 168 目 中 的研究连起来 了 ．

第 431 目 中 的两个定理， 请读者把它们译成关于序列 的定理
II 现在假设 区域 X 是 区间 [a, bl , 我们考虑极限 函数的积分的问题 下面就是类

似于定理 6[434] 的定理

定理 6* 设序 列 ｛儿(x) } 是 由 区 间 [a, b] 上是可积 函数组成 的 ， 而 且 对 于 [a, b] 
中 的 x 一致趋向 于极限函数 f(x) , 则 函数 f(x) 在 [a, b] 上是可积 的 ， 并且

lb 
.l f(x)dx = lim 儿 (x)dxn-oo 

最后 的等式可写成

lim J
b b 

n->oo a
儿 (x)dx = l Li�� fn(x) } dx , (30) 

就是说 对积分取极限是可以直接取被积函数的极限 这情形说明 ， 我们允许在积分
号 下取极 限

在等式 (30) 中 ， 极限符号与积分符号是互相对换 了 因 为定积分同样是从某种
极 限过程的结果得到 的 那么这里所考虑的 问 题与在 168 目 里研究 的问题是类似 的

III. 最后我们 转 向 极 限 函数的导数 的 间 题 我们把定理 8[435] 译成

定理 8* 设 所 有 的 函 数 儿 (x) 在 区 间 [a, b] 上 是 可 微 的 ， 而 且 导数 的 序 列
团 (x)} 在整个 区 间 上对于 x 是 一 致收敛 的 ． 如果 已 知 ， 这 函 数序 列 ｛儿(x)} 在
区 间 的 一 点上收敛， 则 可 以推 断 ， 1 ) 这序列 在整个 区 间 是收敛的 ， 而 且还是一 致收敛
的 ， 2) 极 限 函数 f(x) 是可微的 ， 而 且

J'(x) = nl上m0() 片(x)

如果这等式写成更富有表达力 的形式

D {』上度 fn (x) } = nl上览{D儿(x)} ,
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那么立即就明白 了极限符号与导数符号 的交换 因 为导 数同 样是极限，那么 这个问题

与两个极限过程 的交换联 系起 来了 ．
我们要特 别注 意以下一点 如果站在 尤穷级数的观点上，那么 自然数的参数 n

自然不可 能用更普遍的来代替 ． 而 函 数序列 的情形则不然 这里 函 数 儿(x) 可 以用
两个变鼠 的函 数 f(x,y) 来代替 ，其中 y 在一 个有凝聚点 Y o(有限或无限） 的任 意域
y = { y }内 变动 n一 oo的极限过程 可以用 Y ----> Y o的极限过程 来代替 对于这 种一

般情形，定理的形成与证明都是不难得到的 以后在第十 四章中， 我们将讨论这 种一

般情形的某些问题

437. 幕级数的和 的连续性 幕级数性质 的研究是所有现有理论的应用 的最 重
要的例子 ． 我们限制 于 形式为

产三=ao + a1x + a2沪 + . .. +an沪 + . .  (31 ) 
n=O 

的幕级数， 因 为在 403目中，我们已看到较普遍形式

00 

Lan (x— x矿 =ao+a1(x— xo) + a2 (x— x芷+· · ·+ an(x— x矿 + ··· (31 *)
n=O 

的幕级数， 用一个 简单的变足 变换 ， 就变成 (31 ) 的形式

设 级数 (31 ) 有收敛半径R > 0 [379] 首先可以断定：

1 0 任恋取正数 r< R, 级数 (31 ) 在闭 区 间 [—r, r]上 对 于x是一致收敛的．

事实上 ，因 为 r< R, 那么 当x= r 时级数 (31 ) 绝对 收敛，就是说，正项 级数

00 

汇 Ian ! 产 ＝ 园 + ai l · r + la习 r2 + . . .  + la刓 产 + ·· · (32) 
n=O 

收敛 当 忱 :( r 时，级数 (31 ) 的项的绝对 值不超 过这个级数的对应项 ，这样这级数
起了优 级数的作用 ，根据魏尔斯特拉斯判别法 ，级数 (31 ) 对千指明 的x值是一致 收
敛 的

虽然数 r 可 以取得任 意接近 R , 但是从证 明中，不能得到在 区 间 (-R ,R) 上 的

一致 收敛性 在级数的例 子里 [ 428,6)], 读者 看到 收敛区间 的端点 可能是非一致的
点

现在，我们 有定理 1 的推论．

20 幕 级数 (31 ) 的和 J (x) , 对 于所有在 — R 与 R 之间 的x值， 是 x的连续 函
数．

无论在 收敛区 间 内 如 何取 值 X = X o, 总 可以选个 r< R, 使得 仰 ol< r. 由于 1 0 '

在区间 [ -r ,r] 应用定理 1 , 我们得到函 数 f (x) 在 这区 间 上 的连续性，当然在 X =X。
上 也连续
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［读者 要注意 到我们是避免在区间 (- R ,R )上 应用定理 1的，因 为在这区 间上
一致 收敛性是不能保证的］

幕级数的和 的连续性可以利 用来证明关 于幕级数恒等 的 定理（ 也与关于多项式
的定理相类似 ）：

30 设 两 个幕 级数

产三=ao + a1x + a2沪 + ·· · +an沪 + · · ·
n=O 

与
OO

汇 如沪 ＝ 加 ＋ 妇 ＋归 + · ·· + bn沪 + . . . 
n=O 

在 x=O 点 的邻近 ©有同 样的和，则 这两 级数恒 等， 就是说， 对 应 的 系 数相等

在等式

ao = b o, a1 = b1 , a2 = b2, · · ·, an = b n, · · · 

ao + a1x + · · · = b o  + b1x十 ， ． ．

中， 设 X = 0 ,  立 即得到等式a0 = b。 去掉 等式两边 的这些项再 除以x( 此 时 ， 必须
假定 X i- 0 )我 们得到新的等式

a1 + a2x + · · ·= 伈 + b 2x + · · ·, 

在x= O 的邻近但不包括这点 本 身 ， 这等式成立． 这里不能取 X = 0, 我们 可以取x

趋向 于O; 利 用连续 性，在极限中，我们得到a1 = b1. 去掉这些项，再 除以 X -j. 0 ,  当
X ---+ 0 时，得到a2 = b2 , 等等

这就建立 了 函 数用幕级数展开的唯— 性，这个简单 的定理是时常用到的 由 于
它的帮助 ， 即刻得到偶 （奇 ） 函 数用 (31)形 式幕 级数的展开只可 能 包 含 x的偶 （奇）
次 项．

现在我们来观察 ，在 它的收敛区间 端点 X = 土R 邻近 ，关 于级数性质的更精密 的
问 题 （今 后这区间认为是有限的） 我们 可以限制千右端点 X =R; 只要简单地以 — X

代替 x,就把所有关千右端点的说明都变成左端点的情形了
首先知道
40 若幕级数(31)在它收敛 区 间 的端 点 X = R 是发散 的，则 级数在 区 间 [O, R) 

的收敛是不可能一致的．

事实上 ，如果一致 收敛性存 在 的话 根据定理 3, 我们 可 以 对级数当 X ---+ R — 0 
逐 项取 极限， 就得到极限的收敛级数

00 

汇an旷 =ao + a1R + a飞 + . . .  +an旷 ＋ ． ． ． ，
n=O 

©这不仅指 x = O 点 两 边邻域 (-8, 8) 而言 ， 还包括单边邻域 [O, 8) 或 (-8, 0]
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这与假定相反

以下 是在某种意义下 的逆 定理．

50 设幕级数(31)当 x= R 时收敛（纵然是非绝对的） ） 则级数在整个 区 间 [O, R]
的收敛性 必 然是一致的，

事实上 ， 如果级数(31)表成形式

CX) CX) 

区三= Lan R
n ·(责） n 

(0 (; X 冬 R ),
n =O n =O 

那 么所要求 的结论即刻 可从阿贝 尔判 别法得 到， 因 为级数 艺芦。 知旷 收敛， 而因 子(�r 组成单词与一致 有界 的序列

X X n X n+l 

1 �  五 � (飞） � . . . � 丘） 》 忨） 》
证明 了 的命题允 许把定理 1应用到整 个区 间 [O, R ]. 这样，关 于在开区间 (-R, R ) 

上 幕级数的和的连续性 ， 我们得 到补充 定理 20 的阿贝尔 的定理．

铲 阿贝尔定理 若幕级数(31)当 x= R 时收敛 ， 则它的和在这x值上保持
连续性 （ 自 然 是 左 边 的连续性） ， 就是说 ，

00 00 

x气。 La九沪 = Lan R
n 

0 0 

阿贝尔 定理有很重要的应用
如果， 只在开区 间 (—R, R )上 ， 得 到函 数 J(x)的幕级数展开式

00 

归） ＝ 汇an沪 (—R < X < R ), 
n=O 

但是在这区 间 的某一 个端点上 ， 譬如说在 x= R 上，函 数保待连续性，而 级数断续
收敛， 那么这展开式在这端点上还 是正确的 取以上 等式当 X ---+ R — 0 时的极限，就
容易相信这点 的

这样， 例如 我们只在-1 < X < 1时有展开式

但是， 知道级数

2 3 n X X 1 X ln(l + x) = x -- + — - . .. - — . . . 
2 3 + ( ir- + 

n 

1 1 
2 3 

n-1 1 + ( 1) - + . . .  
n 

收敛 ， 我们就作出 结论 ， 这级数的和是 ln 2. 完全同样的方法证明第 40 7 目 中的断言 ， 二项式级数

mx m(m - 1)  2 m(m — l) (m - 2) · · · · · (m - n + l) X + · · ·  十
1 · 2  1· 2 ·3· · · · ·n 

在 X = 士 1 时的和是(1+ x)= , 只需要级数是收敛的
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438. 幕级数积分与微分 现 在我们把第 434, 435 目 中的定理应用 到幕 级数

比较 已经证 明了 的性质 1 o ,5o 与第 434目 的定理 5 , 我们得到

70 幕 级数(31)在 区 间 [O,x]上 可 以 逐项积分 ， 其 中 lxl< R, 就是

Ix 
f(x)dx = a。x + 竺泸 ＋ 竺x3 + ··· +

an-l 沪＋。 2 3 n (33) 

若级数(31 ) 在 收敛 区 间 的一 个瑞 点 上 收敛，其 中 x值就 可 以 与 这端 点 的值重合

转到关于幕 级数(31)求导 数的问题
30 幕 级数 (31)在 其 收敛 区 间 内 部 可 以 逐 项求 导 数） 于是

00 

f'(x) = 区nanxn- l = a 1 + 2a2x + 3a3沪 + ·· · + nanX正 l + (34) 
n=l 

若上述 级数在 收敛 区 间 的端 点 收敛 ，则上 述 断 言在这个瑞 点保持有效 ．

取原 来级数的收敛区间 内 的任意一点 x, 千 是 lxl< R, 在 口 与 R 之间插入 数
r' : lxl < r'< R 由 于 级数

产 an尸 =ao + 矿 + a2r12 + ·  · · +  an 产 ＋
n=I  

的收敛性， 其通项 有界

I an l rm ::::; L (L 为常数， n= l , 2, . .  ·). 

则对级数(34)第n项 的绝对值得到如下估计：

x n- 1  1 L x n- 1 
nl an l ·lxl n- l = nl an l · 产 ·— · — 妥 — ·n — .

R r' r' r' 

级数
L 00 X n-1 L X X n- l 
厂 ?;n尸 ＝ 尸 { 1 + 2 尸 + ·· ·+n 了 ＋ ｝

收敛， 若考虑 到 飞 < 1 ,  借助于 达朗贝 尔判别法容易证实这一点 在 这种情形下级
数(34)绝对收敛． 由 此 可以明白 这 个级数的收敛半径 片 不 小 于 R

若现 在 取任 意 r< R,  则同时有 r<片 ； 根据 10
' 级数 (34 )在 区 间 [ —r, 计 一致

收敛， 因 此 按 定理 7[ 435], 在 这个区 间 内 容 许对级数(31)逐项求 导 数 因 为 r< R 
是任 意的，定理的基 本断言得证，

在 级数(34)当 x = R 时收敛的情形下，这一 收敛性在 区 间 [O, R ]上 是一致的

[5
0 ], 定理 7 可应用 千整 个区 间 当x= R 时逐项求 导 数是 容许的

附注 我们已经确认 R' � R 另 一 方面 原先 的级数(31) 的项，按绝对值不超

过 级数

f=nan沪= a1x + 2a2x2 + · · · 十 nan沪＋ ， ．

n=l 
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的 对应 的项 而 后者 与级数(34) 有相同的 收敛半径 R' 因 此，R ? R' 这 样一来
最 后有 R' = R 级 数 (31 ) 与 由它逐项 求 导 数 得到 的级数 (34 ), 二 者 的收敛半 径

重合其实 ， 若记起 沪 一 l (n---+ oo) [32 ,10 ], 借助千柯西－阿 达马 定理 [380]可 以
证明这一点．

因 为级数 (31) 可由 级数 (33) 逐 项求导 数得到这两个级数有相同的 收敛半径

最 后的 定理 沪 揭示 了 幕级数累次重复 求导 数的 可能性 这样， 像 以前一 样，f(x)
记 作幕级数 (31 )在它 收敛区间 所表示 的 函 数， 在这区 间 内 我们 处处有．

f (x)=a。 + a1x + a2沪 +a3x3 + ··· + an沪＋ ．

f'(x) = 1 ·a1 + 2a2x + 3a3沪 + · · · +  nanxn- l  + 

J" (x) = 1 ·2a2 + 2· 3a3x + ·  · ·+ (n— l )nanXn-2 + · · 

J'" (x) = 1• 2 •  3a3 + · • ·+ (n— 2) (n - l )nanxn-3 + 

JC n) (x) = 1· 2 ·3 · · · · ·(n -1) ·nan + 

如果在这些 等式甲代入 X = 0, 那么我们得到巳 知 的赛级数的 系 数的表达式

ao =f (O) , a1 = f' (O ) , a2 = f" (O) 
2 ! ' 

f"'(O) j(nl (O ) 
a3 = . . . an = 

3 1 ' n. 

［比较 403(7 )] 如果问题是关千一般形式 (31* )的 级数， 那么 只 要在这里 把x=O 的
值换作 X = X。 ． 因 此 ：

go 幕 级数在它的收敛 区 间 内 所表 示 的函 数， 在这区 间 内 有任何阶 的导 数． 这
级数本 身 对 于这函 数， 不是别 的 就是它的泰勒 级数

这值得注 意的 结论使得在前章中讨论的 函 数展开 成赛 级数的 问题更清楚 了我
们看到 如果函 数展开 成幕级数， 那么 必须 展开 成泰勒 级数； 因此我 们只 限 于去研究 ，
对千 函 数泰 勒 级数表 达 的 可 能 性． 注 意，屡生吵成 x— :r: o幕 的泰勒 级数的函 数叫做
在 x。 点上是解析 的．

推广 已经阐 明了 的 理论到多重幕级数为了 明确起见， 我 们考虑 两个变蜇 的 级

数

产 归 (x— X o) i (y — Yol 
i, k=O 

在 收敛域内 [39 6], 这级数同样旬 以对千 任一个变蜇逐 项求导 数任意若干次 因

60) 在点 ，兀o 的某个邻域内
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此很容易 得 到 系 数 的表达式

f ( )  
盯(xo , Yo) 盯(xo , Yo) 1 8叮(xo , Yo) 

aoo = xo , Yo , a10 = , ao1  = , a20 = — 
加 8y 2!  8沪 ＇

一般地

aik = 
l Bi十勺 (xo , Yo) 

矗！ 扣吩yk
. 

这样 ， 函数 J (x, y) 的展开式 （只要它是可能） 必须有形式

00 
1 f)i十勺 (xo , Yo )

f(x,  y) = 芒 (x — x矿 (y — Yol
i ,k=O 

晶！ 加屯沪

[439] 

这级数就叫 做泰勒级数， 它很 自 然地与在 195 目 中讲过的泰勒公式衔接起来当 这样

的展开式存在 61 ) 时 ， 函数 f(北 ， y) 叫 做在 (xo , Yo) 点上是解祈的

§3. 应用

4 39. 级数和连续性与逐项取极 限的例

1) 研究级数和

t(x) = I: X 

叩 + x2 ·nq 
n = l  

的连续性 假设 p · q ? 0, 且这两个指数之一大于 1( 这一点保证对所有的 x 级数收敛） 显然只需

限千非负的 岱

如果 p> 1, 那么对 x � xo( xo > 0 是任意数） ， 级数以

｀三
n= l 

为优级数 ， 因此根据魏尔斯特拉斯判别法，级数一致收敛 ， 其和在区 间 [O, xo] 内 连续 ， 由于 Xo 的

任意性，这一点在整个区 间 [O, 十oo) 上成立
如果 p � 1, 但 q> 1 ,  那么对 x> O 把级数改写为

产 ＼
n = l 妞 + (-f 证

X 

的形式 如 同前面所论证的，我们得出级数和对所有 X > 0 的连续性 千是 ， 仅需韶决有关点

x = O 的问题

用求导数的方法可 以看出， 当 x =n气
丑

时级数的第n项达到其最大值

61) 在点 (xo, Yo) 的某个邻域内

1 1 
2 丘丑 ．

n 2 
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如果 p + q > 2, 那么级数以收敛级数

1 DO 1 心：—－
n=l 卢护

为优级数， 这一点保证了包括点 x = O 在 内 对所有 x, 函数 f(x )连续

留下悬 而未决的是若 p < l, q> l , 但 p + q ,(2的情形 当 x = O 时 f(x )的连续性问题． 我
们在后面[4 91,14 )] 看到 ， 在这样一些条件下函数 f(x )在点 x = O 处有间断 ．

2 )我们考虑狄利克雷级数[385 , 3)]

立卢n=l 

此处 { a 叶 是某个 实数序列 ． 我们假设这个级数不是 “处处发散＇的，因此对它存在收敛边界点

入 <+oo. 无论取什么样的 XQ > 入 ， 级数

立譬
n= l 

收敛．由此可以断 言所考虑的级数对所有的 X ) XO 一致收敛 ［与 4 37 目定理 l o 类似］ ． 如果把级
数改为

立巨 已
n=l 

的形式 ， 注意到因子 随n的增长而递减 ， 且均以 1 为界．而那时， 按照定理 1 , 级数和对nx-xo 
所有 X> Xo 连续 ， 因此 （由千 Xo的任意性）对所有的 x> 入 连续［与定理 了 类似］

如果 入 有限 ， 级数

立伈n = l  

收敛， 这样就可证对 x � 入， 所考虑级数的一致收敛性［与50 比较］ 与级数和 当 x = 入 时的右连续
性［与 50 比较］ ．

3)在 39 0, 6 ) 中，用等式

确定 E(x ), 我们知道它适合关系式

00
沪

E(x )= l + 汇 — ，n. 
n = l  

E(x + y )  = E(x )· E(y ). ( 1) 

现在， 按照第 4 37 目定理20 , 函数 E(x )在从 —oo 到 +oo 整个区 间 内是连续的 由于在 75
中 l o的证明 ， 方程 (1 )的连续韶必须有形式 E(x )= 矿 最后， 底 a 显然确定如下：

因此 ， E(x )= 产［比较 4 0 4 , (11)] .

00 
1 

a =  E(l ) = 1 + 区 — = e . n! 
n=l 
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4) 我们来给出二项式级数 [407,(22) ]

1 + mx +  m(m — 1) m(m — l ) (m — 2) 3 m(m — l ) · · · (m - n + l) x +  x + · · · + 1 · 2 1 2 · 3 1 · 2 · · · · · n 

[439] 

X + · · · 

一个新的解释 若 lx l < 1, 此级数绝对收敛 我们来确定其和 把这个和表为 m 的 函数 （对固定的
x, lx l  < 1炉(m) 从初等代数知 ， 对任意 自 然数m(级数此时在 (m + 1) 项 中 断） <.p(m) = ( l + x) r n 

我们来证明 ， 对所有 的 m 都如此
取任意 k, 考虑类似的级数

1 kx + k(k — 1 )  2 k(k — l ) (k — 2) 3 
X + X + · · ·  

1 · 2  1 · 2 · 3 
k(k — 1 ) · · · (k — n + 1 )  ＋ 沪 + · · ·

1 · 2 • • • • • n 

及其和 <.p(k) , 把两个级数按柯西法则相乘 不难写出 这个乘积的前儿项·

叭m) · <.p(k) = 1 + (m + k)x 十 [
m(勹- 1) + mk + k(k

:; 

1 )
] x2 + 

(m + k) (m + k — 1 ) 2 = 1 + (m + k) x + x + · · · 1 - 2 
xn 

— 的系数显然是某个关于 m 与 K 的 n 次幕的多项式 它 的形状如何？ 若 m 与 K 是任意的 自n' 
然数， 都大于 n, 则从初等的考虑可 以 断定 ， 所说的 系数是

(m + k) (m + k — l) · · · (m + k — n + 1)  

因 此 （正如从两个变址的整多项式 的恒等定理推 出 这一点） 对任意的 m 与 k, 级数乘积也具有这
样的形式 于是所求 函数 <.p(m) 适合 函数关系

<.p(m) • <.p(k) = <.p(m + k) 

现在来证明 函 数 <.p(m) 的连续性 ． 对于所有按其绝对值不超过任意取 的数 mo > 0 的所有数值
m, 可从二项级数的—致收敛性推出 <.p(m) 的连续性， 对千这些值， 此级数以 收敛级数

1 + mo lx l + mo (mo + 1) 2 mo (mo + l ) (mo + 2) 3 叫 ＋ X + · · ·  
1 · 2  

为优级数 在这种情况下 ， 正如我们所知 [75 ,1° ] , 必然有

因 为 a = <.p( l )  = l + x, 千是最终有

<.p(m) = a= . 

<.p (m) = ( 1 + x) rn 

5) 由 关系式 [77,5 (6) ]

1 · 2 · 3 

ln a = lim k( 妒1 - l) (k = l , 2, • • · ) 
k - oo  

的帮助 ， 读者 已经知道的对数级数 [405(17) ] 可 以从二项式级数 [407(22)] 得到
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设 a = l + x (此处 ix l < 1 ) 并把 ( 1 + X计 用它的展开式

l 
! (丿 - 1) ! (丿 - 1 』 ＿

( 1  + x )飞 = 1 + -x  + 
1 k k 2 k k ) ( k 

n + 1) n X + · . .  + X + · · ·  
k l -2 1 .2 . . . . . n 

来代替 所以 ln( l + 兀）表示， 当 K 一 oo 时 ， 表达式

k[( l + x) 卡 - l ] = x - � (1 - ¼) + f (1- ½) (1 - 卢） －
+(-1r-勹 (1 - ½) (1 - 卢） (i - ( n � l )k ) + 

的极限

(2) 

这级数的项 ( x 为常数）包含一个 自 然参数 K 作为变址．在它的整个变化域内 ， 级数 (2) 对于

K一 致收敛， 这点 （按照魏尔斯特拉斯判别法）是由于， 它可用不包含k的级数

lx l 2 Ix 3 
Ix + - + — —  

2 3 
＋ . .  + lx�

n + . ( x = 常数 ， 1 也, 1 < 1 )  

作为优级数
数级数

在这样的情形，按照定理 4霆 级数(2) 当 K 一 oo 时可以逐项取极限 ， 这就得到对

心 从关系式
X k 

产 ＝ 二 ( 1 + :d 
推出指数级数 [404( 1 1 ) ] 也是个有趣的例子

按"{1 一项人节I_)-叮公入 贮 叮 勹有

(k = 1 ,  2 ,  3, · · · )  

+ 
k( k - 1 )  . .  ·(k -n+ l ) . r � n . . 

1 .2 . . . . -n \k) + ( 1 + f) 人 = 1 + k . f + 
k (

� .- /) (言 ＋
= 1 + � + � (1 - ½) + + � ( 1 - ½) . .  - (1 -

n: l
) + ( 3) 

实 际上，对于任意 k, 这里的项总共只有有限个 (= k + l ), 但是我们可以认为是个 “无穷级数” 而

其余的项都等于 0 这级数对千所有的 K 都一致收敛，显然，收敛级数

lx l lx l 2 X n 
1 + -— 十 —— . . . . . .  

1 !  2 1 ＋ ＋  
I I ＋ 

. n! 
( x  = 常数）

是它的优势级数 在这情形 ， 按照定理 3,"级数” 当 k ----t oo 时可 以逐项取极限 因 为 ， 当 k <n

时 ， 这级数的第 (n+ 1 ) 项等于 0, 对于所有 K 诊n, 则有形式

� (1- ¾) · ·· · ·(1 — n : 1 ) 

xn 

那么 当 K 一 oo 时它的极限为 — － 用这样的方法 ， 我们又得到 了指数函数 护 的展开式n! 
7) 根据棣莫弗公式 我们 已 在 408 目看到公式

m-1 m(m - l ) (m -2) Sill mz = m cos z . Sill z -
1 - 2 - 3 

cosm-3 z · sill3 z + ·  · 

©记住 ， 在定理 3 中讨论的变屈 x 的变化域 X 可以是任意的， 特别 它可以是 自 然数列 （就是
a = +oo) 



· 382 ·  第十二章 函数序列与函数级数

我们证明 正是由此可得到函数 sin x 的幕级数展开

令 z = 王 并把 cosm 王 提到括号外， 上述公式可改写为
m m 

,;n x � cm'" ;;'; { mtg卢 - (l - 卢） (1 - 点） (mt
:; 点）s + } 

把 x 看作是不变的 ， 在等式右端令m一 oo 而取极限

[439] 

也 也
因为 cos= - 一 1 [例如参看79,4) 当 入 = O] ，而mtg — 一 也， 于是在极限中事实上便得到m m 

所要的展开 [4 04, (12 )]

sm x = x - — + · · ·  
3! 

仍需说 明括号中能逐项取极限的理由， 括号中当对每个m项数是有限的，但 随着m的增长， 项数

是无限增长的［与 6 )比较］
设取 x 含 于 - -mo7T 与 + _!_mo?T 之间， 假定m>m。 容易证明表达式mtg王 的绝对值随2 2 m 

m的增长而递减 ， 因此是有界的：

X X 
mtg— � L  = mo tg - (m > mo ) 

m mo 

在这种情况下 ， 括号 中的展开式 以收敛级数

L3 
L + — + . .  

3! 

为优级数 正如上一个例子那样， 论证完成了
类似地可 以得到 cos x 的幕级数展开 ．

附注 例子5 ),6 ),7 ) 详细转述了欧拉在其 《 无穷小分析引 论 》 中的初等函数展开的结论

8)证明
00 

(- 1r-1 沪
(a ) 

X呼。L n
·

1 + 沪 = � ln 2;
n= l 

00 n 

(6 ) l im ( 1  - x ) L(— 1r- l X 
= ! ln 2 

X一1-0 1 - x2n 2 
n=l 

( - l )n-1 沪
(a ) 设 0< X < 1 ;  因为级数区了 收敛 而因子 以 1 为上界，且当n增加

n l + xn 

时单涸下 降 ， 那么应用阿贝尔判别 法 ， 即知级数对于在 (0,1 )中所有 x 一致收敛． 当 x 一 1 - 0

时 ， 逐项取极限（定理 4), 我们就得到所要求的结果

(6 )设这里 0< X < 1 ,  就有

立- 1r-1 (� 一二尸 ＝ 立- l )n-1
1 + X + x2 :

n 

. . .  + x2n-l 
n=l n= l  

在这里级数 ��(- l )n-1 不收敛 ， 但 它的部分和有界 另 一方面，n增加 时因子

也
n 

1 + X + . . .  + x2n-l 
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不但单调减小 ， 而且对在(0,1)中的 x 一致趋近于 0, 因为

xn xn xn 
< < = _!_ 

1 + x + ·- 十 x2n-1 1 + X + . . .  十 了兀- ) nxn n 

在这情形应用狄利克雷判别法 ， 即知级数一致收敛 ， 故当 x 一 1 - 0时， 允许逐项取极限 ， 等

等
9 )说 到幕级数时 ， 我们总是默认它的项是按照升幕排的 如果是在收敛 区间的 内 部，这样理解

与否 尚无关系 ， 因为级数绝对收敛 可是例如阿贝尔定理等 若缺少 了 这一条件就会变成是不正确

的 了

在级数
沪 沪 x3 泸 泸

x - — - - + — - - - — + . . .  
2 4 3 6 8 

上骑算 一下 ， 这级数是从对数级数重新排列项得来的 ［参看 388, 例 l )]

10) 给一个阿贝尔定理 [ 392] 在级数乘法 问题中很有趣的应用

考虑两个收敛级数
CO 

A =  1= 妇
n= I  

(A) 

CO 

B =  1= 加
n= l 

( B ) 

假设这二级数的乘积 （柯西）
00 

C = 芒 心 (C ) 
u = !  

同样收敛 ，这里Cn = a 1 bn + · · • + a 九 拓 需要证明

A - B = C. 

从级数(A)的 收敛性， 首先按照第 379 目 引理 ， 我们断定级数

CO 

A(x )  = L 妇xn

n= l 
(A勹

在 X < 1时绝对收敛，所以这个级数的收敛半径 R 诊 1 这样 ， 在任何情形都有关系式

00 

l im A(x ) = A = 
x—• l -0 

X 知 ，

n= l 

就是 当 R = l 时 ， 根据阿贝尔定理 当 R> l 时， 根据定理 2°[4 37] 如果类似地考虑级数 （ 当

X < l 时）
CO 

B(x )= L 加沪 ，

n= l 
CO 

C( x ) = L 环xn ,
n= l  

(B* )  

(C* )  
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那么关千级数 ( A* )所说 的那些， 对千它们都对，
现在把柯西定理应用 到 绝 对收敛级数 ( A* ) 与 ( B) 我们 就有

A ( x ) · B(x ) = C(x) 

为了得到要求 的结果
A - B = C, 

只需 当 x 一 1 -0 时， 取极限

440. 级数的逐项求积分的例

1 )级数 �':=o
( -It 的求和可以这样 进行 ：3n+ 1 

CX) C丈｝

区 ( -l)n = Jim 汇 ( -lr X3n+l  = Jim 
X 00 

[440] 

d 3n + 1 , 一 , -o n�
:

3n + l , 一H 1 兰-
l)nx'"dx

＝ 』尸 。1 1 ! 二 =
x煦 。 甘 In

x�
x

一十二 ＋ 言arctg
2x

J3 
1 + 

6� }  
介

＝ 了 ln 2 + 3 3灯

我们首先应用阿贝尔定理 ， 而后是 应用幕级数的 逐项积分 [4 37,6° ;4 38 ,7° ]
2 )在 区间 [O, x] ( 此处 lx l < 1 )上，利用级数

1 
=l - x + x

2 - · ··+ ( -l )n-1 xn-l + · ·· '  
l+ x 

1 + x2 
= 1  - X2 + X4 - . . .  + ( -lr-l

x
2(n-l) + 

的逐项 求积分 ， 立 即得到展开式

I
x dx = ln(l + x ) = x - 三 十 三 ＿

l+ x 2 3 。
X + ( -l )n -1 — +  
n 

I
x dx 

= arctgx = x 一 三 十 三 - . . .  + ( -l )n -1 X2n -l 
+ 

1 + 产 3 5 2n - 1 。
这些在 405 [参看 ( 1 7 )] 与 404 [参看 ( 1 5)] 中是用 比较复杂 的方法 得到的 由 阿贝尔定理 [4 3 7 ,6°]
的帮助， 说 明第一个展开式在 x = l 时是 对的， 第二个在 x =士1 时是 对的

3) 如 果回想一下 ， 函 数 arcsin x 的导 数 展开成 以 下形式的级数 [407(24 )]二
1 

00 
(2n - 1 )! !  

二 = 1 + 区 2n! ! 产 ( -l <x <l),
n=l 

那么利用这级数的 逐项 求积分很容易得到反正 弦 函 数本身 的展开式（这对我们是 新的）

I
x dx 

= 

。 二 = arcsin x = x + 汇 ( 2n - 1 )! ! . x2n+l 

2n! ! 2n + 1 n=l 
( -l<x <l). 
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因为这级数对 x = 士l 也收敛[37 0 ,5)( a)]心那么按照阿贝尔定理， 展开式对于这些值也是对的

特别 ， 当 x = l 时， 我们有数 T 的级数

i = 1 + f ( 2n - 1 )! 1  1 
2n! ! 

·
2n + 1 · 

n= l 

同样 ， 展开导数

[!n ( x +  /了二巨）］＇ ＝ 1 
尸

成级数， 再逐项求它的积分， 我们得到展开式
00 

ln ( x +  Ji二） = x + 叉( - 1) n ( 2n - 1 )! !  X
2n+ 1 

2n! ! ·
2n + 1 ( — 1 冬 x 冬 1)

n=l 

运 为 数不是别的 ， 而是 Arsh x, 就是 sh x 的反函数[49,4) ; 3�9 ,  附注］
4) 由 于级数逐项求积分的帮助， 我们可 以把那些 不 能表示成初 等 函数的有 限形 式的积分， 展

开成无穷幕级数 ［参看 227] 这些展开式在近似计算中是可以利用的．
如从 已知展开式

2 4 2n 
e-x2 = 1 - 已 十 三 - n X 

1 1  2 1  
. . .  + (-1 ) — + . . .  

n' 

出发 ［参看 4 04( 1 1 ) ] , 我们求 出

I艾
e_,. 2 心 = x 一 三 十 上 三 - ·+ (- l f 』 X

2 n+l
+ 。 3 21 5 叫 2n+ 1 

我们提帛这个问题 计算积分

W = /

1 

e气 2

d x

的值准确到 0.000 1 取积分的上限等千 1, 我们得到 W 的一个项的绝对值递减的交错数项级数

1 1 1 1 1 1 1 
li = l - - + — - — + — - + - + 3 10 42 216 1 320 9 360 75 600 

因 为第八项 已 经大大地小千给定的限度 ， 所以我们 只 保 留前七项 对应的误差 （负的）A 很容

易估计

： 其实 级数 l + L了�l

lll l  < 1 < 三75 600 105 

(2n - 1) 1 1  1 
(2n) ! !  2n + 1 的收敛性现在可 以更简单地证明 对任意 rn , 有

m 

x + L (2n - l) ! !  x加+ 1
• < arcsinx  < 产 ．

(2n) ! !  2n + 1 2 
n= l 

现在使 x 一 1 而取极 限 得到

l + 产 (2n - l) ! !  . 1 7r 

(2n) ! !  2n + 1 乏 一 ，
n= l 

由 此 [3 65] 推出所求



·386 · 第十二章 函数序 列与函数级数 [440] 

计算其他的项 到第 五位小 数 ， 我们有

1 + 点 = 1 .100 00 

1 
216 
— = 0.004 63(-) 

1 

9360 
= 0.000 1 1 (-) 

1 . 104 74 

1 
3 
- = 0.333 33(十）
1 

42 
— = 0.023 8 1 ( -) 

1 
1320 

= 0.000 76(-- )  

0.357 90 

1 . 104 74 
- 0.357 90 

0.746 84 

如果计算全部误差 ， 则有

0.746 81 < Ii < 0.746 85 , W = 0.746 8· · · 

四位小 数 完全正 确 ［比较 328,5)]
5) 同样 ， 因为 ［参看 404(12)]

sm x x 2 X 4 2n-2 — = 1 - — + — - · . .  + (-1) n - 1  X 十 ． ． ．
X 3! 5! (2n - 1) ! 

所 以

I
x sin x心 =x - 三 十 三 ＿ 工 加 - 1

X 3!3 5 !5  
． 十 (- 1r- 1 ,- " ' "- ＋ 。

我们提 出 ， 由这展开式的帮助 ， 计算积分

x
 

d
 

x
 

n
x

 

.l
 
s

 

丁

l
 

＝
 

µ
 

的值 准确 到 0.001 .

取 X=11", 就有

1 3 1 5 1 7 1 µ = 'Ir 7r + 9 1 1 1 - —7r + —7r - 7r - 7r + ··· 
18 600 35 280 3 265 920 439 084 800 

这又是一个项 的绝对值 递减的交错级数
因为第六项小千 0.000 7 ,  那么我们只计算五项 计算到 四位小 数

1r = 3. 141 6 (-) 

1 
600 

产 =0.5 10 0(十）

1 
3 265 920 产 =0.009 1 (十）

3.660 7 

考虑到误差， 我们得到结论 ：

1 —1r3 = 1 .722 6(-) 18 
1 

35 280 
1r 7 = 0.085 6(十）

1 .808 2 

3.660 7 
- 1 .808 2 

1 .852 5 

1.851 7 <µ < 1 .852 7, µ =  1 .852 土0.001 .

6) 我们提出把积分

(a) 1

1 

arc:g x dx, (6) 1

1 

x-xdx 
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表示成级数的问题

(a) 回想一下反正切 函数的展开式， 就有

/
1 arctg x 

dx = 
1 1 1 1 

X 1 (l — ；沪 + ¼x4 - 扫 + · · · ) dx = l - 沪 十 孕 －
卢 十

因 为在积分号下的级数在 x = l 处收敛， 那么就允许逐项求积分 [438,7° ] .
我们 已经提到过 [328,6)] 所谓 “卡塔兰常数” 的这个积分的值

G = 0.915 965 · · · 

现在我们看到
00 

G = 区 (-l )n- 1  

(2n - 1)2 · 
n=l 

(6) 把被积表达式写成 e - x ln x 的形式 ， 展开它成指数级数

00 

X 一 x = l + L (- l)n 
沪 In气 ©

n! ， 
n=l 

· 387 · 

这级数对千 O < x 冬 l 一致 收敛 因 为 函 数 lx ln 叫 的最大值是 － （很容易用微分学的方法算 出 来

的） ， 所 以 可 以 写 出 优级数

因此可 以逐项求积分 因 为 [312,4)]

00 (叮
又 :!
n=1 

/
1

沪 lnn xdx = (- l) n n! 

。 (n + l)n+ l ' !. ,nt 
I , t Jh. ,- �  ” 

那么最后

l x 女dx � %;,,:'" I 。' .. •' 

7) 我们有展开式 [414,8)]

此处设 x =

arctg x = 
x 产 (2p) ! !

(
x2 P 

1 + 正 (2p + l ) ! ! 1 + 沪
) (0 冬 X 冬 1)

p=O 

y y 
二 ， 并且考虑到 arctg

厂
= arcsin y [50] , 求 出 ：

00 
arcsin y  (2p) ! !  2p+1 1 

二 心 (2p + 1 ) ! ! 
y (O � y � 石p=O ） 

从 0 到 y 积分这个等式 ， 同 时右端是逐项积分．

1 
( . ) 2 

oo (2p) ! ! y2p+2 
co [2(m - 1) ] ! !  y

2m 

2 
- arcsm y = 区 (2p + l) ! !  2p + 2 = 区 (2m - 1) ! ! 2m p=O m=l 

© 当 x = O 时 ， 级数的项从 n = l 开始都用极 限值来代替 ， 就是 以零来代替
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这个结果可以改写为

1 
当Y = - 时， 由此得 出 ：2 

第十二章 函数序 列 与 函 数级数

2(arcsin y )2 = ) 
[(m - 1) !] 2 2m (2y )  •--' (2m) ! 

叮,=l

oo [ (m - 1 ) !] 2 产区 (2m) ! 飞m=l 
但是 我们 已看到 [ 395, ( 13) ; 同样可参看 416] ,

产 』 00
m - 1 )平

n=l 
n2 = 3 L 

[ (
(2m) ! ' rn= l 

于是最 后得

立� = in=l 
我们将不止一次地回到欧拉的这个 有趣的 结果
8) 计算积分

I = /

1
ln( l + x) dx 

X 

如 果利用对 数级数 [405 ( 1 7 )] ,那 么我们得到被积函 数的展开式

1 1 1 2 n- 1 1 n- 1 - - x + -x - ·· ·+ (-1)  -x + ··· 
2 3 n 

这级数在整个 区间 [0, 1] 中 成立 逐项求积分 ， 我们得到

I =l 1 1 n-1 l n-1 l 沪
勹

- ··· + (-1 ) 声 + . .  ·=L ( —1) 百
n=l 

我们刚刚建立 了 等式 (4) ; 由此式 得 出 ©

f (- �2

n-l 
= 归 - 2 产 ( 2:) 2 = f 

n=l n=l n=l 

这样 ， 我们 就达到 了所要求的 积分的 “有限＂ 的 表达式 I = — -
介-2 

12 
9) 设要求积分 ( a l< 1)  /1r ln( l  + a •  cos x) dx 。 COS X 

的值 （当 x = � 时 被积表达式的值 认为是当x ---> % 时的 极 限值 a)

1 2 
© 就是在 420 ,6) 与 422 中将证 明 艺了 一 ＝ 二 ， 而 由此 即推 出n2 6 

产 (-�厂 ＝ 归 - 2 立三 f

[440] 

(4) 
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利用对数的展开式， 就有

ln(l + a cos x) = a + 产 门）
n a

n+l 
COSn X , 

cos x n + l 
n=l 

而且这级数在 区间 [O, 叫 上一致收敛 注意 [312 (8) ]

1

1r 

cos2m-l xdx = 0, 
.
i

1r 

cos2= xdx = 2 1
号

cos2= xdx = (2�;�
}) ! !  7r 

逐项求积分得到

1" ln( l  
;0::

os x) 
dx = 1r { a + �

(2��
! !

1 ) !
! . 

2
a
; 勹｝

所得到 的级 数 即 反正弦函数的展开式 ［参看 3)] . 这样最后得到 （有限形式！）

/
1r 

ln( l + a cos x) 
dx = 1r . arcsm a. 。 COS X  

10) 我们考察展开式 ( lr l < 1)  

1 - r2 co 
= 1 + 2 区 尸 • cos nx. 

1 - 2r cos x + r2 
n=l 

证明 它并不难 ， 将分母 1 - 2r cos x + 产 乘到右侧 ， 我们便得

co co co 

· 389 · 

(5) 

1 - 2r cos x + r2 + 2 L 产 cos nx - 2 L 产 2 cos nx · cos x + 2 L rn+2 cos nx 

1 1 1 

如 果 以 cos(n + l)x + cos(n - l)x 来代替 2cos nx • cos x, 第二个和就对应地分解为二， 那么经过

消去后 ， 只余下 1 - 产 这就完成了证明

由 于级数 艺尸 lr l n ( T < 1 ) 的收敛性 ， (5) 式右边的级数对 x 在 区间 [-1r, 1r] 一致收敛 现在

在左边右边都取从 -11" 到 T 的积分 其中级数是可 以逐项求积分的 （定理 5) 因为 f�1r
cos n1rdx = 

0 那么我们得到

：参 考 309.8) ] .

1: l - 2�::: + r2 
dx = 21r 

同样 等式 (5) 的两边乘 以 cos mx(m = 1 ,  2 , · • · ) , 再逐项求积分， 很容易得到

!
1r cos mx 

dx = 211" 产1 - 2r cos x 十 产 1 - r2 · 
- ,r 

这里利用 了 已知的结果 [309 , (4) (r) ]

1: cos nx cos mxdx = { � 
当m # n时 ，

当m = n时
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1 1 ) 如果在等式 ( 5) 中 ， 把 l 移到左边 ， 再两边除 以 2r, 那么得到

COS X - T  n- 1  = LT cosnx. 
1 - 2r cos x + r2 

n=l  

[440] 

此时 ， 任 意 取定 x,而 把 T 当作以 ( -1 , 1 ) 为变化域的变最 把等式的 两边对 r 从0 积分到 区间
上任意的 r ,而 右边的幕级数 逐项求积分， 因为左边 的分子乘上个常 数 就是 分母对 T 的 导 数 ， 所

以 就得到

ln ( l - 2r cos x 十 产） = -2 产 � cosnx ( 日<1) 
n=l 

现 在重新取定 r, 而 x 可从 0 变到 T 显而 易见， 右边的级数对于在这区 间 上 的 x 是 一致收
敛 的 ， 所 以是 许可逐项 求积分的（ 定 理 5 ).积分之 ， 就得到积分

J
而

ln ( l - 2r cos x + r2 )dx = 0 ( lr l  < 1 )  

［ 比较 307 ,4 ); 314 ,14 )] . 因此 ， 像我们 已 经看到过那样 ， 容易得到当旧 > 1 时积分的值
1 2 ) 依赖于 x 的积分

Jo ( x) = 3_ J号
cos (x sin 0 )d0 

介． 。
2 xn 号

Jn ( x) = 
(2n - 1 ) 1 1 7r 1 cos (x、 sin 0 )  cos江 0d0 ( n = 1 ,  2 , · · · ) 

表示所谓的贝塞尔 函 数 ［参看 395 ,14 )] . 以 x sin 0 的幕次展开被积表达式 ， 再逐项求积分 ， 就很
容易得到我们所熟知的这些 函 数 的 x 幕级数 的表达式

例如 ， 积分级数

并利用公式 [ 3 12 ( 8 )]

00 

cos ( x  sin 0 ) = l + 区 ( -l)k
x sm 2k • 2k 0 

2k! k=l 

J号
sin2k 0d0 = (2k - l )! !  · � 

。 (2k )! ! 2 ' 

我们得到带有零附标 的 贝 塞尔 函 数
00 

X 2k 
归）= 1 + 叉 ( -It (k沪 22k

k=l 

13) 我们 已 经碰到过所谓第一种与第二种完全椭圆积分 [ 3 15 等等］

� 
K ( k )= 1号 二 E ( k ) = 1 二二已

我们提 出 把它们用 模 数 k(O < k < 1 ) 的 幕次展开的 问 题
以 x = - k2 sin2

'P 代入第 407 目 的公式 (24 ) 中 ， 得到

1 
00 

✓ = 1 + 区 (2n - 1 )! !  炉n . sin2n 
1 - 炉 sin2

'P
加! 'P ·

n=l 

( 6 )  
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这级数对千 中 是一致收敛的，因为对千所有的 中 值 ， 有收敛的优级数

00 
1 + 汇 ( 2n - 1) ! ! 

2n! ! 
k气

n=I 

因 此 ， 按照定理5, 这里可 以逐项求积分，我们就这样来做 重新利用公式 ( 6) , 由此就得到

K (k) = 1号
三 = % { 1 + t [ ( 2

� 心 ，
l ) ! ! r

同样 ， 从第 4 07 目的公式 ( 23) 出发， 得到

7 00 2 
E(k) = 1 Ji"-=-二心 = i { 1 - � [ 

( 2
�:,? 

! 
] 

这些级数同样可 以应用在近似计算方面．例如 ， 考察级数

k2n } 

k2n 

2n— 1 }  

E 尸） ＝ 气 － 』 ＿ 上 _ 5 _ 175 _ 441 _ 
迈 2 8 256 2 048 262 144 2 097 152 ) 

如果只保持所写出的几项 ， 那么对应的误差是负的 ， 并估计如下

凶 1 1 ! ! 2 1 
< (三 1l . 26 ( 1 + � + · · · )  < 0.000 24 

我们可以期望准确到三位小数．实际上，计算五位小数， 就有

九口

2 
- = 1 .570 80( - )  

1 .570 80 
- 0.2 19 97 

1 .350 83 

1 .350 57 < E (言） < 1 .350 85 , 

7r 1 
2 8 
一 · - = 0. 196 35 ( - )  

7r 3 
2 256 
— ·  — = 0 .018 41 ( - )  

7r 5 
2 2048 

1r 175 
2 262 144 

1r 441 
2 2 097 152 

= 0 .003 83 ( 十）

= 0.001 05( -) 

= 0 .000 33 ( 十）

0.219 97 

E (勹 = 1 .350 . .  · [比较 328, 4) ] 
迈

· 391· 

需要说明的，就是实际上只有 K 的值很小时 ， 上述的完全椭圆积分 K (k) 与 E(k) 的级数对千

计算才是很有利的 但 是有一类变换存在， 可 以把所说的积分化成任意小的 K 的情形 ［参看 315] .

14) 为了计算积分

！号 E( hs in 0) sin 0d0 。 1 - h2 - s in 2 0 
( 0  < h < 1 ) , 

可以利用所得到的 函数 E(k) 的展开式



392 第十二章 函数序 列与 函数级数 [440] 

首先 ， 容易验算展开式

1
E
�
k

�2 = 芸 { 1 + Gr 3k2 + c : : r -5k4 + ( � : ! : �r 
= i { 1 + 文 c

2
�加 ，

l )! !r .  (2n + l )k2n
} 

n = l  

7k6 + 
、
_

成立（例如 ， 等式的右边乘以 1 -k勺．
代入k= h sin 0 , 再乘以 sin 0, 我们可以对 0 从 0到 了 逐项求积分 ， 因为所得到的级数在这2 

个 区 间 一致收敛（例 如 上 面的级数当k= h 时是它的优级数）．因为[312 ( 8)]

！号 sin2n+l 0d0 = 匈 ！
。 ( 2n + 1 )! ! ' 

所以 ， 我们求得

/
1 E ( h - sin 0) 1r 1 1 - 3 1 ·3·5 。 1 - h2 - sin2 。 sin 0d0 = 2 { 1 + 产 +

2 · 4 
h4 

+ 2 · 4 · 6
胪 ＋ ｝

= � {  l + t ( 2n2
�

! !

1 )! ! h2n
} 

比较括号 内 的表达式与第 4 0 7 目 的公式 ( 24) , 我们得到未知 积分的值的有限形式

/
7 E( h sin 0 ) 1r sin 0d0 = — · 

1 - h2 •  sin2 0 2 二'

15) 最后，我们考虑 当 X ) Q 时把函数 y = arcs in (l - x) 按照 x 的幕（但不是整数的） 展

开的问题©

我们就有（利用二项式级数）

/ 1 1 1 
y = - = - 一一一 ．

Jl - ( 1 - x)2 迈； 二
= --上 { 1 + !x + 2-x2 + • • • } = - 上勹 - 1 

x ½ - 3 
x � -

J玩 4 32 喜 4迈 32迈

并且，如果去掉在 x = O 处趋 向 千 oo 的第一项 ， 级数在任意 区 间 [O, x] 上是一致收敛的， 其 中

Q < X < 2. 第一项的原 函数是 - y'2x 令 ， 对于剩余的级数 ， 我们可以用逐项求积分的方法来得到原

函数 因为在 x = O 处 y = 巴 ， 所以最后我们得到这按照 x 的分数幕的展开式（对于 O ( x < 2

成立）：
2 

7f 1 1 3 
y =  - - 迈卢 - X 弓 ＿ 3 §_ x 2 -

2 6迈 80迈
同样得到展开式

arcsin F = h { x 少 丛 � - � x� - �x � +1 + 沪
＋ 

3 5 7 

、

�

对于 O (x < l

©这里按照 x 的正整幕的普通型式的展开式是不可能的 ， 因为否则按照第438 目的定理 90 , 我
们的函数在 x = O 处是要有有限导数的 而事实上并没有
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4 4 1 .  级数的逐项求导数的例

1 )重新 回到函数 ［参看 39 0 ,6 ); 4 39, 3) ]  

y = E(x )  = 1 + 文 �,
n=l 

现在我们 很容易求得它的导数 ； 这 只而逐项地对上 面的级数求导数 即 可 [4 38 , 8° ] . 我们得到
E'(x) = E (x ) 所 以 我们所考虑的函数满足嗷分方程 矿 = y 由此 y = Cex ; 因为在 X = 0 

处显然 y = 1 ,  所 以 最后我们 找到 E(x) = e气

2 )可把相同的方法应用 于确定二项式级数

Y = f(x )— l + mx +
m ( m - l )x2

十 十 四� -.1 )� ·-(m —n+ 1) 沪 ＋
1 · 2 

［这次 m 是固定的 ， 而 x 在 区间(- 1 , 1 ) 内变动， 与 439,4 )比较］ 对它逐项求导数，得到

(m - l) ( m - 2 ) 2 (m - l )(m - 2 )- · · (m -n) n J' (x) = m { l + (m - l)x+ x + ·· 十
1 -2 l - 2 ·· ·· ·n x + · · · } . 

现在不难证实(!)

( 1  + x )· f '(x ) = m ·f(x) 

于是这个函数满足微分方程
(l + x ) · y '= my 

由 此

y = C( l + x )= 

困 为显然 当 x = O 叮 y = 1 则 帛数 C = 1 最后

y = f(x) = ( l + xt' 

3)我们 巳知狄利克雷级数的和 [ 385 , 3) ]
00 

卢）＝ 叉 竺nX 
n=l 

对 x > 入（其 中 入 是收敛边界点 ，入 <+oo )是连续函数 [ 4 39 ,2)]

可 以用逐项求导数来求这个 函数的导数：
00 

召 ( x) = - 叉 竺 Inn (x > 入）nX 
n=l 

二 当用 l + x 去乘 J '(x) 时 ， 必须应用 二项式系数的性质
( m - l) ( m - 2) 

此式是著名的关系式

的特殊情形

1 ·2 ·  
( m - n) ( m - l) (m - 2) - · · (m - n + l) 

＋ · n l - 2 · · · · · (n - l )  
m(m - l) · · • (m - n + l) 

1 · 2 •  · · · · n  

竺- 1 + c� 飞 = C盓
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我们暂时还 只是形式地得到这个结果．为了证明这样做合理，只需证实这后一级数对所有适
合 X � Xo 的 x 是—致收敛的， 其中 Xo 是任意 （但是固定的）大于 入 的数．这可如同 4 39 目的

lnn 
2)中那样 ， 借助阿贝尔判别法来建立 ， 根据因子 从n= 2 开始随n的增长而递减 均 以数nx-xo 
In 2 为上界 无论取怎样的值 x > 入，它都可置千 x '> 入 与 x" > 矿 之间， 可应用定理 7 [4 35] 

千区间 [x ', x" ]
用这样的方法可以证实函数 cp( x) 的各阶导数的存在性并且得到其级数形式的表达式
特别地 ， 所说过的可应于黎曼 ( 函数 （当 X> 0) 

如） ＝ 叉 nx 

4) 我们 巳 经碰到过带有零附标的贝 塞尔函数展开成幕级数的展开式

[395,14) ; 4 4 0 , 12) ]  

CX> 
X 2k 

Jo( x) = l + 区- It(k甲 22k
k= l  

现在我们证明这个 函数适合贝 塞尔微分方程

设 u = J,。( x) , 就有

xu" + u '+ xu = 0 

XU = 叉( - l ) k-1

k=l 

( 2k) 2 
2k-1 

· X 
(k! )2 . 22k 

然后把 u 的展开式逐项求微分二次，
CX> 

u '= 叉(- l) k 2k 坏-1
(k平 . 22k · X 

k=l  
， 

文

II k 2k(2k- l )  2k-l 
XU = 区(- 1 ) (k平 22k . X 

k=l 

如 果把这些等式相加 ， 那么 X2k-1 的系数等千

( — 1t [2k( 2k - 1 )  + 2k -( 2k产 l = o, 
( k!) 2 . 22k 

这就证明所要求的断言．

同样可以验证带有任意 自 然数附标的贝 塞尔函数 Jn( x) 与前面一样的适合一般的贝 塞尔方

程
沪u" + xu '+ ( x2 -n沁 = 0

5) 问题的另 一提法大可注意 设求可对所有的 x 值展开成幕级数 ， 并且适合贝 塞尔方程的所

有 一切 函数

我们来看， 例如 ， 最简单的情形n= O 我们把未知 函数的展开式写成待定系数的级数

U = 产 吓xm

==0 
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的形式 ， 并且认为它是处处收敛的，我们逐项微分二次 把所有这些展开式代入方程，我们得到

按照定理 3° [ 4 37]

00 

a 1  + 区 (m2妇+am-2)Xm-l = Q 
m=2 

a 1 = 0 ,  m2 a m. + a m-2 = 0 (m = 2 , 3, · · · ) . 

由 此 ， 首先，带有奇 附标的系数 a 2k-1 = O(k = 1 , 2 , · · · ), 至于带有偶附标的系数 a 环，按照递推
公式都可以用 a 。 来表示

吵 = (- 1 ) a 。
(k!)2 . 22k . 

这样 ， 只 差个任意因子 a o , 我们又得到函数 J。 (x)
这所得到的级数可 以直接验证为处处收敛．从其得出的方法就可 以看出其所表示的 函数适合

方程

［读者要注意到待定系数法的特殊的应用法 ， 此处我们所有的巳 经是这些系数的无穷集合了 ，

就必须要利用幕级数恒等定理 以代替普通所用的多项式恒等定理］

6 )高斯引 进 函数

u = F(a, f3 , 'Y , x ) 
CX> 

= 1+ 叉
叩 + 1 )· · • (a 十n- 1) · (3((3 + 1) • • · ((3 + n - 1 )沪n片('Y + l) · · · ("/ +n- 1 )n= l 

［超几何级数， 参看 372; 378, 4 )]二次逐项求这级数的导数（当作 lx l < 1 ), 可以证明，这 函数适

合所谓超几何微分方程

x(x — 1 )  u" - h - (O'. + (3 + 1 )  x] ·u '+ a(3 · u = 0 

这里留 给读者一些繁重的但是不困难的计算．这里也可以 变更一下问题的提法 ， 就像例题 5 )
中所做的一样．

7)我们用等式
CX> 

f(x) = 叉 ：
n= l 

来定义对千 O ( x ( l 的 函数 f(x ). 我们要证明，当 O < x < l 时这 函数满足有趣的函数方程

f(x) + f( l - x ) + ln x · ln( l - x ) = const 

只需要证明左边的表达式对 x 的导数恒等于零 ：

1 1 J '(x) - f气 1 - x) + - ln( l - x ) - —— ln x = 0. X 1 — X 

逐项求定义 函数 J(x )的级数的导数，我们得到

卢）＝汇
x

n= l 

n-1 1 = - - ln( l - x) ;  
n X 
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把 x 换成 1 - x, 我们得到

j '( l  - x) = - ln x. 1 - x 

这就完成 了 证明

8) 在 4 0 0,4) , 管 研究过无穷乘积

订 cos 芦 = sin <p 伈 -=I 0) 
华）

n = l  

假设 0 <'P < 了，首先把这个等式取对数[4 0 1 ,4° ] :2 

产ln cos 羞 =ln s in <p - In 饥
n=l 

然后将所得级数逐项求导数·

文 �tg羞 = t; - ctg<p 
n = l  

因 为由求导数所得级数 以收敛的几何级数为优级数 ， 所 以逐项求导数是合理的

9) 在 4 08 中 ， 我们看到了把 sin x 展开成无穷乘积

取绝对值，因此我们得到

Slll ,T = X fr ( 1  - n二）
n=l 

00 2 X 
I s in xi = lx l IT 1 - —— . 

沪产
n=l 

如果 x 不取 妇(k= 0, 士1, 士2 , . . . ) 形式的数值， 那么取对数， 我们就得出无穷级数

00 2 X In I s in xi = In lx l + 叉 In 1 -
n=l 

逐项微分我们就得到这样一个展开式

祒产
．

COS X 1 2X 

盂
= ctg X = 豆 ＋汇 泸 － 妇

n = l  

[441] 

为 了验证这个， 只需要说明， 这所得到的级数 ， 在任意不包含 妇 形式的点的有限闭 区 间 中 ， 一致

收敛 事实上， 当 x 在这种 区 间 上变动时， 它的绝对值是保待有界 的lx l < M 所 以 ， 至少对丁
M 

n> 一 ，
九口

因 为级数

2x 2 x i  2M = — < 
泸 － 祒产 忙产 — I x 2 祒产 - Af2 '

f n气；勹炉
n > 号

收敛 所以借助于魏尔斯特拉斯判别法 ） 就得到所要求的结果
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ctg X 的展开式可 以具有形式
00 

COS X 1 1 1 
sin x 

= ctg x = i + � ( x  - n1r + x + n1r ) ; 

这乃是 ctg X 对应千分母 sin x 不 同 的根 0 与 士n1r的 部分分式的展开式．
按照公式 tg X = -ctg (X -一 � ) , 可 以得到 tg X的部分分式的展开式

00 1 1 00 2x 
tgx — 一� (, _ 2n 

;-
I x  + 

x + 2n 
;-

1 x ) �
- � x' _ (2n - .i)罕

同样 ， 如果利用公武
1 1 X X 

sin x = 2 (ctg2 + tg2) ' 
1 

可 以得到 一一 的展开式sm x 

1 = 1 1 �、 2x
= 』 ＋ 叉(-l)n 1 + ( x - n1r x + n1r ) = 豆 ＋ 心-1)九

沪 － 归sm x 
n=l n = l  

逐项求 ctg X 的展开式的导数 （让读者证明这是许可 的） ， 我们还得一个有用 的展开式．
00 

sin气
＝

歹 ＋ 区 ［ （
n=l 

x - 卢）2 + 
(x + 陑）2

] 

10) 如果从 sh x 的无穷乘积表达式出 发 [400] , 那么类似的可 以推出展开式

1 = 
cth x = - + 叉 盆

x 沪 ＋ 祒产 ＇
n=l 

1 = 

sh x = i + 叉 (- 1r x2 :� 气2 等等
n=l 

1 1) 对于函数 r(x) , 我们在第 402 目 中 引 进魏尔斯特拉斯公式 ［参看 (16) ]

1 = 沈 ＿ 王

r(x + l)
= e

Cx
II ( i + ;; ) e n 

n = l  

考虑到 r(x + l) = x - r(x) , 并且取对数， 就容易得到 （这里 x 不等于 0 与负整数）

ln lr(x) I = - ln l x l  - Cx + 文 （芒 - In 1 + 芒｀ 
n= l 

逐项求级数的导数， 由此我们形式上得到

r'(x) 1 = 1 1 
r(x) 

= - 豆 - C + � ( ;;; - x + n)

· 397· 
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现在我们要证明 ， 右边的级数在任意有 限 区 间 （不包含负整数）上一致收敛 实际上 ， 因为对
丁这些 团 保持有界的 lxl < M, 所以，至少对于n> M 就有

lx l  M 
;

-
x +nl 

= 
n(n+ x) 

< 
n(n— M) 

因为级数 艺了� M
M 

n(n- M) 
收敛 所以， 按照魏尔斯特拉斯判别法，一致收敛性是成立的 我们

就得以引用第 4 35 目 定理 7 , 而且用这来证明 In jr(x) I 的导数的存在，因而 ，r(x) 的导数的存在

等等

把级数

1 + 文 (n : 1 - 订 = 0
n=l 

00 

加 到所得到的公式的右边 ， 就将公式化成以下形状

f' (x) 1 1 
f(x) 

= - C + � 厂 - X + V )  

很容易说 明 函数 厂(x) 的任意级导数的存在

4 4 2. 隐 函数理论 中 的逐次逼近法 为了表 明 函数级数 （或序列） 的理论的功用 我 门 重 祈
考虑关千隐 函数存在的问题 [2 0 6等］． 我们 限制 千最简单的一个方程

F(x, y) = 0 (7) 

的情形 ， 其中 y 应定义作 x 的单值函数 此时我 ff]采用逐次逼近法 ， 这方法使我们不仅可以鉴定

这 函数的存在，而且可以给出关于它的实际的计算

设函数F(x, y) 与 它 的 导数耳 (x, y) , 在 以 (xo , Yo ) 点 力 中 心 的 某 正方 形

中 连 续 ， 并且

V = [xo - LJ.,  xo  + LJ.; Yo  - LJ.,  Yo + � ] 

F (xo, Yo) = 0 ,  但 启 (xo , Yo) -/= 0, (8) 

则方程 (6) 在 (xo , yo) 点 的 附近把 y 定义为 x 的 单值与 连 续 的 函数， 并且在 X = Xo 处等 于

yo . 
为了方便 ， 我们先考虑方程 (7) 有

Y = Yo + cp(x, Y) 

形式的特别情形 ， 这里函数 中 与 凶 同样适合连续性的条件， 但条件 (8) 替换为

叭xo, yo ) = 0, 心 (xo, Yo ) I < 1 

由千导数的连续性 ， 我们在开始的时候，可以认为域 P 是足够小 ， 使得在这域中恒有

卢 (x, y) < 入

(7* ) 

(8* ) 

(9) 
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这里 入 是个小 于 1 的常数．然后保持变晕 y 的变化区 间 ， 还需要我们缩小变枪 x 的变化区间 ） 把

它改变为小 区 间 [xo - <5, xo + <5] , 使得在它的范围 内，x 的连续 函数 cp(x, yo )(这个函数在 X = Xo 

处是等于岑的）适合不等武

仰(x, yo )I < (1 - 入）A

这样我们准备了 一个区域

仅 ＝ 仰o — o, Xo + o ;  Yo - 6 ,  Yo + 6] ,  

对此我们将作更进一步的讨论
把常数 y。 代入方程 (7* ) 的右边部分 中的 Y, 我们得到 x 的某 函数

同样的 ， 我们逐次设

而一般的

这些函数

就逐渐近似于未知 函数 y(x)

Yt = Yi (x ) = Yo + cp(x,  Yo ). 

Y2 = y2(x ) = Yo + cp(x ,  Y1 ), 

Y3 = Y3 (X )  = Yo + <p (x , Y凶 ，

如 = Yn (x ) = Yo + <p(x , Y九-1 )-

Y1 (X) , Y2 (X) , · · · , Yn (X )  , · · 

( 10) 

( 11 ) 

当然余下来还要证明的 ， 是所有这些都不跑出区间 [yo - 6, yo + 6] 以外去 ， 因为，如果这些

中的某个跑出了这 区 间，那么它巳 经不能代替方程 (7* )的右边中的 y 了

我们用归纳法来证明这一点，假设我们说

从 ( 1 1 )

但是

Yo - 6 ,S: Yn-1 ,S: Yo + 6 .  

如 — Yo = cp (x, Yn-1 ). 

lcp (x, Yn-1 )1 ,S: lcp(x , Yn-1 ) 一 cp(x, yo )I + 忡(x, Yo )I 

按照中值定理变换一下右边的第一部分， 并根据 (9 )

忡(x, Yn-1 )  - cp(x , Yo ) I = 凶 (x, ri )· (如-1 - Yo )I < 入 6,

但由于 (10) , 第二部分小于 (1- 入）6, 所以总起来

厮 — Yo l < 沁 + (1 - 入）6 = 6 ,  

这证明了我们的断言
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所利用的归纳法同时还建立起一个断 言，即用上述方法得到的函数都是连续 的．

现在转向关千函数序列 ｛如｝ 的极限的问题 为 了方便， 我们考虑级数
= 

Yo + 汇 ( Yn - Y冗-1 )
n= l  

从我们序列的定义的本身 ， 就明自

如 - Yn-l = cp ( x, Yn-l ) - cp( x, y冗-2) .

再次利用 中值定理与不等式 ( 9 ), 我们得到

厮 - Yn- l I < 砌n-1 — Yn-2 1

因此 ， 把n改换为n-1, 改换为n- 2, 等等 由千 (10)最后我们得到

厮－枷-1 1 < 入冗- 1 ·IY1 - Yo l < 入n-1 . ( J  _ 入） A 

这样，几何级数

( 1 - ,\ )6. .  f ,\n-1 

[442] 

( 12 ) 

( 13) 

就成为级数 ( 12 )的优级数 ， 因之 ， 级数 (12 )对于在 区 间 [xo - b, xo + b] 内所有 x 的值一致收敛
所以，按照第 4 31 目 的定理 1, 极限函数

在指定的 区 间 内连续

y = y ( x) = J im Yn ( x ) 
n-•= 

取方程 ( 11 ) 当n一 oo 时的极限 ， 很容易说 明这个函数适合开始所说的方程 (7* ) 余下的

还要证明 ， 除去从这函数得到的值以外 ， 不存在适合方程 (7' )的其他的值 y 实际上 ， 如果对某一

x, 同时有 (7* ) 与

y = Yo +  cp ( x, 初

那么 ， 相减再估计 中 的差值 ， 我们得到

/y - y/ = 忡( x, y )  - cp( x, 加 ＜ 入 IY — 叭 ，

因而 y -/= y 是不可能的

由此可见
y( xo )  = Yo ; 

不过从所有的 Yn ( xo )= Yo 也可以直接知道的

定理在所考虑的特殊情形是证明了 一般情形很容易化成特殊情形， 就是，方程 (7)可以写成

形式

如果设

y = yo + [y - yo + 
F��;,�o) ] , 

纠x, y )  = y - yo + F ( x, y) 
四 ( xo - Yo ) ' 
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这就与 (7') 一致了 这函数是满足条件 ( 8* )的 ， 特别对于第二个条件是因为 凶 ( xo , Yo )等于 0

如上 面 已 经提到过的 ， 所述的步骤使得未知 函数 y( x )关千 实际的近似计算就很容易 了 ． 从
y ( x )改变到 Yn ( x )的误差很容易估计 ， 因为儿何级数 ( 1 3)第n项以后的余式为级数 ( 12 )第n
项 以后的余式的优级数 ． 因此得到：

ly ( x )  - yn ( x) I  < t,_ 炉 (n= 1 , 2, 3, • · ·) 

很值得注意的是 ， 把在第20 6 目 中 隐 函数定理的证明与这里所提到的证明比较一下 那里只

是关千纯粹的 “存在性的证明”
， 这里却还有关千未知 函数的构造

用 同样的方法 ， 我们能够有效地证明第 208 目 中普遍的定理 我们限制千最简单的情形 ， 为
的是更好地显出这方法的概念 ．

4 4 3. 三 角 函数的分析定义 读者已看到过三角 函数在分析 中 占着何等重要的位置 但是，

它 们的引 进是在千纯粹几何的观察 ， 完全与分析无关 因此，关于利用分析本身的方法来定义三角
函数与研究它们基本性质的可能性的间题就有 了原则性的重要性 ． 而无穷级数就正是可以借以实

现所有这些的工具，我们在这 目 中要按照三角 函数的分析定义来进行三角 函数的研究 ， 作为上面
所提到的理论的应用方面的新的例子

千是， 我们考虑两个函数 C( x ) 与 S( x ), 它们是形式地用 （对所有 实值 x 处处收敛的）级数

DO 2n DO 2n-1 
C( x )= l + 区 ( - l )n

X x 
( 2n )! ' 

S( x )  = 区 ( - ir-1
(2n - 1) ! 

n=l n= l  

来定义的 暂时我们丝吃不把它们 与我们所熟知的函数 cos x 与 sin x 混 同起来 我们 已经碰到过
一次这样定义的 函数 [ 390.7) ] ; 由千级数乘法的帮助 ， 如以前提到过的可 以建立对于所有 x 与 y
的值都成立的两个基本公式

C( x + y )  = C( x ) · C ( y )  - S ( x )·S( y ), 

S ( x  + y )  = S ( x )· C ( y )  + C( x )· S ( y) 

( 14) 

( 15 )  

我们继续研究 函数 C( x ) 与 S( x )的性质 把 x 换成 - x , 马上看到 ， C ( x )是偶 函数， 而 S( x )

是奇函数 ：

再取 X = 0, 我们得到

C( - x ) = C ( x ), S ( - x ) = -S ( x) 

C(O) = 1 ,  S(O) = 0 

现在如果 ， 保持 x 任意 ， 在 ( 14 )中代入 y = -x, 那么 只要考虑到已 经建立的等式

我们得到连系这两个函数的代数关系式

C2 ( x )  + S2 ( x )  = 1 

倍变址或半变址的公式也是很容易得到的

( 16 ) 

从 4 37 的定理 20 与 4 38 的定理 100 我们可以断言 ， 这两个 函数 C( x )与 S( x )不但连续 ，
而且有任惑阶的导数 特别是 ， 把逐项微分 [4 38, 10° ] 应用到定义函数的级数上 很容易地看到

C' ( x )  = - S ( x ), S1 
( x )  = C ( x) ( 17) 
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我们看到的所有这些性质都是很容易建立的 要求证 明 所考虑的函数的周 期性则需多费一些

力气 现在我们就来从事千此

开始我们证明， 在 区 间 ( 0, 2 )中函数 C( x )存在唯一的根 事 实上 ， 我们知道 C( O )= l .C( 2 )  
的值可 以 写成以下的形式 （把对应的级数的前三项分开，而其余的两项两项的并起来）·

C( 2 )  = 1 - 了 + fi - (� — �) -
因为所有括号 内 都是正的

产 22n+2 22n 

(
2 . 2

) 加
一

( 2n+ 2 )! 
= 加

1 - ( 2n + 1 )( 2n + 2 )  
> O, 

1 1 
而前三项的和是 － － ， 所以 C( 2 )< - - , 也就是说 C( 2 )是负的。 由于 函数 C( x )的连续性，因此3 3 
得到 在 区 间 ( 0, 2 )中的确有这 函数的根

在另 一方面 在 同 一 区 间 内 函数

S( x )  = x (1 - 三） 十 fi (1 —
6勹） ＋

显然保持正号， 而导数 C'( x )= - S( x )保持负号 ， 因而函数 C( x ) 当 x 从 0 增加 到 2 时递减且

只有一次等于 0
现在我们把函数 C( x )的所述的根记作 巴 ， 这样 T 在这里完全是从形式上引进的 ， 暂 时不能2 

把它和圆周与直径的比值混I司起来

于是 ， 就有
C 写） = 0, S 勹） = 1; 

最后这个等式是根据( 16 )并考虑到 函数 S( x ) 当 O < x 冬 2 时为正而得到的

先 以 x = y = 巠 代入公式( 1 3) 与( 1 4), 然后 以 X = y = 1r 代入 ， 我们就得到
2 

C忨）二 - 1, S( 刓 = O; C( 2刓 = l, S( 2式 = 0.

如果在 同样这些公式里 ， 保持 x任意，而取 y = 1[ 或 y = 21r, 那么我们得到

与

C( x + 1r ) = - C( x ), S( x + 刓 = -S( x ) 

C( x + 2式 = C( x ), S(x + 21r ) = S( x )  

后 面的关系式说明， 函数 C( x )与 S( x )都有周期 21r

不难推演出其他的 “化简公式” ， 我们把这些 留 给读者去作

( 18) 

现在我们企图证明所考虑的函数 C( x )及 S( x )与三角 函数 cos x及 sin x 重合 ， 而且同样企

图证明我们形式上引 进的数 1[ 与在几何学中 占重要位置的数 1[ 相等

为 了这个 目 的，我们来考察由参数方程

X = C(t ), y = S( t )  
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所给的 曲 线 ， 这里变屋 t 从 0变到 21r 由 于( 16), 所有

它的点满足方程 x2 + 沪 = 1, 就是在圆心为原 点半径为

1 的圆周 上（图 61 ) 我们要证明，同时 圆周上每一 点 皆

可 由 所给的曲 线的参数方程得出 ， 并目仅只是一次 ， 自 然

开始点 A 是要除外的 ， 这点相当值 t = O 与 t = 2冗

我们 已 经看到 当 0< t 冬 2 时 S( t) > 0, 显然更不

用说在 0< t 冬 了 的时候了． 在公式( 18) 的第二个 中 ，2 
把 x 换成 - t, 我们得到

S( 1r - t) = S( t), 

y
 

A
 

x
 

由 此可 以看到 当 ； 冬 t < 1[ 时 S( t) > 0 在这情形 ， 导

数等于 - S( t) 的函数 C( t) 在 t 从 0变到 1[ 时是单调下 图 61
降的 ， 所以 C( t) 经过从 1 到 — l 中每一个值一次 ． 因此

变噩变化的 区 间 [O, 叫 一一对应于我们 圆周的上半部分 由千［参看( 18)]

C( t + 1r) = -C( t) ,  S( t + 1r) = -S( t) ,  

关千变屋值的区 间 [1r, 加］ 与 圆 周的下半部分可 以得到相似的断 言

现在我们按照第 329 目 的公式( 4) 来计算弧长 AM , 认为点 M 是对应于变扯值 t 的 汪意

到( 17) 与 ( 16) , 我们得到

S( t) = ft
✓ [C'( t)]2 + [S'( t) ]2dt = t 

这证明了 ，t 与表成弧度的角 度 0 = 乙AOM 重合 ， 所以

C( 0) = x = cos 0, S( 0) = y = sin 0 

同时 ， 按照我们的公式，整个圆周的长等于 加，因 之我们 引 进的数与在几何学中所讨论的数是恒

等的

t> 
4 4 4 .  没有导数的连续函数的例子 第一个这种例子是魏尔斯特拉斯建立的； 他的函数是用

级数

归 ＝ 产 矿 cos(b飞x)
n=O 

3 
来定义的， 这里 0 <a < 1 而b 是奇整数 （并且ab > 1 + 21r) 收 敛级数 L;xo 矿 为这个级数

的优级数 ， 因 之这个级数是一致收敛的[4 30, 4 31定理 1] , 而且它的和是 x 的处处都连续的 函数．

经过精密的研究 ， 魏尔斯特拉斯成功地证明了，对于这个 函数没有一点上存在有限导数．

我们提出范德瓦尔 登( van der Waerden ) 所建立的更简单的例子 ， 这个例子 实质上是由与上
一个例相同的想法而做出来的 只是把振动 曲线 y = cos wx 改换为振动折线

千是我们用 uo( x) 来记数 x 与它的最接近整数之间的差的绝对值 这个 函数在每一个 三 ，
s+ l 
了－］ 形式的 区 间 上是线性 的， 这里的 s 是整数， 它是连续的并有周期 1 它的图形就是在 图

62a)中表示的折线 折线的每—节有斜率 土 l
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然 后 ， 对于 k = 1 , 2, · · · , 我们取

殴 ( x) = uo ( 4kx) 
4k 

[444] 

[ s s + 1 
这个 函数在 2 . 4k , 2----:--- :vd 区 间 上是 线性的， 它也是 连续的而且有周期 — 它的 图 形也是 折线4k 

但是 具有更细的齿形， 例如 在 图 62, 6) 上 画的是 函 数 U1 (x ) 的 图形 在所 有 情形里 ， 折线每一节
的 斜率都等千 土 1

a} �� '. 

5: 三�AA+AA尸"', : 

图 62

现在我们对千所有x 的 实 数值用等式

00 

卢） ＝ 区 殴 ( x)
k=O 

来 定 义 函 数 f ( x) 因为显 然 0冬 匹 ( x) 冬 ( k =0,1, 2,· · ·), 所 以收敛级 数 汇了 是 这
2·4k 2 · 4k 

级 数的优级数 ， 因 此 （像在魏尔斯特拉斯函 数的 情形 一样）这级 数 一致收敛 ， 并且 函数 f(x ) 处处
连续.

1 
我们取定任 意值 X = X。 计算 xo ,精确 到相差不到 （这里 n = 0, 1 , 2, · · · ), 我们把它

放在这种 数 之间
2 · 4n 

Sn Sn + 1 
,( Xo < 2·4n 2 - 4九 ＇

这里的 Sn 是 整 数 ． 显 然 ， 这些 闭 区 间

斗 ＝ ［言n , s� :n
l

] ( n=0, 1 , 2, ·· · ), 

是 一个 套一个的 在每一个这些 区 间 上 可 以 找 到一点 x九 ， 使得它 与 XO 点的距离等千 区间长的 一

半 .
1 

卢 - xo l  = 
4九十 I ;

很清楚n 增加时 ， 变量 Xn --+ XO 
现 在我们作改变量的 比

00 

f ( 五） — f(xo) 四 吓） — 匠 ( xo)＝ 区 (
Xn - Xo Xn - Xo k=O 
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但 是 ， 当k>n时，数 4n+ I 是函数 Uk( X) 的周期 下 的整数倍 所以 匹 ( xn ) = 匹( uo ) , 级数的

对应项等千零， 因 此就可以去掉 了． 如果k冬n, 那么 函数 匹( x) 在 区 间 6k 上是线性的 ， 在 6k

所包含的区间 A九 上也是线性的，并且

匹 （五）－ 匹( xo ) ＝ 土1 (k= 0, 1 , 2, · - - ,n). 
Xn - Xo 

这样 ， 最后我们有
f ( xn ) - f( xo ) 

X n — Xo 
＝ 汇 （土1) ; 62) 

k=O 

换言之 ， 当n为奇数时这比值等千偶整数 ， 当n为偶 数时这比值等于奇整数 因此可以明 白， 当

n-----> CXJ 时改变狱的比不可能趋向有 限的极限 所以我们的 函数在 X = XQ 处没有有限的导数

§4 . 关 于 幕级数 的 补 充 知 识

445 .  关 千幕级数的运算 在 已 经知道的基础上，我们用这一 目 来概述一下关于

幕级数的运算． 作为更进一步深入 的 出 发点 ．

考虑两个级数

产 胚xn = ao + a1x + a2泸 + " • + an沪 + . . . 
n=O 

00 

叉 bn泸 ＝ 伈 ＋ 叭 X + b2x
2 + ·  · · +  bn沪 ＋

n=O 

、＼
丿

＼
丿

l

2

 

（

（

 假定这两级数的 收敛半径都不等于零 ， 我们把它们 中小的那一个记作 r 那么对于

lx l  < r, 我们知道 [364,4° ; 389] , 这两级数可 以逐项相加， 逐项相 咸与逐项相 乘 ， 并

且结果又可写成 x 的幕级数：

00 00 00 

叉 a九产 土 叉 bn泸 ＝ 叉 (a九 土 加 ）x气
n=O n=O n=O 

00 00 00 

区 anX九 ． 叉 bn沪 ＝ 汇 (a心 + a1 bn-l + a也-2 + · · · + a心）产 (3)
n=O n=O n=O 

我们设级数 (2) 与 (1) 恒等， 那么得到 在 收敛 区 间 的 范 围 内 ， 幕级数可 以 乘方

ftQr (� n) ' 立anX = a叩n + a1an-l + · · · + a矶o )x . 
n=O 

如 果按照上 面 巳 知 的规律， 把最后 的级数再乘上级数 (1) 并重复若千次， 那么我们可

以 断言 ， 在 收敛 区 间 范 围 内 ， 这幕级数可 以 乘任 意 整数 m 次 方 ， 并且结果 同样可表

62) 这个级数中的正负号可能完全任意地交替
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成幕级数的形式

第十二章 函数序 列 与 函 数级数

(i= an沪厂 ＝ 立�)沪 (m = l , 2 , . . , )  
n=O n=O 

[445] 

(4) 

系数 a�) 是依赖于原来级数的系数 ao , a1 卫2 , " . , an 的 ， 而且根据 (3) , 只 要借
助 于加法与 乘法就能得 到 它 们 这个说明对我们 以后是需要的

现在我们特别来讲幕级数的 无 穷 集合的加法， 这是和我们 以后经常有关的 于
是设已知 的幕级数的无穷序列 为

立nm沪 (m = 0, 1 , 2, · · · ) ;
n=O 

我们从它们组成二重级数

[0 { �
anmXn } (5) 

若对于取定的 x 值， 把 它 的 项都换成 它 们 的 绝对值的 级数是收敛的话， 则 级数
(5) 也收敛 ， 并 且 它 的 和 A (x) 可 以 径 直 用 归 并 同 次幕项 的 方 去 来展开成幕级数

A (x) = 产％沪， 这里 丸 ＝ 产 三 (n = 0, 1 , 2 , · · · )
n=O m=O 

根据第 393 目 的定理 3, 证明就解决了
我们用例子来 阐明这个重要定理的应用
例 1) 把函数

。00 
1 am 

(a) f心） ＝ 汇 —
m! l + a2m x2 ' 

. (6) 趴x) = 芒
m=O 

（假设 lx l < i 及 0 < a < 1 ) 展开成 x 的幕级数
(a) 我们有

00 

m=O 

a m 

1 + a2m x2 ＝ 汇 ( -lfa
m (2n+l ) x气

将其代入 八 (x) 的表达式并交换求和次序

00 00 

九=0

八 (x) = 叉 卢 叉 ( -l) n
a(2n+ l) m X2n

m=O n=O 

(— l尸 am

m! 1 + a2m 芷

00 00 (2n+l) m 00 

= L(-lfx2n L a 

m! = 汇 ( -l)ne沪+1 x2n 

因 为二重级数

n=O m=O n=O 

00 00 00 

汇 1 am 

而 汇 a( 2n+l)m产 ＝ 汇 而 1 - :2m沪 < 1 ! x2 泸
m=O n=O m=O 
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收敛， 所以交换求和次序是合理的
(6 )类似地

§4. 关千幕级数的补充知识

。
趴x) = 叉( — l)ne-a2n+l

x2n 

n=O 

· 407 · 

2 ) 现在我们从函数 xctgx 的部分分式展开式[4 4 1 ,9 )] 出发， 把它表成幕级数 为 了 简单起
见 ， 我们把 x 换成 立 ， 所以

= 2 
立 • ctg立 = 1 - 2 区 x

m 2 - x  2. 
m=l 

如果 X < 1 ,  那么对千任意m= 1 , 2 , · ·  

X 2 
2 � =  n X 2 

m2 — x2 = 勹 ＝ 区 （卢）
1 — — n=l 

m2 

由于所有的项都是正的 ， 我们按照定理立 即得到

产 二 x2 = 产 S2n · X2n 这里 s加 ＝ 产 卢 (n= l , 2 , . .  , ) 
m= l 九= 1 m=l 

这样 ， 对 于 lx l < 1 就有

。
7rX · ctg7rx = 1 - 2 叉 S2nX2n .

n=l 

3) 完全相似的 ， 从函数 x • cthx 的部分分式展开式 [ 4 41, 10)] 出发， 我们得到表成幕级数的

展开式
oc 

立 cth立 = 1 + 2 叉( — 1 )
正 1 S2n X2n ( Ix < 1 ). 

n= l 

以后 [4 4 9] 我们要对于在 2 )与 3) 的展开式的系数给以另外的表达式

4 ) 当无穷个晕相加的级数退化为普通的有限多项式的时候 ， 定理在这 情形也保待它的价值

例如 ， 根据以下讨论 ， 我们从二项式级数与指数级数出发来推出对数级数
对千 X < 1 与任意 a 我们有[4 07( 22 )]: 

( 1 + x )°' = 1 + ax + x + a( a -1) 2 a( a - l )( a - 2 ) 3 
X + . . . 

1·2 1 2 3 

取定 x, 我们开始把这级数的项考虑作关于 a 的多项式 因为利用达朗贝尔判别法很容易说明级

数
la l ( la l  + 1 ) 2 la l( la l + 1) ( a l + 2 ) 3 1 + la · lx l + lx l + lx l + . .  · 

1 · 2  1 · 2 · 3 
是收敛的 ， 所 以按照定理，在前面的那个级数中， 可以归并同次幕项

( 1  + x )°' = 1 + a (x - � + �  — ) ＋ 
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另 一方面 ， 显然

(1 + X尸 = e" ln (l + x )= l + a ln(l + x )+ 

因为两个展开式必须恒等 所 以 ，对于 a 的系数令其相等 我们便得到

沪 x3
ln ( l +x) =x— - + — — . . . 

2 3 

我们要注 意 到， 这证明了 的定理可以直接推广 到多重级数，例如推广 到级数

JL. {�O.,,,,.x"} 

事实上 ， 为 了 把它变为已经研究过的情形， 只 要 把二 重级数换 成简单 级数就行了

446. 把级数代入级数 我们 考虑在区 间 (—R ,R )可展开 成幕级数(1)的函 数

Y = f(x) 此外， 设 对千 在区 间 (—P, p )中的 y 值， 给定函 数 纠y )可以展开 成幕级数

凶(y )= L hm沪 = h o+ 岫 ＋ 妃沪 ＋ ． ＋妇沪 + . . . (6) 
m =O 

如果 ＼ ＝ 甘(O )I< P , 那么， 对千 足够小 的 x ,I J (x )I < P , 
因

此有 复 合 函 数

沪(f(x ))

在唯一 的条件 伈 ol < P 之下 ，如果把级数(1)代入 (6)中 的 y ,并且按照 (4)做

出 所有乘幕 以后再 归 并 同次幕 项，则 这函 数 纠f(x))在 x=O 点 的附近就 可 以展开
成 x 的幕级数

证明 设 lx l< R ,  我们 考察 级数

区 肛xn l = lao l  + 如I · lxl + la叶 ' lxl 2 + " . + lan l 'Ix尸 ＋ ．

n =O 

根据它 的和的连续性 [ 437,2° ], 由 千 伈 ol< P ,  对于足够小的x满 足不等 式

所以级数

是收敛的

与 (4)相似 ， 假定

产 加x叫<P, 
n=O 

00 00 

l h。I + fl l hm l (兰 an l ·lxl n)

m 

(f= 四I · lxl n厂 ＝ 归) lxl n 

n=O n=O 

(7 )  
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前面的级数可 以写成

伽 + fl I hm . (� ahm) . lx ln) 

这样 的形式 因 为 ahm) 利用加法与乘法从 ao l , la1 I ,  · · · , lan l 的得 来 与 ahm) 的从
ao, a1 , · · · , an 的得来完全相 同 [445] , 那么显然 lahm) I 妥 ahm) 所 以 对于上面提到 的
x 的值， 级数

l ho l  + tl l hm l · (; la�m) l • lx l n) 

收敛 因 此把前 目 中最后 的 断言应用到级数

00 00 

ho + Ii hm · (� 伽xn) = ho + %;
1 

hm · (� a产 ,xn) 

就证明 了 定理
我们 的推论所保证函 数 纠f (x) ) 可展开成 x 的幕级数的 X 的变化域 其特征是

除 了 当然 的不等式 lx l < R 以外 ， 还有不等式 (7) 当 R = +oo 时就不需要引 进第一
个 限制 ， 当 p = +oo 时就可 以去掉第二个限制

在定理的大多数应用 中 知道对于 叶小 的 值有展开式就足够了 如果是有兴趣
于所得到级数的整个运用 的 范 围 那么需要分别 的研究它的收敛 区 间

作为例子 我 们 在简单清形来实行这一点 在 区 间 (- 1 , l) [p = l] 考虑函 数

叩） ＝ 汇 卢
m=O 

用 f(x) = 2x - x2 [R = +oo] 代替 y 复合 函 数
1 1 

汃f(x) ) = = 1 - (2x - 正） ( 1  - x)2 

仅当 - 1 < 2x - x2 < 1 ,  即 1 - 迈 < x < l + 迈但X -/= 1 ,  时有意义其对 x 的幕次的展开我们 已熟
知CD

1 
( 1 - X) 2 = 1 + 2x + 3x2 + 4x 3 十 ． ． ．

这个级数对 —1 < X < 1 收敛． 总起来 ， 等式

区 (2x - X气 = 1 + 2x + 3x2 十 ． ．
m=O 

©参看 390 , 1 ) , 逐项微分 [438,8° ] 几何级数
1 = 1 + x + x2 + x3 + 

l — X 

可以得到此式
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在条件
l — 迈 < x < l

下成立 把这一点 与上述论断所说的加 以 比较是有趣的 按照论断应该要求，必须有［参看 (7) ]

2 lx l  + lx l2 < 1 或 1 - 迈 < x < 迈 - 1 .  

正如我们所看到的，所得等式事实上可应用于更宽的区域

这里需要注意到定理的更进一步推广 的 可 能性

l z l  < P 收敛的二重级数

例如 设给定对千 IY I < p 与

汃y, z) = 

与对于 国 < R 收敛的两个级数

00 

区 hkm沪产，
k,m=O 

00 

y = f(x) = L an沪 z = g(x) = 产 加xn

n=O n=O 

千是，在条件 园 < p 与 l bo l < P 之下 ， 若把对应 级数代入 y 与 z 的 位 置 并 完 成乘

幕 与 乘法 以后 归 并 同 类 项 ， 则 就 可 以 在 x = O 点 附 近展开复合函数 t.p (f(x) , g (x) ) 成

x 的 幕级数

4 4 7. 例 1 ) 求 函数 -( 1 + x) 歹 按照 x 的幕次展开式的前几项 ．

对千 lx l < i ,  我们有

1 .1. 1 一 •( l + x) x = 
e e 

1 2 
＿ 王 十 王 - X 3 

e 石 ln(l+x) = e 2 3
一 丁 ＋

= 1+ (- � + f — � + f — � + . .  · ) 

＋吉 (—舌 + f — � + 寄 - - - - r + 古 （－ 告 + f 一 气 + - - - r

＋卢 (-� + f - - - - r + 卢 （—； + · · · f  + 

= 1 — !x + 旦／ － 工泸 ＋ 空2:x4 — 覂泸 ＋
2 24 16 5760 2 304 

［类似形式的问题近似于在 125 中研究过的那些］

2) 我们提出 ， 从对数级数与指数级数出发， 求二项式级数的问题

对千 lx l < 1 与任意 a , 显然有

( 1  + x )"' = ec, ln (l+x) = e"' 仁- 4- + 弓 －

= l + a (x — � + f - . .  · ) + 孚 (x - � + f - . . .  r + 

= l  + ax + a( a — 1 )  2 
1 ·2 

X + " , , 
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前几个系数的形式是立 即可 以确定的 包括 矿的通项的系数可 以从下面的推理得到． 直接

知道它是关于 o的n次整多项式: Q九 伈） 因为 当 a = 0, 1, 2, · · · , n - l 时在展开式中没有 xn

项 ， 所以这多项式在这些点上等于 0, 因 而我们有

Q凇） = c • a ( a - 1 )• • • • •( a  -n + 1) 

的形式． 当 a =n时 矿的系数是 l, Qn(n) = 1 ;  因此C = 点 ， 最后，

Qn 伈） ＝ 叩 - l) ··· · ·( a -n+ l )_
1·2 · · · · ·n 

3) 设 f( x) 为可展开成 x的幕级数而没有常数项的一个函数．

f( x) = a 1 X + a 2 x2 + a 3x3 + · · · + a n沪 + . . . 

那么 ， 按照一般的定理，对于 同样 x的值， 函数 g( x )= e1位） 可以展开成级数，并且常数项显然是

等于 1 . 要求找这展开式．
我们要指 出，对于这个问题可 以利用待定系数法．

设
g( x )  = e1位） = 1 + b 1 x + b2沪 +b3沪 + ··· +b 九沪 + · · ·

微分这个等式 ， 我们得到

ef (x) • J '( x )  = b 1 + 2b 2x + 3b 3 沪 + · · ·+ nb nXn-l + 

把左边部分的因式代成它们的展开式 ，

( 1  + b 1 x + b 2沪 +b 3x3 + · • • )( a 1 + 2 a 2x + 3a 3沪 + · · · ) = b 1  + 2b 2x + 3b 3x2 + 

这个条件引 进 了下面的方程组：

a 1 = b 1 , 2 a 2  + a 1 扒 = 2b 2 , 3 a 3 + 2 a 2 拓 + a 1伈 = 3b3 , · · · , 

na n + (n - l )a n-1 从 十 · · ·+ 2 a 2b 九-2 + a 1b 九 一 I =nb n , . . .  , 

从这方程组可以依次定出未知系数 b

例如我们用说过的方法来解决下面的（魏尔斯特拉斯） 问题．
证明函数

气 4 + · · ·+ 爷寻g( x )  = (1 - x )e 1 

xm 

的展开式是从 1 - —- + · · ·  项开始的， 而且所有它的系数的绝对值都小于1.
m 

我们把 叭x )写成

g( x ) = eln(l-x) + 乎 + Pf- + 十 三 = e-�-芦 －

-----气－ 伈）

的形式，那么断 言的第一部分显然是成立的 用 归 纳 法来证明第二部分 我们假定所有附标小于

n的系数 妇的绝对值都小于 1 因为在所给的清形

当 k<m时 a k = 0而当k;,,m时 a k = - - (ka k = -1) 
k 
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所以从( 8) 中的第n个等式发现 阮 <1. 
［建议读者把这里说 明的方法用到例 1) 与例 2) 中去 ］
4) 方程( 8) 在其他问题中也是有用的 设给定 函数

的展开式 要找函数

g( x) = 1 + b 1 x + b 2x2 + b 3x3 + · · • + b 九 泸 + · ··

f( x) = ln g( x) = a 1 x + a 2 x2 + a 3沪 + · · • + a 九 矿 +·· ·

[44 7] 

的展开式 很容易了解 ， 系数 a 与b 是由同样的关系( 8) 联系着的，但 是这— 回需要去决定系数
a. 

5) 证明无穷乘积

F( x )  = IT (1 + qmx) = (1 + qx)( l + q2x)( l + q3x)· · ·( lq l  < 1) 
m= l  

对于足够小的 x 可以展开成 x 的幕级数 ｀ 并确定这展开式的系数

当 位I < 1 时乘积是收敛的并且有正的值， 取对数我们得到

ln F( x) = 文ln( l + qmx) = f (卢 － 卢2m 沪 ＋ ）
m=l m= l  

特别当把 x 换成 团 与把 q 换成 叭 时，这级数收敛 因此从 [4 4 5] 推出，ln F( x) 在零的附近可
以展开成 x 的幕级数， 而同样地［按照第 4 4 6 目 的定理］ 也可以展开表达式

F( x) = e ln F (x) 

所以 ， 对于足够小的 x, 我们有

F( x) = 1 + b 1 x + b 2沪 + ·· · + b nX九 十．．

这里的系数 从 ， 加 ， ． ，加， ． 还需要决定 如果从显然的等式

F( x) = (1 + qx) ·F( qx) 

出发，去 实行这个计算比一切的方法都要简单，利用展开式 ， 这显然可以写成

1 + b 1X + b 2沪 + . .  · +b 九沪 + . .  · = (1 + qx)( l + b 1 qx + b 矿x2 + · · · + b nq九 矿 ＋ ． ） 

的形式 按照关于幕级数恒等的定理，因此

或者

奴 + q = b i, b 矿 +b i忙 =b 2 , · · · , b n 矿 +b n-1 矿 =b 九 ，

b 1 q  2 
b 1 = — —- b 2 = 1 - q ' l - q2 ' 

b 九-lqn
． ． ． ， 加 ＝ ．． ．

1 - qn , 
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最后

b1 = q 
, b2 = q 

1 - q ( 1 - q )( l — q芍 '
n(n-1) 

加 ＝
(1 - q )( l - q芍 (1- q叮

＇

sm x 
6 )我们取函数 的尤穷乘积的展开式[4 08] 与 无穷级数的展开式[4 0 4 ,(12 )], 令它们的

X 
对数相等 [ 4 0 1 ,4° ]

In 
si厂 ＝ 立 （尸 五） = In (1 - f  + 言 ）

九= 1

或者

产 （五 + }乙 + · · · ) = (f - 盖 ＋ ） 叶 (f 一 品 ＋ ）二
把左右两边依照 x 的幕次展开[4 4 5 , 4 4 6] 且令两边的系数相等， 我们得到等式

，
 

1-
6

 

＿＿
 

1-2n
 

oo
xl
 

1-
t
 

1 
00 

卢 \ 卢 ＝ 卢 ，

因此

产 � = f, t 卢 = �
1 1 

此外 ， 我们在 以后 [4 4 9] 要从别的考虑得到这些公式．
7)若 函数 f( x ) 在 区 间 ( - R , R ) 中 能展开成 幕级数(1) 而 无 是在 这 区 间 中 的任意 点 ， 则在

这点 的 附近函数可以依照 x - 元 的幕次展 开成级数

实际上 ， 我们在(1) 中设 X = 元 + y; 按照一般的定理（ 只是把 x 与 y 互换）， 当 l x l + IYI < R 

或 jy < R - 团 时 ， 可 以 推 出这 函 数依照 y 的幕次的展开式 就是依照 元 - x 的幕次的展开式·

00 00 

L Ak沪 = L 儿( x — 元）k

k= O  k= O  

在级数 L�= l a 九 佞 + y尸 中， 算 出所有的乘幕并归并同类项 ， 很容易决定这展开式的系数·

00 

心 ＝汇 a n沪 = f( 元），

n=O 

一般地 ，

00 

心 ＝汇
n(n-1)· · ·(n -k + 1) -n-k 

1·2· · · · ·k 
a nX 

n= k 

1 
00 

飞 区n(n-1)· • • (n—k + 1 )妇X = -n-k f(k) ( 元）
k! 

n= k 
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由 于 4 38,9° , 这结果并不显得突然．

只是为了简单起见 我们才把初始的级数取成依照 x 幕次的展开式， 假设函数 f( x) 是用依
照差 X - Xo 的展开式给出的话，问题还是没有什么改变

我们要注意 ， 在 X = X。 点的附近可以依照 X - Xo 的幕次展开成级数＠ 的 函数 f( x) 称为在

这点上是解析的 这样，我们证明 了 ，在 某 一 点上解析 的 函数在这点 的 某 一 个邻域 内 的所有的 ，主上

也是解析的．
这个断言可以 推广到多元函数的清形

8) 作为最后的例子，我们考察 ， 对于任意取定的 x, 函数

yl - 2xa + a2 = [1 + ( a2 - 2心）］ 分

依照 o 的幕次的展开式 只要 位1 2 + 2 lx 回 <1, 我们的定理可以保证这展开式的可能性 很

容易看出，矿(n),1) 的系数是某种n次的多项式 Pn = 凡( x) , 所以

1 
vl - 2xa + 正

= 1 + Pia +  P: 沁2 + · · · + P九 矿 +· · ·

为了确定这些系数，我们对 o 求等式( 9) 的导数：

X — Q 
= A + 2Aa +· · · +  nP卢n-1 十．．． ．

( Jl — 2xa + 正 ）3

把这结果与( 9) 比较， 很容易得到

( 1  - 2xa + 岛( A + 2P2a + · · · + nP叩九-1 + . . . ) 

=( x - 切(1+ Pi a +  P: 忒 + · ··+ P九 矿 + . . . ) .  

现在我们把两边 o 的 同幕次的系数相等起来 首先，我们找到

P1 = X 与 2A - 2xA = - l + xA , 因此 庄 ＝
3x 1 

2 

然后 ， 一般地
(n + l)Pn+ l — 2nx · Pn + (n - l)Pn-1 = xPn - P九 一 1

或是
(n + l )Pn+ l -( 2n + l)xPn + nPn-1 = 0. 

知道了最初的两个多项式， 就可以根据这个递推简化公式循序 计算其余的

( 9) 

一望而知 ， 多项式 A 与 压 和最初两个勒让德多项式相同 ， 而上述的公式，又和第 308 目 中
所据以计算勒让德多项式的类似公式(11) 一样 ． 由 此我们得出结论 ·展式( 9) 的 系数恰力 勒 让德
多 项 式

因为这个缘故 ， 二变楹 o 与 x 的 函数

1 
yl - 2ax + a2 

称作勒让德多项式的 “母函数” ． 展式( 9) 可以很有成效地利用来研究这些多项式的性质

阴这级数必须是它的泰勒级数 [438 ,9°]
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448. 幕级数的除法 幕级数的 除法问题， 乃是关千级数代入级数的定理的一个
重要应用实例

设级数 (1 ) 的 自 由 项 a。 非 O; 将这个级数表示成

a。 (1 + 巴 工 十 竺沪 ＋ 竺沪 ＋ ＋ 竺泸 + " • = a。 (1 + y) , 
仍 匈 如 匈 ）

在其中设
a1 a2 2 ＋ 

an n y = —x + -x + · · ·  —X + · · · 
a。 a。 a。

于是

1
 

1
 

1
 ao + a1x + a2芷 + · · · + a:几沪 + . . . a。 l + y 

= — ( 1 — y + 沪 — ＋ （— 1严矿 ＋ ） a。
最后 的级数就相 当 于级数 (6) ) 而 p 在此处为 1 按照一般定理， 此表达式至少对于
足够小的 x 值， 例如对于满足不等式

竺 lx l + 竺 l x l2 + . . . + 竺 lx ln + . . .  < 1 
a。 a。 a。

的那些 x 值 ， 能够按 x 的幕次而展开

1 
= Co +  C1X + ·  · · +  Cn泸 ＋ ． ． ．

ao + a1x + · · · + an矿1 + . . .  

我们来研究第二个幕级数 （设其收敛半径不为 0)

bo + b1x + b2沪 + · · · + bn沪 ＋ ．

那么， 对于足够小的 x, 商式

bo + bix + ·  · · +  bn沪 + . . '// 
ao + a1x + · · · + a炉沪 ＋ ． ． ．

便可 以用乘积

伽 + b1x + ·  · · +  bn泸 ＋ ） 国 + C1X + ·  · · + Cn沪 + . . . ) 

来代替 ， 因 而就又表成 了某一幕级数

do + d1 x + d2x2 + ·  · · + dn沪 + · · ·

的形式
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按照待定系数法来确定这个级数 的 系 数最为简单； 由 关系式

(ao + a1x + · · · + an沪 + . . . ) (d。 + d1x + ·  · ·+ dn沪 ＋ ）
= b。 + b1 x + · · · +  bn泸 ＋ ． ． ．

[448] 

出 发 ， 其 中 系 数 a 及 b 均假定 为 已 知 的 先将左侧级数按照 一般法则 [445] 作乘法，

然后我们令左右 x 同幕项 的 系 数相等 用 这个办法便得到了尤穷方程组

a。do = bo , a。d1 + a1do = b1 , a。d2 + a1 d1 + a2do = b2 , · · · 

a。心 + a1 dn-l + · · · +  an-1小 + and。 = bn , . . . ( 10) 

b 
因 为假定 了 系 数 a。 非 0, 故 由 第 一个方程 中 立 即得到 d = _Q ' 然后第二个a。

给 出 小 ＝ 扒 — a1 d。 a心 - a沙。= 
a§ 

, 如 此类推 在一般 的情形下， 如 果 已 经找 出 了a。
n 个 系 数 do , di , · · · , dn-1 ,  那么第 n + l 个方程仅含有 一个未知数 dn , 就可 以确定

出 它 的值来 了 这样一来 ， 方程组 (10) 就顺序地并且完全单值地， 确定 了商式所有

的 系数
例 1 ) 求商式

X X 1 ＝ ＝  1 2 3 4 2 3 
ln X X X X X X 

1 - X x+ 了 十 了 十 丁 + " · 1 + 2 十 了 十 了 十

的前几琐 -,., - ' .,  " I 

方程组 ( 10) 在这里取以下形状：

do = 1 , 
1 1 1 d1 + - do = 0, 心 + - d1 + - do = 0, 
2 2 3 
1 1 1 

必 ＋ － 心 ＋ － 小 + -do =0, 
2 3 4 

1 1 1 
以及诸如此类； 由 此 do = 1 d 1 = - -, 心 ＝ － － 由 ＝ — 一 ． ．' 2 12 ' 24 ' ． 因 之

In 

X 1 1 
1 = 1 - 2 x一

百
沪 － 巨 －

24 
1 - x  

2 )将 tg X 看作是 sin x 与 COS X的 商 ( sin x 与 cos x的展式是 已 知的 ［第 404 目 ( 12) 与
( 13)] ) ,  试求 tg X在 原点的邻域内的展式

根据一般性定 理 这样的 展式存在，是 预先晓得 的 因为 tg X 是 奇 函 数 所 以这个 展式仅包
Tn 含有x的奇次幕 于所求展式 中将 X2n-l 的 系 数 取成 形状是有便利的 ． 这样 一来 ， 我

(2n - l ) ! 
们就有

00 

tgx = 汇 Tn 2n-l 
(2n - 1 ) !  ( 1 1) 

n=l 
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以及
2n-l 00 2n 00 2n -l X兀 ， 区 ( 1尸 ＝ 区 ( l) n-1 X 

(2n - 1 ) .  2n! (2n - 1 )! · n=I n=O n=l 

显而 易见，T1 = 1 为了要确 定其余的 数 Tn ,令左右 X2n-l 的 系 数 相 等 ， 我们就得到形如

兀 Tn -1 1 Tn-2 1 
(2n - 1 )! 

-
(2n - 3) ! 研 十 (2n - 5) !  万 - ···= ( - 1r-l (2n - 1) ! (n = 2, 3 ,· · · ) 

的方程序列 ， 或者 乘以 (2n - l) ! 

Tn - C� 九-1 Tn-l + c�n-l Tn-2 - ·  · ·= (- l) n-l 

因为所有的 数 c�n-1
皆是整数 所以顺序地 ， 我们可以肯 定所有的 Tn 也 都是整数 以 下是 其中

前几个的 值

因而

兀 = 1 , 冗 =2, T3 = 16, 五 =272, Ts = 7936 ,  · · · 

1 3 2 5 17 7 62 tg x  = X + -X + — X + - x ··· 3 15 315 2835 
在下 一 目 中 ， 将要指 出 这 个 展式的 系 数的另一计笋法 ， 并且准确 地定 出它的可用范 削

449. 伯努利数及含有伯努利数的展式 我们再来研究一个 具有重要应用的 除法的 例 ：

X = X = l 
产 - 1 X X X x + — + · · · + — +··· 1 + - . . .  

n-1  

2! n! 2! + + +·· · 
n! 

依据第 448 目的 一般性结论 ， 这个商式至少对于足够小的 x值 ， 可表成幕级数

00 

ex - l 
X = l+ 汇 卢 xn

n! 
n=l 

( 12) 

(3 的 形式 ， 其系 数 我们 取成 了 _.!::. 的形状， 这 （我们可以看 到）会使顺次确 定这些 系 数时 较为方便n! 
根据关系式

(1 + 氖 + � + . . .  + x:�
1 + . . . ) X (1 + 靡 x+ 沪2 + ·. · + 言泸 + . .  · ) = 1 

令左侧各个方幕 矿 (n = 1, 2, 3, . .  • ) 的 系 数 等于零 我们便得 出方程组 ， 形状有如

1 1 1 1 1 
颍J3n + (n - 1 ) !2! f3n-l + .. · + (n - k + l) !k凇-k+l + . . . +

芦队 +
(n + i)T = 0, 

或者 乘以 (n + l) ! 

c:+ 1 f3n + C盓心-1 +·' ' + C�+IfJn+I -k +· · ·+ C�+l 队 + 1 =0

利用其与牛顿二项 式 相似之点 ， 这些 方程可以在符号上写成这样

(/3 + 1)九 十 1 - f3九十1 = 0 (n = l,2,·. . ) ;  
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依照普通法则将二项式依升幕式展开并消去最高次项之后， 幕方 沪 就应换成这里的系数 队 这

样 ， 为要确定数 釭 (n= l , 2, . .  , ), 我们便有无穷方程组

由此顺序得到

2趴 +1= 0, 3庇 + 3趴 +1 = 0, 4/33 + 6庇 + 4队 +1 = 0, 

5队 + 10岛 +10出 +5趴 + 1 = O, · 

趴 = -2 , 出 = 6 岛 = o, 出 ＝ — 面 ＇ 戊 = o, 

森 ＝ 卢 /31 = o ,
:;

1

= - 点 函 = 0, f3
�
o = 点

如 = 0, 加 ＝ － 如 = 0, 扣 = 6 ' 加 = 0,27 30' 
3617 4 3867 174611 

/316 = - /317 = 0, /318 = , /319 = 0, /320 = - . . . 
510 ' 798 330 ' 

因为数 3 是从整 系数线性方程组中确定出来的 ， 所 以 它们全都是有理数 不难确定， 一般悄

形下， 带奇数附标的数 (3( 除掉第一个）皆为零 事实上将等式 (12) 中 产 项搬到左边， 我们在等2 
式左边所得到的 ， 显而易见 是一个偶 函数

x x x ex + l X e 号 + e-'I X X + - = - · = - · = -cth -王 ＿ 王ex - 1 2 2 ex - l 2 e 2 - e 2 2 2 

在这种情形下，它的展式
00 

1+ 汇 色沪
n! 

n=2 

不能含有 x 的奇次幕， 此 即所欲证．

于是

对于带有偶数附标的数 (3, 我们引用比较惯常的符号， 命

沁 = ( - l) n-l B产 ，

5 趴 = - , B2 = — 氐 = - , B4 = — 丛 ＝ －
6 30' 42 30' 66 ' 
691 

B5 = — 凡 = -, Bs = 
27 30' 6 

3617 43 867 
, Bg 510 798 

, Bio = 
174 611 

330 ' 

根据雅可比－伯努利的名 字而称为伯努利数的， 恰恰就是这些数 En , 伯 努利在研究顺序的 自 然数

方幕（其指数也是 自 然数）的和时， 首先得到了它们． 伯 努利数在许多分析问题中 占重要的位置

那么为了便利起见 ， 将 x 换成 2x , 最后我们就有展式

xcthx = 1 + 
22 B1 2 24 B2 4 n-1 22n Bn 2n 

2 !  
X 一 了X + ·  · · +  ( -1) 

2n! 
X + · · · 

00 

= 1 +  L(—1) n-1 22n Bn 2n 

2n! 
X ' 

n=l 

©不久我们就会亲眼看到 ， 所有的 Bn 都是正的

(13) 
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它对于足够小的 x 值均成立

在第 4 邸 目 ，3) 中我们已 经有了展式
00 

切 • cth1rx = 1 + 2 L ( — l)n-l s2n · x2n, 
n= I 

1 
其中 S2n 表示级数 L= 的和 在等式( 1 3)中将 x 也换作 7rX, 将它写成m= l m2n 

00 

1rx • cth1rx = 1 + 汇（— 1)n-1( 加）2nBn · X 2n 
2n! · 

n=l 

两个展式当然应该恒等 因此

En = 
2( 2n) ! 
（加）2n ·S2n, 

· 419 · 

于是就发现所有的数 B九 原来都是正的 因为当n---+ oo 时 ， 显而易见， S2n ---+ l, 所 以从所得到
的公式中 可 以 明白看出，伯努利数当其附标数码增加时 ， 上升而无止境＠．

附带我们 汪意一下对于和数 S2n 得到的一些有用的表达 式

其中［参看第 4 4 7 目 ，6)]

00 
1 (加）2n 

玛 ＝ 区 � =;:
2( 2n)! 

· En ; 
m=l 

00 1 1f2 00 1 1f4 

s2 = 芒 � = 飞 S4 = 芒 � = 面
m= l rn=l 

现在我们 回忆 ， 我们也已经有过了 1rx · ctg1rx 的展式［第 4 4 5 目 ，2)], 其 中 系数也依赖于和数

S2n : 

1rx • ctg1rx = 1 — 2 产 的nX2n _
n=l 

将此处的 7rX 换成 x, 并用所求得的 S2n 通过伯努利数的表达式来替代 S2n , 便得
oo 22n Bn 

x • ctgx = 1 - 区 产．
2n! n= l 

(14) 

( 15) 

因为我们知道展式( 14) 当 团 <1 时成立 ， 故展式(15) 当 lx l < 71" 时成立 但 是在 x 一 士7l" 时 ，

等式 (15 ) 左侧无限增大 ， 因而右侧级数在 X = 士7l" 时不可能收敛，在 l x l > 71" 时更不可能收敛·

其收敛半径恰恰正等于 71" @

＠虽然如此 ， 我们 已 经看到了， 并非是单调的， 而是遵循着十分错综复杂的规律
＠ 其 实 ， 所有与确定幕级数收敛半径有关的 问题， 都容易借助于柯西－ 阿达马定理 [380] 解决

例如 对级数 (15) 有

P2n-1 = 0, P2n = 2� = 2z/言 2
(�

���� !
· S2n 

＝ － 气芦

p = 而 Pm = - , R = - = 71". m_,oo 



· 420 · 第十二章 函数序 列与 函数级数 [449] 

顺便提一下，从这里就显示出级数(13) 的收敛半径也是同样的， 同 时作为出发点的级数(12 )

便有收敛半径 2元

利用恒等式
tgx = ctgx - 2ctg2x, 

从(15 )中很容易再度得出tgx 的展式

tgx = 区
00 沪( 22n —1)

2n! 
Bn·X 2 n - l (16 )  

n�l 

它 与 以 前所得到的恒等 ［参看( 1 1 )], 然而宁愿把它写成这个形状，因为伯努利数是被很好地研究

过的，并且对于它们还有很多丰富完备的表格 代表 tgx 的级数之收敛半径为 了， 现在 ， 从其推得2 
的方法本身，即可看出这一点．

还有许多其他有用的展式也与伯 努利数有关 例如，因为

(
sin X I cos X 1 1 

00
产B

ln 
x ) = 

sin x
一 ；； = ;;( xctgx -1) = 一：

2n! 
n X2n-1, 

所 以 ， 逐项积分 ， 便得 （对于 I勾 ＜ 切
00 

sm x 22冗 En x2n 

ln 
x 

= - 汇 2n! 百
n= l 

介口

类似的 ， 由 展式(16 )逐项积分就得到 （对于 lxl < — 2 )  
(X) 产( 22n - l ) Bn X2n 

ln cos x = - L . . 2n ! 2n 
n= l 

从这些展式中不难得出In 坚芒 的展式 这些级数在作兰角对数表时是有用处 的

最后， 回 到我们在 425 目 6) 中所研究过的发散级数
00 

汇( -1)飞 -I- l )k 

n= O  

在那儿曾建立了级数的 K 次切 萨罗法的可求和性， 但 “广义和＇ 本身（用 A (k) 表示）我们并未求
出， 现在来完成这一步 其 实， 我们按泊松－阿贝尔法对级数求和， 如我们所知 [ 4 2 4 ,2)]

应导致同 一个结果

当 t < O 时有 0 < e-t < 1, 将级数求和 ， 得到
00 -t 1 芒( - l)ne-(n+l)t

e 
＝ ＝  

1 + e-t 召 + 1
n=O 

应用展开式 (12 ), 对充分小的 t 有

1 2 
et - 1 e2t - 1 

1 t 1 2t . . 
t et - 1 t e2t - 1 · 

豆- l )ne-(n+ l)t = _产( 22n
�一，气n-1

n=O n= l 
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把两个级数逐项微分 k 次； 对右边 的幕级数， 我们根据定理 8° [438] , 对千左边级数若引 入变卅
x = e气 这个级数也是幕级数．对它微分也是根据这个定理．结果求得

汇(— 1)勹
oo (22n — l)f3n n + l ) ke - (n+l ) t  = ( — 1 t+1 区 (n — l ) (n — 2) · · · (n — k)tn-k- 1  

n! 
n=O n=k+l 

现在令 t 趋于 0, 因而 x 趋千 1 . 左边取极限得到 的 即 是 A休） ， 而右边是常数项

( — 1 )  
炉1 (22(k+l ) — l)Pk+l  

k + l 

我们记得 ， 数 3 对大于 1 的奇数下标均为零 ， 而具有偶数下标的 (3, 导致伯努利数， 最后得到公式

A(2m) = O, A(2m- 1 ) = ( — l) m-1 24m - 1 
2m Em (m ?,  1) .  

450. 利 用 级数解方程 我们再回到关于从 尚 未解 出 的方程

F (x, y) = 0 (17) 

中 ， 将变措 y 确定作 x 的 函数 的问题上来 ［参看第 206 目 及第 442 目 !] , 不过用另外

一种提法．

我们假定 函 数 F(x, y) 在 点 (xo 、 Yo) 的 邻 近 区 域 内 能够按照 x - x。 与 y - yo 的

幕 大 而 展成级数 ， 并且其 中 帘 数 项 等 于 0 而 Y - yo 项 的 系 数不 为 的 于是被 方 程

( 1 7) 确 定在 (xo , yo ) 邻 近 区 域 内 的 函数 y = y(x) 就也能 够在 x = x。 附 近按 X - Xo 

的 幕 次展成级数

换句话说假若方程 (17) 左侧 的 函数 F 在 点 (xo , Yo) 是解析 的 ， 那 么 ， 由 方 程所

确 定 的 函 数 Y = y(x) 在 点 x。 就 也是解析 的 因 此 ， 这里谈到 的就已 经不止是未知

函数的存在或是它 的值的计算 ， 而且还涉及它 的 分析表示法．

证明 可 以 取 ，xo = Yo = 0, 而无伤千一般性 ； 究其实 这就归结到我们是把差数

x - x。 取作了 新变量， 可是保持 了老符号． 如果分出 y 的一次项 ， 那么把它搬到另 一

侧并且用 它 的 系 数来除 ， 就 可 以 把这个方程改写成这样：

y = C10X + C20沪 + c1 1xy + co2沪 + C30X3 + C21沪Y + C12X沪 ＋ 句3沪 + · · · ( 18)

我们对 x 的 函数 y 寻求下列形状 的级数

＠这恰恰就相当 于通常 的条件

2 3 y = a1x + a2x + a3x + · · · 

F(xo , yo )  = 0, F{ (xo , yo )  i- 0 

(19)  
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首先假使像这样的展 式在原 点 的邻域 内 成立，那 么 它的系 数就由关 系 式 (18 )而
完全单值地确定．

实际上 ， 在其中用展式(19 )来代替 y( 在上述的假定之下）， 我们就得到

勺X + a2x2 + a3x3 + · · · = C10X + c20x2 + C1 1x(a1 X + a2泸 ＋． ）

+ c o2 ·(a1x + a2沪 + · · · )2 + C3Q沪 + C21沪 (a1x + ·· ·)

+c12X ·(a1x + · · · 产 + c o3(a1x + · · · 泸 + ·· · (18a )

根据第 446目定理 对千足够小 的x, 此处右侧 可以做 出所有的乘方并归 并同类项
如果这以后再 利用奉 级数恒 等定理 即令左右 两侧 x的同幕次项系数相等，则我们

得到关于未知 系数 a1心 2 ,a3 , · · ·, 忨 ...的（无穷的！ ） 方程 组

a1 = cw, a2 = c 20 + c1卫1 + C o2 气 ，

03 = C1 1 必 + 2c0沁沁2 十 伪 o + c2 1 a1 + c12a1 + c o3a1, · · · (20 ) 

因 为在(18 )中右侧 所有含 y 的项不低于二次（就是 说或是含有 y 的高次方 ，或是 y
为一次， 但乘有 x 的若干次方 ）， 故 在方程 组(20 )的第 n 个 中 系数 On 就被带 有较
小附标的一些 系数 a1, a少 ，an- 1 (及已知 的诸系数 c )所表出了 由此 即 保证 了 能 够
循 序 一个一个地确定系 数 an

2 a1 = c10 , a2 = c20 + c11c10 + 句2C10,

a3 =(cu + 2句 2 c1 o)(c20 + c11釭0 + C o2C礼 ）
2 3 +c30 + C2 1 釭O + C1 2C10 + C o3C10 , · · · (21) 

我们顺便 来作这样一 条 说明，这对千下文颇 为重要 因 为在破 除 (18a )中的括弧
时，对千字母 a及 c 除掉加法与乘 法之 外， 无需进行其他演算 ， 所以在等式(20 )的
右侧我们将 有关千这些字母 的整 多项式，其系数显见 为正数（甚至还是 自 然 数）． 千是
此时公 式(21)的右侧 ，就也是对千字母 c 的，具正系数的整 多项式

现 在我们作出 具有系数 a( 就是 由 (21)诸 式算 出的） 的级数(19) 关千 级数
(19 ), 可以指出，它 ＇ 形式地＇， 满 足关系式(18a) 要是 对于足够小 的x,这个 级数的收
敛性被 证明了 ，那 么就已 经尤需再去证明它所代 表的函 数适 合条件(18 ), 因 为此时
级数系数所满 足的等式(20 )与( 18a )完 全等价 ． 因 之 ，现 在全部间题就归 结到· 只
需证明在原 点 的某一邻域 内 ，级数( 19 )(其 系 数是 由公 式 (21)确定的） 收敛

与(18 )同 时， 我们来研究类似 的关系式

Y ='j10X + '/20沪＋页 1XY + '/02沪 + '/30沪 + "(21X2y + 'j1 2X沪 + '/03沪 + ·· · (18 *) 

其中所有的系数 飞k 都是正的，并且 除此而 外还满足不等式

|儒I ::,; 飞k · (22) 
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对千 (18* ) 1 我们 暂 时形式地 － 建立一 个与 (19) 类 似 的级数

y = a1 x + a2沪 + 0!3X3
十 ． ． ． 十 伍X九 十 ． ． ．

这里 ， 它 的系数和(21) 相似 ， 我们用下 列诸 式

2 a1 = 110 ,  位! = ,20 十 11 1/10 十 102勺10 ,

勺 = bu + 2,02勺10 )(沁0 + ,1 1如 + ,02升。 ）

· 423 · 

(19 *) 

＋飞0 + 121 110 十 11 2110 十 103110, · · · (21 *) 

来 确定 由 千 以上 所指明 的， 这 些式子里 的各组成项就保证了 数 因 都是正的 不仅
如 此 ， 与(21) 相 比较， 并且考虑到 (22) , 我们便看出还 有

四 ::,; O:n ( 对于所有的 n) (23) 

假如能 够选得出这样的正系 数 �/认， 使得不仅条件(22) 成立 ， 而且相应建立起来 的级
数(19 *) 还具有非零 的收敛半径 那么由 于(23), 级数 ( 19 ) 就也有非零 的收敛半径

定理即 得证明 现 在我们 就专 门 从事于 数 飞k 的选择
存 在有这样的一 对正数 T 与 P, 使得二 重级数

l c10I ·r + l c20I · r2 + l cu l ·rp + l co2 沪 ＋

收敛 既饮使得这个 级数收敛 故其一般项 C;kri沪 趋近 于 0 , 因 而是 有界 的

c;k l ri/ ::,;  M , 由 此 l e;日 冬
M 

心 ．

M 
令 叩 = i k ' 并且按照前所指出的，我们来考察关系式

T p 

M M 2 M M 2 M M 
y =

了x+ 芦X + —xy + 了y + ···= -M - — 

或者最 后

rp p 
(1 - �) ( 1- �) 

p 

y 
p Mp2 X 

y + 
p + M p + M r-x 

=0 

y 

至此就可以将满足 方程 的函 数 Y = y(x) 实际求出，即在x=O 时 y 成为 0 的那
一支CD.解二次方程， 我们便得到 （假定 lxl< r ) : 

y = 

2(p: M ) [1— ✓l- 4M(
;:

M ) 二 l _@ 

© 由 以上二次方程所确定的 函数 y = y(x) 是双值函数， 它所代表的 曲 线有两支 ， 现在我们取其
廿 x = O 时 y = O 的那一支 � 译者注

©根式前取负号就是为了耍在 x = O 时有 y = O
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如果为 了写起 来简 单， 引 入 符号

门 = r ( p : IVI厂 ， (24) 

则 y 的表达式 可以改写 成

p2 
y = 

2(p + M )  [ 
1 - ( 1 一 ：

歹
勹 — 勹厂

的形式 由此即可 明白石 置 倘 使利 用二项级数， 则 对千 团<r 1 < r, y 可依 x的幕
次展开 因 为这个展式 应该和 (19* ) 恒等，故 级数 (19' )收敛性的 证明借此乃告完成
因 而 级数 (19) 的收敛性 （至少 对于 lxl<门 ） 就也得 以证明

注 意， 定理只是确定了 y 能够在x= O 附近 按照 X 的器次 （或者在一般 情形 下，

在 X = X o附近 按照 X - X o的幕次） 而 展开． 要断定这个展式的 确切 收敛区 间则 须个

别 研究
在一般的清 形下， 即由 方程 组来 确定一个 函 数组的时候 ， 亦 可应用类似 的方法

加以论述．
上文中所采 用的巧妙 研究 方法 ， 是属 千柯西的 其要点就在于 将 给定的 （ 单变

数或多变数的） 幕级数用一个比较 便千 研究的 “优 ＇ 级数（其系 数都是 正的 ， 并相应
地大 于给定的 级数的系 数的绝对值） 来代替 ．此法之所以获名 为优 级数法 即系于此．
在微 分方程 的理论中时常会 用到这个方法

451 .  幕级数之反演 现在我们将幕级数的 反 演 问题， 作为前目中所解决了的
间题的一 个特殊情形来研究 设函 数 y = f (x)在点 X = X o的 某邻域内， 表成了 按照
x— X o的 幕次而排列 的级数 用 Y o来表示自由项（它表达 当 X = X。 时 y 的值） 我

们 便把这个展式写 成了 以 下形状·

y — Yo = a1 (x -xo) + a2 (x -x汇 + · · · +  an (X — Xo尸 ＋

当 a1 =J 0 时，在 Y = Y o的邻域 内 ，x由上 式确定成 y 的函 数， 并且 x反转过来
可展为按照 y -y o幕 次 的级数 这样一 来，倘若 y 是在点 x。 处 的x的解析 函 数， 则
在对应的点 Y o处（在所指 出的条件 之下 ） 反 函 数就也是解析的

这都可由前目中所证明 了 的定理直接推知 ．为 了简 单起见 ，设 X o= Yo = 0 ,  我

们仿效 (18 )的样子 1 将联系 y 及 x的关系式写 成以下形状·

孔: = by + c2沪 + C3沪 + C4沪 + ... CD 

千是待 定的展式
X = 归 + b贰 + b3沪 ＋

＠曲耍注意 此处 x与y 的地位互相调换了
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的诸系 数就顺次 由 以 下各方程来确定．

切 = b , 伈 = c: 总 炳 = 2c如 伈 + c如，

如 ＝ 心 (2b心 ＋ 时） + 3c3b沁 + c4 bf , 

伲 = 2c2 (b心 + b必） + 3c3(b汃 + b芯） + 4c凇伈 + csb� 

例如， 知道 了 正弦展式

即可求 出展式

y = sm x = x — -x + — X — 
6 120 5 040 

x = arcsin y = y + b3y3 + b矿 ＋

· 425 · 

（我们只写出y 的奇次幕， 因为由 函数 y = sin x 是奇 函数司 以推知其反函数也是 奇函数） 确定诸

系数 b 的各方程此时 即有以下形状．

1 3 1 1 b沁 1 3 
从 =1, 如 = -b 1 = - , b 5 = - — —bi = — 

6 6 2 120 40 

另一个例子 设

由此

2 3 
X X y = ex - 1 = X + — + — + ·· · 
2!  3 !  

r: = ln ( l  + y ) = b1y + b贰 + b矿 ＋

诸系数 b 可逐次确定

于是

1 2 1 1 扒 = l , 仍 ＝ — -b i = — - ,b 3 = — b1b 2 - - -3 1 
2 2 仇 ＝

6 3' 
1 

如 = (2b 心 ＋ 员）2 
1 1 

- -b 沁 － —
2 24 

bf = —-1 
4 

1 1 1 
伲 = - (b 心 +b 心）— - (b沁 +b 岔） — -b {妇 — —b5 = -1 

2 6 120 1 5 , 

ln( l  + y) = y分 l + �忙 — 』沪 ＋ 扣5 —
为保证反函数存在并且所得展开式有效力 ，y 的变动区域可能要根据 4 5 0 目 的考虑来确定 ， 但

是这通常是很过分降低的 比如说若在上述第一个例子中 ， 改写联系 着 x 与 y 的方程为 (18) 的
形式

并且以 lxl 冬

(24) 

X 3 X 5 
X = y + 飞

—
百0 + · ·· 

1T 
'- 1 来 限制它 ， 即取 p = — , 

1T 

2 
-, Y I < 2 

r1 = 

T = l ,  那 么得 ]VJ = 1, 且 按照公式

< 0.2 ,  �:,) ' 
可是所得结果的合理应用 区域是区间 [— 1 , 1]1 
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附注 弄清条件 a1 =J 0 的意义是有益的， 仅在这个条件下，前述论断才是 正
确的 设 a1 = 0 但 a2 =J 0, 比如 说 a2 > 0 ,  于是 在 X = 0 附近 （为了 简 单， 设
X o = Y o= 0 ) 有

y = a2沪 + a3沪 + a4沪 ＋

因 此 y > O 以 员 表示 y 的算 术 根， 我们看到

五 = ✓王 + a卢 + a4卢 ＋ ＝ 土x泗卢 ＋ 竺x + 竺 泸 ＋
a2 a2 

同时所置正负符号应与x的符号相合．由千 50 目的定理，在x=O 附近后一 根 式本
身是自 由项为 1的幕级数 于是最后有

土vY = a伈x + a伈;2 + . 

其中 a't = ✓<. 五 > 0 . 应 用本目的定理 （最 土../Y 起 y 的作用）， 我们得 到对x的两个
不同的展开 它依赖于符号的 选择

1 
X 1 = bi卢 ＋ 妇 + b3卢 ＋ 如沪 + · · · > 0 (b 1 = ./a2 > 0) 

与
功 = -b 1沪 + b2y — b3员 ＋ 凶沪 — <0 

读者 既要注 意到反 函 数的双值性， 又要注 意到它的每一 个分支不是 按 变晕 y 的
整 数次幕而是 按分数次幕展开的

452. 拉格朗 日 级数 我们将第 450目 的定理应用到形状有如

y = a + x予(y) (25) 

的特殊方程 ， 此处函数 叭y) 假定在卢 y = a 是解析的 千是我们知 道 ， 对千充分小的 x 值 ，y 被
方程( 25) 确定为 x 的函数 ， 在点 x =O 处是解析的 ， 并且在 x = O时 y = a

又设 u = f(y) 是 y 的某一个函数， 在 y =a 处是解析的 如果在这里把 y 替换为前述的 x
的函数 则 u 就是x的函数， 在 x =O 处也是解析的 我们提出 的问题就是 求 u 按照 x 的幕次
的展式 更确切些 ， 就是求这展式中诸系数的适当的表达式．

我们先注意当 a为变虽时 ，y 由 方程 ( 25 )确定成 x与 a 两个变量的函数 ，可按照 x 与
a —ao(此处a。 是a的任意一个固定 值） 的幕次而展成二重级数© 千是变量 u 就也是 x 与 a 这
两个变蜇的函数

将( 25 ) 对 x 并对a微分 ， 便得

[1 - X 召 (y )] 倡 ＝ 归） ， [1-x 召 (y) ] 彻aa = 1 ,  

＠ 这一项断言是预先假定第 423 目一的定理被推广到 了 这种情形 即 在方程中 出 现有三个变量
而其中之一被确定作其余两个的函数
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由此显而易见，
彻 切
OX 

= <p(y ) 
8 a ' 

而一般的在 u = J(y ) 时 ， 也同样有

au au — ＝ 叭y ). — -
ax a a· 

另 一方面 ， 不论 F(y )是怎样一个函数 ， 只要它对千 y 的导数存在 ， 我们就有

羞 [F(y) 昙］ ＝ 矗 [F(y) 皇］
直接仅分， 并引证恒等式 ( 26 )与(26a ), 这就很容易得以 肯定

所有附记的这些，我们用来证明一条千下文中颇为重耍的公式：

矿u a九-l au 
汒

=
a a n-1 [忒 (y ) 玩] Q) 

· 427 · 

( 26) 

( 26a ) 

( 27) 

(28) 

当n= l 时它就化为 (26a) 现在假定它对于某值n;;,, 1 是对的 ， 我们来确定它对千(n+ 1 ) 阶

导数也对 ， 将 (28)对 x 微分， 并利用更换微分次序的法则 [19 0] , 便得

沪+ l u 3n-l 8 
[<p

n(y) 8u
] 扣门1 = 

a an-1 忒
．

茄

但是借助于 ( 27) 与 ( 26a ), 我们顺次有

卢 「,;" (y) . �] = fa [<p
n (y) 卢］ ＝ ［ ［矿+ 1(y) 卢］

把这个代到前—个等式里 就得出

沪+ lu
= 

an 

[<p
九 十1 (y ) 竺沪+ 1 a a n a a ] . 

因此 公式(28)由归纳法得 以证实
最后， 回 到我们所感兴趣的 ， 函数 u 依照 x 的幕次的展式上来．在 a 为常措时，此展式必定

具有泰勒展式的形状 [ 4 38,9° ]

U = Uo + X · (皇） 。 ＋ 窑 ( ::� ) o + · · · + 忒 （汇勹。 十
其中指标 0是表示函数及其导数都取 x = O 时的值．但 x = O 时，y = a 所以 砌 = f( a ), 而此后

根据公式(28) ,

尸） = 
d n-1 

扣n 。 d a n-1 旷 ( a )· j '( a )] .

代入这些系数值 ， 我们就得到展式

f( y ) = f ( a )  + x · <p( a )J '( a )  + �  • 盖帜 ( a ) · J '( a )] 十 ．

沪 d 兀-1
十 一一

n! d a n-1 矿( a )• j '( a ) ] 十 (29 ) 

＠此处 声 (y) 表示自乘方 [<p(y)] 九
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此即称为拉格朗 日 级数 由于其系数是表成 a 的显函数的形状，所以这级数是非常之好
如果 f(y )三 Y , 则特别就得到

[452] 

X2 d X n dn-1 
y = a + x · <p( a ) + - ·- [<p2 ( a )] + . .  · + - · [忒 ( a )] 十 ·· (29a ) 

2! da n! d a n - I 

本目所考虑的问题与幕级数反演间 题有着紧密的联系．若 （假设 <p( a ) -=J. 0)把方程 (25) 改写

为如下形式
y — a 

x = = bo + b 1 (Y — a )+ 伈 (y — a )2 + 
凶y)

则拉格朗 日 问题与这个级数按 y — a 的幕次排列的反演是等价的 反之，若提出幕级数

y = a 1x + a 2x2 + a 3x3 十·· · (a 1 -=J. 0) 

的反演问题 ， 则把此式改写成·

2 
y = x( a 1 + a 2x + a 3x + · · · ), 

把括号 内的级数表为 吵位） 那时便得 (25) 类型 的方程

1 X = y ,  ; 
'iiJ(x) 

1 
这里 a = O, <p(x )= , 此外 ，x 与 y 角 色互换，后一说 明的重要性还因为对 (29a) 的反演的结

心(x )
果可以立 即给出一般表示．

因为

1 2 d 1 y n d 九-1 1 X = y
心(0)

+ � [三(x) L=o
+ . . . + 百 [ dx n-l 旷 (x )L= o

+ 

我们引 几个实例

1 )我们 即从应用公式 ( 30) 开始 设给定方程

y = x( a + x )  ( a -=J- 0) 

X = y · .  
a + x 

矿-l 1 (-1r-1n(n+ l) ·· · (2n— 2) 
石 ( a + x )n = 

( a + x )坏 － ］

那么得到这样的展开

y y 2 
n-1 (2n— 2) 1 Yn 

x = — - —+ · · · 十 ( — 1 )
a 庄 (n— l) !n! a 加-1 十．． ．

从 x 的诸值中选择与 y 一起变为 0的 x 值以后，若解对 x 的二次方程得到 同样展开式

2 )以 (25) 类型的方程
X y = a + -
y 

( 30) 
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1 
为 出 发点 ， 于是这里的 <p(y) = - 设 f(y) = y-k , 根据拉格 朗 日 公式 (29) 我们得到

y 

1 1 k x2 
k(k + 3) 沪 k(k + 4) (k + 5) 

严 ＝ 石 — X
砂+2 + 2! 吵+4 一 可 ak+6 

＋ 
沪 k(k + 5) (k + 6) (k + 7) _ 
4! ak+8 

因 为给定 的方程可 以化为二次方程

故显而易见 ，

2 y - ay - X = 0, 

y = 竺 十 ｀ ＠
2 4 

例如 ， 假使 a = 2, 则 得 出 （乘 以 2k ) 这样的展式

( 2 了 = 1 - k
芒

十
k(k + 3) 芒 2

— k(k + 4) (k + 5) 芒 3

1 + 江三 4 2! 口） 3' C) + 

3) 开普勒方程

E = M + s · sin E 

· 429 · 

在理论天文学上 占有很重要 的地位 ， 此处 E 是行 尺 的偏近点角 (excentric anomaly) ,M 是其平

均近占角 (mean anomaly ) ,  而 e 是行星轨道离心率 利用拉格朗 日 级数 (29a) , 可 以 求 出 E 依照

离心率的幕次的展式 ， 其诸系数依赖千 M

s2 d 产 dn- 1
E = M + s · sin M + — •  sin2 M + ·  · · 十 — • si旷 M + · · ·

2! dM nl dMn-1 

在这里就显 示 出 知道收敛 区 间 的确切大小的重 要性来 了 拉普拉斯 (Laplace) 首先确定了

对于 E: < 0.6627 收敛性成立

4) 最后 ， 我们来研究方程

y = X + � (y
2 - 1) @ . 

当 o = O 时 y = x 这样 的解为

1 — ✓1 — 2ali + a:2 2x - a: 
y =  a 1 + vl — 20:x + a:2 · 

这个函数依照 Q 的幕次的展式具有 以下形状

a 2 1 a: 2 d(x2 - 1) 2 

y = x + 2 (x - l) +
21 ( 2) · dx 

+ 

1 a 沈 d冗- 1 (x2 - 1) 九

+ - (-) . � + - . .  
n! 2 dx·'一 1

(I)根式前取正号是由 于 肾 x = O 时应有 y = a
©此处 x 相 当 于 a, 而 o 相 当 于 x



· 430 · 第十二章 函数序 列 与 函数级数 [453] 

将 这等式两侧 对 x 微分（ 此处 y 是 Q 与 x 两个 变量的 函 数 ， 从它的解析性质可以 断定 ， 级数
可以逐项微分） ． 我们便得到展式

1 1 d( x2 - 1 )  1 d2 ( x2 — 1 ) 2 = 1 + Cl'. . - + Cl'.2 . 
✓1 - 20: x + a:2 2 d x  2!22 · d x2 十 ． ． ．

+an 1 d叮 x2 - 1) 九

n!2n d xn 
十 ． ． ．

现在我们直接看 出 ［参看 447 ,8)] ,它的 系 数 就是 勒让德多项 式

1 d气 x2 — 1 )九
Pn = n!2n d沈n . 

§5 .  复变量的初等 函 数

45 3 .  复数 虽 然 本教程完全致力千 实变扯以及实变晕的 实 函 数 ， 而本节将离开这条主线来
讲复变量的初等函 数 ． 这个问题的 论述要归 附千幕级数的理论 ， 而 反之它也 阐 明 了幕级数 理论上
的若千根本特色 除此而 外 ， 通晓复变 函 数在 实变 数 分析中 以及在 计算方面都是 有用的 ［参看第
461 目 中 各例题 ， 以及本教程第三卷中用来讲傅里叶级数的 第 十九章］

我们假定读 者 在代 数 中 已 知道 了 复数 因 此在 这里我们仅 限于简略的 叙述其基本性质
复 数 z 具有形状Z = X + yi 此处 2 为虚单位 ，i =✓ 二1, 而 x及 y 为实数 其中 x 称为 数 z

的 实组成部分或实部，y 称为数 z 的 虚组成部分或虚部， 并且记成

x = R(z) , y = I(z) 

两 个 复 数 x+ yi 与 x' + y'i ,当而且只当分别有x=旷 并 y =y' 时 ， 才是 相 等的。 复 数的
加法与乘法 依照下列公式来做：

( x+ 切 + ( x' + 小）= (x + x' ) + (y + y') i ,  

(x  + yi) ( x' + 小） = ( xx' - yy') + ( xy' + x'y)i , 

不难验算， 差与商皆存在 ， 可表成这样

( x  + yi) — ( x' + y'i) = ( x — x' ) + (y — y' )i ,  
x + yi = xx' + yy' x'y — xy' ＋ x' + y'i x'2 + y'2 卢 + y'2 

i 

（在商式中假定 x' + y'i -=J-0, 就是说 x'2 + y'2 > 0) 这样 ， 复
数 便保持了运算的一切普通性质 ， 只要是不牵涉到大 于 和 小 于

的 概念（ 这概念 对 千复 数是不成立的 ） 更确 切些说，第 3 目
性质 II'l0 ~4° 以及第 4 目 III1 l0 ~5° 都是 复 数 具有的

在 平面上取直角 坐标轴 xOy(图 63) 千是 每一 个 复 数
Z = X + yi 都可以在 平面上用一 个 点 M( x, y) 来表示， 其坐
标就是 这个 复 数的 实部与虚部 显而 易见， 反过来讲就是 平面

I
I
I
l
1
_＿x

 

M
 /

°
 

＿
 

y

y

 

X 

图 63

©换句话说 在这里 ， 等式 对千 我们说 来 ， 也 就变成了单纯恒等式 ［参看第 2 目 ］
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每一个点 M 对应一 个完全确定的复数 以 此之故，所说的平面称之为复变数 z 的平面 ， 或简称复
平面

实数 x = x+O 让甘 x 轴上的点 （因为对千这些点 y = 0)来表示 ， 而纯虚数 yi = O+ yi( x = 0) 

用 y 轴上 的点来表示 第一条轴 即称为实轴，而第二条轴 即称为虚轴
代表复数 Z = X + yi 的点的极坐标 T 与 8(见 图）， 也 占很重要的地位 数 r(非负的）称为复

数 z 的模或绝对值 ， 并且记成这样:r = I习 模是 由 复数 z 而单值确定的．

曰 ＝ ＋ ｀了勹气

并且在而 fl 只 在 z = O 时为 0 角 0 称为复数 z 的辐角 ，8 = Argz 当 z -/= 0 时， 它 由 等式

X y cos 8  = —, sin 8 = -
r r 

木 确 定 ， 但仅确切到相差一个 2妇(k为整数） 形状的项 对 于 z = 0, 则辐角就成为完全不确定的

了 除掉这种情形是个例外以外 ， 对于每一个数 Z, 存在有一个而且仅有 一个辐角 0, 满足不等式

—1f < 0 妥 1r ;

0 称为辐角的主值 ， 并用 argz 来表示，如果 0 < 11" 则

0 s in 0 r sin 0 ＝ ＝  y tg- = 
2 1 + cos 0 r 十r cos 0 x + J;. 了了

＇

并且可用等武

argz = 2arctg 
X + y1x2+y2 

米确定角 argz; 这等式对于除掉负实数 （及 0) 以 外的所有复数都适用

我们注意 ， 对 千复数 Z = X + yi及 z' = x' + 小 的模 ， 犹如对 千实数绝对值所十分熟悉的情

形一样， 不等式

l z  + z' I ( l z l  + l z' I 

成立 实际上 ， 在这种情形下 ， 它可化为已 知的闵可夫斯基不等式的特殊情形[133, (7)]

J( x + x'产 + ( y + 矿）2 ( ✓ 百二沪 + ✓二
由 它所推 出的一些推论 也是成立的 ［参看第 17 目 ］
倘若存复数的记法 Z = X + yi 中 ， 设 X = T COS 8,  y = T S in 8 ,  则得到所谓的复数三角 式．

z = 7' ( cos e + i sin e ) . 

将第二个复数也取成二角 式

z' = r' ( cos e' + i s in 的 ．

那么三角式的乘积z召 可以写成

ZZ1 = rr' [cos ( e + 旬 + i sin ( 8 + 的］，
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这可由 正 弦及余弦的和角定理直接推得 由 此

lzz' I = l z l·lz' I ,  Argzz' = Argz + Argz' 

类似的 ， 对于数 z及 z' 的商我们得到

z l z l  z - = — , Arg- = Argz —Argz1 
z1 l z' I z' 

从乘积公式可以得出带有自然数指数n的乘方公式：

产 ＝ 产( cosne + i sin n8 ), 

特别 当 7' = 1 时 ， 就导出了棣莫弗(A.de Mo ivre )公式

( cos e + i sin e r = cos ne + i sin ne. 

最后，对于 z 的n次根 ， 我们有

e 
妇 ＝ 沪 (cos - + i sin - , 

e 
n n ) 

其 中 劝： 是 T 的算术根 ． 在这里 ， 例如轮流命

8 = 0 ,  0 + 21r, 0 + 41r, · · ·, 0 + 2(n— 1 )1r ' 

[454] 

我们就得到根 v'z 的n个不同的值（ 当然是假定 z # O ); 在其他的 0 值之下 则 只不过是再霾

复这些根值而已

4 5 4 .  复整序变量及其极限 我们来研究一个序列 {z叶 ， 它是 由 各复数 Zn = Xn + Yni(n = 
1 ,  2 , · · ·) 组成的，并且变矗 z 依照附标增加 的顺序来取这些值

这样的复整序变址的极限 ， 也用与 实整序变砬情形 中 一样的那么一套专 门术语来定义[2 3]
常数c = a + 切 称 为整序 变 量 Z = Zn 的极限，如果 不 论 s> O 是怎样小 的 一 个数， 对于它 总

存在有这样 的 附标 N, 使得所有 带 有 附标n> N 的值 Zn 满足 不 等 式

l zn — c l <  s. 

这 时就写
lim zn = c 或 Zn ----> C. 

尤穷小釐与无穷大总的定义也可以照样搬到复数情形里来©

例 如我们来考察整序变晕 Zn = Z九， 此处 z 为一复数 如果这时 lz l < 1 ,  则 Zn 一 0, 但 若

l z > 1 ,  则 Zn ----> oo; 不难看出 ， 当 口 = 1 ( 但 z # 1) 时， 整序变鼠 Zn 根本没有极限

不难将极限论的基本定理 ， 对于复整序 变址直接地重证一次，这差不多就是照 以前的论证逐
字逐旬重复一下 而另 一方面 所有这些定理可 以自然而然地移置到复整序变址的情形，只需根据

以下的简单的定理

＠我们注意 ， 现在不能够讲整序 变星趋于确 定符号的无穷 ， 因为一般不加给复数什么符号
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复整序 艾 量 Zn = Xn + Yni 趋 于 极 限 c=a + 切 ， 当 而 且 只 当 实 整序 变 量 Xn 与 Yn 对应地趋

于极限 a 与 b 的 时候 ．

其证明由不等式

lxn - al 
} :( l zn — cl = ✓ (xn - a)2 + (如 — b)2 ( lxn - a l + 如 — bl

厮 - bl 

立 即推得
因此研究一个复整序 变 牡 可 以变为研究两个实整序 变釐． 特别是用这个办法可 以对于复整序

变牡也证明收敛原理 [39]

现在我们来考察具有复数项 伍 = an + bni 的无穷级数

尸 环 = C 1 + 迈 十 ． ． ． 十 伍 十 ． ．
n=l 

在这 甲也将部分和

Cn = � Ck 
k=l 

的极限称作级数的和 那么例如于对几何级数

几` = 1 + z + z2 + ·  · · + zn - l + 
n=O 

（其中 z 是小等于 1 的复数） ， 部分和等于

n - 1  

Cn = 叉 Zk = 
1 - z 
1 — Z ， 

k=O 

由此显然可见 ， 当 lz l < 1 时， 级数具有和

C = 
1 

1 - z '  

而当 lz l ?? 1 时， 级数没有 （有限的） 和．

所有从第 362 目 ， 364 目 的基本概念与定 理 （及其证明） 都保 留下来了

研究一个复数级数可 以化为研究两个实数级数 ， 只需根据以下的基本定理

复数级数
co co 

X 伍 三 L(an + b冗i)
n=l n=l 

(C) 

收敛到 和 C = A + Bi 等 价于两个实数

区 知 (A) 
n=l  

＼ 妇 (B) 
n=l 

对应地收敛到 和 A 与 B
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显而易见， 此项断言无非是将以上用 整序变量语言证实了 的定理，换了一句话来说而已

现在我们来证明 一个与第377 目 定理相类似的定理．

倘若级数 (C) 中各项 的模所组成 的正项级数

收敛， 则 级数 (C) 亦收敛 ．

实际上， 由 千显然的不等式

级数 (C*) 的收敛性就包含了

(X) 

芷 le』
n= I 

:: 九勹
I

} < I叫 ＝ 直飞

(X) (X) 

汇 l an l 与 L I加 1
n= l n= l 

[455] 

(C*) 

两个级数的收敛性 由此推知 [377) , 级数 (A) 与 (B) 收敛 ， 于是根据前面的定理， 级数 (C) 也

收敛．

级数 (C*) 收敛时， 级数 (C) 称为是绝对收敛的； 注意， 此时如我们在前面所看见的，级数
(A), (B) 也绝对收敛

根据这条定理，例如达朗贝 尔判别法 [377] 等得以保持有效

第 387 目 关于级数的项的调换的定理，以及 第 389 目 关于级数的逐项相乘的法则， 可以运

用 于绝对收敛的复数级数 对于前一个定理 只需归结到两个实数级数即得证明 ， 而后者则基本上

可 以 因袭以前的证明 ．

最后， 应用类似的方式 可将二重级数理论中的基本概念与定理搬到复数的情形上来．

455. 复变量的 函数 设复变 量 z = x + yi 在某一个 （几何意义为复平面上开 （或否） 域的）

集合 Z = {z} 内采取一切可能的值． 如果区 域 Z 中的每一个值 z 对应另 一 复变量 w = u + vi 

的一个值或几个值， 则 w(相应地） 称为区域 Z 中的 z 的 （单值或多值） 函数， 并记作

w = J(z) 或 w = g(z) , 

以及诸如此类

同，沪 或是一般地说整有理 函数， 即具有任意复数系数 CO, C1, · • · , Cn 的整多项式

n n-1  CQZ + C1 Z 十 ． ． ． 十 C九-1 Z 十 你 ·

都可以作为单值函数 （并且此时还是在整个复平面上的单值函数） 的实例．分式有理 函数， 即不可

约简的两个多项式的商， 也是单值地确定在整个平面上， 不过在相当 于分母的根的那些点上， 函数
就变为无穷了． 作为非单值函数的实例， 我们可 以 引 Argz 与 viz. 以 下在 457 ~ 460 中， 我们

将研究一些其他的重要的复变量函数 ．

下文中如无其他声明， 则我们将是研究单值函数．
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假使 w = u + vi 是区域 Z = {z} = {x + y叶 中的 z = x+ yi 的函数 ， 则其组成部分 u, v
显然也是 z 的函数 ， 或者也可以说是在相应的区域 z• = { ( x , y )} ( 它在几何上所表出的图形与 Z
相同）中的 x , y 的函数：

u = u( x ,  y ), v = v ( x ,  y ). 

例如， 对于实值函数 W = 口 或 w = argz, 我们分别有

u =  \Jl了言了 或 u = 2arctg 
y 

x+ 尸
对于 函数 W = 沪 = ( x  + y矿 ， 显而易见

n n(n - 1 )  
u = x — 

1 - 2 
xn-2沪 + · · ·

( v = O ); 

v =nxn-l y — n(n— l )(n— 2 )  n-3 3 
X . . .  y + 

1 - 2 · 3 

设 e 是 区域 Z 的一个聚点假若对于每一个数€ > 0, 可找到 这样 的数 b > 0, 使得 只 要

j z  - c < b ( 并且 z I c ), 就有 甘( z )— Cl < c:; 则称 函数w = f ( z )于 z 趋向 c 时 ， 有极限 cCD

这件事情通常也记作
Jim w = lim f ( z ) = C . 
Z一C Z一c

不难把这个定义照搬 c( 或 C )为 oo 的情形中去， 这个定义也可 以表为 “整序变量语言”

如果 c = a + bi. C = A + Bi 则 ［不难 由 第 4 5 4 目 推出］ 以上的关系式等价于

Jim u( x ,  y )  = A, l im v ( x, y )  = B. 
x 一a x-a 
y一 b y一 b

函数 f( z )在区域 Z 的某一点 zo = xo + yoi 的连续性， 用等式

l im f ( z )  = f ( zo ) 
Z 一 zo

来定义．这显然等价于两个组成部分 u( x , y )与 v( x , y )在点 ( xo , Yo )处的连续性

因 此， 回想一下 刚才引 入的 匡 以 及 沪 组成部分的表达式， 我们就看出， 这些函数在整个复

平 面上是连续的 类似的 argz 除掉实轴上负的部分以外 ， 也是处处连续的
当然 ， 也可以从复数考虑 ， 直接确定其连续性 例如，对于函数 Jz !, 其连续性可由 不等式

立 即推得 对于函数 zn, 我们有

1 12 1 — l zo l l ( Jz — zo l 

Zn - 动 = ( z — zo )( z芷 1 十 zozn-2十． ． ． 十z;-1)

当 z 与 zo 充分接近时 ，z 值是有界的而受某一常撮限制 : lz l :( M , 所 以

Zn — zi l :(nMn-l·lz — zo l , 

巾 此即得出所要的结论

©此处 c 与 C 皆为复数



· 436 · 第十二章 函数序列与 函数级数 [456] 

现在不难证明整有理函数及 分式有理函数的连续性（后一种情形布除去分母的各个根）
函数 w = f ( z )在点 z = zo 处导数的定义，与通常微分学中的定义有同样的形式

w' = J' ( zo)  = lim f ( zo + 6.z ) - f ( zo )  f ( z )  - J ( zo) = Jim 
凶一o 6.z z一z。 z - zo 

例如 ， 对于函数 w = 沪 ， 我们有

Zn - z[;° 九-1 九-2 n-l = z + zoz 十 ． ． ．十 Zo 'z - zo 

于是在 Z ----> Zo 时趋于极限，我们就又得出了 熟知的公式

I n-) w = nz。 .
第9 4 目 中关于反函数的导数的公式 以及 第97,98 目 中所有的微分法则 ， 可 以 原 封不动地搬

运过来， 高 阶导数概念的建立也是相类似的

我们还提出级数

t儿 ( z) = f上）＋ 拉 ( z) + . . . + 儿 ( z) + 

其中各项均为同一区域 Z 内的复变 崝 z 的 函数

在这里， 首先可 以用与第 4 28 目 中 同样的那么一套术语 ， 建立起 一致收敛性的概念 ． 在复变

函数级数的情形下 ， 同样也可以 根据正项优级数的存在 ， 以确定其一致收敛性 ， 因为魏尔斯特拉斯

判别法在这里也是保持有效的 在关于 函数级数的定理中 ， 我们需要更深入一些的关于一致收敛
级数中逐项取极限的定理 [ 4 33, 定理 4] , 其证明也和 以前是 同样的

现在我们特别来研究幕级数， 它在复变扯 函数的理论中 占有非常重要的位置 ． 我们用单独的

一 目 来讲它

4 5 6. 幕级数 设有级数

立n Zn = 勾 + c1 z + c2z2 + · · · 十 卢 ＋ ． ．
n=O 

( 1) 

其中 Co , C1 ' 心， 为常复数系数 ， 而 z 为变量， 变化千整个复平面 对 千这里的幕级数 ， 也可

以完全如同在第 379 目 ［或第 38 0 目 ］ 所作的那样，断定有这样的非负的数 R 存在 ， 使得对 于

l z \  < R( 如果 R > 0) 级数 ( 1) 绝对收敛 而对千 l z l > R ( 如果 R < +oo) 级数发散 这样一来，
如若除掉 R = O 的情形 ， 则当 R = +oo 时，级数在整个复平面上收敛而 寸1 R 为有限数时 ， 级数
在 以原点为心，R 为半径画出的圆的内部收敛而在此圆 之外部发散 此处收敛区 间是被收敛圆代替

了， 而 “半径” 这个术语也初次得 以兑现

例如 ， 借助于达朗贝尔判别法，不难认出 ， 级数

1+产：
n=l 

对于任何复值 z 绝对收敛， 同时级数

·'
 

九z
 

OO
Y。 归 沪＿

n

00

汇
1
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都具有收敛半径 R = l
在收敛 圆的 边缘上， 幕级数 的性质可以是不 同 的 例如 ， 在刚才所 引 起的 三个级数 中 ， 第 一个

在 圆周 匡 = 1 的所有的 点上都发散 因为与收敛的基本条件不合 通项不趋近于 O; 第二个
级数 在这圆的所有的 点上都绝对 收敛 因为级数 OO L n=l 忑 收敛 最后 ， 第 二个级数 ， 如 果在其中
设z = cos 0 + i s in 0 , 则 取以 下形状 ，

产 cosn0
+ i f sin n0  

I n I n 

它也是收敛的（ 除掉 0 = 0, 亦即 z = 1 的情形） [ 3 85 ,2)] , 但非绝对收敛 ， 因为级数 艺尸 — 发散n 

附注 倘若幕级数的 系 数是 实 数 （如以上所 引的 例）， 则 显 然可见 ， 复平而上 “收敛 圆＇ 的半
径 R 与从前 实 轴上 “收敛 区 间＇ 的半径是 相 同 的

现在我们列举出可以搬到复数幕级数上而来的 ， 关于幕级数的 一些较为深入的 定 理
第 4 37 目 定 理 la 与 20 完全保 留 下来 了 ， 于是在收敛 圆 的 内 部 ， 幕级数 ( 1 ) 的 和便是 z 的

连 续 函数

至于阿贝 尔 定 理 [4 37,6° ] 也是 一样的 ， 今将其叙述成以 下形式
假若级数 ( 1 ) 在 圆 周 lz l = R 上的 某 一 点 zo 收敛 ， 则 当 点 z 从里 面 沿 着半径逼近 于点 z。 时

我 们 有
00 00 

归汇 卢 = L 三©

九=0 n=O 

在特殊情形下 ， 即当zo = R 时 ， 就可以 认为 z =r 是 一 个 正的 实 变 数 ， 而所要证的等式就表
成以 下形状

00 00 

』阱。 叉 an尸 ＝ 叉 CnRn

n=O n=O 
若设Cn = an + b邧 ， 则上式分解为这样两个等式·

由千假定 了级数

00 00 00 00 

』觉。 区 归尸 ＝ 叉 a飞， r』］党。 区 如产 ＝ 汇 加Rn

n=O n=O n=O n=O 

00 00 

汇 c,矿 ＝ 叉 ( an + b社）Rn 

n=O n=O 

的收敛性， 因而 上 两 个 式子右侧的级数收敛 ， 所以 上 两 个 式子的 证 明 只需援引 一下普通的 阿贝 尔
定 理即可

我们来看一般情形 用 仇 表示 数 Zo 的辐角 ． 于是 可命

zo = R(cos 0。 + i sin 00 ) ,  z = r (cos 0。 + i sin 0o ) ,  

©在更一般的 z 逼近千 zo 的规律之下 ， 也可以证明这个 等式 ， 然而 我们不预备在这里来讲它
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并且所要证明的等式可以写成这样·

00 

气�o 区 伍 (cosn0。 十 i sin 响）产 ＝ 产 织 (cos 叽 + i sin 叽）Rn 

n= O  n= O 

若将括弧 内因子并入系数之内 ， 则显而易见， 问题就化成已经考察过了的清形．

(45 6] 

现在我们（不 引 用关千级数微分的一般定理）直接来证幕级数在 其收敛 圆 内 部 可以 逐 项 微
分，也就是说 ， 若对 lz l < R 命

00 00 

知）＝ 汇 伍沪 ， 则 j '( z )= L nenzn-l 

n=O n = I  

首先，我们注意 ， 后一个级数的收敛半径也是 R, 例如借助于柯西－阿达玛定理 ， 就很容易承

认这一点

我们在 固定的点 zo 以及 lz l < R, 来进行讨论 我们有．
00 

f( z )— f ( zo )  zn — z[;' = L Cn  
Z — zo Z — zo 

n= l 
00 

＝ 汇 Cn (zn-1 十 zozn-2 + · · · + z尸）
n=l 

如果取 p 介于 l zo l 与 R 之间 ， 那么就也可以算作 lz l < p; 于是

归 (zn-1 十 zozn-2 + . . .  + z;-1 ) 1 < n·I叫 pn-1

(2) 

级数 区�nl勹pn-1 收敛 ， 因为 p 小于 R,而 R( 如我们前所指出的）也是级数 I;�n环zn-1 的
收敛半径 在此情形下， 应用魏尔斯特拉斯判别法，我们就肯定了级数( 2 )的一致收敛性， 当其中
z 一 Zo 时， 可以逐项取极限 ， 这就导 出了我们所要求的结果

由 此即已推知 第 4 38 目 的定理 go 与 100 也可以原 封不动地搬到复数的情形里来

因此， 在收敛 圆 以 内 ， 幕级数之和及其各阶导数尽 皆连续 换句话说 ， 如果我们将 函数按照 z

的幕次展为级数 ， 则 离原 点最近的 函数的间断点 与原点的距离 ， 就是这个展式的收敛半径的 自 然
界 限

在级数
1 — z + z2 — +( — 1r泸 ＋ ＝ 1 

l + z 
1 

的情形中 ， 这样的点就是 z = —l ; 这一点是在 实轴上的，所以我们早也就 明 白， 函数 ——－ 的展l + z 
式的收敛半径不能大千1. 而级数

1— 22 + 24 n 2 n — . . . + ( — 1 )  z + · -·= 1 
1 + z2 

的情形则是另 外一样 ， 在虚轴上 ， 距原 点为 1 的点 z = 土 处 ， 级数的和数有了间断点， 若仍然是

在 实轴上，则沿着实轴 ， 函数 以及其各阶导数皆是连续的，就无法可以理解何以其展式的
1 + x2 

收敛半径是等于 1 .
把实变量的实函数转到复数域里面去的时候 ， 常有助于理解其展式之具有某些特点的真正原

因，这一类的例子我们在下面还会碰到



[457] §5. 复变呈的初等函数 · 439 · 

最后 ， 我们 指 出 ， 所有的幕级数运算法则 [ 4 4 5] , 并千以级数代入级数的定理[4 4 6], 关于级数

除法的定理 [ 4 4 8] , 以及 未尾关千幕级数的反演的定理[4 51] , 在此处尽 皆保持有效， 其中一些形

式化的证明 ， 对千复数倍级数也是完全适用的

457. 指数函数 我们在第 4 0 4 目 ( 1 1 )业 已看见，展式

X X Xn 

e = l + - + — +··· 1 !  2 !  n! 

对千任意 的实数 x 都成立 倘若在这个级数里将实变帮 m 换为复变扯 Z = X + yi, 则得出级数
l + L 尸 — 入 f这个级数我们 已 经知逍[4 5 6] 它收敛了 ， 就是说在整个复变数平而上，它有确忙 ＇

定的有限和 根据定义， 就将它 的和取 作 指数函数产 对于任意复数z 的值 ， 就是说 ， 命

2 n z z z ez = l + - - ·  · · 一 ． ． ．
1 '  

＋ ＋  2 1 ＋ ＋  
. n! 

这个定义 ， 如我们在前而看 见的 ， 并不与 实数指数情形下的晋通定义 冲突， 而是其自然的推广

( 3) 

如若利用幕级数相乘的法则 ，那么便与在第 39 0 目 6 ) 中 一样 ， 很容易肯定 对千任意的复数

值 z 与 z' , 有
名 乙， Z 十z'e • e = e 

因而指数函数的这一 特性在 复数域 内 仍 伙 得 以保持 ．

函数 ez 在全平面上是连续的 ， 不仅如此 ， 它还具有各阶导数， 逐项微分其定义级数 ， 便得

(,oz )' =  eZ , 

恰和 以前是一样 的

设 Z = X + yi, 其 中 x 与 y 为 实数， 在 ( 4) 中把 z 换成 x, 而把 z' 换成 yi , 我们便有

Z X yi e = e • e 

现在我们来考察具有纯虚数指数的特殊幕次 eY' . 如若根据定义 ( 3)将 z 代为 yi, 则我们得出

2n 2n+l y y . y 产 = 1 + yi — — —i+ — + ··· 2! 3! 41 
九 y n Y + (—1) —- + ( —1) 

2n! ( 2n + 1 )! 

或者分离 实部与虚部，

产 = ( 1 — 亡 + 1L — n Y2n 

2!  4 ! 
+ ( -1) — . .  

+ (y - f, I · + ( — ! )" it,: 厂;) �+ \ ,  

i + . . .  

(4) 

我们看 出 上式中的两个级数就是 cos y 与 sin y 的展式[4 0 4 , ( 12) 与( 1 3)], 这样一来 ， 我们便导出

了 一个很值得注意的公式

产 = cos y + i s in y, 

此公式系 由 欧拉所首先创立， 因此，例如有

互 ？e 2  "' = i ， e = —1, e 芬 ' = —i,

(5) 

e2"i = 1. 
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于是 如 果 Z = X + yi ,  则

我们看出 ，

第十二苏 函数序 列 与 函 数级数

ez = ex ( cos y + i sin y) (l) ; 

ex = eR(z) = lez l, Y = J ( z) = Argez 

因为对 于任何 实 数 x, e·10 > 0, 所以 对千任何 复 数 z, e2 均非 0

[458] 

( 6) 

将 ( 5) 中的 y 换成 —Y , 再利用两个 公式的 相加与相减 ， 就得出 以 纯虚变址的 指 数 函 数 来表
达 实 变忙的 角 函数 的义系式

eY' + e-y, eY' — e一驴

cos y = - , sin y = , 2 2i 

在下文中 我们还将 回 头来讲这一值得注意的扛实

( 7) 

假若在等式 ( 6) 中 ， 将 y 换作 y+ 21r , 则 等式 右侧 的 值（也 饥是说笘式左 判的值） 不变， 换旬
话说 ，

乙+2ori 乙e = e 

即 指数函数乃 是具有纯虚周 期 21ri 的 周 期 函数
很容易证 明 ， 除了 2k7ri ( k 为整数 ） 形状的周期 以外 ， 函 数 e之 不能再有其他的周期 事 实 上 ， 假

若 e迁w = ' e乙
， 则（ 命 z = 0)产 = 1 比 如说设岁 =a:+队 ， 那么 ［参看 ( 6)] e" ( cos f3+i sin ,6) = 1, 

巾 此 e" = 1 即 a: =o, 其次 cos /3 = 1 , sin /3 = 0, 故 ，6 = 2妇 ， 是 即 所欲址者
现在我们知道了 e士2r.i = 1 ,  于是才弄明 臼何以函 数

兀
展成幕级数 [449 ,( 12)] 盯具有收ex � 1 

敛半径 加 虽 然 在实轴上函数 x 并没有什么特异之处足以 解释这一点 ， 然而在虚轴上却有着

使得函数化为无穷的那样的点 ， 并且其中 与原点相隔最近的恰好就是 在距离 加 处的点 z =土21ri
与指 数 函 数 推广 到任意复 数 指 数 的情形相关连 ， 我们 回想一下在第 1 38 目 与第 407 目所研

究过的 一个 有趣的 函数
归）= e- -;  歹 ( x-#0), f ( O) = 0 

虽 然这函 数 本身以及其各级导 数 在 实 轴上， 包括点 X= 0, 都是 连续的 ， 但尤论在零占的怎样一个
邻域内 ， 却总不能将此函 数 按照 x的 幕次而展开， 这在转换到复变量 Z = X + yi 的 时候 ， 就直接
变为显而 易 见的 了 实 际上 ， 当 z 一0 时， 函数 e-古 ( z -# 0) 是甚 至连极 限也 没有的 ， 因为例如
在沿着虚轴趋近于各时， 即 z = yi 而 y 一 0 则有

I I 
e- � =石产 ----> 00 

458. 对数函数 我们取出任意一个 非冷的 复 数 w ,而 我们所提出的问题就是要找 数 z ,使
得满 足方程

e = w 

（ 我们知道， 当 w = 0 时这个方程是 无解的 ） 这样的数 z 就称为 w 的（ 自 然） 对数， 并用等号

z = Lnw (8) 

©也 可以 将这个 等式 给作复变量的 指 数 函 数的 定 义， 于是 (4) 可由余弦与 正弦的 和 角 定 理推 出
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来记

由 此

若 w = r ( cos 0 + i sin 0) , 并令 Z = X + yi , 则根据 ( 6) , 方程 ( 8) 分韶为这样三个方程

了 = r, cos y = cos 0, s in y = s in 0  

x = ln r, CD y = 0 + 2妇 (k为整数）

我们就得到结论w (w # 0) 的对数永远存在 ， 等于

Lnw = In 间 + i •  Argw = In 回 + i · argw + 2k1ri , (9) 

并且因而乃是多值的 不过根据指数函数的周期性 ， 也很容易预料到这一点 取k= O 我们便得

到所谓的对数主值：

ln w = In lw l + i ·argw , ( 10) 

其特点就在于 其虚部含于区间 ( -1r, 叶 之 内 ，

—1r < In( ln w) ,S:: 1 r  

例如 我们有

1r .  4k + 1 
In 1 = 0, Ln l = 2k7ri;  ln(—1)  = 1ri, Ln ( —1)  = (2k + l )1ri; In i = -i , Lni = 1ri 等等

2 2 

u 变化时 ， 公式 (10) 表示多值对数函数Ln w的主支 ． 在不同的整数值k之下 ， 根据公式

Lnw = ln w + 2k1ri , 

就得到其他的一些支

不难看出 ， 在除掉原 点及 实轴上负的部分 以外的整个复变数 w 的平面上 ， 函数 ( 10) 都是连
续的 当 w = O 时的不连续性 ， 是无法避免的 ， 因 为 当 w 一 0 时 ， 显而易见，ln w 一 oo 负 实
值 wo = uo < O 的情形则又是—祥 这里所发生的不连续现象 ， 在某种意义上 ， 乃是人工造成的 ，

因为我们的条件是要将 argw 取在 区 间 ( —Jr' 1r] 之 内 当 V = 0, 而令 w = u + vi __, wo 时 ， 则
argw --+ 1r = argwo , 而假如其中 V < 0, 则 argw 一 气T 如果我们从第二象限的主支lnw 过渡到

第三象限的另外一支 In w + 21ri, 那么连续性就可 以恢复 这样一来 ， 我们为 了要想避免多值性而

将多值函数分割成一些单值的支 ， 同时就对每一个单独的支造成了不连续点 而反之 ， 从一支过渡

到另 外一支时倒是连续着的 复平面的值得注意的独特之处，就在于多值函数不同的各 支 间的这

种关系上，这是与定义在实轴上的多值实函数没有共同之点的
根据关于反函数导数的一般定理 ， 我们有 （除掉不连续点 以外）

, 1 1 1 
(ln w) = = - = — 

(e守 ez w . 

将 w 换成 l + w, 我们来研究 函数 z = ln( l + w) ( w -=J —1) 这时
co 

e' = eln(l +w) = 1 + w = I + L 三 ， 因而 w = 产 三n! n! 

©此处表不正数 T 的普通 自 然对数

饥=l n = l  

(11) 
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由此推知，对于充分小（对于绝对值而言）的 w 值 ， 函数 z = ln ( l + w) 可依照 w 的幕次展为级

数

z = w + c 2w2 + c 3 w3 十 ． 十 你矿 + · · ·

这个 函数对于 w 的导数便可以表成级数

[ln (l + w)『 =1 + 2c2 w + 3c3 w2 + ·  · · +  nc nwn -l + 

同时 ， 由 于 (11) , 它又可以表成这样：

1 [ln ( l  + w)]' = = 1 - w + w 2 - • • • + (— 1r-lwn-l + l + w 

比较这两个展式 ， 便可看出

由此

如 = -1, 3c 3 = 1 ,  · · · , n彻 = ( - l)n-1 , . . .  

1 1 C2 = —- C3 = - . . . ' 彻 = (-1r-1』 . . .
2 ' 3 ' n' 

因而 最后 ， 在原点的邻域内我们便有展式

w w 1 w
n 

In (1  + w) = w - - + - - · · · +  ( — 1) 九一
一 - · • · ( 12) 2 3 n + 

很容易验证，所得到的级数具有收敛半径 R = l 我们 已 经知道 ， 对于足够小的 z, 级数和数
是对数的主值 ln ( l + w); 是不是在整个的圆 wl < l 里总是这样呢？

因为级数 (12)形 式上满足等式

e 
2 3 w- 吩 － ＋ 号 － 息 = 1 + w ,  

所以当级数 (12) 收敛时，也就 实际上满足这等式，这样一来 ， 在整个圆 lwl < i 之 内 ， 级数 (12)

的和便—定是 Ln ( l + w) 的值中的一个， 现在所有问题就在于 是不是永远恰好就是主值呢？
如果 回 <1, 那么数 l + w 所表示 的点便在 以点 w = l 为心而半径为 1 的圆的内部 ， 所以

冗. 7r 
arg( l + w) 介于 － － 与 －2 2 

之 间 ， 而Arg ( l + w) 其他的值则在区 间

(-琴 —兰） （—了 勹）
（罕 号） （罕了）

之 内 级数 (12) 的和的虚部即是Arg( l + w) [参看 (9) ]对于足够 小 的 w = u+ 切，虚部为主值
arg( l + w) , 就是说包含于 — 产 与 产 之间 而同时虚部是 u 与 v 的连续函数 ， 不能跳到其他上2 2 
述 区间之内，因之 ， 对于所有的 lw l < i , 它都恰好等于主值 arg( l+ w) 由 此得 以证明，等式 ( 12)

在整个圆 同 < 1 内部成立 ．
在 ( 12) 中将 w 换为 －初， 并从级数 ( 12) 减去这样得到的级数 ， 我们就得出有用的展式©

这个展式适用于 lwl < 1 . 

3 2n-1 1 l + w 
- In = w 旦 ．．． w 

+ + + + " · 
2 1 — w 3 2n - 1  

(13) 

l + w  
© 因 为差数 ln(l+w) — ln(l — w) 的虚部介于 —7r 与 7r 之间，所以这个差数刚好就是主值 In 1 - w  
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4 59. 三角 函数及反三 角 函数 我们知 道 [4 0 4(12) 与 (13)], 对 于 实数 x , 函数 cos x 与
sin x 可表为以下的级数·

（ （  2n 2n -l X cos x = l + 汇（ —1)二- sin x = — n-l X 
如 ＇ 汇( l )

( 2n—1) ! . n= l n=l 

很 自 然的 ， 对千任意复数z 的函数 cos z 与 s in z, 就用类似的级数

= = 2n 2 n - l  z cos z = 1 + 汇（ —1)二- s in z = - n- l z 

n= l 
加 ＇ 汇( l)

( 2n - 1) ! n=l 
(14) 

来定义 ， 此二级数在变扯 z 的全平面上都收敛 ．
这种引 进三角 函数的方法，对于我们 巳经不是新的了 在第 4 4 3 目 中 ， 还在 实数域里的时候，

我们就 巳 经 （为了讨论这些分析上重要的函数时不用到几何）应用 了这种方法 仿效那里所作的

论证，就可以在这里也建立起余弦与 正 弦的和角定理，化简公式，周 期性 ， 以及 它们的微分法 （但
已是对千复值 自 变量而言 了 ）

不过要得出那些结果 ， 还可以利用其他的办法 建立三角 函数与指数函数之间的关系 即

是把第 4 57 目 中对千 z = yi 所作的加以推广 ， 就可以对于任意的复数 z 都得出［参看(5)]

而由此推知 ［参看( 7)]

士me = cos z 土 2 · S ill z, 

z, -z, z, -zi e + e . e - e 
COS Z = Sill Z = 

2 ' 2i (15) 

这些公式就将三角 函数的研究工作完全化成指数函数的研究工作 ［可以不用( 14) , 而用(15) 给出
三角 函数的定义］ 我们建议读者根据公式(15 ), 以重新证明以上所提到的余弦及 正弦之各项性质 ，

并且再确定 l )cos z 与 sin z 除掉 2妇(k为整数）以外 ， 没有其他的周期，2) 这两个函数的全部的

根尽皆是 实的
如若在(15) 中取 z = yi( y 是 实数）， 则得出

-y e y + e e y — e -y 
cos yz = 

2 
= chy, sin yi = 

2 
- i = ishy ( 16) 

这样一来， 就建立了 实变萤的双曲线函数与纯虚变量的三角 函数之间的直接关系 有趣的是· 注意
cos yi 乃是 实数，恒大 千 l .

现在 ， 利用和角定理，可以写出

或［注意( 16)]

cos( x  + y砂 = COS X . cos yi — s in x · s in yi , 

sin( x  + yi) = s in x • cos yi + cos x · s in yi 

cos( x  + yi) = cos x • chy - i •  sin x · shy ,  

s in( x  + yi) = sin x • chy + i • cos x · shy, 

而由此，余弦与正弦就分成实部与虚部了
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函数 tgz 与 ctgz 是用公式

sm z 1 e Z1 — e -z, 
tgz = 

cos z 
= i 尸 + e-zi (z -=J (k+ � ) 1r) , 

cos z e" + e-zi 
ctgz = -—- = i . 

sm z ezi — e-z, 

来定义 ， 它们具有周 期 T

(z # 妇）

[459] 

将第 4 4 9 目 中所得到的 tgx 与 x · ctgx 的展式中的 实变数 x, 换成复变数 z 以后，仍然保持

有效x · ctgx 与 x • cthx 展式的相似之点， 如果考虑 到从 ( 16) 推出的关系式

tgyi = i · thy, ctgyi = —i · cthy, 

那么就会成为完全显然的了

在反三 角 函数中，我们选反正切 函数与反正弦函数来讲

由 于 三角 函数化为了指数函数，因而很 自 然的就预料到 其反函数是与对数函数有关的 ．

我们从某一项注释来入手，这就是w = tgz 不会取值为 士（这一点由反面来论证就很容易明

白 ） 设 w -=J 土； 此时方程

可 以解出z 来．

1 e2' — e -zi 1 e2zi — 1 
tgz = -: · = - · =  w i ez' + e-z, i e2之i + l

e 2z i 1 + wi l 1 + wi 
Z = — Ln . • 1 . , - wi 2i 1 

-
wi 

反函数Arctgw 这样的一个表达式，显而易见， 和 Ln 一起都是无 穷 多值的

如果对数取其主值，那么我们就得到反正切的主值

1 1 + wi 
arctgw = --: ln ( w  -=J 土i )J 2i 1 — wi 

其特点就在于其 实部是包含在区 间 (- � , �) 里

根据公式

就得出其他的值．

冗. 7r - - < Re( arctgw ) < — . 2 2 

Arctgw = arctgw + 妇 (k为整数），

在级数 ( 1 3) 中 ， 用 wi 去替换 w, 我们就得出反正切的主支的展式

3 2n - l  
W n- 1  W 

arctgw = w —
了 十 · · · + ( — 1) + . . . 

2n - 1 

此展式对于 国 <1 成立CD .
最后，我们来看方程

,z -,z e - e 
SIIl Z = = W 

2i 

© 当 w = 土 时 ， 函数 arctgw 就成为 CX)
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对于 z 的解

由此推知

§5. 复变量的初等函数

产 — 2wi - e" — 1 = 0, eiz = wi 土 《了二卢，

z = Arcsin w  = -,-Ln ( wi 土 《了二；勹；

在这里我们也得出了 无穷 多值函数。

我们限制取对数的主值 ：

z = -,- ln ( wi 土 V了二百）．

· 445 · 

当 w = + l 或 w = — 1 时 ， 根式成为 0, 我们便分别得出 Z = 产 或 z = - 产
， 就取这两个值作为

2 2 
反正弦的主值 现在设 w -=J 土1 , 则在我们面前就有两个 z 值可供选择 显而易 见，

( wi 十 二） ( wi 一 二） = - 1 , 

于是
1 
-,- ln ( wi 十 二） + -,- ln ( wi 一 二） ＝ 土Jr,

因而即有
Re i ln ( wi + J1二） + Re (i ln ( wi - VI二） ＝ 土T

同 时其虚部仅相差一符号 因为每一个实部皆不能出于限制 区 间 ( —Jr' 叫 ， 故其中仅有一个＠是被

包含在 — [ 与 [ 之间， 其所对应的反正弦的值就取作主值 ． 只有在两个 实部皆等于 尸 或 － 产 的2 2 2 2 
情形下，是个例外， 此时便将具有正虚部的值取作主值© 可 以说，限制条件就是． 反正弦的主值

要 由 条件
冗, 7r 

2 
— — :( Re ( arcs in w )冬 —

2 

来确 定
不难验证 ， 其他的值可表成公式

Arcsin w = arcs in w + 2k1r, Arcsin w  = ( 2k + l )1r — arcsin w (k为整数）

在最末尾我们提一下 arcs in w 依照 w 幕次的展式在 实变献的区域中，我们 巳 经看到了对千

级数
X 3 

y = x - — + " . + ( — 
3 !  1 )  n-1 X 2 n-l 

( 2n - 1 )! 
＋ 

［它表示 sin x ]加以反演 即得级数

1 y3 l · 3 旷 ( 2n-1) ! ! Y2n+ l 

+ + + · · · x = y+ - ·  — + . — . . . 
2 3 2 - 4 5 2n! ! 2n + 1 

［它表示 arcs inx; 参看 4 4 0 ,3)] 因 为在复数的情形中 ， 系数的确定是完全一模一样的 ， 所以显然

可见 ， 反演级数
3 5 2 n-l z z z w = z - - + — — · · · + ( — l ) n-1 + . . .  

3 !  引 ( 2n- 1 )! 

©仅有一个而且必有 一个 － 译者汪
＠例如 arcsin2 = 了 口 ln(2 + 邓）

2 
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的结果， 就应该得到级数

1 矿 1· 3 w5 ( 2n - 1) ! !  w2n+ I 
z = w+ 2 了 十

2 - 4 了 + · · · + 
2n! ! 

·
2n + 1 

! + 

[4 60] 

其收敛半径 R = 1复 当 wl < 1 时， 它给出Arcsin w 的 一个值 我们证明 ， 这恰好就是主

值arcsin w . 实际上 ， IRe( z )I 不能超过

1 1 1• 3 1 ( 2n—1) ! !  1 1r ZI < 1 + - · - 十 ． 一 十 ． ． ． 十 ． 十 · · · = -
2 3 2 • 4 5 2n! ! 2n + 1 2 

由此即推得所要求的结论

4 60 .  乘方函数 设a 与b 为两个复数 ， 其中a =/= 0. 此时乘方 矿 的定义是这样的：

b bLna b(ln a+2k,,-i) a = e = e (k为整数），

因此乘方一般说来乃是多值的 当 k= O 时 ， 就得出所谓的乘方主值

b b in a a = a 

为了不致发生混滑 有时将乘方的一般表达式按照柯西的记法 ， 记成这样

(( a 沪 =a b . e2际bi (k为整数）．

若b 等千整数 ， 则第二个因子成为1: 在此情形下， 乘方仅有一个值 当b 是不可约简的有理
分数 E( q> 1 ) 时 ， 则乘方就恰恰有 q 个不同的值 最后， 当b 是任何其他的值时，乘方的值就构

q 
成无 穷 集合 ．

例如 ，

2' = e' In 2 = cos( ln 2) + i · sin( !n 2) , ( ( 2)丫 = 2i . e-2k,r 

i' = ei ln i = e一 号 ，( ( i ))' = e-(4k+ l) 告 (k为整数）

(k为整数），

若m是任意的常复数 ， 则一般说来 ， 乘方函数(( z)r 乃是多值的 其主支为( z -=J 0) @ 

由关系式

m m • ln z z = e 

(1 + z尸 = em · ln(l+ z) 

出发， 与在第447 目 ，2) 中完全同样地， 可以得出二项 式级数：

m(m-1) 2 m(m- l) · · · (m—n + 1) 九( 1 + z严 =1 +mz + z 十 ． ． ． 十
1- 2 1 • 2 •  • • • • n 

假如 lz l < 1@ , 则此级数对于任意的复数m都是收敛的 ， 并且从得出这个级数的方法的本身就
可看出 ， 这级数恰好就表达二项式乘方的主值 阿贝尔阿贝尔 曾 经研究过这个级数

© 当 w = 士1 时 ， 反正弦的导数 的连续性被破坏 了yl - w2 

©如果 R(m) > 0, 有时就对于 z = O 确定 产 = 0
＠ 当 z = —1时 ， 乘方 (1 + z严 本身或其充分 高 阶的导数一定会有 间断点， 而 m 等于 0 或自然

数时 则 为唯一的例外
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务．

4 61.  例 在本 目 屯 我们用若干实侁来显示出 ， 复变量及其初等函数如何来为实数分析服

1) 如果将 函数 y = 
1 

沪 + 1 
表成

1 1 1 
y = 五 l二；— 二；） ，

的形状 ， 则其各级导数便很容易求得 即

1 
y伈-1) = 五 ( — ir-1 伈 —1) ! [ -

1 
( x — 沪 ( x : i)n ]

( —1r-1 (n - 1) ! . ( x  + i)n - ( x  - 矿
2i ( x2 + 1) n 

= ( -1;;
2
-:( �

)
: 1 ) ! . [ nxn-1 —n(n�

.
11勹- 2) 

X冗-3 + . . . ] 

例如•

(*1)"' � 24  
5x

'( ;' :;;,+ l 
显而易见 同 时也就得出 了 函数 arctg x 的各 阶导数［参看 11 6,8) 与 118, 4)]
2) 通过指数函数以 表出余弦与正弦的欧拉公式 ， 可以 多方利用 例如 ， 我们要想找和数

s = I: cos kx 

的简短表达武 这问题可 以 简化成几何级数的求和问题：

1 
n n 

s = 2 (� ekx, + 区 e-kx,)

1 ex' _ e( n + l )xi e 气 , _ e-(n+ l)x, 
= 2 (

1 _ exi + 
1 _ e-xi ) 

\
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3) sin x 与 cos x 的正整数次方 ， 以及 它们的正整数次方的乘积 ， 都可以表成倍角的正弦与余

弦的线性组合 先依牛顿二项式展开以下表达式．

sin " x = (
ex' — ;/-x,

) 
n

, cosn X = (
exi �e-x,

) 
n 
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仍然再利用 欧拉公式， 这问题就很容易 的得 以解决． 例如 ，

1 
S!Il5 X = — 5x, — 5e3x' + lOex' — 10e-xi + 5e-3x' — e-5x,) 32i 

(e 

＝ 上.
(

e5xi — e-5xi
— 5 

e3xi - e- 3x, ex' - e-x, 

16 2i 2i 
+ 10 

2i ) 

1 
= - (sin 5x — 5 sin 3x + 10 sin x) ; 16  

cos4 x sin3 x = (尸 +
/

-xi

r (
exi

� 
厂） 3 

= — 1 2xi (e — e-2x千 (ex' + e-x, ) 
1 28i 

1 
= _ (e6xi — 3e2x, + 3e-2x-i _ e-6x' ) (ex' + e-x, ) 

1 28i 

1 
= — (e 7x, + e5x, _ 3e3xi _ 3exi + 3e气i + 3e-3x, — e-5xi _ e-7x飞 ）

128i 

1 
= - — (sin 7x + sin 5x — 3 sin 3x - 3 sin x) 

64 

也可以建立出 一般的公式．

( ) • 2v a Sill X = 
( — 1 ) "  
22v- l { cos 2vx — 2v cos(2v - 2)x 

2v(2v — 1 )  ( — 1 尸 2v(2v — 1) • • • ( v  + 1) 
+ 

1 . 2 
cos(2v — 4)x — + 2 1 · 2 · · · V  } 

(6) sin气 1 x = (
;;:" {sin(2v + l)x — (2v + 1 )  sin(2v — l )x  

[461] 

(2v + 1 ) 2v 
+ sin(2v - 3) x + · · · + (- 1 )" 

(2v + 1 )2v • • • (v + 2 )  
1 · 2 l . 2 . . .  v 

Sill x } ' 

但） cos气 ＝ 卢 { cos nx + n cos(n - 2)x + 
n(

; -�
l ) 

cos(n - 4)x + •  • • }  

此处公式 (B) 中 后面的项有 以 下 的形状

1 2v(2v — 1 ) . .  • (v + l )
, 或

(2v + 1 )2v . .  · (v + 2) 
- . cos x 
2 1 . 2 . . .  v 1 . 2 . . .  v 

到底是哪一种就得看 n = 2v 呢， 还是 n = 2v + l .  

当 积分时 ， 这样变换形状是很有利 的 ［参看 287]

， 
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4 ) 积分学 中（有关于求原函 数的） 一些最简单的 公式 ， 可以推广到实变褫或复变量的 复值 函
数 63)

假定要求 出 积分
尸 cos b xdx, j尸 sin b xdx 

此问题即等价于要求 出积分

！尸 ( cos b x+ i sin bx) d x  = J /a+bi)x d x, 

而根据基本公式 ， 此积分等千
1 (a+bi)x cos bx +ism bx 吐e = . e 

a + bi a + bi 
a cos bx + b sin bx ax . a sin b x  - b cos b x  ax e + i · 

a2 + b2 a2 + b2 

令实部 与虚部各各相等， 就得到我们所 已 知的积分 ［参看 271 ,6)] 64 )

形如 J P ( x)·eax心

e 

的 积分（ 其 中 P ( x) 是脓多项式 ） 的计算公式 [271 ,4)] ,也可以推广到 复 数 a 的情形 此时不仅是
积分 [271 ,4 )]

而且连积分 [289]

J P ( x)  cos 加d x, J P ( x)sin b xd x, 

J P ( x )尸 cos bxdx , J P ( x )eax sin bxdx 

也都可以 归结到上述积分
5) 对 数 函数与 反 三 角 函 数 之间的 关系 ， 使得积分学 中许多看来似乎全 然不 同的 公式 ， 可 以 合

并到一起 ， 并且还能够建立 出新的公式来． 例如，积分I d x  = 』 In
x- a

及 I d x  = I_ arctg芒
x2 - 正 2a x + a x2 + a2 a a 

63) 汀总 ， 远非所有与原函 数有关的公武当从实 函 数 变为 复 函 数时仍保持有效 例如 容易证 实 ， 公
式 卢 = ln lz l  + c不可能推广 到实直线范围之外的不论任何地方，不但如 此 ， 对复变扯 z 的 函 数

In z 在任何 地方都不可微 （不排除实轴上的 点） 类似地 ， 等式 J dx = In Ix+ al + C (其中假设
x+a 

变拭 x 是 实 数 ） 中一且数 a 不再是 实 数 ， 等式便失效 （ 同时 函 数 !n ix + al 对复 数 a 关于实变量 x
仍 然是可微的 ）

然而对于初等函数的原函 数的基本公式 ， 依靠 已经证明的对导数的 公式 ， 在 复变篮时的 情形是容
. dz 

易 验证的 特别地 由 于 已知的 公式 (ln z)' = -, 其中 In 表示对 数的 主值 ， 我们有 — = ln z +  C, J 
同时 z 可 以在 复平面上不包含实轴上区 间 (—oo, O] 的任意区域 P的 范 围 内 变化 关于区间 (-oo ,OJ 
的 约 定是 本质 的 在这个 区 间的 点处 ， 对 数 主值 受 到 间 断 ， 而 导 数 (ln z丫 不存在

进一步验证所 遇到的 对于原函数的公式以及关于每一个 公式应用区域的相应约定的工作留给读
者 （庄意 ， 在一系列公式 中 ， 应用形如 J f(x)dx = F(x) 的记法 没有任意常数， 这种记法意味

着 ， 函 数 F 是 对 J 的原函 数 ）
更为详尽的 复 函 数的 积分是在专 门的 复变 函 数 论的 教科书中加以研究
64) 此处变址 x 假定是 实的
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J dx 
= ln(x + � 二） 及 J dx 

= arcsin 芒
心2 + b2 …沪 — x2 a ' 

由 于将 x 替换为 xi, 就可将其 中 的一个归入于另 外一个65)

6) 分离 巳 知 的复数展式 中 的实部与虚部 ， 有时可 以 很简单的得出 实数域里有用 的展式

(a) 取级数 ( lzl < 1) 
00 产 ＝ 叉 Zn

n=l 

并设 z = r(cos 0 + i sin 0) 在右侧我们得到级数

立九 (cos n0 + i sin n0) ,  
n=l 

而在左侧则得到表达式

2 r sin 0 r(cos 0 + i sin 0) r cos 0 — r 
( 1 — r cos 0) - ir sin 0 

= 
l - 2r cos 0 + r2 + 

1 — 2r cos 0 + r2 · i  

令等式两侧实部 虚部分别相等 （并消去 r) , 我们便导 出 展式

［参看 440,11) .]

( 6) 对于对数级数

严，义

cos 0 — T  
l — 2r cos 0 + r 

2 = 叉 rn - l cos 叩
「, � 1

co 
sin 0 = 汇 rn -i sin n0 

1 — 2r cos 0 + 产
n=l 

ln( l — z) = - f 三 ( l z l < 1) 
n 

n=l 

也来如法炮制 ， 便得到： 对千 r < l [参看 440, ( 1 ) ]

1 
00 

2 ln( l - 2r cos 0 + r2) = — 区 r冗 co

:厂 ，
n= l  

00 
r sin 0 sin n0 

arctg 
1 — r cos 0  

= 区 产 n
n=l  

[461] 

设 0 < 0 冬 1r; 因 为 当 r = l 时， 右侧之二级数仍然收敛 [385,2) ] , 故 可利 用 阿贝 尔定理

[437,6° ] ,  取 r 一 1 - 0 时之极限． 在头一个式子 的左侧我们得到 - ln(2 - 2 cos 0) = ln 2 sin -
。

2 2 ' 

而在后一 ＾ 。
I 式子的左侧则得到 arctg (ctg-) = arctg (tg-

T — 0 Jr — O 

2 2 
) = 了

一 ． 因而 我们就有

In 2 sin ; = 一 产
co

:
n0 

, 
1r 

; 
0 

= 产
sin

�
咄

(0 < 0 冬 7r)
n=l n=l  

65) 为使所给替换是正确 的 ， 所列举公式中 的变量 尤 应 当认为是复的 使所给例子的公式成立 的
复平面 的区域 可分别根据对数 、 反正切 、 反正弦与平方根的主值的性质来求 出 （为 了详细， 读者
应参考复变 函数论的教科书）
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［在本教程第三卷中，我们还将碰到许多值得注意的三角展式．］

7 )在第 4 4 7 目 ，8 ) 中，我们 已见到了展式

1 
= 

= l + 区 凡 (x ) · an ,
vl — 2ax + a2 

n=l 

其 中 凡 (x )是勒让德多项式当 x 在 — 1 与 1 之间变化时，可在此处命 x = cos 0 : 

= 
( 1 - 2 a cos 0 + a 2门 = 1 + 区 凡 (cos 0 )· a 气

n=l 

现在用 e0' + e-0i 来代替 2 cos 0; 我们便得到

(1 — 2a cos 0 + a2 门 =[l — a( e0' + e-0' ) + a2 ] 分

= (1— a ei0门 (1 - a e-'0厂 §

= (1 + � ae0' + � : ! a 望,0
+ . .  · ) 

X (1 + � 矿i0 十 三2e-2i0
+ · · · )

· 451 ·  

将上式中两个级数按照一般法则乘出来 ， 再令两个展式中 矿 的系数相等，我们就导出了 凡 (cos 0 )  

的表达式

凡 (cos 0 )= 
( 2n— l )! ! ( n i0 -ni0 (2n— 3)! ! 1 

2n! ! 
e + e )+ · - (e(n- 1 ),0

+ e一 ( n-l)i0 )
(2n— 2 )! !  2 

(2n—5 )! !  1 · 3  
(/ n-2) i0 

+ e-(九-2)i0 )+ 
(2n— 4)! !  

. 
2 · 4 

现在可顺次将括弧替换为 2 cos n0 , 2 cos (n— 1 )0, 2 cos(n— 2 )0, 等等 因 为这里所有的系数

都是正的， 所以非常明显， 当 0 = 0 时， 也就说是当 x = cos O = 1时，这个表达式达到最大值 这
样一来 ， 利用从复变 函数范 围 内来考虑 ， 我们就得出了完全属于 实数域的结果 当 x 在 区 间 [— 1 , 1] 
中 变化 时，所有 的勒让德 多 项 式 皆 在 端 点 x = l 处达到 其 最 大值．

§6 .  包络级数与渐近级数 · 欧拉—麦克劳林公式

4 62. 例 在上一章的 §9 , 我们介绍 了对发散级数的 “广义和＇ 的一些重要定义 ， 同 时也知
道 了，级数的部分和本身最不适于这个 “和＇ 的近似计算． 现在 ， 我们 回 到发散级数问题， 但完全

是另 一个方面 我们证明 在确定的条件下 ， 在一定的范里＿庖；发散级数堕部分和可能是对这尘乞
数 ”引 起” 的在某种意义上的数的最好的近似 为使读者预先感受到在近似计算 中应用发散级数

的实际重要性， 只需指出 ， 为 了 预先计算天体的位置 ， 天文学家习惯于使用这个方法，并目所得结

果的准确性是完全令人满意的

我们力求一开始用两个简单的例子来解释对我们来说必要的概念

1 )考虑对数级数

X 2 X 3 n-l X 九 n X n+ l 
X — - + 一 — . . . 十 (-1 ) — + ( — 1 ) . . 

2 3 n n+ l
+ (1) 
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已 熟知 [405] 这个级数 仅对 —1 < X冬 1 收敛 并表示 函 数 ln ( l+ x) 在这个 区 间 之外（ 比 如
X > 1) 级数发散且不存在和 然而 对 X> 1 , 函 数 ln ( l+ x) 的拓展与这个发散级数的 一个 截段有
关， 因为按泰勒公式

2 3 n 
X X n- 1 X ln(l+ x) = x— — ＋ 一 — . . . 十 ( —1 ) —
2 3 n 

其 中 余式 吓 ( x) , 比如说 ， 可以 取拉格 朗 日 形式 [126]

n+l n+l 

＋ 厅 ( x) ,

l n X n X 
吓 ( x) = . ( — 1 ) —— = 0 ·( — 1 )  -— (0 < 0 ,  仇 <1 ) .  

( 1 +仇 x)n+l n + l n + l 
结果是余式绝对 值小 于级数被丢掉的 第 一 项 ， 并 同 这一 项 有相 同 的 符号（这正 像莱布尼茨型的 收
敛级数 一样 ! ) 于是 在 X> l 时 ， 如果用发散级数 ( 1 ) 的 一 个 截段代替 ln(l+ x) 的值 ， 那么我们
便有对误差的合适估计（ 甚 至还知道其符号）力 了 数 ln ( l + x) 的 近似计算， 可利 用 所说的 这一截
段， 这就足够 了 ！

当然 ， 当0< X '.( 1 时 ， 随 n 增大到无穷 ， 误差便趋于0,而 当给 定 n ,但 x一0 甚至有

吓 ( x) 一 o, 即 吓 ( x) = o( xn ) ,  
xn 

即误差 同 x相 比是 其大于 n 阶的高 阶无穷小 对任意 固定的 X> l, 所估计的项本身随n的 无 限
增加而增长到无穷大 ， 因而 对给定的 x, 谈不到依靠 n 来使得误差任芭小 ， 然而正 如估计本身所 表
明的

1压 ( x)I< 
X n+l  

n+ l' 
当 x 充分接近 1 时 ， 仍然可以作到使误差任意小！ 若 x 固定 ， 但接近于 1 ,则级数 ( 1) 的 诸项甚
至在 X> l 时 ， 最 初将按绝对值 减小 ， 即只要 比值

xn+l xn n 1 - : 一 = X < 1 , 或 n <n+l n n +l x— 1 

时 即是 如此 ， 尔后才开始 增加 在标号 n = E (
1 

X— i) 截断级数 较为有利 这时对给定的 x,

可得 数 ln ( l+ x) 的 最 好近似
在上述例 子 中 ， 所 研究的级数 毕竞在 —1 < X ::( 1 时还是 收敛 的 第二个 在这方面富有教益

的例子是 ： 考虑一 个 总是发散的级数
2) 现在设（ 对于 X> O )  

其 中 0< C < 1 (级数 收 敛 !)
当 k <x 时 ， 我们有

= k C 
F( x) = L 

x+k 
k=l 

， 

1 1 k k2 k3 
x+k

=
x - 歹 ＋ 了 一 歹 ＋

可是 倘若 k ? x, 则 此级数发散 但是 虽然如此， 我们先形式地将 此展式代入定义 F( x) 的级数 里
去 ， 再归并 同 类项 即由此得 出级数

Ai A2 A + + · n 

了 歹 十 万 十 ( 2) 
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其中 = 
An =  ( —ir-1 L kn- lck 

k=l 

不难确 知 ， 确 定 各系 数 An 的各级数 全都是收敛 的 但是 前面的 那个级数 却显 然发散， 因为

An l � nn-l 产 即 An n正 l cn

xn � x冗

而 最后的表达式当 n 一 oo 时趋千 oo
对给定的级数 (2) 其第 n 个 截段乃是 ：

因此余式

且此处有

Sn ( x) =立 卢 ＝ 立了 (-lt:v

1 kv-1

v=l k= l v=l 
= 

＝ 区 [1 + ( l)n+l 炉 Ck

xn ] 江 十 k '
k=l 

厅 ( x) = F( x) — Sn ( x) = ( —l)n f knck 

( x  + k) xn · 
k=l 

厅 ( x) = 0 · ( — 1r 叉 炉Ck

xn+l = 0 - A
冗

+l (0<0 <1).  
xn+l 

k= l 
又一次 出 现所熟悉的 、 莱布尼茨型级数 型的特点 ， 虽 然所考虑的级数是发散级数 ． 当 然 ， 对 固 定的
x 使部分和 Sn (x) 与 F( x) 相 比较时 ， 显 然 不 能得到任意 的精确度 ， 但 对 充分 大 的 x 可以 达到 任
意 的 精确 度 对 于所 考 虑 的情况， 如 下 的 附注保持有效． 增加保 留的项 数 ， 仅 到诸项的绝对值 还是

递减时 ， 即
An+l 

An 
< x,(在 增 大精确 度的 意 义下 ） 才是有利的 ．

显 然 ， 对 固 定的 n ,若 X _, oo, 余式 吓( x) 趋于零 不仅如此 ， 因为这时

0An+l  X 吓 X = 
X 一0,

吓 ( x)= o (卢） ，
因 此 ，厅 (x)乃是 高 于 n 阶的 无 穷 小

(3) 

为了 近似表示 F( x) ,保 留的发散级数的项 数 越多 则可期望当 x一 oo 时 ， 这个 近似的 误差
造成的无穷小的 阶 数 越高1

463. 定义 现在转 向 一般的叙述与 定 义 设给 定 数值级数

产 胚 = ao + a 1 + a2 + · · · + an + an+1 +· · · 。
(a) 若其部 分和依次地时 而 小 于 时 而 大 于 某 个数 A, 即， 若 由公式

A = ao + a1 + · · · + an + rn 

(4) 

(5) 
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定义 的余式 是 交错 的，则说级数 ( 4) 包络数 A

简单的等式

Tn = an + I + Tn+ I 

以显然的方式给出与之等价的定义

[463] 

( 6) 级数 ( 4) 被称力 是包络数 A 的 ， 是指 若 首 先 ， 这个级数是交错级数， 其 次 ， 公式 (5) 中

的余式 rn 按绝对值 小 于数an+ l , 并 与 其有 相 同 的符号©

在上一目我们已 遇到这样的级数． 级数 (1) 显然对 ln( l + x) 是包络 的（对任意 X > 0), 而级

数 ( 2) 对在 2) 中定义的 F 是包络的（也是当 X > 0) 
注意 ， 在发散级数 ( 4) 的情形，它可能同时包络数 A 的无穷集合 例如级数

1 — 2 + 2 — 2 + 2 - . . . 

具有部分和1, -1, l , - l , - - · , 显然它包络 区 间 ( —1,1) 中的每一个数．

定义 ( 6) 中所述包络级数的性质，通常使其成为近似计算的重要工具，不言而喻，远不是任何
包络数 A 的级数都可 以用于这个目的

设代替具有常数项的级数 ( 4)及 常址 A , 是如下 的 函数项级数

= 
区 胚 (x) = ao ( x) + a 1 ( x) + ·  · · + 胚 ( x) + an+1( x) + ( 6) 。

及 某个 函 数 A( x) , 同时所有的 函数 胚 ( x) 与 A ( x) 都给定在同一个 区域 X 刚 才 引 人的包络给

定数的数值级数的定义 自 然可推广到包络 已 知 函数 的 函 数级数的情况． 不再谈论它而引 人一个新
的定义，这是有关这样一种特别的情况 级数的项与 ( 6) 类似 ， 含有一个参数 x , 它的变化区域 X

以有限的或无穷 的 数 w 作为聚点 像往常一样 ， 我们用等式

A( x) = a o ( x) + a1 ( x) + · · · 十 胚 ( x) + 吓( x)

来定义余式 压( x)
( a) 级数 ( 6)被称 力 函数A( x) 在 X = W 附近 的渐近展开 ， 是指 若对任意 固 定 的n有

lim 吓 ( x) = 0@ 
尸w an ( x) · 

这个事实可记为：

A ( x) ~ ao ( x) + a1 ( x) + · · · + 胚 ( x) + 
由于

厅 ( x) = a n+ 1 ( x) + Tn+1 ( x) 

以及
厅 ( x) an + 1 ( x) = . 1 + 吓+ 1 ( x) 
胚 ( x) 胚 ( x) [ 妇+ 1 ( x) ] '

(7) 

©若在定义中假设的条件仅对 n 充分大成立 （比如说 ， 对 n ;;:, no >  1), 在这种情况下，我们仍保
留 名 词 ＂包络的'

＠ 同时 ， 自 然地 假设 an (x) 异于零 （至少对于充分接近 w 的 x 而言）
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如同从 (7)推出的 ， 得到

lim 伽+l( x) = o. 
江 一 心 妇 ( x ) ( 8) 

容易证明如下断 言：

若级数( 6 ) 包 络 函数A( x ), 同 时适合 ( 8) 式， 则 所说 的级数就 是 函数A( x )在 x = w 附近 的
渐近展开

事实上，我们有

因此

那么从假设 ( 8) 直接推出 ( 7 ).

1压( x )I (; la n + 1( x )I, 

厅( x ) a n+1( x ) 
(; 

妇 ( x ) an( X ) · 

上文中作为例子引 入的两个级数 (1)与 (2 ), 都是相应 函数的渐近展开 ， 第—个是在 x = O 附
近 ， 而第二个是在 X = 00 附近．

在以下的叙述中 ， 我们通常会遇到形如

00 

A ( x )  ~ 区 竺 = ao + 巴 十 竺 ＋ ＋ 竺 十
x n X x2 x n 

n=O 

在 X = 00 附近的渐近展开式注意上述关系式的意义仅仅是：

尤论怎样的 固定的n, 总有

厅 ( x )= o (卢）
或更详细地

气。 [A( x )— 彻 — 气 — 售 － － 卢］ 矿 = 0

于是 ， 对千 “大的"x 成立近似公式

a1 a2 a n  
A ( x )� ao + — + - + . . · + — 

X X2 x n ' 

其性质由等式 (10)描述

若把这个等式改写成

lim [ A( x )  
a 1  a2 a n-l 

x-= 
- ao — 了 — 歹 一 . . . —

x n-1 ] 沪 = a n , 

( 9 ) 

(10) 

(10* )  

则函数 A( x )的形如 ( 9 )的渐近展开的唯一性就变得很明显了 当 然要假定这个函数一般说

来容许这样的展开 ， 依照公式 (10* ), 一切系数 a n 都可依次完全地唯一确定'

然而相反的断 言不正确 不同的函数可能有同一个渐近展开． 例如， 已 知 e 心 X九 一 O ( x -, 
oo ) ;  所以显然形如 A( x )+ C · e气 的函数与函数 A( x )有 同样的渐近展开．

附注 有 时为 了方便，我们记

00 

a n  
B ( x ) ~ ({)( x )十 心 ( x ) · L -

xn ' 
n=O 
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其中 B(x )心(x ), 心(x ) 定义在 X 上的 函数，这意味着

B (
x言

(x )~贮

[464] 

4 64 .  渐近展开的基本性质 当谈到渐近展开时 ， 这 里与今后，都理解为 (9 ) 形式的展开©

所有被研究的 函数都假设定义在具有聚点 +oo 的 区域 X 内 ．

lo 若

A(x ) ~ 产 告， B (x )~ 文 卢， ( 1 1 ) 
n=O n=O 

则显然 = 
A (x )土 B (x )~ 汇 an 士 bn

x n ， 
n=O 

即渐近展开式可以 逐项 相加或 相减 ．

20 现在证明 乘积 A (x )• B (x )的渐近展开可 以把展式 (11 ) 照 “柯西的规则” 用形式上相

乘的方法得到

对任意的n, 我们有

连乘后得

A(x ) = ao + 勹 ＋ 彗 ＋ ＋ 卢 ＋ 。 信）

B (x ) = bo + � 十 卢 ＋ ＋ 卢 + 0 (卢）

A(x )· B (x ) = c o + � + � + · · · + 晋 ＋ 。 信） ，
其中 m 

伽 ＝ 汇 a,加-, ,
i=O 

这与断言 = 
A(x )• B(x ) ~ 叉 竺

x九
九=0

等价 ， 后者是我们原本应予证明的．
若 B (x )与 A(x )恒等 ， 我们便得平方 [A(x )广 的渐近展开 ， 同样可得 函数[A(x )尸 的渐近展

开 其中m是任意 自 然数
30 其次 ， 设给定在点 y = O 解析的某个函数 F(y ), 即在这个点的邻域中可展开为幕级数

= 
F(y ) = 汇 怎ym = /3o + 归 ＋ 舫y2 + · · · + /3mYm + · ' '  

m=O 

除此以外考虑 函数 A(工），它容许无 自 由项的渐近展开

a1 a2 an A(x ) ~ - + — + · . .  + - + · " 
x 沪 xn ( 12 ) 

阴这样的理论是由庞加莱 (Poincare) 充分发展了的 ， 他给出了在微分方程理论和天体力学中的
重要应用



[464] §6. 包络级数与渐近级数 欧拉—麦克劳林公式 · 457 · 

囚此 ， 当 x 一 oo 时 A(x) 一 0 在这种情况下 ， 至少对于充分大 的 x, 复合函数

= 
F(A(x)) = 汇 名[A(x)]

"'

m=O 

是有意义的

若 A(x) 的每一个幕 [A(x)严 可用 A(x) 的 渐近展开式代替且形 式上适合 归 并 同 类项 ， 则 函
数 F(A(x)) 也容许有渐近展开 ， 这个展开可由上述展开式得到 ［参看 446]

注意， 首先在点 y = O 的邻域内 函数 F(y) 有连续的 （从而是有界的） 导数， 且对这个邻域中

的任意两点 y 与 g 成立不等式

IF(y) - F(y) I ,s; L . y — Y I  (L 为常数）

用 心(x) 表示 (12) 式 的级数的第 n 个截段

a 1 a2 an · · + — . An (x) = - + + 2 X X X冗

当 固定 n 时对充分大的 x, 两个函数 A(x) 与 An (x) 落到刚才提到 的邻域， 因 此 当 x 一 oo 时

lxn [F(A(x) ) — F(An(x)) ] I ,s; L · xn lA(x) — An(x) l = L • x勹rn(x) I 一 0,

于是

F(A(x)) = F(An (x))  + o ( 
1 
严）

另 一方面 ， 根据我们 已知的在 446 目 的定理 ， 对充分大的 x

F(An(x))  = /3o + L f3m (An (x))m. 
气o + (3卫1 /31 心 ＋ 沁ai＋ 

X x2 
m.=l 

/3心 + 2/3沁心 ＋ 岛a{ /3卫n + . . , 十 f3naf l 

x3 + . . . + 
xn + o ( ;:-;;;) , 

由前面的关系式， 对 F(A(x) ) 也可以写出 同样的等式 ， 这就证明 了我们说过的渐近展开式

的正确性

例如，若取

则有

F(A(x) ) ~ /3o + 产 + /3卫2 + /3沁i /3卫3 + 2/3沁1心 ＋ 归
x2 十 正

十 ． ． ． 十 /3设n + · · · 十 乳叶
xn 

十 ． ． ．

= m 
F(y) = 砂 = 1 + 又 肛m! 

m=l 

） 

2 
A位） a1 a2 a1 1 3 a3 2a飞2 a 1 1 

e ~ 1 + 了 + h1 勹］ 歹 + [ 1! + 2! +
丽］ 歹

an af l 
＋ ＋ 压 ＋ ＋ 百］ 严 十
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函数 B(x) 与 A(x) 的 渐近展开 的 相 除， 在后一 函数假设其 自 由 项 ao 异于零时 ， 是关于级数
代入级数的定理的一个有趣应用 因 为与 488 目 相 比较， 这里无需引 入任何新 的思想， 我们就不
再停留 于此问题 了 ，

40 我们转而讨论渐近展开式的积分
设函数 A(x) 在 区 间 X = [a, 十oo) 连 续 并容许有渐近展 开式

a2 a3 ＋ an A(x) ~ - + - + · · · — . . .  
x2 正 xn + ( 13) 

1 它 以含有 — 的 项 开 头 ． 于是对于这个 函数存在 着 由任意 X )! a 到 +ooCD 的 有 限积分， 并且这个x2 

积分 （作 力 x 的 函数） 同 样也有渐近展开式

1
= 

A(x)dx ~ 竺 ＋ 竺 」 十 十 二 1 
+ x 2 x2 n — l xn- l 

江

它 可形 式地从 (13) 式逐项积分得到 ．

事实上 ， 设

心 (x) = 区 詈， 厅(x) = A(x) - An (x) , 
k=2 

当任取 e 一 0 时 ， 且对充分大 的 x 任意固定 n, 则有

Xn · I扂 (x) I < c :  

若 X > x,  则

1
x 

A(x)dx = 1
x

儿 (x)dx + 1
x

吓(x)dx

= t k� — 1 ( xL1 — 炉�- 1 ) + 1
x

厅 (x)dx

当 X 一 oo 时得

其中

/00 
A(x)dx = 竺 丿 十 竺 上 ＋ ＋ 妇 二

l x 2 x2 ＋ 氐- 1 (x) ,
江

，n - l xn-I 

氐_i (x) = 二 1
x

吓(x)dx = 1
=

厅(x)dx

因 为根据 ( 15) 式 ， 对充分大的 x

1
x

吓 (x)dx ,s; 1
x 

\吓(x) \dx < c: 1
x

卢 ＝ 三 ( x} - 1 — x�- 1 )

(I)我们记得 ［参看 373 目 ］ 极 限

1
= 

f(x)dx = 二 1
A

f(x)dx 

称之为 函 数 f(x) 从 a 到 oo 的积分

(14) 

( 15) 

( 16) 
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则 当 x -, oo 时取极 限 ，（对上述的 x) 有

因 此

1 氐- 1 (x) I < 
€ 

xn- 1 ' 

Jim xn- l 氐- i (x) = O. 江一=
而这一点连 同等式 (16) 就证明 了渐近展开式 (14) 的正确性

· 459 · 

可以证明 函数 A(x) 的渐近展开式 中存在 :'.:2. (a1 =f. O) 这样的项时， 就使得这个 函 数从 x 到
oo 的有 限积分不可能存在 ［参看后面的 474]

附注 有趣的是： 对渐近展开式形式地逐项微分， 一般说来 ， 是不容许 的 ， 作为例子考虑 函 数

F(x) = e-x · sin ex . 因 为对任意n,

lim F(x) · 沪 = 0,
x-= 

那么 F(x) ~ 0, 即 函数 F(x) 的渐近展开式 由 零组成 ． 然而对导数 F' (x) = — e一 x · sin ex + cos ex 

来说 这样 的 展开式是不可能的 ， 因为极限 lim F'(x) 甚至都不存在江一=
465. 推导欧拉—麦克劳林公式 这个公式在分析中起着重要作用 ； 特别是， 为 了得到具体的

包络和渐近展开 ， 时常要用这个公式 ． 我们给 出 它的推导， 并 指 出 它 的应用
我们从带有定积分形式余项的泰勒公式 出 发 [318] :0

�f(xo) = f(xo + h) — J(xo) 

其中余式

+ f伍） (xo) + p, 
炉 hm,

＝ 厅 (xo) + - J" (xo) + · · · — 
2 m! 

xo +h 
p = 而 10 f伍+ i ) (t) (xo + h — t严dt = 1 /m+ 1\xo + h — z) 产

这里依次地取 函 数

五 J f(t) dt,  f(x) , 厅 (x) , h2 f" ( x ) ,  · · · , hm,-2 f忨-2) (x) 
xo 

替代函 数 f, 同 时相应地以

m, m — 1 , m — 2, m — 3, · · · , 1 

替代 m 我们得一组 m 个等式．

』 厂o+h h h2 hm,- l 
h 叩

f(t) dt = f(xo) + - J' (xo) + — J" (xo) + ·  · · +  J<m,- l) (xo) + Po I 1 2 ! 
h2 3! 

hm,-1 m! 
凶(xo ) = hf' (xo) 十 可 J" (xo) + . . · +  f伍- l ) (xo) + p1 I A1 (m — 1 ) !  

hm,-1 
加汀 (xo) = h2 j" (xo) + . . · + f伍- l) (xo) + P2 I A2 (m — 2) !  

hm-26._jCm -2) (xo) = 气jC=- 1\xo) + Pm - 1 Am- 1 

©我们在这里与今后 ， 不再专 门 约定 ， 总是假设所有提到 的导数都存在并且连续
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消 去方程组右端所有 的导数； 为此把第一个等式与所有其余等式分别乘 以 数 A1 , A2 , · · · , Am- 1 
后逐项相加 我们选取这些数使得

、
;
J。＝

 1 
m
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＋
 

，
 
0

+
 

＿＿
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2
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A

M

 

2
 

＋
 1

 

1
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1
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1
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＝－
 

,1,
 

1 
＋
 

A
 

十
1
页
1-

ml

结果得 出 ：

归） = ¾ 1:
o +h 

J(t)dt + A心(xo) + A动汀(xo)

+ ·  · · +  A,,.- 1 h"'-2�/=-2\xo) + r, 

( 17) 

( 18) 

其中
r = —Po — A1p1 — A2p2 — . .  — Am- lPm-1 

= — ¾ 1

h 

/ml (xo + h — z) {言 + A 1
(� 厂

-
li) ! + A2 iz�;;, + · · · +  Am- 1 hm- l  z } dz 

或者更简化些，
1 h 

r = —五 1 /m) (xo + h — Z}({)m (z)dz, ( 18* ) 

其中令
zm hzm- 1 胪zm-2

({)m(z) = — + A1 + A2 
m! (m — 1) ! (m — 2) ! + · · · + Am-1 hm-l z ( 19) 

显然， 从线性方程组 ( 17) , 系 数 A1 , A2 , · · · , Am- 1 可依次唯一确定， 并且它们与 函数 f, 数 XO 及
X h 无关 同时这些 系 数是我们 已知道 的 了 这些系数 就是把 按 x 的幕次展开的系数

沪 — 1
/3 
k\ 上 [449,12) ] . 事实上， 如果我们记起数 f3 适合的符号方程

(f3 + l) k — 沪 = 0,
f3k 那么容易证明 数 — 就是方程 (17) 的解 由 在 449 目 所说的 森 可 以 断定k! 

A1 = 氖 ＝ —； , A2p- l  = 132p- l  = 0 对 p > l , 
(2p — 1 )  ! 

/32p 
(20) 

知 ＝ — = 仁 l) P Bp 

其中
:�:已言：二二 f(x) 令(�� ·' : 。 其中 n 为 自 然数 ］次取数

a, a +  h, a +  2h, • • · ,  a +  (n - l) h = b — h 

为 xo, 对每个区间 [a + (i - l)h, a + ih] (i = l , 2, - · · , n) 分别写 出 (18) 型 的 等式 并且具有余式
( 18* ) ,  并把这些等式逐项相加 ， 得到 66)

音(a + (i — l )h) 三 区 J(x) = ¾ 1 J(x)dx + A心(b) — J(a)] + A动[J' (b) — j' (a)] + 

+A,,.- 1 h"'-2 [J伍-2l (b) - f伍-2l (a)] + R, (21) 
66) 符号 三 意味着这里按定义相等 ， 用它是为 了 引 出 新 的表示 又订(x)
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其中余式

R = -一 ¼ t .
l

h
尸 ( a + ih — z )i.p心）d z 三 — ¼ t 1

h
尸 (x + h - 产 ( z )d z . ( 21 ' )  

这个公式就是欧拉－麦克劳林公式， 同 时带有余式（当 然， 公式的作者没有把它写出来） 对数m

可 以给从 2 开始的不 同的值

4 66. 对余式的研究 首先对函数 '{)m ( z )作某些说 明

首先 微分 ( 19 ), 得

仁 ( z )= 严-1 (z )+ Am-1hm-l 

其 次 对任何 � 2 的m, 有

卢, ( 0 )= 0, 'Prn ( h ) = 0 

(22) 

( 2 3) 

第—个从多项式 '{)rn ( z )的形状本身就很明 白［参看 ( 19 )式］ ， 而第二个可由方程组 ( 17 )中最后—

式推出

现在证明这样的断 言 函数 '{)2k ( z )( 偶数次）在 区 1司 [O, h] 取任何值 不 可能多 于 两 次 ， 假设不
然 ， 那么它的导数［参看 ( 2 3) 式]i.p纽 ( z ) = '{)2k-i ( z) ( 要知道 A2k-l = 0 ), 除了区间 [O, h] 的端

点 ， 在 区 间 内部 ， 根据罗尔定理不少千两次取 0 值 在这种情况下导数 少k-1 ( z ) 三 '{)2k-2(z )+ 

A吵-2 h2k-2 按 昭 同 一定理 在 [O, h] 内 部取 0 值应不少千 3 次 ， 即函数 '{)2k-dz) 在这个 区 间

内 邓取 同 一 值 — A吵-2 h坏-2 不少 千 3 次 这样逐步 降低 函 数 '{)2k 的次数每次是 2, 最后达到

函数 心 (z ) = -之2 — - h之 （二次二项式）取某个值不少千 3 次 而这是不可能的1 由此便证明了

断 言.
2 

由 上述断 言得出这样重要的推论 函数 '{)2k ( z) 在 区 1司 ( O , h) 保持其 符 号 ， 因为在区间的端点

它变为 O[参看 ( 2 3)式］，它在区 间 内部巳不再可能变为 0 容易弄清楚函数 '{)2k ( z )保待怎样的符

号 对小的 z 值 （意味肴在 0 与 h 之间处处）有低阶项 A跦-2h2
炉

2 z2 的符号 ( A2k-l = 0 ), 即
k-2 Bk-1 — 因为 A2从 2 = ( -1 )  符号 ( — 1t( 2k— 2 )! 

千是， 两 个接连 的偶次函数 '{)2k ( z ) 与 '{)2k+ 2 ( z ), 每一 个都在 ( 0, h )保持确 定 的符号 ， 但 它 们

的符号 相反！ 这个说明正是我们现在需要的

转而研究余式 R, 将假设m是偶数 ，m= 2k, 并假设这次导数 j(2k) ( z )与 jC2k+ 2l ( z) 在 区 间

[a , b] 上二者都是正的或都是负的

由 R 的表达式分部积分两次 ， 并考虑到 ( 22 )与 ( 2 3)式便逐次得到

R �

�

¼

,
t [ e» J'"1 (x  + h — , )d x  

= h � j
九

( A2k h2k — 卢 ( z) )/2k\x + h - z )dz 。
b 

l 
b h 

= k A2k h2k �[/2k-1) ( x  + h) — /2k-1\x)] - h � 1 <p2k+1( z) /2k+1l ( x + h - z )d z 
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= A动汕- 1 [/2k -1 )  (b) — /2k-l)  (a)] — i享 1
h

'P
;k+2 l2k+1 l (x + h — z)dz 

= A动坏 - 1 [/2k-1 )  (b) — /2k - l) (a) ] —i卢 1
h

'{)2k+2 (z)/2k+2l (x + h — z) dz 

因 为 下面画 了肴重线 的诸积分之和 根据所作的假设， 二者有相反的符号 ， 那么其中第—个和 与表
示式

A2kh2 k -l [/2k -1\b) — /2k -1\a)] 

有相 同 的符号， 其绝对值小千上式 的绝对值 于是最后有

R = R2k = 0 .  A动坏- 1 [/2k - l ) (b) — /2k -ll (a) ]

= 0 . (— l ) k- 1 Bk 2k- l (2k - l) (b) _ /2k - l) (a)] (0 < 0 < 1) . (21* ) 
(2k) ! h [f 

若现在假设 所有的偶数阶导数 /2kl (z) 在 区 间 [a, b] 保持同一个符号 并且写出无穷级数
代替有 限 的公式 (21) , 另外考虑到 系数 Am 的 (20) 式的值， 则得欧拉－ 麦克劳林无穷级数

文 f(x) = ¼ l
b 

f (x)dx — ; [f (b) — f (a)] 

B1 B2 3 + —h[j' (b) — j' (a) ]  - —h [j"' (b) - J"' (a) ] 
2! 4! 

+ " · + (— l) k-2 Bk- 1 h坏 -3 [/2k-3\b) _ /2k-3) (a)] 
(2k — 2) !  

+(- l) k- l  Bk 2k - l  [/2k- 1\b) — /2k- l) (a)] + . . .  (24) 
(2k) !  h 

一般说来 ， 这个级数发散 （ 因 此符号 "=" 的使用是有条件的） 根据所作假设， 它至少从第三项开
始是交错的， 再考虑到 (21* ) 式 可 以 说上述级数包络 (24) 式左端的和 区勹 J(x) 若把这个和与

1 积分 — J勹(x) dx 交换地位 ， 同 时把所有其余各项 的符号变为相反 ， 便得所说积分的包络级数h a 

这个级数的部分和有时可 以 以大 的精确度 ， 在知道积分时计算和 艺�, 或知道和 区： 去计算

积分 — 广 当然 ， 所有这些， 预先知道余式 的估计这样一件事 ， 起肴基础的作用！
h a 

467. 借助于欧拉—麦克劳林公式进行计算的例
1) 求 900 项 （ ＇ ） 之和

1-
x

 

g
区
100

＿＿＿
 

1-i
 

守二
1 

的近似值． 令 f(z) = - , a =  100, b = 1000, h = l 因 为z 
1 2 

f' (z) = —— f" (z) = — f'" (z) = —— 6 
z2 ' z3 ' z4 ' 

24 (5) 120 /4\z) = — f (z) = -— 泸 ＇ 泸

且 ， 一般地
/2k\z) = (2k) ! 

z2k+l 
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那么对偶数阶导数，条件成立．
我们待续展开到含有 ! '" 的项 ， 千是在余式中的项 已 超过 /(5) 在这种情况下，欧拉－麦克劳

林公式给出：

因为

t ¾
= 1。::

00

�
+

i (点 — 心） ＋ 点 ( 10
1
02

— 盖。2 )

点 （忐 — 10心） +0 心:4 ( 10
1
06 一 心） ( 0 <0 <1) 

/

1000

空 =In 10 = 2 .302 585 092 994 045· · · ,  
100 X 

; （高 - 10
1
00 ) 

= 0 .004 5 

1 1 1 
五 ( 1002 -

10002 ) 
= 0.000 008 25 

6 豆 （忐 一 心） ＝ —0 .000 000 000 083 325 
2 .307 093 342 910 720 

12 1 1 。 酗 （而 — 10006 ) < 0 .000 000 000 000 004 

1 
则准确到 lQ14 可令 贮詈 _!_ = 2.307 093 342 910 72 . 

1 d x 1 1 2) 现在计算 f = ln 2 这里 f ( z) = , a =  0 , b = 1 ,  取 h = — ( n = 10) 我们有0 l + x  l+z 10 
6 

f' ( z) =—
( 1; z)2 ' f" ( z) = 

( 1; z)3 ' f"' ( z) = - ( 1  + z)4 
24 /4\z) = /5l ( z) = — 120 

一般地
( l+z) 5 ' ( l+z)6 ' 

/2k\z) = (2k) ! 
( l+ z) 2k ' 

因此条件依然成立 应用变形的欧拉－麦克劳林公式，这次在含有 f"' 的项处截断这个级数：
dz 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J — = — + - + - + - + - + - + - + - + -

其次， 得

1 + z 10 1 1  12 13 14 15 16 17 18 
1 1 飞 伺 U — !) —

2 1200 (l— D + 7 20� ooo (1 — 点）
— 0  . 12 

(1 - 』
3 024 000 000 64 ) 

1 1 1 
10 1 1  12 - 19 

( 0 <0 <1) .  

= 0 . 718 771 403 

飞 (1 — 勹 ＝ —0 .025

- 1200 (l — D =—0 .000 625 

6 
(

1 
7 200 000 16 l — -) = +0 .000 000 781 

0 .693 147 184 
12 0 . \ — 』 <0 .000 000 004 

3 024 000 000 \ 64 ) 
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1 
所 以 精确 到 我们得到2 •  108 

第十二章 函数序 列 与 函数级数 [467] 

/
1 d x  

= ln 2 = 0.693 147 18. 。 l + x  

3) 最后 ， 我们说 明 ， 如 何借助千欧拉－ 麦克劳林级数 可 以 近似地计算收敛， 但又很慢的无穷级
数 即来谈一下级数

在 一般公式 (21 ) [及 (21* ) l 中

产 = 6 汇 卢
2= 1 

f ( x) = 卢， h = 1, b = a +  nh , 

其中 a 与 n 现在 暂 时是 任 意 自 然数 积分与导 数 容易 计算， 把 Am 用其表示式代入 我们
得．

n- 1 

笘 ( a : i) 2
= - [ a � n

—
』

—
; [ ( a :n)2

—
卢］

—Bi [ ( a :n )3
—

卢] +B2 [ ( a :n)5
—

卢］

— (— 1t-2Bk -l [ ( a +�)2k -l —
a2�-1 ] 

—仇(— l ) k-l Bk [
1 1 

( a+ n)2k+l - a2k+1 ] ( 0  <仇 <1 ) .  

对 固 定的 a 与 k ,这里令 n 趋于 +oo 而 取极 限 容易证 明 ， 因子 仇 这时也 趋千某个极 限 0 ,0 ( 
0 ( 1 , 结果

产 1
2 = 1 1 1 1 1 1 

( a +i) a 2 a2 - + - . — + B1 · — — B2 · — +B3 · — 
a3 a5 a7 

i=O 

+( — l )k -2 Bk-1 . 
a2�-1 + 0 ( - l )k-1 Bk . 

a2�+1 

现在具体取 a = 10, k = 10, 应用巳 知的伯努利 数 [449] , 最后 得

9 

产 = 6 汇 上 二 ＋ 主 十 上 — 1 + 1 — 』
i2 10 100 1000 5 . 105 7 . 107 5 . 109 

i=l 

+ 
5 _ 691 

+ 
7 — 3617 

1 1 . 101 1  455 . lQ13 1015 85 . 1Ql 7 
43 867 174 6 1 1  十 — 0 -

133 · 1019 55 · 1021 
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计算到小数点后 19 位

6 汇 产 = 9 .238 606 386 999 244 142 1 

6 3 
i = l  

10 100 1000 =0.631 

- =—0.000 002 
5 . 105 

7 . 107 = 0 .000 000 014 285 714 285 7 

— = —0.000 000 000 2 
5 . 109 

5 
1 1  . 101 1 = 0 .000 000 000 004 545 454 5 

691 
455 ·1013 

— = 0.000 000 000 000 151  868 1 

lQ15 
= 0.000 000 000 000 007 

3 671 
85 · 1017 

— =—0.000 000 000 000 000 425 5 

43 876 
133 . 1019  = 0.000 000 000 000 000 033 0 

9.869 604 401 089 358 621 7 

如果考虑 到舍入及余式的修正 ， 那么是

产 = 9.869 604 401 089 358 62, 

它精确到 - . 10- 17 

· 465 · 

这个例子是十分有教益的 实际上我们是采用包络数值 产 的发散级数的部分和去计算收敛

级数 7r , 而且达到十分高的精确度 如果我们利用收敛级数本身要达到同样的精确度 ，那么必须取

超过 10 亿项 ！

468. 欧拉－麦克劳林公式的另 一种形式 回 到公式 ( 2 1 ) 与 ( 21 ' ) , 但假设 函数 f( x) 的所

有各阶导数在无穷 区 间 [a , 十=) 存在并适合如下条件
(a ) 所有偶数阶的导数 jC2k) (z ) 在这个 区 间 具有 同样的确定符号，

( 6) 所有奇数阶导数 jC2k- l> ( z ) 当 z --; IX) 时都趋千 0
设数 m 是偶数m = 2k 固定数 a 与 h ,而 b = a + nh ( 连同 n ) 假设是变动的 余式 R[参

看 (21' ) ] 现在可表示为如下形式·

l oo h l oo h 

飞 笘 1 '{)2k ( z)/2k) ( a + ih - z )dz + 五 ，兰 1 '{)2k ( z )/2kl ( a + ih — z )dz 

三 一 ¼ t 1
h

泸）j<2k) ( x  + h - z )dz + ¼  �
.
l

h 

i.p正）j <2k) ( x  + h - z )dz 

将这些和式的第一个及 (21 ) 式 当中含有 a 的项合并为一个常数之后
oo h 

ck = -Ai f( a ) — A动j' ( a ) - ·. . - A跦_ 2h2k-3/2k-3) ( a )  _ ¾  � 1  , 
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这个 常数显然 与 b 无关， 把 ( 21 ) 式改写为

其中

t f ( x) = ck + ¾ l
b 

f ( x)d x  + A1 f  ( b) + A动f' ( b)
Q Q 

+· · · + A2k-2h跦-3 /2k-3\b ) + R' ,  

1 
oo h 

R' = h 
i
兰 1 '{)2上）尸 ( a+ih — z )dz 

oo oo h 

=¾ 笘［吵 ( z )/2k1 ( b + ih — z )dz 三 ¾ � 1 tp2k ( z)J l2kl ( x  + h - z )dz 

[468] 

( 25 )  

为了证 明所 引 入的 变换合理仅仅还需要确 证所用的无穷级数的收敛性， 我们从级数 — 汇了h 
开始． 由 ( 24 ) 式推 出

0 < t 汇言 J。� tp2k ( z)j <2k> ( a+ ih — z )dz 
A2k h2k -1 [f (2k -l) ( a) — f(2k -l ) ( a + nh )] < 1 .  

按照函 数 lp2k ( z ) 的性质并 因为假设 ( a), 分子中 所有各项有相 同的符号 ， 这个符号与分母一样
由 此 ， 令 n __, = 而 取极 限并考虑到假设( 6) 便作出 关千级数

1 00 h l 00 

飞 笘 .l tp2山）j <2k) ( x+ h — z )dz 三 五 笘 1
h

'-P2k ( z )/2kl ( a+ih — z )dz

收敛的结论， 同时级数的 和与表达式 A2k h2k -1 . j < 2k -ll ( a ) 有相 同的 符号 ， 且按其绝对值不超过
A2k h2k- 1 j <2k-1 ) ( a ). 在所进行的论述中 以 b 代替 a , 便可证明级数

¾ � 1
h 

tp2卢 j<2k\x + h - z )dz 三 ¾ � 1
h

釭 ( z )J< 2k ) ( b  + ih — z )dz 

的收敛 性 ， 而 同样 地其和与 心动汕 -1 . j <2k-l) ( b ) 有同样的 符号，且按绝对值不超过后 者
于是 ， 我们不仅证 明 了所用无穷级数的收敛 性， 同时也 顺便弄清 公式 ( 25 )的余式 R' 可记

成如 下形式

R' = 0 -A动2k -l . /2k -l) ( b ) = 0 . ( - l )k-1 Bk 2k -l . j <2k-l) ( b) ( 0  < 0 < l ). ( 25* )  
(2k) ! 

h 

十分有趣的 是 ( 25 ) 式 中的 常 数 Ck , 按其组成的 方法 ， 不能排除与 指标 K 有关的可能性 ， 而事实
上 它 与 K 却无关！ 为了查明这一点， 只需对照公式 ( 25 ) 及 ( 25* ) 与 k = l 时的 上述公式

其中

b 

� f ( x) = C1 + ¾ l
b 

f ( x)dx + A寸 ( b)+冗

万 =0 ·A2 h ·f' ( b )  ( O  < 0 < 1) 
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我们有：

C1 + & - A2h · / '( b )= 鸟 + A动j '( b )+ · · ·+ A2k-2h坏-3j<2k-3) ( b ) 

+0 - A动坏-1 j<2k-l)( b ). 

如果当 b ------, = 而取极限 ， 那么，考虑到假设( 6 ), 便得ck = C2 = c. 常数 C 很自然地称之为函
数 f( x )的 欧拉－麦克劳林常数 ，C 除 了 与这个函数有关之外还与 a 和 h 有关．

附注 在不等式中取极限时，应 当把各个符号归并到不等式的符号中 ， 且对( 25* )中的因子

0 写 0 :( 0  :( 1 , 显然等于 0 可排除，这立即可明臼 ， 各项具有同样符号的无穷级数不可能为零

若令 0 = 1 ,  那么在公式( 25 )中 当给号码k增加 1 时 ， 有 刊 = 0,(如同我们刚才说 明的）这不可

能 千是 ，事实上:0 < 0 < 1, 这正如我们所写的

代替有限和( 25 ), 我们写出无穷级数 我们得到如下形式的欧拉－麦克劳林级数

立( x )= C + ¾ l
b 

J( x )d x — ; J( b )  + 告汀( b )— 告灯"( b )+ 

+( — 1 )  k-2 Bk-1 h2k-3 (2k-3) k-1 Bk 2k- 1 (2k-1) 
( 2k— 2 )! 

f (b) + (— 1) 
( 2k)! 

h f ( b ) + . . · 

［符号 "=" 在这里同样仅有约定的意义＇］由千假设 a ), 所有的导数 /2k-l)( b ) 随 b 的增加，往同

一个方 向 变化， 而因为， 按照假设( 6) , 当 b __, = 时它们趋于零，那么它们有同样的符号． 由此

［和由( 25' )] 断 定 在新的形式中欧拉－麦克劳林级数包络位千左方的和 艺� f( x)

附注 最后，对于确定前面叙述中出现的常数 C 本身的可能性作一点说 明 选择某一 b> a ,  
对于 b及 级数和 、 积分的计算是容易的，对千数 C 可得到包络它的级数．

b 

C = 汇 J( x )— l_ l
b 

J( x )dx  + ! f( b )— 生厅( b )+ 鸟叮II( b )— 
h 2 2 !  4! a a 

此级数容许在多数情形下求 C 的近似值

469. 斯特林公式与斯特林级数 作为应用上一 目 所得 到的展开式的例子， 我们 应用它于

计算
n- 1 

ln(n! ) = Inn+ 汇 ln i .
i = l  

rn- 1 (m — 1) ' 
取 a = l ,  h = l( 以n代替n— l )b = n, 令 f( z )= ln z, 因而 J<=l( z )= ( -1) 

. , 条
z= 

件( a )与( 6 )都适合 于是我们得到对 ln(n! )的渐近展开©

ln(n! ) ~ C +  (n+ �) Inn—n+ . — 
B1 1 

1 •  2 n 
B2 l k-1 Bk l · — + · · · + (- 1) 十 ． ． ．
3. 4 砃 ( 2k— 1 ) . 2k n2k-1 ( 26 )  

©在对数的和中加上了另 写出的Inn 当求积分时得到的加项数 1 , 巳含于 C 内
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这就是所谓的斯特林级数： 它显然是发散的 ， 因为它的通项的绝对值[4 4 9] 等于
邓 ( 2k— 2 )!

云( 21rn)2k-2 '

此式趋于 00 .
由 ln(n! ) 的渐近展开，如 4 64 目 30 中所指出的 ， 可得到 阶乘本身的展开 即把 Bk 的数值

代入，得

n! ~ 罕了） 九
{ 1 + 1 1 39 571 

e 12n 
+ 

288n2 —
51 840n3

—
2 488 320n4 + · · ·} 

若在( 26 )式中满足于在所写出的各项而截断，但加上余式 则得到斯特林公式·

ln(n! )= C +  (勹） Inn—n + 1
B1

2 卢 — 卢 卢 ＋
+( — l )k-1 Bk 1 k Bk+ l  + 0 ·( - 1 )  

( 2k— 1 ) . 2k
. 
n2k-1 ( 2k + 1 )( 2k + 2 )  

我们看到，它对千近似计算 巳完全适用了
令k= 1 , 我们得到斯特林公式的最简单与最重要的情况

ln(n! ) = C + (n + ! ) Inn—n+ 
0 

2 12n' 

将对数还原 ， 公式通常写成如下形式

n! = ec五 勹） n · e忐

1 
n 2k+ l ' ( 27 )  

这个公式在 4 0 6 目 巳用另 外的方法引 出， 在那里，我们 巳 求得 e0 = a = vfif; ,  因此 ， 迄今为止不

为我们所知的常数 C原来等于- In 21r . 2 
作为例子，我们来计算 ln( lOO! ) 到小数点后 10 位 按公式( 27 ), 取k= 2 , 把五个数值

- In 21r = 0 .918 9 38 5 33 204 
2 

(n+ 甘 Inn= 100.5 ·In 100 = 462.819 60 3 691 80 3 

—n= — 100 = — 100 
B1 - = — = 0.000 833 333 333 
2n 1200 

B2 — = 
12砃 36 . 107 

0.000 000 002 777 

加起来便得 ln( lOO! )的值 36 3.7 39 375 555 6, 准确到 （考虑 到余式及 四舍五入的修正值）2 . 1010 
逼近的准确性还可 以大大地增加 ， 只要取更多的项并在每一项中写出更多位有效数字 对本问题 ，

大约到 300 项 以 内 ， 准确性是增加的（直到各项的绝对值待续下 降 以前为止）

附注 读者从一系列例子中看到· 明显地 ， 发散级数的—个截段有 时可用千求出所需量的数

值，甚至还有较高的精确度 在早先与在现今 ， 某些作者把类似的级数称为 “半收敛的＇ 然而， 我

们倾向 千不采用这个术语 ， 因为很难给它一个 足够普遍的同时又是准确的定义



第十三章 反 常 积分

§ 1. 积分 限 为 无 穷 的 反 常积分

470. 积 分 限 为 无 穷 的反常积分 的定 义 第九章里 所讲 的定积 分 J: f(x )dx 的
概念是对 于有 限 区 间 [a,b] 与有界函 数 f(x )而 说的 这一章是要把这个概念 向 各个
方向推广 我 们 先来 看无 穷区 间 上的积分

假 定函 数 J(x )定义在 区 间 [a, +oo)上 ， 而且在这区 间 的任一有限部 分[a,A] 上
都是可积的 因 而 函 数 f(x )对千 所有 x � a都有 定义而且积 分 fa

A
f(x )dx 对于任意

一 个A>a都有意义

若这积分 当 A-----, +oo 时具有一 个确定的有限的极限 ，则称这极限 为 函 数 J (x )
在由a到 +oo 的区 间 上 的积分而且用符号记作

J
+oo 

f(x )dx = lim /
A 

f (x )dx . (1) A---->+oo 

在这种情形下我们 说积 分 (1 )存在或收敛，而函 数 f(x )则 说是在无 穷区 间 [a,

+oo]上为可积的 为了 要与以前所讲 的在通常意义下的积 分，即常义积 分，有所区
别 我们就称刚才所定义的积 分为 反常积分 CD .

若极哏 ( 1 )为无 穷或根本不存在 ， 则 关于这样的反 常积 分，我们说它不存在或发
散［但是有时候 为了 方便也把这无 穷极限（在带 有定号的时候 ） 看作积 分 (1)的值］

例题

1) 函数 在任意有限 区 间 [O ,A] (A > 0 )上都是可积的， 而且我们有
1 + x2 

©试回忆—下 我们在第 373 目 中就巳经遇到 过反常积分的概念了
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/

A 

1 ! 二 = arctgx 
A 

= arctgA 

因这积分 当 A -> 十IX) 时具有有限极限 ; , 所以由 0 到 += 的积分收敛而且其值为

1
+ = 

1 ! 二 ＝
怎oo 1

A
= 

i 

2 )试研究这样一个 问题 间对于指数 入 > 0的哪些值，反常积分

『
OO

言 ( a > 0) 
a 

(2) 

是存在的 先设 入 =I 1, 则

/
A

空 = 1 
X

l - 入
A

=
x入 1 - 入

1 
( Al-入 — a l -入）．

a a 1 — 入

1 
这表达式当 A __, += 时具有极限为 IX) 或有限数 — — - a l -入 ， 要看 入 < 1 或 入 > 1 而定 今若

入 — 1
入 =1, 则

!
A

空 = ln 上

A

= ln A — ln a  
a X 

因而当 A __, += 时得到极限 o o

这样看来 ， 积分 ( 2 )在 入 > 1 时收敛 （且以
入

�
1

a l -入为其值） ， 而在 入 :( 1 时发散

与 ( 1 ) 同 样 ， 函 数 J(x) 由 -00 到 a 的 积分定 义 为 ：

[
a
oo J(x)dx = A巴00l� J (x) dx. (A' < a) , 

而且一样， 函 数 J (x) 由 — oo 到 +oo 的 积 分 定 义 为

1:
= 

J (x)dx � 卢三f f (x)dx 

在讨论积分 ( 1 ) 时所引 进 的术语这里也照样适用

在最后这一情形， 我们可 以 取任意一数 a 而把未后这一积分写成

A 

, l, 
f(x)dx = 

.l� f 位）dx + l
A 

f (x) dx 

(3) 

因 而 当 A' 一 — oo 与 A ------> +oo 时左边积分 的极限 的存在显然是与右边两积分 的极

限 ( 1) 与 (3) 的存在等价© 这样， 由 — oo 到 +oo 的 积分就可 以 用等式

[:00 
J(x)dx = 『� f(x)dx + l

+ oo  

f(x)dx 

叫叉仅除去这样的情形 两个积分都是无穷大 ， 但符号不同



[472] §1. 积分限为无穷的反常积分 · 471 · 

（假定右边两积 分都存 在 67) ) 来下定义 ． 这样定义出来的积 分值事实上并不依赖 于点
a的选择 ．

例题

3 )  
J

o 

l ! 二= A匣00 .l� 1! 二= A吧00
(-arctgA') = � ;  

-00 

4) 『�

00

1 ! 二 = 1
+= 

+ l
o
oo = J r  

4 71 .  积分学基本公式 的用法 在以上所举 例题中都是利用 原函 数先 在有限 区
间 上 取积 分然后再 取极限 ． 我 们现在要把这两个步骤 合并在一 个公 式里面

例如假定函 数 f(x) 是定义在区 间 [ a, +oo) 上 而且在这区 间 的任一 有限 部分
[ a, A] 上 都是可积 的 如果同 时 ，f(x) 还 有一 个原函 数 F(x) 存 在于整 个区 间 [ a, +oo) 
上， 则按照 积 分学基本公 式 [308] 当有

J

A 

f(x)dx = F(A) — F( a) = F(x) 
A

. 
a a 

由 此可见 ， 要说存 在反 常积 分( 1) 就等于说存在 有限 极 限

于是

Jim F(A) = F(oo), 
A-孜

/
00 

f(x)dx = F( oo) -F( a) = F(x) 00 
a a 

同 样 ，若把 F( -oo ) 看成极限 lim F(A' ), 则
A'一-oo

!
a 

f(x)心 = F(x) 
a 

, f 00 f(x)dx = F(x) 
00 

- oo  -oo - oo  - oo  

双 重替换的求值牵涉 到其中出现的极 限 的存 在 （而且有限） 的问题， 如果可以求值，

那么就证实了 所算积 分的存在

我们要再讲一 些例题

4 72. 例题
l )  J e-ax sin bxdx (a> 0). 

因 原 函数

F(x) = -

67) 区别于具有不 同符号的无穷大 ．

a sin bx + b cos bx _ 吐

成 + b2 
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所 以 F( O) = -
b 

a2 + b 2, F( +oo) = O; 因而

1
=

尸 s inb xd x = 
b 

。 a2 + b 2 . 

同样

1
=

尸 cosb xd x = 
b sin b x - a cos b x

矿
吐 =

=
a 

。 a2 + b 2 。 庄 +b 2 . 

2) 1
= d x 

= [上 ln 泸 + x迈 + 1

。 1 + x4 4迈 正 - x迈 + 1

1 1 九一

+ 
2

v'2 arctg( x迈 + 1) + 立arctg( x迈 - 1 )]
0

=

2迈

3) /
00

� sin ;d x = cos ; 00 = 1 
令 呈

[472] 

4) Ii。� sin xdx 这里原 函数是"- cos x, 但 双重替换 - cos x I� 没有意义 因 cos x 当 X _, 00 
时不趋 向任何极限： 这就是说积分不存在，

5 )  1
= 

x ln x 
dx 。 ( 1  + X叩

用分部积分法与展成简单分式 ， 得到原 函数

F( x )= J 
x ln x d x = - � ln x 

+ � ln x - � ln( l + x
2 ) + 』 1

( 1 + X宁 4( 1 + X宁 4 8 8 1 + x2· 

1 
当 x 一 0 时我们有 lim F( x) = - ; 这 极限值也就是函数在 X = 0 处所取的值 但 另 一方 面，

8 
F( + oo) = 0, 所 以积分值是－－ ．

1 
8 

6 ) 双 曲 线 xy = l 绕 x 轴旋转得—立体形 ， 试计鲜其相当于 X ) 1 那一部分的体积与侧
面积．

这立体形相当 于变址 x 由 1 到 A( A> 1)的有限部分的体积与侧 面积为

凶 = 7r 1
A

言 SA = 21r 1
A

� {i勹d x

立体形之全部（开展到无穷） 体积 V 与侧 面积 S 自 然就 以这些量的极限为其值 ， 这也就无异乎 设

V = Jr 1

=

言 s = 21r /
00

� fi言dx

但 是这里虽然第—个积分收敛 [47 0 ,2)] 到有限值 Jr ' 成为所求的体积 ， 但 是第二个积分却是

发散的 ， 因而表明侧 面积的值为无穷
要证 实最后这一点 ， 只需注意

SA > 21r !
A

空 ＝ 加 In A ,  
l X 

因而 沁 随 A 无穷增大而亦趋 向无穷 ．
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7) 假定在坐标原 点 0 有质量m, 吸引 一个在 x 轴上距离 0 为 x 而质督为1的质点 M, 其

力撮（按照牛顿定律）为
F = 骂．

X 

试问 当质点 M 从 x = r 这个位置移到无穷远时 ， 引 力 F 所作的功 A 是多少？

所作的功显然是负的 ， 因为力的方 向与运动的方 向相反 把第 35 3目公式( 9) 推广到这种情
形 ， 即得 ．

A =  1
=

卫dx = 巠
=

= - 巠

x2 

当质点 M 从无穷远往 回移动到 x = r 这个位置 ， 牛顿引 力 就作了 正 的 功 巠 这个 埽 叫 做所

讨论的力 在 M 这一点的位势 而且就用以测挝蓄积在这一点的位 能的大小
8) 对于 一定 质 量的气体从体积忆 膨 胀 到体积忱( Vi > 忆） 所作的 功， 我们 已 有 公

式[ 354, (10)]

A =  
!

V2 

pd V. 
v, 

假设给定质量为某一定值的理想气体 ， 当压力为 m 时体积为 贮 ． 假设这气体膨胀到无穷而

且是绝热的，也就是说和周 围环境间没有热的流通 在这些条件下 ， 我们 已 知 [ 361 , 3)] 泊松公式成
立

矿 = c (k = � > 1) 
于是这气体膨胀所可能作的功为

00 
00 

Amax = J c V-kdv = C l 

v, 1 - k . 1fk=-i" 
v, 

注 怼 C = p1 V/ 而且把它代入所得式 ， 即得结果为

A Pl Vi 
max = k - 1 

C 1 
k - l vk-1

. 
l 

9) 在第 35 6目问题 8) 里我们 曾求出有限线段上的 电流作用在单位磁极上的力 F:

F = 
1:

2

闭 +
a
�2)3/2 ds 

我们现在要看导体（两端伸展）为无 穷 的情形，即设 81 = - oo , 砬 = +oo . 于是

F = 1
+= a l d s = £ . s 

+ = 
= 竺

- 00
闭 + s芍3/2 a 尸 -=

a 

当然 ，无 穷的导体 只是—种假想， 不过所得结果却能成为有用的 在导体非常长的情形下 ， 我

们很可 以把它看成近似于无穷 ， 因为由此可 以得到 十分简单的公式！

10) 若在 t = O 这瞬间把电流强度为 儿 而有 自 感的电路断开 ， 则引起一种断开余电 ， 服从这

个规律
l = Io ·e-f t 

［参看 359,4) (a) ; 这里我们仍旧用以前的记号］ 现在我们要算出这 电流所给出的全部佳耳执 Q



· 474 · 第十三章 反常积分 [473] 

在时间 [t ,t + dt] 这一段的热的元素量显然为

dQ = I2R ·dt. 

在无穷区间上求和即得 ·

Q = J 12 R ·dt = RI5 · 
00 

e一节tdt = �LI6 1 
我们要注意， 虽然 电流经过有限长的一段时间就已觉察不出来，但是要确定转变为热的电流

全部能釐，就仍然必须在无穷 区间上求积分．

473. 与级数类 比 · 最简单 的定理 以 下我们 仅限千讨论类型 (1)的积分· 对它
所论的一切 容易搬 到 (2) 与 (3)类型 的情形去同时， 总 是假设， 函 数 f(x)在常义下
在积 分限 a与A>a之间 可积， 因 而 问 题仅归 结为从 a到 oo的反 常积 分．

在反 常积 分 ft f(x)dx与数值级数 区f an 之间 有着深刻 的类 比， 指出 这一点
是有益的

若用对x的积 分过程代替 对 n的求和过程 ，则类 比 为

级数的通项

a正

级数的部分和

区产• n;

级数的和

区f an

被积函 数

f(x); 

常义积 分

f
a
A f(x)dx; 

反 常积 分

It f(x) 

作为当 N 一 oo时部分和的极限， 作为士 面的积 分当 A一 oo时的极限；

级数的余式 积 分

区'::J+i an , 厅 f(x)dx.

我们来列举 与364 目 有关级数的定理相 似 的有关反 常积 分的定理 其证明
借助千上述类比 � 留 给读者

10 若积分 fa00 f(x)dx收敛 ，则积分 J:: f(x)dx(A > a)同样收敛 ，反之 亦 然 ，
同时

J.00 
f(x )dx� t  f(x)dx + J,00 

f(x)dx. 

20 在积分 ft f(x)dx收敛的情形 ，有

j严� /

00

f(x )dx = 0 . 
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30 由 积分 fa00 f(x)dx 收敛可得 出 积分 ft c · J(x)dx(c = 常数） 的 收敛性， 并

.£
00 

c · f(x)dx = c · 1
00 

J(x)dx 

最后 ：
矿 若 两 个积 分 fa00 J(x)dx 与 ]�00 g(x)dx 收敛 ， 则 积分 Jt [J(x) 士 g(x) ]dx 收

敛， 且
l

oo 

[f(x) 土 g(x)]dx = 1
00 

f (x)dx 士 l
oo

g(x)dx 

474 . 在正函数情形下积分的收敛性 若 函 数 f(x) 是正的 （非负的） 则积分

妇） = J f(x)dx (4) 

是变鼠 A 的单调 增 函数 ） 对此函数当 A ---+ oo 时 有 限极 限 的存在间题， 很简单地就
解决了 根据有关单调 函数极 限 的定理 [57]

在 f(x) 为 正 函数的情形 下 ， 为使反常积分 (1 ) 收敛 ） 必 须 且 只 需 当 A 增加 时积
分 (4) 保持上有界

!A 
f(x)dx � L  (L = 常数 ）．

A 

若这个条件不成立 ， 则积分 ( 1) 有 oo 值 ［与 365 目 比较］
下述的对正 函数积分的 比较定理 以 此为基础

定理 1 若 至 少 当 x > A(A > a) 时 成 立 不 等 式 f(x) 冬 g(x) , 则 从积 分
faoo g(x)dx 的 收敛性得 出 fa00 J(x)dx 的 收敛性 或者 同 样， 由积分 fa00 f(x)dx 发散得
出 faoo g(x)dx 发散

证 明 可 以 照搬 [366] 定理 1 的证明

作为上述定理的推论， 下述定理常常有用

定理 2 若极限

f(x) lim — = K (0 � K  < +oo) 
X一oo g(X) 

存在 则 当 K < +oo 时， 由 积分 ft g(x)dx 的 收敛性推 出 积分 ft f(x)dx 的 收敛性，
而 当 K > 0, 由 第 一 个积分发散推 出 笫 二个积分发散． ［这样一来， 当 0 < K < +oo 时
两个积分同 时收敛或 同 时发散］

证明 与 366 目 定理 2 的证明相似 ［参看 473 目 30]
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选定具体 的函 数来比较 即可由上 面的定理得出积 分 fa
+oo f(x)心 的收敛或发

散的特殊判别法 用函 数 — 来比较是有实 用意义的 这函 数在 入 >1 时由 a至 +oo
x入

是可积 的， 在 入 � 1 时则否 [ 470,2)]. 由 此得出的判断法都叫 柯西判别法 这些判别
法就是

假定对于充分大的x, 函 数 f(x)具有如下 形 式．

f(x) = cp(x) 
讼

（入 >0 ). 

那 么 ， 1) 若 入 > 1而 cp(x) � c< +oo则积 分 fa
+oo f (x )dx 收敛，2)若 心三」二}

- - -- - - ----- - -----

cp(x ) � c > 0 则茎租佥冬散．
这是由千上 面的定理 比较 函 数为 — [ 473,3°]心
若当 x 一 oo 时函 数归） 勹三 比较）一应为'-�世之室少 ， �江 黜竺岔

:卫三产卢 敛或 发散随 入＼歹飞 或
�

而 定
一

这是由 于上 面的定理 2 ; g(x) 取 为 — .

敛

x入

·00 
x

3/2 00 
例题 1 )  / 。 l + x2

dx
, l x� 

被积函数当 X -----> +co 时各为 1/2 阶与 2 阶无穷小 所 以第一个积分发散， 而第二个积分收

2 )  J oo P(x) 
a 归心 ， 其中 P(x )为 m 次整多项式Q(x )为n 次整多项式，n >m, 而且 Q(x) 在

区间 (a, +oo )上没有根
对于充分大的x被积函数保持有一定的符号． 于是 （提出这符号 因 子之后） 可 以运用上面的

判断法 被积式为n - m 阶无穷小 所以n = m +  1 时积分发散，n ? m + 2 时积分收敛 （显

然 ，n (; m 时积分发散）

47 5. 一般情形 的积分收敛性 反 常积 分 fa
00

J(x)dx的存在问 题， 按照 定义(1)

就归 结到 A 的函 数

归） = J f(x)dx (4) 

当 A -+ +oo时是否 有有限 极限存在的问题．
运 用布尔查诺与柯西的判别法[ 58] 到这个函 数， 即可把反 常积 分存 在的条件叙

述 成下列 形式
要反常积分 厂00

f(x)d产 存在，必须也佟需 对于每一数 E >O都有一 数 A。 >a
使得只要 A >A。 而且 A' >A。 就有不等式

心 (A' )— <I>(A )I = !
A

' f(x)dx - J
A 

f(x)dx = J
A

' f(x )dx < E 

©这里假定 函数 f(x)在旬— 区 间 [a, A] (A > a)上都 （在通常意义下） 为可积的
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根据这个判别法很容易证明下面这个命题·
若积分 厂00 / f (x) /dx 收敛， 则 © 积 分 fa+oo J(x)dx 更加收敛
其实， 运用上述判别法到积分 fa+oo / f(x) /dx ,  即 可看出 ， 由 千该积分收敛， 就对

于任意 s > O 都存在一个 A。 > a, 使

J
A

' / f(x) / dx < E ,  
A 

只要 A' > A >  A。 但是显然 J:
1
f (x)dx [ 冬 J:

1
/ f (x ) / dx , 所以对于这些 A, A' 更加

有不等式

!
A

' f (x)dx < s ;  

由 此引用上述判别法即 知积分 fa+oo f(x)dx 收敛
我们要注音， 由 积分 fa+oo J (x)dx 的 收敛， 一般说并不能推出积分 fa+oo lf(x) ldx 

也收敛 基于这个事实我们就从一般 的 收敛情形里特别 地划 分 出 下 述这个情形来
若积分 厂

00 f(x)dx 与 Ji-00
a l f (x) ldx 同 时收敛 ， 则积分 roo

f位）dx 就说是绝对收
敛 而函数 f(x) 则说是在区间 [a, +oo) 上绝对可积 不绝对收敛的积分的例子将在
下一 目 中举 出

至 于 变 号 函数 f (x) , 则 474 目 所述判别法不能直接引用． 但是可 以先试行应用
上述判 别 法以 求证正 函数 lf(x) I 收敛， 若这 函 数 巳 证得 为 可积， 则 函数 f(x) 也一定
可租 而且是绝对地可积

由 上 面 的 比较定理还可推 出 下 面这一常常有用 的定理
若 函数 f(x) 在 区 fal [a ,  +oo] 上绝对可积 ， 而 函数 g(x) 有界， 则 二者 的 积 为 一 函

数， 在 区 间 [a, +oo] 上绝对可积
为要证明 ， 只需引 用不等式

lf(x) . g(x) I ,;;;; L · l f(x) I 

假定给定积分 Joo cos ax
心 这里函数 f(x) = l 为 （绝对） 可积 同时 g(x) = cos ax 。 炉 ＋ 正 炉 + x2 

显然有界 于是 由 上述定理即知所设积分绝对收敛．
显然 ， 这 里对千 变 号 函数所讲的办法 自 然只 能 在碰巧 的情形下 推 出

绝对收敛性来 若所给函数的积分根本不收敛， 或虽收敛而不绝对收敛 ， 则这些情形
就不能用 刚才所讲的办法来辨别 了

476. 阿贝尔判别法与狄利克雷判别法 我们现在给出其他类型的判别法 ， 它们
是基于第二中值定理的应用 [306] , 这两个判别法与无穷级数收敛性的 阿贝 尔判别法
及狄利克雷判别法类似 [384] , 所 以把它们和 同样的名 字连在一起较为方便 当 不存
在绝对收敛性时， 在一系列情况下， 这两个判别法可判 明反常积分的 收敛性．

©参看上一脚注
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阿贝尔判别法 设函数 f(x) 与 g(x) 定义在区间 屈 +ool、 并且

1) 函数 J(x) 在这个 区 间 可积， 因 此积分 (1 ) 收敛 （哪怕不是绝对收敛），

2) 函数 g(x) 单调有界

那么积分

收敛

lg(x) I � L  (L = 常数 ， a � x < oo) , 

f 00 f(x)g(x)dx 
a 

证明 根据第二中值定理， 对任意 A' > A > a 有

[476] 

(5) 

l
A

' f (x)g(x)dx = g(A) l� f(x)dx + g(A') i
A

' f (x)dx ,  (6) 

其中 A � � � A' . 由 千假设 1) , 对任意给定的 E > 0, 存在这样 的 A。 > 0, 使得当
A > 心 时有

i� J(x)dx < 五 i
A

' f (x)dx < 五
由 于假设 2) ' 当 A' > A >  A。 时便有

i
A

' J (x)g(x)dx ,,;; lg(A) I · i� f (x)dx + l g (A') I · i
A

' f (x)dx 

< L 立 + L 五 = E, 

结果导致积分 (5) 的收敛性 [475]

可 以对积分中 f(x) 与 g(x) 加 以另 一种条件的组合， 在此条件下， 二者乘积的积

分收敛
狄利 克雷判别法 设

1 ) 函数 f(x) 在任何有限区间 [a, A] (A > 0) 可积 ， 且积分 (4) 有界

J
A 

f(x)dx ,,;; K (K = 常数， a 冬 A < +oo) ; 
a 

2) 函数 g(x) 单词地趋于 0(当 x 一 oo) :

lim g x = 0 . 
X----+00 

（ ）  

那么积分 (5) 收敛
［正如读者所看到 的 ， 前一条件 1) 有所减弱 ， 因 为此处没有要求积分 (1 ) 收敛，

但是条件 2) 变得更强 了 !]
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证 明 像前面一样， 从等式 (6) 出发， 但在这次， 第一个 因 子 g(A) 与 g(A们 只

要 A 与 A' 足够大 它们便可变得任意小 ， 而第二个 因 子 以数 2K为界

附注 这里 阿贝 尔判别法可 由 狄利克雷判 别 法推 出 事实上， 对有界单调 函数

g(x) 必然存在有限极 限

g (oo) = lim g(x) . 
X --->

00 

把 J(x) · g(x) 写成如下形式

f (X) · g  (X) = f (X) · g  (00) + f (X) · [g (X) - g (00)] , 

可 以看 出 ， 对千第二个乘积来说 ， 它 巳 经适合狄利克雷判别法的条件了 ［参看 473 目

的 30 与 40]
容易认定， 比如说 当 入 > 0 时积分

r= 二dx 与 1=
三：dx (a > O) 

J a  a X入

收敛 应用狄利克雷判别法 ， 我们假定 j(x) = sin x 或者 cos x , 而 g(x) = 一 ， 条件 1) 与 2) 都
x入

成立， 因 为

I
A 

sin xdx = I cos a - cos A l � 2 , 同样 cos xdx � 2 , 

而函数 : 单调递�' 当 x 一 oo 时它趋于 0. £ 

特别地 ， 当 入 = 1 时由此推出积分

1
=

二dx

收敛 （这里我们能取 a = 0, 因 为被积函数当 X -----> 0 时有有限极限）． 可以证明 ， 这个积分非绝对

收敛， 即积分

Joo 
I sin x i dx 。 X 

发散 事实上， 若这个积分收敛 ， 则根据 474 目 定 理 1, 积分

1= sin2 
x dx (a >  0) 

a X 

收敛， 因为 sin气 � l sin xl 换旬话说积分; 1= l -
:
os 2x dx 

收敛 ， 将它加上显然收敛的积分

� 1
= 

c
:

2x dx , 

便得出结论． 积分
dx-
X
 

00
 

l
 

1-
2
 

收敛， 但事实上它不收敛 [470,2)]
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附注 现在， 当我们证明 了积分

1
= 

si:
x dx 与 1

= co
;

x dx 

的收敛性，最终我们能说明非初等函数 six( "积分正弦" ) 与 cix( "积分余弦＇＇ ） 的定义 ，关于它们我
们曾在 289 目 提到 过． 即是令

00 co 

six =  -J sin t dt (x ),  O) ;  cix = -J 二 (x > 0) . 
一一 · ---

例如 ，若把此二式中第二个写成

cix = �1
"'

c
�
s t dt - 1

= 
cot t dt 

的形式，则根据定积分的巳知性质 [305 ,12° ] 显然 cix 的导数实际上等于 cos x  

4 77. 把反常积分化 为 无 穷级数 我们知道函 数的极限这 一概念可以用两种方
法来表达 即 “ 用 e — 6 说法” 与

“ 用整 序变量 说法" [ 52 , 53]. 若把极限的第二 种定
义法用到函 数 F(A)[ 见 (4)], 则反 常积 分的定义 (1 )可以解释成这样 无论如何 选取

一 列上升到无穷的数{A叶 (An > a), 相 应的积 分整 序变罹 {I,尸 f 位）d: 计 都应趋向
同一个有限的极限复 这 也就是反 常积 分 fa+oo J(x)dx 的值

但是就另一方面来说整 序变董 {I,广 f(x)dx} 的极限问题也就是级数

1
A1 

+ { 1
A

2 — 1
A1

} + { 1
A3 

- 1
A2

} + . . .  = 1
A 1 

+ l:
2 

+ l:
3 

+ 

的和间题[362 ].
于是可 以断言要反常积分 fa+oo J(x)dx 存在，必须也只需对 于任一列数 An __, 

+oo, 级数～－－  

产厂 f(x)dx (A。 = a) 
n=l A九 - 1

都收敛到 同 一 个和， 这和也就是反常积分的值
我们要注 意，在函 数 f(x) 是正的（或 非负的） 这 种情形，要反 常积 分收敛就只要

它对于特 别 选定的一列数，An 一 +oo 为收敛就够了因 为这时(4)是A的上升函 数．

而且 以这个级数的和为界，所以当A---+ +oo 时 它有有限的极限[ 474].
把积 分的收敛问题化成级数的收敛问题， 往往很 有用处， 因 为这 样就有可能运

用级数的收敛与发散的许多判别法
当作例题，我们来看下面这个重要的积分．

1
= sin x  dx , 。 X 

＠只要假设所有整序变量 UaA勹 (x)dx} 都收敛 ， 就 已 经可以推出它们的极限 一定是相 同 的
[53] , 
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在上一 目我们 已谈到过它了

因 sin x 当 x 增加时轮流取正值与负值，变号的地点在n1r(n= 1, 2 , · • · ), 所以我们很 自 然地

就拿这些数作为 An 来考虑级数

(n+ l)下 sin x
对通项 匹 = Jnrr X 

oo (n+l ),,-LI s i
: x dx .  

n= O  n下

d x 施行变数替换 X = n1r 十 t 即得

Vn = ( - lf /" sin t 
dt 

, O n1r + t 

由 此可见 级数的项是正负相间而绝对值单调递减 的 还有， 当n> O 时

Vn l = 
J

下

n�
n

: t
d t  < /" 上 d t = _!_, 

n1r n 

(7) 

所 以级数的项 的绝对值随附标无限增大 而趋于零 于是级数(5 ) 为莱布尼茨塑 ， 而由已 知定理

[381] 知其为 收敛 今 以 I 表其 和 这样就对于任意 E > 0 都有一数 N, 使n) N 时有不等式

！叮
sin x dx - I < E 。 X (8) 

现在单 ”用 E - 0 说法” 就可完成反常积分存在的证明 假定 A > N1r; 则有一自然数n。 使

彻T 冬 A < 匡 + l )1r , 因而显然 彻 ;) N .  因函数 sin x 在 区 间n。T 到（砌 + l )1r 不变 号 ， 所以

积分 r 介于积分 尸°下 一 (no+l )1r 。 与 J。 之间 但 是后 面这两个积分则根据( 6 ) 又都介于 I — e 与
I + E 之 间 所 以 积分 J。4 也必定如此 千是终千对于所有的 A> N1r 都有

因而存在积分

IA
二 dx — r [ < c: 

0 X I 

厂 宁dx = A二／ 宁dx = J<D 

+ =  I sin xi 
这里我们要顺便注意到一件事实， 即这个积分 不 绝对收敛 ， 也就是积分 J 心 发散．

这件事 实很容易把积分表成级数来证 实． 其 实 ， 假如积分收敛， 我们就会和 刚才一样，有

1
+= l s i

:
x l dx =

尸
/

(n+1 ) 1r I sin xi dx  = 产 /" 三-dt。 X 。 n1r + t 
n=O nn n=O 

但 是n1r + t <(n+ l )1r , 所以

/" 二 dt > 
l ·/" sin tdt = 

2 

。 吓 + t (n+ l)1r 。 (n+ l)1r ' 

2 1 
然而级数 - I: 却是发散 的 [365 , 1 )]1r n + l 

©这里我们只 谈积分的收敛问题 以后我们会看见 1 = 巴
2 
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478. 例题 1) 讨论下列 积分的收敛性：

(a) 1= 
ar

�
gx dx ,  (6) 1= 二:--:- (zo > a > b > 0) , 

a 

(B) f (,-� - ,-§ ) :, (r) f 仁 :c. - 订 言
解答 (a) 被积函数当 X --+ +oo 时为一阶无穷小． 积分发散

(6) 被积函数为 3/2 阶无穷小 ： 积分收敛

(B) 被积函数当 x 一 0时趋千 0. 展成级数即见表达式

忒 b2 2 2 b - a e一 方 - e一 � =X 
2 + • • • 

X 

当 X --+ +oo 时为二阶无穷小· 积分收敛

(r) 展开 e土工 成级数 ， 易 得

X l X 2 
- - = - — + · · ·  

产 - e-x 2 12 

1 
所 以 当 x 一 0 时被积函数趋于 － 一．当 x 一 +oo 时它便是二 阶尤穷小 积分收敛

12 
2) 讨论下列积分的收敛性

(a) 1=
砍e-axdx (µ. a > 0) . (6) 1= 

xdx 
(B) 1= 

ln x dx 
a 。 ｀三, 1 x� 

解答 (a) 取任意一个 入> 1 ,  有

积分收敛

Xµ,e -ax X入十µ, — •  O · 
1/x入

=
eax , 

(6) 首先注意 ， 当 X --+ 0 时被积函数趋于 0, 今仍取任意—数 入 > 1 ,  得

积分收敛

X l : — 
✓e2x _ 1 x入 --+ 0 当a、 _, +oo时✓e2x .  x-(2入+2) _ x-(2入 + 2)

[478] 

(B) 当 x 一 1 时被积函数趋于 0 令 1 < 入 < 2, 则 被积 函 数与 1/x入 之比可 以写成这样

积分收敛

x ln x ln x 1 
纣产勹

＝
了

． 一 0 当 x 一 十oo 时；

勹
3) 讨论下列积分的收敛性

(a) /00 
sin 石。 vx( a + x) 

( a >  0) , 
CO 

(6) / 砍e-ax cos xdx (µ, a > 0) . 。
提示 两个被积函数都是有界函数与 （绝对）可积 函数 之积．
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4) 讨论下面积分的收敛性 (a > 0) : 

i
= 

dx la 
sin(/32x3 )d/3 = i

= {la 
sin(f3

2x3 )d/3} d竺

今试求 “ 内层“ 积分当 x 一 oo 变小的 阶 在其中令 沪x3 = z; 有

2 3 

/
a 

sin(心）d/3 = l 
l

a x 
sin z 

dz 

。 2x3/2 。 5

因积分 J。;'°
sin z

dz 收敛 [476] , 有一常 数 L 存在， 使对于所有 A > O 都是
y'z 

1

A 
s
� dz ( 2L. 

L 
于是积分 [。� sin((32氐）d(3 的绝对值不超过 由 此推知所设积分绝对收敛 。

x3/2 
5) 求证下列积分收敛 (a, k, 入 > 0) 

(a) /00 x •  sin ax 

。 炉 + x2
dx,  

(B)  /
00

l ln xl 入 三dx,
a X 

＄
 

d
 

x,
 

d
 
,
I,

 

X

2
 

2
入

X＋
入

n
x

 

.
1

 

x
 

s
 

x

x

 

,
_`

 
n
 

n
 
·
1

 
s

.1
 

e

s

 

8
 

8
 

l
l

 
_̀，

 

_̀，
 
6

r

 

（

（

 解答 这几个积分都可用狄利克雷判别法．
X 

(a) 函 数 g(x) = 对 于 充分大 的 x 单调递减而且 当 x 一 oo 时趋 于零， 积分
炉 + x2 '

I
A 。 sin axdx 显然有界

(6) 函数 g( )
1 

X = — 单调递减而且 随 x 一 oo 而趋于零；f(x) = esin x 

心 ' • sin 2x, 所 以 （若令

sin x = t) 
sin A 

1 f(x)dx = 2 / tetdt < 2e. 。
1 

(B) 函数 g(x) = I ln x l 入 . — ， 对于 x 的充分大的值X 

( ln x) 入 - 1
g' (x) = (入 - ln x) < 0, 

x2 

所 以 g(x) 递减 显然 g(x) 趋向零 ， 等等
1 

(r) 函数 g(x) = 忑 ; f(x) = sin(x + x2) ,  所 以 （令 Z = X + x2) 

I
A 

sin(x + x2 )dx = J
A+ A2 

sin z 
dz 

叶庄 v'l+石

这一表达式为有界的 ， 因为积分 1= sin z  

叶庄 二
dz 是收敛的 （可用狄利克雷判别法验证之） ．

6) 证 明 如下断言：

©这里假定 ＂ 内层＇ 积分为 x 的连续函数而不加证明
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设函数 f(x) 给定在区间 [ a , +oo ), 其周期 w > 0, 而函数 g(x )在 同一区间单调， 当 X ---> +oo 

时趋于 o, 若 （常义）积分

J
a+w 

f(x )dx  = 0 
a 

眼＼＼ （反豁｝ 积分

1
= 

f(x )g(x)dx 
a 

收敛 ． 反之 若

厂 f(x)dx = K =J 0, 
a 

则积分 (5 )收敛或发散决定于积分
1

= 

g (x )dx 

的收敛或发散

(a )首先假设条件 (9 )成立，来证明积分

l
A 

f(x )dx 

在这种情况下 ， 对所有 A> a 保持有界 ．

根据 31 4 目 10)及 31 6 目 的附注，显然有

厂 f(x )dx = 0 (k = 1 ,  2, . . • ), 
, a 

A - a 那么，对无论怎样的 A > a ,  若取 k = E ( w ) , 将有

1
A 

f( x)d x = 1:
kw 

= 1
A-k

w � 1
a+ w 

l f (x )l dx = L 

所要的结论可从狄利克雷判别法直接推出 ．

(6 )在假设 (9* ) 中 ， 把 f( x )替换为 f(x )— — 因为后者适合 (9 )类塑的条件， 则积分w 

(9 )  

(5) 

(9* ) 

( 10) 

1
= 

[f(x ) - 扫] g (x )dx (5* )  

根据所证的是收敛的 由此已 明 白 积分 (5 ) 与 (10) 同 时收敛 （或发散）
7 )例如 ， 若在区 间 [O , 十oo ) 内 令 f(x )= s in气 ，W = 7r 则可看出 ， 积分

/" s in 2 xdx = � =J 0, 
, O 

因此， 积分
1

= 

sin 2 x • g(x )dx 。
（在对 g 的前述假设下）与积分( 10) 同 时收敛或发散 ．

反之 积分

1

= 吐 - sin 2 x) g(x )dx = ½ 1
= 

cos 2x · g (x )dx 
-· . - - -

i 0 护� ..,��/4, t� 厂歹 ｀
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在任何情况下收敛 ， 而与积分 (10) 的性态无关！
8) 讨论下列积分的收敛性

(a) 1
= 

ecos x · sin (sin x) 竺。 X 

CO 

(6) / 尸 sin (sin x) 生。 X 

(a) 我们有

1

2

" ecos x · sin (sin x)dx = 1" + l2,r 
= 0 

因为未后这两个积分 （以 Z = 27r - X 代入后一个）只 差一个符号 ．

根据 6) , 积分 (a) 收敛

(6) 这一次

因此［参看 6)], 由于积分

发散 ， 积分 (6) 发散

9) 研究积分

！
加

尸 sin (sin x)dx > 0, 。
！勹 ( a > 0) 

a X 

1
= sin � dx 。 xµ, + sm x 

依赖于参数值 µ> 0 的收敛性

我们有等式

右端第一项的积分

sin x sm x sin 2 X 

xµ, + sm x xµ, 吵（吵 + sin x)

厂 二dx。 xµ 

如我们所知 [4 7 6], 总是收敛的， 转而研究右端第二项的积分

1
= sin 2 x dx .  

。 吵(xµ, + sin x) 

因为
sin 2 x < sin 2 x < 1 68) 

正（吵 + 1) 吵（吵+ sin x) 吵（吵 - 1)  

· 485 · 

(11) 

1 1 
则当 µ > - 时 ， 右端表达式的积分收敛 ， 且积分 ( 1 1 ) 和它一起收敛 当 µ � - 时 ， 考虑左边表

2 2 
达式的积分， 根据7) , 与由此得出的积分

.l

=

吵 (x
d
µ,

x
+ 1 )  

( a >  0) 

同样是发散的 ， 从而积分 ( 1 1) 与它们一起发散
结果 ， 所说的积分 当 µ> - 收敛， 当 µ ...._2 ＜ － 发散

2 

68)不降低一般性 ， 可以假定 X> 1 , 因为对于所考虑的同一 函数的积分 J。°° 收敛的充分条件是积
分 f200 收敛
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这个例子 ， 在 µ � - 的情形， 与狄利克雷收敛判别法作一 比较是有教益的 ． 第一个因子 sin x2 
的积分有界 ， 可是第二个 因 子

xµ, + sin x 
当 x 一 oo 时趋于 0, 被破坏 的仅仅是这个因子的单调性 的要求 ， 所论的积分就是发散的！

10) 研究积分

Joo 沪dx
。 1 + xf3 sin2 x 

与 参数值 a, /3 > 0 有关的收敛性
用 f(x) 表示被积函数 ， 当 x 在 n1r 与 (n + l)1r 之间 变化时有

(n1r)。
冬 f(x) (; [(n + 1 )叫

°

1 + [(n + 1)叩 sin气 1 + (n1r泸 sin2 x 

积分这个不等式， 考虑到

J
(n+l )1r 

1x
. 2 x 

= /" dx = 7r CD .  
n,r 1 + Sill 。 1 + A sin2 x 勹 ' (12) 

便得
n吁c,+l (n+l )1r (n + l)°'

1r
°'+1 

二 冬 1" f(x) d兀 < 三

现在对 n 从 0 到 oo 求和 ：

产 n气°'+ 1 co 
co (n + l ) °'1ro.+1 

n=O y'l+三 � 1 f(x)dx 冬 : 厂

因 为两端的级数与 级数 艺了 n°'- 古 f3 同 时 收敛或发散， 所 以 对 中 间 的积分也与级数 艺了 n°'- 桴
同 时收敛或发散．

于是所论的积分当 /3 > 2 (0: + l) 时收敛 ， 当 /3 � 2(0: + 1 ) 时发散-- -一～一. • - - 、
11 ) 对积分 1= 沪d� (0:, /3 > 0)。 1 + xf3 1 sm x l 

也进行如 同上题的讨论．
沦证的方法如 同上例 这里代替积分 ( 12) 的 ， 是研究积分 ［参考 288,14) ] :

f" dx
. = 2

ln (A + 灯=-1) (A > 1) 
, 0 1 + A sm x  yA 2 — 1  

因为当 A 一 oo 时
In(A + 二） In A 

尸 A 一 1 ,

则 只需把所论积分与级数

立。 ln (n + 1 )f3 与 产 (n + 1 )°' In nf3 

(n + l )f3 nf3 
I I 

©这容易 由 288, 10) 或 309,9) 推出
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作 比较， 即归根结底 同级数

了二
作 比较

答案 当 /3 > 0: + l 时积分收敛 ， 而 当 /3 � 0: + l 时积分发散
例 6 ) ,7 ) ,9 ) ,10) ,1 1 ) 属于哈代 ( Hardy)
12 ) 试完全确 定 依赖于参变 数 o 与 /3 的 积分

J = Joo 
1 +印°'

dx
伈 >0, /3 > 0) 。 · sm xl/3 

何 时收敛 与 何 时发散
( a ) 假定 a 冬 1 则 由 于

1 ) 1 
1 + x°' · I sin xl/3 1 + x°' ' 

所以这时积分 发 散 [474]
( 6) 假定 a �,e 这时把积分拆成级数 [477] 即有

产J
(n+l ),r dx . � 

n=O n,r 

卢" 1 + ( n1r :
2

z )°' sinf3 z :;?; � 厂
但在 0< z < l 

时
( n+ l)1r 

( n1r + z)°' sinf3 z < ( n  + l)°'1r°' zf3 < (n + 1l1rf3 • (
1

) 
f3 

= 1 ,  
( n+ l )1r 

所以最 后一个级数的 各项 大 于发散级数

飞土
的 相应项 ． 可见积分也发散

（ 的 假定 a: >(3 > 1 . 这时我们把积分 J 表成和 J1 + Jz , 其中
工
2l

 

8

汇
『

＝
 

小 {
dz 

1 + ( n1r + z ) "' sinf3 z ' 

T-
2
 l

 

00

叉
i

＿＿
 

几一
dz 

1 + ( n1r - z )°' sin/3 z 

冗
．

于是 ， 注 意 0< z < - 与 n ;? l 时2 

。 2 (3 
( n1r + z )"' sinf3 z ;?  (n门 (-z) = n"'cf3 zf3 , 其中 C = 27r 合 一 1

冗．

由此

!
� dz

冬 !
� dz = 1 

/
哼 C 告 dt < c* 

。 1 + ( n1r + z )"' sinf3 z 。 l +n心zf3 n房 e 。 1 + tf3 

CO 

其中
1 dt / c = -;;; 1 l + tf3 " 
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所以

第十三章 反常积分

7r 1 
J1 � 2 + c* ·  区 亏 < +oo

n百
n=l 

同理也有 h < +oo. 可见积分收敛

(479] 

(r) 普遍情形 a> 1, 同 时 a> (3, 可以化归 a > f3> 1 的情形 因为这 时我们可以任取一数

(3' ) (3 使 a > (3' > 1 因改小 f3 的值只有使得积分更收敛 ， 所以在这普遍情形下所设积分收敛

总结以上的讨论 ， 可见积分 J 在 a> l 同时 a> (3 的情形下收敛 ， 在其他情形都发散 也可

以简短些说 积分 J 在 a> max(l , (3) 时收敛，在 a � max(l , (3) 时发散

§2. 无界函数的反 常 积分

479. 无 界 函 数 的 积分的定义 今看一 函 数 f (x) , 给定在有 限 区 间 [a , b] 上 ， 但

在该区 间 上 为无界的 更确定一些 ， 假设这 函数在任一 区 间 [a, b - TJ] (O < TJ < b - a) 

上都为有界而且可积 ， 但在 b 点左边 的每一 区 间 [b - TJ, b] 上都是尤界 的 在这种情

形 ， 点 b 称为奇点

当 n 一 0 时积分 JtT/ f (x)dx 的 （有 限或 元 穷 的 ） 极 限 ） 称 为 函数 f (x) 从 a 到

b 的 （反常） 积分， 而 且像通常 那样记作

l

b 

f (x) dx = 巨 l

b-TJ
f(x)dx ( 1 ) 

这时若这个极限是有限 的 ， 则说积分 ( 1 )收敛 ， 而 函 数 f(x) 则说是在这区 间 [a, b]
上为可积 若极 限 ( 1 ) 为无穷或完全不存在， 则说积分发散

例题 1) 函数 在任一 区 间 [O, 1 - 可 (O < TJ < l) 上都有界而且可积 并且
尸

J
I

-ri dx = arcs in x 
I

-

ri 。 尸 = arcs in (l  - TJ) . 

函数在 x = l 这点成为无穷 当 x 一 1 时 一 +oo 显然在任一 区间 ( 1 - TJ, 1) 内 函数
vT="x2 都无界 ， 即 x = l 这一点为奇点 在 实用上常常遇着的正是这种奇点

因为算 出来的积分当 n 一 0 时趋于限极 arcs in 1 = .:'.: 所以存在反常积分2 ' 

厂二 勹咄1
1
-勹

现在假定 函数 J(x) 在任一 区 间 [a + rJ1 , b]  (0 < rJ1 < b - a) 上都为有界而且可积，

但在 a 这一点 （ 奇 点 ） 的 右边每一 区 间 [a , a +  TJ'] 上 为无界 则 函 数 J(x) 从 a 到 b

的 （反常） 积 分 用 等 式

l

b 

f(x)dx = lim l
b 

J (x)dx, 
T/'--,Q a+

TJ' 
(2) 
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（在右边的极限存在而且有限的假设之下）来定义

在普遍情形下 ， 区间[a,b]上可有若干个奇点Co,C1, ·.. , Cm-1, Cm , 在这些点附近
函数J(x)为无界，但在不包含这些奇点的每一闭区间上，函数都为有界而且可积

假定（为了简单起见）只有三个这样的点而且其中有两个就是区间的端点a与
b, 第三点则介于二者之间则函数f(x)从a到b的积分由等式

l
b 

f(x)dx = T/11吧。{l
二＋／二｝

(3) 

m 一0

给定，只要这极限是存在而且有限的

在区间[a, cl, [c, b]内各取d,e点，则有

1:��

2

�1:T/1 + l
C-

T}
2

) 1二= 1:T/3 
+ l

b-
T/4 

很容易看出 ， 极限(3)的存在就等于后面这四个新积分的极限同时存在｀所以定义

(3)可以改写成

l

b d C 

a 
f(x)dx = l f(x)dx + l f(x)dx + 1 f(x)dx + 1 f(x)dx 

假设右边的反常积分都存在© 这定义与d,e点的选择无关
对于反常积分(2)与(3), 照样有前面用过的那些术语

o dx 
2) J -1�' 奇点为-1,

J
0 dx 

= lim J
o dx 

= lim [- arcsin(-1 +叶）l =� 
-1 二 71'-o

-1+71' 二 711-0 2' 

+1 dx 3) J -1 二 ＇ 奇点为-1与1,

i

l

l;; 歹
= 1: + 

1

1

千尸
4)判断反常积分

l

b 

(x �
x

a)入
(b > a) 

对于指数入>0的那些值存在．
若入i= 1, 则积分

厂 (x �
x

a)入
＝ 卢[(b-a)1-入－尸］

©除去这些积分中有两个等于有不同符号的无穷大的情形

(4) 
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1 
当 n 一 0时 ， 其 极限为oo或为有限数— —-(b-a)1 -入，要看入> 1或入< 1而定若入= 1, 

1-入

J
b dx 

=ln(b-a)-lnrJ ---->+oo (当rJ ----> 0) 
x -a a+r, 

所以积分 (4)在入< 1时收敛而以
1 

(b-a)1玉 为其值，但在入> 1时则发散［比较470,2 )]1-入
5)对于与积分 (4)没有多大差别的积分

l
b 

(b�
x

x )入
(b> a, 入> 0 )  

也有相同的结果

附注 若函数J(x )在区间[a, b] 上就通常意义而言为可积（因而积分 J:J(x )dx 

已有定义），则极限等式 (1)[或 (2) 或 (3)] 仍然成立这可由积分对于变动上（下）限

的连续性 [3os,11 ° ] 直接推知这样看来我们是把通常积分本来就适合的一 个等式

当成了反常积分的定义

最后，我们来看函数f(x )给定在无穷区间上的情形，譬如说在区间[a ,+oo]上，

其中有有限个奇点皇在这些点附近J(x ) 是无界的 假设在每一有限区间 [a ,A]

上积分 faAJ(x )dx都存在，为 一通常积分或按照上面定义的反常积分 那么，再令

A--, +oo即可用第470目等式 (1) 定义出区间[a,+oo]上的反常积分

在无穷区间的情形，点士oo很像以前对于有限区间所讲的奇点，必需附带上取

极限的步骤为了这个缘故，我们也把土oo叫做奇点不管f(x )当x 尤限增大时为

有界与否

48 0. 关千奇点的附注 我们来看定义在有限区间[a,b]上的一个函数f(x), 假定它在这区

间上就通常意义而言为不可积的则在区间[a,b]上必有一点c,在它的每一邻域内函数都（在通

常意义下）为不可积的

其实，假如根本没有这样的一点存在，则区间[a,b]上的每一点x都可用一个邻域 (J' 圉起来 ,
使函数在它范圉内 为可积的运用博雷尔引理[88]到覆盖着区间[a,b]的这组邻域I:= {叶 ， 很
容易把区间[a,b]分成有限个部分 ，在每部分 内函数都 为可积的然而这样看来，函数必然要在整

个区间[a,b]上为可积 ， 因而要与假定相反了

所说的c点自然也叫做奇点在它这里 ”凝结 ＇ 着函数的不可积性，奇点可以有若干个甚至
无穷个， 例如狄利克雷函数[300,2 )]的情形，奇点就毫无例外地充满了整个区间[O , 1] 

我们现在只讨论有限个奇点C1 ,C2, · · ·, 彻L 的情形在这种情形，出现于这些点的 “奇＂ 性是

很容易发觉的在这些点的每一个邻域中函数根本就是无界的（所以无界性就 成 为于通常意义下

不可积的原因）． 要证明这件事只需看仅有一个奇点而且就是b的情形就够了

所以假定对任意TJ > 0(TJ < b—a)函数f(x)都在区间[a,b -TJ]上为可积（因而就 为有界），

但在区间[b-TJ,b]上 为不可积的要证明的是，在这些条件下函数f(x)不可能在b占、附近为有界

O奇点的个数也可以是无穷多个，只需在每一有限区间[a,A](A> a)上仅有有限个（这个数随
A而无限增大）
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我们且假定这事的反面对于[a,b]上的所有 x 都有

甘( x )l(L (L=常数）

任意给定一数1c>O 后 ， 我们取T/=点： 因函数f(x)在区间[a,b—T/]上 为可积，对于产
3 

这个正数必可得一数o> 0, 使这区间分成长度6. x ;, < O的若千段时就有

区叭1 乒＜ 三，
i
'

3 

其中W;1像通常一样表示函数的相应振幅[297] 我们还可以假定0 < T/· 现在把整个区间[a,b] 

分 成长度6. x ; < O的若千部分，在区间[a,b—T/]之 内的那些部分记作 6. x ;,, 其余的部分记作

6. x ,11; 在后面这些部分中至多（当b-T/不是分点时）有一个超出[a,b—T/]的界限于是，像刚才
一样，有

而另 一方面又有

故得

X 呫,6. x ,, < i, 
�w," 6. x ;11 < 2£ 芒 6. x ," < 2L (T/ + o) < 4LT/ = -s 2 

i11 i" 3 , 

芒心Xi = 区＋区 <s
, I ,11 

然而这正是函数J( x )在整个区间[a,b]上可积的条件[297], 因而b并不是奇点，而与关于它的

假定不符合，这就完 成了证明

这样看来 ， 在奇点个数 为有限的情形 ， 奇点的特征就在于函数在它们的附近不 为有界．这正是

我们在前一 目中定义奇点时所采用的

481. 积分学基本公式的用法 例题假设函数f(x )定义在区间[a ,b]上而且

（就通常意义而言）千每一个区间[a ,b - ry] 上司积，但以b为 一奇点若函数f(x )在

区间[a ,b)内也就是对千a 卢<b, 具有一原函数F(x ), 则

j
b-

'f) f(x )dx = F(b— 'T/)—F(a )  = F (x )  b-
'f)

, 

因而反常积分(1)的存在就等于有限极限limF(b- ry) 的存在若这个极限真的存
'f)

一0

在而为有限 ，我们自然就把它当作原函数F(x )在x =b时的值F(b), 以使F(x )在

整个区间[a , b] 上连续千是积分 (1) 的计算公式呈通常形状

J f(x )dx = F(b)—F(a ) = F(x ) . (5) 

若奇点发生在区间[a,b]之内，或在积分区间上同时有若干个奇点出现这个公

式也同样成立，但是（必须牢牢地记住）要有 一定的条件，就是要原函数F(x )在奇

点以外各处都以f(x )为其导数，而且处处连续，即使在奇点的地方也不要例外．这样

的原函数的存在自然保证了反常积分存在．
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附注关于 “原函数"F(x), 我们可以把它的意义了解得更广泛一些． 函数F(x)
应该处处以f(x)为其导数，这不仅在f(x)的奇点处可以例外，在某些有限个点处也

可以例外，只要在这些点以及奇点处函数F(x)保持连续即可［参看310]

把基本公式(5)里的b换成 x,f(x)换成F'(x), 我们就可以像在 第310目里一

样把这公式写成

F(x) = F(a) + J
x 
F'(x)dx. 

这样就把任意给定的导数F'(x)还原成原函数F(x),只要这导数可积就行，即使是就
反常积分的意义下也罢 ．

现在来讲一些例题
s dx 3 1) J —－奇点 X = O; 因原函数 -x

2
/

3 在这点也连续 ， 所以积分存在
-1 霾' 2

!

8

竺 ＝ 斗 ¾

8

=� 
-1 妈 2

-1 2 

2)广生包不存在，因原函数!nix仁 月在奇点x =土1成为 CXJ, -2 x2—1 
1 arcsin x 3) f dx, 奇点 X = 1; 这里原函数; (arcsin x)2 在X = 1处连续所以积分存在。二

(= 17T2) 
4) Ii。�Inxdx, 奇点 X = O; 这里原函数 xlnx — x当x 一0时以0为极限把这极限值当作

原函数在x =O的值，即有

/

1 

lnxdx = (xlnx — x) = — l. 

S) J2 
dx 

, ~ n ~ •)奇点 X = 1; 我们有

!
2 dx = — arcsin二

2

=� — arcsin� 
1 xv3x2 — 2x — 1 2x 2 4 

6) J 2 dx 
一 —，奇点 X = 1; 积分不存在，因原函数lnlnx在x = l处成为 CX).

1 x lnx 

482. 积分存在的条件和判断法 我们只要讨论与定义(1)有关的情形，因为别
的情形可以仿照并无困难因与无穷区间[a, +oo)上的反常积分完全相仿，我们仅

限千叙述 一些基本命题证明都与以前的相似
在f(x)是正函数的情形下，为使反常积分(1)收敛，必须且只需当任何rJ > 0 

时成立不等式

J
b-

'f) f(x)dx:,;:; L (L =常数）

474目的比较定理的陈述与证明，在所考虑的情况下几乎是不变的我们不加
证明地引入由此推出的柯西判别法．
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设对于充分靠近b的x值，函数f(x)具有如下形式

g(x) 
f(x) = (入>0). 

(b - x) 入

那么 ， 1)若入<1, 且g(x)冬C< +oo, 则积分 J勹(x)dx收敛，2)若入): 1, 且

g(x)诊C> 0 ,  则这个积分发散

在实用上方便的更为特殊的形式

若当X-->b时f(x)(与
b

�
x

比较）是入>0阶无穷大，则积分 J勹(x)dx 收敛

与发散依入< 1或入): 1 而定 ．

例题

1) f dx 
. 被积函数当 X--> 1时是［阶无穷大·。尸 4
1 1 1 

一 上 （当 X-->l) 
尸厂ijl+ x +卢+x 3 妇

因此 ， 积分收敛
dx l 

2 )  Ii。1
J(l— X芍( 1— k2正）

( k2 < 1), 无穷大为－阶 ， 积分收敛2 

3 )『沪Inxdx , 若 µ > 0,f( x )=泸lnx 一O( x --> 0), 积分是作为常义积分而存在 业。 二

µ冬0被积函数在x =O变为无穷大．
若µ> — L则取入 符合条件l>入＞加= -µ ) 于是有

xµ, lnx 
1 
飞X 

=x入十µ, In x --+ 0 (x --+ 0); 

因为积分 J。产收敛， 则所论积分收敛［根据与474 目定理2 类似的定理 ]CD

最后 ， 若 µ ,s; — 1 ,  则积分f
1
xµ,dx 发散 ， 所论的积分则更加是发散的 ） 因为。

［根据同一定理］

xµ,ln x 
= In x --+ = (当X--+ CXJ) 

xµ, 

许多更深入的例子， 读者可在下一 目找到

其次引用布尔查诺与柯西的判别法 ， 即有这样 一个关于收敛的普遍条件

要反常积分 J勹(x)dx(以b为奇点）存在 ，必须且只需对于每一 数c> 0都对应

地有这样 一 个数15> 0 ,  使在0< rJ < 15与0<矿<6时总有不等式

J
b-'f)'f(x)dx < E. 

b-'f) 

由此可以像以前一样推出

若积分 J: lf(x)jdx收敛，则©积分 ， 几勹(x)dx必然收敛

©我们对函数畔lnx应用适合于正函数的判别法 ， 因为这个函数迳直变号 ， 就归结为正函数
＠在f(x)(就通常汽义而言）可积于每一区间[a, b —r,] (r, > 0)上的假设之下
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反之则一般不正确所以我们在这里特别分辨出积分 J:f(x)dx与 J: lf(x)ldx 

一同收敛的情形；这时候就说第一个积分是绝对收敛而函数千区间[a,b]上绝对

可积 ．

在这里，类似千476目最后一个定理容易证明

若函数f(x)在区 1司[a,b]上绝对可积，而函数g(x)在[a,b]上在通常意义下可

积，则函数J(x)•g(x)在上述区间上绝对可积

与级数的联系由下述定理给出

要反常积分人f(x)dx(以b为奇点）存在， 必须且只需对于任何一 列数an 一b,

级数

文 J
an+i

J(x)dx (ao = a ,  a�an< b) 
n=O 妇

都收敛到同 一 个和数，这和数也就是反常积分的值．

我们现在给一个例，表明—个积分可以收敛而 不绝对收敛．设在Q < X,,;; 2 时

7r 21r 7r 
f(x) = 2x· sin — --· 一

2 cos 
X X X 2

· 

这函数在 x>O时连续，在区间[O,2 ]上的 唯一奇点为x= O另一方面不难验知J (x)的原函数

为

F (x) = x2 ·sin工
x2 ' 

当 X--+ Q 时有 极限F (+O)= 0所以存在积分

1
2 

J ( x)dx = x2 •sin�1: = 2迈

为要看出积分 J。2 甘 (x)ldx确实发散 ， 我们把它表成级数 取一列数a九 --+ 0: 

砌 = 2, a2k -l = �  二，归 ＝ 言 (k = 1, 2, 3 ,  · · ·) 

于是

�1:

n

-l订 (x)ldx? 了厂k-
1厅 (x)ldx

在区间[a2k,a2k -1 ]上，即在k?T?
7T 7T . 7T 7T 
飞?k?T-2 时，Sill 方 与cos-符号相反 ， 所以f(x)保持
X X x2 

确定的符号， 因而

J
叩 -1 /叩 -1 2 

IJ (x)ldx = J ( x)dx = jF(a2k-1 )—F (a2k )I = > -2k - 1 k a2k a2k 

由于调和级数区;:"'-的发散 ， 推知所考虑的积分级数发散，因而所设积分也是发散的．k 
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dx 
483. 例题 讨论下列各积分的收敛性．

1) (a) t d
rp O vcos <p —cos&' 0  3 

(6)『 产 (ex — e-X)> 
（的J1 dx 

0 lnx' 

(r)片 (tgx)Pdx , (,n_)尸 (
cos&— sin0

) 
Pd &  

－奇cos&+ sin 0 
解答 (a)奇点 'P = 0因存在导数

Jim · cos <p — cos& 
= — sm0 产一。 <p - 0 

， 

被积函数（ 当 <p --+ 0时就 ］ 而言）为 1/2阶无穷大积分收敛．0 - <p 

(6)奇点x = O因
ex — e-x 

lim = 2, 工一0 X 

X )  被积函数的阶（就］ 而言 为 2/3积分收敛

(B)这里
lnx ----; 1 当 X----; 1, 

x — 1 

被积函数的阶（就
1 

1 -x 而言）等千 1. 积分发散

·495 · 

(r)若p>O 则奇点为 -?T ,若p<O 则奇点为 0在这两种情形被积函数的阶都是例 所
2 

以积分在P l< 1 时收敛， 在 IP I ? 1 时发散
(.n.)若p> 0, 奇点为

冗 . 7T 
，若p< 0, 奇点为 ———· 

4 4 
答案与刚才相同

1 lnx 1 xb-l -xa-l 
2 )  (a) J dx , (6) f dx (a, b > 0), 。二 lnx 

旬 J。�lnsinxdx, (r) .Ji。号 InI sin2 0— k2 ld 0  (k2 冬1)

解答 (a)当x一 1 时被积函数趋向0奇点 X= 0. 取 0<入< 1, 则

lnx x入lnx
：一＝二讼二 --+ 0 当 X--+ 0. 

积分收敛
(6) 当 x一 1 时，被积函数 成 为不定式 ， 但有有限极限 (=b—a) 奇点 X= 0(假定a,b二

数中至少有一个小千 1, 但我们要假定的正是这样）被积函数与其分子的比值等千 --+ 0(当lnx 
X--+ 0), 而分子的积分f(xb-1 — X ) dx收敛；故所设积分收敛

（的奇点 X= Q. 取 0<入< 1, 就有

lnsinx = (二）
入 入

1 /x入 ·
• sin x·lnsmx一 0 (当 x一O);smx 

故所设积分收敛
(r)令k= sinw ( 0  < w冬�), 则奇点 0=w仍取 0<入< 1, 则

入
ln I sin2 0— sin2 wl 0 - w = · lsin0— sinw广 {lnI sin 0— sin wl + ln(sin 0 + sin w)} 1/10 — wl 入 sin0— sinw 

当 0--+w时趋向零故积分收敛
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3 )  ( a) Jc。�x"- 1 ( 1— x/-1dx , ( 6) Jc。�x"-1 ( 1-x/- 1  Inxd x 

解答 ( a)当a< 1 时 0 为一奇点，当b< 1 时 1 为一奇点 我们分所设积分为二，譬如分

成: fc。�= fc尸 J; 因被积函数当 x 一 0时（只要a< 1)就 成 为 1—a阶无穷大，所以第一个积
分仅在条件 1—a< 1之下存在 ， 即仅在a>O这条件之下收敛 相似地，第二个积分仅在b>O

的条件之下收敛 这样看来 ， 所设积分在而 且 只在a>O 并且同时b>O 这种情形才收敛
( 6)关于点x=O 的情 形与前相同 只需把积分 J。 ， 就a� 1的情形加以考虑（当a>l时 ，

积分成 为一个常义积分而存在） 推理与 48 2 目 例题 3 )相同 如像情形 ( a)里一样，积分在a>O

时收敛
至于点 X= 1 ,  则这里的情形有所不 同 因 为当 X----; 1 时 lnx 成为一阶尤穷小 积分 广当

b> — 1时存在

总结 起来说 ， 所设积分的收敛条件为a >O ,b > — 1. 

4) J ,r s in冗 -1 <p心
0 ll+ kcos <p ln 

解答 因 为k < 0的情形可以用变换 <p = 7r - <{!I 化 成 k > 0这种情形 ， 所以我们可以只
假定k ?: 0. 不 但如 此 ， 为了要积分在所有的情形都收敛， 还必需 n >O 否则被积函数当

<p 一 0 ( 或 <p ----; 1r )时就至少是一阶尤穷大

若 k < 1, 则 n >O 这个条件也是充分的

当 k=l时，积分不可能存在， 因 为 中 一 T 时被积函数 成为 1 阶尤穷大
最后，设k> 1 于是就出现一个奇点a= arccos ( — — ，当 中 一a时被积式变成 n 阶的无

穷大， 这意思是说 要想积分存在就要求 n < 1. 
k )  

所以积分在两个情形收敛， 即 1)0�k < 1而 n > 0,2 )k > 1而 0< n < 1; 在别的情形都发

争

5 )  ( a) Ji。OO 臼 dx, ( 6) f0
00 /: :2 dx, (的fo

ooxp-l e -xdx 

解答 ( a)奇点为 CXJ , 而（当a<l时）0也是一个 若把积分这样拆 成两段fo
oo

= J 1 + 1= 

则第一段积分当a>O时收敛（对于 x 而言无穷大的 阶 为 1—a< 1), 而第二段积分当a< 1时
1 

收敛（对于 — 而言无穷小的阶 为2 —a> 1) 所以积分在O <a<l时收敛．
X 

( 6)奇点为 CXJ和 0, Ii。�= Ii。� +f1
00 取 0<入< 1 ,  即有

In x 1 入x lnx 
1 + x2 · 讼 1+ x2 

· — ＝ 一 o, 当 X---; 0, 

故 J。 1 收敛 今取 1<µ< 2 ,  则

lnx 1 x 2 lnx · —= · -— --+ 0, 
1 + x2 · 研 1 + x2 正-µ, 当 x ----, +=,

这就表明f1
00 也收敛 于是推知 J厂 收敛

1 
( B )奇点为 CXJ与 0( 后者出现于p< 1 的时候）仅当p>O 时 J。1 存在（就 － 而言 为 1 —pX 

阶无穷大）至于f1
00 则对于任何p都存在， 因 为，取入> 1 ,  即有

xP-1 e 一
X X凡-p-l

1/讼 e'"= --+ 0, 当 X--++ CXJ. 

故 J。°°当p>O 时存在
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6 )在这个与后面的两个习题中 ， 所考虑的函数f( x )与 g (x )都假定是定义在有穷区间[a,b] 

上 ， 不过也许有有穷个奇点

求证

( a)若函数 广 可积，则函数J 本身必定是绝对可积（这样的函数 f 就说是 “平方可积＂ 的 ）69\ 

( 6)若二函数f 与 g 是平方可积 ， 则它们的和f+ g 也是平方可积，

( B)在同一假设之下 ， 乘积Jg 也是（绝对 ） 可积的函数

这些都可根据 比较定理从 下列不等式很简单地推演出来：

1 + f2 
广 + 9

2 

lfl 冬 (J + g )2 ( 2( 广 ＋ 沪 ） ， lfg l,s; 2 ' 2  

7 ) 对上述一类的函数可 以建立如同在321 目 中那样建立过的积分不等式 ， 而在那里假定所

考 虑函数在通常意义下是可积的 例如 ， 若在任何情况下b是唯一的奇点（它可能是 = ), 则仅需

对区间[a,xo ]写出某个不等式，其 中a< xo < b ,  然后当 xo --> b取 极限， 以证明对反常积分来

说不等式 成立 同时 由不等式右端的积分的收敛性推出左端积分的收敛性，这与我们在375 目 8 )
中对无穷级数所作的一样

48 4 ,  反常积分的 主值 假设函数f(x)给定在区间 [a,b]上 ， 只有一个奇点c在这区间内 ，

在不包含 c的任一部分区间上都是（常 义）可积的 从a到b的反常积分是用等式

[ f( x )dx � }2勹 { f'
+ L} 

来下定义的 其 中 极限肾 n 和 叶独 立无关 地取极 限时应该存在 在有些情形里 ， 这个 极限不存在，

但若令n 与 矿 保持相等而趋于零矿=T/ --+ 0, 这样来考察 以上表达式的 极 限 ， 往往是很有益处

的 如果这个 极限存在 ， 就（按照柯西的先例 ） 称 为反常积分 J�勹 (x )dx的主值而记作

V.p .1

b 

f( x)dx = 巳 {1

C-

1] +厂｝
[V.p 是 "Valeur principale" 一词的两个字头，按法文的意思就是 “主值" ] 在这种情形下 ， 通常

便说积分［ f( x )dx在主值的 意义之下存在 若一个积分 tf( x )dx作为一个反常积分而存在 则

显饮也在主值的意义之下存在， 但反过来， 一般地说，却是不对的 我们来看一些例题

1 )积分 Jb dx 
(a< c < b) 当作一个反常积分来看是不存在的 ， 因 为表达式a x - c 

1

c

-
71 三 + 1:71, X—c

=ln! —
—: + ln矗

当 T/ 与 叶互相独立无关地趋于 0时没有确定的 极 限 然而若把 n 和 7/' 用条件 7/' = 7/ 联系 起来，

就得到表达式

.
l

c-71 +厂 =ln曰
69)在这里 ， 区间[a, b] 假设是有限的
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事实上是与 n 无关的，所以存在有积分的主值·

2)积分

b dx b— C V .p. l X —c 
= Inc—a 

l
b 

(x �
x
c)n (a< c < b, n ;?: 2)  

[484] 

当 n 为偶数时有无穷大值 ， 而当 n 为奇数时， 作为反常积分 ， 全然不存在 ．我们现在考虑表达式

l
c-ri dx + l

b dx 
(x —c)n (x -c)n 

c+ri 

= n � 1 Ca— �)n-1
—

(b— �)n-1
十 卢 + ( - 1)三｝

当 n 为奇数时， 这表达式 成为一个常数 ； 所 以在这个情形是有主值

V .p.1

b 

( x �
x

c)" = 
n � 1 [ (a— �)n-1

—
(b— :） n- 1 ] ( n 为奇数）

3)再看发散的积分 J 平2 d 0  
o k — sin& ( 0  < k < 1) 奇点为a= arcsin k, 而且当 0一a时被积函

数变为一阶尤穷大我们有

sma— s in& 
= n = In f d 0  1 1 k - sin 0 1 

K — sin& 二 1-k sin 0— 二cos& 二 l —cos (a— 0)

所以

J
a-71 号 l sin a— S ill a— 1—cos a 

。 十
仁

=v1f=k2 { In 
sin (a + r,)� s in

T/

l + In 
s in a } 

当 T/ --+ 0时第一项里对数符号后面的表达式趋千 1( 这是不难用洛必达法则验证的） 于是

V .p. J 'i d 0  = 1 1一 二
In (O< k <l). 

o k — sin& 二 K

在有一些情形能够预先判断积分主值的存在性 ． 我们现在要讲一个这样的情形假设给定一

个积分

1

b 

f�:) 
其 中函数f(x)在区间[a,b]上连续而且仅在区间 内的c这一点变为 0 假设在c点邻域 内有一

阶导数J ' (x)存在，当 X=C 时不 为 0, 并且在这一点还有二阶导数J " (c)存在
因 为 』— 当 X-> C 时 成 为一阶无穷大，且当 x 通过c点时变号，所以所论的积分是发散的

f(x) 
我们要证明的是它在主值的意义之下存在

/-, 
7 -er 

j ( x) f' (c)(x -c) 
+ <p (x), 

则 <p (x)对于 x fc 为连续 在 x =c附近，我们根据带有佩亚诺形式余项的泰勒公式[ 12 4 ]有

J (x) = J' (c)(x —c) + [J" (c) + a (x ) ]· , 
( x—c)2 

2 
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其 中 a: (x)当 X---->C 时趋于 0. 于是显然

-[J " (c) + a: (x)] 
r.p ( x) = — 

吓） [f' ( c; + J " (c)
; a: ( x) 

(x— c)] 

所以 <p( x) 在 X= C 附近保持有界 ， 因而 <p( x) 就在通常意义之下也是可积的 ． 因 为函数

f (c)( x —c) ， 的积分在主值意义之下存在［参看 1)], 所以对所论的积分也是这样 ．

例如 用这个判别法就很容易确定例题 3)里的主值存在． 再举一个例 ， 就是—个很重要的非
初等函数 ， 即所谓 “积分对数＇． 的定义：

lia= J。
主
lnx 

这积分只当O<a<l时收敛， 当a>l时可以取它的主值

主值的概念并不难推广到所考虑的区间的 内部有任意有限个奇点的情形

到现在 为止我们一直 撇开区间的端点为奇点这一可能性； 这是可以不讲的 ， 因若只要建立主

值时这种奇点根本是谈不上的
4)例如假设提出 一显然发散的积分(a> 0)  

尸三dx

这里奇点为x=l 与（当a< l 时 ） 区间的端佴 x= O 很容易证明 ， 在这一情形，主值

可以简单地化 成积分

V.p. 1

2

�:>x = 』1跺 { 1

1 -

71
+ l勹

/
1 ( 1— t )a- l — ( 1  + t )炉 l

d t 。
（当a< 1时 为一反常积分 ） ．

最后我们再讲一种变相的 “主值 ” ， 这也是常用到 的 这就是要讲展布于两 边都延伸到无穷的

区间上的积分的主值， 不过我们不假定在这区间内有奇点． 我们都知道这种积分可用 极限等式来

下定义：

r:
= 

J (x)dx = 
:,� 尸: l�J( x)d x 

其 中 极限的取法是按照 A 与 A' 互相 独 立无关的假定来作 可是在这个意义下 极限不存在的时候，

对千 A' = — A 这一特殊假定来说 极限仍往往可能存在 这特殊的 极 限称 为积分 f�=f(x)dx 

的主值而且用符号记作

V.p. 1:
= 

f (x)dx = A二1:f(x)dx 

例如假若f( x)是 奇函数 ，那么它在对于 0 为对称的区间 ( — A , A )上的积分总等于 0, 因之
也就

+oo 
V.p. J f(x)dx = 0, 

-oo 



· 500 · 第十三章 反常积分

纵然是反常积分 J三勹f(x)dx 不存在也是这样 （譬如说对于函数 sinx 就是这样）
假若f( x) 是偶函数 ， 则

1: f(x)dx = 2 1
A 

f(x)dx 

[485] 

左边的积分有有限极限存在的情形也就是积分 J。�J (x)dx有有限 极限存在的情形 ， 所 以反常积分

f。�00
f(x)dx 要是收敛的话 ， 积分 J+00

f(x)dx 也就一同收敛了 由 此看来， 对于偶函数而言 ， 积-oo 
分的主值只能与反常积分同时存在 （并且自然也就等于它）

任意一个 （在任何有限区间上都 为可积的） 函数f(x)都能表成一个偶函数与一个奇函数的
租 这二函数 为

<p ( x) = 

（也还保持有可积性 ） ．

现在由以上所讲的 ， 显然

与 心 (x)= f(x) — ! ( —x) 
2 

J (x) + J ( -x) 
2 

V.p. J
+oo 

f(x)dx = J+oo 
<p ( x)dx, 

-00 -oo 
l + x  

只要后面这一反常积分收敛就是如 此 ．例如只要注意函数 ——一 是 由偶函数 — 一— 与奇函数1 + 企 1 + x2 
X 

1 + x2 合 成的 ， 就立刻可 以写出

V.p. 1:
= 昙dx= 『

OO

勹i=?T 

48 5.  关于发散积分广义值的附注

在第十一章 §9 , 我们讲了发散级数的求和，按照某种规则， 把 “广 义 和＇ 赋予这样的级数 ， 与
此类似 ， 存在着这样的方法，允许在某些情况下把 “广义值＇ 发散积分 其实我们在上一 目这样做

过 ， 即在 极限过程中提出某些简化的特殊约定 ， 这种 极限过程导致普通的反常积分 （在主值的意义

下） 在这里我们考虑本质上全然不同的过程，这些过程与我们对发散级数所应用的那些是相似的

我们只举这样 一些过程的两个例子，它们与对级数的切萨罗法及泊松－ 阿贝尔法类似 ．

I 设函数f(x)对 X;:= 0有定义，并在每一个有限区间[O , x]上在通常的意义下可积 ， 但在区
间[O,= ]不可积 ， 定义函数

并取其平均值

若对它存在有限极 限

则这个数被看 成是积分的 “广义值 ”

F (x) = J f( t)d t, 。
; 1'" 

F(u)du 

1 
X 

二；； 1 F(u)du = I, 

作为例子把这个过程应用 到我们 已知的发散积分

.l= 
s inxdx ( 6)  
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[ 472 , 4 )]. 这儿 f( x)= s in x, F( x) = 1—cosx, 且

二ix
。

X — smx 
F( u)d u= lim =l. 

x-->cc X 

于是数 1就被作 为发散积分( 6 )的 “广义值＇ 而得到了 ．

· 501 · 

自然地 这儿出现所述方法的正则性问题： 对按照 470 目定义 具有有限值 I 的收敛积分

1= 
f( x)dx, ( 7) 

这个方法赋予它的 “广义值 ” 是否 同样也是 I? 我们来证明情况正是这样
对任意的数 E: > o, 由于积分( 7)收敛 可以找到这样的 Xo > 0 ,  使得对 X � Xo 有

I F( x)— II < �  其 中 F( x)= 『f( t )d t 

假设 X> Xo , 有

因 此

五 1 F( u)d u — I=
;; 1 [ F( u)— ! ]d u  

XQ 

＝ 王 J [ F( u)— I ]d u  + ( 1 — 竺） l 
[ F( u)— I ]d u ,  

X X — Xo 1� 
X
。

豆 .l F( u)d u — I < ;; 1 [F( u )— I ]  + x — Xo 1。 IF( u )— I d u 

左端第二项 ＜ － （按照数 x。 本 身的选择）， 当 x 充分大时 ， 第一项 同样也可变得小于 － ， 于是 同 时

有
2 2 

这样一来， 实际上

这就是所要证明 的

� 1
x 

F( u )d u — I < E .  

丿皿 ; I
x 

F( u)d u  = I . 。
II 这一次 ， 对于给定的函数f( x), 积分( 7)不存在，按 此函数引入另 一积分

厂勹(x)dx。
若上述积分当 k >O时收敛并存在有限 极限

CX) 

lim / e-k x f( x)dx = I , 
K一0 。

则这个 极限可被取作发散积分( 7)的 “广义值' .

为了给出例子，重新考虑积分( 6 ), 因 为

厂尸 sinxdx= 1 

。 炉 + 1

[ 472 ,1)]当 K 一 十0 时趋于 1, 那么这儿 1可作 为积分( 6 )的 “广义值' .

关于第二个方法的正则性 问题 ，我们后面再回过来谈 [520]
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§3 .  反常积分的性质与变形

486.  最简单的一些性质 我们 将要 讨论在有限或无穷区间 [a,b] 上的（ 就通常
意义 而言或反常积分的意义 而言的 ）可积 函 数 ． 这样 ，a与b 就不 但可以是有限的 数 ，

而且 还可以是 士00 . 反常积分的 最简单的 一些性质，我们 只加以 列举，这些都与 通常
积 分的性质完全相似 [302 ~ 306] 而且可以用同样 方法从它 们 推出 来 ． 因为 反常积

分都是 通常积分的极限， 所以 通常只需把 表达我们要 求的性质的等式与不等式 先对
通常积分 写 出 来 ， 然后再取极 限

首先，这 里也可以 引进按定 向 区 间 积分的 概念而且证明 ．
1 0 若f(x)在 区 间 [b,a] 上为可积， 则在 区 间 [a,b] 上也为可积， 而且还有

l
b 

J(x)dx = — fa 
J(x)dx 

b 

［这可以 直接地 当作是 积分 J� 当 a >b 时的定义 ］
其次：
沪 设f(x)在 [a,b] 和 [a, c] , [c, b] 这三个 区 间 中的最大的一 个© 上为可积 ． 那

么在 其余两 个 区 间 上也为可积， 而且等式

l
b 

J(x)dx = l
e 

J(x)dx + l
b 

J(x)dx 

成立 ．

30 若J(x)在 [a,b] 上为可积而且 c = 常数 ， 则C ·f(x) 也为可积，而且

l
b 

c ·f(x)dx = c · l
b 

J(x)dx 

驴 设 函数f(x) 与 g(x) 都在 区 间 [a,b] 上可积， 则 函数f(x) 土 g(x) 也可积 ， 而

l

b 

a 
[f(x) 士 g(x)]dx = l J(x)dx 士 l g(x)dx 

上面 （及下面）这 一性质的证明 © 只要 留心 479目附注 即可直接得出 ． 譬如说， 假

设b为 对于 函 数J(x) 与 g(x) 中 任何一个 而言的 唯一的奇点 ． 那 么 只要写出等式

l
xo 

[f(x) 士 g(x)]dx = l
xo 

J(x)dx 士 l
xo

g(x)dx (a < Xo < b), 

再对于 x。 _,b取极 限 即可得 出前面那个 公式 ，无论所有从 a 到b的 积分都是反常
积分 或者只有一个是反常积分，都是 一样 ．

©更准确地说 是把其他两个区间包含 在其内的一个 区 间
©对于 积分限为尤穷的 积分 ， 性质 30 与 40 , 在 473 目 已提到过 甚至 在随后的一 目 中还应用过

这里对此二性质作 了更一般的表述
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铲 若 两 个在 区 1司 [a, b] 上可积的 函数 J(x) 与 g(x) 适合不 等式 f(x) 冬 g(x) ,
则 当 a < b 时

l
b 

f (x)dx 冬 l
b
g(x)dx 

50 若 函数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上绝对可积， 则 当 a < b 时

l
b 

f (x)dx 冬 l
b

厅(x) l dx 

产 若函数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上 可积， 则 对 于这 区 间 上 的任何一 个 x, 积分

伈） = I f (t)dt (1) 

都存在 而 且还是 x 的连续 函数 ．

设 a < xo 冬 b, 要证的譬如说就是 <I>(x) 在 X = Xo 的左连续 在 a 到 x。 之间取
c 使 区 间 [c, xo] 上除去 x。 可能为奇点而外， 绝无奇点 就对于 c < x 冬 Xo 有

因而只需证明

l沈
J(t)dt = le 

J(t)dt + 1
x 

J(t)dt ,  (2) 

lim I
x 

J (t)dt = J
x

o J (t)dt 
X一xo-0

然而这个等式尤论当右端为常义积分或反常积分时都是成立的 ［参看 479 目 附注］
若 xo = b = +oo, 则 函数 <I>(x) 在 X = +oo 的连续性的意思就是说

lim <I>(x) = 如+oo) = /
+oo 

J(t)dt. 沈一 +oo a 

go 在 同 一假设之下 ， 若函数 J(x) 在 x = x。 连续 ， 则 (1) 中 的 函数 <I>(X) 在 这
点 有 导数存在， 而 且

平(xo) = J(xo ) ,  

证明 只需利用分解式 (2) , 并引 用常义积分的相似的性质
很容易对于积分下限为变量的情形相仿地叙述出 性质 70 与 so

487. 中 值定理 第一 中值定理在最初一个形式 [304,9°] 中 ， 本质上耍假定 函
数 J(x) 为有界而区间为有限， 因 之不能转移到反常积分的情形 但是推广 了 的形式
[304,10°] 却可 以搬将过来．

第 一 中 值定理 假设二 函数 J(x) 与 g(x) 都在 区 1司 [a, b] 上可积， 又假设 J(x)
有界，

m 冬 f位） 冬 M,
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而 g(x) 不 改 变正 负 号， 那 么 函数J (x) · g(x) 也就可积，而且

l
b 

J (x) · g(x)dx = µ l
b 

g(x) dx, 

其 中m 冬 µ 冬 M

[487] 

积分的 存在 性是 从 475 目 未尾的定 理以 及 482 目 中与它类似的定 理出来的 而
等式本身则可形式 上像 对于常义 积分 一样 去证明

若 函 数J (x) 在 闭区间[a,b]上 连续，则 可取f (x) 在[a,b]上的 最小值与最大值

作为 m与M, 而因 子 µ则与函 数J (x)的 一个 值相等

l
b 

f (x) · g(x)dx = J (c) · l
b 

g(x)dx, 

其中 e 在[a,b] 上 这 在 区 间[a,b] 为无穷 的情形也对 ， 因为 魏尔斯特拉斯定 理与柯

西定 理[85,82] 对于这 种情形也是正确的 ，这 一点 请读者 自 行验证
也还有 ［比较 306,14°]
第二中值定理 假设函数J (x) 在 区 间 [a,b] 上单调而有界 ， 而 函数 g(x) 则在这

区 间 上 可积． 那 么 函数f (x) · g(x) 也就 可积，而且

l
b 

f (x) · g(x) dx = f (a) · I� g(x) dx + J (b) l
b 

g(x)dx 

(a众幼）

我们为 了明 确起见专讨论 一个情形，就是 a为有限，b = +oo , 而 g(x) 没有 +oo
以 外的奇点这 一情形 ． 积分的存在性可从阿贝 尔判别法推出

函 数J (x) 可以 看作是 递减的 而无损于普遍性 由于它的有界性，就 存在 一个有
限的极 限

f (+oo) = lim J (x). 
沈----++oo

千是f * (x) = J (x)—J (+oo) � 0. 对千有限 区 间[a, A] 总有[306,13° ]

I 厂 (x)g (x) dx = f * (a) l
?J 

g(x) dx (a 冬 T/ � A) . (3) 

函 数 faA g(x) dx 既在 区 间[a, +oo] 7°) 上为 A的 连续 函 数，就有有限的 上下界 M与

m, 千是 ［参看 (3)]

m · J* (a) 冬 ！ 厂 (x)g(x)dx 冬 M ·f * (a) ,

因 而，就 A -, +oo 而取极 限， 得到
+oo 

m ·J * (a) � I 厂 (x)g(x)dx 冬 M · 厂 (a)

70) 在形如 [a, oo] , [-oo, a] 及 [-00, 00] 的无穷 闭 区 间上连续的函数的性质 ， 同读者已很好地了解
的在有 限 闭 区 间上连续的 函数性质完全类似
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『00
f*(x)g(x)dx = µ  · f*(a) (m 冬 µ 冬 M). (4) 

但是 连续函数 faA g(x)dx 达到它 自 己的 上下界 M与 m 以 及介千 M与 m 之 间的 任
何值 ， 这就是 说 µ = J; g(x)dx, 其中 a 冬 C 冬 +oo.

把所得到的 µ的 表达式 以及 f*(x) = J(x) — f(+oo) 代入(4) 里去， 即 得所要证
的 公式

488. 反常积分的分部积分法 假设函数 u = u(x)与 v = v(x) 连 同它 们的 一 阶

导数 在区间[a,b] 上除掉b点 （可能b = +oo) 以 外的 全 部点上 皆有定义 而且 连续 千

是等式
b b l udv = uv 

a
— lb 

vdu 

成立 ，只 需把 式 中 二重替换看成是 差 数

Jim u(x)v(x) — u(a)v(a) 
X一b

这里假定 了 一点就 是从整个等式所含三件东西 （两个 积分 和一个二重替换） 之 中的
两 件有意 义可以 推出 第三 件也存在

其实，取a < xo < b, 即可写出 对 于 区间[a, xo]的 通常的分 部积分 公式 ， 其中 积

分 全是常义 积 分

J
卢0

udv = [u(xo)v(xo ) — u(a)v(a)] — I也0
vdu 

今使等式 中的 Xo 趋于 b 则 整个等式 中的 三 件东西之 中的 任何两 件若有有限的极
限复其余一个也就有有限的极限， 因 而所求证的等式 利用取极限的 办法就可以证明

了 ．

489. 例题 1) J号 In sin xdx = x In sin x厂 － 告 x 竺三dx = — 号 X

0 Ii。 sm x Ji。 石dx 在这里

分部 积分法把反常积分化成了常义 积分 ， 因而也 同时证 明 了 反常 积分的存在性． 下面几个例题也
有同样的特点

2) 

(a) /

1 

ln x dx = 
l 1 

。 1 + x2 1 ln xdarctgx = ln x •  arctgx 
O 

- 11 arc:
gx dx =—l 1 arc:

gx dx 

(6) 同样 ，

©参看 477 目 附注

/
1 

ln x dx = — / 1 arcsinx dx 。 二 。 X
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1
= sinx dx = — 1

= dcosx = —
cosx 

CX)

— 1
= 

cosx dx (a> 0) 
a X a X X a a x2 

因 为二重替换和右端的积分都有意义 ， 所以这也证明了左端积分的存在性 ［比较476, 4 77 ].
可以完全照样来证明积分

1
= 

1;�
) 

dx (a> 0 ,  入> 0 )  

[489] 

的存在性 ， 只要对于所有 x >a函数J( x )都连续而且它的积分 F (x)= f� 厂f (x)dx 又有界 ［这

可从狄利克雷判别法推出］．
用分部积分的方法有时可得出递推公式， 而后用这些递推公式就可以很容易地计算所设积分

这一点我们用下 面各例 （其中 n 与K 为自然数）来阐明
4 )  In = f 
我们有

故得 In = n! 

= e -t .  广d t .
CX) 

In = —e-t - t飞 + nI 尸 tn-l d t = nln-l , 。
在这里 （同后面各例中）二重替换 为零，这就产生了分部积分法用在定积分上 （而非不定积分

上）的优点．

5) 氐 ＝ 广 e-ax s in九xdx(a> 0 )  

首先，我们用分部积分法得到

CX) CX) 

En = — ：尸 s in九xi 。
十 � 1 尸 s inn-lx cos xdx . 

因二重替换等于零 ， 所以再引用分部积分法就更进一步得着

= n( n - 1) 
CX) 

En = — 卢 尸 sinn-lxcosx 
O 

+ 
a2 1 尸 s inn-2 x cos 2 xdx 

CX) 

乌 J 尸 sinnxdx. 
a 。

若把这里的cos 2x 换 成 1— s in气 ， 则 很容易得到循环公式

因 为 玩= \ 丘=
1 

a l + a2 ' 

n( n — 1) En = · En-2 · 忙 +a2 

所 以 最后要看，n 为奇数或偶数而相应地得到

(2k - 1)! E2k-l = 
( 1  + 正）（沪 +a2 )· · · (2k — 1

2 + a芍

E2k = 
( 2k )! 

a(2 2 + a2)(42 + a芍 . ..( 2 炉 ＋ 正）
＇

6) 分部积分法的推广公式[311( 7) ]也很容易推广到反常积分的情形

例如假设要讨论积分
CX) 

K = I e-(p+l )x 丘( x )dx,。
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其中 p >O 而 Ln (x) 为所谓第 n 个切 比 雪 夫－拉盖 尔 (Laguerre) 多项式．
矿(xne-x)丛(x) =了 (n = 0, 1, 2, · • , )  dxn 

利用所说公式就有

K =  1
= 

e 匹 矿 (x九
尸） dx 。 dxn 

= { e-px , dn-l (xn尸） －
十 (

- l)n-1 dn-le-px
沪e气 ＝

dxn-1 dxn-1 } 。
＝ 矿e-px CX) 

+(—1)" 1 沪e心
dxn dx = Pn 1 沪e-(p+l)xdx,

因而终千得到 ［参看 4)] :
K =  p n 

(p + l)n+l • n! 

同样可证得下列结果

J二工 (x) 丛(x)dx = { 
O, 当 k /= n, 

。 (n!)气 当k =n. 

· 507 · 

490. 反常积分里的变量变换 假设函数f (x) 在[a,b)这 一有限的 或无穷的区
间上有定义 而且 连续， 因 之 在这 区 间的每一不 包含b点的 部分 上都 是就 通常意义 而
言为 可积的 ， 而b这 一点则 可能是 +oo; 按假设，b这 一点 仍是f (x)的 唯一的奇点 ．

我们 现在要 考虑的 是一个 单调上 升函数 X = <p(t),  它 同它的导数 <p' (t) 在区间
[a, (3)上 是连续的 ， 而 3 又可 以 是 +oo;我们 还假定 <p(a) = a 而且 叭(3) = b 最后这

个等式的意义 应 当 了解成 lim<p(t) = b. 
f-,(3 

在这些 条件之 下就有等式

l f (x)dx = l 阳(t) ) . 召(t)dt (5) 

成立 ， 不 过要 假定这 两个 积分 中有一个 存在（因 而另 一个 也就 可以 推知其存在） 后

面这个 积分 也许是常义 积分 ， 也许是以 3为 唯一奇点的反常积分 ．

按照反 函数的定 理 [83] 显然可以把 t 看成是 x 在[a,b) 上的 单调上 升而且 连续
的 函数t = 0(x) , 并 且 lim0(x) = (3. 

沈-,b

现设 x。与t。为 x与t 在区间 (a,b) 与(a, (3) 上任意 一对互相对应的 值 ． 于是

引用常义 积分 中的变量变换 即有

J
xo 

J (x)dx = J
九

阳(t) ) . 召 (t)dt

假 若 (5) 里的 两个 积分 ， 譬如说， 是第二个 存在，那么我们就 令 x。 按照 任意方式变
动去接近b;这 时 to = 0(xo)就 趋于 (3, 而我们 也就 证明 了公式 (5) 成立， 同时 又用这
证明 确立 了它 左边的 积分的 存在 性 ．
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以上的讨论同样可 以 用 到 a > /3 而 函数 <p(t )单调下降的情形 这就把奇点分布

的别种可能情形都解决 了 ． 关千变换积分时积分限的位置， 应 当 随时记住的是，积分

下 限 a 应 当 对应 到 积分下 限a, 而积分上 限 f3 应 当 对应到积分上 限b, 不 管是 a< /3 
或者是 a > /3都 一 样 ．

4 9 1. 例题 1) 积分

1
= dx 

劝 产 (x—l) (x - k2 ) 
炉 < 1 < Xo) 

可用变换 x= - dx= — —  
t2 ' t3 

d t 化成

—2 /
o d t  

= 2 /
古 d t

高 ✓ ( 1 — t芍 ( 1— K平） 。 ✓ ( 1— t芍 ( 1— K平）

1 
这里a= 功，b= oo, a = (3 = 0 .  反常积分变化成了常义积分尽 ＇

2 ) 试用变换 x= a cos 2
'P + bsin2

'P 

计算积分

l
b dx 

a ✓( x—a) (b—x) 

提示 这里 a= 0, (3 = � , 而所求积分可化成通常积分2 

2 1
号

心 ＝ 冗

3) 为了证实积分 J厂 sin沪dx 的收敛 性， 我们在它里面实行变数替换x = vlf,, dx = 
d t  

20 ' 
1 = s in t 

a= 贮= 0, b = /3 = oo. 我们得到巳知的收敛的[ 4 76 或 48 9 ,3) ]积分 - J —— d t , 因之所设积2 0 』
分也收敛 有趣的一点是， 被积函数当 x一oo时并不趋向任何 极限， 而振动于 +1与— 1之间

照样可以解决积分 J。� c os 沪心 的收敛问题

下面的例子证明了更 为一般的结果 ．

4) 证明· 若J '( x) 单调上升且 当 x一oo时趋千oo, 则积分

1
= 

sin(f(x) )dx, 1
= 

cos(f(x) )dx 

收敛
首先 ， 对千充分大的 x ,J '( x) > 0 ,  且J( x) 单调上升 ， 我们假定从 x=a开始，上述就成立

借助千有 限增扯公式 ， 得

f(x + 1) = J( x) + J '( x  + 0)? J(a) + J' (x) , 

因此 函数J( x) 本身 当 x一oo趋千 oo 引入新的变扯 t= J ( x), 因此若以 g 表示J 的反函数 ，

则
x = g ( t) , dx = g'( t )  d t ( a  = f (a), /3 = oo) 
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但导数 g' (t) = 一 —－ 单调下降， 当 t ----> 00 时 ， 它趋千 0 所 以根据狄利克雷判别法变换后的积分
f' (x) 

i:) sin t · g' (t)dt, i:) cos t • g' (t)dt 

是收敛 的 ， 而所论的 两个积分和它们一起， 都是收敛的

5) 要算 出 积分 J。oo In x 
1 + x2 dx 的值 ［其收敛性 巳 在 483,5) (6) 里证实 了］ 可 以把它分开成两

1 
个矿 = r + Joo 

在第二个里面作变换 x = - (a = 1, b = oo a =  。 t ， 1, /3 = 0) 就得到结果

『 三dx = l
o
号dt = — 厂勹2

dx 

千是推知所设积分等千 0

6) 设所给反常积分为

厂三dx;

九口

则用变换 x = sin t (a = 0, b = l, a = 0, /3 = 2) 即可化成通常积分

l号 esin t dt 

7) 积分 I = Joo 二气－ 的计算 ［ 比较 472,2) ] 可 以用 适 当 的变换作得很简单o 1 + x4 

1 
首先它可 以用变换 x = - (a = O, b = oo, a = oo, /3 = 0) 化成积分t 

所以可 以写成

1= t勹4
1 

I � 1, 1~ (1 + x')dx � 1 ~ (1 + 歹） dx 

2 。 1 + 正 2 1
沪 ＋ 卢

现在只要 引 用变换 x — 丿 = z(a = O , b = +oo, a = — oo, /3 = 十oo) , 就立即得到X 

I = 』 I玉 dz
= 1 arct<Y 二

坟

= 7r 
2 z2 + 2 2迈 °-= 迈 2迈-= 

互 d0
8) 要算出 积分 1 2 的值 ， 很 自 然地要令 t = y1tg0, 即 0 = arctgt2 (a = 0, b = -

九口

。 旱 2 '
= dt 11' 

a = 0, /3 = 00) ; 于是归结到刚才计算过的积分 2 f — —一0 1 + t4 迈 '
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9) 试验证下列公式：

(a) /

1 dx = Jr 

-1 (正 — 沪）切二 m石亡勹
(a > 1 ) ;  

( 6 )  1
= dx = arcsin a 

I (x2 — a勺J三 a切二飞歹
(0 < a <  1 ) ;  

(B) /

1 dx = 1r 

- 1 (x2 + 正）尸 a切二
(a > O) ; 

(r) 1
= dx = ln(a + 尸）

1 伲 ＋ 正）../x2勹 叭厅了了
(a > O) ; 

ln(a + 尸）

仇） t (x' 十三L:二
.'

.＇
 

)
、
1'

1

1

 

＞

＿＿
 

a

a

 

（

（

 (O < a < l) . 

提示 所有情形 中都运用 阿贝 尔替换 [284] .
10) 关千下列这两个积分

1
= dx = dx

入 伈 > 0, a > l , A > e) ,。 x ln入 x ' l x · In x · In (In x) 

收敛问题都可立即解决， 只要利用变换

t = ln x, u = ln(ln 工）

把它们化成积分

尸 1
=

空
ln a 松 , ln( ln  A)

讼

两个都在 入 > 1 时收敛， 在 入 ,s;; 1 时发散

在 以下各题中的 J(u) , 不用声明 ， 都是对于 u ? 0 为连续的某个 函数

11) 求证

1
=

! 归 ＋ 勹 ln x专 = ln a · 1勹 臼 + ;) 专 (a > 0) , 

只要两个积分都收敛就成立．

提示 引用变换 x = a泸 (a = —oo, /3 = 十oo) .

12) 求证 （ 当 p > O 时）

(a) 『 f(xP + 口） ln x 空 = 0,
。

(6) 1~ f(x' +  x-') ln x
: ! 二 � o,

只要这些积分收敛就成立

譬如对于 (a) 我们有 J厂 = .Fi。'. + J气 但 J厂 ＝ — f 是很容易用变换 X = - 验证的 ， 等等1 0 t 
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13)试在右边的积分收敛这一假定之下来证明公式

1
= 

f [ ( Ax — 勹 2
] dx = ½ 1

=

阳 ）d y (A> 0, B > 0) 

B 
变换 y=Ax - —(a= -oo,b = +oo,a = 0 , (3  = +oo)给出

X 

1:
=

阳 ）d y = 1
+= 

f [ ( Ax — ：厂] . ( A + 卢） dx 

= A 1
+= 

f [ ( Ax - 子） 2] dx + B 1
+ = 

f [ ( Ax - 了） 2] 言
但是最后这个积分可用变换

B x= - — a= 
At 

( 0 ,  b = +oo, a = -oo, f3 = 0)化 成

A 1: f [ ( At - 厅] d t 

所以 c,1沪 ）d F A Cf [ ( Ax - 勹] dx 

由 此（ 因 为被积函数都是偶函数 ） 就推出所要证的公式

· 511 · 

14) 作 为结尾 ， 在掌握 了 反常积分的变量变换后， 我们 回 到 前面还未完 成的一个 间 题 在

439 , 1 ) 曾研究 了连续函数

归 ＝ 文 叩 + :2 祒 ＇

n = l  

但未弄南当 0 ::;;p < 1, q > l 及p+ q ( 2 时， 它在点x = O 的性状

应用 234 页脚注中的公式 ( 10a), 可以借助于积分

f(x)?, J

oo xd t 
俨 十 tq ·x2

2 
从下方来估计级数的和 假设 t =x一 产p . v, 这样来对不等式作变换·

f( x)), X气 1
00 d v  

5今 佪 + vq
. 

当 X---+ + 0 时 ， 积分趋于有限的正 极限

1
00 

V P :vq ' 

而积分前的因 子 当 X---+ + 0 时或者等于 1( 若p+ q= 2 ), 或者就趋于 00 ( 若p+ q < 2 ). 因 为
f( O) = 0 ,  则 在点x= O 的右边在任何情况下都有间断，在点x=O 左边也是如 此 ．

附注 带有无穷限的积分fa+
oo

f( x)dx总是 可 以用适 当的替换化 成只带有穷限的积分（常义

的或反常的） 例如， 若a> O 即可令X= -: 

{

00 

f( x)dx = 1
古

fn) 产
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反之， 以 b 为唯一奇点的反常积分 J�勹(x)dx 也总是可 以化成带有无穷限的积分 （无别 的奇点）
例如， 令 X = b - - 即得

l
b 

f(x)dx = 1: f (b - i) 产

§4. 反常积分的特别计算法

492. 几个有名 的积分 我们先讲几个重要积分的特意创造的计算法
10 欧拉 (L.Euler) 积分

号
I = J ln sin xdx.  。

它 的存在性我们 已经证明过 [489, 1 )] . 欧拉积分的计算法主要地是利用变量变换， 令
X = 2t , 即有

¾ 九口 奇 于
I = 2 lo In sin 2tdt = 2 ln 2 + 2 lo In sin tdt + 2 lo In cos tdt 

最后这个积分中代入 t = 2'.: — u, 即 化成这样2 

所以结果得到一个确定 I 的方程

于是得知

下列这两个积分

号
2 / In sin udu, 

¾ 

九口

I = — · ln 2 + 2I, 
2 

冗＿
I = — - ln 2 . 

2 

1 号
t:x

dx, h

1 

arc
:
in x dx, 

都可 以化成欧拉积分， 只相差一个正负号 ［比较 489 , 1 ) 与 2) (6) l 
沪 我们现在要来计算见于概率论中 的 欧拉—泊松积分

K = /
00 

e-x2 
dx 。

为 了这个 目 的我们要预先建立几个不等式
以微分学中常用 的方法不难验证， 函数 (1 + t) e-t 在 t = O 时达到它的最大值 1

因 之对于 t 乏 0 都有
(1 + t) e-t < 1 .  
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令这里的 t = 土产， 即得

(1 — 沪）ex2 

< 1

与

(1 + 沪）e五2

< 1,  

1 - 沪 < e夕 2

< (x > 0) . 
1 + 沪

假若限定这里的第一个不等式中 的 x 在区间 (0, 1 ) 内 变动 （ 因而 1 - x2 > 0) , 而第二
个不等式 中 的 x 则看作是任意的 ， 我们就可以把上列各式同升任意 自 然数 n 次方砚
这样即得

由 此推知

( 1 — 沪）n < e-nx2 

(0 < X < 1 ) 

与

e-nx2 

< 
1 

( 1 + 产）n (x > 0) . 

取积分， 第一个不等式从 0 到 1 , 第二个不等式从 0 到 +oo, 即得

fo\1 — 沪）ndx < fo
l 

e-nx2 

dx < fo
+oo 

e-nx2 

dx < fo
+oo 

( 1 :: 沪）n

但是

/
+oo 

e -nx2 

dx = 上 - K u = 。 石 （ 用变换 -/nx) , 

号
/\1 — x于心 = J sin2n+l tdt = (2n) ! !  

( 用变换 x = cos t) 
. o o (2n + 1 )  ! ! 

而且

J+oo dx = I 号 sin加-2 tdt = (2n — 3) ! !  产
0 ( 1 + X平 。 (2n — 2 ) ! ! 2 （ 用变换 X = ctgt) 

［这里我们用 了 积份值 f0� sinm xdx 的 已 知表达式 312 , (8)] 这样一来 ， 对于我们还
是未知其值的 K 就被限于下列两个表达式之间

(2n) ! !  
五 . < K < -/n 

(2n — 3) ! !  7f 

(2n + 1 ) ! !  ( 2n  - 2) ! !  · 2  

所 以 ， 取平方即变成

n [(2n) ! !] 2 

2n + 1 · [(2n — 1 ) 叩 (2n + l ) 
< K2 

n . [ (2n - 3) 叩 (2n — 1) 厂） 2
< 2n - 1 [(2n — 2)叩 2 . 

现在从沃利斯公式 [317]

1r [ (2n) ! !] 2 
— = lim 

n---+oo [(2n — 1 )  ! 平 (2n + 1) 

(I) 两边都是正的不等式是可 以把两边同升一个 自 然数次方的
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容易看 出 来，不等式两端的 表达式当 n 一 oo 时都 趋于 同一个极限 产 于是 推知
4 

K2 = — 
九口

4 ' 亡
2

＝
 

k
 

（因 K > 0). 

30 最后我们 来看 积分

J = /
00 

sin x 
dx 。 x

我们 已经知道它是 收敛的[476;477;489,3)] . 我们把 积分 表成级 数 形 状·

oo (v+l) 号
J = 文 ／v=O v - ; 

令 V = 2µ 或 211, — 1, 并相应地采用一下变换 X = µ1r + t 或 X = µ1r — t, 就 有

/
(2µ,+ l) - �

= (—1)µ, / 号 sin t 
dt 

2µ , 号 o 卢 + t

号

f
 

1
 

µ
 

、
�1

 
（

 
＝
 号）

 
1

 

号µ

µ
 

2

2
 
l

 
sin t 

dt . 
µ1r — t 

由此推知

J =  1
号 si

;
t 

dt + ; 言 fo\—1)µ C +
1
卢 十 t —

1
µ1r

) sin tdt 

但因 级数 00 
区 (— 1)µ ( 1

+ 1 ) sin t 
t + µ1r t — µ1r 

µ= I  

7f 1 00 1 
在 区间 0 冬 t 冬 — 上 由于 有优级数 ；区 2 1 而一致收敛 ， 所以它可以 逐项积 分

2 1 µ — 了

这就 使我们 可 以把 J的 表达式写成这 样·

J = 1 � sin t •  [ i 十 豆 (— it C +\1r 
+ 

t -二） l dt 

但是 方括符内的 表达式就是函数 的 部分分 式的 展开式[441,9)] . 所以 终千得到
sin t 

了
2

＝
 

dt
 

号f
|

儿
＿＿
 

J
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493. 用 积分和计算反 常 积分 ， 积分 限都为 有 限的情形 若函数f(x) 在区间

[a, b]上无界， 自 然不能用任意（ 黎曼） 积分 和来计算它 在这区间上的 积分 ． 可是 总可
以 选取一些和 数 ， 使它 们 在 细分 区 间时 趋于反常积分的 值 ． 我们 现在要

就 单涸函数这 一简单情形来证明这 一点
于是 假定函数f(x) 在 区间 [O,a](a > 0)上 是 正的， 单淜下降的， 而 且 当 x 一 0

时 趋向无穷， 同时 还假定它 从 0 到 a的 反常积分存在 把区间 [O,a] 分 成 n等分 即

有

[ f (x)dx � 芦I片厂 阳）dx < f f(x)dx +� ! (� 叶 ：
因 而更有 尸x)dx < 1 告

f (x)dx + tf 归叶 ：
同时 又显然有 尸x)dx > 立 (�a) . � 

v= l 

所以， 总计起来就有

0 < 1a 
f(x)dx — � - t i (庄） < 1会

f(x)dx

但因最后这 个积分 当 n ------> oo 时 趋于 零CD ' 故终有

fo
a 
f (x)dx = 』嗅 ; · ; 穹 (�a)

对于 正的上 升函数f (x), 当 x 一 a 时 趋向 +oo,这 一情形 同样 可得

ha 
f (x)dx = nl皿 � - ;芦 （卢）

最后 改 变J 的 正负号， 容易得到关千单调负函数的 相似公式

例题 1) 对于 积分值 J。� lnxdx(以 0 为 奇点） 的计算 ， 我们有

1

1 

lnxdx = J�m00 ; tln� =』上:11-ooIn罕
归 l但因 [77,4)] Jim —— = - ,  所 以上列最后一极限值等千 -1; 而这也 就是所设积分的值．n-oo n e 

＠因为 这 积分可 以表成反常 积分 J。a 与趋于该反常 积分的常义 积分 Ii 两者之差
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2) 我们取这个较为复杂一些的积分

I 号
ln sin xdx

. 0 

作为第二个例题． 在这个情形 ，

！号
In sin xdx = lim 二 f 1n sin 竺 = Jim 工 lnIT sin 竺。 n-oo 2n 2n n-oo 2n 2n v=l v=l 

要想得到最后这个乘积的简单 的表达式 ， 我们来看用 z2 — 1 除 z2n — 1 所得的整多项式， 并
且把它分解成线性 因 子 ， 再合并相 当 于共扼根 的 因 子． 这样我们就得到 （对于任何不等于 土1 的
实数 z 而言） ：

2n n -1 z
z2 � 

—

1
1 = IT [ (z - cos � )  

2 + sin2 �] (I) 

v=l 
由 此令 z --. 1 即得

故终于有

n-1 n-l 
n =  IT [ (1- cos 子） 2 + sin2 气] = 4n-l IJ sin2 气

v=l v=l 

n- 1 

IT sin 昙 = 2�1 
v=l 

于是所求积分就知其等千：

［比较 492, 1° . ]

！号
In sin xdx = lim 产 ； In n - (n - 1) In 2 

= 
_ � In 2 。 n-oo 2 n 2 

494. 积分带无 穷 限 的情形 假设函数 J (x) 定 义 在 由 0 到 +oo 的 区 间 上而且
(X) 

是可积的 我们把这 区 间 分成无穷个长度都是 h > O 的 区间 作和数 Lf(vh) · h, 就
v=O 

它 的结构来说 很像黎曼和数． 这个级数是否收敛， 它 的和是否 当 h 一 0 时会趋千反

常积分 J。;00 J(x)dx 这些问题我们将在 J (x) 适合某些特殊假定之下来讨论．

首先， 我们假定 J(x) 是正 的 ， 而且当 X ------> +oo 时单调下降趋 于 0 于是

fo00 
f(x)dx = � l�

+ l)h 

f (x)dx < h · � f(vh) 

而在另 一方面 显然

/00 
J(x) dx > h 立(vh) = h 立 (vh) — h · f(O) ,

v=l v=O 

＠参看99页脚注©



[494] 

所 以

因而

§4. 反常积分的特别计算法

0 < h ·  � f(vh) - fo
00 

f(x)dx < h · f(O) , 

/
00 

f(x)dx = lim h ·
00 

。 h--->O 区 f(vh) .
v=O 

例题 1) 设 f(x) = e 女
， 则

/
00 

f(x)dx = lim h 产 尸 = lim h 
= l 。 h-O h-o 1 - e-h 

v=O 

2) 拿别处的讨论 中 的积分值

/
00 矿

"'
2

dx = 五。 2 

来看， 我们仍然可 以 引 用推得的公式 (1 ) ' 如此即得

00 

lim h 叉 e一心 ＝ 五
h-O 2 v=O 

假若令 e-h2
= t, 则 h = P ~ 凶言 当 t 一 1 . 由 此推得有趣的极限关系式t 

. . .  = 
t肥。 汀言 ( 1 + t + t4 + t9 + t 16 + ) 2 

· 517 · 

(1) 

可能会出 现函数 f(x) 单调下降的要求仅对 x � A > O 成立． 这种情况不妨碍
A 

对单调 函数应用上述方法； 只是需要设法使 比值 — 为整数． 于是根据常义积分定义
h 

本身有
v=舟 -l A 

巳 � f(vh) · h = 1 f(x)dx , 

而按照前面所证明 的

例

00 00 

归
V

勹 f(vh) · h = l f(x)dx 

3) 设 f(x) = xe-"' ; 这个函数从 x = l 起单调减少 从而

/
00 

xe-"'dx = lim h2 (e-h + 2e-2h + 3e-3h + • • • )  。 h一0

= Jim h2e-h (l - e-h) -2 h 2 

h一0
=

� 气
h

( 吵 _ i) = 1 , 

容易用分部积分验证

(2) 
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现在我们来讨论更普遍的清形 ， 对千 j(x) 除可积性而外 ， 暂时不要 求任何别的

条件．我们有

_fo
00 

J(x)dx = 1A 
J(x)dx + l

oo 
J (x)dx 

最后一个积分的 绝对值对 千充分 大的 A 是 会任意 小的 CD . 不管 A 怎样 我们 今后都
选取h 使 A/h 成为 整数 于是， 当 A为常数 时 ， 如 同刚才一样 ，(2) 式 成立

现在 已 很 明 白 ， 若要 等式(1) 成立 ， 只要 条件

(X) 

Jim f(vh) · h = 0 
A-,+oo 

h-,。 v=舟
(3) 

成立就 够 了 ． 其实等式

r —f; � [f -�] + f - "� 
右边的 三 项当 A 充分 大而 h 充分 小时都 将任意 小．

条件(3) 在本目开头处 对 f(x)所作过的 假定之 下 当 妖是 成立的 ， 因为

0 < 
"
� f(vh) · h  < l

= 

J(.,)dx 

又假若f(x) = tp(x) 劝(x), 其中 'f'(X) 适合本目开头处 对于f(x)所作的那些条件 （纵
然 只是 对于 X � XO > 0 而言也可以）， 而 心 (x)则为有界 仰(x)I 冬 L; 那么条件(3) 也

是 适合的 在这 情形 下，

等等照 推

00 00 

v�
tp(vh) 心(vh) 冬 L ·

v�
tp(vh) · h < L · l

00 

tp(x)dx 

4) 我们把积分 J。oo sin2 x -dx 当作一个例题来看 在这里 ,p(x) = 卢 ， 心(x) = sin气x2 

我们有

/
00 二dx = lim h 产 sin

2
vh = Jim I_ f 三

泸 h一o (vh)2 h-O h � 沪v=l v=l 
为了要算出最后这个和数， 我们先从这件事情着想·

区 sin:t
h

r = 产 sin�vh = 11" �
2h 

= � _ h 

v=l h v=1 

©因为它可以表成反常积分 fo00 与趋于这反常 积分的常义 积分 J。A 两者之差
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[ 4 61 ,6)( 6 ) ]  这里对千 h # 0 逐项取导数， 根据 435 目定理 7 , 是可以的， 因 为那些导数所作 成

的级数［按照狄利克雷判断法 ， 430]是一致收敛的 取积分， 即得我们所要求的那个和数的表达

式：
T — h 

2 
h 由 此可知

/
00 sin2 x dx = . 11" - h 

= 芒。 x2 lim 
h-O 2 2 

在别种情形，要看条件 ( 3) 适合与否 ， ，志直 接去验证

5 )例如 ， 假设要讨论的积分就是 Joo S ill X 11" 。 dx . 我们显然可以只讨论 h=-与 A= m11" 这些
X k 

值 ， 其中 k 和 m 都是自然数

把我们 耍考虑的和数表成这样

oo k(m+ l ) - 1  k ( m+2) - 1  区 si
��

h
. h = 文 ＋ 芒 ＋

n = km n=km n=k ( m + l )  

不难驴知 右边每一有限和数之 内的各项有相 同的正负号 而与其次—个有限和数之 内的各项的

正负号相反 若就色体而言 ， 则右边这些有限和数所作成的级数是 茉布尼茨型的因之它的和数的
绝对值小于第一项的绝对值 但这第一项的绝对值 ， 则 由 于 kmh= m1r = A, 而有下列估值

k(m+ l ) - 1  k(m+ l ) - 1  区 sin nh . h = L I sin nh I . h 
nh nh 

n=km n=km 

k(m+l ) - 1  k - 1 

< A L I sin nh l· h  = 沁二 s in ih • h 
n=km t=O 

但这最 亏 一个和数则 言看 1足积分 J。� sin xdx= 2 甘!]和分和数 ， 故 当 h 充分小时就会小千某一

常数 C > 2 于是

产 s in nh
. h < f 

nh A ' 
n=km 

而 由 此推知条件 (3 )是适合的 ．

至于所设积分的计算 ， 则根据所 阐明的道理知 其可以这样很简单的作出来［参看 4 61 ,6 )(6)] :

J

oo sin x dx = Jim 产 sin nh = Jim 71" - h 
= 芒。 X h一0 n h-0 2 2 ' 

n= l 

这结果是我们在以前[ 4 9 2 ,3° ] 曾用别的方法得到过的

495 . 伏汝兰 尼积分 我们 现在要讨论一类特殊形状的反常积分的存在和计算

的 间题 这类反常积分通常称为 伏汝兰尼( Froullan i)积分， 形 状如下

/
00 J(ax)—J(bx) 

dx (a> 0, b > 0). 
X 

I 我们 对千函数J(x)作下列的假定 : lo 函数J(x)对于x � O 有定义而且连 续 ，

并且 2 0 当 X ------> +oo时具有有限的极 限

J( +oo) = x_g�00 J(x) 
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从 1 0 看来很 明 白 ， （ 当 0 < <5 < 6. < +oo 时） 存在有积分

/
6. f(ax) — f (bx) dx = 

/j x 
/

6. f(ax) dx — 

/j x 
/

6. f(bx) dx 
Ii X 

[495] 

= 1:

6, 尸－ 厂 罕dz = 1:
/i f

�) dz - 1:
6. f

�) dz 

因 之所设积分就可 以 由 下面这个等式来确定：

/00 f (ax) - f (bx) dx = lim /
M

左dz — lim
沁 八z) dz。 X 8 一0 a8 Z 6. 一00 1心 Z

分别 引 用 推广 了 的 中值定理到最后两个积分上， 即得

类似地有

1:
8 f �z) dz = !(�) 1:

8 勹 = f (�) · ln � (其中 a<5 � � 冬 M),

厂 f(z) dz = f(ry) I坠
生 = f ('T/) · ln � (其中 a6. 冬 n 冬 b6.)

, a6. z a6. z a 

因 为显然 尸 0( 当 6 一 0) , 而 T/ 一 +oo(当 � --) +oo) , 所 以 由 此推知

/00 J(ax) - J(bx) dx = [f (O) — f(+oo)] · ln �  。 X a 

-ax -bx 
例题 1) 在积分 fooo

e — e dx 这一情形， 我们有
X 

b 故积分值就是 In - .a 
2) 设要讨论的积分为

J(x) = e气 f(O) = 1 , f(+oo) = 0, 

J

oo 1
n p + qe-ax . 空

o p + qe-bx X 
(p > 0, q > O) 

(4) 

把其中分数的对数分成分子与分母的对数之差， 即可令这里的 f(x) = ln(p + qe-x) ,  因 而 f(O) = 
ln(p + q) , f (+oo) = lnp 

答案 In (1 + 2.) • In � 
p a 

3) 试计箕积分

在这一情形，

答案
开

. a - • In - .  
2 b 

1
= arctgax - arctgbx dx . 

71' 
f(x) = arctgx , f(O) = 0 ,  f(+oo) = — . 2 
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II有时 函数f (x) 当 X ---> +oo 时没有有限的极限，但却存在积分『oof(z) dz 
A 

· 521 · 

在推证公式(4)的讨论 中 直接令 A 变成 +oo, 则此时所得结果不 是(4) 而是

例题 4) 

/00 J (ax) —f(bx) 
dx = f(O) · ln � 。 X a 

Joo cos ax — cos bx b 。 dx = In -X a 

(4a) 

（因积分 r: �dz我们知道它是存 在的 ．

积分

那么

III 同一个 道理 假 若函数 f(x) 在 x = O这 一点的 连续性被破坏，不过 还存在

/

A 

@ dz (A < +oo), 。 z

J
oo J(ax) — f (bx) dx = J(+oo) · In - . (46) b 

然 而这 一情形 可用变换 X = - 化成前一情形

496. 有理 函数在正负无穷之间的积分 最后，我们 再讲一类上下积分 限都 是无

穷的 特殊类型的 积分
J

+oo P(x) 
-oo Q(x) 

心 ，

其中 P(x)与 Q(x)都 是整多项式 我们要 假定的 是 多项式 Q(x) 没有任 何 实根， 而
且 P(x)的 次数 至少要 比 Q(x)的 次 数 低二次 在这些 条件下， 积分 是存在的[474,2)] ;
问题只在于 如何计算它

假 令 x入 = a入 十 i/3入(/3入 � O; >. = 1, 2, · · · ) 是多项式 Q(x) 所有不 同的 根， 则分 式
P(x)/Q(x) 可以 按照下面这个 方式 展开成 简 单分 式·

P(x) A入

Q(x) I: + 从
— ＝

入
[ X - X入 (x — X 入 ） 2 + . .  · ] , 

而每一个方括符内的分 数的个 数 即等于所对应的 根的 重 数©

(5) 

把 积分 演算的 初等方法推广到 实 变复函数 的情形 ， 即可立刻看出 来， 当 m > 0 
时 ，

J
+oo dx = _ 』 1

+oo 
= 0, _00 (x - X入 ）m+ l m (x - x入 严

-(X) 

© 在第八章 [274] 内 我们 曾有相似的展开式 ， 但 在那里我们 曾设法避免引用虚数， 而 在虚根的
情形都是考虑一些分式 ， 其分母都是实系数的二次三项式的方幕 在这里我们却把虚根， 仿照着那
里对实根的讲法 ， 同样地来讲
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于 是

/
+oo P(x) dx = 『(X) L A入

h

-oo Q(x) 
dx = lim 汇 A入 dx .-(X) 入

X — X入 h---->+oo lh 入
X — X入

但是

1
 x — X入

1 = 
X —

0
入 趴

+ i  
x — 0入 — 加 (x — 0入产 ＋ 戌 (x — 0入）2 + /JI ' 

因 而

I: x � 二 = { � ln[ (x — 矿 ＋ 和 + iarctg
x

; 厂 } �h

=� ln �� � ::;: : :� + i [arctg
h

; 
入
0

入 + arctg
h

; 
入
0

入
］

当 h ---> +oo 时 ， 最后这个等号后面的 第一项趋于 0, 而第二项则趋于 +1ri 或 —1ri , 随
趴 > 0 或 趴 < 0 而定

这样 一来，我们就 得到结果：

;
+=

三dx = 1ri 区 （士A灯 ，
-oo Q(x) 

其中 A入取正号或负号就 看所对应的 队 是正的 或负的 而定 这个 公式 还可以 根据下
面 的 考虑来改变一下形 状． 试把恒等式 (5)的 两 边 遍乘以 x. 于 是左边就 当 X ------, 00 

时 趋于 0, 因为 x • P(x)的 次 数 仍然是低于 Q(x) 的 右边 则 在取极限时， 所有分
母次数 高于 一次的分 式都 成为 零， 所以其余那些分 式的 和的极限也是 0 由此推知
艺入 A入 = 0因 之 艺(+) A入 ＝ － 艺(-) A入 ， 记号 （十）与( —) 是用来表明 对应千 趴 > 0

的 A入的 和与 对应千 趴 < 0的 A入的 和 现在可把 所得公式写成：

厂 二dx = 21ri · 
-oo Q (x) 

区(+)A入 · (6) 

至于 儿这些 系 数的 计算， 我们 只讲所对应的 x入 为 单根的情形， 即 Q(x,\) = 0, 
A入

但 Q' 己） -I 0 的情形 ； 展开式 (4) 中 所对应的 只有一 个项 若把等式 (4) 两
x - x入

边 同乘以 (x — X对， 则可写成这 样

P(x) 
~ · 、 ~ · 、 = A入 + (x — x汀 · R(x),

x - x入

其 中 R(x) 表示 当 x 趋近千 x入 时 保持有界的那些 项之 和． 使 x 一 x入 而取极限， 即
得

A入 ＝
P(x对
Q' (x对

(7) 
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现在我们 讲一些 运用公式 (5) 和 (6) 的 例题
l) 首先来看积分

l
+oo x2m 

l + x2n dx, 
• -

00 

· 523 ·  

其 中 m 与 n 都是 白 缺数 而 m < n 至千运用建立起来的 两 个公式， 这里 已 经具备

了一切条件

分母所有的根就是这些 数．

(2入 + 1 )1r . . (2入 + l ) 1r X入 = cos + i sm 2n 2n 
队 = 0, 1 , 2 , - · · , n - l ; n , - - • , 2n - 1 ) , 

只有开头 n 个根的 虚 数 部才是 正的 显然

2入+ 1 7r . . 7r X入 = x0 , xo = cos - + z sm - . 
2n 2n 

按照 公式(7), 当 入 = 0, 1 , · · 卫 — 1 时，

A入 ＝ x2m 1 入 2m+l 1 (2m+l) (2狂 1)

2n · X 
= — —x 2n-l 入 = - -x。2n 2n 入

（式 中用到 x守 ＝ — 1) 按等比级数 求和法即得

l 2m+l (2m+l) (2n+l ) X。 — X。汇 （十）
A,\ = 加

� f Xb2m+l) (2入十 1 )— = — · 
2n 2(2m+l ) ' 入＝。 1 - x。

或者再用 x铲 ＝ — 1 来化简 ，就 得到

2m+l X。 1 1 = - . 区 (+) A入
＝ － 』

n 1 — x�(2m+l) n x6m+l — Xo ,-

士(2m+l) 2m + 1 . . 2m + 1 X。 = cos 7r 士 i sm
2n 2n 7r 

代入上式 即把我们 所需要的 和 数 最后表示成

由此， 按照 公式(6) ,就 得到

1 1 

2ni . 2m + 1 · sm 
2n 7r 

l
+oo x2m 

dx = '.::: . 1 
• -oo 1 + x2n n 2m +  1 

sin 
2n 1r 

(m < n) .  
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2)较为普遍一点的例题是

第十三章反常积分

『00 x2m — x2m' 

1 2n — X -oo dx, 

其 中 m, m', n 都是自然数，而且 m, m' < n

[496] 

所应适合的条件， 在这里除去分母有实根 士 1而外，都是适合的 但这一点在这里并不要紧，

因 为这些根在分子里也有 ， 所 以分式上下可以约去 x2 — 1 . 以下我们就不再考虑这些根 ．

分母的其余的根是

入T 入TX入 = cos — + i · sin — = x; (入 = 1 , 2, • · · , n — 1 ;  n + 1, · · · , 2n — 1) . 
n n 

这些根里面只有开头 n — 1个的虚数部是正的 ．按照公式 ( 7),

所以

A入 ＝

， 2m 2m x入
— X入 ＝ 1 2m'+l 2m+l 

— 2n . xrn- 1 五 （环 — X入 ）

n- 1 n- 1 
区（十） A入 = 1 玩 区 （式主 1 — x�m+l ) = 卢 区 (x;<2=' +1 ) — x;(2m+1))

入=1 入=1

所得式可以改写如下®:

结果 ，

L
( +) A

入 ＝ 上 [
n(2m'+ l) 2m' + l n(2m+ l )  2m+ l X i - X1 X i

— X i 

2n xf叫 + i — l
—

xfm+ i — 1 ] 

2n 1 — X尸' + i 1 — Xim+ l ] 
＝ 上 [

1 + xfm ' + i
—

l + x沪+ i

1 古 (2m+l ) - 令 (2m +l ) ½ (2m'+l) - ½ (2m' + l )  

＝ 玩 [:�(2mH) � :; 古 (2m+ l )
—

:�(2m' + l) � :�½ (2m' + l) ]

2ni 
ctg 

2n 
7r ctg 

2n 
7r

] 
二 [ 2m + 1 _ 2m' + 1 

;
+ = x2m — x2m'

dx = 芒 ctg 2m + 1
7r — ctg 2m' + 1 7r 

-oo 1 — x2n n [ 2n 2n ] 
(m, m' < n) . 

注意，从这个公式很容易地就可以得着前一个公式， 只要把 n 换 成 2n 而且令 m' = m + n( 当

m < n). 
3)最后来看积分

其 中 m < n 而且 — 7r < 0 < 7r . 

1:

=

正 + 2x�:�cos 0 + 1 dx 

引用角 度 0' = 7r — 0, 0 < 0' < 21r , 即可把积分写 成：

©考虑到 x1 = - 1 

『�

00

x4n — 2x::�cos 0' + l dx 
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为着要算出分母的根 ， 我们令x2n = z, 于是 z 就 由方程 z2 — 2z • cos 0' + 1 = 0 来确定 ， 这就是

说 ，z = cos 0' 土 i • sin 0' . 对于 x 就得到两串值

邓 = Xo · 甘 ， 其 中
0' 0' Xo = COS — + i · sin — 
2n 2n 

7r 7r E: = COS - 十 i · sin -
n n 

0' 0' 
(v = 0, 1 , · · • ,  刀 — 1 ; 九， • • • , 2n — 1) . 

与 瓦 ＝ 了。 · 罗，其 中 玩 = cos — — i · sin — 
2n 2n 

7r 7r 乞 = cos - — i •  sin -
n n 

这时虚数部 为正的数 ， 在第一 串 中是 开 头 n 个， 在第二串 中是末尾n 个．
对应于 也( v= 0 ,  1, 卫 — 1) 这些根的那些系数 A,, 可以按照 公式 ( 7) 算 出

2m 1 2m+l 
A., = 

x., = — · 邓
4n(x俨- 1 — x�n-l cos 0') 4n X护 (x俨 - cos 0' )  

l X�m+l , c(2m+l ) v 

石
·

(cos 0' +  i sin 01) • i sin 01 · 

把这些系数 儿 加 起来再用 21ri 乘 ， 即得©

Jr cos (
2m + 1 - 1 0' +  i · sin 2m + 1 - 1 0' 

2n ) ( 2n ) 
. 1 — （产）2m+l 

2n sin 0' 1 — c2m+l 
2m + 1 0' . 

1r . 
cos (1 —

2n ) — i · s in (1 — 2勹: 1
) 0'

1 
. X 

n sm 0' (1 — cos 
2m + 1 Jr) — i • sin 2m + 1

1r 

. 

n n 

对于第二组根 瓦( v = n , n + 1, • · • , 2n — 1) 同样可以得到一个表达式 ， 与上面这个 成 为一对

共辄复数； 二者之和即是实数部的二倍 ． 这个和数经过初等演算 即可变化 成

2m +  1 2m +  1 
7r Sill [ (1 —

2n ) 0' + 
2n 

7r ． ］  
n 

sin 0' · 2m +  1 . Sill 2n 
7r 

还回到角度 0 = 1r- 0' , 结果就得到

2m + 1 

1
+~ x'm 

dx � 巴
sin (1 —

2n ) O 
x4n + 2x2n . cos 0 + 1 n . 2m + 1 -oo sin 0 · sm 

2n 
7r 

497. 杂例和 习题 1) 试证存在积分

I =  loo
正 (s�: X) 2/3 

(m < n , —1r < 0 < 1r) .  

奇点成一无穷集合 :x = 吓(n = 1, 2 , • • • ) .  在任一有限 区间上 ， 奇点只有有限个而且积分是

存在的 间题只在于积分在无穷区间上的收敛性

©考虑到 泸 = - 1 . 
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我们有
oo (n+l),r oo 

I=笘 l,r = 釭 (x+ 吓）2
d
�( s in x)2/3 < 1

,r 

( s in
d
:)2/3 � 土 < + oo 

2 ) 若在收敛的 [ 478,5)( B)] 积分

/
00

llnt l入
s i: t d t (入> 0) 

中作变换 t = ex , X = ln t ,  就得出积分

『00
lxl入 • sin exdx; 

-oo 

[497] 

这样看来 ， 后面这个积分就是收敛的， 虽然它的被积函数当团 无限增大时是摇摆于 —oo与 +oo

之间

3) 我们刚刚看到 了， 为使积分

收敛，

全然不是必要的

然而可证明

( a) 若存在 极限

/

00 
f(x)dx 

f(x) = 0( 1) ( 当X---+ 00) 

lim f( x) ,  
x-= 

则在积分 ( 8) 收敛的情况下，这个 极限必然等于O; 不但如此，

( 6) 若 极限
lim x •  J( x) 
x-= 

存在，则这个 极限必然等于 0, 即

( 8) 

( 9) 

f(x)=o ( ; ) , ( 10) 

( B) 若在区间 [a,oo] 可积的函数单调减少，则条件( 10) 必然 成立

( 5) 及 ( B) 的证明与对无穷级数的类似断言的证明[375 ,3)] 是相似的．

还要注意 （类似于级数 ） ， 甚至对单调减少函数 f( x) , 满足条件 ( 10) 并不能保证积分( 8) 的
收敛性： 发散积分

1

00 

x �I:x 
(a> 1) 

可作为一个例子
4) 函数f( x) 在 区间[a,a+ w]在反常的意义下可积 （保持其他条件） 的情况下 ， 推广[ 478

目，6) ] 中所证明的断言 借助于此断言，证明 假设当x一oo时 g( x) 单调趋于 0, 积分

/
00 

In I s in x i · g (x)dx 
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与积分

1
= 

g(x)dx 

同 时收敛或发散 ， 而积分 /00 
In 21 sin x i · g(x)dx 。

在任何情况下收敛
5) 计算积分

（ 
7r a) Ji。 x - ln sin xdx, (6) J 1 ln x dx, (的 Joo xdx 。 二 。 尸 ＇

提示 (a) 利用变换 X = 71" — t 可 以看 出 积分可化成

1
,r 

ln sin xdx = 2 1
号

In sin tdt 

1 
(6) , (B) 积分可用变换 x = sin t, ln 化成 J。告 ln sin tdt. 

sin t 
6) 计算积分

J =  J � In 1 — 上 dx。 x2 

我们 （令 x = sin 0) 有

7 
J = 2 / cos2 0 · In ctg0d0 = 1

号
cos 20 • In ctg0d0. 。

于是分部积分即得

巴
2

＿＿
 
。d
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l
n
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n
 

.1
 
s

 

号l
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＋
 

弃一
2

0

。g
 
t

 
c

 
n

 
1
'

上

1 
J = - sin 20 

2 

7) 试求积分

K = f
丹

In I sin2 0 — a2 l d0 。 (a2 � 1) 

设 a = sin 囚 并用恒等式

sin2 0 - sin2 尘 = sin(0 — 囚） sin(0 + 凶 ，

即得

K = 1� 一 ：J ln l sin 0 ld0 = 1
,r 

ln sin 0d0 = —刓n 2

8) 计算积分

解

L = /00 
e 气 － 古 dx。

利用 491,13) 中的公式即有

(a, b > O) .  

L = e -2v1ab 
f 

00 
e - (歹 斗） 2 dx = 7a e 卢 1

=

e_Y2 
dy 

0 0 

＝ 气了e- 2 罕
2 a 
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［参看 492,2° .]

9) 计算积分

1 

Jo = � !
0 cos -rp 3 

2 心， J1 = � f 
0 

cos 2'-P
如

71" 。 J2(cos rp — cos 0) 7r 。 J2(cos rp - cos 0) 

解 用 x 表示 cos 0 并作变换 z = cos r.p; 则

cos 扣 ＝ 厂 COS 卢 ＝ 勹 (2z — 1)

因而

Jo = 
I_ J

I dz 1 1 (2z — l)dz 

1f X
� > Ji = ;- 1 

再按等式 ✓(z — x) ( l — z) = t( 1 — z) 来引进新变批 t, 即得

Jo = ¾ 1
= 

t2� 1 
= 

1 

Ji = ¾ 1
= 

t2

(; !
x

1)2 
l dt = ¾ { 1

= 

t2� 1 + 2 (x — l)  1
= 

(t2 :  1)2 } 
= 

X 

于是 Jo = 1 ,  J1 = cos 0. 以后在 511 ,3) 中我们还要建立更普遍的结果

10) 用分部积分法建立下列结果

(a) 1
= cos ax — cos bx 1T 

。 x2 dx = -(b — a) , 2 

(6) 1
= e_a2

x2

� 
— e-b

2x2 

dx = ..fo(b — a) ,  
。

(B) Joo ln( l  + a罕） - ln( l  + b望）
-2 dx = 1r(a — b) . 

。
1 1) 容易看出 [492,3° ;494,5)]
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当 a = 0, 
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由此， 又 因

1
= 

sin
x

ax 
cos 如dx = ½ { 1

= 
sin(a 

x

+ f3)x dx + 1
= 

sin(a 
x

- f3) x dx } 

故显然易见 （如果为了简单而认定 a > O 与 /3 > 0) 
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当 a = /3, 

当 a < /3. 
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这个积分狄利克雷曾屡次用过，因而有 狄利克雷间断因子的名 称 ．

许多别的积分可 以化 成这个积分．例如（设 a , (3 ,1> 0而且 a 是其中最大的）·
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J = ;
= sin ax . sin a1 x . . . . .  sin 知x dx = 巴a卢2 也。 X X X 2 

12)计算积分

/
00 

(sin ax — sin bx)主。 x2 

7r 提示 分部积分； 应用狄利克雷的 间断因子答案 - - la—bl. 2 
证明可以用数学归 纳法来作（仍然用分部积分法!)

13)计算
00 2x • sin ax 

V.p. / 泸 - r2 dx 。 (a , r > 0) . 

解 奇点是 X = r. 利用恒等式

2x 1 1 
芷 — r2 = 

x + r 十 二

我们就立 即从原积分里分解出来一个收敛的积分：

Joo sin ax dx = cos ar .  Joo sin ay dy — sin ar · /
00 cos ay dy 。 x + r 

R y R y 

利用一些简单的变换又得到

(1
T
-E: 十厂） �厂�;dx 

= cos ar • J
00 sin

y
ay dy + sin ar · J

00 co
: 

ay dy + 2 cos ar · l
r sin

y
ay dy 

所以只需在最后一积分中直 接令 €= 0就可得

V.p. ;
= sin ax dx.  。 X — r 
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最后得到
00 2x sin ax V.p

.

/

芷 — r2 dx = 2 cos ar 。
/

00 sin ay dy = 7r · cos ar. 
0 y 

14) 设函数 f(x) (O :(; x < oo) 适合条件

f(x + 刓 = f (x) 及 f忨 — x) = f(x) 
- - ---- - --- � - ------ --� --

假设在下式 中左端的积分存在， 证明 此公式·

/

00 

f(x) 二dx = J
号

f(x)dx。 X 。
［此公式属于罗 巴切夫斯基 (Lobachevsk旬 ， 它可如 同 492 目 30 中f(x) 三 l

1 的特殊情况那样 ， 借助于把函数 一—－ 展开成部分分式来加 以证明sin x ] 
应用这个公式计算如下积分

(a) 
1

= sin切+ i x dx = f
00

sin2" x - 8in x dx v = l , 2, · · · ; 
X 

（ ） 
0 0 X 

(6) ;=
釭ctg(a - sin x)产 = ;

= arctg(_a • sin x) _ sin x dx 
0 0 sm x x 

积分 (a) 可化归 已知的积分 [312 , (8) ]

而积分 (6) 则可化归积分

（变掀变换t = sin x) ,  其值

J fj sin2v xdx = � · (2v — 1)  ! '  
。 2 (2v) ! ! 1 

/
1 arctgat dt 。 t忒勹

� ln(a + Ji二）
将在后文 [511 ,9)] 中弄清楚．

(a > 0) . 

15) 对 函数 f(x) 加上与上题同样的条件， 证明公式 （仍然假设公式左端的积分存在）

1
= 

f(x) · si
:: 

x dx = 1 � f(x)dx 

1 
提示 这儿应用罗 巴切夫斯基的方法， 只不过引 用 函 数 展成部分分式 [441 ,9)] .sin2 x 
当 f(x) 三 1, 由 此得到为我们所熟知 的积分

［参看 494,4)] .
16) 计算积分 (a, b > O)

(a) ;
= sin ax sin bx dx, 。 X 

1

= sin2 x dx = � 。 x2 2 

(6) ;
= 1 — cos ax cos bxdx,  (B) 

/

1 xa- 1  - xb-1 
dx 。 X 。 ln x 

[497] 
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提示 都可 以化归伏汝兰尼积分， 头两个当 a = b 时发散

笨案
a + b 尸

口 (a) In �  二， (6) In 
b 匡） ln � 

17) 计算积分 (a, b > 0) 

(a) 1= 
b •  sin ax — a •  sin bx dx; 

(6) 1= 
b · ln(l + ax) —

, 
a · ln( l + bx) dx; 

。 x2 。
(B) 1= 

(e -ax — e-bx) 2 空
。 x2 · 

提示 三个都可 以用分部积分法化归伏汝兰尼积分．

18) 试求积分 (a > 0) 

1
= 

( 产 — �e-X
—

订 言

解 我们有恒等式

1 ( x l 1 1 1 1 1 

芦 产 — e -x - 2) = — 五 (e
气

- e -2x) +
;; ( 产 — 1

—
；； 十 尸）

1 1 1 1 
—

；； （ 产工 — l
— 五 + 2 e-2x) 

· 5 31 · 

最后两大项的积分 （容易用变量变换验证） 彼此相消 ， 因而所设积分可 以化成一个伏汝兰尼积

分答案 —- ln 2. 

19) 试求积分 (a, b > 0) 
1= 

e -ax - e -bx +
A 
x (a — b) e -bx 

dx 

解 我们 （对 千 T) > 0) 有

i= 
= loo 

e -ax 

x--; 
e -bx 

dx + (a — b) 
loo二dx<D

右边第一个积分可用分部积分法来变换一下：

故终千有

1= 
e-ax

� 
— e-bx 

dx = —
e -ax

: 
e-bx 

oo 
+ 

1= 
be -bx —

: 
ae-ax 

dx 
'1 '1 '1 

loo 
e -ax — e-bx 

;/
(a - b) e -bx 

dx = 
e -ary

�
e 的

+ a 
loo 

e-bx
: 

e -ax 
dx 

当 T/ --+ 0 时右边第一项趋于 b - a, 而第二项则趋于伏汝兰尼积分．

20) 求证公式

a 1
= 

e -bx — e-ax 
dx = a · In �  。 X b 

I 00 A cos ax + B cos bx + · · · + K cos kx dx = _ { A In a + B In b + . . .  + K In k} , 。 X 

©这些积分当 'I'/ = 0 时并不收敛



· 532 · 第十三章 反 常积分 [497] 

假定 a, b, · · · , k > 0 而且 A + B + · · · + K = 0(后一条件显然对于积分的存在是必要的）．
提示 令 K = —A- B — . . . ' 利用公式

等等

1
= A cos ax — A cos kx dx = — A ln a + A ln k 。 X 

所述公式很容易推广到适合于 495, II 的条件的任— 函 数 f(x).

21) 试求积分 /00 sin九 x dx 。 xm 

的表达式， 其中 n 与 m 都是 自 然 数而且 n ) m )  2 
解 把分部积分法的推广 公式 [31 1] 推广到无穷 区 间 的情形上， 立 即 （ 由 于双重替换之消掉）

得到

1
= sin九 x dx = 1 

xm 1
= dm- 1 

sin九 竺。 (m - 1) ! 。 dxm- l X 
X ( 1 1) 

要计算最后这个积分， 比较方便的是利用我们 已知的把 sinn x 表示成正弦或余弦的倍角展开
式 [461 ,3) , (a) 和 (6)] .

我们来看这里可能 出 现 的各种情形 ．
(a) n = 2v + l , m = 2µ + 1. 这 时

产 ( — 1) "+µ
sin切+ l X = 22,., [ (2v + 1产 sin(2v + l)x - (2v + 1) (2v - 1产 sin(2v- l)x dx知

(2v + 1) • 2v 
1 · 2  + (2v — 3产 sin(2v — 3)x — . . · ] 

因 而按照公式 (11) 当 有

1
= sin2v+1 x dx = (- 1)"+ µ 产 [ (2v + 1) 2µ — (2v + l) (2v — 1)2µ 

。 正+ 1 产 · (2µ) ! 2 

(2v + 1) · 2v 
十 1 - 2 

(2v - 3) 2µ — . · ] . 

(6) n = 2v, m = 2µ + 1 . 在这一情形

d2µ . 2,., (-1) "+µ 
Sin X = 2µ 沪_ 1 [ (2v) cos 2vx — 2v · (2v — 2) 2µ cos(2v — 2)x dx2µ 

2v • (2v — 1 ) 
1 · 2  + (2v — 4) 2µ cos(2v — 4)x — · ] . 

显而易见 ， 左边 （因 I/ > µ) 当 x = O 时成为 0, 所 以所有余弦的系数 ， 其总和等于 0 于是可 以
利用前一题 20) . 由 此即得

1
=

三巨= 2�:�t
十

;�:� ! [ (2v产 ln 2v — 2v(2v - 2)2µ ln(2v - 2) 。
+ (2v — 4) 2µ ln(2v - 4) — . .  · ] . 

2v • (2v - 1) 
1 · 2  
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对于 情形 ：( B)n = 2 v  + 1 , m = 2µ 和 ( r)n= 2 v, m = 2µ, 也 照祥可以建立公式 要指出 的是 ，

在特殊情形，对千任一整数 n ) 2 都有

1
= 

(
s inx

)
九

dx= Jr 
[ 

n( n — 1) 

。 x 沪 ( n — 1)!
n

九 -
]

— n ( n —2 )
九-l + 1 .  2

伈 —4)
九-1 — ]

22 )利用同一展式 4 61,3)( 6)容易求得（当p>O 时）

1
= s in产lpx dx = \;� 厂 [1 — (2 v + l) + (2 v  + 1)• 2 v — 十。 X 1 ·2 

(— ir (2 v  + 1) , 2 v , , " · ( v  + 2 ) 
1 -2 " " ' 1/ ] 

. 

同时，借助千初等的考虑， 这个表达式可化得更 为简单：

积分 几
oo s in2v px 

X 

7r (2 v — 1 )! ! 
2 (2 v)! ! 

心 是发散的． 伏汝兰尼积分

1
= sin2" px - sin2" qx 

dx 。 X (p, q > 0) 

也不适合 4 9 5 目那些条件， 但是利用 4 61 ,3 ) ( a) 的展式容易证明它能够化 成伏汝兰尼积分的情

形 II, 只需把 sin2v X 换 成

. 2v 1 2 v · ( 2 v — 1) . . . .  • ( v + l ) 
sm x - — ·  

于是按照公式 (4a) 终千得到
2 2v 1 . 2 , . . . . I/ 

1
= s in2v px — s in2v qx dx = —( 2 v —l)! ! Ing_ 

( 2 v )! !  p 

00 cos 九x
积分 J。 dx 对于任何自然数 n 都不收敛 但是当 n = 2 v  + 1时积分 ～ 收敛， 因而T 

按照伏汝兰尼公式 (4a)立即得到

1
= 

cos 2v+1 px — CO S龙+ i qx dx = In g_ 
p 

当 n= 2 v 时，利用 4 61 ,3 ) ( B) 中的展式，如像对于正弦 的情形一样， 即得

1
= cos 2v px —cos2v qx dx = (1 — (2 v — l )! ! ) Ing_ 

(2 v)! ! p 

23)求证下列公式®:

( a) f o os oxdx r o o
;

t 
d t � 1 t : 厂： : :  

o, 当 日 < 1. 

© 积分

- 1
= 

si;
t dt 与 — 1

=
co

t
s t dt 

也就是函数 Si X 与 ci x ( "积分正弦” 与 ＂积分余弦" ) , 这两个函数曾在 289 目里提到过
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 证明 ( a) 暂设 ? 乏 0 , 即 可分部积分

1
= 

c os ,xdx 1
= 

c
�
s t d t = _!_ sin ,x . 1

= co
t 

t d t 
00 十 ：

X （^ 兀 o 
1

= sin ,x cos xd x 。 X 

因 为

1
= 勹 t

d t  ,s; ! oo 
co

t d t  + 1
1 产 =c+ lnxl 

所 以上面那个双重替换化为 0 , 而积分就 成为狄利克雷间断因子 [11) ] .

现在单来讨论 ,=O 的情形 对于任意 A> 0 , 两次分部积分即得
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A smt 
根据第 二 中值定理 [ 487], 最后一式可化 成这个形式J — -dt ( 兀> A) , 然而这个积分当

A -> oo时趋于 o , 这只需将布尔查诺－柯西条件[ 475 ]运用到收敛的积分 Joo s in t d t 上，即可 明0 t 
臼 所 以得知

1
= 

dx 1
= 

cos t 
d t  = 0 

Q X 
t 

其余情形的证明都相似
24) 求证下列公式 ( a , (3> 0) 

九口

( a) t dx { f 罕dl f 罕气 ＝ ｛ 丞
当 °'? (3 ,  

九口

2(3
, 当 °' ,s; ,13. 

© 当 "f = 土1 时积分不收敛
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n

' ,;;  — (3勺 ， 当 n fc # ,

- In 2 ,  当 a=(3 

( ,) 1

= 

d
幻 { l。/ 产t - .l� 尸}=I

n二;;尸
证明 (a)所设积分用分部积分法 即可化 成2 3 )( a) 中讨论过的那一类 型 的积分·

尸 { 1�
co

t d t ·
l� 千｝

= x - 1�
co

t d t · l� 罕 d t ::� + 
.l

= 

c os axdx l� 罕 d t

+ 1
= 

cos /3.rdx 
1�

co

t
s t d t 

= ½ 1
= 

cos �xdx 1
=

罕 d t + � 1

= 

co s �xdx 1
= 

co
t 

t d t = 点 或 卢

要看 a ) f3 或 a < /3 而定

还要说明的就是双重替换化 为 0. 从我们 已知 的估计式

1

=

罕 d t < c + I lnxl 

可以明 白看出来，替换 号下的表达式随x 而趋于 0. 但是另 一方面，

1
=

罕d t = 字[ + 1
=

宁d t , 1
= c

7
t
d t < �  

由 此又知道所说表达式 当 X----> 00 时也趋于 0.
其余那些公式的证明可以 引用23)( 6) ,( B)和 ( r ),( 江） 中所建立的那些公式来照样进行．

§5 .  反常积分的近似计算

498. 有 限 区 间上的 积分 · 奇点分 出 法 以上在 322-328 目 中 ， 我们研究了通常意义下

的定积分的各种近似计算法 这些方法和专对它们 而讲的误 差估计都是不能直 接运用到反常积分

上来的 有时候用变匮变换法或分部积分法是可以把反常积分变成常义积分的 这时候反常积分

的近似计算就化 成了我们业已通晓的 间题．
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在很多情形下 ， （积分限为有穷的） 反常积分 J: f(x)dx 的近似计算可以使用奇点分出 法而变
得容易 些CD . 这个方法在于找到 一个形状简单 的 函 数 g(x) , 吸 收 函 数 f(x) 所有 的奇点 ， 使差 函
畟�!_(x__)_二g(x) 不再有匡包查色 也就是说 就普通意义而言为可积的 这时函 数 g(x) 的
选择是要想法作得使 g(x) 的积分可表成有尽形迖』而 函数 汃吵＿且有充分高 附堕壁塾』以便在做～
r.p(x) 的积分的近似计算时能够利 用 已 有 的那些误差公式．

函数 g (x) 的选择有各种方法 ， 要看情形而定． 作为是一个实例， 我们对于一类常见的积分来
指 出 函数 g (x) 的一般的作法．

设被积函数有这样的形状：

f(x) = (x — xo) -°' · h(x) (a � xo � b, 0 < a <  1 ) ,  

其中 h(x) 对于 a � x � b 可 以展成幕级数

我们就令

h(x) = co + ci (x — xo) + 迈 (x — xo ) 2 十 ． ． ． 十 环 (x — Xo尸 + . . .  

g(x) = (x — xo) 呻 仰 + c1 (x — xo) 十 ． ． ． 十 环 (x — xo)勹 ，

r.p(x) = (x - xo) -"' · [Cn+1 (x - xo) 九
十 i + . . . l 

= (x — xo) 九
十 ( 1 -cx) . [c九十 1 + . .  · l  

函 数 g(x) 的积分既容易作， 而 函 数 r.p (x) 又显然 在 区 间 [a, b] 上， 连 Xo 这一点 在 内 ， 具有 n 个连
续导数

499. 例题 1) 设要计算积分

/
1

三 (1 — x) - 令 dx = 2 fo 今 x- 令 ( 1 — x) 分 dx;。
后 面这个积分只有—个奇点 ， 就是 0.

按 x 的幕展开 (1 — x) - 令 到含 沪 那一项为止 ， 而且令

于是就有

g (x) = x- ½ ( 1 + � x + 产 ＋ 点泸 ＋ 盖x4
) ,

卢） = x分 [(1 — X门 ( 1 + 35 4 63 .!)_ 
— ． ． ． 十 言 ） ］ ＝ 瓦卢 ＋

I =  1
½

x -½ (1 — x) 歹 dx = 1
歹

g (x)dx + 1
歹

r.p(x)dx = h + h

其中 K 的值是很容易 算 出 来 的 ：

715 801 Ii = 
645 120 

©这个方法是康托洛维奇提出 的

迈 = 1.569 158 5 · · · 
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1 
2] 至于 h 则可按照辛普森公式 ， 分区间 伈－ 成 2n = 10 等分而实行数字演算到六位小数 ，

这样来求它的值

yo = Y1;2 = 0 2y1 = 0.000 018 
4y3;2 = 0.000 225 

2y2 = 0.000 431 
4y5;2 = 0.002 496 

2y3 = 0.003 017 
4y7/2 = 0.012 901 

2y4 = 0.012 632 
4y9;2 = 0.046 350 

y5 = 0.020 239 
0.098 309 

Ii � 1 .569 158 5 
h � 0.001 638 5 
I � 1 .570 797 0 

0.001 638 5 

而 I 的真值则［ 由 (3 函数的理论推知 , .!Ii!. 529, 侣a汁 等于

- = 1.570 796 3 ·  · · .  2 

我们现在来进行误 差的估计 （当然我们在这里不利用这个真值，而能够由别的考虑法来得到

积分的准确值） 我们有

r.p(4\x ) = 63 9 7 5 3  . . . . . 
256 2 2 2 2 

x 弓 十 . . . > 0 

因而 r.p(4) 随x 一同上升 所 以在 X= 丿 时达到最大值 由 此容易推知 max r.p<4l( x )= 2 88 
2 

辛普森公式 的误 差可按 已知公式 [327, (16)] 表成

这样一来，可见

1 

R = - (2r . r.p(4l( ( ) 
104 180 . 

R < o, IRI < (!J 
5

芦 ＝ 奇 ，

5 . 10-5 
但在另 一方面 计算 h 时取末位小数所引 起的误 差其绝对值小于 < 10-7 而对于 Ii 的60 

5 .2  0 .2  
值 的绝对误 差也是 < 10-7 _ 可见总误 差介于 — — — 与 —－ 之间， 所 以

1Q6 1Q6 

1.570 791 8 < J < 1.570 797 2 

或
1 .570 791 < I < 1 .570 798. 

于是最后得到

I = 1 .570 79+0.000 01 . 
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2) 对于积分 I = h。: X分 ( 1 — x) 分 dx 来说0 与 1 这两点都是奇点 ； 我们相应地把积分分成
两个：I =  h。: = 亿 + J,

1 = Ii + h 为要计算 Ii 我们令
歹

因 之

3 31 2 77 3 1155 4 
i 面 X + 西 X + 2048 X ) '  g (x) = X分 (1 + X + 

1155 4 r.p(x) = X 分 [( 1 — x) - ¾ - (1 +  . .  · + -
2048 X ) ] ' 

Ii = !  令 g (x)dx + J 古
r.p(x)dx = Iu + Ii2 

0 0 

我们直接得到
576 293 

I1 1  = 
491 520 

迈 == 1.658 124 8. 

积分 压 可按辛普森公式 ， 取 2n = 10 来计算到小数六位h2 == 0.003 813.  于是推知
I1 土 1.661 938. 误差的估计则像刚才一样 ， 我们得到

Ii = 1 .661 93+0.000 01 . 

同样 ，

1, �1i; 勹 (1 — x) 分 dx � 1
占

三 ( ! — x) 分 d.,

＝ ［ 勹 (1 + tx + . .  · + 言x
4
) dx + 1

令
三 [( 1 — x) - 吉 — ( 1 + . .  · )] dx 

= h1 + I22 . 

我们求得
hi � 3.580 291 , I22 � 0.002 033, h � 3.582 324 

若照以上一样来估计误差即得
h = 3.582 32+0.000 005 . 

于是得到

I = 5.244 25+o ooo 015 

或
I =  5.244 26士0.000 0 1 -

3) 设要计算的积分为 I f 1 lnx 

O 1 - X 
dx ; 奇点在 X = 0. 

要分出 这一奇点 ， 我们可 以 采用类似于上面 已经用过的方法 令
1 

I =  J ( l + x + x2 + x
3 + x4) ln xdx + /

1
x

15
�\x dx = Ii + h 。

很容易 （用 分部积分法） 求得： 11 = — 1 .463 61 - · · . 至 于 h 则 可按照辛普森公式 （取 2n = 10, 
计算到小数五位） 来算 出 ， 其结果为： h 土 -0.181 35 于是 I 土 — 1 .644 96 所计算的积分，其真

九
一

值 [519, 1) (6) ] 为 — - = — 1.644 934 · · · .  6 
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要估计误差， 需按莱布尼茨公式 [1 17] 算 出 导数 r.p
(4) (x) .  这时还可 以 方便一点 的是利用容易

证明 的公式

[ f(x) - f(a) rk) 
= 

1 
f伪+1) C 

x - a k + l （ ）  

（其 中 e 在 a 与 x 之间） ， 取 f(x) = ln x , a  = 1 粗略地估计即有 l'PC4l (x) I < 200, 千是推知

IRI < 
1 200 . . = 

104 180 0.000 11 . 

总误差为 土0.000 13. 结果 ，

I I I  = 1.645士0.0002 ·

4) 最后我们来看另 一类型 的例

，
 
x
 

d
 

x
 

n
 
i

 
s

 
lg
 

舌f
l

 
＝
 

I
 

其奇点为 0.

我们很 自 然会把被积函数和 g(x ) = lgx 这个 函数 比较起来看 ， 这个 函数的积分是很容易 算 出
来 的＠ ．

号 号 § 
Ii = .l lgxdx = M · f ln xdx = Mx (ln x — 1) 。

冗- 7r = 2
. (1g 2

— M) = —0.374 123. 

sm x 
至于函数 中(x) = lg 的积分 h 则可照辛普森公式 ， 取 2n = 18, 算到六位小数 我们有

X 

h = -· 1
号

[lgx — lg sin x] dx = —0.098 733 。
于是

I = Ii + h = —0.472 856. 

其实积分 I 与我们 已知的 [492,1 ° ] 积分

！号
ln sin xdx = — � - ln 2 。

之间 只差一个 因 子 M, 因 之
九口

I =  -- · lg2 = —0.472 856 8 · · · ; 
2 

可见上 面所得的数值六位小数都是正确的 ．

我们若不知道这个真值， 就需要 引 用 辛普森公式来估计误差． 这里

卢） = M(ln x — ln sin x) ,  cp<4\x) = M 
6(x4 - sin4 x) — 4x4 sin2 x 

丑 sin4 x 
介 ＿4 

可 以证明 0 < cp<4> (x) < - M  < 3.6;  因 之 R < 0 而且 IRI < 0.000 002 . 再考虑到取末位小数
12 

时的误差 ， 我们就只 能确定
III = 0.472 85+0.000 01 . 

© 以下用字母 M 代表换 自 然对数为常用对数的 ＂兑换率＂ （通称为模）
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500. 关于 常义积分的 近似计算的附注 奇点分出法对于常义积分的近似计算也往往是适
用的 ， 这在被积函数虽然连续却无 足够多阶的连续导数的情形 （因而误 差估汁发生困难的时候）就

是如此 我们举例来说明这点
试看积分

I= /

1 

lnx · ln( l + x)dx . 

显而易见 ，当 x 一 0 时被积函数趋于 0, 所 以 该函数可以认 为在整个积分区间上是连续的 但是

被积函数的一阶导数就已经在x=O 处 成 为无穷 了 我们利用对数展开式把被积函数表成下列二

函数的和

g (x )  = lnx · (x — f + � — �) , 
妇= In x · [1n ( 1  + x )  - (x — f + �  — 勹］

第一个 函数的积分容易算出其值 为 -0.205 28 而第二个函数（ 已有四阶连续的导数了！）

其积分的计笥可 以 引 用 辛普森公式 ， 取 2n= 10, 算到小数五位 我们得到 -0.003 48, 丙之总结
果 为 —0.20876.

因 为I 中
(4l (x )I < 36, 所 以 RI < 0.000 02 结果有

I I I  = 0.208 76士0 . 000 03 = 0.208 7士0 .000 1 

（ 其实所得近似值的各位小数都是正确的 ， 因 为 I 的真值是 — 0. 208 761 8 · · · . ) 
有趣的是， 若不预先利 用奇点分出法而把辛普森公式 （同样取 2n= 10而且仍旧计算到小数

五位） 直 接用 到被积函数上， 那么得到的结果就是 I � —0 .2080, 这就是说 只 精确到 三位小数
这样一 来， 若不使用 奇点分 出 法， 不 但误差的估计也发生很大的回难， 而 且 结 果的准确性 实 际上被
减 小 ，

501. 带有无穷 限的反常积分的 近似计算 假若要根据积分 fa+
=

f(x)dx 的定义， 把它当作

常义积分 I勹( x )dx 的 极限，近似地 （ 对于充分大的 A )设 1a+=
= 厂， 再用刚讲过的方法来计

算最后这个积分， 这样做起来往往是不行的这样做法只有在一种情形才会合用 ， 那就是被积函数

当 x 上升时它下降得很快 ， 以致于 对于并不怎样大的 A 上面所写的那个近似等式就

有充分的 准确性

1)例如积分 1= e-x dx 的情形就是这样

从不等式 x2 ?, 2 Ax— 炉 推知

因而

在 A= 3 时

2 2 -x A -2Ax e < e · e , 

l
= 

e 女2
dx ,( eA2 . ;�

= 
e-2Axdx = 奇-A2

1= 
e气2

dx < 0.000 02. 
, 3 
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至于积分 fo
3

e-x
2 
dx 则 可按照辛普森公式， 取 2n = 30, 算到小数五位 ， 得到 0.886 21 不

难得出 估计式 l (e-x2
) C4>

1
� 12, IRI  < 2 . 10-5 可知总误差介于 —0.000 04 与 0.000 06 之间

于是

0.886 17 < I < 0.886 27, I 土 0.886 2士0.000 1 
1 

至于 I 的真值， 则我们已知 [492 ,2° ] 其为 - yJr = 0.886 226 · 
2 

计算积分 Joo
常用 的办法是 或者把它变形成积分限为有 限 的 ， 或者先分为二· A 

0 1a + r: 再
把第二个变形成积分限为有 限 的

2) 今仍取积分 I = Joo 2 -x 。 e dx 为例 而把它表成和的形状

1
= 

= 1
1 

+ i
= 

= Ii + h 

积分值 Ii 可 按辛普森公式， 取 2n = 10, 计算到小数五位， 得 I RI < 0.000 01 ,  Ii 
1 

0 .746 83士0.000 02 · 至于 h 我们就用变换 X = - 把它变成这样：t 
1 

h = f 卢古 dt
, O 

用通常的方法即得 h � 0.139 45, 因 之 I � 0.886 28. 
这里误差 的估计我们就不作 了
如 果带无穷 限 的积分在有 限距离 内 有奇点存在 ， 那么 就要把它分成两个， 使每一个只含有一

个奇点
3) 试看 （当 0 < a < l 时的） 积分

I = 1
= 

;: 
一

>x = 1
1 

fudx +  I飞;dx = Ii + h 

积分 11 可用奇点分出 法来求它

l1 = 1 (xa -1 - 泸 + xa+l — xa+2 + xa +3 )dx - I 
1 亡二 dx = In — Ii2 。 l + x

其 中 In = 1 1 1 1 1 ＋ － －  ＋ ， 而 妇 则可按照辛普森公式来计算 ．a a + l  a + 2  a + 3  a + 4  

例如假定 a = - = 0.707 106 8 ·  · · ; 则 In = 1.140 52 · · · 对于 I12 则 （取 2n = 10 而算2 
到小数五位） 得值为 0.095 18. 千是 Ii 三 1.045 34. 

1 
积分 h 经过变换 x = - 即化成这样t 

h = f二 dt
l + t  

其 中 b = I - a = 0.292 893 1 ·  · · . 像计算 Ii 一样可得 h 土 2.902 89 于是终于得到
I � 3.948 23 以后 [522,1° ] 我们会知道 I 的真值为

-rr 
= 3.948 246 · · · . sin -rra 

有 时候在 ＂缓慢地收敛的积分"f
co

f(x)dx 的情形 ， 还是能够 由 它 （替如接连利用分部积分
法） 分出一些容易计算 出 来 的部分 ， 而使剩下的积分的值却 又是很小的
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4)设给定积分

I = 1
=

三 dx,
X 

我们把它写 成两个积分的和的样子: Ii。� +J;o, 但并不一定要第二个积分的值很小 于是分部积
分即有

1
= . sm X cos X sin X cos X Sill X cos X sm X CO 

A x 
dx =  { — 丁 — 了 + 2 

x3 + 6 x4
— 24 x5 — 120 了 ｝ ＼

+no /勹臣dx
A 

替如取 A=加 罢 就得到

/

co sin x dx = 上 — 2 + 24 + 720 /

co

三dx
2,r X 2-,r (2吓 (2吓 2,r x7 

积出来的各项之和等于 0.153 54 · · · . 还有

O < 720 1� 8:/ dx < 720 1� 言 ＝ 品 < 0.002 

照辛普森公式（取 2n = 40 算到小数四位）来计算积分 J厂 即得近似值1.418 2 
误 差的估计则如下：

co 
(—1严x2m co 

(—l) m 2m 

如） ＝ 区 /4l (x) = L x 
(2m + 1) ! ' (2m) ! (2m + 5) ' 

0 0 

1 
i/4

\x) I  < -ch2-rr < 54, IR I  < 0.001 2 
5 

因此 考虑上全部误 差，即得结果：

1.570 2 < I < 1.575 2, I = 1.57 +0.01 . 

'Tr 
其实 如我们在 492,3° 中所知的 ， 真值 I = - = 1.570 7 ·  · · . 2 

502. 渐近展开的 应用 在对形如

{00 
J( t )d t 

的积分进行近似计算时， 应用积分的渐近展开常常是有益的 我们以例子来说明这一点
l o 积分对 数 若 0 < a < l , 积分对数 I i a 是这样定义的

Ii a = fa
皿。 !n u 

在 a > 1 的情况下， 这个积分发散， 在主值意义下来理解它：

li a =  V.p. 
fo

a

卢 =
e吧。 (1

1 -

e +厂） 臼

(12) 

(12* )  
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［参看 48 4 ]
首先设a< 1 当 x>O时令a= e-x , 并在积分 ( 12 )中作代换 U= e飞

co e-t 
li( e-x ) = — J 丁 d t

X 

设 t= 北 十 v, 得到积分

因为

Ii( e勹 ＝ —e-x f co e-vd v  

, O x + v  

1 1 2 
V V 

n -1 n 

— = - — — + — — .. . + ( — 1r-l V + ( —lf 
v 

X + V X x2 呼 xn 吵 (x + v) 

则 由 此[ 48 9 ,4 )]

Ii( e 气 ） = -e
一

X
[; 

— � + � - 卢 ＋ ＋（ — l) n-1 ( n
�

1 )! 十 厅( x )]

其中余式 由积分
co 泸 • e-vd v  

吓( x )= ( - l)
n I 

。 泸( x + v )  

表示，若丢掉余式，使展开继续到无穷项

Ii( e勹 ～ — e
一

X { t - 卢 ＋ 产 — + ( —lf_i( n ;
n 

1 )! + . . .  } , 

则所得到的级数明显是发散的，因为后项与前项的 比

n - ----+ 00 当 n ----+oo. 
X 

· 543 · 

( 13 )  

( 14 )  

( 15 )  

( 15a ) 

( 16 )  

但 由表示余式的 ( 15a )式看出，它具有被丢掉的级数的第一项的符号 ， 并且按绝对值小于这样的

项

1 吓( x )I < 卢 1
=

e-v 产d v = 
x�: 1 _ CD 。

这样一来 ， 级数 ( 16 )包络函数 li( e-x )并且 同时也是对这个函数的渐进表示[ 463] 由 上一章 §6,

读者已知 道类似的级数如何被用千近似计算 ， 若 n = E( x ), 就得到最好的结果

若a>l且 X< 0, 则事情变得相当复杂 在这种情况下同样可以建立公式 ( 13 )- ( 16 ), 但
这里所有的积分只能理解 为主值意义下的 展开式 ( 16 )在这种情况下是常号的 （要知道 x < 0); 

余式的估计的表示更 为困难 ． 借助于详细而精致的研究 ， 斯蒂尔切斯 ( Stieltjes )得以证明 在所
给 X< Q 时， 为了得到对于数 li( e-x )最好的逼近同样应取 n= E( lx l), 同时逼近的阶可用表达

式 ｀ 来估计 ．

可以对函数 li( e-x )得到对于所有实值 x 的按 x 的整升幕的实展开 为 此把 ( 13 )式改写 成

如下形状：

li( e-x ) = /

1 

( 1— e-t )巠 — 1
=

e-t 空
x

空 —
X

— -t 色
t i t 

+ ! t 1 (l e ) !, 

© 在所考虑的 a< l 的情况下可对积分 (13) 逐次地应用分部积分法来得到渐进展开 (16) 与对
余式的表示 ， 但这个方法对 a> l 的情况行不通
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X dt 
当 x < O 积分 J — 发散， 需要取它 的主值； 主值等千

1 t 

归。 (l'
+I:) 宁 ＝恩。 [1n r:: + In 二］

= in(—x) = In !x i  

[502] 

前两个积分的和是不依赖千 x 的常数 cCD . 余下的只是最后一个积分按 x 的幕次展开 ， 以便得到
所要的结果：

X X X li (e-x) = C + ln lx l — X 十 卢 —
3! · 3 + 4! · 4 - . . .  + ( — 1)勹亡； + · · · ( 17) 

然而这个展开对大的 团 值， 用起来不怎 么好， 此前的发散展开 (16) 有本质上的优点． 斯蒂尔切
斯取了 (16) 式 的 23 项 ， 求 出

l i  101 0 = 455 055 614.586; 

为 了 达到 同样的精确度 ． 在级数 (17) 中需要取超过 101 0 项才行！
20 积分余弦与 积分正弦：

p = ci X = - l

oo

宁dt , Q = si x = — l
oo si

; 
t dt 

为 了 简化计算， 在研究中我们 引 入实变量的复函数的积分．

P + Qi = — 1
=

�dt = i 1
=

� -

逐次地应用分部积分得到公式

其 中

，工 ，工 2江`e e e ,x e 
P + Qi = — + - + 2! + · · · + (n — 1) ! 十 压 (x) ,

邸 (ix)2 (ix)3 (ix)n 

压 (x) = (-1)九一
千 n! /co 三1dt

若把所得公式逐项除 以 — e气 并使等式两端的实部和虚部分别相等 ， 则得到对计算更为方便
的公式 /00 cos(t — x) dt = — P cos x — Q sin x 

X 
t 

= � { � — 卢 + . . .  + (- l)rn- 1 (2;rn
-
-;) ! } + r仑rn- dx)

1

= sin(t — x) 
t 

父：

dt = P sin x — Q cos x 

= ; { 1 — 卢 + . . .  + (- l)m- 1 (2: 勹m
-
-�) !

} + r;m-2 , @  

© 正如 以后所看到 的 ， 这个和实际上恒等于欧拉常数 [538,3)]

( 18) 

( 1 9) 

©注意， 有趣的是 ， 在 ｛ ｝ 中 的各项刚好是对于我们所熟知的正弦与余弦的幕级数的各项 的倒
数 [404,(12) 与 (13)]
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其中 ， 相应地 ， co . 

心rn- 1( x) = (— l) rn (2m + l ) ! / 
sm ( t — x )  

t2rn+2 d t  
X 

心-2 (x) = (—1尸 (2m) ! 1
= 

si:;:�t
) dt 

X 

容易证明［例如借助千波 内公式 ， 306 目， (3)]

I
x sin( t — x) d t 冬 上

X 
tn 沪

当 X 一oo而取 极限， 我们得出 公式 (18) 与 (19) 中的余式， 按绝对值不超 过 （相应展开式的 ）

巳 列出各项随后的那一项的两倍 由 此可看清把展开 (18) 与 (19) 延续到无穷 ，我们便达到左端

积分的渐进表示

例如 特别地 ，当设 x=妇 (k = l , 2, 3, . . · ) 时从 (19) 式可求出

Pk = si( k刓 ＝ — 1� si
;

t
d t  ~ ( —l) k+ l { 卢 —

( k
�

)3 十 ( k
!

)5 - (k
�

)7 + . . .  } 

当 k> 2 由 此容易求出 Pk 的近似值．

p3 = 0 .104 0 ,  p4 =—0.078 6, p5 = 0.063 1, PG = —0.052 8, · · · 

例如 ， 为 了计算 p4 只需在括 号 内的三项

0 .079 58 - 0 .001 01 + 0 .000 08 = O .D78 65; 

因为误 差绝对小千 2 X 0.000 015 = 0 .000 03, 那么 I P4 1 包含在 0.078 62 与0.078 68 之间， 最后
有

P4 = —0.078 6 ·  · · . 



第十 四 章 依赖于参数 的积分

§ 1 .  基本理论

503. 问题的提 出 试考虑一个 二元 函 数J (x, y), 设其 对于 x 在某 一区间 [a,b] 
上的所有的 值与 y 在 集合 y = {y} 中的所有的 值都有定 义 ． 假设对 于 y 中的每一

常数 值 y,.f (x, y) 在区间[a,b] 上无论 在常义 积分 或反常积分意 义下都 是可积 的则
积分

I(y) = j
b 

J(x, y)dx 

显然是辅助 变量或参数y的函数
在 第 436 目 中 讲到函数 序 列 ｛儿(x)} 时 ， 我们 考虑 了 积分

In = lb

儿(x)dx,
a 

上 式 表示出 积分 (1) 式的 特殊情形 这 里 自 然 数附标 n 做了参 数 ．

( 1) 

关于函数 I(y), 很 自 然的 引出 了 一系列的 问题 在 规定的取极限过 程中 ，I(y)

的极限的 存在 及其表达式 ， 特别是关于它 对 y的 连续性 ， 关于它的可微性及其 导 数
的 表达式 ； 最后是关于它的 积分 ． 本章中 将专 门来说明这 一切 间题

对丁用 积分 ( 1 ) 式所表示的 ， 依赖于 参 数的函数 I(y),它 的性质是富有独特的 趣
味 （这 一方面例 如可参看 §5), 但除此以 外 ，这 些性质 读者今后会看到也有多式 多样

的 应用 特别是关于反常积分的 计算间题

504. 一致趋于极 限 函 数 标题中所指示的 概念将在 以 后的 研究中 起着决定 性
的 作用 设函数J (x, y), 在 一般情形 下 ， 定 义在 两 维的 集合 M = X x Y 中 ，这 里 X
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与 y 表示 数 值的 集合，变量 x与 y 各 在其中取值， 并 且 Y 中有一个 聚点 ， 例 如有限
的 数 值 YO·

若 1 ) 对 于 函数J(x, y) 当 y 一 Yo 时 ， 有一 个有 限的极限 函数

Jim f(x, y) = <p(x) (x是在 X 中的数 值 ）
y一Yo

(2) 

存在 ， 及 2) 对 于任意一 个数 E: > 0, 可以找 出 一 个 不依赖 千 丐 的数 i > 0, 当 IY — Yol < 
6 时， 对 于 X 中所有的 x 值， 使

订(x, y) — <p(x) I  < E:, (3) 

则 我们说这个 函数f(x, y) 对 于 X 区 域 中的 x 值，为-:=it趋向 于极限 函数 创纠L
当 Yo 不是 通常的 数 值 ， 例 如 +oo 的清形 下，我们 也不 难用另外的 方法来叙述

这个定义 这儿只要把不等式 IY -Yo l < t5换成不等式 y > .6. 就 够 了 在第十二章

[428] 中 我们 已 经讨论过 关于 一致逼近于极限函 数的 特殊情形， 那儿，我们 讲到 函 数

儿(x), 其中所含的 自 然 数 指标 n就 算为 参数
在第 429 目 中讨论到 函 数 序列时 ， 我们 提出 过 一种说法． 一致收敛的 必要与 充

分 条件是 收敛原理一致适合 在 一般情形 下那样 说法也是 可以的 ，就是 （倘使限制 在

Yo为有限的 数 值这一假定 之 下）
10 当 y 一 Yo 时要 使 函数J(x, y) 有一极限 函数 ， 且对 于 X 区 域 中的 x 值一 致

趋 向 于这个极限函数 ， 其必要 与 充分 条件是 对任意一 个数 E: > 0, 有这样一 个不依
赖 于 x的数 5 > 0 存在 ， 对于 X 中的一切 x 值 ， 使 下列 不等式成立

其 中只要

甘(x. y勹 — J (x, y ) I  < E (4) 

IY — Yo l < 8, IY1 -Yo l < c5 (y, y1是在 Y 中的数 值 ） . (5) 

［在 Yo = +oo 的情形 下， 把 最后的不等式换成不等式 y > .6., YI > .6..] 
必要性 设是 一致收敛． 用 三 代换定义 中的 E:'并相应地选择 6 之 后，我们 即 可

2 
从 Y 中取两 个 数 值 y与 旷 使满足条件(5) '则无论 x为 何值可得到

由此就 得到(4) 式

lf(x, y勹 — cp(x) I < � 及 lcp(X) —J(x, y) I < �,

充分性 倘使以上所提的 条件适合 ，则 首先显然极限函 数(2) 存在 其次， 当

Y1 -----+ Yo 时 在不等式(4) 中取极限 （并 且 固定 y 使 IY - Yo l < 8), 可得到

lcp(x) -f (x, y) I � E, 

由此建立 了 函 数J(x, y) 一致趋于极限函 数 凶x)
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以上所考虑的 问题可能化为 函数 序 列的 一致收敛问题， 现在讨论 如下
20 当 Y - Yo 时要 使 函数f (x, y) 一 致趋向 于 函数 <p(X) (对于 X 区 域 中的 x

值） 其必要 与 充分的条件是 当 如（在 Y 中的值） 按照任何变化的规律趋向 于 Yo 时 ，

每一序列 {f (x, y九）｝ 一致收敛于 <p(x)

证明 只限 于有限的 y。 值的情形 ．

必要性 假定J (x, y) 一致趋于 <p(X) ' 对于任意 选取的 一个 E > 0, 按照定义 可
以 找到一个 数 o > O ,[参看 (3)] 无 论 Yn 怎 么样变化而 一 Yo, 对于它 总有这样 一个
数 N, 只要在 n > N 时 厮 — Yo l < o 但是 对 千 同样的那些 值 n, 由 千式 (3) , 不等式

lf (x, yn ) - <p (x) I < E 

对于所有的 x 值得以 适合这样 ， 序列 {f (x, y九） ｝的 一致收敛性也就证明 了

充分性 今设每一个这样的 序 列 一 致 收敛于 <p(X) .

为 了要证明函数f (x, y) 一致趋千 <p(X),我们 假定相反的 结 论 ，则 对千某一个E >

0无论 怎样取o = 扩 > 0 ,  可 以从 y 中 找出这样的 y = y飞且 虽然 怓 — Yo l < o', 但
至少在 X 中有一值 X = X1 使满足不等式

IJ (x', 矿） 一 <p(x' ) I � E

现在取一正 数的 序列 {o叶，它 收敛于 零 按以 上所说的， 对千每一个 On可以 找

到两 个值 Yn与 Xn 使

如 — Yo < o九 但 lf (x冗 ） 如） — r_p(xn) I :? E (6) 

显然 Yn ----> Yo ( 因为 On 一 0) , 但是 序列 {J(x . yn 月 由 千式 (6) 不能—致收敛千 r.p(x)
对于所给定的 条件我们得到 了 —个 矛盾

今设集合 X 代表有限的区间[a,b] 我们知道 [436] (如果函数 序列 ｛ 儿(x)} 一致
收敛于极限 函 数 ， 其中 儿 (x)是 连续的（ 或在常义 积分意 义下为 可积的 ） ，则 后面的极
限函数 也一定 是 连续的 （可积的 ）） 由 于 20 , 很显然地这 所有的 结果可以 推广到一般

情形
30 若 对 于 Y 中的任意 y 值，就 区 1司 X = [a,b] 上的 x来说 ， 函数J (x, y) 是连

续的 （可积的）， 并 当 y 一 Yo 时一致趋于极限 函数 <p(X) , 则 后 面的极限 函数 也是连续
的 （可积的）．

为 了 以后偷释的 便利 攻们再
，

建立下 面的 命 题即广义的 迪尼 定理[431] 这儿我
们 考虑所有的 Y < YO · 

40 假设对于 Y 中的任意 y 值，就 区 间 X = [a,b] 上的 x来说， 函数J (x, y) 是

连续的， 并且当 y 值上 升 时， 它也单调上升而趋于连续的极限 函数 <p(X) , 则 对于 X
区 间 上的 x 值 ， 这个趋向 一 定是一致的．
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为了证明 从 Y 中 挑选一个 单调上 升的 y 值的 序列 {y叶 ，它 趋向于 Yo, 然后考

虑相应的函数序列 {f (x, Yn)}, 显然它 也跟着 n 单调上 升 因为 级数

f(x, Y1) + t[J(x, Yn) —f(x, Yn-1)] = <p(x) 

的 项都是 正的 （可能 除去第一项外 ）， 所以 迪尼定理 使我们 能这样地断定 这个 级数
对于 在区间 X 上的 x 值是 一致 收敛的 因此， 给定 E > 0, 可以 找出这样 一个 数 励，

对于 X 中的 所有 x 值使不等式

炉(x) —J(x, y九o ) I < E 

得 以适合 由 于函数 j 跟着 y 单调上 升， 所以只要 y > y砌 ， 不等式

jrp(x) - f位 ， y) < E 

也适合， 因此我们的 断语得以 证 明

虽然以上所建立的 一致逼近的 特殊判 断法， 似乎是 很狭隘的 ， 但是 除了一些 必
须用其他方法来说明一致逼近的 存在 外 ，这 法则常是 很有用的

505 . 两个极限过程的互换 有几种类型的 两 个极限步骤的互换问题， 将要 很显
妹地贯彻在 本章所有的 叙述 中 这个问题的 最简单形式 ， 我们初次在 第 168目中 碰
到 过 当 时在二重极限

存在 的假定 下 ， 讲述了累 次极限

lim J (x, y) 
X一xo

Y->Yo 

lim lim f (x, y) = lim lim f (x, y) 
也 一 又欢） Y 一 •Yo Y一Yo x--->xo 

(7) 

的 存在与相等 其后在 第 436目中我们看见了关于 在 一致收敛的函数级数中 ， 逐项
取极限 过程的定理也可以 用相似的 形式 来表达

lim lim 儿(x) = lim lim 儿(x),工一a n一CXJ n-, cx, X一a

这 儿假定 当 n -----+ oo 时函数 儿(x)--:-致收敛于极限函数．
利用上 目 中 所引入的 概念 ， 现在我们建立一个 同一类型的 一般性的定 理 假定

函数f(x, y)定义 在二维集合;vt = X x Y 中 ，这里 集合 X = { x} 及 y = {y} 各有聚
点 x。 及 Yo(有限的 或尤穷的 ）．

设对于 X 中 每一个 x 值对应 一 个 简 单的极限

lim f(x, y) = <p(x), 
y一Yo
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且对于 Y 中 每一 个 y 值对应 一 个 简 单的极限

lim f (x, y) =心(y),
x-----,xo 

若当 y 一 Yo 时函数f (x, y) 对 于 X 区 域 中的 x 值一 致趋向 于极限 函数 cp(X)' 则 (7)

式 中的 两 个 累 次极限 都存在而且相等

很容易把这个定 理化成前面所提及的定 理的 特殊情形， 但是 为 了明 晰起见
我们 宁可在这 儿给 出 一个 独立的 证明（为 了确定的 缘故， 假定 x。 及 Yo为 两个

有限的 数 值）．

给定任意 一 数 E: > 0, 由于定 理 1° [504]我们可以找出与 它相应的 数 c5 > 0, 使不

等式 (5) 能对于无论 X 中的任 何 x 值，都 推出不 等式 (4) 今 固定 y与 矿 值适合条
件(5)' 但假定 x 趋于 xo, 让J (x, y) 在式 (4) 中 趋于极限，则 得

I心（ 小 — 心(y) I :::; C (8) 

可见函数 心(y) 在 y 一 Yo的 过程中 ，它 适合经典的 布尔查诺 － 柯西的 条件 [58], 所
以有一个有限的极限存在

lim 心(y) = A. 
y一Yo

现在 很明 显， 只要 IY — YO I < c5就有（ 对于 X 中的任意 x 值）

仰(x) —J (x, y)I :'S; E:, 同时 怮(y) - A l :'S; E:; 

上 式是 很容易说明的 ， 当 y' ---, Yo 时 ， 且 固定 x 及 y 让函数J (x, y' ) 及 叭矿） 在不

等式 (4) 及 (8) 中 趋 向极限就得 了 其次 保留 所选定的 y 值 我们 可 以 找到 一 数

81 > o, 在 位 — xo l < 8' 时 使J (x, y) — 心(y:1 1 < E : 然后从所有这些不 等式 ， 推得不 等
式

炉(x) - A l < 3E:, 

它在 I x - xol < 8' 时 总是 适合的 因此

lim cp(x) = A, 
x-.xo 

定 理得以证 明

附注还可以证明， 对于 并进的极限过程 x 一 xo,Y -+ Yo 而言，这个 刚讲到的 数
A 也是函数f (x, y)的二重极 限 这 个情形把 已 证得 了的定 理联系 到 第 168 目中的

定 理
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506. 在积分号下的极限过程 现在 回 到所考虑的 依赖于 参 数 y的 积分(1), 并

首先限 制在有限区间[a,b] 上 ， 及函数 在 通常的意义 下为可积的这 一情形 ．
假定 参变 数的 区域 Y有一个 聚点 Yo, 我们 提出 对于 y 一 Yo有关函数(1)的极

限 问题

定理 1 若函 数J(x, y) 当 y为常量时对于[a,b] 上的 x 值为可积 ， 并且在 y 一 Yo

时对于 x 一 致趋 于极限函 数(2) 则 等式

得 以 成 立

· b b 

扂。 I(y) = }0J。lf (x, y)dx = l 中(x)dx,
-- - - -- -· 一----------

(9) 

证 明 。 极限函数 中(x)的 可积性是 已 知的[504,3°] 给定 任意 数 c > 0 ,  可以找

出 一数 5 > 0 使式(3) 成立． 然后在 IY — Yo l < 5 中 得出

lb 

J(x, y)dx — l
b 

cp(x)dx = lb 

[f (x, y) — 中(x)] dx

(; l
b

甘(x, 切 — 中(x)l dx < c(b — a), 

亦 即公式(9) 得证．
公式 (9) 可 以 写 成 以 下的 形式

lim lb 

j(x, y)dx = l
b 

lim J(x, y)dx 
y-yo Y一Yoa a 

在这 个情形 下 ， 我们 说对 于参数容许在 积分 号 下取极限

假定所有的 Y < Yo , 则得

推论 若函 数 j(x, y)在 y 不 变 时对 于在[a,b] 上的 x 值为连续而在 y 值上升
时单调上升地趋 于连续的极限函 数 则 公式(9)是正 确的

参考广义的 迪尼定 理[504,4° ]
假定 区域 y 自 身代表一个有限区间[ c, d], 我们 考虑在 结论 中 关于 函数(1)的 连

续性的 问题

定理 2 若二元函 数f(x, y)在 矩形[a,b; c, d] 上是 确 定， 且连续的， 则 积分(1)
在 区 间[ c, d] 上是 参数 y的连续函 数．

证 明 由于 函数f(x, y)的 一致连续性[174], 对于 任意 E > 0, 可以找出 o > 0, 
从不等式 Ix" - x' I < o, IY11 — y' I < o 推出 不等式

订(x" , y") —f(x' ,  y' )I < E 

©为了 明确起见我们假定 Yo 为有限的
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特别设 x" = 矿 = x, 矿 = Yo,Y11 = y; 则 当 /y -Yo / < o 时 ，无论 x为 何值得到

/f(x, y) -f(x, yo)/ < E 

这样 ，函数f(x, y) 当 y 趋于 任意的 特殊值 Yo 时 ， 对于 x 一致趋于f(x, Yo) 在 这条
件下按照定 理 1

归。1f(x, y)dx = l
b 
f(x, Yo )dx 

或
lim J(y) = I(yo). 

y--+yo 

这就证明 了我们的 断言
例如 ， 不用计算积分

1

1 

arctg�dx, 1

1 

ln(x2 + y2)dx, 

我们便可以立刻看到它们对于任意正的 y 值是参数 y 的连续函数

507. 在积分号下的微分法 在用含有参 数 y的 积分 所给定的 函 数(1) 的性质
的 研究中 关 于这个函数 对参数的导数的 问 题具有重要的 意义

假定 偏导数 j从(x, y) 存在 莱布尼茨给出 了 一个法则这 个法则在拉格 朗 日的 记
法下可 以写成

归） ＝ ／ 片(x, y)dx
a - ---- - --- - - ----

或 倘使利用柯西的 更能表达的 记法

( 10) 

Dy 1
b 
f(x, y)dx = 1b

以f(x, y)dx

倘使 （对 y的 ）导数 符号与（对 x的 ） 积分 符号的 互换是 容许的 话 则我们 叫函

数(1 )可以对参数在积分号下取导数

按照 所指示的 公式取导数的 计算法称为 ＂莱布尼茨法则”·- --
为了这 个法则的 应用， 下面的定 理给 出简单的 充分 条件

定理3 设函数 f(x, y) 定义在 矩形[a,b; c , d] 上 ， 当 y在[c , d] 上为任意常量 时 ，

它 对 于 x是 连续的 其 次假 定在 矩形 区 域上偏导数 片(x, y)存在 ， 同 时把 片(x, y) 看
成二元函数 ， 它是 连续的复 则 当 y在[ c, d] 上为任意值时， 公式(10) 得以成立．

函数 J(x, y) 对 x的 连续性保证了积分(1)的 存在
固定 任意的 Y = Yo 值 给它加上 改变量 凶 = k, 则

I(yo) = l
b 

f(x, Yo)dx, I(yo + k) = j
b 
f (x, Yo + k) dx, 

• a a 

＠严格说来 ， 从这些条件 ， 函数J(x, y) 对两个变量的连续性是可以推出的 ， 但是我们没有利用这
个推论
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因 此
I(yo + k) - I(yo) = lb f (x ,  Yo + k!, —f(x, yo ) dx. (11) 

右 面的 积 分依赖千参 数 k. 我们 将证明 当 k 一 0 时 ， 这儿容许在 积 分号下取极
限 由 此建立导数

I(yo + k) — I(yo) 
I'(y0) = lim 

k----->0 k 
， 

的 存在与所需求的等式

I'(yo) = lim l b f(x, yo + k) -f(x, yo) dx 
K一0 a k 

b 

= { l! 骂 k
f(x, Yo + k) —f(x, Yo) b 

dx = j 片(x, Yo)dx 
a 

为 了这 个 目的我们首先按照拉格朗 日 公式写出

f(x, Yo + k) -f(x, yo) ＝ 片(x, Yo + 0k) (0 < 0 < 1) . (12) k 

利用函数 J;(x, y)的 一致连续性 ， 对于 任意 E > O 可以 找出 o > 0, 当

使满足不等式

I x" — x' I  < o, IY" — 叭 < o, 

l f[ ( .r" . y") — f[(x' .  y' ) I < c 

今假 定 x' = x" = x ,y' = Yo 旷 = Yo + 0k 且假 定 阳 < 5, 厮」 由(12) 我们 立刻得到 对
于所有的x 值

f (x, Yo + k) -f (x, Yo) 
k 

-f 长(x, yo) < E .  

由 此很清楚地知道被积函数(12) 当 k 一 0 时 一致（ 对于 x) 趋向于极限函数f 长(x, yo) 
因 此按照定理 1证实了极限过程可放在(11)的 积 分号下

今举例来说明 我们重新考虑上 目中所讲到的积分 显然对于 y > 0, 

y .fo

l 

y 1

1 二�2 � l !

2

妒
Dy J arctg芒 dx = Dy arctg 巴dx = — = - In -

Dy J Jn (x2 +沪）dx = 1 凡ln(x2 +沪）dx = 2Y dx = 2arctg- . l 正 ＋ 妒 y

很容易来证实所得到的结果， 我们可以直接计算出这些积分到最后的样式

然后对 y 取导数

归） = /

1 

arctg芒dx = arctg.!:_ 十 .!:_y in Y 
y y 2 1 + 沪 ＇

归） = J ln (x2 +沪）dx = Jn (1 +沪） — 2 + 2y • arctg
y 
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当 y = 0时定理 3 的条件破坏了 我们考虑当 y = 0 时 函数 Ii (y) 及 l2 (y) 的导数情形
怎样 ， 倘使 在第一积分中当 y = O 及 x >O 时 被积表达式保持它的连续性 ， 而写成 严 ， 则得到2 
Ii (O) = �, 因此函数 I心） 对于 y>O 及当 y 一0时都连续 但是当 y 一0时

I心）—li (O) 1 = In y arctgy 一 —00
y 2 1 + 妒 y

所以在 y = O 有限的导数不存在 对千函数h (y), 我们得 出当 y 一0时

趴0) =—2, I心）—h (O) ln (l +沪） 1 + 2arctg- ---, 1r . y y y 

这儿 片 (0) = 7r. 但被积函数在 y = O 时对 y 的导数等千零 ， 所以它的积分 也 等千零． 莱布尼茨法
则不能运用

508. 在积分号下的积分法 最后提出 关于函数 (1) 在[c, d] 区间上 对 y的 积分

问题
我们 特别有兴趣的清形 ， 就是 这个 积分可以 表成公式

1
d

f(y)dy = 1
d 

{1
b

f(x, y) dx } dy = 1
b 

{ 1
d

f 位 y) dy } dx 

平常不用括号写成

1 dy l
b 

J (x, y)dx = l
b 

dx 1
d 

f (x, y)dy 

在 这种清形 下，我们说函数 (1)可以对参数 y 在 （对 x 的） 积分号下求积分
关于 两 个累次积分 (1 3)的相等 下面的定理 给出 最简单的 充分 条件

(13) 

定理 4 若函数f (x, y)(对于 两 个 变 量）在 矩形[a, b; c, d] 上连 续 ， 则 公式 (13) 可
以 成 立

我们证明 更普遍一些的等式

7) 

1 dy 1
b 

f (x, y)dx = 1
b 

dx 1
1J 

f (x,  y)dy (13*) 

这里 c 冬 TJ ,;;; d. 

上 式的 左方和右方我们有含参 数 n的 两个函数 ，我们 现在要 计算它 们 对于 n的
导数

在 左方的 外 层 积分 具有被积函数(1) ' 由 于定理 2,它 对于 y是 连续的 所以它

对上 限变量的导数 就是 被积函数， 以 y = T/ 来计算， 亦即 积分

砌） = j
b 
f (x, TJ)dx 
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在 右方(13*)有积分

J勹(x, 'TJ)dx这 里 叩(x, 'T/) = j
ri 

f(x, y)dy 

函数 中(x, 'TJ) 适合定理 3的 条件 事实上 由 于定理 2 中(x, 'TJ) 对 xCD是 连续的 再取导
数， 得

凶(x, 'TJ) = f(x, 'TJ) 

把 笃(x, 'TJ) 看成二元函数，它是 连续的 ，所以可以 运用莱布尼茨法则 到以 上提及的 积

分

D, J.\(x, ry)dx � [  ,p�(x, ry)dx � [  f(x, ry)dx � I(ry) 

这样 ， 等式(13*) 的左方和右方看成 n的 函数具有相等的导数， 因 此， 只能相差一个
常数 但当 'T/ = C 时 以上 提及的 两个 表达式 显 然变成零；因 此它 们 对于所有的 n 值
是 恒等的 ；所以等式(13*) 得证

由 此， 特别 当 'T/ = d 时我们可得等式(13)
例 1) 设 f (x, y) = 丑在矩形 [O, 1; a, b] 上， 这儿 O < a < b 定理的条件是适合的 我们有

l
b 

dy 1
1

泸dx = .fo

1 

dx lb
沪dy

从左方容易得出最后的结果

l
b

三 = In 1 + b 
A 

l + y l + a 

1 Xb—xa 
从右方我们 也 引 得 了 积分 f dx 这样 ， 由 于 积分的互换我们找到这个 积分的数值 ［参看0 ln x 
497, 16) , (B) ] . 

2) 在函数 f(x, y) = 沪 — x2

伲 ＋ 沪）2 于矩形 [O, 1 ;  0, l.] 上的情形下， 定理的条件并不适合 在

(0, 0) 点是间断的， 我们有

j l fdx =  x x=l 
= 

l 

。 x2 + 妒 x=O 1 + 妒
1 

J dy f 1 fdx = arctgy 1 = 巴

0 0 o 4 , 

(y >O), 

同时
巴
4＝

 
y
 
d
 

f
 

1
 l

 
x
 
d
 

1
 l

 ©这儿把 x当作参数
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509. 积分限依赖千参数的情形 我们现在来讨论 更复杂的情形 ，就 是不仅 被积
表达式 含有参数 而且其积分 限也依赖千参数 ．

在这 种情形 下积分的 形 式 是

如 = j
f3(y) 

f (x ,  y)dx. 
a(y) 

我们 仅限千研究这 类积分 中 对千参 数的 连续性及 可微性问题．

定理 5 设函数f (x, y)在 矩形[a,b; c ,  d] 上是 确 定而且连续的， 并设 曲 线

x = a(y), x = f3(y) [ c ::;; y ::;; d] 

( 1 4) 

是 连续的； 而且它没有落在 矩形的界 限 以外， 则 积分 (14) 代表[ c, d] 上的 y的连续函
数 ．

倘使 y。 是 y的 任一特殊值 ，则 积分 (14) 可以写成

I(y) = 1。二）
J(x , y)dx + l;��: J(x . y) dx - l��:: J (x , y) dx (15) 

第一个 积分 因为 它的 积分 限是常量 ， 当 y 一 Yo 时 按定 理 2 趋于

I(yo) = I
/3 (yo ) 

f (x, Yo)dx ;  
a (yo ) 

其余两个 积分可以 作以 下的 估计

叩）f f (x ,  y)dx 妥 M · 1 /J(y)-/J(yo) I ,  
, /3(yo )  

J
ex ( y )  

f(x .  y) dx ::;; M 陌(y) — n(yo) I
ex ( yo )  

这 里 M = max订(x, Y)I , 是 IJ(x , Yl l的 最大值， 由 于 函 数 a(y) 与/J(y)的 连续性， 当
y 一 Yo 时 ， 两个 积分 趋于 零

这样 ， 最后得到
lim I(y) = I(yo), 

y一Yo

所以定 理得证

定理 6 若f (x, y) 像以上所说的一样， 且在 矩形[a,b; c ,  d] 上具有连 续的偏导数
f 沁 (x, y), 同 时导数 a' (y) 与 矿 (y) 都存在 ， 则 积分 (14) 对 于 参数 有导数 可以用 下 面公

式表 出 ：

I' (y) = J
/3(y)

心 (x, y)dx + /3' (y) ·J (f3(y), y) — o:' (y) ·J (a (y), y). ( 16) 
a (y) - - - -- -- -- ----- - ·- --
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这儿我们 将从等式 ( 1 5) 讲起 当 Y = Yo 时 第一个 积分 按定 理 3是有导数 ， 可用
以下取偏导数 后的 积分 来表示

厂o)

片（北， Yo )dx
c,(yo ) 

对于第二个 积分 （ 当 Y = Yo 时它的 值是零） ， 按中 值定 理我们有

1 
/

/3(y) 
f (x, y)dx = /3(y) —

f3(yo) . f 俘， y) ,
Y - Yo f3(yo) Y — Yo 

这里 了 是在 /3(yo) 及 队y) 中 间的 值 因 此当 Y = Yo 时 第二个 积分的导数就 是 当
y 一 Yo 时 以上表达式的极限 ，也就 是

/3气Yo) ·f (/3(yo), Yo), 

同样 ， 当 Y = Yo 时 对于第三个 积分的导数我们 得到

— a' (yo) ·f 位(yo ) , yo)

合并 这一切结果，我们知道导数 I勹Yo) 存在 ， 并 且 给出 了 以上所提出的 公式 ．

附注如果函数f (x, y) (具有所提出的性质） 只规定 在 曲线

X = a(y) 及 X =/J(y)

之间 的范围 内 以上两个定 理的 结论还是有效的但为了推理简单起见 ，用到 了把函
数 考虑在这个范围 以外的 可能性

值得注意的是用以下的 观点来看一看这个结果的 建立 积分 I(y) 可 以从下列 积

分得出
I(y, u, v) = J

v 
J (x, y)dx 

依赖于三个参数 y, u, v; 以 u, v 代替 了 U = a(y) , V = /3(y) 应用关于复合函数的 连续
性及可 嗷性的 一般定 理 问题就 得 以解决 特别 公式 ( 16) 可以按经典的样 式写成

dI fJI fJI fJI — = — + — o:' (y) + — 
dy 彻 加 加/3 (y) . 

510. 仅依赖千 x 的 因 子的引 入 我们 容易求得 以 上 所建立的 一些结果的 推

广 ， 用不到 引 进新的 概念 事实上 代替式 (1 )我们可以 考虑积分

I(y) = lb 
f (x, y) · g(x) dx, (1 * ) 

这里 g(x) 是 x的函数 ，它 在 区 间 [a,b] 上是笔过四墅的 ， （可能 在反常积分的意 义之

下）． 用以 上 同样的 方法还可以部分地把前 述的 基本理论推广到反常积分

我们 叙述 以下与定 理 1 , 2 ,  3及 4相似的 命 题
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定理1* 在 定理 1的假定下我们有以 下公式

笃。 l
b
f(x, y)g(x)dx = lb

心） g(x)dx 

[510 ] 

首先我们注意 在这 公式 中 所写 出 的 积分都是 存在的极限函数 中(x)的 可积性
是 已经证明过 的 . f •  g 及 'P . g 的 积分（ 一般说来是反常积分 ）的 存在可从第 482 目
推得

现在 ， 给定 数 E > 0, 由 于J(x, y) 一致趋千 矶x), 我们可以 找 出这样的 数 o > O
使有式(3卢 的结果 当 IY — Yo l < o 时 以 下的 估计是 正确的

lb 
f(x, y)g(x)dx - lb 

cp(x)g(x)dxl 

lb 
� lf(x, y) — cp(x)I · lg(x)ldx < E · lg(x) l dx, l 

这样 巳 经证明 了我们 的公式， 因 为右面的式 子是 一个任意 小量乘上 一个有限常量

J: l g(x) ldx 
特别 对千以 n为 参 数 的函数 序列 ｛儿(x) } 也有相似 的定 理 我们用 “无穷级

数的 说法” 来叙述这个 结果，因为它是常常在这样 的形 式 中 被应用的

推论 倘使 1) 级数
00 

区 四(x)
n= l 

的各项在 [a,b] 上是可积的函数（在 通 常意义下）， 并且级数为了竺些竺 ，2) g(x) 是在

[a, b] 上绝对可积的函数（ 甚至 于在尽常积分的意义 下 ） ， 则 级数

00 

区 Un(x)g(x)
n=l 

可以逐项积分 ．

完 全 同定 理 2 及 3 一样（ 但只 参考定 理 1* , 而不是定 理 1) 我们可以证明

定理 2* 在 定理 2的假 定 下， 积分(1* )是 y在 区 间 [c , d] 上的连续函数 ．

定理3* 在 定理 3的假 定 下 ，函数(1*) 对 于 参数是 可微的并且有公式

Il(y) = lb
片(x, y) · g(x)dx, 

最后

＠我们只考虑有限值 YO 的情形不过是 为了举例 而 已 ， 将它推广到 Yo = +oo 的清形也没有什么
困难



[51 1] §1. 基本理论

定理 4* 在定理 4 的 假 定 下 ， 以 下 二重积分的 等 式是正确 的

J

d 
d b 

c 
I(y)dy = 1 dy 1 f (x, y)g(x)dx = .l g(x)dx 1

d 

f (x, y)dy 

· 559 · 

证 明 可 以 逐字地重复定理 4 的证明 （但 只参考定理 2* 及 3* , 而不是定理 2

及 3) .
在下一 目 中读者可 以找到很多 的应用这些定理 （ 以及从前的定理） 的例题

5 1 1 .  例题

1) 利 用 函 数 ex 的级数的展开式 ， 把 以下 的积分

1 1 X 

(a) 1 ex ln xdx (6) J e 
R

l dx ,� 

表示成级数和 的形式．

0 l 沁 心｀

由定理 1* 的推论， 我们有 心� \\o 1. 
(a) 

.
fo

1 

ex ln xdx =  1
1 

ln x - {  1 + t三} dx 

1 

= J ln xdx +  。 文 卢 /
1

产 ln xdx
m=l 。

= 
1 

=- {1 + 笘i (m + l) ! (m +  1) } 
, - -------、---- -- -- . 已------·一.----- ---- --

(6) 1
1 言 dx =

.
fo

l

文 卢xm- ! dx = 2产 (2m —\ - m!
m=l m=l  

2) 用级数的展开式计算积分

I =  f 1 ln x - ln( l + x)dx 。
按第 437 目 中 50 的定理， 以 下级数

= 
(— 1 )叮

1

ln(l + x) = 区 n 沪
1 

在 区 间 [O, 叶 上一致收敛 因为 ln x 在这区 间 上是绝对可积， 所 以 由 定理 1* 的推论 ， 得

由 千恒等式

00 
(— 1r- l I 

oo 

I = � n 1 沪 ln xdx = 区 n(�勹）2

1 1 1 1 
= - - — 

n(n + l) 2  n n + l (n + 1)2 ' 
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于是考虑到已知的 展开式

产 ( — 1t- 1 = In 2 产 ( —
�: - 1 = 言

v=l v=l 

I 的 表达式可以写 成以下形式

00 2 
I= 区 （— 1)九 厂 — 1 — 1 

] = 2 — 2 ln2 — 三
n n + l (n + 1 )2 12 · 

n=l 

这里，对于 I 我们得到 了 “有限形式” 的 数值 自然，这并不是常常可能的

3 )用 Pn (x)表示勒让德的 n 次多项式 ， 证明

凡(cos0) = -/ 2 0 cos ( n + � ) cpd cp 

11" 。 J2 (cos cp — cos 0) 

1 
如果 回想到勒让德多项式的 起源是从表达式 按 0 的 次数展开式中所得出的

v l  -20:x + a:2 

系数 ， 则只考虑以下级数
co 1 

: � Ctn ! 
e cos (n + 2) rp心

, - , _ , ) 。
且建立它的 和就等于刚提及的 （ 当 x= cos 0时的 ） 表达式 ， 那就够了

因 为［参看 4 61 ,2 )] 当 回 < 1 时

00 1 

区 n ( 1 cos -rp 
a: cos n + - ) 护 = ( 1— ` 2 

2 1—20: cos rp + a: 
几=O

( 1 7) 

并且这级数对于 中 是一致收攷 （ 因 为它 以 等 比级数 艺了 0尸 为优级数） 所 以 再 由 以上的 推论 ， 级

数 (17)可 以写成

2
1 —

�
Cl: 10 cos 了 心

✓ 2 (cos <p —cos 0) 
. l —2 0: cos <p + 祒

采用像在 4 97 目 间题 9) 中所用的 替换法一样 （那儿， 严格地说， 就是在建立特殊的 结果， 即

n =O 及 n = l 的情形）我们逐步地得到

1 — Cl: / 1 

1[" X ✓(z — x)( l — z ) 1— 20:z 十 庄

2 
co 

= - (1 — a) I . . dt 
冗 。

1
 

d z  

1 
✓1—2心 ＋ 庄

．

这样就完 成了证明

©参考第 405, ( 18) ;  440, 8) 
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4) 我们来转述欧拉用 以得出其结果

产＿
6

＿＿
 

1－
忙

oox
『

的方法之一．
利用已知 的反正弦展开

00 

arc sin x = x + 芒 (2n — 1 ) ! ! X2n+ l 

(2n) ! ! 2n + 1 n= l 

（它在 区 间 [O, l] 上一致收敛） 我们来计算积分

E = /
1 

. dx i . 产
。 arcsmx

尸
= 1 arcsmxdarcsinx = 百

我们有

E = 1
1

{x + t . . · }h 
—厂言 +t (2� 罚(;��

!

1) 1
1 

;;;; 心

因 为

/

1 xzn+l J 号 (2n) ! !
。 二dx = sin2n+l rp心 ＝。 (2n + l) ! ! ' 

那么得到
2 00 00 1r l 1 E = 百 = l + 区 (2n + 1 ) 2 = 芒 (2n — 1)2 ,

n=l n=l 

由 此 已 容易得到开始所提到 的公式．
5) 曾借助罗 巴 切夫斯基方法在 497 目 14) 与 15) 中 推 出 公式

1
= 

f(x)宁dx = l !!x 
f(x)dx, 1

= 

f(x) 
si:: 

x dx = l '!s 
j(x) dx 

罗 巴 切夫斯基方法 可 以应用于下述情况． 函数 j(x) 在 区 间 [0, 2'.: 上在反常积分意义下可积
（其他条件保待不变）

2 ] 

例如， 借助这些公式得到如下积分
•oo . 

(a)
/ 

ln l sin xl 宁dx = J
丹

In sin xdx = - � In 2 ; 
0 0 2 

(6) 
1

= ln l cos x l  
1

= ln l cos x l sin2 x 

/

]" ln cos x dx = — f 
x2 dx = 2 · dx = 

0 0 sin x x2 sin2 x 2 。
匡）

1

= ln2 I cos x i  
。 xz dx = Ji ln� cos x dx = 1r ln 2 . 。 sm 2 X 
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6 )对于 以下积分 （ 此处 y > 0) 

( a ) 11 
( x� 气:2 )2 dx, ( 6) 1 1 �e 兮 d x

直 接建立当 y 一 0 时的 极限过程不能在积分符号下运算 ．证明 这是违背了定理 2 的条件 ．

7 )应用莱布尼茨法则计算 以下积分对于参数的导数

l(a) = J号
ln(a2 — sin2 0)d 0  (a> 1) 

容易证实定理 3 的条件在这儿是遵守的， 我们得到

I' (a) = J号 2ad 0 = 
1r 

。 正 — sin2 。 尸 ·

由此 ， 对a积分，还原到 I (a)的数值

l (a) = 71" 1n(a + 0二） + C 

为了决定常量 C , 把积分表成以下形式

号 1 
I (a) = 71" Jn a + 1 In (1 —

忑 sin2 。) d 0  

如果利用 已 经求出的 I(a)的表达式， 则

号
C = J In (1— 』 sin2 。) d 0— 刓na+ 尽。 a2 a 

这儿当a-+ +oo 求 其 极 限 因 为

/ in (1 - � sin 2 0) ( In ( 1— �) 
所 以积分趋于零 ， 并且求出 C= -1rln2 最后 ， 对于a> 1[ 参看 4 97,7 )]

I(a)= 1r ln a+ 尸
2 

[511] 

应该注意的就是按莱布尼茨法则的微分法 ， 我们可 以援用它来找出所要求的积分的有限表达

式 这个方法往往引导我们达到这样的 目的．
8 )更简单地来计算 以下积分［这积分对我们是 已知的 ，307, 4 ); 31 4 ,  14 ); 4 4 0, 11)] 

按照莱布尼茨法则

历）= /
介

ln( l —2 rcosx 十 产）dx ( lr l < 1) 

厅）= /
介 —2 c os x + 2 r  

2 dx. 。 l —2 rcosx + r 
X 

借助千代换 t = tg- , 容易建立所获得的积分等于零 ．在这情形下2 

I行）= C = 常量
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但 I(O) = 0, 即 C = O 所 以 当 旧 < 1 积分 I(r) = O.
9) 计算积分

I =  /
1 arctgx dx 。 x尸

引 进参数 Y, 我们考虑更普遍 的积分

I(y) = /
1 arctgxy dx (y � 0) , 。 x尸

由 这积分 当 y = l 时 即得原来所设的积分 设

1 
j(x, y) = arctgxy 

X 
, 及 g(x) = 尸 ＇

定理 3* 的条件是满足的 对 y(在积分号下） 取微分， 得到

I' (y) = 1 (l + x2y�;v'l二

这个积分是容易 计笲的 ， 例如借助于代换 x = cos 0, 

I' (y) = I兮 d0 = 1 arctg tg0 号
＝ 卫 1

。 1 + 沪 cos2 。 二 厂 。 2 尸
由 此取积分得到

I(y) = i ln(y + ft勹） + c  

因 J(O) = 0, 所 以 C = O; 当 y = l 我们得到最后所需求的积分

I = I( l) = '!!__ ln( l  + 迈）
2 

10) 证明下列表达式 （当整数 n � 0)
介

(a) u = xn · 1 cos (x cos 0) sin2n 0d0 及 (6) u = 1
,r 

cos(n0 - x sin 0)d0 

适合所谓 贝 塞尔微分方程
x2u" + xu' + (x2 — n沁 = 0. 

· 56 3 · 

这儿取 x 为参数 在积分号下微分两次 （定理 3) , 我们得到方程的左边的和 （把指定的表达
式代替 u) 等于

(a) xn+ i J [x cos(x cos 0) sin2n+2 0 - (2n + l) sin (x cos0) cos0 sin2n 0]d0 

= — sin2n+I 0 sin(x cos0) j ;  = 0, 

(6) - / [(x2 sin2 0 + n2 — X芍 cos (n0 — x sin 0) — x sin0 sin(n0 - x sin0)]d0 

= 

0

— (n + x cos0) sin(n0 — x sin 0)『 = 0
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1 1) 证明 函数 Au1 + B匹 (A,B 为任意常数） ， 此处
九．

如 ＝ ［ 矿r cos 0 d0 , u2 = 1" enr cos 0 1n(r sin2 0)d0, 

适合 （对于整数 n) 方程
d2u l du 
卢 十 万厂 n2u = 0 

显然只需证明 函 数 u1 ,u2 分别地适合方程就够 了 像从前一样借助于积分号下的微分法 ， 这
是适合的 ， 但对于函数 如 应用定理 3, 而对于 函数

迈 = ln r · /
,r

enr cos 0d0 + 2  I介
enr cos e ln sin 0d0 

应用定理 3*
12) 从下列完全椭 圆积分

号 告
E(k) = I 二心， K (k) = I 心

, 0 •  0 ✓l — 贮 sin2
'-P

'

求对千模 k(O < k < l) 的导数
我们有

dE � 
五 ＝ — / k sin2 汃1 — k2 sin2 '-P) � ½ d'-P。

= ¼ { fo \1 — k2 sin2 心 ｝ 心 — fo \1 — k2 sin2
'-P) - ½ d寸 = E

�
K 

相 似地

岊 = ¾ {1 � (1 � k2 sin2 心 沁 — 1
号

(1 - k2 sin 2 cp) - ½ di.p } 

［
号

( 1 — k2 sin2 心 － 沁 =
1

— \2 1
号

( 1 — k2 sin2 甲） ／

因 此
dK E K 
沉- = 

k( l - k芍
—

下
所得到的公式具有有趣 的应用 例如 ， 倘使引 入共枙模 k' = ✓「二Fi, 和 函 数

E' (k) = E(k' ) ,  及 K' (k) = K (k' ) ,  

则容易获得
—(EK' + E'K — KK') = O, 
dk 

©从下面容易证得的恒等式
1 启 d l 

( 1 - k2 sin2 中) - ! = ( 1  k2 sin2
cp) ½  1 — 炉 l — 启 d中

[sin 中 cos cp( l — k2 sin2 
cp厂 叮 ，

上式 即可推得
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由此推得
EK' + E1K - KK' = c = 常盈 ．

为 了 决定这个常量 C, 建立左边当 K 一 O(k' 一 1)的 极 限． 这个 极限显然就是 c 首先容易得

到

号
lim K= Jim / 心 告 介

口

k-O k一0 。 二 ＝ ［ 心 ＝

于

曰 厂 ／
， 告

了二心 ＝ ［
号

COS i.p心 = 1。
[ 5 06, 定理2 ],然后我们得到

互
2l

 
＿＿

 
k
 

d'f! 1r l ＜ 一 ． ＝ 工✓l — k12 sin2
'-P 

2 二 2k

E — Kl = K — E = / � 炉 sin经 心
＜ 巴

° ✓l — 炉 sin2
'-P

2 
k 

2 

因此
九一 2 

IK' (E — K )I < — k 及 lim K' (E — K ) = 0. 
4 k一0

介
口

所要求的 极限是 — ， 最后 ， 我们得到著名的勒让德的关系式
2 

EK' + E'K — KK' = — 
九一

2 

13 ) 证 明 恒等式

Ix 
d tn-1 I杻

_
, d tn-2 

a a 

t, 1 
X 1 j ( t ) d t  = 仇 — l ) !

1 (x — t )n-i f( t )d t , 

n 

其 中f(t ) 是任意函数， 在区间[a, b ]上是连续的， 且a( x ( b

解 采用数学归纳法 ，当 n=l 时恒等式是显然的现在我们承认它对于任意一个 n � l 时

是正确的 ， 我们要证明当 n + l 代替 n 时也是正确的 ．

为 了 简单 起见 ， 设
1 

X 

归）＝ 仇 — 1) ! 1 (x — t )九 -if(t ) dt  

用定理 6 对千 x 取表达式

In+ i (x )  = � l
x 

(x — t )勹(t )d t

的导数 因为这儿下限是常脏 ， 但在上限即当 t= x时被积函数是零 ， 所 以 公式 ( 16 ) 中不含积分

的两项消灭 了 ， 我们得到
d ln+1 (x ) 

d x  
= In (x ) . 

由于 I九 (a)= 0, 因此

In+ 1 (x )  = Ix 
In ( tn ) d tn 

a 
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将 儿 在累次积分的形式下的表达式代替 I九 ， 则对于 ln+l 也得到同样的表达式

用完全同样的方法 ，可以证明更普遍的结果

[511] 

1

x 

c.p' ( tn- i )dtn-1 1

tn -
l c.p' ( tn-z )dtn-2· ' ·1

11 

f(t)dt = 
( n

� l
)! 1

x

伈 ( x )-c.p ( tW-1 f( t)dt 

这儿f和 中 是在区间[a, b ]上连续的 ，并且 中 具有连续的导数
14)求下列积分对参数 Q 的导数

瓜）= /
"'

c.p ( x )dx 

， 。 二
＇

这儿 c.p ( x )与它的导数 c.p' ( x )在区间[ 0,a] 上是连续的 ， 且 0< ex (; a 
因 为被积表达式当 X= CX 时 ，

一般说来 ， 变成无穷 ，所 以 我们不能直 接应用公式 ( 16 ) 我们
采用迂 回的办法 即 代换 X= ext , 将积分变成以下形式

I ( cx) = 高 J c.p ( ext )  
。 厂

dt ;  

这儿可 以应用定理 3* 按莱布尼茨法则积分求导数 ， 我们得到

1 甲 ( ext )
压）= 2fo 1 厂

dt + .fix 1 � dt 

如果回到 以前的变贷 x, 则

I' ( cx) = 上 『 c.p ( x )
dx + _!_ 

2 cx  I。 心 ( x )
dx . 

。 二 Q 。 二

将这些积分中的第 一个用 分部积分法来变换 即 可使公式具有更简单的形式

!' ( ex )= cp ( O ) 
+ Jc. 

y' (x) 心
五 。 二

15) 设

{ 
f( x , y) ~ Mdg� — x'"'/-

y
' ' 当 0< x < l ,  0 < y < l, 

f( O, y)  = -. 
九一

2 

直 接证明 对于积分 J。�f( x , y )dx , 当 y= O 时莱布尼茨法则不能应用 ．
同样 ， 对于函数

证明 此结论
16) 以下积分

{ 
f( x , y )  = xe弓 ， 当 0姿 x ( l , O < y (l,

f(x, O )  = 0 

I= 1
1 

arctgx 
dx 。 x尸

的计算 ，我们已经在 9) 中用对参数的微分法算出 ． 试用其他方法 以表示之
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被积表达式
arct gx 用它的积分式

1 
arctgx � d y 

x .l l +x千

来替换，把 I 写 成累次积分的形式

I= j

1

� .{ l /!2y2 

应用定理4平
， 调 换积分

I= 1
1 

dy 
./

1 

( 1  + x2y�; 厂x2 = � 1
1 

F+了 勹ln(l+ 迈）

17 ) 用积分 号下求积分法计算积分

号
K = I In a + b sin x . dx 

(a > b > 0) 。 a— b sin x sin x 

把被积函数表示为

1 
In a + b s'.n x 

= 2ab 
1 

d y 
. , sm x a -- b sm x 1 正 — b2 妒 sm2x

因 此
zc 
2 l 

K = 2ab J dx J 
dy 

0 0 a2 — b2 沪 sin2 龟t

凋换积分 （按定理4 )我们得到

I 乒

K = 2ab I d y I , dx 

0 0 az — bz沪 sin2x 

k_
2
 f

l
儿

dx 1r 
a2 — b千 sin2x 2a✓ 正 — b牙

所 以结果是

K = 1rb /
1 

d y = 1r • arcsin� 。 ✓庄 — 沪y2 a 

18) 再举出 以下的例了 ， 它们具有这样的条件 ， 两个积分的互换是不容许的

(a ) 1
1 

d y 1
1 

( ; � 
—

:i3 dx = � ' 1
1 

dx 1
1 

(:; :i3 d y =—; 
( 6) 1

1 

d y 1
1 (t — 言） e-1 dx =—i , 1

1 

dx 1
1 (t — 了） e 弓 d y = — � + �  

自然在这些情形下 ， 其相对应的定理的条件是违反的 被积函数在 ( 0, 0砂点遭受到间断

©在 ( 6) 的情形 ， 当 y = O 但 X t'- 0时 ， 被积函数 ， 如果假定它在这儿等于零 ， 可 以认为是连续的
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512. 代数学基本定理的 高斯证 明 运用定理 4 , 高斯贡献了一个首创的代数学基本定理的

证明
这个定理说明任意整函数' "" ,. 

f(x )  = 沪 + a1 Xn-l + azXn-Z + · · · + an 

（ 实 系 数或 复 系 数） 具有 实 根或复根．

假定 x = r ( c os 0 + i sin 0 ); 则 飞 釭� }三

泸 ＝ 卢cos k0 + i sin k0 ), 

使
f(x ) = P + Qi , 

这儿
P= 尸cos n0 + ··· , Q= 尸 sinn0 + • 

并且没有写出的项只包含低于 r 的 n 幕的项 而与r 无关的项就变为常数
显然 如果可 以建立表达式 p2 + Q2 对 于 某 一 组 r 和 0 的值 艾成零 则定理就证明 了

在我门的考虑屯 引 人 顷数

U = arctg — 

Q 
则

au 
ar 

aP 
Q p aQ 

ar ar 
尸 + QZ

叨
竺 — p呾
a0 Q a0 ＝ a0 尸 + QZ

沪 U H( r , 0 ) 
归0

=
尸 + Q平

这儿 H ( r, 0 )是 r 和 0 的连续的函数 ， 它的准确表达式对千我们的考虑没有 什 么关系

最后 ， 构成累次积分

R 2,,- 沪 U 坛 R 沪 U
I1 = J dr J 衍80

d0 及 h= I d0 I
玩叨ir

这儿 R 是一个正的常数 ， 它的值 我们在以后来决定
如果函数 尸 ＋ 矿 无论何时永不等于零 ， 则被积函数是连续的， 且按定理 4 必须是 Ii = h 

然而我们可 以证明当 R 为充分大时类似的等式是不适合的 ，关于这点的证实 ， 在于取半径 为 R 绕
原点的 圆 中 ， 得出 尸 ＋ 矿 必须取零值 ，因而定理得证

算出 Ii 的 内层积分， 得到

厂 立d0 = 呾 0=2,r
= 0, 

fJrfJ0 or 0=0 

au 
因 为从 一 － 的表达式显然可见它是 0的函数 ， 具有周期 21r . 所 以 Ii= 0  ar 

回 到积分 h, 我们有

J

R

立 由 ＝ 空 r= R

。 街a0 a0 · 
r=D 
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所 以

au 
为 了 今后的便利 现在考虑分式— － 的分子和分母中 r 的高次项

因 为
a0 

另一方面

aP aQ —= -nrn s in n0 + · · · — = n产cos n0+ • · • ae ' ae 

aP p 
aQ — Q — —= - nr2n 十 ． ．． ．

ae ae 

p2 + 矿=r2n + . . .  , 

以致结果是
au — nr2n + . . . 

a0 r2n 十.. . .

因 为没有写出的项 只 包含 低于 T 的 2n 幕的项， 它们的系数是 0的有界函数， 所 以不只是

而且对 千 0是一致趋于极限 — n.

lim 空 ＝ —兀
r-oo a0 

·-,,,,,,.,,,., ' . 

- � au 
因 为当r= 0 时，茄=0 (在这情形下， 因 — =

aP aQ 加-=0) , h 的 内 层积分成为 —
a0 a0 

r = R 时的值当 R 一 oo 这个 极限值 对于 0是一致趋于 — n 按定理 1则

J im h = -21r兀
R--+oo 

这样 ， 对千足够大的 R, 积分 Iz 是负的，于是等式 h = fz 变为不可能 了

§2 .  积分的一致收敛性

a0 
当

513.  积分的一 致收敛性的定义 在叙述依赖于 参数的积分理论推广到反常积

分的清形 时 积分的一致收敛性的 概念起着特殊的作用 对于这个概念我们预先来

阐 明 一下．

设 函数 f (x, y)对千x在所有x �a 的值及 y 在某 Y 范 围上的所有 的值都有定

义 并设在这个范围上对于每一个 y 值 ， 以下积分

I( y) = /00 
J(x, y)dx 

a 

存在
按照 无穷限的反常积分的定义[470 ]

这样 ，积分

/00 
j(x, y)dx = J im /

A 

j(x, y)d x 
a A-,oo a 

F (A, y) = /
A 

f (x, y)dx, 
, a 

( 1)  

( 2) 
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表示是A和 y 的 函 数． 当 y = 常最及A一oo时 ， 则其极限为 I( y )若这个 积分对于

在 Y 范 围上 的 y值是一 致地趋 向于 I(y), 则叫 积分对于参数 y 在 所说的 范 围上是

一致收敛

换言之 即对于 任意 E > 0 可以 找到这样一个不依赖于 y 的数 A。 ?a , 只要

A> 心 便 能使不等式

.
l

oo 

f (x ,  y)dx— l
A 

J( x , y)dx = 
.
l

oo 

J(x, y) dx < E 

对于在 Y 上 的 所 有 的 y值 同 时 适合

试举－例 考 虑积分

;
= 

ye-xyd x 

这个积分对 于每一个定值 y? 0是收敛的

计算反常积分 /00 
ye-xydx 

A 
当 y=O 时无论 A 为何值，它是零 如果 y> O 则借助千代换 xy= t, 容易得出

l

oo 

ye-xy dx = 
.

l: e-td t  = e-Ay 

当 y 为固定值时 ， 这个表达式在 A --+oo时很明显地趋于 0, 并且不管任何 E> 0 ,  不等式

e -Ay < E  

In ! 
对于所有 A � A。 (y )是适合 的 这儿 A。 (y)= 巳 依赖于 y

( 3) 

如果 y 的变化限制在区间[ c, d ] 上， 此处 c> O 则 可以找到不依赖于 y 的数 A。 ， 当 A> A。

时 使不等式 ( 3 )对于所有 y 值都适合 对于 A。 只需取 Ao (c) 因 为当 A > 如 则

e-Ay (; e-Ac < E ( c  (; y (; d ) 

换句话说，我们的积分对于 y 在区间[ c , d ]上是一致收敛的

如果我们取参数 y 在区间[ O , d ]上 ( d> O) , 则情形就不一样 了 在这情形下，这样的 A。 并

不存在（至少在设 E < l 时） 这是明显的，因为不论取 A 如何大，表达式 e-Ay 当 y 一 0时是趋

向于 1, 因此对于足够小的 y 值 ， 它就 比任意一个数 E < l为大， 所以 当变械 y 在区间[ O ,d ]上 ，

积分对 y 的收敛是并不一致的

514. 一 致收敛的条件 · 与 级数的联 系 利 用 函数的一致收敛 于极限的一般 判

别 法[ 504,1° ] , 对千所考虑的情形 ， 可以 相应地构成以 下的判别法

为 了 要积分(1) 对于 y 在 范 围 Y 上 一 致收敛， 它 的必要与 充分条件是： 当给定

任意值c > O 时，可以找 出 这样 的 数A。 不依赖于 Y , 只要A'>A> A。 ， 使不等式

J
A'

J(x , y) dx— I
A 

j(x, y)dx = I
A

'
J (x, y) dx < E 
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对 于所有的 y 值在 范 围 Y 上 同 时成立 ，

这 里，像 平常一样， 我们也可 把它化成这样的 事实，就是 对于所有的 y 值一致满
足于 收敛原理 ［参看 475] .

在 477 目 中 我们比较了无穷 限的反常积分 和无穷 级数 ， 积分 (1)的 一致收敛问

题与无穷 级数也有联系
像 我们从 504,2° 中 所知 道的，为了要 近似函数F (A, y)[参看 (2)] 当 A -----> oo 时

（对 y 的 ） 一 致趋于 积分 (1), 它的 必要 与充分 条件是 对于任 何 一个 函 数 序列
{F (An , y)}无论 儿 如何趋 向 +oo, 它是 一致收敛于这个 积分 ．

最后， 如果从 “序列的 说法” 转换到 “无穷 级 数的 说法” 则 我们增加一个 最后结
论 ，就是 积分 (1)(对 于 y 的） 一致收攻是 完全相等于以下级数 形 状的 一致收敛

归A

n+lf (x, y)dx (A。 = a, An � a), 
An 

这儿 儿是 任意的 变 量 ， 趋向 +oo.

515 . 一致收敛的充分判别法 现在 我们 建立某些 判别法 ， 按照这些 法则在 实际
上 常常可用来判断关于 积分的 一致收敛性

1 0 设函数f (x, y) 对 x 在每一个有限区间 [a, A] 上 (A � a)是可 积的 如果存
在这样一 个只依赖 于 x 的函数 r_p(X)' 它在 无 穷 区 间[a, +oo] 上是 可积的 ， 并使对于

y在 y 上的 所有 的值有

If (印 , y)I ( rp(x) ( 对 千 X � a),

则 积分 (1) 对 于 y是 一致收敛，这儿 y是在 它 取值 范 围 上的数 值．

倘使利用上 目 中的 判别法，可 以 从以 下不等式

A 

j(x, y)dx ( J
A

' rp(x)dx I 
直接推得这个 结杲

对于 以上所说到的 条件有时 我们说函数f (x, y)有一个 可 积的 优函数 r_p(X), 或
则说积分 (1) 以不 包含参变量的 积 分

/00 
rp(x)dx 

为 一优积 分
20 像 在 476 目 一样， 我们应用第二中 值定理 ， 给出 更精确的 判别法．

考虑两个函数 乘积的 积分

I(y) = /00 
f (x, y)g(x, y)dx (4) 
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这 儿假定函数f(x, y) 在任意区间[a, A]上 对 x为 可 积 ， 并 且函数 g(x, y) 对 x为 单
调的

若积分 f 00 

f(x, y)dx 
a 

对 y在 Y 范 围 上是 一致收敛， 并且函数 g(x, y) 一致有界

lg(x, y) I ( L (L = 常最， X � a, y 从 Y 上取值）

则 积分 (4) 对 y在 y 范 围 上是 一致收敛．

代替 476 目的 (6) 式这 次我们有

L
A

'f (x, y)g(x, y)dx = g(A, y) i� f (x, y)dx + g(A' , y) i
A

'f (x, y)dx 

若根据 514目 ，取A。这样 大 ， 使得当 A' > A >  0 时 对所有 的 y 一致地有

L
A

'f(x, y)dx < 五

则（ 如 同在 476 目 ）不难得到估计

!
A

'f 位 ， y)g(x, y)dx < E, 
, A  

[514]这样就证明了我们的 断言
30 像 在 476 目 一样 ，也可 以 指出其他加在函数f 与 g 上 的条件的组合
若积分

l
A 

f(x, y)dx 

作为 A 与 y 的函数是 一 致有界的 ．

/
A 

f(x, y)dx � K (K =常量 ， A > a, y 从 Y上取值）

并且当 x ------> oo,g(x, y) 一 0 对 y(在 y 范 围 上）是 一 致 的 ， 则 积分 (4) 对 y(在 Y 范 围

上取值） 一致收敛_71)

让读者 自 己给 以证明
驴 最后， 我们 注意 在 实际中常碰到的情形是 两个因 子 j与 g 中 ， 事实上只有

一个 包含参 数 y 因 此时 法则 20 ,3o 中的每一个都给 出两个个别 的法则（ 看这些因 子
那一个 包含 y 而定 ）

71 ) 首先假设对任意固定的 y, 函 数 g(x) 在 x 变化的整个区间上对 x 是单调 的



[516] §2. 积分的一致收敛性

构成这些法则 中 的一个是从 沪 推得的 而在实际 中最常用 的法则·
若积分

1
= 

f (x)dx 
a 

收敛 ， 并 且 函数 g(x , y ) ,  对 x 单调 ， 而 且一 致有界 ， 则 积分

1
= 

f(x)g(x , y)d兀

a 

对 y 是一致收敛
作为们题来讲， 在假定积分 faco J(x)dx 收敛下 ， 下列积分

1= 
e 飞飞）dx, 1= 

e-x2勹(x)dx (a � 0) 

· 57 3· 

的收纹性对 y 而 y � 0, 是一致的 事实上 ， 这两个函数 e-xy,e-芷Y , 对 x 单调递减， 而且是 以
1 为界的

这—个注韶在以后对我们是屡次有用的 ，

516. 一致收敛性的其他情形 现在考虑一个函数 f(x, y) 当 x 在有 限 区 间 [a, b] 
上取值 ， 并且 y 在某范围 Y 上取值时都有定义 设 当 y = 常扭时它对 x 从 a 到 b 是
可积的 （在常义积分或反 常积分的意义之下） 则 积分

I(y) = l
b 

j巨 y)心 (5)

无论在 帘 义积分或反常积分的 恋 义之 下都是下列 积分当 n 一 0 时的极 限
b-'f/ 

卢 ， y) = J f (x, y)dx .  (6 )  

若 当 n 一 0 时这个积分趋于极限 I(y) ' 对于 y 在 范 围 Y 上取值是一 致 的 ， 则 称
积 分 (5) 对 y 在所说的 范 围 上一致收敛

这就是说 给定任意 E > 0 ,  可 以 找 出 这样一个不依赖于 y 的数 o > 0, 只要 TJ < 0 
时 便能使不等式

l
b 

f(x, y )dx - J
b

-
'f/ 

f (x, y)dx = J
b 

f(x, y)dx < E b-'f/ 

对于所有的 Y 上 的 u 值 同 时成立
对千这个情形不难做出 关于一致收敛性 的 必要与 充 分 的 条件 这儿也就引 到 收

敛原理的一 致成立 即 对 于数 E > 0 , 可 以 找 出 这样一 个 不依赖 于 y 的 数 o > 0 , 当
0 < TJ1 < TJ < o 时， 无论 y 在 范 围 Y 上为 何值， 使 下 列 不 等 式

f
b-'f/' f(x , y)d兀 < E. b-'f/ 



· 574· 第十四章 依赖千参数的积分 (517] 

得 以成立 ，

完全 同样地可 以 把积分的 一致收敛性的 问题归结到无穷 级 数的 一致收敛性的 问
题．

{\(兀，y)dx = 文 J

an + i

f(x, y)dx (ao = a, a :(;  an :(; b), 
n=O an 

不 管这 个变量 a九 怎样 趋于b[参看 514]
最后在 515目中的 充分 判别法可 以 转移到现在所考虑的情形 ， 让读者 自 己作出

我们 把从 a 到b的 积分(5) 看成了从 a 到b—n的 积分(6)的极 限并 且我们 关
心后面的 积分 逼近于 它的极限 的特性 这样 ，这 一点b(像 在 513目中的 一点 X = 00 

一样 ） 在这 儿起了特别的 作用 我们 必须指出（ 看情形 而定， 这 种情形 以后再说明 ）
区 间 中 其他 的点也可 能有相似的 作用 例 如可 以 考虑这 同一 积分(5) 看成 当 T/ ----> 。
时 积分

j
b 

f(x, y)dx 
a+'f/ 

的极 限 倘使当 T/ 一 0 时上 面 的 积分 逼近千它的极限的 过 程中 对 y是 一致的 ， 则 同
样地称积分(5) 一 致收敛 以上 所说的 一切都 可转移到 现在这 个情形

关千说的是 哪种一致收敛， 万一发生怀疑时则 需个别说出 积分 一致收敛 （对千
y 在 规定范 围上）是 当 X = +oo 或 当 x =b 或 当 X = a, 等等

须注意的 ，就是 凡是说积分(5) 当 x =b 时 一致收敛，我们 通常关心的 只是 当点
x =b是 积分(5)的奇点 的情形 ［在 479目的意 义下］ 当 y取某些 或其他的 值的

时 候
然而当 积分(5) 对所有的 y 值为 正常时 ，这 个定义非但在 形 式上 保持有效， 而且

还可能在这 种情形 中 真是有用的
例如， 积分

/

1 

y 
2 dx 。 正 + y

对于每一个在区间 [O, d] (d > 0)的 y 值按常义是存在的 然而 在变蜇 y的所说到的 区 间 内 ， 它的
收敛当x =O 时并不是一致的 事实上 ， 不等式

［ 正! y2 dx = arctg; < E:  

只要 E: < 产 时就不可能对于所有的 y > O 值 ， 同时地适合，因为取 n 无论怎样小 ， 不等式的左面2 
当y 一0时趋于 卫 ， 即对于充分小的 y 值 将—定大于 e2 

517. 例题 1) 直接证明以下积分

1
"°

(:: � —
;2� ） 2 dx 



[517] 

对 y 的所有值是一致收敛
我们有

由 此推得所要求 的结果．

§2.  积分的 一致收敛性

1
= 沪 - x2 A l 

A (正 ＋ 沪）2
dx = 了+ y2 桑 冗 ＇

2) 借助于优函数证明 以 下积分

(a) 1
= 

e-tx2 
dx ,  (6) 1

"°

e-tx 沪 cos xdx (a 多 0)

对 t 在 t ;? to > 0 时是一致收敛的
提示 (a) 优函数 e-t。气 (6) 优 函数 e气。x x气
3) 直接证 明 以 下积分

1
=

二三
1 x3 

对一切 自 然数 n 不—致收敛．
这是这样推得的 就是让 A 是无论怎样的一个常量，

J二卢 dx = e - 幸
co

= 1 — e- 士 ----+ 1 当n ----+ o o 

A x3 
A 

· 575 · 

4) 直接证 明 以 下积分 J。;oo
sin o:x dx 对 C\'. 在范 围 o: ;::: o:o > 0 内 是 一致收敛 ； 并且在 范 围

X 
a 多 0 内是不一致的

如 果 知 是这样大 ， 当 A > A。 时使

！文
sin x dz l < c 

A z I 

这儿 E: > 0 是任意一个预先给定的数， 则

i
co 

si
:o:x dx = [: 

si
:

z dz 

A。
其绝对值在 a ? ao > 0 时是小于 E:, 只要 A > — - , 这样证明 了 这断言 的第一部分a。

其第二部分可从 以下事实推得 ， 就是表达式 (7) 在 A = 任意常拭时趋于极限

当 0 一 o .
5) 证明 以下积分

1
=

二dz = 巴。 z 2 ' 

/00 sin ax cos xdx 。 X 

对 a 的一致收敛性 ， 当 a 在任意闭 区间 上， 不包含 土 1 点．
提示 变换积分到 以下的形状

; ;
= 

sin (a + l )x  + sin(a — l )x dx 
• 0 X 

(7) 
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6) 研究关于以下积分

1
= 

x sin x3 sin tx dx 。
对 t 的一致收敛性的问题

提示 借助于两次分部积分 ， 把 r: 化为 以下的形状

cos x3 • sin tx t sin x3 • cos tx — 十 一 ，
3x 3 3x3 

CO 

A 

—i i
co 

cos x3

x
/in tx dx + � i

"°
sin x3

�/os tx dx + f ico 
sin x3

x
·/in tx

心

由 此， 很 明 显地看出 对 t 在任何有 限 的 区 间 内 的一致收敛性

7) 证 明 以下积分

(a) 1 沪-1dx , (6) 1 产 lnm xdx 

[517] 

(m 是 自 然数） 对 p(当 X = O) 在 p ? Po > 0 范 围 内 一致收敛 ， 并且在 p > 0 范 围 内 并不一致收

敛

优函数 (a) xPo - 1 , (6) xPo - 1 1  lnm 
x i (对于 p ? po > 0 范 圉 内 ） 另 —方面 不管怎样取 刀 ＝ 常

8) 类似地 ， 证 明 以 下积分

/
TJ 

xp-1 dx = 产 ----, oo, 当p 一 0
, 0 p 

/
1 

xp- l  ( 1  - x)q-1 dx 。
对 p(当 X = 0) 在 p ? Po > 0, 和对 q( 当 X = 1) 在 q ? qo > 0 是一致收敛

9) 证 明 以 下积分

1
1 

s:/ dx 

（当 X = O) 对 y 在 y � yo < 2 是— 致收敛 ， 并且在 y < 2 并不一致收敛

优函数 xY�- 1 (在 y � yo < 2 的情形） 其次 ， 固定了任意的 叮 > 0, 但让它如此小 ， 当 X � T)

时使
sin x 

＞ 
1 

X 
,,- 2 ;  则

IT/ 二dx > �
TJ dx 1 1 

。 叩 2
1 二

=
2 2 - y 

T/2-y -----> oo, 当y 一 2

10) 证明 以下积分

/\1 + x + 沪 + x3 + . . .  + xn-i ) p dx 
. 0 X 

对 n(n = 1 , 2 , 3, · • · ) —致收敛 （在 x = O 时也在 x = l 时）

因 为 l + x + 沪 + n- 1 1 1 
十 X < -— ， 所 以 函数 ——- 1 

l — X ］ 
产 可 以作优 函数 ， 它在区间 [O, 1 

- X X 

内 是可积的

l 
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1 1) 直接证明以下积分

1
1 

( ::; :2
2

） 2 
dx 

的收敛性（在 X= 0) 对变呈 y 在区间 [O, 月 内并不是一致的
对于任意一个 T) = 常址 ， 我们有

－ － －， 倘使 y 一 o.IT/ 矿 —x2
dx = 

x x=TJ = TJ 1 

。 ( x2+ y平 卢 + y2 
x=O T/2 + y2 T) 

1 2) 同样也对于以下积分

J

l 8x3y — 8xy3 

。 口 + y宁
dx . 

证明其收敛对变凰 y 的不—致性 ， 这儿积分

当 y= 叮 时变成 — 一．1 

13) 证明 以下积分

/7) = — 4矿y
。 （沪 + y平

1
= 

e-xy COS x 
dx ( 0  <a< 1 )  

xa 

· 577 · 

对 y 在 y � O 是一致收敛的（在x =O 时， 也在 X = 00 时）
1 对千 X= 0 ,  由于优函数 — 的存在这是明显的， 而对于 X = 00 则可从以下积分[ 476 ]xa 

1
= 

cos x 
dx 。 xa 

的收敛性， 连系到 515 目中最后的汪意而推得

1 4) 设函数 J( t) 在 t > 0时是连续的 如 果积分

1
=

门( t) d t。
在入= a 与入= f3( a < (3) 时是收敛的，则它在介千 a 与,6 间所有的入值 时也是收敛的 ， 而 且

对 入（ 在 t =O 时 ， 亦在 t= CX) 时 ） 一致收敛

证明 积分 J。 : t°'f( t)d t 是收敛的， 而 t入一。 对于入 � a 的值是 t 的单调函数 ， 并以 1 为界

因 此积分

［ 门( t) d t = 1
1

尸 t°'f( t) d t

对于所说及的入值一致收敛（当 t= 0). 类似的可以看出以下的积分

1
=

门( t) d t = 1
= 

t入 一f3 · tf3f ( t) d t , 

对于入 在入 :c;; (3 时—致收敛 （当 t= oo) 
15) 证明以下积分 /oo 

cos xy dx ( 0  < a < 1) 。 xa 
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对 y 在 Y � Yo > 0是—致收敛的，但在以下情形它的一致性是破坏 了 ， 如果变量 y 仅 由不等式

y > 0来限定

关于所言的第—部分可 以利用 515 目 30 中（ 参看 40 ) 的法则 ， 因 为对于任意的 A �O 与

y � y。
JA 

cos xy d x = sin Ay 冬 上。 Y Yo 

1 
并且函数 — 单调递减，当 X -----> CX) 它趋于零

xa 
应该注意的， 也可直接考 虑 以 下表达式

1= 
co:a

xy 
dx = ya-! 1

= 
co:a 

z 
d z 

A Ay 

1 
断言的第二部分是 可这样推得的 ， 就是这个表达式 吁 A= - 与 y 一 0 成为无穷的上增

y 
［容易看出当 x=O时 ， 积分对 y 在变量 y 的任总范 围 内是一致收敛的 ］
16)证明积分

1= x sin (3x 
卢 + x

2 dx, ( a, (3 > 0 )  

对 f3 在 /3 ?: /3o > 0 时是一致收敛的
这可从 515 目 30 推得 事实上 ， 对于 /3 ?: /Jo '  

另 一方面表达式

!
A 

sin (3x dx = 1 -cos A(3 2 
(3 

乓 — .。 f3o

X 
正 + x2 '

并不包含 (3, 跟着x 的增加而递减（ 至少对于x 多 o:), 并且当 X --> +oo时趋于 0

§3 .  积分一致收敛性的应用

51 8. 在积分号下的极 限过程 现在让我们 主要的来研究关于无穷区间 上的积

分在积分号下取极限的 问题 第 506 目 中的定理1不能推展到现在这个情形， 纵使

在完全 的无穷区间 内 ， 当 Y -t Yo 时 函 数 f(x , y )一致趋 向 于极限 函 数 r_p(X} , 积分号下

的极限过程仍是不容许的

试举例来 说 考虑函 数( n = l ,2 , 3 , · · · )

｛ 儿(x )� 卢三 (x > 0 ), 

儿(0 )= 0 .  

用 寻常微分法容易弄清这 函 数当 x=� 时达到最 大值 ， 并且等于 三-¾ 因3 石
为当 n 一oo 时，这个值 趋于零， 因 此很 明显 函 数 儿(x ) 当 n 一oo 时在完全区间
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[O, +oo) 内 一 致趋于 rp(x) = 0 , 然 而积分

Joo
儿(x)dx = 1 。

当 n ---+ oo, 并不趋于零
关于容许极限过程的充分条件给出 以 下 的定理

定理 1 设函数 f(x, y) 当 y 在 Y 范 围 上 时 ， 对 于任一 个 A > a 它都是在 区 间
[a, A] 上对 x 为 可积 的 （在通常 意 义 下） ， 并且在每一个 这样的 区 间—上， 当 y 一 Yo 时，
函数 f(x, y) 柱 x 一 致趋于极 限西塾立屯丿 再若积分

I(y) = /
00 

J (x, y)dx 
, a 

� 一
．

旦业色义--=11 勹芞旦丛 则 有公式

像从前一样 ， 设

00 
归。 1 J(x, y)dx = 100 

r_p(x)dx 

F(A, y) = !A 
f (x , y)dx . 

a 

因为这个积分适合第 506 目 中定理 1 的条件， 所 以

另 一方面显然

A 

归。 F(A, y) = J f(x)dx 
a 

00 
}�m00 F(A, y) = J f (x, y)dx,  

a 

(1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

而且按照假定 ） 这儿函数 F(A, y) 的趋于它的极限对 y 是一 致 的 在这个情形下 ， 我
们有权利援引 505 目 中关于极限过程互换的一般定理， 并且断定累次极限 的存在和
相等 这样 就直接引 到 了公式 (2)

由此运用广义迪尼定理 [504,4° ] 可 以得到这样 的

推论＠ 设非 负 的 函数 f(x, y) 对 x 在 区 间 [a, +oo) 内 是生兰的 ， 并且跟着 y 的
增加 而 增迎， 趋于极限函数 rp (x) , 而 rp (x) 也在所说的 区 间 内 是生兰兰., 则 从积 分

/
00 

rp(x)dx 
a 

(6) 

©我们这里假定所有 的 Y < Yo 



· 580 · 第十四章 依赖千参数的积分 [518] 

的 存在， 可推得积 分 ( 1 ) 的 存在 （ 当 所有 的 y 在 y 上） ， 也可得 出 公式 (2) 的 成 立 ．

按所提及的定理 ， 在所说到 的条件下， 函数 J(x, y) 的趋于 rp(x) 对 x 在任意的
有 限 区 间 内将是一致的 再 由 第 474 目 的定理 ， 因 为

J (x, y) � rp(x) , 

所 以积分 ( 1 ) 存在 ， 函数 rp(x) 同 时也起了优函数的作用 [515] , 保证了积分 (1) 对 y
的一致收敛性 这样对于要应用 以上定理的所有 的条件都遵守 了

读者容易证实 关 于极限函数的积分 (6) 的 存在 的假定可以 在 这儿被有 限的极限

Jim /
00 

J(x, y)dx 
y一Yo

的 存在 的 假定来代替－ 由 此可 以推得积分 (6) 的存在 ， 以 及公式 (2) 的成立
在 同 样一 系 列 的想法 中 ． 可以得到 510 目 中对于有 限 区 间 的定理 1 * 的一些

推广

定理 1' 设函数 f(x, y) (y 在 Y 上） 在 区 1司 [a, b — TJ] 上是可积的 （在通常 意 义
下 ） ， 对任 意 T/ > O(但 < b — a) , 并在每一 个这样的 区 间 上 当 Y -----> Yo 时对 x 一致趋于
极限函数 r_p(X) ' 再若积分

j
b 
f (x ,  y)dx 

a 

（ 当 X = b) 对 y 在 Y 上一致收敛， 则 有公式

芦 1
b
f (x , y)dx = f. b rp(x)dx 

证明是与从前所叙述 的没有什么不同 的地方 ， 在这个情形下也容易把推论推广
最后， 区 间 上任意其他的点也可能起 b 点所起的作用 ， 并且 区 间 上这样相似的

点可 以有几个
像以上一样， 在积分号下取极限过程常常是适合于函数序列 ｛儿(x) } 从序列变

为尤穷级数 ， 这样可 以得到关于函数级数逐项积分的新的定理
例如， 试看推论可 以取得出 什么形状
设级数 00 L Un (x) 

n= l 

的 项是正的， 在 x 诊 a(或在 a � x < b) 中是连续 的 函数 ， 且对于这些 x 值这级数有
一 个连 续 的 和 函数 <p(x) 如果函数 叭x) 在 区 间 [a, +oo] (或 [a, bl ) 上是可积 的 ， 则 在
这个 区 间 上这个级数可以逐项积分这里 同 以上一样 ）代替级数和 的 可积性， 可 以假定
积分级数 ． ．． ，  

�loo
厮 (x)dx 三Lb

un (x)dx] 
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的收敛性

很显然这样的断言在以下的情形中仍是有 效的 ， 就 是当级数的所有 项都是负的 ：

这里 只 需变号就 可把 它 引 到 以上的结论

519 . 例题 1)借助于级数的展开 ， 计算积分

(a) 1
1 In(\

— x) 
dx, (6) 1

1 

l
!�

x
x 

d x  

解 a)把被积函数展开为级数

ln(l—x) X X 
= — 1— — — — — — — . . . ) 

2 3 4 
其中所有的项都是负 的 在 X= 1 附近，—致收敛 性是破坏 了 对千级数的和， 这一点 X= l 是
奇点，然而在区间[O , 1] 上 ，这个和是可积的 应用上 目中最后的命题，逐项积分，得

/
1 ln(l -x) CX) 1 1 

o x 
dx = —

笘 』 xn-l dx = —
� �

= —
了

[440, (4) ] 
6)用代换x =l — z 可以把第二个积分引 到 第一式 ，然而为 了作练习计，重新用 展开1— X 

为 级数来计算
00 

In x 
1 - x 

＝ 汇 沪lnx;
n=O 

这儿所有的项都是 负 的 这次在附近 x=O 及 X= 1 两点， 一致收敛 性是破坏了 ， 但是分别来取
区间 例如， [o, 2] 及 甘 ， 1] , 则以前所提到的命题还是可用的． 最后

f
l

二dx = 文 /
1

沪 Inxdx = — 立!_ = -亡
1— X n2 6 

n=O n=I 

2) a)由
、、
丿，

 
2
 

，
 
1

 
，

 
。＿＿

 
n
 

（
 

，
 

x
 

d
 

九2
 x

 

1
 l

 
＿＿

 1
 

1
+
 

n
 

2
 

计算级数的和
1 1 1 1 1 CY = l + 3

— 5 — 1 + 9 十 订
—

解 我们有
CX) 1 

｀二(—l)n I (x4n + x4n+2)dx 
n=O 。

= /
1 

dx产 (—l)nx气1+ x2) = /
1 

1 + x2 

dx = 三。 l + 丑 4
n=O 。

虽然这个级数和没有什么特别，但是在附近 X= l 点时一致收敛 性是破坏了，然而因为对千

级数的部分和有
n-1 

1土x4n l + x2 

0 :( 汇 (-ltx气1+ x2) = (1 + x2) :( 2 :( 4 l + 丑 1 + x4 。



· 582 · 第十 四章 依赖于参数的 积分 [519] 

所以这个常撞就 起了优函数的作用 并且这个和的积分是 （在 X= l时）对 n —致收敛的这些

事实证明了可以引用逐项积分法 （定理l') .

( 6) 同样地， 证明
1 1 1 1 1r l+ 迈

1 飞 勹 飞 飞 - . . . = 4 . 
2 

3) 由以下公式
1 1 

p(p + 1) .. . (p + n) 
= � 1 (l—x)气p-1 dx,

计算级数的和

｀
�

｀
�

）
 

a

6

B
 

（

（

（

 

1 1 1 
1 - 2 - 3 十 了言 十 三飞 ＋

1 1 1 
＋ ＋ ． 

2 · 3 · 4  4 . 5 . 5 6 · 7 · 8  十
． ．

1 
+ 1 + 

1 
+ 

1 - 2 - 3 - 4 4 . 5 . 5 . 7 7 · 8 · 9 · 10 

答案

, 1'

, _,
 

a

6

 

（

（

 但）

4) 计算欧拉积分：

( a) I = 1
= 

xa-1 
dx 。 l+ x 

巴
6

1
嘉2

 

＋
 

3
 

'

,

n
 

1
-2

2

! 

-

ln

1
-

4
 

2

-

－
 

ln

3
-4

1
-6
 

=

＝

＝

 

x

x

x

 

d

d

d

 

2

2

3

 

)
2

)
2
`
�
3

 

x
x

x
x

x
x

 

－
－
－
－
－
－

 

1
1

1
1

1
1

 

(

（

＇,l̀
 

1

1

1

 

l
l
l

 

1
-
2

1-
2

1-
6
 

(O<a< l) , ( 6) K = I 00 xa-1 — Xb-1 
dx 。 1- x 

(a,b > 0) 

解 a) 分开积分为两部分

I = 1
1

十 1
=

= Ii + h ,  

把它们分别计算
在 O < x<l我们有级数的展开式

00 
X 

a-1 

—-= 汇 ( —l) "xa+ v-1 
l+ x ) 

v=O 

它只在O< E: ( x ,(l— c' < 1 内一致收敛 但部分和有优函数
九 一1

0( 汇 ( —l) "xa+v-1 = 
xa - I [l - ( —x)勹 < x  a-1 

v=O 

在 [O ,l]中是可积的， 所 以它的积分是一致收敛 （在 X=O 亦在 X= 1) , 按定理l' 逐项积分得到

Ir = � 1
1

( -lfxa+v-l dx= � 勹:
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1 
由 x = - 的代换 ， 积分 h 化 到 以 下 的形状

h =  1
1 二dx = 1

1 x(
� :�- i dx 

应用 以上所得到 的展开式 ， 求得

这样

00 
(—1) "  h = 汇 a — U 

v= l 

l = l卢 h = � + t(—1) " (上 + a � J  

我们知道这个表达式 ［参看 441,9) ] 是 函 数 T 展开 的部分分式 因此
sm 九- a

1

= xa- l 
dx = Jr 

, O 1 + x sin 1ra 

(6) 像 以上一样分开积分为两部分 ， 并在第二部分用 同样 的代换 ， 我们得到

K = 1
1 

xa-1 - x-a 
dx — /

1 Xb- 1 — x -b dx = K1 — K产。 1 — X 。 1 — X 

很显然 ， 只需找出 瓦 就够了 ． 如像刚讲过的一样， 把被积函数展开为级数我们得到

1 00 1 1 
瓦 = ; 飞 C + v 十 三

但 [441 ,9) 我们知道这是函数 1rctg1ra 的部分分式展开式 所 以

1
= xa-1 — xb- l dx = 1r(ctg立 — ctg动）。 1 - x 

5) 求 以 下积分的值 ( lr l < 1) 

(a) Ji = 
1

= l — r cos f]x 
2 dx, 

' 0 ( 1  + x芍 (1 — 2r cos f]x + r ) 

(6) h = 1
= ln( l — 2r cos (]x + r2 ) dx , 。 1 + x2 

这儿在两个情形 中都把积分

1
= cos kx dx = 卫 e-k (k > O) 。 1 + x2 2 

当作已知 的 ［参看 522,4°
) 也参看 523,9)]

解 (a) 由 展开式
00 1 — r cos (3x ＝ 汇 产 cos vf3产 ；

1 — 2r cos (3x + r2 
v=O 

©在 x = l 时两个积分都没有奇点 ， 奇点是在 X = O; 但积分存在
©它从 440 目 中 10) 及 1 1) 的展开式很容易得到

· 583 · 
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乘上
1 

1 + x2' 再求逐项积分， 得

Ii=立 1
=

c
;s;!: dx 

v=O 。
因 为开始的级数 乘上分式因子 了：芦 甚至千在整个尤穷区间上对x 是一致收敛的 ，

它的部分和有优函数的形状如 e 所以逐项积分法是可用的 （定理 1)
l + 沪

＇

倘使现在利用所说的积分数值 ， 则最后得到

00 
Ii=% 又 广e-v/3= % . 

l— �e-/3 = % · e/: r 。
(6)提示 从以下展开武[ 461 ,6)( 6)]开始

00 
I/ 

ln(l— 2 r  cos f]x + 占 = -2 区 二cos vf]x 
I/ 

解答 h=们n( l — re-13)

6)展开 积分（ 拉普拉斯）

v = l  

( a) /
00 

e-x
2 

c os 2 bx dx , ( 6) 1
= 

e-x2 
ch 2bx dx , ( B) 1

= 

e-x
2 

sin 2 bx dx 

成 为 b ( b > 0)的幕级数 这儿在所有的清形 中把以下的积分视 为已知的[ 49 2 ,2 ° ]:

1
= 

e -x2 
dx = ii_ 

2 

(a)解 利用余弦函数的已知 展开式 ， 并由逐项积分得到

1
=

了x
2
cos 2 bx dx = /00 

e-x
2 产 (— lt (2bx)2v

0 0 (2 v )1 
dx 

v=O 

=t
( —l

l;; 尸 1
=

e气2
产 dx

以上级数在任意区间[O , A]上的—致收敛性是很显然 的，他的部分和有 一优函数

e -x
2 产 (2 bx)"

(2 v)! 
=e 心2

ch 2bx 
v=O 

它在 0 到 oo 是可积的这就证明 了可以逐项积分．

剩下还须确定积分 .fo
= e -x

2 
x2v dx = I,_, 由分部积分， 很容易推得以下的递推公式

2 v — 1 ( 2 v — 1) ! ! 
Iv= lv-1 , 由 此 I,_, =

2 2 v+1 ,Jn. 
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将这个结果代入以前所获得的展开式中 ， 最后得到

( 6)解答

/
00 

e -x
2 
cos 2bxdx = 五 ＋ 产 ( — 1) 气2b产 (2 v — 1) ! ! 五

。 2 (2 v )! 2 " 2 
v � l  

了 { 1 +t ( —
�:)勹 ＝ 亨 e- b2 G)

《 沪- e  
2 

( B) 相似的可得出 展开式

1
= 

e-x
2 

sin 2bxdx = b产
(2 v � 1) ! ' ( -2b2) "-1

v = l 

· 585 · 

但是这次它并不变成 “有限型” 的公式 此后 ， 用另外的方法我们 将 阐 明 一个新的 （非初等的）函

数的性质 ， 这个函数对千我们的积分的表达式是必晶的[ 523,5) ( 5)]
7) 求积分

( k  = l, 2 ,  3, · · · ) 之值
解 展开

为级数 ， 我们得乱正妇级数

00 2k-l 
h= I e: —l 

dx 。

1 e -2,rx 

e沪x — 1 1 — e-2元E

:x二

X 2k -l 

产工 — 1 = 叉x坏 - l - e-2n1r工

n=l 

这个级数在任意区间[TJ, A ](O < T/ < A < + oo) 上是一致收敛的因 为级数的和在区间[O , oo ] 内

为可积的 ，所以 逐项积分是容许的©

h= t 1
= 

x社 1 e- 2nndx= t %:�
);�

! 
= (言2�

) ! 了古
回想到第k 个伯努里数 Bk 有 以下的表达式

Bk= 
2 - (2k) ! CX) 1 
（加）2k 区 了

n=l 

[ 449 ]最后 ， 得出
Bk 

h= — . 
4k 

＠ 我们利用以下很明 显的变换

(2v) ' =  (2v) ' ! (2v — l ) ' !  = 2勹1! (2v - 1 ) " 

©我们在这儿 （也在 以后的问题中） 由于分别取区间， 例如 [l , +oo ]及[O, l ], 直接利用 了 上 目中
的定理 1 与定理 11
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8 ) 求以下积分（勒让德）的表达式

( a) 1
= sinmx 

。 e2亡 - 1 dx , ( 6) 1
= 

sin mx 

。 2,rx + 1 
dx. ( m  > 0) e 

解 ( a)展开式 00 s inmx = 叉 e-2
吓x s inmx 

e2吐 — 1
v=I 

也在任意区间[ 77, A ]上—致收敛， 它的部分和有优函数 e:��工

m
—
x

i ' 所 以容许逐项积分

/00 sinmx 00 00 
。 产工 — l dx= 笘 J e -2,rvx sin mx dx 。

= t 忙 ＋勹v罕 = ½ cm l

— 1 — 卢 ＋ 扛 ＝ 』 ：： �� — 卢
( 6)相似的得出（利用同样的优函数）

1
= sin mx dx = 产（ — ir- 1

m 2 +: 沪7r2 = 卢
—

; 砉 —\一 号
＠

。 e抎x + l
v = l  

[519] 

附注 这是很自然的也可用 sin mx 展开为级数的方法来寻求所论的积分的值 例如 ， 在 (a)
的情形下 ， 我们得到 —个积分， 曾 在 7) 内考 虑过的 ， 但是为 了要求结果 成为 “有限形状”

， 所 以利

用 已知 展开式
1 1 1 00 

k-1 Bk 2k-l 

e"' - 1 勹； + 2 = 区(— 1) 如 m

k=l 

[ 449 ]等等 ． 但是这个方法有一个 主要的缺点 － 它需要假定 m < 21r, 可是结果却是对千任意
一个 m 都是正确的．

9 )如果在以下初等公式中［参看 49 2 ,2 ° ]

设 x= 二＿，则获得
五

1
= dx 

= (
2 n  - 3) ! ! � 。 ( 1  + x2 )n ( 2n —2 )! !  2 

1
= d z  ( 2 n — 3)! !  

（ 
五 · 巴 ·

z2 n = 
( 2 n — 2 )! ! 2 三）

函数
1 

2 n , 随 n 的增加而单调减少，趋于 极限 e_z2
应用第 518 目 的推论（它对于

(1 + 勹
单调递减函数是有效的）这儿当 n --+ oo在积分 号下可以取其 极限．如果为 了确定右部的 极限， 利

用沃利斯公式 [317] 则最后得到结果如下

r ,-•'d,
� !'� r (1 :f r � 享

＠这些结果可以从函数 cth 无 与—-[441 , 10) ]的展开为部分分式得出
shx 
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［参看 49 2 ,2 ° ].
10) 已知费耶积分[309 ,5)( 6)]

¾ /号 c
i� nz

)
2 

d z = 巴。 sm z 2 

如果设 Z=芒，它可 以写 成以下的形状
n 

X 2 厂
(

8inx
f 厂）

dx = 巴
· o x (sin� f  2 

当 n � oo 时 ， 这儿 极限的过程 由于以下的清况稍有 困难，就是非但被积函数而且积分的上限都

依韵于参数 n

但设
X 2 

儿 ( x) � (二）' (二） 对于 O ¼ x ( n · �
n 

并

则积分可 以写成

儿 (x)= 0, 对于其他x 的值 ，

;

=

儿 (x)dx = � 。 2 (7) 

气 喟 寻 对 十任何 J.," > 0 都有

smx 2 二儿 (x) = 勹－） ，
这儿在任意的有限的区间[O, A ]上， 函数 儿(x) 的趋千极限是一致的 ．另一方面已知对于O< z �
九

一

2 
smz 2 — 多 一

z 1r ' 

所 以对千 O < x � n—九
一

2 ' 

儿 (x)� 尸)
2

三X 4 ' 
九

一

这个不等式在 X> n- 时更加 成立 因 为这时 儿 (x)= 0. 
2 

应用 518 目 中的定理 1, 在等式 ( 7 ) 内当 n 一 oo 可以在积分号下取 极限，我们得到以下的
结果

1
= 

(
sinx

) 
2 
dx ='I!._ 

. 0 X 2 

［参看 49 4 ,4) ;497,15) ].

11)同样的其他例子 ， 已 知［参看 44 0,10) ]积分

/
" cos mx 产

1 
dx = 1r —2 rcosx + r 2 1— r2 ' 
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h 
此处 m 是自然数， 旧 < 1, 设 X= 三 ，且 r = l— —（ 这儿 h > O); 假定 m > h 则得到m m 

厂 cos zd z 

0 胪 + 2m2 (1 — CO S 臼 ( 1 —
卢）

一厂 z 2 

h' + z' c
in

产 ） U — 飞
环

c os zd z 

） 
� (1 —

曰）
m

2 h 
2 — 一

若取 “积分 号下“ 当 m ---> oo 时的 极限， 而不管积分上限跟着 m 无限地增加这一事实，我们

就得到：

1
= 

cos z d z = 二-h
。 胪 + z2 2 h  

但这样做对不对呢？ 需设法来证实其适合 极限过程的根据

这儿引进函数

儿 (z )= c os z 
z 2 

胪 H' I 勹） U —
卢）

当0 � z � m1r,

千是我们所讨论的等式的左部可 以写 成

很显然

1
=

丘 ( z )d z .。
c os z 

Jim 儿 (z )= 
=-= 胪 + z2 , 

丘 ( z)= 0 . 当 z > m7r . 

这里在有限的区 间 内这个趋向是一致的 最后 如果 mo > h 并只考虑 m? mo 的值 则下列 函

数

4 庐 ＋ 产 (1 — —h 
m。 )

可 用 为优函数 ， 剩下只需引证 518 目 中定理 1的叙述

12 )在例 10)与 11 ) 中强调了给出取 极限根据的必要 性，下述与此类似的例子也强询 了这点，

在这个例子 中不能给出这样的根据， 无法支持取 极 限的根据的结果是靠不住的

考虑积分

儿 ＝ ［ 忙 :x2 dx; 

若 由此着手， 如前述各例那样令 n ---> oo 则得

lim In = /00 
0· dx = 0. 

实 际上（ 借助于变掀变换容易证实 ） 积分为常值 — '
九

一

以下再引进两个并不是 陈旧的例子，并且在其他方面像我们所看到的 ， 它们还是有趣味的
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13) 试由 巳 知积分

§3. 积分一致收敛性的应用

1
= sin t dt  = 芒。 t 2 

［参看 492,3° ;494,5) ]计算 以下积分 （这儿 a 是任意的数）

［参看 478,S) (a)]
很方便的引 进复变数

则 [457(6)]

展开级数得

I =  /00 
ea cos x sin(a sin x) 臼。 X 

z = a(cos x + i sin x ) ;  

ez = ea cos x [cos(a sin x) + i sin(a sin x) ]  

l + 汇
．

气a cos nx + i sm nx) 
叫

．

n=l 
使虚数部分相等， 我们得 出 积分号下 的第一个因子的展开式

由 此得出

CX) an 

ea cos x sin(a sin x) = 文 — sin nx, 
n! 

n=l 

I =  !00f 尸 sin nx dx 。 叫 xn=l 
如果这儿可 以运用逐项积分 我们立刻得到

I = 产 勹00 sin nx dx = 芒 OO 亡 ＝ 卫 (ea — 1)n! X 
n=l  。 2 区 n! 2 

n=l 

但在给定条件下要证实这是可 以 的 ， 那就需要特别考虑．
因为在积分号下 的级数是 以常数项级数

af � 
v=O 

为它 的优函数 ， 所 以在 有 限 的 区 间 [O, A] 上 可 以 逐项积分

· 589 · 

1
A 

t � si\ nx dx = t � 1
A si\ nx dx = t � 1

nA si: 
t dt.  (S) 

还需在 A 一 oo 时取极 限 但不难看 出 ， 由 千积分 Joo sin t to sin t 
o t 

dt 的存在， 积分 J。 tdt 在所
有 的值 t。 � o 是—致有界的．

1
to si

; 
t dt ( L. 

所 以级数 (8) 它的各项依赖千变扯 A, 是 以 常数级数

L 产 勹n=l 
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为它的优函数， 因 此对千 A 是 一 致收敛的 在这清形下，按 已知定理[ 433] 可 以在 A 一 oo 时取
其 极限，这样得以完 成证

14)同类的其他的例子 设级数
00 区an= s 

n=O 

是收敛的 ， 且对于 X?, 0, 令

g( x )  = 文 X n 

an -· 
n! , 

n=O 

这个级数也是收敛的 ， 而且在有限的区间 [O ,A ]上对千x是一致收敛的 ［按照 阿贝 尔－狄利克雷判

别法 ， 参看 430], 因为这个因子 — － 至少对于 n > A 时跟着 n 的增加而减少 。
n! 

然后证明

1
=

尸g( x)d x= s. 。
如果逐项积分， 我们立刻得出这个结果

( 9) 

1
= 

e-x � 妇 �dx= � 翠 1
=

e-x 沪dx= �an= s 

因为 fo00 尸 沪dx= 州[ 48 9 ,4)], 现在 回来证实这是对的

只 在有限的区间上 ， 逐项积分是容许的

1
A

e-x �an · � dx= 产n · � 1
A

e-x沪 dx ( 10) 

用分部积分， 容易证明

A A 

卢 J 尸 沪dx<
( n � l )! /  e-x.x正1 dx< 1 , 

0 0 

所以这个 因子

x,
 

d
 

n
 x

 

A
 

l
 

1-
ni
 

依赖于 A 及 n , 是随着 n 的增加（ 在A = 常量）而单调的减少， 以致保持了一致的有界 在这样
条件下 （只按刚提出的判别法）在 ( 10)式右边的级数是对于 A 一致收敛的 ， 也就是在 A _,oo时

可 以逐项取其极限等等 ．
以下我们证明两个应用的例子 ， 他们是从漂亮的公式 ( 9 )得来的 ．

( a)考虑所谓积分正 弦

00 3 — s i x = J s i
; 

t d t  = ; —x+ 点 — 盖 + .. . ' CD 
辽：

© 以 上的展开式是容易导出的，只需写

—six= 1
= 

sint dt -。 t 『 � dt ,。 t 

而且在第二个积分内把正 弦用它的级数展开式去代替 ， 然后再逐项积分
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这级数是从级数

按照 g( x) 的方式组 成的

照公式 ( 9) 即得

l 00 

§3. 积分一致收敛性的 应用

rr 1 1 
- - 1+ 0 + - + o - - + · · ·  
2 3 5 

-x . 穴．
e s1xdx = - - ( 1  

1 1  7r 7r  1r 
2 - 3 + 5 一 · · · ) =

2
- 4 = 4

( 6) 另外一个有趣的函数 零附标的贝 塞 尔 函 数 Jo( x) 有它的展开武[ 4 4 1, 4) , 5)]

X 2v 
Jo( x)= l + 区( - 1) " 产 2 江 ＇

V=l 

它的组 成是按照 g( x) 型的 ， 如果令

然后 由 (9)

切= 1 , 心V = (— 1 )  v ( 2 v � l) ! ! 
2 v ! ! ' a加 - 1 = 0. 

1
=

尸 Jo( x)dx = 立 -l)'-'
( 2 v - 1) ! ! = 上

加！ 迈 ＇

v=O 

· 5 9 1 · 

最后的结果是这样得到 的 就是借助于函数 展开 为二项式级数 [ 4 07,(2 4) ] , 且令X= l .  
厂

附注 我11'1来 芹飞楚未 后这两个例子 里所应用的推论方法的特殊性 是有益处的 同其他

的关于在无穷区间 内 级数的逐项积分的例子相 比较

如果回 到关于无穷限的积分 号下[ 518 ] 极限过程的一般 问 题，则它就相等于对某二元函数

F( A , y) 的两个累次 极限的存在与相等问题 ［参看 ( 3)] 按照 505 目中的一般定理，在这清形下其

充分条件是 在两个简单 极限存在时 函 数 的一 致趋向 于 ( 4) 式 或 (5) 式 中的一 个 ， 而 其

趋向 于那一个反正是一样的 ． 寻常我们假设这样的一致性 是对 极 限 (5) 而说的，这个就对应着无穷
限 “积分的一致收敛性” 但是如果替代 以 函 数 F 的一致近似 于极限 (4) , 这样的结论也是 完全有
效 的 ！

在级数 汇尸 匹( x) 具有部分和 儿( x) 的情形下 ， 或 者可 以证明函数

凡( A) = I
A

儿( x)dx

（对 n)当 A --, oo 时一致近似 于 极限 fa00 儿( x)dx , 也就是这个积分的一致收敛性 ， 那是我们常

常这样做的， 或 者也可 以证实所说的函数 （对 A)当 n --, oo时一致近似 于 极限 faoo cp( x)dx, 也

就是级数

t 1

A

匹( x)dx = 1
A 

cp( x)d x  

（对 A) 的一致收敛性， 那对我们于在 13) 和 14) 两例 内更 为方便
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520. 含参数的积分的连续性与可微性 让我们首先把 506 目 定理 2 与 507 目
中 的定理 3 转移到在无穷 区间 的情形

定理 2 设函数 J(x, y) 定 义 于 x 的 值在 x 诊 a, y 的值在 区 ）司 [c, d] 上， 并在此
定 义 范 围 里 （作 为 一个二元 函数） 是连续 的 若积分

I(y) = /00 
f (x, y)dx ( 1 ) 

对 y 在 区 ）司 [a, b] 上是一致收敛， 则 它在 这 区 间 上表示着一个参数 y 的连 续 函数
这是定理 l 的推论 事实上像我们在 506 目 中所看到 的 ， 当变量 x 在任意有限

区 间 [a, A] 上， 则 函数 f(x, y) 当 Y _, Yo 时 （此处 Yo 是 y 的任意一个特殊值） 对 x
一致趋千极限 函数 J(x, Yo) ,  千是按照定理 1 , 在积分 (1 ) 内 可 以在积分号下取极 限

扂。 I(y) = 扂。 100
f(x, y)dx = 100 

f (x, Yo)dx = !(yo ) ,  

这就证明 了我们 的断言 ，
在 485 目 我们叙述把 “广义值＂ 赋予发散积分的两个方法时， 留 下 了这样一个问题 即第二

个方法的正则性 借助于刚才证明 的定理 现在我们有能力来解决这个问题 ， 若积分 J000 f(x)dx 
收敛 ， 则 积分 fooo e- k勹 (x)dx 对 千参数 k ? 0 是一致收敛的［参看 515 目 未尾 的 附注］ ， 因
此 至少在 f位） 连续的情形下 积分对 k ? 0 是参数 K 的连续函数 特别地 ， 我们
有

归。 J
oo

e一勹(x)dx = /00 
f(x)dx 

于是收敛积分的值与其 “广义值” 重合， 这就是所提到 的正则性

附注 如果函数 J(x, y) 是非负 的 即在 f(x, y) 诊 0 的情形下 ， 则我们得出 一个
在某种意义上 的 逆定理把积分 (1 ) 作 为 参数的 函数， 可 以 从 它 的 连续性推 出 它 的 收
敛性是一 致的 ．

在这情形下， 当 A 增加时，y 的连续 函数

F(A, y) = /

A 

f(x, y)dx (3) 

也在增加 所以 （按照 504,4° 中 迪尼推广定理） 它对 y 一致趋 向 千极限 (1) 定理得
以证明

定理 3 设函数 f (x, y) 定 义 于 x 的 值在 x 诊 a; y 的 值在 区 1司 [c, d] 上， 并在此
定 义 范 围 里是连续 的 ； 而 且设导数 函数 f从(x , y) 对 于 两 个 变数在所说的 范 围 内 是连
续 的 ， 再假定积分 (1) 对于 [c, d] 上所有的 y 值存在 ， 并且积分

J
oo

心 (x, y)dx
a 

( 1 1 )  
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非但存在 ， 而且对于 y在这个 区 间 上是 一致收敛 ， 则 对于 [c, d] 中的任意一个 y 得 出
公式©

I'(y) = 1
=

片(x, y)dx.
a 

取一个 特殊值 Y = Yo, 考虑比 数

l(yo + k
k

— l(yo) = 1= J(x, Yo + k
k 

-f (x, Yo) dx 

我们要 证明 对千参 数 K 一 0的极限过程在这 儿可容许在 积分 号下进行 ．

(12) 

在 507 目 中 我们 已 经看到 如 果 x 在 任竟的有限的区间[a, A] 上变化， 则 被 积

函数
f(x, Yo + k) -J(x, Yo) 

k 在 K 一 0 时 对千 x一致趋 向千极限函数f 从(x, Yo). 为 了

要 能够应用定 理 1,我们必须说明 积分(12) 对 k 是一 致收敛
由千积分(1 1) 一致收敛的 假定， 对千任何 s > O 可找出这样 一个 A。 � a,只要

A' > A >  A。， 可使

!

A'
片(x, y)dx < s 

对千所有的 y 值都 适合[514] 我们要 证明 ， 同时可 使

!
A'f(x, Yo + k) —f (x, Yo) 

k 

对于所有可能的 K 值都 适合
为 了这个 目的 （ 固定 A 及 A' )我们 考虑函数

• dx < s 

I <I>(y) = J(x, y)dx 

按 507 目定 理 3,它的 导 数 可 照莱布尼茨法则来计算

吓） = / 片(x, y)dx, 

且 由(13) 中(y)的 绝对值永小千 e 但下列 比值

归o + k) — <I>(yo) A' f(x, Yo + k) —J(x, Yo) 
k 

= L k 
dx, 

(13) 

(14) 

照拉格朗 日公式等于 心(Yo + 0k),其绝对值也小千 s,就 是说式(14) 是适合的因 此 ，

根据 514 目 中的 法则，可 以 推出 积分(12) 是一致 收敛性，定 理得证
容易得出 关于有限区间[a,b]的定理 2* 与3*[510]的 推广 ， 那只 需用点 x =b

代换点 比 = 00 来叙述 在这里的公式 和考虑 （这 种做法好像 从定 理 1 推到定 理 V的
过程）

© 此处按这个公式计算导数 ， 称 为莱布尼 茨 法则
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附注 在 陈述这里的理论时我们没有利用积分 和级数的联系，而 宁 可每处 陈述

一个观念 这个观念 － 一致趋于极 限 函数的观念 ， 事实上 是一切结论的根据． 然

而在另外情形中 根 据 已 经发展的 级数理论能够在论据上创立出形式上的 简化． 今试

给出定理 3 的新的证 明来作解释 （这里以上所提到 的简化是相 当 多的）

用以下级数[ 477]

I ( y )  = 产 /
An

J (x, y) dx ( An ---> oo) 
1 An-1 

来替换积分 I ( y) . 这级数 中的每项

酝 ( y)= /
An 

f(x, y)dx, 
A九 - 1

山 千 5 06 及 5 07 目 的定理2 及 3 , 是连续的而且有连续的导数

凶 ( y)= I蚽
几 (x, y)dx

A,,
_

, 

由这些导数所组 成的 级数对 y 在区间[c, d ]上是一致收敛的 这 可从积分 ( 1 1 )[ 51 4 ]的一致收敛

性推得 ．因 此根据级数 的逐项微分法定理[ 4 35 ]以下的导数 I' ( y) 存在 ，

I' ( y)=� 吟 ( y) = 文 /
An

片 ( x ,y) dx= 1
=

片 (x ,y )dx ,
1 An-1 

这就是所要求证的

用同样 的方法并联系 到函数级数理论 中相应的定理， 我们可得出定理 1[ 518 ]及 2[ 52 0]的证

明（并 同样得出下一 目 的定理4 的证明） 至于怎样实现这些证明 ， 让读者 自 己 作出 ，

521. 含参数的积分的积分法 首先证 明以 下定理·

定理 4 照 定理 2 中的假定，我们有以 下积分 公式

1
d 

I(y)d y  = 1
d 

d y  l
oo 

J (x, y )dx = l
oo 

dx 1
d 

f (x, y )d y . ( 1 5 )  

事实上 ， 按 508 目 定理 4 对于 任意有限的A诊 a, 以 下等式

1 d y  1
A 

J (x ,  y )dx = 1
A 

dx 1
d 

f (x, y )d y  

是正 确的 根据假定，函数 (3) 对 y 是连 续的，并当 A一oo时它对 y 一致趋 向千极

限( 1 ) 因 此 根据 506 目 定理 1 , 左面的积分可以与极 限过程A_,oo, 在积分号下

互换． 这就是

J�m00 l
d 

d y  1
A 

J (x , y )dx = l
d 

d y  1
00 

f (x ,  y )d x  
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而在这 种情形下右面的 积分 当 A --> oo 时其极限存在 ，这 也就是 说它与 积分

1
= 

dx l
d 
f (x, y)dy 

有 同一数 值这 正是 所要 求证的
如果利用关于定 理 2[520] 中的附注，则不 难 由此推出 以 下的

推论 在 非 负函数f(x, y) 情形下， 一 个 对 y 连续的积分 ，(1) 蕴含着公式(15).

这样 在 已知的 条件下 我们 建立了两个 积分 互 换的 法则 ， 其中只有一
个积分 推广到尤穷 区 间 另 一个 仍是有限的 ．

在许多情形下需要 按照 公式
00 00 00 00 h dy 1 f(x, y)dx = .l dx 1 J (x, y)dy (16) 

作两次无穷 限积分的 互换 ．要 证实这样的 互换常常是 复杂而费力的 事情 ． 读者在 以 下
可遇到许多这样的例题

积分

只就 狭窄的 一类情形 ， 按一般考虑来推证公式(16)

定理 5 若函数J(x, y) 定 义在 x 诊 a 及 y 诊 c 上并且在 那 里是 连续的 再假设

/
00 

f (x , y) dx 及 1
00

f (x, y)dy (17) 

在 任惫有限 区 间 上一致收敛 第 一 个积分 对 于 y, 而第 二个积分 对 于 X. 于是 如
果在 两 个二重积分

00 00 00 00 

1 dy 1 订(x, y)ldx, 1 dx 1 厅(x, y)ldy (18) 

中 至 少有一 个积分存在 ， 则(1 6) 中的二重积分 都存在而且相 等

假设积分(18) 中的 第 二个存在 由于积分 ftf dx的 一致收敛性 ， 根据以上定

理 对于任 何有限的 C > c, 我们有
C 

［ 气
00

J(x, y)dx = 1
00 

dx le 
J(x, y)dy 

还需证明 右面的 积分 当 C 一 oo 时 容许在 积分 号 下取极限 ， 因 而将有

1
= 

dy 1
= 

f(x, y)dx = 二le
dy 1

= 

f(x, y)dx 
c a c a 

勹堕� 1
00

dx l
e 
f(x, y)dy = 1

= 

dx J� l
e 
f(x, y)dy 

= 1
= 

dx 1
= 

f(x, y)dy 
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要 证实以上 所说的极限过 程， 需根据 518 目 中的定 理 1. X与 C的函数

l.

c 
f(x, y)dy, 

对千 x是 连续的 [506 目 ，定 理 2] , 当 C 一 oo 时它 对千 x 在 任何有限区间上一致趋
千极限函数

这函数的 积 分

对千 C是 一致收敛 ， 因为 由千

1
= 
f 位， y)dy .

C 

1
= 

dx le 
J(x, y)dy 

Jc 
f(x, y)dy � /

00 
If (x, y) l dy, 

它 以 积 分(18) 中的 第二式为 一个 优积 分 这样 定 理 l的 所有的 条件在这 儿都 满足 ，

所以我们的 断言也证实了 ．

在函数 不变号的情形下 ， 事情 比较 简单 例如 对千非 负 函 数 （限千这 种情形就

够了）我们有

推论 设 对 于 非 负 连 续函数J(x, y), 式(17) 中的 两 个积分是 连 续函数， 第
一 个积分是 y的连续函数 ， 第 二 个积分是 x的连 续函数 那 么 只 要 式(16) 中的
二重积分 中 有一 个存 在 则 其他一 个也存在 ， 而且与 第 一 个相等

按照定 理 2 及其附注， 很显然关千式(17) 中 积 分的 连续性的 假定 相 当 于要 求它
们的 一致收敛性 剩下的 只需应用以上的 应理，并 注意给定的 条件 lf(x, Y)I = f(x, y) 

本节的 命 题也可在有限区间 的情形下逐旬地描述· 这 儿只需把有限的奇点 x =b

替换奇点 X = oo;(如果必须的 话）并 以奇点 y = d 代换奇点 y = CX) 

522. 对千一些积分计算的应用 我们 应用以上 所陈述的 理论来计算一些重要

的 积 分
F 欧拉积 分

1
= xa-1 dx, 。 l + x

1
= xa-1 - xb- 1  dx, 。 1 - x 

(O < a < l) (O < a, b < l) 

由 496 目 ， 1 )的 结果， 立刻得出

loo X匠 1 dx
. o 芷 + 2x cos 0 + 1 

(0 < a <  l , —7r < 0 < 1r) 

1
= z2m 

dz = 工 l

。 1 + z2n 2n . 2m + 1 (m < n) . 
Sill 2n 'iT 
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若令 z = x点我们可求得当 a =
2m + 1 

时的 欧拉积分 中的 第一＾：
2n 

I 

J
oo 

X夸 - i
dx = 

1r 。 1 + X . 2m + 1 . 
sm 

2n 7r 

(19) 

要 由此对千任意 满足不等式 O < a < l的 a 值， 得出所要 求的 积分 值， 须要验证
这 积分 对千给定的 参 数 值是 a的 连续 函 数 ．

当 0 < X < +oo 及 0 < a <  1 时 ， 被积函 数 对千这 两个变量保持其连续性， 并且
当 x = O 时所考虑的 积分 对 a 诊 ao > 0 一致收敛， 并 当 X = 00 时对 a < a1 < 1 也
是一致收敛 ． 实际上分 开积分 J。°°为 两 部J。� + J广， 不难看出 积分

/
1 Xa0 -l 

dx 及 Joo X正 1

dx 。 l + x 1 l + x  

分别是优积分
应用定 理 2千积分 J厂， 也应用对于有限区间的相似定 理千积分 点， 即可看出

这 两个 积分 在 看作参 数的 函 数 时是连续的
2m + 1 

对千任意 值 a,0 < a <  1 ,  可以 借助千 (m 及 n为 自 然 数，m < n) 形 式的2n 
值来任意 接近它 当

2m + 1 _, a 2n ， 在 式(19)取极限过 程， 并利用已证得的 积分的 连
续性 最后我们 求得

1
= xa-1 

dx = . 'iT [参看 519, 4。 l + x sm 1ra ) ]  

完全相似地从 496 目 2) 及 3) 得出

J
oo xa-1 - xb-1 

dx = 1r(ctg a1r — ctg b1r) 。 1 — X

及

1
00 xa-1 dx =

'iT sin(l — a)0 。 x2 + 2x • cos 0 + l sin 0 •  sin 0:71' · 

20 积分
/

00 sin x dx 。 x

［参看 492,3°]

考虑积分
Jo = 1

= sin ax dx (a > 0) . 

借助千对参 数 a的导数 来计算积分的 值． 然而若直接应用莱布 尼 茨法则 ，这里就 引
到一个发散的 积分

/
00 

cos ax dx. 。
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因 此我们 引入一个 “收敛因 子' e-kx(k > 0), 然后开始求下列 积分

I =  J
oo 

e-kx sin ax 
dx (a ?: 0) 。 x

的值

[522] 

对于 1 在 积分 号下对 a取导数 是容许的，因为 定 理 3的 条件是满足的 被 积 函
数 及其对 a的 偏导数 在 X ;? 0 及 a ;? 0 连续， 且 由导数 结果而得出的 积分

/
00

尸 cos ax dx = k 
a2 + k2 ' 

对 a 一致收敛 因为 优积分 J。";° e-k兀 dx 并不包含 a

所以 对千 a � O

再对 a 求 积分 ， 得到

di k 
da a2 + k2 · 

a 
I =  arctg-. 

k 
（这里 引 进积分的 常 数 项是不 必要的，因为这个 表达式的 左右两 面 ） 当 a =O 时 ，都变

为 零）
这个 公式 是在 假定 k > O 之 下导得的但当 a = 常晕时 积分 I 是 K的 函数， 且

在 k = O 连续 ；这 是根据定 理 2 从积分 对 K 当 k � O 时的 一致 收敛性推得的 ［参看
515,4°] .  换旬话说

Io = lim I. 
K—•+O 

若 a > O 则
a 1T 

lo = lim arctg- = arctg(+oo) = - . 
炉叮- o k 2 

特别是（ 当 a = 1 ) 

30 欧拉－泊松积分

［参看 492,2°].

1
= sin x dx = 巴。 X 2 

J = J
oo 

e气2
dx。

令 X = Ut ,  其中 u为 任意 正数，我们得出

l = u /
00

矿芷 t2
dt 。

现在用 e-u2
du 乘等式的 左右两 面， 再对 u 从 0 到 oo, 作 积 分．

J . 1
00

矿u2
du = 12 = 1

00 
e-u2 u du 1

00 
e一芷t2

dt 
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不 难看出， 积分的 互换在这里 很快的就可以 引出所要 求的 结果， 事实上 在 互换以
后， 得到

12 = fo
00 

dt 
.
fo

oo 
e—(l+t2 )u2 udu = � 1

= 

1 勹 = �
由此（ 显然因为 J > 0) 

J = 1
=

了x
2

dx = ii_ 
2 

为了说明所实行的 交换积分 次序是合理的 我们 试着使用 521 目定 理 5的 推论．

然而积分
1

= 
e-(1平）u2 udu = ! . 1 。 2 1 + t2 

对所有 t 诊 0 是 t的 连续 函 数 ， 而积分

I文
e—(1正）u2 udt = e气2 . J 。

仅对 u > O 连续， 而当 u = O变为 0, 在这 一点 产生 间 断 所以 直接对矩形[O, oo; 0, oo] 

应用上述 推论是不 行 的 我们 对矩形[uo, oo; 0, oo] 可应用推论， 其中 Uo > 0, 因为 积

分
J

oo 
e- (l+t2 )u2 

udu = � . 1 . e一 (1平）uo 
Uo 2 1 + t2 

对 所有 t ?? 0 乃是 t 的连续函数 由此证明了等式

Ix 
dv I文

e-( 1平 ） 正 udt =

文
dt

00 
e- ( i正）u2 udt 

uo 1 lo 
是合理的 ， 余下的 仅仅是 使 Uo 减小 ， 当 u。 一 0 时取极限， 根据 518 目的 推论， 在

等式 右边可在 积分 号下实行
驴 拉普拉斯(Laplace) 积分

00 cos (3x 
y = 1 正 + x2 dx, z = 1

= x sin (3x 
dx (a, (3 > 0) 。 正 + x2 

在其中 第一个 积分， 令

庄 』 正
= l

oo 
e-t(c, 勹） dt 。

我 们得到

y = fo
00 

cos (3x dx fo
00 

e—t(c,2王） dt 

这里 根据定 理 5把 对 x的 积分 和对 t的 积分 互换

y = 1
=

了忒 t dt 1
= 

e-t沪 cos (3x dx 。
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但 内层积分是 巳 知 的 [519,6) (a) ]

所以

J
oo

产 cos (3x dx = ! 巴。 ｀三，

Y = f 1= 
e一心－ 岭 竺 ＝ 石 1

=
e一心－ 昂 dz。 J 。

回忆 497 目 ，8) , 最后求 出
y = 工e-吵

2a 
拉普拉斯第二个积分可从第一个对参数 f3 导数得到

dy 7r z = — — = - －吵

心 2
e 

[522) 

(t = z2) .  

莱布尼茨法则 的应用是合理 的， 因 为积分对千 3 在 3 诊 f3o > 0 时是一致收敛 的
[517,16) ] .  

50 菲涅尔 (Fresnel) 积分

/00 
sin x2dx , /00 

cos x2dx 
, 0 0 

令 沪 = t, 我们得到

1
= 

sin x2dx = ! 1
= sin t dt, 1

= 
cos x2dx = 』 1

=
�dt。 2 。 .Jt 。 2 。 』

先求在改变形式的两个积分中 的第一个积分
用下列等式

』 = _2_ 1
= 

e—t芷

yt V7f 。 du 

的 右方来替换 （在积分号下） 表达式 — ， 将所求 的积分化成下列形状．
vt 

1
= 勹dt = 占 1

=
sin t dt 1

= 
e—tu

2 du 

积分的互换在这里可立刻化成最后 的结果．

1
= sin t dt = 2_ 1

= 
du 1

= 
e—tu

2 
sin tdt 

. o  .Jt fo o  o ＝勹00 du = 2_ . 1r = 卧
石 。 1 + u2 fo 立 ｀

因 为 这样互换 的合理性 的直接证实需要艰难 的变换和估计， 我们 宁可在这里 （参看
20 ) 引 用 “收敛因 子' e-kt (k > 0) . 

＠参看 472, 2) 或 491 ,7)
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我们有

1
=

勹t

e-ktdt = i 1= 
e-kt sin tdt f 00 e-tu2 du 

勹=
dv j

= 
,-(,: 芷 ）' sin ldl �· 2_《 。 。 1

= du 

《 。 1 + (k + u宁

· 601 · 

这里可借助于定理 5 建立积分互换 的可能性 最后， 当 k 一 0 时还需取极 限 的过程，

这个极 限 不难证明 － 可 以在积分号下进行
因此， 最后

1

= sin t 
dt = ff 

0 v't 2 

对于积分 J。00 竺已 dt 我们得 出 同 一数值 由 此｀ 
/00 

sin 泸dx = /00 
cos x2dx = 了

0 0 2 2 

523. 在积分号下取导数的例题
1) 从 已 知 的积分 （ 当 a > 0) 

(a) 
1

= 

e-ax2 
dx = � If, (6) 

1

= dx = 二
0 0 a + 正 2 y'a ' 

1 

(B) J xa- 1 dx = I 。 a 

累 次对参数微分 以 推得新的积分
(a) 解 按照莱布尼茨法则 ， 经 n 次微分后 ， 我们得 出

1

= 

e-ax2 
x2ndx = (2n - 1) ! ! � 。 2n+l an a 

因为在这里所得到 的积分都是对 a 当 a ;?: ao > 0 时一致收敛 （例如 ， 所写 出 的积分的优积
分是 Joo e-aox2 

X2ndx) 所 以莱布尼茨法则 的引 用 是合 理的
(6) 解答 loo dx 1 (2n — 1) ! ! 1 1r 

。 (a + x2 )n+1 
= 

2 2n!! 石
．

忑
．

（的 解答

/

1 

xa- l Inn xdx = (— l) n n! 。 an+l . 

2) 用对参数的微分法计算下列积分 (a, (3, k > O)

(a) J = 
1

= 1 — cos ax e-kx dx. 。 X 

(6) H = 
1

= sin ax . sin (Jx e -kxdx 。 X X 

(a) 解 J 对 o 的导数可用 以下积分来表达， 这个积分对 a 是一致收敛的

竺 =
1

=

尸 sin ax dx = °' da 。 正 + k2 ' 
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由 此
1 J = - ln(a2 + k2 ) + C. 
2 

1 因为当 a = O 时积分 J 变为 o, 所 以 C = - - ln k2 , 故最后2 

J = 沪 (1 + 言
(6) 用 H 对 a 在积分号下求微分， 我们得出

詈 =
1

= 

e -kx sin (Jx cos ax dx 
。 X 

莱布尼茨法则 的应用是合理的 ， 因 为在这里不难说明定 理 3 的条件成立．

[523] 

把正弦与余弦的乘积化成两个正弦的差 ， 即可将所得到 的积分化为 已 知积分的形状 [522,2° ] ;

竺 二 [/00 e-kx sin(a + (3)x 
da 2 x dx -

1

= 

e-kx sin (a — f3)x dx 

� H�ct• " ! p — a,ctg " : I' ) 
o 

X l 
对 o 求积分

H = a + (3  a + (]  a — (3 a — (3 k k2 + (a — (3) 2 
arctg - arctg + - In 

2 k 2 

其 中 常数 C =0 ( 因 为 当 a = O 时，H = O) .
3) 计算积分

k 4 k2 + (a + (3)2 

/00 l - e-t cos tdt 。 t 

提示 考虑更普遍的带有参数 的积分

1

= 
1 - e-at cos tdt, 。 t 

借助于微分法计算 以上积分 ， 然后令 a = 1. 
答 In �.
4) 计算积分

(a) J1 = 

1

= ln( l + a2
沪） dx (a, b > O) ; 。 胪 + x2 

(6) J2 = 
1

= arctgrx dx (r ? O) ; 。 x(l + x芍

(a) h = 

1

= arctgax • arctgbx 
_? dx (a, b > O) .  。

+ C, 

(a) 提示 当 a ? 0, 人 对 a 是连续的； 对于 O <• -..__ a :,:; a1 , l
n(l + a沪）

b2 + x2 是优函数． 对于 a > O
取导数

兰 =
1

= 2ax2 
dx = Jr • 

da 。 (b2 + X芍 (1 + a2泸） ab + l '  
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2a1x2 

对于 O < a。 :,:; a :,:; a1 , 1 , 0 . 0 \ / 才 ， 0\ 是优函数

答 J1 = 巴 ln(ab + l)
(6) 提示 当 r � 0, 取导数

dJ2 
00 dx 

忑
= 1 ( l + 气） ( 1 + 沪）

71" 1 
2 1 + r '  

1 
1 + x2 是优函数 答 J

九．

2 = - In 
2 ( l + r) .  

(B) 提示 对 a 取导数引 到 积分 J2 的形状．

b 

¥! = 1
= 

1 + � 沪x2 . a
r
c
:
gbx

心 = 1
=

�
r

l

c
:�2� dt = 产 气 (a > 0) 

笨 7r (a + bt+b 
口 J3 = - In 2 aa · bb 
附注 当 r = l ,  并变换 X = tgt, 从 J2 得 出 以 下积分

！
号

上dt = 巴 ln 2。 tgt 2 

由 此用分部积分法 ， 重新求得 ［参看 492, 1° ]

o) (a) 计算积分

解 我们 有

用分部积分法 ， 然后得到

I
舌

In sin tdt = - 巴 ln 2。 2 

J =  J文
e

一
工

2

cos 2bx dx 。
昙 ＝ — /

00

e-x
2

· 2x · sin 2bxdx.  。
dJ 00 

荔 =-2b J e cos 2bxdx = — 2bJ. 

· 603 · 

这样对于 J 的确定 ， 我们得 到 了 一个可分离变釐的简单的微分方程 [358] 求积分， 得 出

J = Ce -b2 

.fir 因为当 b = O 时 ， 我们应有 J = - , 所 以 C 就等于这个数值． 最后2 

.fir -b2 
J = — e 

2 

［参看 519,6) (a)]
(6) 如果用 同一方法计算积分 H = f000 e-x

2 
sin 2bx dx , 则我们得到下列 的微分方程

dH 
db 

+ 2bH = 1 .  
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两面乘以 eb2
, 在左方显然得到乘积 eb2 . H 对b的导数 ， 从 0到b求积分，得出

i2 . H = l
b 

eb2 
db 

（因 为当b= 0, H = 0). 这样，

H = e _b2 I et2 
d t . 。

这里 为要表达这个积分，就必须引进一个新的 “非初等“ 函数．

t
 
d
 

2t
 e

 

工l
 
＝
 

、
Ijx

 
（
 

3.
 

［参看 5 19 ,6)(a)]

6) 计算积分 (a,b>O)

1
= 

e-卢 － 含 dx.。
解 所要求的积分与下列积分

J = 1
= 

e一气 d y ,。
1 

只 差—个因子 —- , 其 中c2= ab( 用 代换 y= fox) va 
我们有

d J  
00 

— = 2c e y 

de 
— I �  空 = -2 。 y2 1

= 

e_z2 -5 d z =—2 J  。
（用代换 y = �) 由 此

J = Ae-2c , v乍A = — . 
2 答 汃厂�e~2v'ab[ 参看 4 9 7 ,8)]a 

7)计算积分

J = 1
= e-at cos bt —

上
尸cosb1 t

d t  (a,a1 > 0) 。
解 分别对a及对b取导数，得到

呾 ＝ — 1
=

尸cosbtd t  =— a 
彻 。 a2 + b2 , 

a1 00 

丽
＝ — J e-at sin btd t  = — b 

。 a2 + b2. 

根据这两偏导数不难还原到原来的函数©

1 J=— - ln(a2 + b2 ) + C, 
2 

其 中 C 与a及b无关 因 为当a=a1 及b= b1 时 J=O, 所以
1 

C = -ln(ai + bi ), 
2 

©以后 我们将系统地来讲解这个问题 ， 这里只从观察来建立这个 “原函数))
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于是

J= - In 1 a? + bf 
2 a2 + b2 

8)计算积分(a>O, b ;?,O ):

u = /00 
e-ax

2 
cos bx2dx , v = 1

= 

e-ax2 
sin bx2dx 。

解 利用莱布尼茨法则我们得到这两积分对参数 b 的导数·

空= _ 1
= 

2 -ax2 2 
d b  

x e sin bx dx , 。 靡 = /00 
x2e-ax2 

cos bx2dx. 。
由 此分部积分容易得出

或 对导数解这方程组

du 1 b dv d v  1 b d u  
荔 ＝ — 五v - 石瓦 ＇ 荔 ＝ 玩U 十 乙伍

d u  bu + av d v  au — bv 
荔 ＝ —

2(a2+ b芍 ＇ 荔
=

2 (a2 + b芍

这样对于未知的 b 的函数 u , v 的定义 ， 我们得出了微分方程组
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(2 0) 

引 进实变量 b 的复函数 w= u + 切 ， 容易把问题化 为一个方程（有可分离 的变晕） ．也就是把

门 乘方程 ( 20) 的第二式 ， 与第一式按项相加则得到 方程

d w —b + ai 
万

=
2 ( a2 + b勺

w= 
2 · a — bi 

用寻常的可分离变址的方法可求积分 为了避免利用复数的对数，可以直 接验证上式， 就是

d 
— ( w 勹）= 0  
d b  

根据微分方程 ， 得出
w 勹 = C= 常撇

v乍令 b =O 容易得到 C= - , 因 此
2 

.fir 1 .fir 尸W= —. = — 
2 ya了历 2 勹 ·

至 千符号 《三口5 我们 了 解 为这个根的 一个分支，它当 b=O时 成为算术根 +,/a, .

大家都知道

二页 ＝ 三 ］—a+ 罕+b2_ CD 
2 2 ' 

©令ra工历 = X + yi ,  我们有 a=x2 — 沪 ， b = 2xy , 由 此得出

x= 土《言勹三言
y = 土《二了三言

这里我们取两根都是正 号， 因 为这才符合刚才所同意的约定 ， 而且使得xy = - b  > 0 2 
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这样 ，

w =i� (二十｀
—a :2�尸

分别使实数与虚数部分相等 ， 我们最后得到

u = 1
= 

e-ax2 
cos bx2

dx = � �y气了
V = 1

= 
e-ax2 

sin bx2
dx = � /f  V勹气

[523] 

这些公式的得来是在主要的假定 a > O 下的 但借助于定理 2[参看 5 15,4° ] 容易看出这两积

分是 a 的连续函数，并当 a = O 时， 它们也是连续 ．所以当 a ---> 0时把所得的等式趋于 极限， 我

们得出 （若 b > 0) 

/
00 

cos bx2 dx = /
00 

sin bx2 dx =½ � 

这就是菲涅尔积分［参看 522 ,5° ] .

9) 证明借助于微分方程可 以 简单地来计算拉普拉斯积分 ［参看 522,4° ]

y = 1
= cos (Jx 

dx 及 z = 1
= x sin ,Bx dx (a, (3 > 0) 。 庄 + x2 。 a2 + x2 

我们 已经看到
dy — = -z 
心

再次对 3 的微分不能在积分 号下进行 ， 因 为这样微分所得的结果 已 经是发散的积分．

但是如果将所写出的等式按项加上以下的等式

[522,2° ]复 则得到

巴 = 1= sin (Jx 
2 。 X 

dx 

dy Jr 00 
石 + 2 =°'

2
1 x(二2)

dx 

这里在积分 号下取微分， 又重新是可能的 ， 用这样的做法，我们得到

d
2 y 2 00 cos (Jx 

諒 = a 1 正x2 dx
这就是

穹 2
心

= a  y. 

对于这个常系数二阶的简单微分方程，按照其 “特征方程” 的根 土a, 很容易作出方程的一般

解．
y = C1 e°'f3 + C2 e-°'气

©然而在以后我们完全不需要有这积分的数值 ， 我们只需知道对于所有 {3 > 0这积分保持一个
常量数值 关于这一点只用代换 t = 知 容易来说明的
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其 中 C1 及 C2是常数 但对于所有 9 值 量 y 是有界的·

00 dx 
I YI ,s; 1 a:2 + x2 = 

2: ＇ 

因 此知道 C1 必须等于 0( 因 为如果不然 ，当 (3 ---; oo, 点 y 将尤限制地增加）

为了确定常数 C2, 令 (3= o, 显然

最后

由 此取微分， 得出 z
10) 计算积分

九．

C2 = —- . 
2 0:  

y= 工 e-"(3.20: 

u = 1
= 

e-x
2 

cos � dx, v = 1
= 

e -x2 
sin卢

· 607 

对于所有 的 a 值 ， 由于有优函数 e-x
2

保证了积分的存在性及连续性 照莱布尼茨法 则

皇 ＝ — 1
=

e-x2 
sin � 卢dx= —2 1

00

e -� sin y初 (y = 臼

第二个积分 在 y= o, 也 在 y = 00 对 千所有 的 a 值 ， 是 一致收敛，所 以 第一个积
分 － 在 X = 0, 也在 X= OC 对于适合不等式 0 < ao � a � A  < +oo 的 Q 值也一致收

纹72) 这样 ． 对 于 o: > 0用来布尼茨法则是 合钾的

再次对 Q 激分 （它的 合理件可 以类似地证实） 给出

d勹 ＝ —2 1
00

e令 siny2 ·* dy= 4 1
00 

e - x2 
sin 5 dx = 4v 

完全同样地，得到
d 2v 
d a2 =

—4u. 

令 w = u + iv 对于 w 的定义我们有 以下微分方程

d 伽—= —4饥u.
d a2 

组 成 “特征” 方程 灶 + 4i = 0, 其根 为 入 ＝ 土v'2 干 V伤． 我们写出微分方程的一般解·

w= u 十 切= Ae-。气c os a迈 + i sina五）+ Be。气c os a迈 — i sin a迈）

72)请读者注意 第二个积分的一致收敛性是对所有 的 a E [O, oo) 成立 的 ， 而对第一个积分却不
能这样断言 仅能说当 a E [ao ,A] 时 的一致收敛性 不难证明 ， 第一个积分对 a E [O, oo) 的一致收
敛性事实上不 成立

本例是对如下重要情 况 的一个很好的说明 在作变扯变换时 ， 积分的一致收敛性 不一定保待 ， 在
变换下 ， 它可能消失 ， 也 可能呈现 （ 为了检验第一个积分当 a E [ao ,A]时的 一致收敛性 ， 读者可能
要以 一致收敛 的定义 为出发点估计同一个函数的积分 J。8 与 J;:, 为 此 目 的 ， 例如可 以在每一个积
分中作变撮变换

A 
y = — ) ．  
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,fir 因 为函数 w 对于一切 o 是有界的 ， 所以必须 B = O; 并且当 a = O 应得 W = —-, 因 此 A = — -

最后
2 

. 
2 

v"ir -c, 迈 v v"ir U = — e cos a 2, v = — e - c, 迈 ·sm a迈 ．
2 2 

11) 证明恒等式

1
= e-x2 xdx 

= 上
oo e -x2 

dx 

。 霆了 v"il 妇 + a2 (a > O) 

用 u 记第一个积分，v 记第二个积分 在 u 中令x2 + a2 = y气u 改变为

在 v 中引进新的变抵 x = az, 得出

u = ea2 J
oo 

e _Y3
dy 

a 

v = 上 1
= e~a气2

dz

J 。 z2 + 1 

dv 
取对 a 的微分 （按照莱布尼茨法则 ） 把导数 — 表达 成以下形式da 

dv 2a 
oo oo -a 2 z 2 

石 ＝ —
� { 1 e 正 2 2

dz - 1 :2 + 1 dz } 

由 此求得了确定 v 的线性微分方程

dv — —2av = — 1 .  
da 

以 “积分” 因子 e -a2
乘上式的左右两面得出以下等式

d 2 
- [ve-a ] = — e-a2 

da 

如果对 a 从 0 到 a 求积分， 则得到

这里 VO 自然是 v 的 极限值

2 a 2 
v - e-a = Vo — J e - t dt . 。

1 00 dz 
三三 fol 砫 + 1

=
了
ft 

因 为这同一数是积分 fo
oo e-t

2 
dt 的值，所以对于 v 最后得 出

v = ea2 1
= 

e-t2 
dt 

a 

这就是与 u 是同一表达式
12 )证明等式 （当 k >O时 ）

1
= 

t:
k

:2 dx = 1
= sin(x

x 
- k) dx 
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两个积分作为 K 的函数适合微分方程

y + Y =— . 
k 

对第一个积分， 按莱布尼茨法则对它微分两次便可证明这一点， 对第二个积分， 可表为

由 此来求其导数更 为简单

c os k · /
00 si; t d t — s ink • /

00 c os t 
d t ,  t 

· 609 · 

因上述两个所论积分的 差 z= z (k) 适合齐次方程 z" + z = 0, 那么 此 差具有如下形式

z = c1 · sin ( k  + c式 ，

其 中CJ 与c2是常数 ， 但是两个积分， 以及随之它们的 差 ，当 K 一 oo时趋于 0, 由 此C1= 0, z (k)三
0所求等式证毕

52 4 .  在积分号下求积分的 例题

1 )用积分 号下求积分法求下列积分的值·

( a) 1
= e-ax — e-bx 

dx; 。 X 
( 6) 1

= 
c os ax — c os bx 

_? 。
解 ( a)积分

dx (a,b >O). 

/
00 

e-yxdx = � ( y  > 0) 
y 

对于 y 在 y 诊 Yo > 0 一致收敛 对 y 从a到 b 求这等式的积分， 其 中左面的积分可以在积分 号

下进行，我们得到

1
= 

dx l
b 

e-yxd y = 1
= e 釭

:
e-bx 

dx = l
b 

; d y =In ¾  

［参看 4 9 5, 1)].

(6)相似的从 以下的积分出发

1
= s in yx dx =� ( y  > 0) 。 X 2 

它对于 y 在 y 诊 yo > 0也一致收敛， 我们得出

1
= 产 l

b

sin yx d y = 1
= 

c os ax
;;; 

— c os bx 
dx = i ( b —a) 

a 

［参看 4 9 7 ,lO)( a)]
2 )将第一型完全椭圆积分

K ( k) = I 号
0 ✓1— 炉 sin2 <p 

看作模k 的函数 ， 试求这函数在区间[O, l ]上的积分



· 610 · 第十四章 依赖千参数的 积分

我们有

1
1 

K( k )dk = 1
1 

dk _l � 二 ＝［
丹
心［ 三

= 1
兮

s i�沪 中 心，

上式经代换 X= tg竺 引 到 了 以下的积分值 的两倍：2 

/
1 

arctgx 
dx = G = 0.915965 · X 

[ G 为 “卡塔兰“ 常数，参看328 , 6 )及 4 4 0,6 )( a)]

[524] 

由于定理 5的推论（修改的）， 积分的互换是可 以进行的 被积函数在矩形[O, 叮2 ; 0, l] 中处

处是正的 ， 并且连续 ， 只除开 G, 1 ) 这—点 在这点上，它 成 为 oo , 积分

!� — 心
° ✓1 — 贮 sin2 r.p 

在 k < l 时是 K 的连续函数，而积分

/ 1  dk 

o ✓1— 炉 sin2
沪

在 'P < � 时是 中 的连续函数 最后 ， 二重积分中的第二个显然存在 这样， 推论中所指定的条件
2 

都适合
在以下紧跟着的例 中 ， 我们将重新讨论 已 经知 道的枣附标的贝 塞尔函数 [ 4 4 0, 12 ); 4 4 1 ,4 ) l 

Jo( x) = � J
号
cos(xs in 0 )d 0 

但是要假定 Jo( x )的 ＂渐近“ 公式作 为我们结论的基础 这个公 式我ffl 用 而不证 这公式就是

Jo( x )  = 凸COS 仁 — 勹 ＋
沪

:3��
)

其 中 'P。( x )对于无限增大的 x 是有界的

lr.po( x )I � L. 

3 )计算积分

我们有

00 

A = ! 尸Jo( x )dx (a> 0) 。

A = � 1
= 

e-ax dx 1
号
cos( xsin 0)d 0

2 f 00 号= ;: 1 d 01 尸cos( xs in 0)dx =
�

1 正 + :in2 。 d0 = �

(2 1 ) 
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由 千 以下积分

1
=

尸 cos(x sin 0)dx 。
（优函数：e-ax) 的一致收敛性， 积分的互换是容许的．

因为从 (21) 就知道积分

/
00 

Jo (x)dx 。

· 61 1 · 

收敛CD ' 所以积分 A 是 a 的连续函数， 且 当 a = O 时它也是连续的 [515 , 4° ' 定理 2] , 因 此 以上
积分的值可 以从 A 的表达式当 a 一 0 时取极 限得来， 这样

4) 计算积分

我们有

/
00 

Jo (x)dx = l .  。

B = /
00 sin ax 

Jo (x)dx,  (a > 0) 。 X 

B = � 1
= sin

x
ax dx I

号
cos(x sin 0)d0 = 3_

号
de

00 sin ax 

。 1r 1 1 x 
cos(x sin 0)dx 

但 内层积分是狄利克雷的 ＂间断因子" [497,11)]

因此

1
= sin

x
ax cos(x sin 0)dx = { 1 ' : ::: : : : 

B = 1
= sin ax 

Jo (x)dx = {
� 当 a � l

o x arcsm a, 当 a < l .  

我们要建立积分互换的容许性． 我们有
A . 互 工 A

� 1  
s
mx

ax dx 1
2 

cos(x sin 0)d0 = � 1
2 

d0 1 
sin

x
ax cos(x sin 0)dx 

但内层积分可 以写成以下的形状：

1
A sin

x
ax cos(x sin 0)dx = � { 1

A sin(a +
x

sin 0) x dx + 1
A sin(a —

�
sin 0) x  dx }  

= � { 1
A (a+sin 0) �dz + 1

A (a-sin 0) si
: 

Z dz } (22) 

若 a > l , 因 而 a — sin 0 > a — 1 > o, 则这表达式当 A 一 oo 时对 0 是一 致趋千极 限， 换言之， 积
分 J00 s

m
ax 

cos(x sin 0)dx 一致 收敛 ， 所 以 积分互换是合理的 当 a ,( 1 时， 在 0 = arcsin a 的
X 

©这是立刻 可 以 了解 的 ， 如果把 (21) 式右面的和 的第一项写成以下形状

尸五 (cos x cos � + sin x s气） = � (亏二 了）
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附近一致性是违反了 但因表达式 ( 22) 对千所有的 A 和 0值还是一致有界的 （优函数是常黏！），

所以外层积分当 0= arcsin a 时对 A 一致收敛， 因 此当 A 一oo时 在积分 号下取 极限仍是容许

的 ， 所以积分的互换是 合理的
5) 由积分 B, 对参数a取微分可以得出另 一个有趣的积分

c �f 儿( x ) o os ax d x � { 
O, 

1
当 a>l,

二 ＇ 当a< 1. 

为了 在积分 号下取微分的正确根据 ， 我们注意 ， 积分 C 对于 a 在任何不 包含 a=1的闭区
间 ，都是一致收敛的，这个结论是可从渐近公式 ( 2 1) 推得 把公式写 成以下形状©

两面乘以cos a x : 

沪）= 
1 

(cos x + sin x )+ '-Po ( x ) 

卢

砃/2 '

1 cos (l + a )x + cos (l— a) x + sin(l + a )x + s in ( l — a) x '-P。( x ) c os a x  Jo( x ) cos a x= •  
2 -.fo VX 十 正/2 '

L 
和的第二部分有优函数 歹万 至于和的第一部分的积分， 则 当 1 1—al? o > o, 它是一致收敛的

上一个公式也证明 了 当a=l时积分 C 是发散的

6) 计算积分

我们有

D = 1
= 

1 -cos ax
儿( x ) d x ( a> 0 )  。 X 

D = � 1
= 1—cos a亿 号

九
一 。 工 必 1 c os 位 sin 0)d 0 

2 
卫

=; I 
2 d 01

= 1— c os ax 
cos( x sin 0)d x 

0 0 X 

=� I
号
[ ln � — ln s in 0]d 0  

九
一 。

［参看 49716) , (5) ] 这样 [497,7)及 511 ,7)]

D = 1
= 1 —cos a x  

Jo( x) d x = 
ln( a + 罕可）， 当 a?l, 

。 尤 ｛ 。， 当 a<l. 

为了积分互换的理由 ， 我们首先对千有限噩 A 写出

� 1
A l -

:
os a x  d x 1

号
cos( x s in 0)d 0  

2 了 A 
＝ － 

九
一 I d 0  I 

l— c os a x  
cos( x sin 0)dx 

0 0 
X 

现在问题是 可不可以从等 号右面式子 当 A -+oo时在积分 号下取 极 限

＠参看前一脚注
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为要研究 内层积分趋于 极 限的性质，我们考虑积分
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由于积分 J
oo c os z 

dz ( zo > 0 )存在 ， 很清楚地知道
，

对 千所有的 0值在任何闭区间上不包含 0 或zo 
arcsin a ( 若 a ,( 1), 就是取 A 和 A' 充分大， 可使这和数随意小 这样， 内层积分当A 一oo时一

致趋向于 极限， 只在一个或两个所提及的值 附近是违反的
但是 ， 在另 一方面 ， 这个 内层积分有优函数I ln v a + sin 01 + I In Ja— sin 01 + I In sin 01 + C ,  

它在区间 [o. �] 上是可 积的， 其中 C= C (a)是不依赖于 0的常数73) ; 这惹味着无论在 0= 0 ,  

还是 0= arcsin a ( 若 a ,( 1) , 外层积分是一致收敛的 因 此 ，
照 518 目 定 理 1' ' 以上提及的 极限

过程终究是容许的
7) 由于对参数的微分得出积分

E= 
1

= 

。 J。 ( x )sin axd x � {
二 ， 当 a > 1, 

0 ,  当a<l. 

运 用 公式 ( 2 1), 同例 5)一样可引出我们的论据 ，当a=l时 ， 这积分是发散的

8) ( a)在

J = 1
= 

dy 1
= 

( ::; :2

2

） 2
dx 

的情形中
，

试直接验证积分互换的容许性

我们有

;
=

沪
2

— x
2

2
'

2 dx = 尤
x=oo =

— 1 

i ( x + y ) 沪+ y2
x=l  1 + y2 , 

所 以

J= — 1
= 

dy 
2 =

— arctgy 00 = 三 ＋ 巴 ＝ — f

1 l+ y 1 2 4 4 

73) 我们来说明积分的估计 ， 为了 简明 ， 用 J/ g (x)dx 表示这个积分 因 为 矿 = .Fi。'. + J广 且显然积

分 ]�
1 lg (x) I心被某个常数 C1 = C1 ( a) 所界限 ， 只需在A> l 时估计 ［广 g ( x)dx 应用在正文中所得

积分 J:
1
g ( x)dx 的表示 我们可 以把 J广 g ( x)dx 记 为三个形如 I;' 竺尸心 的积分 （其积分下限相

p1 
cos z 

应地等于 sin 0, a+ sin0, l a-sin0 1 ) 之和 因 为f100 co:
z 

dz 收敛 ，当 p'?P > l 时积分 ［ 心 按

其模被某个常数 C2 所界限由 此 ， 对于 p' 诊 p > O 有 J P' cos z dz ,( I『 竺兰dz +;/,s; l�p l +C2 p z 

因 此 f卢 2 ( - (2 •  I lnsin 01 + I ln ( a+ sin0) 1  + I In l a- sin0 I I  +4C凶 ， 这就导致具有常数 C = C1 + 2C2 

的所求积分 f。: g ( x)dx 的估计
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同 时对 千另 一个二重积分

仁 - 1

= 
dx 

1

= 

(:2
2

� 
—

:2
2

)2 dy 

相 似地得 出 ] =
九．

4 
－ ；互换是不容许的 ．

特别地注意 ［像我们在 5 1 7,1) 中所说明 的］ 以 下积分

1

= 

(:� ＋

—
沪

）2 dx 

对 y 在所有的 y � l 是一致收敛； 相 似的也可证明 积分

1

= 沪 －
沪

伲 ＋ 妒）2 dy 

对 x 在所有的 x � l 是一致收敛．
在这里定理 5 不能应用 ， 因为 （容易 直接证实） 积分

是发散的

(6) 在

1

= 
dx 1

= 

(�: � 
—

:2

2

)12 dy, 1

= 
dy 1

= 

(:: � 
—

;2

2

)12
dx 

;:

=
dx 1

1

(:� 
—

:)3 dy = — 1 ,  

的情形 中 ， 容易证明 积分互换是不容许的．

1
1 

dy 1

= 

(;� 
—

:)3 dx = -� 

这里， 积分

1

= 

(:; :i3 dx 

[524] 

从定理 4 巳 经可 以 明 白 对 千 y 在 区间 [O, 1] 上不能一致 收敛 （关于这点是容易直接证
明 的）

(B) 再举一个同类型的漂亮的例 ［哈代］ 心

＝厂t;'- �:•�
x

—

�

q

::�

")dy —r dy [ r,,,-'"" — q,-"
")dx 

若取 p > 0, q > o, p # q, 积分并不等于零
9) 引 进两个新的方法来计算拉普拉斯积分

［参看 522,4° ]

因为

© 伏汝兰尼积分 [495, 1)]

J = 1
= cos (jx 

dx 。 1 + x2 

1 : x2 = /00
尸 sin ydy,。
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代入即把 J 写成以下形状

积分互换， 得 出

J = loo 
cos (3xdx loo 

e-xy sin ydy 

J = ;
= 

sin ydy ;
= 

e -xy cos (3xdx = 1
= 

y sin yz dy = oo x sin (3x 
。 。 沪 + y 1 1 + x2 dx 

dJ 
但最后 的积分， 除 了 正负号 以外， 表示是 石 ， 所 以 J 满足以下简单的微分方程

dJ 
d(3 - = — J, 由 此 J = Ce气

因 为 当 (3 = 0 时 ， J = C = 芒 ， 所 以 最后 J = 乌-/3
2 2 

剩下还须说明 积分互换的根据 若 0 < a <  A <  oo, 容易说明 以下等式是合法的

1
A

� 勹： 心 = 1 
A 

cos (3xdx 1
= 

e -xy sin ydy 

= /
00 

sin ydy e -xy cos (3xdx 

� 1~ sin ydy 
p

:,n �
y
� � �:;'s �A , - '> — f sin :�� �;"" ff a , -•s] 

= I] sin (3A · /
00 

sin y e -Ay dy — cos (JA · /
00 

y sin y e-Aydy 。 妒 ＋ 沪 。 沪 ＋ 沪

-!3 sin 6a - f
= sin y e-aydy + cos ,6a - f

00 
y sin y e -aydy 

。 妒 ＋ 沪 妒 ＋ 沪

· 615 · 

所有的积分相应地对于 a 及 A 的一致 收敛性 ， 容许在积分号下取 a 一 0 及 A 一 oo 的极 限过程
由 此可知 所考虑的表达式， 在所指 出 的两次极限过程 中 ， 实 际上趋于极 限 J

oo y sin y 
。 沪 ＋ 沪

dy 

10) 利用 另 一个恒等式

三 = /
00 

e -y sin xy dy, 。
我们可写出

J = 1
=

三产dx。 X Joo
尸 sin xydy 。

在这里互换积分

J = 1
=

尸dy /
00 

sin xy cos f]xdx, 。 X 

由 于 内层积分的性质我们得到狄利克雷 ＂间断因子”

这样

/
00 

sin xy cos f]xdx = { 心 当0 < y < (3, 

0 X 2 ' 当0 < (3 < y. 

J = i 1=

产dy = 己-/3
/3 2 
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关于积分互换的理 由 ， 我们注意下列积分

/00 
e-y sin xy - cos (jxdy 。 X 

对 x 是一致收敛 （ 以 ye-Y 为优 函数） ． 因 此

1
A

�
O

: � 巨 = 1
A

� dx 1
= 

e-y sin xy dy 

= 1
= 

e-ydy 『 三 cos (jx dx 。 X 

在最后的积分中 ， 当 A -> oo 能不能 （对 y) 在积分号下取极 限呢？ 被积函数是 e-Y 乘 以

I
A

三 cos (jx dx = � 『 sin(y + (j)x + sin (y — (j)x dx 
X X 

飞 ｛厂/3)
A 宁dz + 1(

y-f3)
A 二:dz } 

当 A -> oo 时， 它对 y 是一致趋于极 限， 除 了 在 y = (3 点 的近旁 因 为第二个因 子对所有 的 A 及
y 是一致有界 ， 所 以被积表达式有优函数 ce-y , 因 此 当 y = (3 及 y = 00 时 （外层的） 积分对 A
是一致收敛 于是在积分号下取极 限过程是合法 的， 并且积分可以互换

1 1) 在结尾 我们再指出用另一个淉亮 的方法导得下列积分值

K = /°" 
sin x dx 。 X 

因 为

队d
 

y
 

x
 

00 

i
 

＿＿
 

1-
x
 

所 以

K = 1
= 

sin xdx 1
= 

e -xy dy = 1
= 

dy 1
= 

e -xy sin xdx = 1
= 三 = �

转入积分互换 的合法间题 ， 取 0 < a < A <  +oo, 容易证明 以下等式

1
A si:

x dx = 1
A 

sin xdx 1
= 

e-xydy = 1
= 

dy 1
A 

e-xy sin xdx 

= 
1

= 
dy {

y sin a + cos a e-ay — y sin A + cos A - Ay 
。 1 + 沪 1 + y2 e 

} 00 00 
= sin a / � 产-aydy + cos a J 占石产dy

— sin A /00 y e-Aydy — cos A /00 1 e-Aydy 。 1 + 妒 。 1 + y2 

因 为最后两个积分对 A(A ? A。 > 0) 是一致收敛 ， 所 以 当 A 一 oo 在积分号下取极限 ， 我们
就看到两个都趋 千 0. 第二个积分对 a(在 a ?0) 是一致收敛 ， 当 a 一 0 时它显然趋于 � - 剩下2 
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还需说明 第一个积分在乘 以 sin a 而取极 限时， 它趋 向 于 0. 我们有

1
=

� e-aydy = 1
=

成 : t2 e-tdt = 1
1 
+ 1

= 

l
1 

< 1
1 

a/勹 = i ln(l + a2) — In a, 1
= 

< 1
= 芦 = C

由 此可推出所要求的结论

§4. 补充

525. 阿尔泽拉 引 理 虽然专就计算 的 目 的来说， 前三节所讲的材料足够 了 ， 但在理论结构

上 有 时还须有一些更细致的定理 顺便 ， 根据这些定理即 给 出 了 以上所研究的各个运算手续的较

简 的应用条件

我们 开头先证一个关于 区 间 系 的辅助命题， 此命题 系 由 阿尔泽拉 (Arzela) 所提出 ．

引 理 设有 限 区 1司 [a, b] 含有 区 间 系 D1 , D2 , - - · , Dk , · · · , 其 中 每一 区 ）司 系 都是 由 有 限个彼

此 不 相覆盖的 闭 区 1司 所组成(l). 假若每一 系 D1c (k = 1 , 2 , 3 , · · · ) 的 区 1司 的 长度的 总和 大 于 某 一 固

定 的 正数 o, 则 至 少 可 以 找 到 一 点 X = c, 使其属 于无 穷 多 个 系 Dk .

证明 如果某一系 几 (k > 1) 中 的一个 区 间覆盖 了前面各系 D1 , D2 , · · · ,  D1c -1 中 的若干

区间 ， 于是被这些 区间 的端点分割成好几段 ， 以后我们便把这些段视为 系 Dk 中儿个不 同 的 区 间

因 此 倘若 d' 是系 Dk ' 中 的 区 间 而 d" 是 系 Dk" 中 的 区 间 ， 并且 k' < k" 则 d' 与 d" 或者是彼

此不相塑盖 ， 或者是 d" 含于 d' 之 内

然而系 Dk+I 未必整个包含在前面的系 Dk 之内 由 于这种清况是不方便 的 ， 所 以 我 们 根据

以下法则做成另外的 区 间 系 L1c 来代替系 D1c , 为要得出 L1c , 我们取 D1c 为基础 ， 再加上系 Dk+I

中 不含在 Dk 中 的那些区间 ， 其后再加上系 Dk+2 中不含在 D1c 与 Dk+I 中 的那 些 区 间 ， 以此类

推至于无穷

用 这办法所造成的 系 L1c 就可能巳经是 由 无穷多区间构成的了 但这时却有 ： 1) 系 L1c+1 中

的 每个 区 间 必定含在 系 L1c 的 某 一 个 区 间 之 内 ．抑且 2) 组成 L 1c 的 各 区 间 的 长度 的 和数 （或者更

精确些 长度 的级数 的和）越发 大 于 o, 因 为这对于 D1c 就 巳经成立 了

下一步是这样的 我们再把这些系 斗 用 它们 的 有 限部分 A伈） 来代替 ， 不过同时要保留适

才对于系 心 指 出 的前一条性质 这件事我们照下面这样来做 ．

如果系 L1 的 区间 的个数有限， 那么就简单地命 凶 ＝ 心 反之， 我们就从 L1 中取出 一个

由 区 间 d� , 心 ， 心 所构成的 有 限系 凶 ， 而使得系 L1 中其余 区 间 d�+1 , d�+2 , 的长度的总

和小于 沪？ 系 凶 中的某些区间 一定包含在 凶 的诸 区 间 之 内 ， 因 为倘使 L2 的 区 间全包含在诸

区间 d�+ 1 , d�+2 , · · 之 内 ， 那 么 它们 的长度的总和便 比 6 小 了 ， 乃 与 系 Lk 的第二条性质相悖 ．

如果系 L 2 中含在 L' 之 内 的 区 间 只有有限个， 那么就拿这些 区 间 来构成系 L" 反之， 我们

就从其 中 分 出 有 限 系 L" 来 ， 使得 L2 的所有其他 区间 （包括那些不被包含在 凶 之 内 的 区 间 ）

© 译者注 这里所说的覆盖二字的确切意义是指两个 区间有公共 区 间 ， 下 同
＠ 根据收敛级数的余数的性质 ， 这是可以做到的
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的长度的总和小于0 . 将此手续延续下去 以至于无穷， 顺次由 D. 3 中分出有限系 b.'" '... ' 由 D, k
中分出有限系 D, (k) ' 此时 系 A伈+1) 的每个区 1司 包含在 系 D, �

k) 的某一个区间之内（系 D, k 的

第二条性 质一般来说是丧失 了，但是 以 此 为代价我们恢复了系的有限性 ，犹如 D1c 一样）

最后，结尾的一步就是从每一系 D, (k) 中分出一个区间 d(k) 来 ，使得这些 区 间中的每一个包

含在前面的一个之内

就是说 在 系 凶 的诸区间之中 ， 至少能找出一个 （我们 以 d ' 来表示它）是含有 以 后 诸 系的

无 穷 多 个区 1司的实际上，假定不是这样 ， 即在 凶 的每一个 区 间之 内仅含 以后诸系的有 限数个区

间， 那么这话就对于整个的 系 凶 也是正确的 （正是 因 为 凶 是 由 有限个区间组 成的） 换言之， 我

们可 以找到如此之大的附标 ko , 使得系 A 国） 中任何一个区间都不含在 凶 里 ，而这就与系 D, (k) 

的着重指出的性质 1相 冲突 了 ．

在 d ' 中必含有 系 b." 的若干个区间 （因 为不然的话 ，凶” 等的诸区间就全都不在 d ' 中了） 不

仅如此 ，d' 所含 b." 的诸区间里 ， 至少还要有一个 （ 以 d" 表之）应该具有 以上对于 d' 着重指出的

性 质 ， 这就是 说 ， 含有 以后诸系的无穷多个区间 ， 因为否则就连 d ' 也不能具有此性 质 了 （这里又

是 系 b." 的有限性 起了作用） 延 续此手续 以至于无穷 ， 我们就顺序地从每一个系 D, (k ) 中分出了
一个区间 d(k) , 含于先所分出的区间 d(k - 1 ) 之内

得到了彼此相包含的区间序列 d(k) = [a1c ,  b日 ( k = 1,2 , 3, · · · )之后 ， 我们就和在证明熟知的

基本引理 [38 ]时一样 ， 可 以确定单调变量ak 与 忱 存在有 极 限

Jim ak = a :;:; (3 = Jim bk . 

因 为关于区间 d(k ) 的长度我们一无所知 ， 所 以 我们不能在这里断言 极 限相等 但是在条件 a :,:;

C :,; (3 之下所取的任意一点c, 显然属于所有的各区间 d (k ) ( k= 1, 2 , 3 ,  · · · ) 同时点c属于每一

个 系 牛 ( k = 1,2 ,3, .. · ); 因而 ，不论k 是怎样的 ， 点c必须还属于 （如果考虑到 D.1c 的建立法则）

某一系 Dk, , 此处 k' 诊 k. 由 此 即 明 白看出 ． 点 c 属 于无穷多个系 Dk , 是 即所欲证明 ．

526. 积分号下取极限 现在 ， 代替第 436 目定理 6* , 我们来建立 以 下的定理， 其中函数

儿 (x )一致趋于其 极 限的要求被换 成了较为宽泛的条件j五 ( x)的有界性 ．

定理 1 ( 阿尔泽拉） 假设给定函数 序 列

儿 (x ) ( n=l,2 , 3, . .  · ) 

在区 间 [a,b] 中 （常 义）可积并且为总体有界 ·

比 (x ):,:; L (L = 常量 ，a:;:; x :;:; b; n = l, 2 , 3, · • • )  

倘若对于[a,b] 中 所有的x, 存在有极限

并且函数 ip(x) 也可积 ， 则

叭x )= Jim 儿 (x ),
n-oo 

二f 儿 (x) dx = lb 

ip(x) dx 
a a 
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证明 最初我们且局限千一个特殊的前提之下 ， 即函数 儿 (x)是非负的：

儿 (x)? 0 ,  

并且 极 限 为零 ，

lim 儿 (x)= 0 .  
n----,oo 

在 此假定前提之下 ， 我们应当证明的是．

b 二1 儿 (x)dx = 0 .  

· 619 · 

( 1) 

(2) 

取正数序列 加 -, O; 我们对于每一个 n 皆可将区间[a, b] 分为若干部分 d�n) (i = 1 , 2, · · · ,  

加 ） ， 使得相应的达布下和
hn 

Sn = 又叫n) d in
) (D

>=l 

满足不等式

0 :(; lb
儿 (x)dx — 邻 ＜ 加

a 

此时显而易见

二 ［［儿 (x)dx — Sn] = 0, 

而 为要证明 (2)我们只需确定

lim Sn = 0 ( 3) 
n-oo 

就行了

为此 目 的 ， 取定任意的小数 c >O 与8 > 0 ,  我们试肯定 以下一点 可 以找出这样的附标 N,

使得当 n > N 时，第 n 次分割的诸区间 d ;n) 中那些对应于下界m;n) � € 的区间的长度的总和
,( 8. 

实 际上 ， 假定不是这样 ． 那么对于无穷多个 n 的值．

n = n1 , n2, • · · , n1;; , · · · 

那些区间 d ;社） ( m\
nk ) �  €)的长度的总和皆大于 8 . 我们将前 目 中的引 理应用 到 由 这些 区 间所组

成的系 江 上来 根据这条引理， 可在[a,b]中找到这样的点c, 使其属于无穷多个系 D1 c 因 此对
千无穷多个 n 的值 ， 不等式

儿 (c)� € 

皆 成立 ， 而这就和假定 ( 1)发生 冲突了，因 为 ( 1)对于 X=C 也是应该 成立的

于是上述的附标 N 存在， 设 n � N 以 i' 与i" 表示第 n 次分割时那些区间的附标，使对

于 i' 与i" 分别有

叫户 < E 或 m沪 � € .  

©我们既用 d)n) 表示部分区间本身 ， 又用它表示它的长度，m�n) 是区间 d�n) 中的 m店 (x)
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与此相应地将和数也加 以 分离

现在， 不难看 出 ，

Sn = L m卢尸 ＝ 区 式） 心 ＋ 区 m;�l d沪
,, i" 

汇 叫�l d尸 < c 叉 心 < C .  (b — a) , 
i1 i1 

又 叫，飞，＂ 勹 L 汇 心 < L - 8, 
,,, i" 

因为显然 m)n) :,; L(根据定理的条件） 因此

坪 < c(b — a) + L · 8. 

由 于 e 与 8 二数之任意性 ， 这就证明 了命题 (3) .
一般的清形很容易化到适才所解决的这个特殊清形． 事实上 ， 借助于不等式

［ 儿 (x)dx — /\(x)dx :,:; l
b

比 (x) — ip(x) ldx ,

将所证明 的命题应 用 到 非 负 并趋 向 于零 的 函数 1 儿 (x) - ip(x) 上 即 可

[526] 

推论 当 定理 的 各 项 条件， 除掉 关 于极限 函 数的 可积性的 假 定 以 外 ， 尽 皆 成 立 时， 则 恒 可断
言 存在有有限极限

二 ［ 儿 (x)dx

为要证 明 ， 只需确定对于任意的 E: > 0 可找到这样 的 附标 N, 使得当 n" > n' ? N 时

l
b

丘 (x)dx — ［ 八 (x)dx = l
b

[丘 (x) — 丘 (x)] dx < c ,  

就足够了 [39] .
我们设其不然 那 么就存在有这样的一个数 co > 0 与这样的两个无限增加的数列 n勾 及

必 (m = l , 2 , 3 , · · · , n� > 止） ， 使得关系式

/
b

r区 (x) — 区 (x)]dx ? co 
a 

(4) 

恒成立．
另 一方面

If饥；；, (x) — f咕, (x) I ,:;; 2L 并且 』叩!x, [f必 (x) - f心 (x)] = 0 

如若将上面的定理应用到函数

丘 (x) = fn给 (x) — f九：九 (x) ,
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则得

二 I 丘 (x)dx = 归� [f必 (x) - f n估 (x)]dx = 0, ［ 
此与关系式 (4) 矛盾 这一矛盾就证 明 了 我们的断言

从只取 自 然数为值的参数 n 很容易推到任意的参数 y[参看第 506 目 定理 l]

定理 2 设 函 数 f (x , y) 对 于 区 1司 [a, b] 中 的 x 值及 区 间 Y 中 的 y 值有定义 ， 在 [a, b] 上对
于 x ( 当 y 固 定 时 ） 可积 ， 并且对于上述的 x 与 y 诸值一致有界

lf(x , y) I ,::;  L (L = 常量）

如果对于所有的 x 存在有也在 [a, b] 上可积的极限函数

'f!(x) = Jim f(x , y)夏
y--+yo 

—}
 

贝
b b 

lim / J(x, y)dx = I '-P(x)dx .  (5) 
y 一 YO a a 

只需将定理 1 应用到 函 数 儿 (x) = f(x, 如） 上 即 可 ， 此处 {yn } 是 Y 中 y 值的趋于 Yo 的任
意序列 用 这样 的办法所得出 的关系式

三 lb

f (x , Yn)dx = .[勹 (x)dx

与 (5) 是杅叮产玉价 时

527.  积分号下取导数 根据臣尔泽拉定拜不难得 出 以 下结果 ， 作为是第 507 目 定理 3 的
类似命题 以及推广

定理 3 设 函 数 f (x , y) 在矩形 [a, b; c, d] 上有定义 ， 并且对 于 [c, d] 上 任 意 一 个 固 定的 Y,
函数 f(x, y) 在 [a, b] 上 对 于 x 可积 还假定在整个 区 域上存在有偏导数 片 (x, y) , 也对 于 x 可积
如果这导数作 为 二元 函数而 言是有界的

I片 (x , y) I ( L (L = 常量， a ( x  ( b; c ( y  ( d) , 

则 函数

I (y) = lb 

f (x, y)dx 
a 

对 于 [c, d] 中 任 意 的 y 恒有公式

I' (y) = lb

片 (x, y)dx
a 

证明 取定任意一个值 Y = yo , 与在第 507 目 中 的证 明一样 ［参看 ( 1 1 ) ] , 我们有

I (yo + kl - !(yo) = lb f (x , Yo + kl - f (x , yo ) dx 

©此时当然是假定能够在区域 y 里取极限 y 一 YO
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因为， 根据拉格 朗 日 定埋

第十四章 依赖于参数的积分

f (x , yo + k) - f (x, Yo) 
k 

= f伈 (x, Yo + 0k) , 

[528] 

所 以依赖于 x 与 K 的被积函数 ， 对于这些变扯 的所有的值， 以 常埴 L 为界 （就绝对值而言） 将定
理 2 应用到这个情形 中 ， 我们可 以 当 k----> 0 时在积分号下取极限， 这就给出 了 我们所要 的结果

528. 积分号下取积分 在这方面有一个定理， 大大地推广 了第 508 目 定理 4

定理 4 设 函 数 f(x, y) 定义于矩形 [a, b; c, d] 之上， 它 对 [a, b] 的 x(y 固 定） 以 及在 [c, d]
上 的 y(x 固 定） 都是可积的 如果此外函数 f(x, y) 还对于所有的上述的 x 与 y 的值有界

则 存在有 两 个 累 次积分

lf(x , y) j ,::;  L (L = 常量） ，

ld 
dy 1b 

f(x , y)dx, 1b 
dx ld 

f (x, y)dy 

并且它们彼此相等

证明 设

J(y) = lb 
f(x, y)dx,  K(x) = Id 

f(x , y)dy 

我们来研究任意一个分割序列， 其中每一分割将区 间 [c, d] 分为若干部分 ， 各具长度

贮 ， 的， ＇ 霓 (n = 1, 2, 3, . .  , ) , 

但服从于这样—个条件: max{8尸 ｝ 随着 n 的增加而趋 向 于 0 在第 n 次分割 的任何一个第 2 部
分中 随意选取值 y = y尸 ， 并组成函数 I(y) 的积分和

hn 

四 ＝
笘 I(y尸） 贮 ＝

笘 {1b
f(x , y尸 ）dx } · 8�n) 

= lb {笘 f(x, Yin) ) · fit) } dx 

如果设
hn 

区 f(x , 贮 ） 贮 ＝ 只 (x) ,
i = l  

则 因 可改写为以下形状

匹 ＝ 『 只 (x)dx.
a 

因为显 而易见， 存在有极限

上� 只 (x) = j
d 

f(x , y) dy = K(x) 
C 

(6) 
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并且对于所有的 x 与 n 的值还有

I 五 (x)I �L · (d -c) ,

所 以 ，根据第 526 目 推论 ， 我们便断定 极限

lirn CTn 冗 - =

存在

· 623 · 

因此 不管区间是怎样分割的 （只要各部分的长度的最大者趋向于零） ， 也不管值 Yt) 是怎样
在各部分 中 选取的 ， 这个 极限总存在 由此显见，这个 极限在任何情形下都应该是同一的 ， 这就是

说 存在有积分 I I (y)d y = }上� 匹 ＝ 二 lb
只 (x)d x

但是应用类似的方法也可 以证明积分 J: K (x)dx 存在 ， 这就是说 ，只 (x) 的 极限函数可积 ［参

看 (6) ] 于是将定理 1应用 到 只 (x) , 最后便得

l
d 

J (y)d y = 1上�1b
只 (x)dx= lb 

K (x)dx 

ld 
d y  lb 

f (x, y)dx = lb 
dx ld 

f(x, y)d y 

是 即 飞钦正明

在本节 中 我 们是局 限千常义积分 的 情形下 如果弝存这个情形下所证得的诸定理作为基础 ，

则可分别将关于反常积分的诸结果加 以推广， 不过我们不来从事于此 了

§5 .  欧拉积分

529 . 第一型欧拉积分 （根据勒让德的提议） 具有下列形状的积分

B(a, b) = f xa- l( l -x?- 1 dx, (1)  

其中 a, b> 0 ,  称为第一型欧拉积分. ( 1 ) 型的积分确定出两个参变量 a 与 b 的一个 函

数 ： 9 函数 ．

我们知道[483,3)(a)] , 这里所要研究的积分对于正 值a与b( 即使是小于1 也罢）
是收敛的复 因之的确可以作为 fJ 函数的定义的基础 我们来确定它的一些 性质

1 0 首先，差不多直接地 （利用 替换 X= l - t)即可得出

B(a , b) = B(b , a) , 

©反之 若参数 a 与 b 中只要有一个是 < 0, 则 积分发散
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所 以 /3 函数对千 a 与 b 乃是对称的

由 此

沪 公式 ( 1) 于 b > l 时， 借助于分部积分可得©

l 

B(a, b) = f (l - x/-1 d— 
xa 

。 a
泸 (1 - X t-1 1 b - 1 1 

= 
a 。

十 了 1 泸 (1 - x/-2dx 

= b �
l 

fo
l 

xa- 1 (1 - x/-2 dx - 勹 fo
l

xa- 1 ( 1 - x/-I dx 

b — 1 b — 1 
= — —-B (a, b — 1 ) - B (a, b) ,  a a 

b - 1  
B (a, b) = B (a, b - 1  

a + b — 1 

[529] 

(2 ) 

当 b 保持大于 1 而减少整值的时候， 总可应用这个公式， 因 此， 总能够达到使

b 冬 1 的地步

不过在 a 的方面 也可达到 同样结果 因 为 （ 由 于 B 的对称性） 另 一个递推化简

公式

B(a, b) = 
a

:��
1

B (a - l , b) (a > l) 

也成立

但是

如果 b 等于 自 然数 n, 则顺次地应用公式 (2) ) 便得：

n - 1 n - 2 1 
B (a, n) = · · · · · B (a, 1 ) . 

a + n - 1 a + n - 2 a + l 

B(a ,  1 ) = / xa- 1 dx = - . 
1 

。 a

因 此， 对于 B(a, n) , 同 时也就是对于 B(n, a) , 得 到 了 最后 的表达式

1 - 2 · 3 · · · · · (n - 1 )  
B (n ,  a )  = B(a,  n )  = 

a • (a + 1 ) · (a + 2) · • • · • (a + n - l ) 

若 a 也等于 自 然数 m, 则

B (m, n) = 
(n - l ) ! (m - l ) !  

(m + n - 1 ) !  · 

如果将符号 O! 了解成 1 , 则此公式当 m = 1 或 n = l 时仍可应用

©我们利用 以下 的恒等式
泸 = xa-1 — xa- 1 ( 1  - x) 

(2') 

(3) 
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30 我们 来给出 /3 函 数的 另外 一种解析表示， 这种表示常常是有益的 即 ， 若在
积分(1) 中 进行 替换 X = y ' 其中 y是新的变最，它 从 0变到 oo, 则得到

l + y 
CX) y a- 1 

B(a, b) = lo 
(l + y)a+b dy 

40 在公式(4) 中 命b = 1 - a, 并设 0 < a < 1; 我们就 得到
oo 

Y
a- 1 

B(a, l - a) = lo 
l + y

dy 

(4) 

读者业 已 认出 ， 此 即 以 前所计算过的 ， 亦 系有 欧拉之 名的 积分 ［参看 519,4)(a) 或
522, 1°] 代入它的 值 即导出公式

冗．

B(a, l -a) = . (0 < a < 1). sm a1r 

1 
假 如特别取a = l -a = — ，则 得到

2 

B G, D = Jr .  

(5) 

(5a) 

我们 权且只 讲 /3 函 数 这不多的 几个性质， 因为 马上就 会看到 /3 函 数可以很简
单的用另 一个 函 数 r 函 数 表达出来， 而 r 函 数也是 本节中我们所研究的 主要 对
象

530. 第二型欧拉积分 勒让德对以下重要 积分

CX) 

r(a) = I xa-1尸dx。 (6) 

命 名为 第二型欧拉积分 ， 此积分 对千任意的 a > O 皆收敛[483,5,(B)严 并 确定出 r
函数 r 函 数是 继初等函 数 之 后 ， 在分 析及分 析应用 中 最重要的 函 数 之 一 根据 r 函
数的 积分的定义(6),我们 详细研究其性质 同时就可 作为以前所讲的 依赖于参变量

的 积分 之 理论的 最好应用实例 ．
在第十一章及第十二章[402,10) ;408;441,11) l 中 我们 已遇到 了 r 函 数 ， 不过是

用其他办法来定 义 的， 首先 我们 来证明 两个定 义的恒等性（ 当然是 对于 a > 0) 

在(6) 中 命 x = ln — ， 便得

1 

r(a) = f (1n 』) a-

1 dz 。 z

如所周 知[77,5)(6)],

In ; = 』.:...moo叶 I 三） ，

© 当 a ,::; 0 时 ， 积分发散
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此处 当 n 增加时 表达式 叮l - z古 ） 上 升而趋于其极限© 此时， 根据 518就证明了
等式

r(a) = 
11
直 na-1 /

1 

( 1 -z士 ）
a-1 

dz 。
或应用替换 z =y气

f(a) = nl上览 na lo 尸(1 -y)a-l dy 

但是 根据 (3) ,

f
l

尸(1 -y)a-l dy = B(n, a) = 
1 • 2 • 3 • · • · ·(n - 1) 。 a •(a + 1) •(a + 2) · · · • ·(a + n -l) " 

因 此 最后我们便导出 著名的 欧拉－高斯公式

1 · 2 · 3 · · · · ·(n - 1) 
= Jim n ·  r(a) a n-,oo a ·(a + l) ·(a + 2) . . · · ·(a + n -l) ' (7) 

这 在以前是作为我们的 出 发点的 [402,(14)] 关于 r 函 数的 进一步的性质我们将照
以前所指 出的 ， 从它的 积分 表示法(6) 来推求

531. r 函 数的一些最简单 的性质

10 函 数 r(a) 对 于 a > O是 连续的并且具有所有各阶连续的导数 ．只 需证明导

数存在就 够 了 在 积分 号下对积分(1) 求导数 便得
CX) 

r'(a) = f 产 ln x · e丑 dx.。 (8) 

因为 应用莱布尼茨法则两个 积分

I。 1

xa-l · ln x · e-x心 与 /00
xa- l - ln x · e-xdx 

对 a 一致收敛· 第一个 － 当 x = O 时 对 a ;); ao > 0(优函数为 xao -1 1 In X I ) ' 而第

二个 当 X = 00 时 对 a ,S: A < oo(优函数为 x轻-x).®

用这个 方法可 以证明存在二阶导 数
CX) 

r"(a) = J 产(In x)2尸dx。
以及所有更高 阶导数的存在 。

沪 在(6) 式中分 部积分 ， 便立即得到

a 100 
xa-le-xdx = x气 X -� + 100

泸e-xdx

©将表达式 上二： 考虑作 a 的函数， 再利用微分学中的方法 ， 就可以肯定 这一点
＠对于 X > 0, 矗而易见 In x < x 

(8*) 
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这就是 说 ［参看 402 (15)] 

f(a + l) =a - f(a) (9) 

重复应用这个公式就给 出

r (a + n) = (a + n - 1) (a + n -2) · · • (a + 1) ar (a) . ( 10) 

利用这 种办法 ，无论是 对于 多么大的 a 值来计算 r , 总可以 化为 对千 a < 1 来计算
r. 

若在 (10) 中取a = l并 注意

00 

f(l )  = / 尸 dx = 1, 。 (11) 

那么就 发现
r(n + 1) = n! . ( 12) 

r函 数是 仅对 自 然数 n 定义的阶乘 叫 到任意正值 区 域的推广

3° r 函 数的变化情况 我们现在可以 对函数 r(a) 当 a 从 0 增长到 oo 时 的性

态有一般的了解
由 ( 1 1 ) 与( 1 2) 式有 f'(l) = f(2) = 1, 因此根据罗 尔定 理 ， 在 1 与 2 之 间 应有

导 数 [' (a)的 根 a。 因为 从 (8* ) 式显然看 出二 阶导数 r" (a) 总为 正，所以 r' (a) 恒
增长 因 此 当 0 < a <  a。导数 f'' (a) < 0 , 函 数 r(a) 减少 ， 而 当 ao < a < oo 时
f'' (a) > 0 , 因 之 r(a) 增加 当 a =a。 存在极小值 我们 不作计算而给 出

ao = 1.4616 · · • , min r(a) = r伈o) = 0.8856 · · · 

令人感兴趣的是 弄清 当令 a 趋千 0 或无穷 时 r(a)的极 限 由 (11) 式 ［以 及 由
i ol 显然有： 当 a一 +O

r(a + 1) 
r (a) = -----+ +oo. 

a 
另 一方面 由千 (12) 式只要 a > n + l就有

r(a) > n! 

即 当 a ---+ +oo 时 r(a) 一 +oo.
r 函数的 图像 见图 64. [现在我们感兴趣的是 它位千第一象限的 部分］

40 /3函 数 与 r函 数 之 间的联系 为了弄清楚这 种联 系， 我们 利用 替换 x
ty(t > 0) 将 (6)变为 以 下形 状：

r(a) OO 

ta = I ya- le-tYdy 。 (13) 
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图 64

将这里的 a换成 a +b(b > 0)并 同时 将 t换成 1 + t, 便得·

r(a +b) /00 
(1 + t) a+b = ya+b-le一 (Ht)ydy.

现在把 这个等式 两 边 乘上 ta-I , 并 从 0 到 oo 对 t取积分 ：

r(a + b) 100 
(1 :�

l

a+b dt = 100 
ta- l dt Joo 

ya+b-le-(l+t)ydy 

左边的 积分我们 认出就 是函数 B(a,b) [参看(4)] , 而右边的 积分我们 来重新加以 配置．

结果便得出 ［考虑到(13)与(6)] :

r(a + b) . B(a, b) = 100 
ya+b- le-Ydy 100 

ta-le-tYdt 

= fo00 
ya+b-le-y . 

r(a) dy = r(a) 
/00 

yb-le-Ydy = r(a) . r(b), 
沪

因而最后便有
B(a, b) = r(a) . r(b) 

f(a +b) . (14) 

关千欧拉积分的这个 关系的 精彩结论， 系 由狄利克雷所导出 ． 不过为要 确立这个
关系 ， 尚 须证明 重新配置积分 是有道理 的

我们就 来作这件事， 首先限于 假定 a > 1, b > 1 那么对函数

ta-lya+b-le-( l+t)y 
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来说521 目 的推论的所有条件都成立 这个 函数对 y � O 及 t � 0 连续 （并且是正
的） ， 而积分

ta- l 
J

CX) 
ya+b- le- (l+t)y = r(a + b) . ta- l 

o ( l + t)a+b 

CX) 
ya+b- l e-y 

J ta- le—tydt = r(a)yb- l e-y 。
本身 同样是连续 函数 ， 首先， 对 t 当 t � 0 连续， 其次， 对 y 当 y � O 连续 引 用所提
到 的推论就证明 了积分替换 的合理性 ， 与此一起公式 (14) 对 a > 1 , b > 1 是正确 的

若仅知道 a > O 及 b > 0 ,  那么按照所证明 的有

B(a + l , b + l) = r(a + l)f(b + 1 )  

而 由 此 ， 应用 3 函数的简约公式 (2) , (2' ) 及 r 函数的简约公式 (9) 容易重新得到没
有 了 不必要 的 限制 的公式 ( 14)

50 余元公式 如果在公式 ( 14) 中命 b = l - a(假定 0 < a <  1 ) ,  则 由 于 (5) 及
(1 1 ) ,  我们就得到关系式 ［参看 408(30)]

冗
f(a)f(l — a) = . '  sm a开

( 15) 

这就叫 作余元公式
1 

当 a = - 时 由 此 即得 （ 因 为 r(a) > 0) 2 

勹） = .jii 

倘若在积分 loo
尸。 ` dz = .jii 

中作替换 z = 武 则重新得到欧拉－泊松积分的值·

loo
了x2 dx = 亡。 2 

50 作 为余元公式的应用 ， 我们来确定 （欧拉） 乘积

E = r ( ¼ ) r (勹 r (
n

:
2

) r (
n

:
1

)

（其中 n 是任意 的 自 然数） 的大小 将这个乘积依相反的次序重新写下·

E = r (
n

:
1

) r (了） r 亡） r ( ¼) 

( 16) 
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把这 两个 表达式 相乘起来．

炉 = ] 贮 （日 r (n � v ) 

并 对千每一对 因 子 r (�) r (勹 勹 应用余元公式 我们 便得到

n-1 
E2 = 

九

开 开 介． ．
sin - • sin 2- • • • · · sin(n - 1) -

n n n 

现在为要 计算正弦乘积 （参看第 493 目 例 2) ,我们 来考察恒等式

n n- 1 z - 1 
Z — 1 = IT ( 2V7r 2切r \

Z — cos — - i sin — 
n 

v=l 
n 丿

并 在其中 使 z 趋于 1取极限的 结果为

n = 订 ( 1 - cos 三 气 S二）
n n 

v=l 

或 （令模相等），
n - 1  n- 1 

n = IT 1 
2切T . .  2v7r 

- cos — - i sm = 2n-l IT sin 竺
n n n ' 

v=l v=l 

n-l IJ sin 气 ＝ 二
n 2灯- 1

v=l 

将此代入 炉 之 表达式内， 我们 便最后得到

n-1 

E =  g r (;) =  
（加） 宁

石 ．

70 拉 阿伯 积分 计算重要的 积 分

岛 = /

1 

ln r(a)da 。
时，也牵涉到余元公式 显然这个 积 分存在 ， 因为 ［参看 (9)]

In r(a) = ln r(a + 1) — lna. 

将 a换为 1 - a, 则可以 写成
1 

岛 = J ln r(l - a)da, 。

(17) 



[531] 

再相加

§5. 欧拉积分

缰 = /
1 

ln f(a)f ( l — a) da = J 1 ln . 7r da , 。 。 sm a-rr

= ln -rr — � f  1r In sin xdx = In -rr — � 1
丹

ln sin xdx.
7r O 7r 。

在这里代入我们所 已 知 的 [492, 1° ] 积分值 ） 便得

灿 = J ln f (a)da = In 尽。
拉阿伯研究 了积分 （ 当 a > O 时）

R(a) = l
a+ l 

ln f(a)da = 1
a+ l —[ 

因 为显然
R' (a) = ln f(a + 1 )  - ln f(a) = In a 

［参看 (9) ] , 故积分之， 便得 （对千 a > 0) 

R(a) = a(ln a - 1)  + C 

· 6 31· 

(18) 

但是 R(a) 在 a = O 时也保持连续［ 在此处使 a 一 0 取极限， 我们便看 出 C = R。 ． 代

人值 (19) 我们便导 出 拉 阿伯公式

a+l 
R(a) = j ln r(a)da = a( ln a — 1 )  + In 尽

a 

go 勒让德公式 如果在积分

中作替换

B(a, a) = fo
1 

xa- l (1 - 工） a- ldx = 1。 l [ i — \ — X厂r
-

1 dx 

= 2 fo ½ [i — 且 — Xfr-

l 
dx 

1 1 
— X = - y/;, 则得2 2 

B(a, a) = 
22�- 1 /

1

曰 ( 1 — t)a- l dt = 
22�-1 B G , a) 。

在等式两边将 f3 函数代 以其通过 r 的表达式 ( 14) :

r(a)r(a) = 1 . r 且） r(a) 

f(2a) 22a- l f (a + 丿） ．
2 

( 19) 
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消去 r(a) 并将 r ( D 代 以 它 的值 J了［参看 ( 16)] , 我们就导 出 勒让德公式

r(a)r (a + D = 
2

'(;:_1 • f(2a) 

[532] 

(20) 

532 . 由 F 函数的特性而得的 同 义 定 义 我们知道， 函 数 r(a) 及其导数对于 a 的 正 值都
是连续的 除此而外 渗看 (9) , (20) , 与 (15)] 它还满足下列关系

(I) 心(a + 1) = 吵(a) ,

(II) <I>心 (a + -) =2 22a- l 

(III) <I>(a)<I>(l — a) = sm a冗

<I>(2a) , 

我们来证明 ， 这些特性完全确 定 出 了 r 函 数 （ 因 而任何一个具备了 这些特性的 函数必与 r 恒
等）

单只 是特性 (I) 与 (II) 是不够的 ， 因为函数

<P(a) = r(a) • [4 sin2 a寸 (µ > O) 

和 『 一样， 也具备特性 (I) 与 (II) 而特性 (II) 与 (III) 同样也是不够的 ， 因 为 函数

知） = r(a) · za- ½ (z > 0) 

1 
也具备此二特性 最后 ， 特性 (I) 与 (III) 则 显然使得当 O < a < - 时 函数 <P(a) 的值可 以任意2 
但若这三个特性一齐具备 ， 那 么情形就不同 了 不过特性 (III) 可 以 用 一个较弱的条件来代替， 就
是只要函数 <P(a) 当 a > O 时不为 0, 而这一点恰可 由 (III) 推得©

总之 ，设 函 数 <P(a) 及其导数对 于 a > 0 皆 连 续 而 且 少(a) 异 于 0 并 满 足 关 系 (I) 与 (II)
我们来证 明 此 时 <P(a) 三 r(a)

我们设 <P(a) = M(a) · r(a) ; 显而易见 函数 \l(a) 及其导数也都是连续 的而且 M(a) 异于
0 除此而外 ， 因为 <P(a) 与 r (a) 皆 满足条件 (I) 与 (I I) , 故 M(a) 满 足关系式

(I')  M(a + 1) = M(a) 及 (II') M(a)M (a + -) = M(2a) 2 

从 (I') 即 可 明 白 看 出 ， 当 a ----> +O 时 M(a) 存在有有限的极限， 如果将此极 限取作 M(O) 的
值 ， 则 M (a) 及其导数就一直到 a = O 都是连续的

我们注意， 当 a = - 时 由 (II') 推知 M - = 1; 这就是说对于所有 的 a ), 0 皆有 M(a) > 0 
2 C) 

这样我们就可 以来研究 函 数
L(a) = ln M(a) , 

此 函数及其导数对于 a ), 0 也同样是连续 的 ， 不过所满足 的关系式乃是

(I" ) L(a + 1) = L(a) 及 (II") L(a) + L (a + 且 = L(2a) 

©这是对于 0 < a <  l; 而对于其他的 a 值， 则 由 (I) 即 已推知此条件仍得成立
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最后， 我们还引入一个连续函数
� (a) = L' (a) ;  

它适合关系式

1 
(I'") � (a+ 1) = � (a) 及 (II"') � (a) 心 (a + -) = 2� (2a) 2 

a 
在 (II'") 中将 a 换 成 － ， 便得2 

扣 (�) 心 （气） } = � (a) 

· 633 · 

a a+ l 
如若在其中先将a复换 为 － ， 其次再将a换 为 －－－ ， 并将所得到的两个等式相加， 则得出2 2 

沪 行） 心 （气） 心 （气） 心 （气）} = � (a) 

利用数学归纳法， 不难建立一般的关系式

2n - l  

卢 汇 叶号） = � (a) 
v=O 

但是， 不管a是怎 么样的， 左边的和数总可看 成是积分

/
1

� (x)d x  。
的积分和但 因此

沪 -1 1 

� (a) = 』 三 � � 卢） = 1 � (x)d x = L (l )  - L (O) = 0 

2 ) ［ 由 于 (I")l .  在这种情形下， L (a) = 常扯， 也就是说 M (a)=常最 但是我们已经看到 了 M (- = 
1, 故 M (a) 三 1, 亦 即 矶 (a) 三 r (a), 此即所欲证明

在最后我们还要注意， 可微分的条件在这里 占有 极重要的位置而是不可缺少的． 例如若设

L (a) = 汇 一 sin(2n-rra) ,
2n 

n=l 

4 ) 2 '  则 由 L (a) 的外形上即知 其 为连续函数， 并满足条件 (I") 与 (II") 同时 L (O) = 0, 而 L ( - = -

所 以 ，L (a) 不能 成 为常量！

533. r 函数的 其他函数特性 在上一 目 给出了 函数 r (a) 作为函数本 身 及其导数 皆连续，

并适合函数方程 (I) 与 (II) 且 （对a> 0) 异于 0 的唯一的函数在这里 ， 我们给 出 函数 r (a) 更 为

简单的特征， 只应用一个函数方程 (I) ' 但假设对函数还有一个要求： ”对数凸性” ， 其含义我们马上

来解释

©此时要利用 (I"' )而考虑到函数 Ll( a) 的周 期性
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在 141 目 曾 给出凸函数的定义 给定在区 1司 X 上的正函数J( x) 称为在这个区间上是对数

凸的，是指其对数 InJ( x)是凸函数，因 为

J( x) = eln f 位 ），

那么，根据 142 目 30 , 由函数f( x)的对数 凸 性可推知函数本身的凸性 反过来的结论， 一般说来

不正确 于是， 对数凸函数仅仅是整个凸函数类的一部分．
应用 143 目定理2 可以证明对数凸性的条件 设正函数f( x)及其导数在区 1司 X 上连 续 并

在区间内部有有限的二阶导数J"( x); 那 么为使函数f( x)在区 1司 X 是对数凸的，必须 且 只 需在
X 的内部有

f( x)·f"( x) -[J '( x)]
2 ) 0 

其证明是要对函数 Inf( x)应用上面提到的定理
现在 回 到函数 r( x) 其一 、 二阶导数 由 公式 ( 8) 及 ( 8* )表出． 按照布尼亚科夫斯基不等式

[321 , ( 13' ); 483, 7)] 

1 [r.p( x)]2 dx· 1 怮( x)] 2dx — { 1 产）心( x)dx} ) 0 

若 此处令
a= 0, b = oo, 叩 ） ＝ 二， 心( x)= 五 lnx,

便得
r(a)• r"(a)— [r'(a)]2 ) 0 

由 此， 按照刚才引述的条件 ，函数 r(a)在区间(O,oo) 内是对数凸的 就是用这个性 质， 连同方程

( I ), 确定 r 函数准确到常数因子，换旬话说

若 1)在区间( 0,oo)内 <P(a)适合方程 ( I )

<P(a + 1 )  =a• <P (a), 

2 ) <P(a)是对 数 凸的且

3) <P( l )  = 1, 则 <P(a)三 r(a)

假设对 <P(a)所有这三个条件成立

重复应用方程 ( I), 就得到一般等式

<P(a + n) = (a+ n -l)(a + n -2 )· · · · · (a+ 1)·a· <P(a), ( 2 1) 

其中 n 是任意一个自然数， 由 此 ，设a= 1[ 参看 3)]并以 n — 1 代替 n, 便求得

<P( n) = ( n — 1)! ( 22) 

注意 ，只需证明 <P(a) 与 r(a) 在区间 ( 0, 1] 重 合， 因 为由于 ( I )式，这两个函数处处重合 设

0 <a:::;; 1, 回忆 起 143 目的不等式 ( 6),

J( x1 )—J( x) f( 心）—J( x)
X1 — X X2 — X 
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对 凸 函 数 J(x) 在唯一 的条件 X J < X2 (D下成立 把这个不等式应用两次于 凸 函数 In <P(a) (根据
2) ) , 对任意的 n ) 2, 得到

In <P( — 1 + n) — ln <P(n) ln <P(a + n) — ln <P(n) ln <P ( l + n) - ln 中(n)
::;; ::;; ( - 1  + n) — n (a + n) - n  ( l + n) — n 

或者 考虑到 (22) ,

由 此推出

这音味着

ln(n — 1) ::;; ln <P(a + n) - ln(n — 1) ! 
::;; In n. a 

ln[(n — 1)° • (n — 1 ) !] ,;;; In <I>(a + n) ,;;; ln[na • (n — 1) !] 

(n — 1尸 (n - 1) ! ,;;; <I>(a + n) ,;;; na · (n — 1 )  ! . 

现在借助 (21) 式， 变到 <I>(a) 的值本身 ， 便引 到不等式

(n — l)° (n — 1 ) !  忙 (n — 1) ! 
,;;; <I>(a) ,;;; a(a + 1) · • • (a + n - 1 a(a + 1) • • • (a +  n - 1) · 

最后 ， 用 n + l 代替 n, 把所得不等式表为

由 此已 很 明 显有

<I>(a) ,;;; na 1 - 2 · 3 · · · · • (n — 1) a + n 
冬 中(a) . 

a(a + l) · · • (a + n - 1) n 

少(a) = lim na 1 . 2 . 3  . . . .  , (n — 1)  = r(a) , , ,-oo a(a + 1 ) • · · (a +  n - l 

这是根据欧拉－高斯公式 (7)

534. 例题 1 ) 试求积分

/
1 

xp- 1 ( 1 - xm)q- 1dx (p, q, m > 0) .  
。

提示 设 xm = y, 将其化成第一种类型的欧拉积分
答案

泸 （点， q) = 上
r (点） I'(q) 

m r 亿 + q) 'm 
例如根据此结果， 试证对任意 自 然数 n

f
l dx 

f
l 沪dx

。 三
．

。 江二 2n 
＝ 工 （欧拉）．

2) 计算积分

J
I

仁～ 产
p

��:
1 了 - 1,fi_,_n dx (a, (3 � O; ,, p, q  > 0) 

©诚然 ， 在所提到 的地方曾假设 XJ < X < 叩 ， 但不难证明 ， 所说的不等式对任意正的点 x, 只要
它不与 X1 及 x2 重合 ， 就是成立 的
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借助于替换
(a + 1) x  = t , ((3 + 1) (1 — x) = 1 — t , (a + ,)((3 + ,)dx = dt

, 
ax + (3(1 — x) + ,  ax + (J(l — x) + 1 [ax + ,6( 1 — x) + 干

所给的积分可化为以下形状

3) 试求积分

1 
/

1 
tp- 1 (1 — t) q-1 dt = , B_(P'. �

) 

。

(a)
『 xa- 1 ( 1 - x) b-1 

dx (a, b, p > O) ; 。 (x + p) a+b 

(6) /
+

1 ( l + x)2m-1 (1 — x)2n- 1 

(1 + 正）m+ n 
-1 

dx (m, n > O) .  

提 示 (a) 替换 y = ( l + p)
x 

. (6) 替换 U = 
l ( l + x)2 

X + p 2 1 + x2 . 

笨案
1 

口 a) (1 + p)a沪
B(a, b) ; (6) 2m+n-2B(m, n) 

[534] 

由 此可依次得出 一系列 的有趣的积分来 例如 ， 若在后一个积分中取 n = 1-m, 设 2m — 1 =

cos 2a: 并作替换 X = tg<p, 则得 出

/
于

(
cos <p + sin <p

) 
cos 2。

心 =
1[ 

＿ 工 cos <p - sin <p 2 sin(1r cos2 a:) 

4) 试求积分

a) / 丹 sina -l <p cosb- l <pd<p (a, b > O) ; 。
亏 号

6) 1 sina - l
cp心 = 1 cosa -1 'P心

B) /
号

tg凇d<p ( l ei < 1) 。
解 (a) 设 x = sin <p, 就将其化为积分

/
1 

Xa-1 ( 1 — x2 ) � - 1 dx,  。
所 以 ， 利 用 1) 题， 我们便有

(a > O) ; 

！ 号
sina -l <p COSb- l 产 ＝ 沪 r n 勹 ＝ ；

r 片） r (勹
o r (气）

．

(6) 特别 当 b = 1 时 ， 由 此便得

; � sina-l  <p心 ＝ 乏
r 行） ＠

2 
r (气）

＠不难验 出 ， 第 312 目 (8) 的两个公式都作为特殊情形 ， 而被包含在这个公式里了
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借助于勒让德公式 ， 此结果可改写 为以下形状：

,/,
½

sin"-' 吵 4_, [
r

j
(
�厂 � 2"-'B 停 ， ；）

(B) 最后，在 (a) 中令 a = l + c 并 b = l - c, 此处 匝 < 1, 便得到 （利用余元公式）

!兮
tg凇心 ＝ 扛 （宁） r (宁） = 7r C7r o 2 cos 一

2 

5) 试定曲 线
产 = sin3 0cos 0 

所界出的 图形面积 P .
解 曲线有两个环，在第一象限与第三象限；只需将其中之一的 面积二倍起来就行了 ． 根据极

坐标中面积公式[ 338,(9 )] , 我们有

孚＝
 ）

 
3-
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r
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1-
4
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＝
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儿
1-
2

 

2
 

＝
 

p
 

［参看 4) 题 (a) 及关系式 (9 ) , ( 12) , ( 15) ].

6) 试定 (a) 由 曲 线
m m r = a cos m0 

的一支所界出的面积 P 以及 (6) 这一支的长度 S .
2 2 

(a) P = 2 · 告 J产 cos会 m0d0= 点 J。分 COS会 的如解

1 1 
a2 fi r (- + - 2 

＝ 一 一 . m 2 ) 三 飞）
m 2 r (三）

＝

邓 卢）r 
［参看 4) 题 (6) 及关系式 (9 ) , (20)] .

(6) 根据极坐标中弧长公式 [329,(46)] :

1 2 

S ~ 2a J 志 COS古 ' mJJd/J - 芒 ［ 分 =古 飞心 ＝ 点 2士 ' [r 卢）］
o r (点）

［参看 4) 题 (6) ].

7) 计算积分

(a) 『 d0

。 V'3 — cos 0'

(6) 1,.. 
( 1 +

s
: 二） a-I 

(a) 提示

dip 

1 + k cos ,p 

替换： cos 0 = 1 - 2,Jx . 答案

(a > 0, 0 < k < 1) .  

｀骨）r 
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( 6)提示 替换 tg;= /fJtg孚

答案
2 a-l _ [r (勹r

( 1- k芍卢 r (a) · 

8 )试证

/
l 

( 1 - X斤 古 dx = 嘉 ;
=

( x3 — 1)-½ dx
- 00 

解 设

2
 

I
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I
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＝
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丿

3
 

1
 

1

(

 

(

00

 

1
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l
[

 应该证明等式

Ji + J3 =嘉h

分别应用替换 x=d ,x=c ½ ,x=( t-1 - 1)½ 于这儿个积分 ，我们就将它们化成了 第一种

类 型的欧拉积分 其后则只需再利用几次余元公式即可

9 )试证（狄利克雷 ） 公式

r ( r ) 1
= e-fx xs-l 

d x  = r ( s ) 1
= e-gyyr

-.1 d y ( !, s , g, r > 0) 。 ( g + x )r 。 (f+ y )  

提示 替换

吓）
00 

( g  +x )r 1 r ( s ) 00 

= e五+x)yy
r-l d y ,

(f + y )
• = 1 e-(J+y)xxs-ldx, 

并利用调换对于 x 与对于 y 积分的次序（正函数的情形 ）
10)在第 5 1 1 目 12 )题中，我们证明了恒等式

EK' + E'K - KK' = c =常釐

（关于符 号请参看所指出的地方） 然后借助 于某种 极限过程 就确定出c= i 但对于某一特殊的
K 值算出 了 左边的量 ， 也可以得到这同一结果．

命 k= 1/../2; 于是 k' = k, E' = E 并且 K' = K, 恒等式就取成了以下形状·

2EK - K2 = (2 E  - K ) · K  = c 

顺次利用替换 c os <p = t ,  t4 = x ,  可 把积分

K = f 兮 心 � 1 

0
� 

E=f
o 二如

1— - sin2 <p 2 

化 为第一种类型的欧拉积分：

K=立l勹- ¾ ( 1—x )- 令 dx,

1 

E = 卢 { 1\飞 ( 1-x )-令 dx + 1 x- ¼ ( 1 - x )-½ dx} 
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因 而

由 此所求常量

1 1) 试将积分

展为级数
解

§5. 欧拉积分

2E - K = 上 J
l

X- ¼ ( 1 — x) 分 dx,
2迈 。

c = !
r

( i ) r 信） r 订） r 信） T 

s r (�) · r  (�) = 2 

(a) ;
= xs

- l  dx 。 eX - 1 (s > 1) , (6)  ;
= xs -1 dx 。 ex + l 

(s > 0) 

(a) 1
= 

e�
s

=\ dx = 1
= 

xs- 1  t e-nxdx = t 1= 

xs -l e-nxdx 

= r(s) . � 卢 = r(s) • ( (s) , 

· 6 39· 

如） ［黎曼 c 函数］和通常一样， 表示最后的级数的和 在这里我们 利 用 了 关于正项级数的积分的定
理 [518] 以 及公式 ( 13)

(6)  1
= xs - 1  00 ( — l)n- 1 

dx = r(s) 汇er + l  l ns 优函数

若 s > 1,  则此结果可表成 r(s) ( l — 21 - s ) . ( (s) 的形状 ， 因 为

2xs- l 
产 + 1

归 ( 1 — 2 1 -s ) = 立卢 — 2 产 (2:) 8 = 文 飞�-]
12) 上题稍加推广 即得 以下各展式：

(a) 1
= x

;� —1:=:
x 

dx = r(s) . � (a : n) s (s > 1, a >  0) 

［当 a = l 时 ） 由 此即得 ll) (a)] ;

(6) ;
= zxs - l dx = r(s) 文 三

。 产 — z 炉
n=l 

( — 1 ,;;; z < I 且 s > 0, 或 z = I 且 s > 1) 

［当 z = l 时 ， 由 此得 出 l l ) (a) , 而 当 Z = — ］ 时 ， 由 此 即得 1 1 ) (6)] 
13) 以 F(a, (3, 1, x) 表示超几何级数 ［参看 441 ,6)]

00 

1 + 汇 a:(a: + l) · · · (a: + n — 1 )(3((3 + 1 ) • • • ((3 + n - 1) 沪
1 · 2 · · · · · n · r行 + l) · · · (r + n — 1 )

n=l  
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试证明关系式

F(cx, (3, 1, 1) = r伈汀(, - a: - (J) 
、 ，

（高斯）
假定 ex > 0 并且 1- ex > 0 我们来对 O < x < l 考察以下积分

因 为级数

I(x) = f z°' - 1 (1 — zr一c, - 1 (1 — zx) -f3dz 。

(1 — zx) -f3 产 /3(/3 + l ) · · · (/3 + n — 1) 矿z九

l · 2 · · · · · n n=O  

[534] 

（在固定的 x 之下） 对千 z 而言在区间 [O, 1] 内 乃 是一 致收敛的 ， 所 以 用一个在此区间上的可积函
数 z"- 1 (1 — z)"{-a -1 来乘， 所得出 的级数可 以逐项积分 于是我们就得到 了 展式

其 中

00 

I(x) = 叉 In . xn , 。

(3((3 + 1) . .  · (fJ + n - l) _ f(a: + n) r『} — a:)儿 ＝
1 . 2 . . . . - n r伈 + n)

r(a:)r(-1 — a:) _ a:(a: + 1) - - - (a: + n — 1) (3((3 + 1) - - - ((3 + n — 1) 
r伈） 1 - 2 - - - . .  n 汛勹, + 1) . . - (, + n - 1) 

［参看 (10)]
因此 ，

I(x) = r位）r伈 - a:) 
r伈）

F(cx. (3, ,, 兀）

为要得出 高斯公式 ， 则需在此处对于 x 一 1 来取极 限 即 可 （假定 勺 — O — (3 > O) 根据亚 贝 尔 定
理 [437,6° ] , 这个极 限过程可 以在级数里逐项来做． 而对于积分可在积分号下来取极 限 ， 这是 由 于
存在有优 函数：

z°' - 1 (1 — zr-C, - ] (对于 f3 < 0) 或 za- l (1 — z)产c,-(3- 1 (对 于 f3 > 0) 

其结果 即 ［参看 (14)]

r(a:)r(, — O — /3) r(a:)r(勹 — a:)
r(, - /3) r伈）

由 此就推得所要证明 的关系式．

F(cx, (3, 1, 1) ,  

特别是在 r = 1, f3 = 气x 时 ， 从这个关系式便得出 ［注意到 (11) , (9) , (15)] 有趣 的展式 (0 < 
ex <  1) 

sin a:1r a:2 a: 气a:2 — 1) a: 气a:2 — 1) (a:2 — 4) = 1 — — + - + · · ·  
Q:7[ l (1 - 2) 2 (1 · 2 · 3) 2 

© 不过 ， 将我们所熟知 的正弦 的无穷乘积表达式 [408] 加 以变化 ， 也可得到这个展式
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535.  r 函 数的对数导数 为要 继续研究 r 函数的 特性 ， 我们 来考察其对数导

数， 即 表达式
d ln r (a) r' (a) 

da 
= 

r(a) 
. 

go 从公式 (8) 郎可得出这个 表达式的 各 种 积分的 表示法． 不 过由以 下的 考虑
出 发是比较 简捷的 我们 有

r(b) -B(a,b) =r(b) - = . r(a)r (b) r(b) • b r(a + b) — r (a) 
r(a +b) r(a +b) b 

r(b + l) r(a +b) — r(a) 
r (a +b) b 

所 以 如杲在这里 对于b 一 0 来取极限 ，则

r' (a) 
= lim[r(b) -B (a, b)] 

千是

r(a) b一0

我们 首先取［参看 (6) 与 (4)]

oo oo b-1 
f(b) = I 泸-le-xdx, B (a, b) = J x 

dx 
o o ( l + x)a+b 

f1 (a) , OO 7 

r a 丿 ＝ 三。I 泸- i e 气· _

1 i 心 ，
o - ( l + x) a+b _ 

升且将极 限过程拿到积分号下来进行，我们便得出 柯西公式

r' (a) OO 
一X l dx 

f(a) 
= 

h [e -
(1  + x) a ] �  

为要 说明极 限过程是 合理的 ，可注意 在 x = 0, b = 0附近表达式

1 -x 1 
;; [e -

(l + x) a+b ] 

乃是 x 与b的 连续函数， 而 沪 < 1 对千充分大的 x 与b �b。存在有优函数

x加 - 1 [ ( l : x);;:-
-e-x] 

倘使在 B的 表达式 (1) 中 先做替换 X = e-t 

则可重新写成

00 

B(a, b) = J e-at ( l -e-t ) 忙 1 dt , 。

f' (a) = lim Joo 
[e-xxb-1 — e-ax ( l — e-x/-1 ] dx 

r(a) 尸+o 。

(23) 
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在这里千积分 号下取极限（ 类似地也可说明这是 合理的 ） ， 便得到另一公式·

言)
)

= 100 
(二

X
- /—一：�x ) dx 

[536 ] 

(24) 

反 之 ， 从积分 号下函数也很可以 作出 几个有代表性的 表达式来 ． 为 此， 我们 在

(23) 中 命 a = 1 : 

r'(1 ) 00 
= 「'(l) = / [e

-x — 1 ] 竺 ＝ — C
f(l ) . 0  l + x x 

其中 C就是所谓的 欧拉常数＠ ． 从(23) 中 逐项减去此等式 ， 便得

最后，用替换 t =

r' (a) 00 1 
r(a) 

+ C = f 『 —
dx 

0 _ l + x  (l + x)a ] 了

l + x  ，我们便导出 高斯公式 ，

f' (a) 1 l - ta-l 

r (a) + C = 1 1 - t dt (25) 

536. r 函 数之叠乘定理 100 现在我们依据对数导数的 表达式(25) , 来建立以

下的 一个也是 属千高斯的 著名公式：

r(a) r (a + _!_) . .  • r (a +  
n - l

) = (加）三 r(na)n n nna- 歹

(n为 任意的 自 然 数） 此 即 表出 F函数之 叠乘定理
在 (25) 中设 t = 矿 ， 便得

r' (a) + C = n Ji u九-1 — una-1

r(a) l — un 

（ 由此将 a 替换成 a + � v = O, l, . . , 邓 — 1 ) '
n 

du, 

f' (a + �) l
Un-l — una+v-1 

r (a + f) 
+ c � n J, l — u" du 

并 依照 u 从 0 到 n - 1相加，

n-1 r/ (a +  -汇 n
勹 1 n-1 na-1 

v=O f \a + — 
( v

) 
+ nC � n 1 [厂— 砃 — : — ,J 如

n 

(26) 

©我们在第十一章中[367 , 10] 已 经有 了这个常数的另 一定义 我们将在下文看到 ， 两个定义是
恒等的
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我们将此等式与 下列等式

r竹na) C = /
1 1 - una-l du 

r (na) 
＋ 。 1 — U

来作 比较 用 n 乘后一个等式 再从前一个等式 中减去之，就 得到

产勹a +§l — n r' (na) ~ n j' [ nnn-, — l l du 
v=O f a + 五） f(na) 。 1 — 砃 1 - u

l — Un 1 

=- n ln = -n ln n 
1 - u 。 ， 

这可以 改写成下面 形 状

d r(a)f (a + �) · · · r  (a +  
n - 1 

n n — In ） = —n ln n. da r(na
、

由此积分 之， 便得

In 
r(a)r (a + ¾ ) • •  - r  (a + 

n
� 
— 1

) 
= -an ln n + ln CCD 

r(na' 

r(a)r (a + ¾) • • . r (a + 
n

�
1

) c
 f(na) nna 

为要 确定 出常数 C, 在其中令 a = — ． 显 而易见， C = nE, 此处 E就 是我们 在
第 531 目 50 所 已 见过的 欧拉乘积 ． 代入 (17) 中的 值，我们就 得出了公式 (26)

以 前独立地导出的 勒让德公式 (20) 乃是 高斯公式 之 一特殊情形， 实际上 ， 若在

(26) 中取n = 2, 则得出 公式

r(a)r (a + 勹 ＝ ｀
2 22a- 弓

l r(2a), 

这等价千 (20).

537. 几个级数展式与乘积展式 11。 这 几个 展式的 根源也还是在千公式 (25)
我们 将 积分 号下表达式 展为 级数

1 - ta-1 00 00 

1 - t 
= ( 1 — ta-1) 汇 俨 ＝ 区 (t" — ta抄-1),

v=O v=O 

© 由 于预见到要取作幕次， 故我们事先将任意常数取成 ln C 形状
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这 级数的所有的 项 皆具 同一符号 逐项 积分 ， 便给 出 ：

D ln r (a) + C =
� C  ! 1

—
a ! J . 

00 

此级数 对千 O < a 冬 ao 一致 收敛，因存在有优级 数 (ao + 1 
1 ）归·

倘若将其对千 a 逐项来微分 ， 则得到以 简单而著称的 展式

炉 ln f(a) = L 1 

v=O (a + v)2 . 

[537] 

(27) 

(28) 

因为这个 级数 对于 a > O也是 一致收敛的 （优级数t卢） ， 故逐项微分是 准许的

12° 将级数 (27) 对千 a 从 1 到 a > O 来逐项积分 （由于级数的 一致收敛性 ） 逐

项积分是 合理的 ）， 便得到

或是

= 
In r (a) + C (a - 1 )  = 区 (

a -1 — In a + v
) v + l  v + l  

v=O 

将 a换成 a + 1(对千 a > — 1), 重新将展式写为 以 下形状

ln f(a + 1) + Ca = t (; - ln 了）

In r(a + 1) 
= Ca + 区 [tn ( 1 + 勹 — 勹n n n=l 

(29) 

由此 ，取为 幕次， 便导出 展 为 无穷 乘 积的 著名的 魏尔斯特拉斯公式 ［参看r(a + 1) 
402 (16)] : 

r(a + 1) 
1 = eca 订 (1 + 勹 三 (a > — 1)

n=l  n ( 30) 

1 3° 我们 回 到 (29) 上来 ， 在其 中 使 a = 2 因为 ln r(2) = ln 1 = 0, 所 以我们
得到

顺便注意 一下 ， 由此

00 

C = 汇 1 v + 2 

v=O ( I/ 十 1
- In 

v 十 J

C =二 ［归 — ln(n + l)l 

我们便导出 了我们所已 知的 欧拉 常 数 之定 义[367, 10)] 

(3 1)  
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最后 ， 以 a - 1 乘 (3 1 ) , 并 由 (29) , 逐项相减 我们就消去了 C:

ln r(a) = � [(a — 1 ) ln : :  � 
—

In : : �] 

= lim In [ n
a- l  l - 2 · · · · · (n - l ) 

n一oo a · (a + l ) . . . .  · (a + n — 2) ] . 

· 645 · 

由 此， 利用取幕次的办法 ， 我们便重新得 出 了 以前曾 以他法而建立之欧拉 － 高

斯公式 (7)

538. 例与补充 1) 试利用

以证明 （对于 a > 0) 

并 由 此导 出 公式 (7)

尸 = lim (1 — !_ ' 
n 

n�oo n)  

oo n 

r(a) = 
J 

n 

o 
ta-l e-tdt = J乳

1
ta-l (1 — 订 dt

提示 这极限等式可依照第 519 目 10 题及 11 题中所做的那样来建立 应用替换 r = - 来

改变积分的形状

l

n
ta-l (l — 臼 n

dt = na 
1

1 

Ta-1 (1 - T)九
中 ＝ 矿 B(a, n + 1 ) , 

开再和用公式 i 3)

2) 试从公式 (23)

言 = 1

00 

[e
-

x
—

( 1 : x) a ] � 

直接导 出公式 (24)

言 = 1

= 

[勹
u

- l 厂 二] du 

我们注意 ， 这里的困难之点就在于积分 (24) 不能看作是两个积分的差 （否则应用替换 X =

eu — 1 改变第二个积分的形状 ， 间题就完结了） 因此为要避免这一点 ， 我们这样写

｀勹 ＝归 { 1

=
e-

:
dx —

1

= 

( 1 +�� a · X } 

＝归 ｛ 厂 e-
:

du —
L�+e) 1 � 二｝

＝ 厚 1

=

[ 
e
:

u
—

1 � 

一

：二 ] du = 1

= 

[勹
U

— / —
一

二] du 

因 为

巳 1n°(l+s) l 厂
一

：:u du = 0 

［关于这一 点只需用表达式 巳 — ln( l + c:) < c 
c:( 1 + c:)a-1  2( 1 + c:) a-1  来对积分估值 ， 即可明 白 看出』
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3) 试根据欧拉常数的定义等式
n 

C = 』�m= (笘 ： — In n) ,

以建立积分公式：

所 以

试证

因此

因为

1 

(a) C = J ( 1 — 尸） 竺 — J二产。 X 1 X 

(6) C = 1飞五 - e-u) 于

豆 � = 1
1

t tv- 1 dt = 1
1

�� 
—

t
; dt = 1

1 
1 — ( l

s
— s)n 

ds 

In n = J
n

臼
1 s 

C = 二 [1
1

1 - ( �- si
n 

ds — l
n 勹／

｀丿 [1 — ( 1 — :厂] � — ［ 亨 ｝
= 』�m00 {

/

1 

[1 - ( 1 - 巴厂］ 竺 — I
n

1 — 2 产
n X I ( n ) X } 

关于第二个积分的极 限过程， 和在 1 ) 中 同样地来进行 关于 (a) 变形成为 (6) 则参看 2)
4) 设 （对于 a > 0, 并 s > l) 

co 

( (s , a) = 芒 (a + n) 8 · 
n=O 

Jim ((s, a) — 1 r' (a) 
s-1+0 [ S — 1 ]  = —

r(a) 
我们 已经有了 [534, 12) (a)]

（ 
1 

co x•- l e-ax 

( s, a) =
r(s) 1 1 — e-x dx 

((s, a) —
s � l =

r �s) { 1
= x

� — :=:
x 

dx — 厂 (s - 1) }  

= r �s) 1
= 

xs-1 
[ 1 � —一：�x -

e
:

x

] 心

对于 s 一 1 的极限过程可以在积分号下来做， 因为积分号下 的表达式在区间 [O, l] 与 [l , +oo] 
内 分别单调地趋于其极 限 [518] . 然后再利用公式 (24)
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特别 当 a = l 时， 就得到
Jim [ ( (s) — 1 

] = C 
s一 1+0 S — 1 

［参看 375, 1) ] . 
5) 试计箕尤穷乘积

P = IT 如 ，

n=l 

其中
(n + a1 ) (n + a凶 (n + ak) Un = 1 

n + b1 ) (n + b凶 (n + b矿 (a, ,  b, ,  > — 1) . 

围 为

四 = ( 1  + 譬） ( 1 + 节） (1 + 节） - 1  . .  , (1 + 勹）
- 1  

= 1 +  如 + a2 + ·  · · +  ak ) — (b1 + b2 + · · · + bk )  A ＋ n 

n n2 
( IAn l � A <  +oo) , 

所 以仅只在条件
a1 + a2 十 ． ． ． 十 钰 = b1 + 加 + . . .  + bk 

之下无穷乘积方才收敛， 而我们提出来要计算 P 也正是 以此为前提的．］
提示 先将 匠 表成 以下形状：

al-
n

bll
n
 

－

－

 

c

e

 

）
）

 

al_
n
bl-
n
 

+

＋
 

1

1
 

（
（

 

＿＿
 

n
 

u
 

( 1  + 竺 尸 － 爷

( 1 + f) e 芹

再利用魏尔斯特拉斯公式 (30) .
答案

P = 
r( l + b, 汀(1 + b2 ) · · · f ( l  + bk )  
r( l + a1 汀(1 + a2) · · · f( l + ak ) · 

6) 设 o < la; I ,  I 如 < 1, 从 5) 推 出 欧拉的另 一结果·

n=+oo II 匹 = s_in b五 • sin b21r • • • • • sin b订

sm a汀 • sin a21r · • • • • sin ak1r · 
n= -

提示 应用公式
7rC 

r(Hc) 口 1 — c) = (0 < lc l  < 1) , sin 1rc 
它是从 (9) 与 ( 15) 推出来的

7) 回到高斯公式

F(cx, (3, ,, l )  = r行） r行 — ex - (3) 
n / � \  n /  n\ ' 

此式在 534 目 13) 题 中 ， 是在

ex > 0, 1 — ex > 0 及 ' - ex — f3 > 0 
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的假设下证明的 现在提出用另 一方法的证明 仅在公式右端对 r 函数假设其 自变扭 为正的 ， 而
取消不必要的条件 a > 0. 

我们来指出证明的计划 相应地以 an , bn , c,,, 表示超几何级数

A = F ( a, (3 , , , l), B = F ( a — 1, (3 , , ,l), C = F ( a , (3 , , + 1, 1) 

的通项 ， 关系式

an — an+l = (1— !}_ ) Cn — bn+l ' 
伈 — ex)( an — bn ) = f3an- l + ( n —l)an-1 — nan 

可 直 接验证， 且 可证明 nan 一 0对上述关系式 ， 指标从 1到 n 求和并取 极限， 得·

社:I= ( , - ,B)C ,  ( ,  - a)( A — B )  = (3A. 

由 此

现在研究表达式

A = ( ,  - ex)伈 — (3)C .  

F ( cx , (3 , ,,l) 

, ( , — ex - /3 )  

r行 — ex) - r伈 — (3)
r行） r伈 — a — ,6)' 

上述关系式 （ 由于 ( 9))表明，当以 ,+ 1替换 1 时，这个表达式的值不变 于是

F ( cx, (3, ,, 1 )· r伈 — a) . r伈 — (3 )
r行）- r伈 — a — (3)

= F ( cx, (3, 1 + m ,  1) r伈+ m — ex)• r ( , + m - (3 )  
下勺+ m )• r ( ,  + m - a — ^、 ·

(32) 

等式右端令 m 一 oo 而取 极 限 由 级数 F ( o:, /3, 1 + m, 1 ) 对 m 的—致收敛 性推出 [ 433] , 其和趋

于 1 因子
r 伈 + m — ex) . r 们+ m — (3)
rb+ m) - r臼 + m — a — (3)

也趋于同样 的 极限， 因 为根据 5)题 ， 它是对于收敛乘积

订 厂— ex+ n)( ,  — , B+ n) 
, + n)( , — a — f3 + n) 

n=l 

的余乘积 在这样的清况下表达式 ( 32 )等于 1 , 而这与 高斯公式等价

由 此公式当 , = 1, cx = (J =
1 
2 时，现在可以得到展开式

1 2 1· 1 2 1 · 1 · 3 2 1· 1 · 3 - 5 2 1 4 
1+ ( 2 ) + (言） + c . 4 . 5 ) + c . 4 . 5 . s ) + . . · = 

[r ( � ) r
=

:; ;  

1 
可以证明更一般的结果：与指数 为 m 的二项式对应的二项式系数之和，当 m > — － 时 ， 等于2 

r ( 1  + 2m) 
忙 ( 1+ m )]2 ( ,  = 1, ex = (3 = —m ) 
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先前， 由 千 a > O 的 限制， 我们不能做到这一点．

8) r(a) 推广到负 a 的情形． 根据公式 (9)

r(a) = r(a + 1)  
a '  

· 649 · 

故 r(a) 的 值可通过 r(a+ 1 ) 的 值来确定． 倘若 - 1 < a <  0 .  则 a + l > O, r(a + l) 就有意义．

我们就依照上面这个公式来定义r(a); 这样一来， 函数 r(a) 的 定义便推广到了-1 < a <  0 的情
形 一般言之， 倘若 - n < a <  -(n - 1 ) ,  则为要将公式 (10) 推广到这个情形， 我们就以等式

r(a) = 
r(a + n) 

a(a + 1 ) • • • (a+ n -1)  (33) 

来定义 r(a) .
若要作得更清晰一些， 可千其中使 a = —n + a, 此处 0 < a <  1 ,  千是这定义即可改写如下：

r(a — n) = (-l) n r(a) 
(1 — a)(2 — a) · · • (n - a) ' (34) 

由 此立刻看 出 ， 对千 -n < a <  - (n — 1) , r(a) 之符号系取决 于 因子 ( - 1)九
． 当 a 靠近 - n 或

-(n - 1 ) 时 （也就是说当 o 靠近 0 或 1时）r(a) 越于 =(一 阶无穷大！）

9) 建议读者， 试根据 8), 将公式 (7),(9) , (15) , (20) , (26),  (30) 推广到变量为任意实值的情形
（只是避开变量的 负整数及 0 等各值）．

提示 当 推广公式 (30) 时， 考虑等式 (33) .

10) 试根据公式 (34) , 证 明当 a 由 0 变到 1 时， r'(a - n) 恰有一次 （ 比如说，当 a=CTn 时）
通过 0, 符号 由 (— l )n+l 变为 ( - 1) 九

． 这样一来 ． 对千相应的 值 a = 知 - n, 函数 r(a) 就有正

的 极小 （当 n 为偶数时） ， 或是负的 极大 （当 n 为奇数时） ．参看图 64 中的 r 函数的 图形．

以及

建议再证明 （当 n 增加时）a九 与 rn = 1r(知-n) I 皆单调减少而趋向千 o.
提示 以下各等式 (0 < a <  1) 

叭O — (n+ l) ) I =
lr(a - n)I 
n + l — a '  

lr(a -(n + 1 ) ) 1 ' = + 
1r(a -n) I' 1r伈 - n)I
n + 1 - a (n + 1 - a)2 

芦尸 －言 v!心

可作为这些断言的 根据 ．
11 ) 试证，当 - n < a < — (n - 1) 时， 函数 r(a) 可表为积分

1! 2! (n - 1) ! )  
dx . r(a) = 1

= 

xa-1 (尸 - 1 + 王 ＿ 亡 + . . .  + ( - l)n Xn-1 

提示 利用分部积分； 参看 8).
12) 在第十一章中[402, 10) ], 我们曾经根据作为函数 r(a) 的 定义的 欧拉 － 高斯公式，

并且就直 接地对千变量的 任 意实值 （除去零与负整数） ， 建立了 r 函数的 某些简单性质［可再参看

408 ]. 但这些性质亦可 由所研究过的 一些其他的性质上面建立出来
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在附加条件 r(l)= r(2 ) = 1之下， 级数

庐订(a)= 汇 1 
(a+ n)2 

n=O 

即可作为对千任意实值 a(有着同样的那些例外情形）来研究函数 r(a)的这样一个出发卢

[539] 

13 ) 最后，我们注意，函数 r(a)可 以被定义 为在整个复平面上的变量 a 的单值解析函数©

这可 以这样来做 即 以 其积分定义 (6) 为出发点，分离

1
=

为两部 ／ 丁= P(a) + Q(a) 

于是函数

P(a) = 1
1 

xa-J e-xdx = 1
1 

xa- 1 豆 (—
��

xn

dx 

产 ( —

n
尸 /

1

xa+n-ldx = 产 （ — 1尸 1
n! a+ n 

就自然而然地被推广到 了整个复变数平面，并且乃是一个亚纯函数 ， 在 o , — 1, —2 ,  . . . ' —n, 各
点处有一阶 极点，分别对应有 留数 1, - 1 - ·  · · ,  ( — 1尸— 而函数' 2 ! ' n! '  

Q(a) = J xa-le-xdx 

对于复值 a 也有意义，并且还是整函数．
根据众所周知的关于解析函数的定理， 对于变扯的正实值所证的函数 r(a)的那些特 性（ 我们

指的是那些用解析函数间等式来表达的特性）自然就推广到 了整个平面， 特别言之 ， 余元公式 (15)

可 以 改写 成这样

= — sinaJr • r(a) = — sin aJr[P(a) + Q(aJ : .Cs:  
r (l — a)  Jr 

由此明 白看出）l兀(a)在整个平面上是全纯的 因此 ，r(a)没有根

最后我们指出， 魏尔斯特拉斯公式 (30)与欧拉－高斯公式 (7)一样， 也很可 以取作函数 r(a)(而
且是一下子就是在整个平面上）的定义的基础

539 . 若干定积分之计算 我们 回头来研究一些利用了函数 r(a)及其特性来计算的定积分

1)在 531 ,1° 中， 将公式

对于 a 来微分， 我们得到 了

co 

r(a) = I xa-l e-xdx 。
r' (a) = 1

= 

Xa -l尸lnxdx.。
©最后的这—条关于 r 函数的推广的附注， 只能 为那些通晓复变函数论基本概念与术语的读者

们所了解
＠在 P(a )有 极点的那些点处，sin a7r 为 0
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令此处 a = l 因为 f' ( l) = -C, 故得

1

=

尸 ln xdx = -C. 。
作替换 X = — ln u, 就导出 了有趣的积分

f
l 

In(— In u)du = —C 。
1 倘若取 a = - , 并设 X = t2 , 便求得2 

/00 
e- t2 In tdt = �I'' u) = - 五 (C + 2 ln 2) ,  。 4 2 4 

因为这很容易 由 展式 (27) 以及考虑到对数级数而得出
再一次对千 a 来微分， 就导出 等式

r"(a) = 
1

= 

xa- 1 尸 ln2 xdx. 。
令 a = 1, 它就给出

1

=

尸 ln2 xdx = r" ( l )  = C2 十 三 ．。 6 

以 上 的结果可 由 (28) 得 出 只要此时利用一 下熟知 的级数

产＿
6

＿＿
 

1-
f
 

8
V
气

1 最后 ， 也在这里令 a = - , 借助千替换 x = 产 我们又得到 了 这样的积分·2 

1
= 

e-t2 
ln2 tdt = 亨 [(c + 2 ln 2) 2 + �] 

诸如此类 不能枚举
2) 试计算积分

J = 
1

= sinP x dx. 。 X 

其 中 p 为具有奇数分子与奇数分母的有理分数．
提示 应用罗 巴切夫斯基公式 [497, 14) ] ,  根据这个公式

J =  J 告 sinp-l xdx. 。
参看 534,4, (6) 答案

J 
r 售） [r 停） 7 2 

= 2p-2 
2 r (二

2 ) 
r(p) 
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所 以

3) 试计算积分 (b > 0) :  

A =  !
00 cos bx

dx 。 xs (0 < s < 1) , B = 
1

= sin bx 
dx 。 x• 

我们有 ［参看 (13) ] :

卢 ＝ 心 1
=

zs- l e -z"'dz, 

A = ['�s) 1
= 

cos bxdx 1
= 

Z8- 1 e-zxdz 

(0 < s < 2) 

重新配置积分， 便得

A =  r!s) 1
= 

zs-l dz 1
= 

e-z元 cos bxdx = r!s) 1
= 

z:
s

::2 

或命 b2
t = z气

bs- 1  oo t 宁 bs- 1 s + 1 1 — ,S 
A = 江(s) 1 1 + t dt = 江(s) B (丁 ' 2 )

［参看 (4) , (5)] 类似地 ，

bs- 1 
71" 

2f'(s) . s + l  
SID 71" 

2 

Kb s- 1 
S71' 

2r (s) . cos -2 

动s- 1
B = 

S71" . 
江(s) sin — 

2 

重新配置积分的理论根据， 与在 524, 11) 中计算积分 1= 巴巴 dx 时是同样的。 X 
4) 试计算积分

1
=

宁 In xdx, 1
= si: x ln2 xdx 

根据 3) , 积分 (0 < s < 2) 

J = 
1

= s
:sx dx = Jr 汀

o 2f'(s) sin 一
2 

对千参数 s 来微分它 （利用莱布尼茨法则） ， 便得·

1
= s

:s
x

!n xdx = i . 
[f'(s) . �in 了

r {广 (s) · sin 了 + i f'(s) · cos 子｝

[539] 

由 千所得到 的积分无论是在 X = (X) 时 （对于 s � so > 0, 参看 515 ,4° ) 或是在 x = O 时 （对
千 s � s1 , 优函数为 l ln x l : x勺 - 1 ) 对 于 s 一致收敛， 故应用莱布尼茨法则是合理的

将所得的等式再微分一次 （其根据与上相类似） ， 便得

1
00

沪s
x - ln2 xdx =  

[
f'(s) .

:
in

竺厂 扛' (s) sin 享 ＋ 卢(s) cos 了r
2 

—;  [ 1 
s勹 2 杠"(s) sin ¥- + 订' (s) cos 子 — ff'(s) sin 罕｝

f'(s) sin — 
2 
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在两等式中命 s = 1 , 就得出 了要求的积分的值：

1
=

三 ln xdx = � • r ' (l) ,  。 X 2 

1
=

三 ln2 xdx = 叩 (1)]2 - 巴 · r" (l) + 亡。 X 2 8 . 

考虑到 ［参阅
1
)]

r'(l) = -C, 

最后便有：
1

=

三 ln xdx = - 巴 - C,。 X 2 
5) 我们已有 ［参看 534,4)(6)] 公式

r" (l) = c2 + 九．一一，6 

1
=

三 ln2 xdx = 巴 , C2 十 三。 X 2 24 

!号 sin2a-1 击 ＝
五 r (a) 1 。 2 r (a + 2) 

对于 a 来微分 ［应用莱布尼茨法则 ， 520] , 便得

(a > 0) .  

！否 sin� _, � • In sin 吵 � ' 五 阳） 1 d ln f(a) -
d ln f (a + 扛

2 2 r (a +
'j

) [  
da da 

] 

1 ta- 令 _ ta-1 
如果利用高斯公式 (25), 则括弧 中 的表达式可改写成 fo dt 的形状． 现在设 2a - 1 = 1 - t 
2n, 这 里 的 n 是任意 的 自 然数或是零， 再作替换：t = 护， 千是我们得到

l告
sin'飞 In sin击 ＝ －亨 飞： �{ [ 

当 n = O 时， 此公式给出 已经熟知 了 的结果

！号
lnsin cp心 � — .:1: 1n 2. 。 2 

u 2n 

du. 
l + u 

当 n � l 时， 我们便得出新的积分

l 号
sin2飞 ln sin 哼 = � · (2

Z2忒
! !

(1 — ; + ½ - — 点 - ln2) 

6) 试计算积分 (a > O, p > 0) 

u = 1
=

尸产 cos bxdx,。 v = /00 e-axxp-I sin bxdx. 。
式

解法与第 523 目 8) 相类似 和在那里一样， 对千 b 的函数 w = u + vi 得到一个微分方程

dw p 
＝ － 

db a2 + b2 (b — ai)w, 
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这可以改写成以下形状
dw i 

很容易验证 借助于此方程，
db 

= pw ·  
a - bi . 

w · (a - 岈 = c = 常量©

令此处 b = 0, 便得 C = f'(p) 因而

f'(p) f'(p) W = = 
(a — b宁 (a2 + b宁

(a + 切）P

= f'(p) { b . . b cos parctg- + i sm parctg ;;:  } 伲 ＋ 胪）p/2 a 

分别使实部与实部相等 ， 虚部与虚部相等， 最后便得．

f'(p) I'(p) u =  
(a2 + b芍p/2 cos p0, v =  

伲 + b芍p/2
sin p0. 

其中为了简短起见 ， 设 e = arctg — . b 

将 ✓正 ＋ 沪 换成 或
b 

a
a 

sin 0 cos0 '  就可 以把结果改写如 以下形状

I'(p) I'(p) u = sinP 0 sin p0 = cosP 0 sinp0, 
bP aP 

v = 立 si勹 sin p0 = I'(p) 
bP aP cosP 0 sin p0. 

[539] 

b 7r 
建议令 p = l — s 并使 a 趋 向 千 0(当 b > O 时 ， 角 0 = arctg- 将趋 向 千 － ） ， 由 此求得问题a 2 

3) 中 的积分 A 与 B
将积分 u 与 v 对 千 p 来微分 ， 可 以 得到新的积分的级数， 这一工作留 给读者
7) 以上所求 出 的积分 u 与 v 的值使得我们可 以进而计算另外一些有趣的积分 把等式

的 两端乘 以

I'(p) cosP 0 , cos p0 = 100 
e-axxp- 1 cos bxdx 

矿

d0 aq .  tgq-le . = bq- ldb cos2 0 
（假定 O < q < p 以及 q < 1) , 并将左边对于 e 从 0 到 ： 取积分 ， 而右边则对于 b 从 0 到 oo 取
积分© 结果我们就得出

兮J1 = J cosp-q- l 0 · sinq- l 0 · cos p0d0 。
ap-q oo oo 

= 
f'(p) 1 bq- l db J e-axxp- l cos bxdx. 。

＠在此处 以 及在下文中 ， 我们 总是把 (a 士 bi)P 了解成为幕指 函数的这样一支· 即 当 b = O 时它
就化为正实数 aP 的那一支

©变量 b 与 0 之间 的关系 由 公式 b = atg0(a = 常噩） 给 出
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如果重新配置右边的积分， 则立即导出积分 人 的计算法

J1 = 臼厂-a兀 xp-1dx 1
=

� 言db

q1r 
由 3) 不难确定 ， 含在 内部的这个积分的值是 f'(q) cos 一 x-q , 所 以

2 

aP-q f'(q) cos 芽 ～

J1 = 
f'(p) 

I 三p-q- 1 dx。
而最后 ，

J
1 = J cosp-q-I  0 · sinq- l 0 · cos p0d0 = I'(q)I'(p — q) q1r 

f (p) 
COS — . 。 2 

类似的可以推出

兮
h = J cosp-q- l  0 · sinq- l 0 •  sin p0d0 = f(q)f(p — q) sin 竺

0 f(p) 2 

· 655 · 

现在我们来证明重新配置积分之无误， 若少 了 这一步 ， 当然就不能肯定所得 出 的结果是正确

的． 因为积分

Joo 
X

p-l e-ax卢 cos bxdx。
对千 0 < bo ,s;; b ,s;; B < +oo 乃是一致收敛的， 故

/
B 

bq- 1 db 1
= 

xp - I e-ax cos bxdx = 1
= 

e-axxp- 1 dx /
B 

bq-1 cos bxdb 
, b O 0 �f, "'x" ,-, d:i:• u" ' oos udu 

由 于积分 J。� uq- l cos udu 存在， 内层积分当 b。 一 0 并 B ---, +oo 时趋千它 ， 因而就成为是

有界的：

!
B

x uq- l • cos udu (; L, 
box 

所 以整个的积分号下表达式有优函数 L . e-ax . xp-q- 1 ,  于是 如 一 0 与 B ----> +oo 的极限过程就

可 以在积分号下进行 了 ， 如此等等．

8) 我们来证

［参看 (25)] . 此时

心 (t) = D In f'(t) = /
1 

1 - xt-i 
dx — C 。 1 - x  

1
1 x

; 二：9 dx = 心(q + 1) — 心(p + 1) 

（对于 p + 1 > 0, q + 1 > 0) .  
注意这一点 ， 我们试来研究积分

J = f
l (1 — x") ( 1 — xf3) dx 。 ( 1 — x) ln x 

(a > — l ,  f3 > — 1 ,  a +  f3 > — 1) . 
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其对于 o 的导数为

因 此

空 ＝ — / 1 沪 ( 1 — xf3 )
da 。 1 — X 

dx = 心(a + 1 ) — 心(a + /3 + 1) 

d r(a + l) = - In da r(a + /3 + 1) ' 

J = In r(a + 1 )  
r(a + f3 + 1 ) + c. 

因为当 a = O 时 J = 0, 故必须 C = ln r((3 + 1 ) , 随之即有

J = In r(a + l)r(/3 + 1)  
r (a + f3 + 1 ) 

类似地， 求得积分

K = 1 1 沪 ( 1 — xf3 ) ( l — 沪） dx 皇 。 ( 1 — x) ln x 

[540] 

如 + 'Y + l)f(Cl: + (3 + 1)  = In , (n > —l , Cl: + 6 > — 1 , Q 十 �/ > — l . Cl: + 6 + �1 > —1 )  巨 + l)f(Cl: + fJ + 勹 + l)

L = /
1 ( 1 — 产 ） (1  - X气 ( 1 — x勹 dx。 ( 1 — x) ln x 
r(Cl: + 1 )r(f3 + 1)r(; 十 l)f(a + f3 + 'Y + l)= In 

r(Cl: + /3 + 1江(Cl: + "f + l汀((3 + / + 1 )  ， 位 ＞ — 1等等）

以及诸如此类
1 若在积分 K 中取 , = , a = a b — a 

— l ,  f3 = — —-
2 2 2 

并作替换 X = 户 ， 则导出 以下积分

J
' t" ' — t' ' dt � In 

r (
a ;1)  r 行）。 ( 1 + t) In t 

r r n ) r ( b  : 
1

) 

当 b = l - a 时 由 此得到有趣的积分

(a,  b > 0) 

1 1  ta - 1 — t- a 

。 ( 1 + t) In t dt = ln tg了 (0 < a < 1)  

＇， 

所有以上所引 的例子 ， 充分地表示出依靠援用 F 函数， 使得我们 以有限 的式子来表达积分的
可能性扩张了怎样的地步 甚而至于在那些有限 的式子里除了初等 函 数外并不包含其他的 函数的
情形下 ， 利用 F 函数 （虽然是在中间计算里） 也还是常常使其推求手续大大简化

540. 斯特林公式 现在我们来推求 In r(a) 的一些方便的近似公式 ， 并来研究这个对数 （ 以
及 F 函数本身） 的值的计算问题

我们是将 F 的对数的导数公式 (24)

取作我们的 出发点．

D ln r(a) = 
1

= 

(勹 — /一一：�x ) dx 



[540] §5. 欧拉积分 · 657 · 

因为积分号下表达式乃是 当 X ) 0 并 a > O 时 x 与 a 两个变蜕的连续函数 （对千 x = O 只
忑展为级数即可确信这一断言） ， 而 当 X = 00 时积分对于 a 在 a ) ao > O 一致收敛优 函数为

e 

故可在积分号下对于 a 从 1 到 a 取积分．

-x e -a。X

X 1 — e-x ' 

In f'(a) =厂 [(a — l ) e-x - e -x - � 一厂］ 空
。 1 — e X 

改变积分变吊的符号， 我们就换到 了 区 间 [-oo, O] 上

(a > 0) .  

ln f' (a) = J_

o

oo [ 
e
:: 二了 — (a — l) ex

] 产 (35) 

而这个积分又 当 X = —oo 时对于 0 < ao � a � A < +oo 一致收敛· 再在积分号下对于 a 从 a
到 a + l 取积分

R(a) = J
a+i 

In f'(a) da 

= !� [二 —
e也

e
: 1 - (a — 订 ex] �

为了要化简表达式 (35) , 我们利用所得到 的积分 (36) 以 及初等的伏汝兰尼积分 [495]

2 
』 !Jl () = I文 C — e-ax 空 = J

o eax — ex 空
, O 2 工 2 X 

- : 丈

这就是说 ， 从 (35) 里减掉 (36) 并加上 (37) , 我们便得 出

为了方便起见 ， 设

ln r(a) - R(a) + � In a =  /
0 

[ ex � — l — ； 十 且 产
:

dx

-oo 

w(a) = l� [ e元

1
— 1 一 1 + �] 

ea

:
dx 

并 以 我们所已知 的拉阿伯 积分的表达式 (19) 来代替 R(a) , 便得

归(a) = In 王 + (a — ;) In a — a +  w(a) 

在第十二章 [441 , 10)] 中我们 已经有了双 曲余切 的展为简单分式的展式．

1 
= 

2x cthx = x + 区 x2 + k主 ＇
k=l 

对千所有 X -/- 0 的值尽 皆成立 将此处 x 换为 x/2, 可将其化为以下形状 ［参看 449]
00 

e/— 1 十 ； = 1 + 区 正 :::气2
k=l 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 
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或者最后

第十四章 依赖千参数的积分

1 1 1 1 00 1 
f(x) = ( ； 二 — ; + 2) = 2 区 x2 + 4k主

k = l  

从 f(x) 的形状上我们就认出 这是包含在积分表达式 (38) 内 的 函数
我们固定任意一个非负 的整数 m 并将级数中 每一项代以与之恒等的和数

2 1 1 X X 4 2m-2 
m- 1 X ＝ － 十 —x2 + 4k2产 4k2户 (4k气平 (4k主）3

分别对以下形状的项

X 2m 
+(- l) m . 1 

(4k2产） m+l X2 
1 +  

4k2 1r2 

2n-2 

． 十 (— 1)

X 
(— 1) 九- l ( 1 ,s;; n ,s;; m) 

(4k气芍n

按照 k = 1 , 2, 3, 来求和 照常令

我们即得出结果

如果引用第 n 个伯努利数 [449]

则此结果可改写如下·

产 卢 = S2n , 
k = l  

( —1 ) 九 - 1 1 2n -2 S2n 工
( 2元 心

2 · (2n) ! 
Bn = · S2n , 

(21r) 2n 

(—lf- 1 Bn 2n-2 · 2 · (2n) ! 
, X 

(4k2产）m

[540] 

(40) 

至于说到最后面的带有 因子 （这是一些正的真分数） 的那些项， 则将它们加在一起就得

出 这样一项

其 中 6 亦是一个 正 的真分数

X 1 +  
4k2 1r2 

( - l)m _ 0 _  Brn+l · X2m 

2(2m + 2) 1 ' 

最后我们便得到 了 f(x) 这样的一个表达式

B1 B2 2 B3 4 m- 1 Em 2m-2 
f(x) = 可 一 可 X + 百X — + (- 1) 2m! x 

Bn+l  + (—l) m · 0 · x2m (0 < 0 < 1) .  
(2m + 2) ! 

把这代到 (38) 里 ， 而逐项积分之． 因为

并且

J
o 

eaxx2ndx = 1
= 

e-axx2ndx = 
a
已

- 00 0 

J
o

尸 0 · x2mdx = 0 . l
o

oo 产x2m dx = 0 · a; 二
-oo 

＠读者要注意 ，6 系依赖千 x 而 0 则否

(o < e < 1)复
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所 以我们求得

§5, 欧拉积分

趴 1 B2 1 B3 1 
w(a) =

1 . 2 · � — 言 了 + 5 · 6 了

+(— l)m- 1 

+(- l )me . 

Bm 1 
(2m - 1)2m

·
a2m -l 

Bm+l 1 
(2m + 1)(2m + 2) a2m+l (0 < 0 < 1) . 

最后 ， 如若在 (39) 中将 w(a) 代为所求得的表达式， 则 我们得到 以 下的公式

1 
ln f' (a) = ln 玉 + (a — -) ln a - a + • — B1 1 

2 1 · 2 a 
B2 1 1 m- 1 Bm - +  . .  · + (—1) 3 · 4 a3 

+ (—1)= , 0 . 

此公式名为斯特林 (Stirling) 公式

(2m -- 1) 2m a2m- I 

Bm+I  1 
(2m + 1) (2m + 2 ) a2m+I 

(0 < 0 < 1) ,  

在最简单的情形 ， 对 于 m = O 公式具有 以 下形状

ln f'(a) = In 玉 + (a — I) In a - a + _!_ (0 < 0 < 1) , 2 12a 

· 659 · 

(41) 

如果取消 （含有 因 子 e 的）余项 ， 而将公式 中项的行列 延续 以至于无穷， 便得 出 所谓的斯特林
级数

口(a) ~ ln � + (a — !  lna - a +  81 』 — B2 』 +
2 )  1 •  2 a 3 •  4 a3 

+ ( — n m - 1  
Brn 

(2m — 1) • 2m
·

a2m- l 

这个级数乃是发散的 实际上 ， 由 于 (40) , 斯特林级数的通项 的绝对值 当 n ----> oo 时

Bn 1 (2n - 2) !  = - . 
(2n - 1)2n a2n- l 1r (2江） 2n- l 2n ----> 00 . 

然而这个级数对于函数 ln r(a) 的计算十分有益， 它是这个 函数的渐进表示， 同 时又是这个函
数的包络 我们已经遇到过 ln(n!) 的斯特林公式和斯特林级数 了 ［参看 469,(26) 与 (27)] . 适才
得到 的展开式具有更为一般的特征 如果要想 由 它导 出早先的结果 ， 则应令 a = n, 此外还要加上
ln n, 因为 r(n) = (n — 1) ! ' 而不是 n!, 并且在所研究的—般情形求反对数 [464,3° ] 可得到函数
r(a) 本身 的渐近展开 ［参看 469]

其 中

541. 欧拉常数之计算 我 们 回 到公式 (39) , 将其对 于 a 来微分

1 
D ln f'(a) = In a - 五 十 w' (a) ,

心） = J xe勹(x)dx
-oo 
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重复前面的计算 ， 便得

I ( )  
趴 1 B2 1 ,,. B,,. 1 w a = — 一 — · - + — · 一 - ·
2 a2 4 a4 

— ( -1) 一— ·
2 m  a2"' 

+( — l )m+I e' Bm+I . 1 
2m +  2 a2=+2 ( 0 < 0' < 1). (42 ) 

由 此 即得渐近展式
1 Br 1 B2 1 n Bn 1 D In f' ( a )— In a + — ~ -- · - + - ·  一 —... 十 ( — 1) 一 · — + . . . . 

2 a 2 成 4 a4 2 n  a2n 

形 式上， 它可 以 由 斯特林级数逐项微分而得出 ©

从所导出的公式 (42 )可 以求得欧拉常数 C 的一个方便的计算法 ．

在高斯公式 (2 5 ) 中设a等于 自然数 k , 就得出

l 1— tk -
I C =  I d t — D ln f' k  . 

1— t （ ）  。

＼ 

但是
1 - tk- 1  

= l + t + · ·•+ t  k - 2  

l — t 

/

I 1
� �

k

;

l 

d t  = 1 + � + . .. + 卢
。

利用当a =k 时的公式 (42 ), 便最后得到

1 1 1 1 1 1 1 C = l + - + .. · 十 — —一 — Ink + — + 十 — 十 ． ．．
2 k - 1 2k 12k2 120k4 252k6 240k8 

+ ( - 1)产 卢 ＋（ — ir+1 0,酰 卢 ( 0 < 0' < 1) 

欧拉根据这个公式，取 k = 10 并计算到含有 kl 2 的项， 求 出了具有 15 位小数的 C 的值 ：

C = 0.577 2 15 664 901 532 · · · 

5 4 2 . r 函数的 以 1 0 为 底的 对数表的 编 制 我们来简略地指出编制 此表之方法

我们回 到公式 (2 7 ) , 将a换 成 1+ a, 而写 成下面的形状

d ln r ( l  + a ) = — c + f= U 一 _2_)d a k a + k  
k=

I 

顺序微分之 ，即得出 n 阶导数的公式
CX) 

d n In f' ( l + a ) 
d an = ( — l尸 ( n — l )! L 1 

( a + k)n 
k = l  

（所得出的各个级数的一致收敛性使得逐项微分有 了根据）．
因此 我们便求得了 泰勒级数的诸系数

点 ［矿ln
���

+ a )
L

=o
= ( — l )n 气

＠因此在这个情形下 ，渐近展式的逐项微分成为是可以的 了 ［参看 464 目的附注］
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其 中
OO 

1 
Sn = 区 百

于是对于 la l < i 我们就有

ln r(l + a) = —Ca +  

k=l 

1 1 2 3 1 4 - s2a — - s3a + -s4a — . . .  
2 3 4 

· 661 · 

因为数 Sk (尤其是对于大的 k) 靠近于 1 , 所 以逐项地加上展式 （也是对于 lal < i 成立）

1 2 1 3 1 
ln ( l  + a) = a — - a + -a — - 4 . . . a + 2 3 4 

是有好处的， 这就给出

便得

1 1 In r(l + a) = — ln(l  + a) +  ( 1 — C)a + 叭的 — l)a2 - 3 (s3 — l)a3 + · · ·  

乘 以 系数 M74l , 并设

1 1 M (l — C) = C1 , - M(s2 —
1) = C2 , - M(s3 - 1) = C3 , · · · , 

2 3 

lg r(l  + a) = - lg(l  + a) + C1a + C2a2 — C3 a3 + C4a4 — · • .  (43) 

将 a 换为 —a, 并将这样得 出 的展式

lg r(l  - a) = — lg( l — a) — C1a + C式 + c囥 + c矿 + · · ·

由 前一展式中减掉． 因为依照余元公式，

故得

r(l — a)r(l + a) = 
a1r 

sin a1r 

a1r 
lg r(l — a) = — lg r(l + a) + lg . , Sill a7r 

1 a1r l 1 + a 
— - ——- + C1 a — C3a3 — C忒 _ , , , . (44) lg r(l + a) = - lg lg 2 sm a1r 2 1 - a 

勒让德给出 了 n ,( 15 时诸系数 Cn 与其对数的值， 并且借助于公式 (43) 与 (44) , 计算出 了
当 a 从 1 每次增加 0.001 递升以 至 于 2 时 r(a) 以 10 为底 的对数， 起初是具有 7 位小数， 而后

来则是有 了 12 位小数

当我们 以本 目 作为对于 r 函数的研究 的结束时， 我们看到， 由 其借助千含有参

数 a 的积分的表示法出 发， 我们不仅知 晓 了 它 的若干深入的性质， 而且还学会 了计

算它 ． 我们对千这新 的 函数的掌握程度与对于初等 函数乃是一样的 ．

74) 参看 499 目 中 的脚注
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校订后记

f'. M .  菲赫金哥尔茨 《 微积分 学教程 》 一书 ， 在我 国 20 世纪 50 年代以 来的 数
学教育中 曾产生过 巨大的 影响 大体说来 现在 50 岁 以 上的 数 学 工作者 ， 鲜有不知
此 书 的 鲜有未读过 （参考过 ） 此书 的 它 内容丰富而论述 深刻 （虽然从今天看来 ， 处
理方法是 经典的 ） ， 使许多学 习 过 数 学类 各 专业的 人受益 良多

本书最早的 中译本是 根据俄文 1951 年第 4 版 （一 、二卷） 和 1 949 年版 （第三卷）
译出的 ， 于 1954 � 1956 年先后由商务 印 书馆和高 勺教育 出 版社出 版 、 印行 1959 
年又根 据俄文 1 958 年版对其中 第一卷作过 修订 中 译本是 山 多所高等学校的 多位
数 学老师分别 翻译 高等教育出 版社多位编辑经手的

这 次高等教育出 版社在 国 家 自 然科学基金委员 会天元数 学基金的 支持下， 根据
2003 年 印行的 俄文版进行修订 由于 本书的 各 位译者大多年事 巳 高 （有的 巳 经i射世）
高等教 育出 版社在得到 主要 译者的 首肯后， 让我来担任 全 书的 校订工作 这 既使我
感到荣幸 ， 又感到诚惶诚恐 ， 如履薄冰 在校订过 程中 ， 原 书 各 位译者认真仔细的 工
作作风和高质擢的 翻译 ， 让我深感敬佩， 并 得到很多教益 从 2003 年 印 行的 俄文版
中 ， 我们 看到 担任 本书俄文版的 校订 、 编辑工作的 圣彼得堡大学的 A. A 弗洛连斯
基教授除改 正原先各 版中 一些 印 刷错误外 ， 又 从读者的 角 度出 发 ， 对 书 中 可 能产生

不便的地方增加 了 122 个注释 他们这 种为 使经典名 著臻于完善的 、 认真细致的 作
风值得我们 借鉴

对本书的 校订工作 主要 在两 个方面 一方面是 在新版中 （应是 1959 年以 前） 作
者作了不 少的 修订与增删， 尤其是 第二卷与第二卷中 改 动较 多． 而 由于 历史的 原因

在 20 世纪 60 年代以后 ， 高等教 育出版社与各 位译者一直没有机会按新版修订译本

因 而这 次需要 作不少补译的 工作 还有就是 翻译 122 个编者注的 工作 另 一方面 是，
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涉及数 学名 词 、 外 国 数 学家 的 中 译名 的规范问题 由 千在 1993 年 ， 全 国 自 然科学名

词委员 会 （现改 称全 国科学技术名 词 委员 会） 已颁布 了 《 数 学名 词 》 ， 所 以校订中 首
先以 此为 准 ， 对数 学名词 、 外 国 数 学家 中译名 作了统一性的 订正 在此范 围之外 的则
以 《 中 国 大百科全书 数 学卷 》 、 《 数 学百科全书 》 （五卷本） 以及张鸿林 、 葛显 良先
生编订的 《 英汉 数 学词汇 》为 准 此外 还参考 了齐玉霞 、 林风藻 、 刘远 图 先生合编的
《新俄汉 数 学词汇 》 还有个别 的在上 述范 围之外 的 名 词 以 及其他一些 难于 处理的

问题则 是由张小萍 、 沈海玉 、 郭思旭三人经商讨后定 下 来 的
还应 当说明 的是 书 中有关物理 、 力学方面的量和单位 ，有少数地方与我 国现在

执行的 国家标准不 一致 但是 改 动它们 会导致计算过程和结果中 数 据的改 变， 作为
译本， 恐怕反 而不妥 当 ， 宜保留原作的 用法为 好 还有个别 数 学符号也与我 国目前适
用 的不 一致，也未作改 动

本 书 的校订过程， 充分 体现为 一种集体的 力 量和成果 首先是本 书 的策划 张小

伴编审 ， 她为 本 书 的修订 、 出 版工作作 了 周 到 细 致 的安排 ，并 负责一 至 二卷的 终审工
作 作了 十分 仔细 的审 阅 并提出 很多重要 意见 沈间玉先生对一 、 二卷作了认真的通
读加丁和校阅 提出 了许多很好的意见 李植教授和邵常虹老师为本书翻译 了俄文版
《 编者的话 》 在补译过程 中 我经常得到外语分社 田 文琪编审在俄译 中表达方 向可
心而宝贵 的指教 对 以 上 各 位 的指导 、 合作与帮助 表示 由 衷 的感谢1

由于 个人的水平所限 ， 虽经努力 ， 但在新加 内 容 的补译工作方面 、 在个别译名 的
确定 方面等， 错误和疏漏恐难于 避免 还请读者不 吝指正．

郭 思旭
2005 年 8 月
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