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本書之用 法 標準高中三角學

玲·:「培究）步「題之能力，必徹底吧解菟本定理，即在本書各御所示之定

· 義定吧，而擧出之 例題亦為詳加硏究之對象，故後潰者必須徹底硏究。

但在研究例題時，千萬不可看共解答，必須先自解之，如雖紲充分思考

後，仍災畑解時，則可先看具解答之一部分再自窟之，如尙覺難栩者，始可

觀比全解。潞徹底了解其解答，愿重複默解之。

本編讀法一般步驟再詳述如下：
初演埼，例題中，如有函難者，附以省略號O。

如必要讀之例題，附以再讀號®為便。
習題在初讀時解之亦可，或再讀後解之亦可。
但，必須自力解之。雖在習題後附有解答，尙以不看禿要。
鴨教之時，先讀附有再讀之記號者，如認為不必再讀者，則附以X號，

以消去之，如認為必要芒讀者，留之不作記號。次讀有者略號O者，其中認

焓必要再諮之例題，塡以小圈。在省略號內為®表示必再滾．如認高不必

再限之時，附以X號消去之。仍感困難者留之。
悖密題亦照前法讀之。
如此繼續反覆讀之，則難解之問題逐漸減少，而短時閉中可讀完。
如有充分時間者，本書末之補充題再研究之，以期共徹底理解。
高芒或畢業之讀者可按前法讀之鈴便。
高-之讀者可作敎科書之補充，尤以本書之定義及定理之證明比一般

敎科書為詳細明瞭，例題豐富必可t'.「讀者之好伴侶。
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第一章 角之度量法

1. 角(Angle)

設一半瀘練OX之位置一定，又一半直線OA切與OX相重，o

為樞扭，自OA位翌旋轄至OB位笹

構取角AOB。

OA稱為角之始邊(Initial side) 
OB為終邊(Terminal side), 
O爲頂點(Vertex), 且
規定旋轉方向與時針旋縳方向相囘時
爲負角，相反時為正角。

B

A

，

 2. 角之度量法(Measurement of angles)

量角之大小所用之單位有下列三種：

（－） 六十分剜(Scxagesimal system) 

將圓周分為360孚分，每一等分弧所對之四心角，稱 爲1度
(Degree), 故圓周角等於3€0度，每度分爲60分(Minute), 每

分分爲(50秒(Second), 閂分，秒簡記爲 '.'0,」＂＇＂ ＂＂＂ 此
法數理上多用之。 走

，

為 .'f:Y
-� 

（二） 百分制(Centesimal system)
是一直角之百分之一爲單位，這單位稱爲1級(Grade), 一

級之百分之一稱爲一分(Minute), 一分之百分7一稱爲=i'k.o

(Second)。此法沿用不廣。

(E.) 弧度制(Circular system) 
於圓周上取等於半徑之弧．共弧所對之區I心角爲角之單位．

稍爲一弧度(Radian), 或稍一弳。
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｀六十分制與弧度制
今將特別角共六十分制與弧度制對照表列於後：

於因O上取AB弧之長等於牛徑OA, 則6角等於1弧度．另作：
牛徑CO..LOA 。 C 

由幾何定理
(i)圓罔=2可 Cr爲半徑，T爲圏周率）
(ii)冏圓或等圓內，兩圓心角之比，等於

所對兩園弧之比。
故得

LAOB AB r 

LAoc= 六 ＝一—= -2 
AC 

7r1" 7( 
2 

2 •. LAOB=--乙R7T 

因直角與沅爲常數，故知LAOB亦爲常算則乙.40B爲一五
度單位。

.• 1弧度＝ 2X90° 180° 

元 3.1416 =572957 =57°17'45" 

7「 3.1416•• 1 o=-i商弧度＝ 弧度 = 0.0174533... …弧度180 
360° =27t弧度 180°= 7r弧度
玆再討論六十分制與弧度制之互相關設一角以弧度法所量之1直

爲R. 以六十分制所昷之亻疇D, 因一直角爲 go
o

. 則式卡表此免與

＇
， 2R 直角之比。但歹己反直魚以弧度為單位，故此角與直魚之比爲-;;-, � 

以上兩比之比值相等，故可得下式之關係。
D 2R D R 
goo =·· 一即一一－－＝ 一＿

7( 180° 'It 

由是 R � 

�6- D= 180R
元

I D I 
I 

30°

- I 45° I 60° I 90° I 120° I 135" I 150° I 180° 

R /+I 于 I 子 /+I塈子厝I " 
D I 210° ! 225° 240° I 210° 1300° I 315° 1330° 1360° 

R I 1: I s: I�; I :;;-r I呈 I 1: 11�I 2.r

(ftjl) 化150° 及43° 15'18''爲弧度。
7t 5 （醇） 150° ='l50° X—一弧度＝ 一元弧度180 6 

43° 15'18''=43�+ 15° 
-+ 

8° 38927° 
··- = 

60 60X60 15X60 

故邙9�7-�=�曌荳 竺�=�8�27
15X GO 15X60 180 162000 X -妒=(0.7548···)弘虔

2 （例2) 化 --7t弧度及0.75弧度爲六十分制。3 

（例3)

钅元弧度＝钅x亨=120°

180° 、,0這05280,75弧度=0.75X --= 42° ,-, 一s2�. 略'18"3-1416 3.1416 
干時鐘在十二點十五分之時，求鑲面兩針所夾之角，以六十分
制表之。

1 分針十二點鐘行適十五格，但時針迷度爲分針之豆，故時針繹

1 5 5 
過15格X-=一－格，故兩針中隔15格－一－格＝ 一－55 格。12 4 4 4 
又鐘面每格爲60 , 故兩針成

55 6° X --=82.5° =82° 30'之角。4 
(114) 求正五邊形，正八邊形，正Z邊形之各一內角，以弧度表出之。

（蘑）

（屏）
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（搏） 依幾何定理正多邊形各內角爲D=�-2)•180°_
n 

由
D R 一

同 ""n得 R= 
Dn:
180° 

故

(n-2)•180° 

X元
.,,?= ,2 

180° 
= (n-2)•7t 

設 ，Z=5,8, X分別代入上式，則可得正五邊形之一內角爲
37C 5' 正八邊形之 一 內角爲主___ 4 ，正x邊形之 一內角為包二尘竺

, 。

4. II)心角、弧、字逕間之關係及扇形之面積

於半徑爲「之圓，設圓心角爲0弳之弧長爲［，由平面幾何知Ill
心角之大小與所對的弧成比例。

故 l:r=0:l

1l=r0 或

即

例

或 圓心角＝薁長
牛徑

又設扇形AOC之面積爲A, 則
扇形 AOC之面積：圓之面積 = 0:2rr:

即

（例I)

（解）

（例2)
「楙）

0=-l 
， 

弧長＝牛徑X圓心角

A:7'r2= 0:21t 1 A=-0r2 

2 

一圓的半徑爲2寸，求4.3寸之弧所對之圓心角。
l 4.3 0=�-=一=2.15r 2 

故其所對之圓心角爲2.15弧度。
地球之直徑爲7900哩，則地球中心角l'所對之弧畏若于？
牛徑= 7900哩+2=3950° 哩。

由公式

5. 雜

（例1)

（解）

（例2)

澶）

C例3)

（稽）

設三角形的三內角成等差級數， 而以六十分制蓋最小角所優的敷
值與弧度法最大角所得之比爲60:元。問三角各若千度？
娣三角形三內角之度數各爲 (x-y)", x", (x+y) 0 

（亻且yo 爲公差），則依題意得

X一y: 正= 60=1t180 

Z刁＝上(x+y)-••·…...................................... (1) 
3 

困三角形三內角之和爲180° ,故得
(x-y)+x+(x+y) = 180 .·• 

以(2)仰入(1), 得Y=30
.•. X-J=邙0, X=60, x+Y= 90答： 30°, 60° , 90° 

相隔d呎距離之兩點，在地面下二垂線之交角為m", 于h哩之高

處其交焦爲，2內則地球半徑爲
, 1h 

m-n ，試證之。

設地球之半徑爲「，因地球半徑比d亻直甚大，故可祿d爲一弧．由
弧度制得知

d= r0= (r+h)0' 

即

(x-y)元= 6QX(x+y')7t 
180 · 

X= 60··••·•··•··•···(2) 

但 -0= 1n7't nn: 
180X 602 ' 0'= —-

180X6Q z 

故

即

rm1t (r+h)n1t 
1sox 602

=

-1sox 602 

rm= (r+h)n, .·. nh 
「＝m-n 

弧長= 1'0= 3950哩X
1( 

··- . 

180X60 
=l.149 lilil�

有二種正多角形， 其一正多角形一內角之艮數與另一正多角形之
弧度（弳） 之比爲144:元。如此多角形有幾詛， 再求各俎之邊數 ．

設適合於條件之二種正多角形之邊數爲n及m。

正n邊形一內角之度數＝90(2n-�則
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正m邊形一內角之弳徽＝ (m-2)1'
m 

故依題．意，得
90(2n-4) . (m-2)n: 

... m =144:fr ＂ 

由公式l=r0得兩弧長爲—－ ， 一一一
宓 ./-3 元

3 3 
1' 

故其周長爲一-(2+3 ./3)

酖n解之』尋 n=IO 80
m+8 

又公共部份之面積爲兩扇形之和，減去三角形OP(Y面積之瀆

倍。

.(例')

（蘑）

故示主$1.心em 解之．得
.•. m+8�12. 而m+8必爲80之約徽
80之約徽中不小於12者爲16,20,40,80

m+8=16, 時m=8 ·. n=5 
m+8=20. 時m=I2 .•. n=6 
m+8=40. 時m=32 .·. n=B 
m+8=80, 時m=72 .·. n=9 

故所求之多角形有因料，而其各租之邊數爲(5, 8), (6;12), 
(8�32), (g; 霧）。
設兩圓正交，其牛徑1及./3』式求兩圓公共部份周圍之妥及
面積之大小。
於左圖PO=l, P0'=./3 
因圓O與圓0'正交，故OPJ..PO' 
於A POO' 
00'=」p02+P0'2=./1-店f=2

00'=2 0P 

因 n�3 m潯=al

｀乙P00'=60 °=­， 
3 

.•. LPOP'= 2rt
3 

••. L.P0'0=30 °=--1t 

6 

••• L.P'OP'= --­， 
3 

(1) 

、
J

、J
、
'

3
4
5
 

(
（
(

 
、
'
,

、J

6

7

（

（

 

1 2:rr
元但扇形OPP'之面積＝一-x ·=

2 3 Xl 
3 

1 
扇形O'PP'之面積＝ 一-x-

2 3 
元 x(互）2 =钅

1 t:,.OPO'之面積＝ 一-XlX2 」3 =
,/3

2 
1C 1t: 」3 5rr: 

故公共部份之面積=-3
一 十歹

．一 2Xz
= 6

一 ,/3

習 頲

試將下列諸角的單位，化爲六十分制：

(a) 钅＠）钅rr (c) +元 (d) fn (e)且｀
6 

(f) 2n1r

(2) 化下列各角的單位爲弧度制：
(a) 12° (b) 56° (c) 135° 

(f) 22.9° 

試以六十分請表出一弧皮，又以弧度制表出一度。
設有一圓，其半徑爲4公尺，問其圓心角爲80° 所對的弧長為若干？
月之直徭向地球之角度為1868", 月與地球之距雄爲238793哩，求

(d) 225° (e) 5° 37'3011 

月之直徑。（月之直徑可視爲弧長）
順次將ABC三角形之角爲單位彙，度其餘兩角，並求共和，若三
和成等正級啟，則原三角成調和級數。
在三照半時，鐘面長短兩針成何角，以本位孤單位表之。
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(8)

(9)
(10)

(11) 

(12) 

(2)

(3)

(4)

、
l

J

、
J

5

6

分圓周成五段成A. P. (等差級數），最大者爲最小者之6倍，問舵
小弧對中心角爲幾本位弧？
若兩正多角形內角之比等于其邊數之比，試求各正多角形之是數。
設牛徑爲「的六個等圓圓心都在他圓周上，且相

＇
鄰二泅互梠外切，

求此六等圓圍成部份的面積。
已知月球公轄地球一次所需之時間爲27.4印問月球每日之角速度
爲若干弳？
如半徑爲「之三個等圓互梠外切，求此戸圓圍成部份之面積。

蘑

(1 )  (a) 90° (b) 
(/) 360n° 

(a) 

(e) 

(/) 

（一）

R_
15
 

(b)

習

120° 

1471: 
45 

蓬

(c) 

(c)

嗜

150° 

311: 
4 

（二） R= D1t 3.1416 
180 

- -
180 

=0.01745

(d) 

(d)

徑

240° 

冗
5l
4

 

設所求的弧長爲l 公尺，80°= , 

函X80=4;弧度

4元l=4X --=5.5850……···(公尺）9 

(e) 

5° 37'30" = 5°+ 37° 
--+ 

30° 

€0 60X60 8· 
=45�.·. 0= _45�-- n

8Xl80 
=· 一－一

32 

22.9°= 229rt 2297'-
i矽1

一

so
=

1800 

D= 180° X R 180 
1t 3.1416

= = 57.29578°= 57°17'45'1 

月之直徑（弧長） =238793 X 1868 X ＇， 

180X60X60 
=2162哩

此三和爲 十B C  A C  A B  
万才· 万－ 十-B-, 7; 十c· 故

330° 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

節一章

即： B(B+C)-A(A+C) 
AB 

(B-A)(A+B+C) 
AB 

故最小弧所對中心角爲

角之度釐法 9

 

C(A+C)-B(A+B) 
BC 

(C-B)(A+B+C) 
BC 

B-A C-B 1 1 1 1 
霏=BC·A-万＝ 万-c-, 故原三角成調和級啟。

30 
今分針移過30格時，時針在第15+—=17.5格。 ．．．兩針相差為12 
12.5格。又因每格爲6 0, 故兩針相差12.5X6=75°=一－元rad12 
設五段長依次爲 x-2y, x-y, x, x+y, x+2y, 則由題意知
x-2y+x-y+x+x+y+x+2y=2� ……d) 
6(x-2y)=x+2y… ···CID 由＠得5x=2rr

2 5 1 x=-;; 代入 CID y=-x=—-;r 
5 14 7 

2 2 4 X一2y=(----一－）元＝ 一 －元rad
5 7 35 

設兩正多角形之邊數各爲n, n'則其一內角分別爲
(n-2)180° (n'一2)180°

n n' ，由題意得

(n-2)180° (n'-2)180° ,=n:n n n 
n-2 n'--" 

即一—: .....,-=wn'n n 
＇ 2n 2n 

,l 一 - -,=n'--, 故，i-n'= -一2(n2-n'2)
, . 

11 n nn 即nn'=2(n+n')

渚十呈－（奇十-j-) = (-�-十信－冷弓）

2n 4 即n'=---=2+-—
1l 一2 n-2

瞬1 n'同為正整數，故得解答爲丨 n=6,4, 3
n =3, 4, 6 

於第1區l AB=BC=CD=DE=EF=FA=2r ••• ABCDEF 
爲正六邊形，正1::,0AF=AH•OH=r」3r=✓s戸
（．．．於l':,AOH中，0H=,/OA2-A庄 c=: ,/豆；戸二户= -13r) 

．．．正六過形ABCDEF之面積=G 氙r2, 乙A=包�2�辶全
b 3 



10 標準窩中三角學

1 2元 1扇形 GAH之面積= y2. 
2 

r21t, 設所求之面積爲 s.＝一

3 3 
則S=(正六邊形ABCDEF之面積）-6(扇形GAH; 面積）

1 =6✓3•r2一6•- -r2元=r2(6✓3-2元）3 
(11) 設所求之弧度爲X, 則由題，意（第2 圖），27.4日：1日=2Tt:�

27t 2X3.1416 X=·--= -一一一---
27.4 27.4 =0.229… 答： 0.229弧度。

(12) 設 A,B,C爲三個囷心，D,E,F爲三圓的切誌（第3圖）
則 6ABC為正三角形。於6ABE, 乙E=RL, AB=2r.
BE=r .·. AE=」

－
庫2二BE2=」面）2 �2=✓:fr

6ABC之面積=BE0AE=r0✓3r=✓3戶
7( 7( 7(  乙.4=60° = 一 .•. 扇形DAF之面積=-•r2• 一-= 一「2
3 2 3 6 

圏形DEF之面積=(6ABC之面積）-3(毘形DAF之面積）

玉::fr2-互，2 =(✓3-王)rz 答： (✓3-i -、'6 2 

（第2睬）

（第1圖）

（第3圖）

纂二章 三角函數

1. 澶 有 坐 漂

在平面上作互相呈直之二直線XX'及YY', 其交熙0, 謂之鳳

酷XOX'稱爲橫軸，1或X軸； YOY' 

稍爲縱軸，或Y軸。
自Y軸至平面上任一照之距離，

稱爲此階之橫坐標，自X軸至此胭之
距維，稱為縱坐標；且規定熙在Y釉
之右，其橫坐標爲正，在左爲負，照
在X枯之上，其縱坐標爲正，在下為

負。

Y 

� P(�,.') 
N 

I 

x'-i-三』x

\, 

如上圈中之PN名爲橫坐標，以X表之， PM 名為縱坐撰，以
y表之，x,y稱爲P照之坐標，而記爲(x,y)。

－惡P與原照 O之距餓以r表之，， 稱爲該熙之向徑(Radian
Vector), 向徑恆規定爲正，應用畢氏定理，則得r=」子平y2
若平面上有一懃，則可以暈得其坐標，反之如巳知其坐標，則可決定
其位置，故知坐標實係決定平面上之位置。

2. 象 限

平面上垂直相交二直線分平面爲四部份，依逆時針方冏H之，面
稱XOY爲第一象限，YOX'爲第二象
限，X'OY'爲第三．象限，Y'OX爲第因
象限。

如(x,y)表示任一照之坐標，則
第一象限內各懃之坐標(x,y)。
第二象限內各熱之坐標(-x, y)。

Y 
第二 l 第一

象限 ＇ 象限
I ＇ 凳·一－一 '---····---N

第三。！ 畔
象限

I 
t· 象限
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匆三象限內各叱之坐標(-x, -y)。第四象限內各莞之坐標(x, 一y)。
縦柚上各湉之坐漂(0, 士y), 橫柚
上各點之坐標（士x,O)。

定一花之坐標以用方格紙爲便，
如右圖中各點之坐標：P瞑2,3),
Q瞑-2,3),R爲(+3, 一2)。

3. 角之淮廣

若乙AOB=60° , 今設想動直線OP , 自OA沿逆時針方向旋轉
一周後而至OB, 則所成之角爲420°, 旋

,8
轉兩逸後而至OB, 則成780° 之魚，旋韓

n週後而至 AB, 則 成nx360° +60° 之
魚。

同理，若OP 沿與時針同向旋尊至
OB, 則成一330° 之角（如右圖）；旋轉n 'l)' 
遏而至OB,則成-nX360°-330°之角。

通常均令魚之始邊與OX重合，頂
點與原叱重合，視其終邊所在象限，稱
之爲該象限之有。如大於180° 小於270°

之焦，為策三象限角；大於720° 小於
810° 之角，爲第一象限角；大於一270° 小於一180三 之魚，為第二象
限角等等。

總之x改笈為任一數值，y亦改變爲其他任一數值，以滿足此代數式．
則稱y爲X之函數。

三角函數
(i)動線在第一象限 (ii)動線在第二象限

B

- t. 

4. 三魚菡數

在未綜釋三角菡數前，先解繹函數之意義。函數(Functicn)設
x,y表二變數，如y是隨X改變而改愛其值，則Y爲X之囷數。
如 y=x2+2x+l之代啟式中。

若 X= 一1, X=O, X=l, X=··· …... ......... .  ..

則 y=O, y=l, Y=4, Y=········•·"······· ..

y l 

p 

x
』
「

�＾I � 
｀ 戶.x X 

0 M M 0 

y ＇ y＇ 

(i.ii)動線在第三集隈 (iv)動線在第四象隈

y y 

X 』
x!. 

p 

L 尸
一

y 

在上曉中，睽拘徑OP初與OX重合，以O黯為定照，繞OX反

畸針方向旋轉成0角，＇不論0角之向徑OP在第幾象限， 皆可作
PM..LX軸， 則 O M爲 P照橫坐標， PM爲縱坐撩， OP 為 P 照至

原點之距離。今線分OM, PM, OP 分別以a, b, r 表之，取其中任兩

槔作比，共得六個不同之比值如下：
b a b a r r 

下-, -
r
-·a'-b, a'b

若0角不髮，不論P照之坐標如何，片六個比值亦不變，反之六個比
值改變，則0角亦改變。故0角之改變，則六個比值亦隨之而改變，按
上述函數之定義，知此六個比值乃爲0角之函數，通稱爲三角函數，茲
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將其名稱及符號記於下；
b
＿即縱坐標－，稱爲O魚之正弦(Sine), 簡記之爲sinO。
， 斜綠

a 棪坐標＿即－ ． ． 一
， 斜線 ，稱爲O角之餘弦(Cosine), 簡記之爲COSE。

b 吶坐襟一即芭－一－
a 橫坐漂' 稱爲0角之正切(Tangent), 簡記之爲tane.

a 橫坐標万即厰辶標＇稻爲0角之餘切C Cotangent), 簡記之爲cote.

， 一即－斜線
C 橫坐標 ＇ 稱爲O角之正割(Secant), 簡記爲sec()。

,. 一即 斜線
b 縦坐標' 稱爲O焦之餘割C Co::ecant), 簡記爲csce.

此六種函數總稱之爲0角之三角菡數。
此外尙有兩種函數值：

正矢(Versedsine)即versO=j一cos()
餘矢(Coversedsine)即coversB=l 一sin()

正矢餘矢致用甚少。

｀ 三角菡數之正負值

利用一黇坐標之正負性質一及向徑恆爲正之規定．山三焦面數定鱸．
知各象限角之符號。

今將各象限內角之諸函數之正負值情形列表於下：

第二軍 三角函嬴 15 
~ 

（註） 將上表用以下圖來記較爲方便
ll I 於左圖中，第一象限內記all十即表集

sin 01_+ all十 一象限有之三角函 數均爲L+l的畫
csc 0」 思。第二象限內｀｀｝十即第二拿

血 1V 限角之正弦(sin 0)及餘割(csc0)•

tan 千 COS0}+ L+l而其他函數爲L-7之意思，以下
cot 0 sec 0 類推。

｀ 已知一菡致值求罔角的其他各菡數值

已知某角一函數值，或其終邊上一點之坐標，則此角之各菡數．均
可按畢氏定理及三角函數定義求得之，今示例如下：

（例1) 巳知0角之終邊上一點之坐標x=-4,Y=3,
求0之三角函數值。

(8) 按題意X=一4, Y=3, 故知此角
必在第二象限又按畢氏定理知
PO=✓ 戸＝」25=5

3 •·. s切0=- -, cos 0=-- -
5 4 

3 tanO=-一，cote=----4 

4 3 
5 5 secO=-一，csce=--
4 3 

(flJ 2〕 巳知cos0=一？，求0的各函數。

（屏） 由函眾定義
X cas e= — =-一5 
r 1 

.·.y=士」面5=士2✓6

故0之終邊有二，一在 第二象隈．
一在第三象隈，如圖

十

·+ 

georg
螢光標示
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...;_ 

.·. sin 0=士曰－
7. 

cos 0=-一

tan 0=干－一
2✓6

5 

csc 0=士
2✓6

sec0=---::-

cot 0= 干 －－ 

2✓6 

洄+1 16+ +31 tan A= = 一一一

為1 一1 15 ' 

sec A=壼（」紅十1),

」五-1 16 一 」五cot A=這I刁 ＝一『
4 csc A=--(✓ai-1) 15 

耆 履

（例3)

（廨）

已知

因

2 sinx=-, 及tanx>o, 求其他三角函數。

om合招生、武漢、四JI!等大學）
2 sin X=·-, tan x>O, 故x在第一象限。5 

由畢氏定理，知
OM=✓52可＝渲

COS X=-·--✓函
5 

cot x= ✓21 
2 

5 �. ·-CSCX=--
2 

［例4)

（屏）

(1)2一(2)

✓(2)一(3)

2 2」近tan x=�=一

✓21 21 

5 5」五sec x=-== ✓21 21

1 在眶角D.ABC中，a-b=-c,*A角之各藍．次。4 
1 今a-b=-C·•·… ··•(1) 4 a2十 b2 =c2………….. ,(2) 

一2ab=-埜g… ······(3)16 

a+b=亨C•·…· ……(4) 

今假定a>b, 則(4)中負號可略去

'(1) 

、J

)

2

3

,、

(

(4) 

下列諸角在第幾象限？
<D 130° (ID 286 ° 

12 －一元5 @ 
105 
12 元＠ 

@ 540° @ 2360° 

由(1). (4)得 1 b=一（」函一I)�8 
a=½(這十I)c,

故 b 1 cos A=-= 一（」面一l)C 8 

a 1 sin A= 一＝一(../面十1)C 8 

(5) 

(6 ) 

(7) 

(8 ) 

(9) 

:1) 

＠ 

® 

下列之各照爲角的終邊上一熙，試分別求其各函數。
CD (3, 4) ®(2, -3) @ C -7, 1) 
已知下列函數，試分別求0的各函數。

sin0=-1- ® sec0=」工3 2 

cos0= 羞 0在第四象限。

已知cot0=--!一，且-}<0<tr

求
3 sin 0+5 cos 0 
2 sin 0+6 cos 0 之值。

設a, b, c為直角三角形的二隣邊及斜邊： ((5)~(8)」

在崮角三角形中，a= -�-c,求銳角A之各函數。

在直角三角形中，c=·,,Jp2+q2, b=q, 求A角的各函數a
5 設a+b= 一-c, 求A角之各函數。4 

設c=4, a=✓6 - ./z, 求cosA,tan A之（直。
3 已知t anx= 一－及工在第三象限，求其他各三角函數。4 

e

 

警

130° ==90 ° X 1 +40° 

頲 略· 廨

130 ° 在第二象隈。
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(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

®
®

®

®

@

 

@

e

<.!) 

@ 

故

286° =�0° x3+16° 

略 ® 略
12 元 2元-r·7T:=-X4+ · 一一 一

.:i 2 5 
105 35 元一� 元＝ 一 元＝ 一 (4X4+1)+王12 4 2 4 

r=✓§ru=✓25=5 

4 3 5 5 tan 8=---, cote=- sec8= — , csc 0= 一·3 4' 3  4 
® 略

sin8=—1 
3 

略

1 sin0=-,3 

楞準萵中三角學

cote= 土2✓瓦

3 sin 0+5 cos 0 
.. 

2 sin 0+6 cos 0 

286° 在第匹I象隈

12 
5 元在第一象限

罡己在第二象限

4 3 sin 0=-, cos 0=-5 5 

r=3, y=l則.X=土·✓孓可＝土2✓歹·

2✓ 歹cosO= 土—·3 
3✓2'secO=土－一--- • 

4 

J歹tan0= 土一·4 
csc0=3 

sec()=--一✓歹
✓2

各函啟按＠推之。

cos()=羞 r=25, x=7 

因0箔第匹象限，故y=-24。
4 cot()=一－－，又6爲第二象限角，故令X=一4,y=3,3 

r=✓莊ii3=5, 由是sin()=一- cos() -=一一－4 

3 J' 5 
3 X--+5(-一-)5 5 11

4 2 X —-+6(-一－） 18
5 5 

x=✓ z r=✓3 .·. y= 土J戸＝士ll

.•• y= 土✓2s2一i·= 士24

第二． 三角國畫 19 

(1) 
(8) 

(9) 

＇ 

按例3求之，即可得
b=✓ 戸＝」16-8+2✓12=」石十」2,

b 1 cos A=一＝一C✓<f+」2)C 4 
a tan A= -,,
-= ✓5-✓2 

b ✓ 6+1✓2 
- =2-✓3

一4cosx=— 
5 •. -3 s,nx=--

5 •

:111菡靈之基＊闢儸式

設L:::.ABC爲直魚三角形，C爲崮角，則有A之對邊佤以a表之．

,_ B之對邊以b表之，角C之對邊恆以c表之。
由是

a-
c
b-
c
b-
a

 

＝一

＿＿

＿＿

A

A

A

s

t

 

0

C

n
 
.
t

 
s

c

c
 

a-
b
c
万

=

＝
l

 

A

A

 

tan

sec
 

C csc A=­
a 

劃有下列之關係：
(i)倒徽關係式：

F:::: 二二
tan A•cot A=l 

． 
． ． 

(■)

cotx=f, 

sinA= cacA

cosA= 1
secA 

tanA= 1
cot A 

一5secx= —, 4 CSC%=—
一5

乙］
C紀A= 1

Bin.A 

eecA= cosA

cot A= 1
tan.A 

a C sin A•csc A=-• - =l
C a 
b c cos A•sec A=-• 一=l
C b 
a b tan A•cot-A= • 一=1万 a

? ✓ 言令a= _"'._c, 又a玕b2=c2,b=✓乞-:::z:i'i=--C從此可求其函數＠3 3 
令a=✓?二7l-=✓:P干；亡子=P中此可求其函數．
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(ii) 

（因）

(iii) 

（躒）

半方關係式·

r
•'A+c函A�l, ,in'A�l一 cos'A, c成A�I-ain'A

l+tan2A= sec2A, tan卫= sec尹-1, sec2A-tan卫=:l
l+cot2 A=csc2 A, cot2A= csc2 A-1, csc2 A-cot2A=:l 

a2 'b2 a玕'b2 cz 
sin2 A+cos2 A= --- +—= =一=1在c2 c2 cz-

商數問係式：

tanA= sin A
cos A cot A= COBA

sin A 
a b a c a sin A-:-cos A= -+-=-X-=一=tanAC C C b b 
b a b c b cos A+ sin A=-+-- = -X-= 一=cot AC C C a a 

az b2十 a2 c2 
I+tan這=1+一＝－－ 一 － －

护护 = = sec2 A 护
伊 a玕护 c2 

J.+cot2 A= l+--=—－一＝ 一 =csc2 Aa2 必a2

8. 三角菡救之互換

恋用華本關係式，則一切三角菡數皆可以任一函數表示之。
（例1) 試以正弦表示其他五函數值。
（耍點） 如此類之問逅須注意共符號，其符號須睍0在何象限而定之．

參考第5節三角函數之正負值。
設 sin 0=K, 掛」O在第一象限或
第二象限，如右圖。
LPOM=0, 或互'01'\.1= 0 
令P1'\.1=P'M'= K

（解）

(i) (ii) 乙P'OM =0在第二象限
之函數值

。M'cos 0= 0-P' = -✓i=-�K-z

x

 

M
' 

OP=OP'=I 
OM=」1---=--K2
OM'=一刃亡7{1

（例2)

（屏）

LP0.M=0在第一象限之函
數值

OM COS0=
75p- = 凶-K2

=」1一sin20

tan0= sin 0 sin 0 
= cos 0✓1• 一sin2。

cote= 1 . ✓-—一
＝ 

1一sin20
tan 0

—
sine 

sec0= 1 1 ＝ ．一一一..cos 0✓1一stn20

CSC0= 1
sin 0 

=-✓1二讜
sine sin 0 tane=一·=--一------,
cos 0✓1二in20

1 cot B= ---一＝－ J亡=s;·五瘡
tan0 

-· -
sir.O 

1 -1 sece=一-- = --··--so·
cos 0✓1一 sin20

csce= 一·一
sin 0 

✓5+1 巳知case= -一－，求共餘五菡數之值。4 

因

y

 

' P
 

．.. 

✓s+l 
4 >O, 故0爲第一象限或第四象限的角。

sin0= 均1-cos2i)=±J 1-尹圻4 

＝士一1 �-
4 ✓10-2✓s 

=�-=一_4.
土 一·-✓10一2✓-s- --- -一

tane -=+ 10一 2汽
cos 0 1 

4 
--(✓-5 +l) 」（嘉爭

｀茫立 主山3一可5-_)_
6+2長

－＝土 」，(3+汽）(3-五）

＝士」21=-_9_F
9-5 

＝士-✓臣2�/5
)'

' . - ·-

5+✓-!r 1 cot 8= = 1 I ta聶尹s_:2.✓°
s

=:±
" 足2 』 -/2-s干這鶚
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＝士J臼－互
1 4 4( . ..;·s -1) sec 0= 声 ＝ 翥;+i = C✓一if+1)(✓�5刁1=為-1 同理

2 2 21 2 2 21 a csc cf>+b sec c/, = a-3-(a·3 +b-
3-)'i: +bT(a-3 ·+b-a')'z-

_2_ 2 2 2 1 
= (aa +b 3 )(a-3 -+b·a-、T

2 2 3 
= (a~a、+b_3_)一2

16 csc O =盐e = ±::;霏i這=:!::」I豆翥
一

2 2 1 

sec cJ> = 
(a-3·+b_3_)一if

b} 
2 2 l 

csc cf, = 
(a_3_ +b_3_) 2--

a a-

故

」二四一5

＝
士戸顎怎氐丐y

但

（咧3)

（繁）

（例4)

（解）

＝士」己三�·

0爲第一象隕之角時，取正號。

0爲第四象限之角時，取負號。
已知sec x=一1, 求其他五函敷之亻區。

因 -1<0, 故0爲策二象限或第三象限之角，＇

1 1 COS X= - ---= -一＝一1
sec x -1 

sinx=士 ✓1=了認��
＝士✓1..:.:·1=0 

sin X 0 tan x= ---= ·- --- =OCOS X 一1
1 1 cotx=一--=·- =oc

tanx O 

1 1 csc x= --. - =一=oc
sin X 0 

設

)(
' 

y

， 

a 2 2 3, 

tan3 <b = , 則a csc ct,+b sec cf,=(aa +b_3_)_::_ 
b 

1 2 2 ll - -as 
sec2 <b=l +tan2 <b = l + ( a-s- a-i+ba一-)2 =1 +-歹＝－ ．1 

缸 b-
3
- 1:} 

｀

 

U'? 

、 ',

、 '
J

、
J

、
J

、
J

2

3

4

5

6
 

（

（

（

（

（
 

(7) 

(8) 

＠ 

© 

習

求他五函數之亻記設已知

sec.t'= --

sine=--

題

巳知

已知

已知

巳知

設

已知

若

®

@
 

cscx= 一1

csc 0= -1/"3 

m cot 0=—，求其他各三角菡數。n 
2mn COS0= 求其他各三角函數。m2+n2 • 

m2-n2 sin 0= 、

m2+n2• 求cose及 tan0的值。但m>n>O

tan0= 」己嶧，求其他三角菡數之亻直。5 
b tan 0= , 試證./a2一伊

sin 0(1 +tan 0)+cos 0(1 +cot (})-sec 0=­a 

s伍A
sin B ,./3,

tan A 
tanB 3, 求A及B之最小正角。

Zsin0= 2一cos0, 求sin0, cos 0之函數值。
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(9) 

(1) 

(2) 

(3) 

設線段AB的三等分點爲(;{D, 以CD爲直徑的圓周上任一點為
E, 設LAEC=a. LBED=/3. 試證tan a tan/3爲一定。

＠ 

＠ 

© 

＠
 

習

1 3 . COS X=戸＝一-5, stn x=土」1-(-和＝土主

4 3 tan x=(士＿）／（－一）＝千一
5 5 3

' 

1 5 CSC=-.-一＝士一szn x 4 
1 1 ---

sinx=--=一—=-1,COSX=士✓1一sin2,i:=O,CSC X -1 
一 1tanx=—= ex:, 
。

tane=士－ 一1 

✓3 

題 喀 瘠

1 3 cot x= 一·一．＝干＿

tanx 4• 

1 cot x= 一=O,
CC 

I sec.x=- -=cc 
。

cot 0= 士✓3, csc0=2, 

一」3<0, 故0在第三或第四象限。

sin 0= 1 ✓3- -＝一一-- ✓tf 
csc0 3 , case= 干✓1-sin2 0= 干一·

3 

O在第三象限時，tan(), cote為正，其他爲負。0在第因象限時
cos e,sec ()為正，其他爲負。

ntan c=-一sinO=±n/✓示2平2,cos 0=:±:m/✓严2
m 

sec 0=:±: ✓严ri,2/m, csc 0=:±: ✓示乓：尼/ n
sin 0=:±:(m2-n勺/(m2+ n2), tan0=:t:(m2-n2) /2mn 

cot 0=土2mn/(m2-n2), sece=(m2+ n勺/2mn
csc 8=:±:(m玕n2)/(m2-n勺

(4) 

(5) 

(G) 

(7) 

由假設

二象隈。

,n2-n2>0, 
mZ-nz 

sine=-—
-

m2+ nz >0, 故0在第一或第

COS0=±✓1一 sin2e = ±j戸：二三芸矗
sin 0 m2-n2 

tan 0= --一＝士 － 一，但6在第一象限時，cos 0, tan I}取正cos 0 2mn 

號。0在第二象限時，取負號。

h11t;=J1--; 一
／
」-5>0, 故0在第一或第三象限。

coie=謚
i

=✓s+2✓s. sec 0=士凶声尹 ＝士」辶戶讠

cose=謚＝士｝扛声霆". csce=士C✓ 5 -+l) 

1 1 .5in8= —一＝土一(✓5-1)但，0在年一象限時，束正號。0在第csc 0 4 
✓3- 1 2✓3 case=士✓1-sin勺＝士-, sec0= =土—·重

2 case 3 

✓6 ✓ 歹sec0= 千-- - , tan 0= 土－一-'cote= 士✓2.
2 2 

三象限見tan, cot 0取正號，其他取色號。

左邊=(sin 0+cos�0/ sin O)+(cos 0+sin2 0/cos 0)一sec6

1 1 =-----+--一-sec0=csc0=✓1 +cot2。Ei;z 8 COS 0 

=J1-; 雪一」�!�=-6

sin A 
sin B ✓子·····(!) tan A 一一一=3-.. ···®,tan B 
sin A-=✓ 3sinB……®· 

由®得

由®得tan A=3 tan B…···®· 

忥則 sin A• 竺卫＝嶧• sinB•ccs_§_ 
sin A 3 sin E 

✓3 1 cos A= - cos B· ….. 磾哼這�1=3sin2 B+--cos2 B
3 3 

1 I 1=3 si芘B+ -Cl一 sinz B)翌：星之，得S研B=-3 4 
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(9) 
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B=30° . 代入硒sin A=至sinB = 土一1 

2 
A =60° 答： A=60°, B=30° 

case=✓� 又由題中知cos0 =2(1 一 sine)

凶
一
二si1i20=2(1 一sin0)

1一 S記0=4-8sin 0+4 sin2 0 5 sin2 0 一8sin 0+3一。
3 

若

(5 sin 0-3)(sin 0-1)=0 sin0 =一 或1,5 

3 4 4 sin 0=-. cos 0=土 一（－一代人原式不合）
5 5 5 

sin 0=1, cos 0=0 
E 

過A作EC的垂線，垂足爲F。

過B作ED的呈線，垂足爲G。 A 0 ·  

丶 .·.··c 、. _.,, 

則 .t::.ACF�.t::.DCE 
、�-·· 丶＇，

r Q-

·.·(AC=DC, 乙AFC=R乙＝乙DEC乙ACF = 乙DCF)
同理6.DBG=6.DCE

AF=ED=GD, FC =CE =BG 
AF DE GB CE 

tan c:. = EF= 2CK• tan /3= EG 
= ZED 

ED CE 1 
tan a tan ,B='icK· 歹ED 三一

9. 三角逗等式(Trigonometric identity)

（本節所論之恒等式爲簡易恒等式，比較繁者待後說之。）

在等式中，有的不論其未知數之值如何。恒能成立，有的必繽未知
墩爲某特殊值方能成立，前者稍爲恒等式，後者稱爲方程式。含未知氕
乏角函數之恒等式稱爲 三 角恒等式。

今學共通常用於證明恒等式之方式如下：

第二章 三角1面徵 勿

X 求證 A =B 

第一方 式丨第 二 方式I第三方 式

（證 ） A =D （證） B=C ＼（證） A=D B=D' 
=E =F =E =E' 
=F =E =F =F'

I
=C =D =C =C 
=B =A 

.•. A =B .•. A=B .·. A =B 

第四方式：利用已知之公式或恒等式，化簡出與證明之原1貝等式左這
（右邊）完全相同，再證明與右邊（左邊）完全桔回，此種方
式大多應用於證明三角形中邊與角之關係之恒等式。

證明方式通用第一方式，如第一方式感覺困難，便可用第二方式，
如第二方式亦感覺困難，便用第三方式。

在證明中由繁式（項式多或因式多者）推至簡式較易，由筋式推至
繁式則較難，所以第一第二兩法，可由此選澤。

to. 匿明三角恆等式之方法

如何證明三角恒等式，在初學時往往感覺困難，對之有無從措手
之感。玆特介紹兩入門方法以便湞者之伴侶。

（一） 分析法(Analytic method)
此種方法，就是先假定一1君等式巳經成立，從而推共祸邊間之廎

係，讀者對於此法大抵都會使用，因共與幾何證題中之分析法性質大
致相同。所用之方法雖無一定規則可循，約略說來，有下面兢種：

(1)在兩邊加減以同數（即移項）
(2)在兩逵乘以同數（去分母）
(3 )在雨邊除以同數（約簡）
. 4)在兩邊乘「司次方或開同次方

;, 
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(5) 在兩邊各自展開或化簡，
從此逐汽推成到褚法爲止，但證明正又寫出必須用方式中任一穩．

（二） 湊合法(Adjustment)
此種方工初視之似感鱟變化多端，不易捉摸，式實應用亦並不

· B AC 難。譬如一同等式爲A=--之形，則證明詩先化A=-- 。分母中之C C 

C始終不去助他，實際若AC能推至等於B, 則

A= AC B -·-=……···=--可成立。又如一洹等式爲A = B-C 之形，不C C 

易即證明者，便可先試化A=(A+C)-C, 後面之C始終不去動他。
實際若A+C能推到等於B, 則A=(A+C)-;--C=……= B-C成
立。此科方法變化較多，難以一一列舉，玆擧共常用者幾種如下：

( 1) 在一邊加減同一數（即加A-A)
A 

(2) 在一邊乘除同一 數 ：（即乘以－－）A 

(3) 在一邊乘，1次方，同時開n次根C即（沖）
－
切

 (4) "l"之代用 法，其運用極爲盧見有時同加''l", 減"l", 宗
乘"l"• 除"1" 。

如 sin20+cos20=1, tanO cot0 =1 
sec20-tan20=1, csc 20-cot20=1 
sin90°=l COS180°=-1… …等等

(5)化 sin A爲sin(p+q)A等，(p+q)=m
(6)化 sin A 爲sin(r-s)A等，（「-s)=m
本節對於湊合法用到之處尙不 多，待後章恒等式之證明時，處寛

用之。望讀者隨時留意，細心體會爲盼。

11. 有關霑頲之其他應注意之點

(1) 公式穿噬記，初學時只求能熟記，應用紙久，則自然得心您手，運
用自如。

(.2) 如正割，餘割，先化成含有正弦及餘弦之函數做較易求證，因關於

第二章 三角丙數 29 

正餘割之公式不移用 ， 但遇正切餘切，則可化或 不化成餘弦 及正
弦須霨題情形而定。

(3) 應用代啟學中之公式 ，如因子分解，分數化法，比例定理，指數定
理及開根等。

(4) 因石手進行之方法不同， 一 題之證，往 往不 止一種。在證時究運用
何種方式 較簡見惟於證題前必須多予考慮。

乜． 簡易恆等式之靄明

（－） 根據已知的公式，定理，及代數公式，逑歩演變化擬證式之一邊．
使等於另 一邊。

（例1) 試 證(cos A+sin A)2+(cos A-sin A)2=2 
（妻點） 若設cos A=a, sin A=b, 則得(a+b)2+(a-b)2 而變其形．

利用平方關係式可求得。
（解） (cos A+sin A)互(cos A-sinA)2 

（例 2)

（要點）

（痹）

（例3〕
（耍點

｀
）

（解）

=cos2 A+2 cos A sin A+s研A+cos2 A-2 cos A sin A 
+sin2 A =2(cos2 A+s研A) =2

試瞪

('.·cos2 A+si妒A=l〕
1 1 

子尹訌
．

十
－
「一 sin.ti =2 sec2 。

分母之1一sin20可變 形爲cos2 。

1
十

1 一 sin 0+1 +sin 0 - - -=-· 

I+sin0 I一sine 1 一sin珝
- -

2 2 
＝ 亡s禕劻雪蕊o =2 sec2 。

試證tan a. +cot a=sec a .csc a
太題tan a, cot a均化爲sin a, cos a, 囚此容易看出其間

之關｛菜。
tan a+cot a=--—+---.-— = 

sin a cos a si孕a+cos2 a 
cos a sin a cos a sin a 

＝ 
1 =SCC a csc acos a sin a 

georg
螢光標示
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（例4) 試證(1一tan20)2=(sec2 0一2 tan 0)(sec2 0+2 ta1z 0) 
U算1) 左邊=1一2 tan2 e+tan珝

=1 +2 tan2 0+tan4 0-4 tan2 0 
=Cl +tan2 ())2一(2 tan 0)2 

=(sec:l 0)2一(2 tan 0)2 

=(scc2 0一2 tan 0)(sec2 0+2 tan 0) 

。算2) 右邊=Cl+tan:? 0一2 tan 0)(1 +taiz'.? 0+2 tan 0) 
=(1一tan 0)突l+tan 0)2 

=CO一tan0)(1 +ten 0)〕2

=Cl一tan20)2 

sin2 0 cos2 0一sin2吟（撂3) 左邊=(1-一 －一）2=(--
cos2 () cos2 0 

（屏5)

（要點）

COS栩一2 COSZ {j Sin2 0+sin4 。
=-· 一· 一·

cos40 
cos4 0+2 cos28 sin20+si妒0-4 cos2 e sin2 8 

= -- . -

COS-1 0 

＝ 

(cos2 (}+sin2 0茅一4 cos:! e sin2 0 
cos珝

1-4 cos2 0 sin28 1 4 sin2 0 =· -·-一··=-- . -· 
cos4 () cos4 0 cos2 0 

= sec4 0-4 tan2 e 

=(sec2 0+2 tan 0)(sec2 0-2 tan 0) 

求證 sec2 e-sec 0= tan4 e+tan瑾
sec2 e+sec0 

原式去分舟，則得sec40-sec2 O= tan4 0+tan2 () 
再將左邊或右邊設法變形，假如先變右邊而得

tan4 o+tan2 0=tan咽(tan2 �+1),
同時按平方關係式I+tan20=sec20, tan20=sec2 。-1
得tan20(tan2 0+1)=(sec2()一1)sec2 O= sec1 {j-sec20 
由此知原成立。今再作別證，即將由已知公式要形而作證明．

第二． 三角國蠡

（證） 將公式 I-f:tan2 8= sec2 0 ..................... (1) 

平方，得I+2 tan2 e+ tan4 O= sec1 O ...... (2) 
(2)一{1)得 tan2 O+tan4 O=sec4 e-sec2 。

. • sec2 e-.sec 0= 

習

匝助下列各i且等式：
(1 ) s硏A cot2 A+sin2 A=l 

頲

tan'- O+tan2。
sec2 (}+sec (} 

四

(2 ) sin2 0(1+cot20)+cos2 0 (I +tan20)-=2 
(3) (I +tan :c)2+(1一tan2 x)=2 sec互
(4) (csce-cot 0)(csc e+cot 0)= I
(5) s硏A+cos4A=I一2 sin2 A cos這
(6) sin6 0+cos6 0= I一3 sin2 0 cos2。

(7) tan2 A-s研A=si忙A sec2A

31 

(8) sin國cos2 /3+sin亙sin2 /3十cos2 a cos2 f]+cos2 a sin2 /3=」
(9) sin4 a-cos4 a=sin2 a-cos2 a=I一2 cos2 a=2 sin2 a-1
(IO) SC在A+c是A=sec2A csc2 A

(11) I-tanA cotA-I
－

＝

I +tan A cot A+I
02) (sin A+csc A)2+(cos A+sec A)2=tan2 A+cot2 A+7

1 (13) uc A+tan A= • . 矗

(1) 左邊=sin2•cos2A 
sin2A 

習 題 畸 廨

+sin2 A=cos2 A+sin2 A=l

(2 ) 左逸=sin2 () csc2 ()十cos2() sec2 ()=2 
(3) 左邊=2+2 tan2 x=2(1 +tan2 x)=2 sec2 .'t 

(4) 左邊=csc2()一cot2()=cot2 ()十I-cot2()=1
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、
'
,

、

J

5
6

 

(
（

 

(7) 

左邊=(cos2A+s硏A)2
一2 si定A cos2A=l一2 s研A cos2 A

左邊=(sin2e+cas2 0)(si正0-sin2 0 cos2 ()十cos4 0) 
=(sin2 e+cos2 0)2-3sin2 0 cos2 0=1一3 sin2 ,9 cos2 (} 

左邊＝ s研A sin2 A= sin2 A(l一cos'.!A) 1 
菡巧r- cos國 =Si面A•cos洱

=Si研A sec2 A 
(8) 左邊=sin2 a(cos2 (3十sin2 f3)+cos2 a(cos2 f:.7+sin2 (3)

=sin2 a+cos2 a=I 
(9) 左邊=(sin2 a+ccs2 a)(sin2 a-cos2 a)=si正a一cos2 a

=(l-cos2 a)-cos2 a=I一2 cos2 a=sin2 a一(1一sin2 a)
=2 sin2 a-I 

1 (10)左邊＝ － － 十 1 1 
cos2 A s研A cos2 A sin2A 

- = =sec2 A c這A

(11丶 左邊＝ 1一tanA cot A cot A-1
"i°+; 硒可 ．

石釋＝
涵這二

(12) 左邊=s证A+2 sin A csc A +csc2 A+co$ 2A+2 cos.4. secA
+sec2 A =5+(1 +cot2 A)+(l +tan立）＝右邊

(13)由 I+ta尼A=scc2A得sec2A-tan2 A=I
.·. (sec A+tan A)(sec A-tan A)=l .·. 原式得證。｀

（二） 應用''I"之代用法逐歩從一邊化至另一邊即較悛經題之解法。
（例5) 求證 szn2 0 tan 0+cos2 0 cot 0+2 sin 0 cos(J=tan e+cot d 
（要點） 將 tan 0, cot化爲合有sine. _

cos 0之翫數，證之亦可，但膊
左邊變形如下：
左邊=(l-cos2 0)tan 0+(I一sin2 0)cot 0+2 sin 0 cos O 
求證爲方便。·

0層） 左邊=(I -cos2 0)tan 0 + (1一sin2 0)cot 0-+2 sin 0 cos 0 
=tan e+cot e-cos2 0 tan 0-sin珝cot0+2 sin() cos9 

sin 0 cose = tan e+cot0-"-cos2 0—-sin:: 0----·+2 sin() cos (Jcos f) !:in 0 
=tan ()+cote一sin 0 cos e一sin 8 cos o+ 2 sin(} cos (J 
=tan e+cot O 

（例6〕

（照1)

OJ2) 

（註」

（解3)

（例7) 求證 1 +2 sinX cosX 1 + tan X
=-

cos2X-s研X 1-tanX 

（要誌） 化1爲S证X+cos2兀後代入之，則得證。

（證） 左邊＝ cos2X +2 sinXcosX +sin次
cos2X-s硐X
(cosX +sinX)2 cosX +sinX = (cosX二籬X),這X+si忒尸cosX-sin]{

1十 tanX
=

· 

亡tanX （分母分子同時除以cosX)

（例8) 求證 tan2X +cot2X +I=(tan2X +tanX +l)X 
(cot2X -cotX +1) 

C設1)

求證 cos A I+sin A＝ － 一

1一sinA cos A 

左邊＝ cos A(l +s�n A) cos A(l +sin A) 1 +sin A一－～－一－－． －＝ － ＿ ＿－ ＝
1一S证A cos2 A cos A 

左邊＝ cos2 A I一sin這 I+sin A 
= . ·-= cos A(l一sinA)菡A(l一sin A) cos A 

（解1)及（解2)均利用湊合法證明之例。
·.· sin2 A+cos2 A=I
.·. cos2 A=I一S研A=(l一sinA)(l +sin A)
预邊除以 cos A(l +sin A)得

cos A 1一sinA 
I+sin A = cos A 

1 左迢==t沉x+ +1== tan4X +ta尼X+l
tan2X tan2X 

(tan4X +2tan2X +I)-tan2X 
= .. tan次

(tan2X+1)2-tan2X 
＝ 面2-;r-

(tan2X-tanX +l)(tan2X +tanX +1) 
－ tan2X 
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1 1 

tanX tan2X +·-一）(tan玕tanX+l)

=(tan2X +tanX +l)(cot2X-cotX +1) 

（國2) 左邊=tan2X+cot2X +ztanXcotX-1 

（註〕

（例9)

（拉1)

C 32) 

（例10)

（蹼）

=(tanX +cotX)2一1
=(tanX +cotX-l)(tanX +cotX+l) 
= (tanX +cotX -l)(tanX + cotX + 1)tanXcotX 
=(tan2X +tanX +l)(cot2X-cotX +1) 

用tanXcotX代1乘之。

求證
tane+sece-1 1+sin0 

一 . -= 

tane一sec0+1 cose （武漢大學）

左邊＝ tati e+sece一(sec2e-tan2ff2_
tan 0-sec e+ 1 

(tan e+sec 0)(1一sece+tan ()) 
＝ tanO--secO+l 

=tane+sec0=-- +-= sin 0 1 1 +sin() 
COS 0 C0.5 0 COS0 

左邊＝ tan e+(sec(J一I). tan e+(sec(J-i)
tane一(sec{)-1) tane+(sece-1) 

=tan20+2竺n0(sece 一1汪包�_JJ..丑芝
tan2 0一(sec(}一1)2

＝ 

＝ 

ta芷0+2 tan 0(sec 0-l)+sec2 0一2 sec(J-fl 
tan2 e-sec20+2 sec 0-1 

2 tan O(sec 0-1)+2 sec 0(s<1c 0一l)_
2(sec0-1) 

=tan a+sec 0= -- +—一 ＝sin 0 1 sin 0+1 
cos e cos e cos o 

求證 」涵;2 e+csc2 e=t an e+cot {) 

左邊=✓1+tcr.2 8+l+cot20 
=,,/tan2 0+2+cot2 0 
=✓ 祏n20+2 tan() cote+cot2ii 

第二宣 三角丙霰

＝奴7涵7r手函tif5:!
=tan O+cot () 

習 頲

配證下列各洹等式：

王

(1) sin2 0 ta�;2 0+cos2 0 cot2 0=tan2 0+cot2 0-1
(2) 2 sec2 0一 sec4 0-2 csc2 0+csc4 0=cot4 0-tan4 。
(3) (1 一tcn2 a)2=(sec2

正2 tan a)(sec2 a+2 tan a)

(4) 

(5) 

1一2 sin x cos x I-tan .t" 一- -- • 

cos2 x-sin2x -= ---

l+tanx 
csc .-;:-+cot x sec x-tan x ----- ------ = 

sec x+ tan x csc x-cot x 
(6) (I 一sin A+cos A)2=2(1一S伍A)(I+cos A)
(7) (csc 0-sin 0)(sec 0-cos O)(tan e+cot 0)=I

習 題 隨 廨

(1)左邊=(I 一cos20)tan2 0+(I-sin2 0)cot2 0=tan2 0-sin2 (Ji
+cot2 (J-cos2 0=右邊

(2)左邊=2(sec20-csc20)一(sec40-csc4 0)
=(sec2 0-csc2 0)(2-sec2 e-csc2 0) 
= (tan2 0-cot2 0)(-tan2 0-cot2 0) 
=(cot2 0-tan2 0)(cot2 0+tan2 0)=右邊

(3) 右邊=(I+tan國-2tan a)(l +tan2 a+2 tan a)
=(l-!<in)2(1 +tana)2=左邊

(4) 左迫＝ 一(cosx-sinx)2 cos x-sinx 
(cos x+sin-x)(c声刁五）=cos訌霸歹 ＝

右邊

(5)左邁＝立竺主乜<?.!.�-�竺X二也2投
sec2 :r:-tan2 x 

一旦芝－吐竺!.,拉包：c x-tan x) 
csc-x-cottx ．－＝右遏

3S 
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(6) 

(7) 

左邊= C(l-sinA)+co這〕2= 1+sin2 A-2 sin A+2x 
(1一sin A)cos A+cos這= 2(1-sinA)+2(1一sinA)cosA
＝右邊

右邊=( - sin C)( 
1 sine cos f} cos 9)( +-—)sin 0 、 cosO cos e sin e 

cos2 0 sin2 0 1 ＝ 一． ． ． 一 一一－

sine cos e S/n 0•COS 0 
= 1

（三）

（例11〕

（要蛄）

（證）

（例12)

（霞）

匝邊同時岌化，以達可一之形式及條件洹等式之證明。

求證
1一secA+tan A sec A+tan A刁
I+secA-tanA secA+tanA+I 

將secA, tan A化芍含有sinA, cos A之式毛變澶上鹹璽

難。故不如去共分母求證爲便。

去分丹
(I-sec A+tan A)(sec A+tan A"f'-l) 
=(sec A+tan A-1)(1 +sec A-tan A) 

左邊=(l十tan A-sec A)(I+tan A+sec A) 
=(l +tan A)2一 sec這
=1+2 tan A+tan這-sec2 A= 2 tan A 

右邊=(sec A+(tan A-1)兀secA-(回A-1))
= sc.:2 , 仁(tanA-1)2 
=SC往A-ta韶A+2tan正1= 2 tan A 
(1一 secA+tan A)(sec A+tan A+l) 
= (sec A+tan A-l)(l+sec A-tan A) 
I-sec A+tan A sec A+tan A-l
f尹蕊x.::.:t而五�

=

sec-A�邱.,c+-1

求證 1 1 1 1 一 = - -· 
cscO-cote sine sine csce+cotO 

左邊＝ 1 1 ＝ 1 1 一 － 一

l cos 0 sin 0 I -cos e sin 0
sin 0 sin 0 sin 0 

（例13〕

（證）

（例14)

（莖黯）

sine '1 sin!! 0-1 +cos 0 -cos2 e+cos (J 一 －－ －－ 一 ＝I-cos 0 sin 0 (1一cos&) si元e
=

o一cos 0)sin0
cos 0(1-cos 0) 

＝－一

sin 0(1一cos 0) 
--- = cot 0 

右邊=-1___ 1 = 1 _ 1 
sin 0 1 cos 0 sin 0 1 +cos 0 --+-

sin 0 sin 0 sin 0 
1 sin 0 I+cos 0一sin墮 cosO+cos2 0＝ － 一 ＝sin 0 1 +cos 0 sin 0(1 +cos 0)鬥in0(1 +cos 0;、

cos, 0(1 +cos 0) =-� 
sin 1i(l + cos 0) =cote

左邊＝右邊

求證
=(csc A-sec A)(2 -vers A covers A) 

左邊＝（
1 cos A ---+-—) (I-sin A)一（ 1 sin A 

sin A sin A + )  cos A cos A 
1 cos A 1 sin A (1-cos A)=—— +-· 一-1-cosA----一－—一

画A sin A cos A cos A 
+l+sin A

右邊＝（ 1 1 
sin A c_o.s A 
一－一-----)(2-(i-cos A)(1-sin A)J

1 1 =( -----)(1 +cos A+sin A-sitz A cos A) sin A cos A 
1 cos A 1 sin A 

=-----+--+1一 cosA- -1-一 —－十sin Asin A sin A cos A cos A 

設

左邊＝右邊

tan a tan 
(--
sin 0 tan 0 )

�= tan2 a-tan2 (3,

求證

(csc A+cot A)covers A-(sec A+tan A)vers A 

cose= 
tan/3
tan a 

將假設式變換為COS之方程式以求cos 0的值。
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（國）

． 

． ．

.

p

·
日

崁（例15J

（要點）

（匿）

(�a_巴色＿曰） 2
sin() tan () 

=tan2 a-tan2 f3 

(tan a_竺祀尹）2
sine sin() =tan2 a-tan2 f3 

tan2 a 一2tan a tan f3 cos e+ tan2 f3 cos2 0 
sin2 () 

=tan2 a-tan2 f3 
tan2 a一2tan a tan f3 cos() 十tan2 f3 cos2 () 
""(tan2 a-tan2 {3)sin2 0=(tan2 a-tan2 {3)(1一cos�(J)
=tan2 a-tan2 f3一tan2 a cos2 o+ tan2 {3 cos2 {) 
tan2 a cos2 ()-2 tan a tan f3 cos e+ tan2 {3=0 
(tan a cos ,8-tan /3'Y=O 

tan a cos ()-tan /3=0 

設

.·. cose= tan /3
tan a 

A sin B cos =n sin B, cot A =面汜，

求證COS�= nz 
l+n2 cos2 E

f 

因證明式中不含A, 所以要先由二式消去A, 然後變形。

cosA =n血B··.. ·•(1 ) sin B cot A= •········(2) tan C 
1 由(J.), (2)各得sec2A =-一-••·······(3)n 2sin2B 

tan2C tan2 A= .. … ····(4) sin2B 

(3)一(4). 得

即

1 = 
1 tan2C 1一注tan2 C一-·-·-· 一 - - 1 = ---一——-

n 2sin2 B sin2 B' n2 sin2 B 
n2sin2 B=l一n2 tan2 C 

tan2 C= 1-n2 sin2 B
. ......... 

n2 (5) 

繽（例16)

（霞）

= __ n2 n2 --一～一一-
= n玕1-n只I-cos2 B) 1 + n2 cos2 .8 

耳cos2C= n2 

I+n2 cos2J3 
；；几
｀ 

（武大學）
cos4 A s硏A
石2

-B十磾213=sin2A+cos2 A

(".·sin2 A+cosz A =I) 
唧

今

即

即

即
即

即
． 
..

則

1
＝ －  

1 十1一n2 sin2 B
n2 

n2 

n2+1一n2 sin2 B 

cos4 A si忙 A
—

- + 
cos4 B sin• B 

cos2 B sin2 B·=I. 則石2五十sm氙=1. 試證之。

s研Bcos4 A+cos2 B s出A=sin2Bcos2B
(sin2 A+cos2 A )  
sin2 B cos2 A(cos2 A-cos2 B)+sin2 A cos2 B 
(s硏A-s研B)=O
s研Bcos2 A(cos國-cos2 B)一S研 Acos2 B(cos項－

cos2 B) =O 
(cos2 A-cos2 B)(s研Bcos國-s研A cos2B) =O
(cos2 A-cos2 B) 〔(1一cos2B) cos2 A-(1一cos2A) x 
cos2B)=O 
(cos2 A-cos2 B)2 =0 
cos2 A =cos2 B 故

即 cos2 A-cos 2B= O 
I-sin2 A=I一sin2B

sin這=st"n2B
cos'B sin4 B cos4 B sin4 B 
菡尹十面2J1=澀B十盂=cos2B+sin2 B=l

1 cos2 C= 、=
1 一－ －一－－－一-- ...... (6) sec2 (, 1 +tan2 C 

習 蟈 ..... 
,、

試證下列各恒等式：
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(1 )

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6 )  

震準高中三角學

tan A sin A tan A-sin A 
tan A+sin A tan A sin A 

1一sin() I -cos()tan() = cot()一－

1 +cos 0 I +sin() 
2(cos A--sin A) cos A sin A 
- ---—

.
= -- ·-一 －一

I+sinA+cosA I+sinA I+cosA 
(csc ()-sec 0)2= (1一tan())2+(cot ()-1)2 

1 1 1 1
－－ ＝－ 一

csc 0-cot 0 sin 0 sin() csc ()+cot() 

(csc A-cotA) 2= 1一cosA
I+cos A 

sinX-cosX 
臺(7)設 tan 0= , 求證」歹sin 0=sinX-cosX si元"K+cosX
贏(8)設 case一sine=」歹sine,求證 cose+sin =」苾coso
薫(9)設 tanX+sinX=m, tanX-sinX=n 

求證 cosX=m-n
m+n 

臺 (10)若 tanA+sin A=m, tan A-sin A=n 
求證 (m2-n亨=I6mn (北平大學）

■(11)設 m sec A=I+tan A與，z sec A=I一tanA
試證 m2+n2=2 

(1 ) 

(2) 

(3) 

左邊＝

右邊＝

習 頲略 解

sin這 sinA 
＝ 

sin A(l + cos A) 1 +cos A 
sin A(l-cos A) sin A(I-cos A) sin A 

· � ~ ·- = = 

sin2 A I一cos2..A 1 +cos A 
去分母tan 0(1一sin 0)(1 +sin 0)=cot 0(I -cos0)(1 +cos(3) 
左邊=tan 0(1一sin2 0)=tan 0 cos2 0=sin 0 cos 0 
右邊=cot 0(1一cos2 0)=cot 0 sin20=sin 0 cos 0 

左邊＝ 2(<:os A-sin A)(I一sinA-cos A) 
(1十 (sinA+cos A))(l一(sinA+cos A)) 

第二宗 三有函數

一2(sinA-cosA)(l一sinA-cos A) 
=· 一－

1一(s璋A+co惑A)一2sin A cos A 
(sin A-cos A)(l一sinA-cos A) 

＝ 

sinA cos A 

右邊＝ cos A(l -sin A) sin A(! -cos A) 
1一sin2A 1一cos2A ' 

(4)略

(7)今

1一sinA I-cos A=--一一---- — 一 －－—

cos A sin A 

＝ 

sin A-s研A-cosA+cos2 A 
sin A cos A 

(sin A-cos A)(l一sinA-cos A) 
sin A cos A 

( 5)略 ( 6 )略

secO= 」歹 ✓2(sinX+cosX).·. cos 0= ． 菡X+sinX
· ✓2(sinX-cosX)sin 0=tan 0 cos 0= 

2 

✓2sin 0=sinX-cosX

2 

(8) 從巳知式移項得C✓歹十l) sin 0=cos 0, 兩邊以」歹一1

4l 

乘之sin8=(✓2一l) cos 0, 移項得sine+cos 0=✓, 歹cosb

(9)今 2tanX=m+n, 2sinX=m-n
前式除後式褐cosX=(m-n)/(m+n)

(10)因 ztanA=m+n, 2sinA=m-n, 故
（記-n亨=(2tan·A•2 sin A)2=l6 tan2 A si佗A
=16 ta佗A(l-cos2A)=l6(tan2 A-si佗A)=l6 mn

(11)因 研sec這=1+2tan A+tan2 A, 又
n2 sec這=1一2tanA+ta佗A相加得
(m玕n2')sec這=2(l+tan2A), 但l+tan國=sec2A
故(m玕n2)sec2A=2 sec2 A即m玕n2=2

13. 三有菡徵之直級表示法
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取一單位圓（即半徑等於1)於圓周上一點P作PM 垂直OA.
由A作圓之切線交OP之延長線於T, 又作半徑OB垂直OA. 由B
作圓之切線交OP之延長線於s.作PN平行OA交OB於N。

'^
 

＼ 

B
' 

今OA=OB =OP=I, 令乙AOP=x
又rt.1::::,.0M PCl:lOATCl)SBO 

故得sin X=罪=M P

OM cos X= - =OMOP 
MP AT tan X =o�.,;;r國 = AT

cot X = OM BS 
MP =os=BS

OP OT sec X=o芷頃=OT

csc X= OP O S  
MP节m=OS

tJers X=I一cos X=OA -OM=MA

cc�sX=I-sinX=OB-ON=NB 

卫三角函數值之變化(Variation of the function) 

上圈之AOP角自oo 逐漸增，則各函數變化情形，可在下表中就
其所代表之線考之。

玆將各函數值變化情形列表如下：
，-

一
象丨

瞬＼｀限
I

(1) 
I 

(2) I (3) i (4)
-,

藪丶 0°-+90° 90°-+180°
180°-+270° ; 270°-->360° 

sin O / 1 1 、 o I 0 丶
一 1 一 1

一一了『

csc OO 、 , 00 /
一1刁

1 1 -co I 、 -oo
， 

cos I 、。 ° 丶一1-1 .?
0

I 。/
1 

: ::; i��: 三三!��:00
綜合以上之變化情形，故可知：

(-) _sin 0與case之函數值，必在十1與一1之間，但不能大於十1
或小於一1。

（二） tan e與cote之函數值無限制爲任何數值。
{.3) csc (J與sece之函歟值必大於十 1 或小於- 1 , 但不能在一1與

w 
�,ec 0, csc 0--.1-"• 0. co, 严sec0, csc0➔ 

·-·-·········-. ·····················
。

-oo 一 1 + 1 +oo

tan e, cot 

（底） 各書局出版之諜本已詳戴共變化情行及圖解，希讀者再作參考
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（例1)

（屏）

以求徹底之理解。
1 設cose =一，求此角。2 

作一線平行y軸，其距離爲 1, 又以 O

爲中心，2爲半徑作弧交前線於P,P'
則第一象限之LXO瓦與第因象限
之乙XOP'均爲所求之角，因

co江XOP=OM 1 
， 脣= 2-·

又co江XOP'=OM 1
。P' 2 °

＂主） 假使所求之角，註明爲銳角，則0可用下法求之爲便，即作
, t . .6.0M瓦設 乙M=90° , OM=l, 0P=2。

1 （例2) 設土爲銳角，今cosy=一cosx,求作.'I角。4 
（鯽） 在單位圓中，設AA', BB'爲垂直二直徑，又LAOQ=-%,

作QR..LAA', 等分OR成四份。
1段 OM=—OR4 

作 MP..LAA'交圓周於P,
酇OP, 則乙AOP爲所求者。

I 因C:JS AOP=OM=-OR4 
1 =-cosAOQ 
4 

1 即COS J=--COS X4 
I （例3) 若COS 0= X 十一，試證X 不能爲實黴＾
X 

（蘑）

6

 

，
＾

 

,gp

4 (1) sin 0=-
5 

作y角，設已知銳角L而有下之關係：
1 (3) tanY=3tanX (4) sinY=--sinX,n 

1(5) 在 sin 0=x十一中，試證X之值不能爲實數。
X 

■(6) 設x,y爲實數，則在sec2 0=』約亨中，必x=y, 否則不能成立．

弒笹之。

(l) 

.:1.• -XCOS 0+1=0, X= cos 0 士✓磊s2
一

戸-- ----

··cos2 0<1 .·. cos2 0-4必<O

則 •.1cos2 0一4必爲虛數，故 X 不能爲實縠。

，．

 

習 題 七

作下列諸角，設已知

(2) cote=-✓ 歹

習 題 咯 酵

(�) y

＊ 

0A=1, OD= i.
5 LXOP及乙XOQ

x2+1cos0=一x cos0=必十lX ， 
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(3) 

T y

cos (90°-A) =sin A
cot (90° -A) =tan A
CBC (90° 一£ 、 =secA

x

\ Bin (90° 一A) =cos A
• . /an (90°-A) =cot A

se�(90°-A) =csc A 
用文字远之爲

＂一銳角之函歟，等於其餘角之餘函數。＂
（例1) 於直角L::,.ABC中，Lt:=90° , 已知a=m2一 ，i2, b=2mn, ;JtB

角的各函歟。

(5) 

(6) 

1 AT'=3AT, y爲乙AOT' DE=-DC, y爲乙AOFm 
原式即x2-xsinO+l=O若土爲實數，則(-sin0)2 一4�0
即sin2 8-4�0 而得I sin e1�2. 但此式不合理，
故土不能爲實數。
·.·x2 +y2�2xy .•. (x+y)Z�4.Xy
• 4xy ．． 

(x+y) 2�1 即 sec2 e:;;;1

但sec (J必大於1, 即sec2 fJ不能小於1, 至少等於1,此時
4xy=(x+y)2, 即(x- y)2=0, • 丶 x=y

15. 餘角之三角菡數

一角之函數中，正弦與餘弦，正切與餘切，正割與餘割，均稱之
互爲餘函數。
在t::,.ABC中，C為直角，則A與B互爲餘角，即

B=90° -A

a cosB=— =sin A
C 

a cot B= --=tan Ab 

C escB=--=secAb 

b sin B=-=cosA
C 

btanB=—=cot Aa 
C secB=-=csc Aa 

8

（隊） c=,./(m2 -n亨十(2m n)2=../0证+n勺2=1112 +n2 

B b Zm-n sin B=--=·- -一 a m2 -n2 

�' c m2 +n• cosB= c m2 +n2 

�tanB=一＝ － —－
b 2mn 1 m2 -n2 

＝ 

,., a m2 -n2 • cot B= tan-B 2mn 
� ... 

sccB= 1 m2 +n2 

涵sE= 記-n2•

C csc B= 1 ,n2 +nz．＝ sin B 2mn A
 

16. 特別角之三角菡致值

特別角之三角函數值，僅第一象限中，0°,30°, 45°, 60°, 90° 之
各角之三f罪2數值。

（一） oo 灼之三月菡數值。

設終邊OP與X軸重合．今在OP上任取一點P(a,b)則b=O,
a=r

b a bsin 0°=一=O cos 0°=—=l, tan0°=一=O
, , a 

r r a csc 0° =--=oo sec 0°=一=l, cot0°=--=oo
b a b 

（二） 30° ( 
1C 

6 
）之三角函數值

georg
螢光標示
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令LP0A=30° .終邊OP 上取一點P
(a,b), 且IJ a>O, b>O, 且r= 21> 
a2=r2-护=4b2-护=3护.·. a=✓3b 

b b I sin30°=—= = 一

r 2b 2 

csc 30°= 1 
茹遹)°=2 y

sec 30°= 
1 ! ·= -

cos,30° ../3 
a ✓3b✓3 COS30°= 一 ＝ －－ ＝ 一

r 2 b 2 

cot 30°= 

tan 30° 」了b b 1 
tan30°

=-=� =一－

a ,./3b ,./3 

（三）
， 45° (---)之三角函數值4 

設終邊OP上一黏P(a,b), 則
a=b>O, r2= a2 十b2=2b2

，=..f歹b

b b •  I ..;'zsin45°=-=�=一一＝—

, 」2 b✓2 2 
csc45°=✓2 

a b I ✓zcos 45°=-= - =---== 一

, ✓2b✓2 2 
btan45°=一=1a 

（幗2)

（厚）

C佩8)

將a與tan A之值代入得一＝1 3 
3 1i 

C=」亞＝」研雨= 3」面

｀

 

c̀

.
y-

。

｀

 

，

sec45°=fl 

cot45°=1 

1
於直角.6.ABC中．已知a=3, tan A=一，求b及＾3 

由函數定義tan A=-a 

.•. b=-9

，

 

在矼有三角形ABC中, LC=90°, 已知tati3A=cot 2A. 

（禤）

第二軍 三角函蠶 心

（四）

Oi.) 

求:A及B。

·.·tan 3A=cot 2A

由是 900 一3A=2 A

.·. B=90° 一18°
=72°

＇？ 
600 (一）之三角函數值

3 

設終邊上一點 P( a,b)
則r=2a, bZ=r2-a2=,ta2-a2=3az 

b=,./3a 
b ,./3a ,./3 sin 60°=-=-=— , 2a 2 

CSC60°= 

✓ 3
a a cos 60°=一＝一＝～, 2a 2 

b .../3a tan60°=一 ＝—=嶧
a a 

則
bsin90°=一=1
， 

btan90°=一=ooa 

， 
缸C90°=一 =ooa 

••. cot(90° 
一3A)=cot2A

.-. A=l8° 

｀

 

sec 60°=2 
y

cot6Q0= —1 

900 有之三角函數值

設終邊OP與y軸重合，於OP上取一點P (a,b)
a=O. b=r 

a cos90°
=-=0 

， 

a cot 90°= 0-= 0 

， csc 90°=·& =l 

玆將各特別焦之函數值列表如下：

(./2 =1.4142, ,,/3 =1.7321) 
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閔
〉

角
＼
數

＼
函 |

l-
—

—

—

—-

|
_r
|－
|
_

＿
o

＿
4
 

J

J
-

1一
2

1l
2

一

sin 

cos 

tan 。

cot 

sec 1
 I 

CSC 

o
o 

00 

00 

30° 

1
b3

 
一
2

_
3
 

J
 

』3

,/3"

2
霆

2
 

,'

．

_

 

450

互
2

羣
2

1

1

互

嶧

60° 

✓3-
2

_
3
 

J
 

1
2l
 

-_
3
 
，

 

1
 

2
 
_＿
3
 
，

 

2
 

_4
_
o
 

✓

✓

 

_
\

_
_
_
 
1-

_

_
 

90
0 

00 

。

00 

1

(HJ 爲便利記憶可採下法記憶：

30°,45° , 60° 之正弦(sin0)各爲1,2,3之 平方根的一牛．餘

弦(cos0)爲3,2,1之平方根的一半。

應用公式tan0=且悶就能求出正切(tan0)之值。

（例2)

（蘑）

（例3)

（霆）

sin 

又csc e, sec 0, cot 0各爲sin0, cos 0, tan 0之倒數．故僅記
, case, tan 0就啓用。

試求
7t 4 3 tan2一一十- -sin2 元 冗 冗1 一·tan� 2 
6 3 3 2 4 3 cos2一

6 
1 -;r +--scc1-之億？8 3 

原式=3X(計勺芍） 2-}x(1)2-}xc兮玕

段

Ci) 

(ii) 

4

 

、
_
,2

 
,!、x1.

8
十

=3X��-十护¾-:}x1--ix{ 卟X16

=1+1--1-巨

（例1)

（解）

求 ✓3tan 30° +✓3sin 60° +cos 60° 之亻虹。

原式=.. /3 X ✓\r +,./3 X兮互卟
3 .., 

=1十一十－上
2 :l 

b a:::--=3 
(.t) 試區

=3 
A=30° , 試證sin2A =2 sin A cos A 

cos2A=cos2 A-s硐A

sin 2A=sin 2X 30° =sin 60° = ✓L
2 

2 sin A cos A=2 sin 30° cos 30° 

1 嶧
－

嶧=2X- -X—=— 2 2 2 
sin 2A=2 sin A cos A 

cos2A=cos2x 30° =COS60° =--1 

cos國-s研A=cos230° 一S证30° =(�鈺_ _!_ 
2 C)2

2 

3 1 1 ＝一－一＝一
4 4 2 

cos2A=cos國-s研A

＾ 習 匿

sin 30° cos 60° +cos 30° sin 60° = I 

georg
螢光標示

georg
螢光標示
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冗 元 元 元

(2) 試臍 COS一-cos一一一sin-sin- 1一」5
4 3 4 3 =

忥
(3) 求 4 cot2 45° 一sec2 60° +sin2 30° 之值。

4 3 (4) 求 -cot2 30° +3 sin缸30°一2sec 2 60° 一 一tan2 30° 之值。3 4 
7( 7(

試證 2 cos2--一l=COS一一

6 3 
在直角三角形ABC中，乙C=90°

® 已知 a=,./3, b=✓-if, ;f< A約各函歟
® 已知 b=m-n, c=m+n, 求B禎9各國數

9 ® 已知 cos A=- 求cotA, csc A41' 

® 已知 A=45°, b=20, 求a ,c及B
＠ 已知 sin 4A=cos 5A , 求A
® 已知一直焦邊爲他直角邊的,./3倍，求共兩銳有。

(7) 求 sin 22.5°, cos 22.5°, tan 22.5° 之值。

(5) 

(6) 

習 題 嘮 解

1 (1)略 ( 2)略 ( 3)�· ( 4)一2 ( 5)疇

(6) (1) 略 ® 略 @ a=」石尹=40 ••. cot A 一盂

csc A=闊 ®B=90° -A=45° tan45°=1 .•. d•al)

sec45°=✓ 歹.·. c=bx✓ 歹=20」歹
@ ••· sin 4A=cos SA .·. cos(90° 一4A)= cos5A直是

900一4A=5A 解之得A=l0°

@ a=l b=✓3 

B=90° -A=60° 

tan A= -L
✓3 

故 A·•

(7) sin22.50=,;'I-cos450 

=� 尋
2 2 

COS22.5°=-J卫�(!S 45° 」立
2 

=
2 

tan22.5°=《_l一 COS瓦
1+cos45° =✓ 歹 一 1

17. 化負角三角菡數爲正角三角菡數
sin(-0)=- sln0 csc(-0)=-csc 0 

十砸(-0)�cOB。} sec(-e)�sec 。}
tan(-0)=-tan 0 cot(-0)=-cot 0 

（匿） 設動線OP自OX位置沿與時針囘向旋轉至OP位置，命
LXOP=-0, 於其終邊上任取一點P, 作PM.土x·x汲環至
P', 令P'M=PM,』1Jt:,.OP M=t:,.0P'M, 故LXOP'=LXOP
方向相反； MP'=M瓦方向相反。
.• LXOP'=0,MP=-MP',0P=OP'

，， 

• 
－`

X• 
，

第二章三角菡媺 51 

X
， 一

r1 

， 

， 「

t-·
, 
＇ 

)C 

y 

｀
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由三焦函數定義易知
MP MP'

sin(-0) = -op- = -霏＝一sin 0

OM OM cos(-0)= -(5. 尸症= coso

MP MP'
tan(-0)= --=一 ＝一tanoOM 嬋

OM OM cot(-0) = 霸 = -Mp• = -cot 0

OP OP'
sec(-0) = -01\尸磾= sec()

OP OP' csc(-0) = 泣p=-印r = -csce

sin(-30°)=一sin 30°=-一1 

2 

cos(-60°)=cos 60°=--1 
2 

18. 化(90° +0)角之三角菡歙爲0角：：：：：角菡徵

（例）

，

 

，-
,

 ｀

 

sin(90° +0)=ccs 0 csc(90° +0)=sec 0
职co,(90° +o)-一dnO}•�(90° +0)--c,cO }

tan(90° +0)= -cot 0 cot(90 ° +0)=-tan 0
段鋤線OP自O X位置沿逆時方向旋轉至OP位闊命乙XOP=0,
自O作OP'..LOP, 則�XOP' = 90° +0瓦OP'=OP, 作PM..LXX'
P'M.l.XX', 且rJ 60MP = 60P'M'且OM=M'P'方向相同。
MP = OM'方向相反即OM=M'P', MP = -OM',OP=OP

p'f 
P 

r 

Y'

田三角函啟定義，易得
M'P'OM sin(90° +0)=Qp•- = QP= COS0

OM'MP cos(90° +0) = op•-= 一op = 一sin 8

M'P'OM tan(90° +0) = 嬋＝ －顧=-cote

OM' P.M cot(90° +0) = 哼＝一
OA!= -tanO

OP'PM sec(90° +0)= v訂， ＝－－
。

一p-= -CSC0

csc(90° +0) =荳羣， ＝ 悶=sece

｀

 

＇

 

y 
I 

，

 

.
y

（別國） 由致魚三角函款之閼係化(90° +0)角之三角囝啟爲0角之三
角因啟爲0角之三角因ii亦可，即
sin(90° +0) = dn(90° 一(-0)J=cos(-0)=cas 0 
cos(90° +8)=cos(90° 一(-0)」=sin(-0)= -_sin 0 
tan(90° +0) = tan(90° 一(-0))=cot (-0) = -cot 0
以下熲推。

a吋） 求sin 120° 及tee(-150°)之函敷值？

｛瘠）S比l20° =si五(90° +30°)=COS 30°= —· ✓T

s�f:·-l50° )=sec 150° =sec(90° +60°) 



第二章 三角函數 57 

缸 標 準 富 中 角

、
學

，

 

19. 

=-csc 60°
=-奇互

化(90 ° -0)角之三角菡數爲6角三魚函數

（璽）

Bin(90°-{})=cos (J csc(90°-{})=邸c 8
<OB(... -if)-血 ej 8'C(so·-OJ-= e)
tan(90 °-{}) =cot (J cot(90°-{}) =tan (J 
•.• 90°-{}=90° +(-{})以之代入前節(17)之公式中，即得：
sin(90°-{})=sin(90°+(-{})J=cos(-{})=cos (J 
cos(90°-{})=co迁90°+(-{})J=-sin(-{})=sinO
tan(90°-{}) =ta成90°+(-{})J=-cot(-{})=cot (J 
同法可求出其他關係式。
但讀者自行繪圖依上法試證之。

2 .. 化(180 ° -0)角之三角菡數爲6角三有菡數

O
·

 

＇

 

[
p

)'' �-

sit氏180°-0)=sinXOP'=P'M' PM －－－�＝ 
<!JP!'OP 

= sin IJ

OM -OM cos(l80° -0) =cosXOP�=· 一－＝ 一一＝一coseOP'OP 

tan(I80°-0) =tanXOP'= P'M'PM 
OM'-OM 

--- - =-tane

cot(l80°-0) = cotX OP' = 

OM'-OM 
P'M' = -PM = -cot 0

｀薑）

血c,s•·-IT)�Bine 
l

、cac(.180 °-8)�c., 0 
cos(180°-0)=-cos 0 sec(l80° -0)=-sec 0 l 
tan(l80°-0)=-tan 0 cot(l80°-0)=-cot 0丨
設動線OP自OX沿逆時針方向旋轉至OP位鼴，令乙POM
= 0,0P'自OX沿逆時針方向旋轉至OX'再順時針旋轉成O
則LP'0M=l80°-0, 取OP=OP', 作PM, P'M'「各垂直
於OX或OX', 則在下圖中LPOM=�P'OM'
．丶t::.POM彞P'OM', OM'=-OM, PM=P'M' 

Y
 

p p
' 

v·

 

p·lso·-e P 

x� M'cl N• 

， 

（別黷）

（軻）

（蘑）

sec(I80° -0)=secXOP'= OP'OP 
． 噬， ＝ 勻w= -sece

csc(I80°-0) = cscXOP'= 

OP'OP 
pi]V-• = f.11,,1= csc e

180° -0 =90° +(90° -0)以之代入17節之公式中即得

sin(l80°-0) = sin(90° +(90° -0)〕 =cos(90"-0)=sin (J 

cos(l80° -0) =cos(90° +(90°-0)) =一sin(90°-0)
=-case 

同法可求得其他關係式。
57t 求sin 135° 及COS一 －之函數值？6 

1 sin 135° = sin(l80° 一45°)=sin45° =--✓ 歹
2 

57t 元 7tCOS雨=COS(元一 6) =-COS 6 = -�3



邙 嚮準右中三角學
第二窣 三角面店 !i9 

21. 化(180 ° +0)有之三魚菡縠爲0負三魚菡賅

sin(IB0° +0)=-:;in /) 

;；�� 『:::::;:::。}
csc(180° +0)=-cgc8 

:： ::;:: 二］二:�; e }
（包）

（例）

（解）

（匱）

嶧負角三角臣敉晴係化(180° +8)爲0角之三角函歙．但．
者自行稔豳證之。
sin(l80° +0) = si矼180°- (-e))= sin(-0)= 一 sin(}
cos(180° +0) = cos(l80° 一 (-0))= -ccs (-0)=-coa(J 
tan(180° +0) = ta祗180° 一(-0))=- ta祇-0)= tan(J
cot(l80° + 0) = co花180° 一(-0))=-cot(-0)=cot I} 
sec(l80° +8)=se吒180° 一(-0)〕=-sec(-0)=一sec(J
csc(l80° +e)=csc(180° 一(-0)〕=csc(-0)=-csc(J 

求sin 210° , tan}7l'及cot(-210° )之嶧{直？

s切210°= sin(l80° +30° )= 一 sin30°= -- --1 

5-,r: -,r: -,r: 
tan·-- = tc;;n(7t十- -)=tan 一=l

4 4 4 
cct(-210° ) =;c -cot 210°= -cot(l80° + 30°) 

=-cot30°=-✓百
一

22. 化(270 °-6)有之三灼巴拉為0角三魚菡攷

,in(270°-0)�-ccc.1/
(

m(27 0°-B)�-,ec 8 l
cos(270 ° 一a:= 一sil?.0 sce(270 °-0)=-csc(} 
tan(270°-0)=coi0�cct(270 °-0)=tan0 
·.· 270° - 0=90° +(180°-0)以之代入17節甲之公式裊可·
s印(270°-0) = :;i1;{「90° 十(180° -仁=ccs(l80°-0)

=-GOS0 
cos(270"'--C-l、=CCS('.:/0° -: (li:0° -0))=-sin (180° 

一IJ)

（例）

（標）

＝ 一 sin0
tan(270°-0) = tan(90° + (180° 一0)J=-cot(l80°-0)
=cote 
同法可求證其他關係式。
讀者自行繪圖證之。
求 sin 210° 及tan225° 之函數值？
sin210°= sin(270° 一6Q0 )=-COS6Q0= 一－1

2 
tan 225°=tan(270°-45° )=cot 45°=1 

23. 化c210° +e)角之三角菡數爲0有三角菡數

（靉）

C例）

（擰）

,in(270" +8)--co, 8 
} 

coc(270" + 8) --uc 8 
cos(270° +0)=sin 0 sec(270° +0)=csc 0 

tan(270" + 8)--cot 8 cot(270° + 8)--tan J 
由負角三有函數之關係化(270° +0)爲0角之三角函數或由J:
法(270° +0) = 90° + (180° + 0)代入19節之公式亦可證。
si· �270° +0)=sin(270° 一(-0)〕= -cos (-0) = -cos 8 
cos(270° + 0) = cos(270° 

一(-0))=一 sin(-0)= sin() 
tan(270° +0)= ta成270° 一(-0.)J=cot(-0)=-cot8 
同法可求其他關係式。
讀者亦可自行檜圖證之。
求sin(-300° )及tan330° 之函數值？

1 sin(-300° )= 一 sin(270° +30° )=cos 30°=--✓3 2 
1 tan 330°=tan(270° +60° )=-cot 60°=-- -✓--:'f 
3 

24. 化(360°-0)角之三角函敷爲0角三角國數

sin(360e,-0) =一sin0
cos(360°-0)=cos0 
fan(360°-e) = -』

、
'.
)

o

o

 

sC
0
ot
 

c
c
c

-
se
­

l
-

l
-

l
l

 

、

J

、J
)

Q;,
 Q;,
 
<:I:,

l

-

－

 

0

 

0

 

0

 

60
60
60

＠
偉
＠

CBC
sec
cot
 



（控）

（例1〕

（解）

（例2」

（解）

腰準高中三角學

360 ° -0=90 ° +(270 ° -0))以之代19節之公式即褐
sin(360 ° -0) = sin(90 ° + (270 ° -顧=cos(270 ° -0)

＝一sine
cos(360 ° 一0)=cos(90 ° +(270 ° -0)J=一sin(270°-0)

=coso 

ta祗360 ° -0)=tanrno0 + (270 ° -e)J = -cot(270°-0) 
=-tcne 

同法可求證共他閼係式。
讀者自行繪圖證之。

求
11 csc 330 ° 及sec —刁「之函數值？6 

csc 330 ° = csc(360 ° 
一30 ° )= - csc 30�=一2

11 7t 
sec—1t=sec(21t一--)=sec -==-7t 2

6 6 6 ✓3 
化下列各函數爲0角之函敬。

@

@

＠

sin(0一27t) @ cos(0-2元）
sin(O一27t)=sinC一(2n--顧＝一;iu(27t-O)

＝一（一si商） =sine 
cos(0-21t)=cos(一(2元-0))=cos(277-0)

=cose· 

25. 化(n X 360 ° +0)角之三角菡數爲0角三角因數

若助線自OX位置沿逆時針方向旋轉一遺挖而終止於0之終
邊位置，則所成之角爲3€0 ° +0, 今其終邊始邊與O之終邊1台遶均
相重合，則其函數必相同，故

茅二章 三角因歟

若勳線自0之終邊位置繼續旋轉n週而終止，則所成之角為

tzX360 ° 十(), (沿逆時針方向旋轉時，n為正整數；與時針囘向旋轉

時，1l;爲負整數），今共終邊始邊均與6之終邊始邊相重合，則其函

撇亦必相同，＇故得
血(nx360° +())=血 0
函(nx360°+())=cOB () 
tan(nx 360" +O)~tan 0 ! 

（例）

（獬）

C齦）

csc(nx360°+e)=csc0 
sec(nx 360° +8)=縂ce
cot(nx •••• +o)-col O i 

求cos(一1394° )之函數值？

cos(- 1394° )=cos 1394° =cos(3X 360 ° +31 4° )=cos 314° 

=cos(360 ° 

一46 °)=cos 46° =sin 44° 

從上各節公式雖多，但一經分頫歸納，其實不過兩式。即凡go•

之奇敷倍加或減0角之三角函敬，化箔0角之三角函數，其三

角函數，必變爲原三角函數之餘函敬，凡90 ° 之偶數倍加或減(J

角之三角函數，化每6角之三刁函數時，具三角函嗽仍爲原三月

sin(360° +0)= sin 0 
CG8(360° +0)=C08 0 
tan(360" +8)-tan J 

,._
L
'

0

0

O

 

cSc

Sec

cot
 

l
i

l
l

l

l

 

仞
仞
的
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 +

 +
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。

�
�
I:)
 

6
6
6

 

3
3
3
 

（
 

BC
cc

otC
 

c
Be
c
 

函數。
�,-,�-=,�,��,,,,_a .. ,= ~-•~<>. 一＾一｀＇一.......

((2n+1)9{) 0

土0)=櫪琶.(0角之原三有函數之餘函歙）

（二土曰鷓(0角之孿竺
至於正負號之決定，睍((2n+l)90 °

土0)或c2n. go• 土0)

之角度箔何象限而決定，1即由本章第5節三角函數之正負值而

決定。 一般課本跑不以此箔正式公式，故讀者亦不大注意，但將

來於三角本身及解析幾何中用處極多，望讀者熟記。

（例l_']

（詹）

化簡下列各式：
3 cos(x-90 °), tan(x--n), sec(x-720 ° ), covers(-300°) 2 

@ cos(x一90 °)=cos(一(90° -x))=cos(90 °
一x)=sin :z 
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® 

® 

（例2)
（屏）

（例3)

（觸）

（例4)
（鯽）

3元 37t 3 tan(x-一） =tan (一（一-x)〕 =-tan(- -元 一，）
2 2 2 

=-cotx 
sec(x-720° ) = sec(-(720c-x)) = sec(720° -x) 

= sec(2 x 360° 一x)=sec(-x)=sec z 
covers (-300° )= 1一sin(-300°)=�+sin 300° 

= 1 + sin(360° 一60°)=1一 sinoo·

= 1-亨=-�(2-氙）

化簡cot(90° -A)cotAcos(90° -A)tan(90°-A)
原式=tanA cotA sinA cotA 
因 tanAcotA=l. 故

cosA 原式= sinA. =cosA sinA 

@ 

3n 
3元

tan(一-e)
化簡sec( --())sec(--())-;'f 2 

2 2 元cos(-+e)2 

元
tan 〔元十(_7!__0))

原式= sec(元十(--O))csc(J-- 2 
2 一sin(J 

,¢ 

元
tan (---0) 

＝一sec(--0)csc 0+—--2 
2 sin(} 

--csc2 0+ cot 0 一1 cos e cos e一1
声 = -s,n20十声 ＝ 了i亨

化簡sin2(0一210°)+cos2(90° + 0)+tan2(0-3€0° ) 
原式={sin(一(270° 一0)〕}2+(一sin2(J)2+{tan(一(360° 一

0))}2 

= { -sin(210°-0)}玕sin2 0+ { -tan(360° 一0))2
= cos2 0+sin2 (J+tan2 0 
=l+tan2 0=see2 0 

例5)

（解）

（例6)

（聖點）

（楙）

＠ 

(I) 

求適合下列之最小之 正角，設已知

COSX=-— 
✓3 

2 
此角在第二象限內，

® 

<ID 

( i) 

(ii) 

( iii) 

(iv) 

(i) 

(i1) 

因

® tanx=一1 @ sin2 x= --

因cos(180°
一30°)= 一 cos 30° =-—

,.;-3 
2 

此角在第二象限內，

故X= l50°

tan(I80° 一45° )=-tan 45° =一1
1 sinx=士-�取正號時爲 45° , 但當取負角時．此月✓2 

故X=l35°

在第三象限內，因sin(180° +45°)=-sin 45°=---= 薑

1 
✓2 

故爲225°. 故合於此式中X之最小正角爲45° 及225°

設n爲任意之整數·求sin( , in: 
2 +(-l)n竺

6 〕之值。

nn: n 元

於sin(-+(一1) -). 若不變共形，則不能改爲小於2,r之
2 6 

魚之函數，爲改爲小於2冗之角函啟，必須先將2竺改爲z,
r緬2 

倍數與小於2n:之角的和，因此可將n分類如下：

4之倍數可以n= 4m表之。

以4除得之餘數爲1,可以n=4m+I表之。

以4除得之餘數爲2可以n=4m+2表之。

以4除得之餘數爲3,可以n= 4m+3表之。
n=4m時

原式=sin(坐竺十(-I)4m均=sin(2mn十'!!..)
2 6 6 

元=sin-=-
6 2 

, t = 4m+I時
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原式=.sin(�匹土臣十（一1) 4m+l勻
. 2 6 

． 元 7t=.szn(2m元十（一－ —
2 6 ）） 

．元 元 元 ..;3=.szn(一－ 一）= C0.5 --= -'-一
3 6 6 2 

(iii) n=4m+2時

原式=sin〔(4m+2)元 元+(一1)4m+2—)
2 6 

=S沄(2m元十(1t十 元 ）〕

=sin(元十王）＝ 一si訂＝一1
6 6 2 

(iv) n=4m+3時

原式=Sin((4m+3) 元- +(-
2 l)4m+3与

6 
元 元=Si祗2m元十（元十一一一））2 6 

冗 元 7t 1t =.si祗元十（－－一）〕＝一sin(--一
2 6 ） 2 6 

7t ✓3 ＝一COS一＝－
6 2 

(f」7)

（稽）

今

已知ta.:z 238° = 1.6, 求.sin 122° 之亻值。
t皿23S0=t皿(180°+58°) = tan 58°= 1.6 

.si:1-58° 1.6 
co.s 58° =tan 58°= 

1

忥n 58° co.s 58° .s证58° C産58°—一= . 一 - . ·= 1.6 1 1.62 1 

兩邊平方後應用加比定律

＄元58_�= 竺翌＝翌婪＿。竺亙5.§�。=-J
1.62 「 2.5G+J. 3.56 

． 

．． 

（例8)

（蹌）

(1) 

(2) 

＠ 

@ 

同理

設

又因

故

sin258°= 1 .62 

3.56 sin 58 ° 1.6 
✓ 3.56

1 cos58°= -一
✓ 3.56 

sin 1 22°= sin(180"一58 ° )=si"n58 °=」旦- = 0.85
3.56 

A.B,C爲L::..ABC之內魚，求證
元 A 元 A 1r B+C cos( 
4 

- , __—) =sin(—+-)=cos(--一）2 4 2 4 2 

cos(-f---1今=cd$(--;- -(+差））
. ( 7t A =sin--+--) 

4 2 
_A_=王- l (B+C)2 2 2 

-;,: A n: B+C （ n: B+C ---- -=--+--·-=一 －－－一）
4 2 4 2 4 2 

..

A 元 B+Ccos(--�---)=cos( 一（－一＿＿一－））
4 2 4 2 

元 B+C=cos(一－一
4 2 ） 

元 A 1r A 元 B+Ccos(—- --)=sin(--+-)=COS(一－一）
4 2 .4 2 4 2 

tan 343° 18'54" 

習

11 17 cot· 一元 邇） sec 一元6 9 
拭求下列各三角函藪之1缸：

頲 九

試化下列諸三角函數爲第一象限之三角菡數：
(0 sin 180° ®cos 327° @ cot 216° 

19 <ID cos 一元4 

＠） 
16 (1) sin --1t
5 

csc 354• 

@ cos 23一元9 
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。

@ 

©
®
 

� 

(,) 

sin(-60°) 
17 ta祇－一7r)6 

sin 2370° @
cot(-7320°) 

(3) 試求下列各式之值：
(X) 2 cos 120° sin 225° 

一3 sin 120° tan 135° 

«> sin2(540°+0)+sin2(270-0)
� a2 cos 0° 一护sin 270° 一2 ab tan(-45°)cot(-135°)
@ cos 180° tan(-45°)+sin 150°x sec 210° 

cos 150° tan 300° 

函2is0+si氰
一
一30°) （臺省師大）

化間下列各式：
sin(180° 一a)_x _c亟卽o-=!!)_x竺�(?�翌=!fl
tan(180°+a) tan(90°+a) sin(-a)
sin(l80°+ 0)cos(90斗0)-sin(90 °-0)cos(180!...())

1'( 1'(  sin(-+0)cos(一-0) sin(1'(一0)cos . 1'(
2 2 

c-+6) 
十 "" COS(1'(+0) sin(1'(+0) 

1'( 7'{(a+b)tan(一-{)) (a-b)tan(-—+0)2 十cot(1'(-0) cot(1'(+0) 
已知tan 237°= 1.54, 求sin 123° 與cos 123° 之函數值。(5) 

(6) 

。

。

重

＠ 

設

0

@

0

@

(1) sec(-150°) 
57t cot(- -
4 ）

COS 354Q0 @

@ 

A,B,C為一三角形之內角，求證：
A B+C sin—=COS-一—
2 2 CZ) tan A=-tan(B+C) 

sin A=-si面2A+B+C)

A B-C sin(--+ B) = cos--一
2 2 

® 

3A B C sin A=-cos(—+- -+-)2 2 2 

cos(一225°)
5 csc(-一1t)
3 

tan(-5430°) 

@ 

@ 

cos A= -cos(2A+B+C) 

(7) 

(1) 

(2) 

(3) 

。

求適合於下列各式之角：
1 szn x=- -

,/2 

®

®

@

＠

®
 

e

@

®

®

®

e
 

0

0

2cscx= 
.; 3

1 tanx=- -
,/ 3 

. 1sin x= 
,/ 2 

1 cosx=一－一
2 

secx=- ,/歹

一sin0°

冗

-cot--
6 

✓3

® 

-tan 16°41'6"

® 

®

警

於0 0 與360 ° 之間

同上

於-900 與90 ° 之間

同上

於00 與180° 之間

同上

題

cos 33° 

®

2 －－ 
,/3 

畸

®

解

cot 36° 
® -CStJ 6'!!

-cos— 

4 
1r +sec一
9 

@ 

® 

4 ®-cos一T

9 

✓z

． 元一sin一
5 

® 
1一

互 @ 一1

吉 ®-+ ® 十@-古® 古
原式=2 cos(180 °-60°)sin(l80 °+45°)-3 sin(l80°-60°)

tan(l80 ° �45°)=2cos 60 ° sin45°+3 sin60° tan45't 

=2· 上_Jz+3• 繹•1= 互+3✓3
2 '2 2 2 

原式=sin2 (360°+100°+0)+sin2 (180°+90° -=-0)
=sin2 (180°+0)+sin2 (90°-0) =sin2 0+cos2 fJ=l

原式=a2+b辶 2ab(-1)[-cot(l80° -45°)」
=a2+b2+2abc cot 45°=a2+b2+2ab=(a+b)1 
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® 原式=cos 180° (-tan 45 °)+ sin 30° (-sec 30'!.} 
1 2 _3-./3 =(-1)(-1)+-(-一）－一
2 ./ 3 3 

＠ 原式＝ cos(180°-30° )tan(360°-60° )
coi百菡雪零）-sin 30° 

－色X之三四＝
（－五)(-互）·

= 2 
cot 45°-sin 30° 1 =3 

1-一
2 

sin a (4) CD 原式=s竺与竺竺-x�學�=cosax-=sina
tana -cot a 一sina . cos a 

® 原式=(-sin0)(-sin0)-cos0(-cos0)=sin20+ cos1IJ=-1 

® 原式＝

® 原式＝

cos 0 sin 0 
-cos 0 -

十翌仁�=-
一sin0 sin0+ sin0=0 

(a+b)co�f! (E__-b)(-cot 0) 
十 --�L)

=一(a+b)一(a-�)-cot e
=-2a 

(5) 參考（例7) sin 123° =0.841, cos 123°= -0.546

(6) (!) 弓=sin(于－孚 =sin守孚
B+C =cos 2

� tanA=tan((A+B+C)一 (B+C))=ta�(元
一(B+C))

=-tan(B+C) 
<a) sinA=-sin(11:+A)=一sin((A+B+C)+A)

=-sin(2A+B+C) 
@ cosA=-cos(11:+A)=-cos((A+B+C)+A) 

=-cos(ZA+B+C) 

＠右邊=-cos( ---A+B+C 元+A)=-cos(-·+A)=sinA=左暹2 2 

® 左邊=sin（ 
A+B+C B-C 元 B-C--+-)=stn(-+-一）2 2 2 2 

第二章 三角菡敷

B+C 
=COS , 2 ＝右滋

1 1 (7) (D sin 225 °= -一及sin 3l5°=一－ ＝
✓ 2 ✓ 2 

<ID csc 60°= csc 120°=
✓
一

2
3 @ tan(-30°)= -

✓
-1 =

3 

® sin45 °=-
✓

1 
一

2 
1 

@ cos l20°=-一
2 

@ sec 135°= -.../歹

簧合習題一

69 

i+sin0 1+sec0 (1 ) 化簡 1
－
十

一
ca－se ． 1+csc0 答： tan0 

(2)化簡 cos2 A(sec2 A-tan2 A)+s研A(csc2A-cot 2 A) 答： 1

(3)化簡 I+3i· n0-cose 十I十si·n-e+ cos(}
1+sin(J+cos0 I+sin0-cos0 

(4 )化簡 sin A(l +tan A)+cos A(l +cot A) 
tan a+tan fJ(5) 化簡 cot a+cot fl

答： 2 csco 

答： sec A+csc A 

答： tana tanfJ 

(6 )化簡 (sin A-csc A)2一(tanA-血_A.)2+(cosA-secA)2 答：1
(7) 化筍 csc4 0(1一cos40)-2 cot 2 6 

( 8 )試以小於一47t 之正銳角表出sin(-9846°),cos 1485° , 

tan(-920°)及tan(-780° )

答： 1 

答： -cos 36° , cos45 ° . -tan 20° . -cot 30° 

( 9 )求
(10)求

cos 570° sin 150°+sin(-330° )cos(-390° )之值。 答： 0 
sin 60° cos 150°-cos 225 ° sin 315°+ tan300° sec 180° 之值。

答· W3-s

1 (11)亞,.. �-4=,,, 試求tanA+cot A之值。 答： 4 
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(12) 已知tana=一－，試求．2 2 sina+3 cosa 
5 J cosa-4 sin a 之值。 答： 19

7 

試謊下列各式： (13一36)

(13)

(14) 

(15) 
(16) 

(17) 

(18) 
(19) 
(20) 
(21) 
(22) 
(23) 

(24) 

(25) 

. (26) 
(27) 
(28) 

(29) 

(30) 
(31) 

(32) 

4 3 1 --cot2 30°+3 s研60°-2 csc2 60°-一tan2 30°=3一
3 4 3 

s浞30°+sin勺5°+sin2 60°+sin2 90°=-5 

2 

cos 570° sin 510° 
一sin330° cos 390°=O 

(a+b)tan(Zir-A)一 (a+b)cot(A-宓）= - (a+b)(tan A+cot A)

(sinO+sin(王-+0)J2+(cos 0-cos(王-0)]2=2
2 2 

sec(270°-A)sec(90°-A) +tan(270°-A)tan(90°-A)+ 1 =O 
sin2 B+tan2 B=sec2 B-cos2 B 
(l -sin2 {})tan2 {)=sin2 {}
sec A(sinA-cos A)+csc A(sin A+cos A)=sec A cso A
2(s硐0+cos6 {})-3(s研0+cos4 0)+1=0
(tanA+sec A+l)(tanA-sec A+l)=UanA

疏{) tan e+cos2 {) cot 0= 1一2 s況{) cos2 {)
sin{) cos{) 

sinA+2 sin A cos AtanA= I+cos A+cos這-sin這
sin ()(1 +tan 0)+cos 0(1 +cot {})=sec 0-t-csc () 
(csc {}-sec {})2= (1-tan {})2+(cot {}-1)2 

(l+cosA,-s硏A)2(1-cos A)2 

+(l +sin A-cos2 A)項-sinA)2=sin2 A cos這
l+sin.0-cos {} l+sin{}+cos{)·-一····--一一· 十－一－－
l-!-si110+cos{} l+sin0-cos 0 =2 csc (J

(sin A+sec A)2+ (cos A+csc A)2=(1 +sec A csc A)11 
2 sin{) COS {)+sinS {) SCC 8+cos3 {) CSC 0=tan {}-j--cot (} 

1-sin{} l+sin0 
1十sec{) 1-sec {) =2 cos 0(cot e+csc2 {})

第二章 三有函噩 ｀ 

(33)
cotx+cot y

tanx+tany =cot xcoty

(34) (sec a sec fl+tan a tan f1)2一 (tana sec fl+sec a tan {1)2=1

峯 (35)

(36) 

sin3 (J coss (J ． cosa sina cosa stna 若一一一十一一-=1, 則（---)(一+ -+l)=CIsin a cos a cos O sin (} cos (J sin () 
元

(a2-f>2)cot (元一(J) (a2十b2)tan (一-(})
2 一21>2

-一 ，cos (元十(J) cos (元一(J) sin() 



第三章 複 角 函 歙

(Function of Compound Angles) 

｀． 兩角和之手弱與餘弦

公式： sin(A+ B) =Bin A coB B+cos A sin B 

cos(A + B) = cos A cos B-Bin A sin B 

（匿） 設 A<90° , B<90° , A+B<90° , 令LXOM=A,

LMON=B. 則LXON=A+B

;�. 
在複魚A+B之界線ON內，取一點P, 作PQ上ox.

PR上OM, 又作RS--1..0X, RT --1..PQ, 則

sin(A+B) 
PQ RS+PT RS PT 

=QP=j
。p— =o-p+ ap

RS OR PT PR 
十= UR. OP PR. o -p 

=sin A cos B+cos TPR sin B 

但 LTPR=90° 一LTRP=LTR0=LR0S=A

.•. sin(A+B)=sinAcosB+cosAsinB 

又 cos(A+B)=
ap

=
OQ OS- TR OS ·TR 

＝ 一 － －一

OP OP OP 

OS OR TR PR 
=OR• 。>P-l'R" OP 

=cos A cos B-sin A sin B 

策三章 氙角函藁 73 

當A,B兩角，有一焦或二角冏時爲oo 或A+B=90°

時定理亦可適用。

若A+B>90° ; 則其證法如下：（上頁右圈）

（霞） sin(A+B)=sin(IS0° -LPOQ)=sin PO(; 

PQ RS+PT RS PT 
=

OP
= —OP-一

o戸OP

RS OR PT PR
=7JR_-叨)+PR. OP

=sin A cos B+cos A sin B 

cos(A+ B) = cos(I80° 一LPOQ)= -cos POQ 

OQ QS-0S TR- OS OS TR
= -op=- OP =- 。p =oP-'01' 

OS OR TR PR
=oR·o了PR"OP

=cos A cos B-sin A sin B 

（畦） 因S伍爲一種記號，並非數泣故sin(A+B)�sinA+sin B, 

cos(A+B)平cosA+cosB

｀酮頂和之正弦餘弦公式意養之推膚-

A,B非銳角時，前節之公式仍能成立，玆擧例演示如下：

(i) A爲第二象限正角，B爲第四象限正角時：

段 A=90° +A', B=270° +B'. 且lj A',B'均爲銳角量

A+B=360° + (A'+B') 

sin(A+B)=sin(360° + (A'+B'))=sin(A'+B') 

=sin A'cos B'+cos A'sin B'... , .. (1)

cos(A+B)=cos(360° + (A'+B'))=cos(A'+B') 

=cos A'cos B'-sin A 'sin B'., .... (2) 

囯 A'=A-90° , sin A'=sin(A-90°)= -cos A 

cos A'=函(A-90°)=sinA 

B'=B-270°,sin B'=sin(B一270°)=cosB 
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(ii)

俱

cos B'=cos(B-270°)= 一sin B
將 sin A', cos A', sin B', cos B'代入(1)及(2). lt
sin(A+B)=(-cas A)(-sin B)+si'! A cos B

=sin A cos B+cos A sin B
cos(A+B)=sin A(一sin B)一(-cos A)cos B

=cos A cos B-sin A sin B
A爲第三象限正角，B爲第二象限負月時：
段 A=270°-A', B=一180!..B', 則A',B'均爲緝'

A+B=90 ° 
一(A'+B')潭

sin(A+B)=sin(90° 一(A'+B'))=cos(A'+B')
=cos A'cos B'-sin A' sin B'

cos(A+ B) = cos(9()0一(A'+B'))=sin(A'+B')
=sin A' cos B'+cos A'sin B'

, :n A'= sin(27 0°-A) = -cos A
cos A'=cos(27 0 °-A)= 一sin A
sin B'=sin(-(IS0 °+B))=一sin(I80° + B)=sin B
cos B'=co,(一(180°+B))=cos(l80° + B)= -cos B

代入(1)及(2), 得
sin(A+B)=(一sin A)(-cos B)一(-cos A)sin B

=sin A cos B+cos A sin B
cos(A+B)=(-cos'A)(-cos B)+(一sin A)sin B

=COS A cos B一sin A sin B
A,B非銳扁之其他情形，讀者不難用同樣之方法持證之，可·
節之｛泣弋爲恆等式，共成立與A, B之值無關，公式祇爲恆等鴯:
則凡由其誘出之其他關係式，亦均爲恆等式。

（例）
｛層）

求 sin 75° 及 cos 75° 之值。
sin 75°=sin(45°+30°)=sin 45° cos 30°+ cos 45° si·nao­

l 」了一-=• —+-、=• 一－1 1 ./3 +1
./2 2 ./2 2霆

鄂三宣 複類頤顯 75

C0375°=COS(45°+30°)=cOS 45° COS 30° 一sin 45° sin 30 ° 

I �3 1 1 ✓3 一 1= -· - �- 一= . 一�2 2 �2 2 2✓2

3. 兩角晝之正弦與餘弦

U昰）

（例）
（屏）

公式： sin(A-B) =sin A cos B-cos A sin B
cos(A-B) =cos A cos B+sin A sin B
於25節之公式中，以-B代B即得
sin(A-B)=sinCA+(-B))=sin A cos(-B)+cos A si,a

(-B)=sin A cos B-cos A sin B
(.·. cos(-B)=cos B, sin(-B)=-sin B)
cos(A-B) =COs(A+(-B)) =cos A cos(-B)一sin A si: 靄

(-B)=cos A cos B+sin A sin B

求 sin 15° 之亻直。
sin 15°= sin(45° 一30°)=sin45° COS 30° 一cos 45° sin 30•

I ✓3 1 1 
== -- • - - -�. --= ✓-3一1
✓2 2 ,✓2 2 

－
一

2✓2
sec 15° 及csc 15° 之函數值？［例1)

（耍黏）

（黑）

即

求
應用倒數關係式求之，即得。

secI5°= 1
cos 15° csc 15°= sin 15° 

sec 15°= 1 ＝ 一1
—-

cos 15° cos(45°-30°)
1 

cos 45° cos 30° 十面n 45° sin 30"
1 1

=-- 一- - -== --- --

,./2 ,./3 ,./2 1 ✓ 邲✓3+1)- - - - - -• + • 2 2 2 4 

＝霆了甚五）＝羣(../3 一1)
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csc 15°= 1 1 

sin 15° 丐氠辰-30° )

－

上
2
．

i
2

_
2-J

1-
l
 

＿

3
＿

2
 

J
 

＿

2
＿

2
 

J
 

C 帽2)
CII) 

（例3)

C II) 

（例')

（蹼）

l =-- 一
J邲✓3一1)

＝一－一－－
羣(,./ 3一1)=,./2(,./3 + 1)

試匿 sin(30°+A)+sin(30°-A)=cos A 
左邊=Stn 30° cosA+cos 30° sin A+sin 30 ° cos A 

一cos30° sin A 
=2 sin 30° cos A 

1 =2X- -xcosA=cosA
2 

｀ 左邊＝右邊
試證
cos(A+B+ C) =cos A cos B cos C一sin A sin B cosC 

一sin A cos B sin C-cos Asin B sin C 
cos(A+ B + C) = cos((A+ B)+ C) 
=cos(A+B)cos C-sin(A+B)sin C 
=(cos A cos B-sin A sin B)cos C一(sin A cosB 

+cos A sin B)sin C
=cos A cos B cos C-sin A sin B cos C一sin A cos B sin C 

-cos A sin B sin C

拭證 sin(A+B)sin(A-B)=sin這-s .,z B 
=cos2 B-cos2 A 

sin(A+B)=sin A cos B+cos A sin B· ….... ,(1) 
sin(A-B)=sin A cos B-cos A sin E··· ······(�) 

由(1)X (2)皇 得

第三章 度角酮覈 77 

（例5)

（霞）

（軻6)

（臺點）

sin(A+B)sin (A-B)=正JI C這B-cos2A s研B
==sin2 A(l一s這B)一(1一S证A)s证B
=sin項-sin2A sin2 B一S研B+sin這sin2 B
==Si正A-s硏B

==Cl一cos2 A)一(1一cos2 B)
=cos2B-cos2A 

匿明
'It 'It 3 cos2 a+co.s2(a+-)+cos2 (a-一）＝－

3 3 2 
,r • ,r 左邊=cos2 a+(cosa cos一-sin a sin—?3 3 、

,r ,r +(cos a cos-—+sin a sin一）2

3 3 
2 

cos a •COS a+( —－ 一

2 

嶧•sin a )2+(宇十今2 

1 =cos2 a+-(cos2 a-2✓3 cos a sin a+3 sin2 a4 
+cos2 a-1,2✓3'cos a sin a+3 sin2 a)

1 -=cos2 a+ --(2 cos2 a-, 6 sin2 a) 
4 

3 3 
＝一cos2a+--sin2 a

2 2 

3 -=--(cos互x+sin2 a)=-·-3 
2 2 

． 

． ．

因

1r coil a+cos2(a+-)+cos2(a-一）=·­元 3
3 3 2 

巳知 5 3 sinAa一 cos B.=-一，求cos(A+B)之函數值．13' 5 
cos(A+B)=cos A cos B-sin A sin B, 又sinA, 

cosB爲已知．故求出cos A與S伍B之值代入即得。
5sinA一-->O, 故知A在第一或第二象限之角．13 由
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而cos A=士凶－血A=寸－逵丶2 =士12
13./ 13 

因此A在第一象限角時，因cosA>O, 改複號中取L+l。
A在第二象限角時，因cos . -1 <O, 故複數號中取L-7�

3 同理，由cos B=-->O, 故知B在第一或第四禁限之角．5 

而 sin B=土在cps2 B=土」1一(-3-)2=土 － 一4'
1 5 5,

因此，B在第一象限角時，因sinB<O, 故複號中取L+lo
B在第四象限角時，因sinR<O, 故複號中取「一1。

故愿分爲下列四種情形計算，即

(i) { 
A在第一象限 (ii) A在第一象泯
B在第一象限

{B在第四象限
(iii) { 

A在第二象限 (iv) A在第二象浪
B在第一象限 { B在第四象限

c•) 5 •• sinA=->O .·.13 A爲第一或第二象限之有

cos A=豆1一sin這＝士J戸瓦；＝土毯- 13.I 13
(A在第一象限時取L+l, 在第二象限時取L一le)

3 •.• cos B=->O .·. B爲第一或第四象限之免。5 

sinB=士在cos2 B=士J戸立辶尋
5 5 

CB在第一象限時取L+ 7� 在第四象限時取L-1。)
(i) A在第一象限，B在第四象限時。

cos(A+B)=cos A cos B-sin A sin B
12 3 5 4 16=--. 一－－一-•- -=一
13 5 13 5 65 

Cii) A在第一象限，B在第四象限時

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

纂三宣靈負酮·

cos(A+B)=fi• i-古－令－隱
(iii) A在第二象限，B在第一象限時

cos(A+ B)=( ) 12 3 5 4 56 -13• 百-fa·-s =一面

(iv) A在第二象瑪B在第因象溟時
12 3 5 4 16 cos(A+B)=(--)•·-一 一 •(-一）＝一一
13 5 13 5 65 

習 題 十

軾證下列各式： (1一一一14)
1 sin(45° 

土 0)=一(cose土sine)..; 2 

}cos 0 +-il.sin 0=COS(60°-0) 
2 

sin(B+45°)+sin(B-45°)-✓2sin B=O 
cos(30°+B)一co:-(30°-B)+sin B=O 

1t (5) sin x-cos x=✓zsin(x-一）4 
(6 ) sin(A+B+C)=sin A cos Beas C+sin Beas C cos A

+ sin C cos A cos B一sin A sin B sin C (公式
(7) cos(A+B)cos(A-B)=cos2 A-sin2 B=cos項-sin! A
(8) si:z(A+B)cos(A-B)=sin A cos A+sin B cos B
(9) cos(A+B)sin(A-B)=sin A cos A-sin Beas B

(10) s£n(A--B) sin B-C sin(C-A －一一—+ （ ）  十－一
sin A sin B si n Bsin C sin C sin A =O

(11) cos(45°+A)cos(4s0+B)一sin(45°+A.)sin(45°+B)
=-s£n(A+B)

(12) sin(x+y)cosy-cos(x+y)sin y=sin x

（ 
a 

）（ 
a (13) cosa=cos -+nx cos -,,-一n.,e)一sin(一. a . a +nx)sin(--心）2 ., Z 2 



80 ．嚀富中三角．

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

1r 7t cos (a+/3)+sin (ct-/3)>=2 si祇—+a)cos(-+/3)4 4 
元 冗cos(x---)+sin(x--
4 4 ）之值。

tan 195° sin 105°+cos 165°cot 165° +tan 135°sin 90� 之值。

已知： sin a=-一

3 
5, cosfJ=-!, 且a爲第三象限伊庫＝

象限角，求sin(a-/3)及cos(a-fJ)。
15 5 
17 - • sinfJ=一 且a,fJ均爲第二象玭13' 

sin(a+fJ)及cos(a+/3)。
4 已知： sin a=s, cosfJ=-fi. 求

sin(a+fJ). cos(a+fJ), sin(a-{3)及cos(a-fJ)之值。

求

求

已知： sin a= 

求

習 麵 疇 籌

左邊=sin 45° cos e士COS45° sine
右邊=cos e cos 60°+ sin 60° sin 0=左邊
左邊=sin B cos 45°+ cos B sin 45°+ sin B cos 45° 

-cos B sin 45° 一」歹sinB=互sinB+幻;sin B-./歹d邙
2 2 

-✓2 sin B-,./歹sin.B=O

左邊=cos30° cosB-sin30° sin B-cos30" cos B-sin鴿°

1 1 sin B+sin B=--sin B--sinB+sinB=O 
2 2 

1 1 左邊＝」歹(--= sin X--=COS x) ✓2 ✓2 
元 ． 元＝」歹(sin X CDS一-cosx油－－）＝右邊
4 4 

Ci)倣（例3)證 (7)倣（例4)證
（．）左邊=sin A cos Ac成B+cos2 A·sin B cos B+sin2 A sin B 

第三章 瘋角函數 sa 

(9) 
(10) 
(ll) 
(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(lg) 

(19) 

cos B+sin A cos A s硏B=sin A cos A(sin2 B+cos2 B) 
+sin B cos B(sin2 A+cos2 A)=sin A cos A+sin B cos B

倣上題證
左邊=(cotB-cot A)+(cot C-cot B)+(cot A-cot C)=O 

左邊=cos((45° +A)+(45°+B))=cos(90.0+(A+B)〕＝右邊
左邊=sin((.x+y)-y)=sin x

a a cos a=cos((-+nx)+(--nx))=右邊2 2 
左邊=cos a cos fJ-sin a sin !3+ sin a cos fJ-cos a sin fJ 

=CO這(sin a+cos a)-sin fJ (sin a+cos a) 
=(sin a+cos a)(cos (3-iin fJ) 

1 1 1 1 =✓2(--=sin a+—=COS a) x-✓2(-=COS f3-—-
✓2 ✓2 ✓2 ✓2 X 

冗 元sin fJ)=2 (cos一sin a+sin一cos a) (cos一元 cos{3 
4 4 4 

7( 
一 sin—sin fJ)=右邊4 

1 1 1 1 原式=COSX• 一一-sin x• 一一十 sin x—=- cos X. ·--==O
✓2 ✓2 ✓2 -✓2 

倣上題求得
4 sin a=-->O!'i 

sin /3 ＝ 一

41 cos /3=---
41'4 cos a=--. 5 

原式=(2-✓3)」百十」歹十(-✓6可-✓�-X-2-✓3)
4 4 

+(-1)• 1=」百十✓2-1

sin= 一-f
3 9 sin(,t-fJ)=(-一）（－）一（－－ － 一－3 40 189 ,_ 
ti 41 

十 ＿5 41'205 
4 9 cos(a-f))=(-- -)(-—) +(---3 40 84 
5 41 ) (+)=一 ·一

5 41 205 

sin(a+/3) 171 cos(a+/3)= 140＝一- ·-一·
121' 221 

a爲第一或第二象限角。
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8 cos/3= -—<O1 7  
倣〔例6)求得

又

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

'-

（證）

以

d爲第一，8爲第二象限時，sin (a+fJ)=位
84 77 cos(a+fl)=-蕊sin(a-fl)= -蕊, cos(a-料還

a爲第一, fl爲第三象限時，sin(a+fl)= 一77
85

sin(a-fJ)=晨， cos(a+fJ)=震，

a爲第二，8爲第二象限時，

sin(a-{3) 13 ＝一
85'

8爲第二或三象限角。

sin(a+fJ)= - -77

cos(a+fJ)= -關 ，
cos(a-f)j還

a爲第二，B爲第三象限時，sin(a+/3)= 13
85 

sin(a-/3)= -瓦， cos(a+/3)=暠，

爾負和及差之正切

公式： tan(A+B)= 

tanA+tanB 
1-tanA tanB 

tan(A-B)= 

tanA-tanB 
- - • 一

l+tanA tan B 

cos(a-f])=--

cos(a一13:,=-諗

tan(,4+B)= 

sin(A+B) sinAcosB+cosAsinB 
薴万手B)

=

冨AcosB-s沄AsinlJ
cos A cos B除分子及分母之各項，則

sin A sin B． 十
tan(A+B)= 

cos A cos B 磾 A+tanB一·一--一－－－－－＝－
1 

sin A豳B I-tar.A-ta7iB 
－ ．  cos A cos B 

囧理可證 tan(A-B) = 

tan A-tan B 
l+tanA0tar:� 

第三章 複角因啟 83' 

(") 

（膚）

求 tan 75° 及tan15° 之函數值。

tan 75° =tan(45° +30°)= - --tan 45° + tan 30° 

1一tan45° tan 30°-

1十 ,/3
一

= =-. 」子十1 4+2✓3-

1一1•�,/ 3- ,,/ 3 一 1 2 
--- =—-- =2+✓� 

tan 1 5° = tan(45° 一30°)= -一－一tan 45° 一icn30° 

I+tan45° tan30° 

1一·- -1 

3 ✓3 」-3 一 1 4-2✓5 = . -= 
1+1•�✓3 ✓3+1 2 

=2-,,/3

｀．繭詹和及差之餘切

公式： cot(A+B)= 
cotAcotB-1 
cotB+cotA-

cot(A-B)= cotAcotB+l
·- .• 一

cotB-cotA 

（霞）

(ti 1) 

（國）

(tl2) 

cot(A+B)= cos(A+B) cos A cos B-s£n AsinB
sin(A+B) ＝

－ 
sin A cos B +,eos A sin B

sinAsinB除分子分母之各項，則
cosAcosB 
- •• 一

sin A sinB 1

cot(A+B)=· _ cot A cot B-;.. 
cos B cos —+ . 

x- = cot B+cot A 
sin B sin A 

以

同理可證明

試證

cot(A-B)= 

cot A cot B+I 
cot B-cot A 

cot A= cot 3_4 cot 2A+ l
. -

cot 2A-cot 3A 

cct A=cot(3A-2A)=一cot 3A cot 2A+ 1
cot 2A-cot 3A 

試證 tan(A+B+C) 
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tan A+tan B+ tan C-tan A tanB tan C = 1一tanA tan B-tan 13 tan C-tan C tan A
又設 A+B+C=,r
則tenA+tan B+tan C=tan A tanB tanC

（證） tan(A+B+C)= tan(A+B)+tanC
戸沅頃手B)tanC

tanA+tanB 
1一tanAtanB+tanC

= tan A平
1一 ·一一

1一tanAtanB•tanC

tan A+tanB+tan C-tanAtanBtan C 
1一tanA tan B-tan B tan C-tan Ctt示五

••• 左邊＝右邊
如A+B+C=元，則tan(A+B+C)=fann!:::aQ

故上式之分子必爲O。

即tanA+tan B+tan C=tan A tan B tan C

（例3) 設 tanA=互, cot B=U時，A+B之角度若何？6 
但 A,B均爲銳角C

（薁點） 因所設之值爲tanA,cotB= 1 

tan 8' 故先求tan(A+B.>ZtL

再從而推定A+B之角度。

（屏）由cot B=U,得tanB=一1 

11
5 1 

tanA+tanB 十一
. . tan(A+B)= = 6 11

1一tanAtanB 1 5 1 
=1--x-

6 11
然因A,B均爲銳郎故A+B<l80°, 而正切在第一拿隕內衊
瓦第二象內爲負，故適合於tan(A+B)=l之A+B之氕薑
爲45°。

（例4) 已知 cos A=翌， cosB=魯，求

第三章棗角函徽

tan(A+B)及tan (A-B)之值。

（照）·.·cosA=4Q>O, cos B=®>o 41 61 .·. A,B均在第一或第四

象限。

85 

洫A =土J戸立＝士」1- (1Q 2 =土_9_
41 ） 

sinB-士」二B-土」�』
尋 1

sin A 41 9 洫B 土一
tan A=-=一一＝士 tanB=-—__fil=+!! cos A 4Q 氟 cos B=

§Q
一60

41 61
(i) A, B均在第一象限時：

9 11 -+- 9 11
4 0  60 980 tan(A+B)= =—- , tan(A-B)= -—位』辶

1 
9 11 2301 

一-- • - 9 11 
40 60 1十一 · 一

40 60

＝ 100 

2499

（切 A在第一，B在第四象限時：

9 11 
tan(A+B)= 面 十（一面) 100 

9 11 
＝ 

1一一 (- ) 
2499

40 60 
9 . 11 丶

tan(A-B)= 三塑
9 

＝ 

1十一（－ 11 2301） 40 60 
(iii) A在第四，B在第－象限時：

9 11一一十 －－
49 60 tan(4+B)= --一＝一-----100 

1+ (- 9 11 2499..) ---
40 60 
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(iv) 

9 11 
tan(A-B)= 40 60 

＝ 
9ft) 

1+ (--9 11） 2301 
40 60 

A,B均在第四象限時：
9 11 ---+(-·-) 

tan(A+B)= 40 60 
I 9 - 11 

一（－－）＼－一）40 60 

981) - -
2301 

tan(A-B) 
9 11 --- (-一）
40 60 100 

＝－ 

9 11 況991十（一

面）（ － 霸

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

習

求 cot15° 及cot75°之值。
試證下列諸式：

題 十

tan(45°+0)= 
1+tan f:J
1一tqn0 

cot(fl一45°)=
I+cot 0
I-cot 0 

cot(45° +0)cot(45 °-0)= 1 

ian2A= tan結-tan3A. -- . -
1十tan5Atan3A

cot2A cot A-1 
cot A+cot2A =cot3A

tan5A-tan3A tan3A-tanA 
＝一-- - 一 -·

1+tan5Atan3A l+tan3Atan.4 

tan(B+45°)+cot(B-45 ° ) = 0 
tan(B-45°)+cot(B+45°)=0 
tan A-tan B sin(A-B) 
fa正4�「tanB

= sin(A手喲
cot A-cot B -sin A-B) 
一 － ＝

cot A+cot B sin(A+B) 

第三章 嵐角函啟

(1/4、

(l:l) 

• 14)

15)

16)

1) 

2) 

:J) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

0) 

10) 

cot A士cotB= sin(B土A)-
. s伍AsinB

又設

cot(a+f3+ y)= _c!!�a__!.!!�f3 cot y-cot a-cot f3-cot y
cot f3 cot y+cot y cot a+cot a cot f3-I 

a+f3+Y=90o 則cota+cot f3+cot y=cot a cot ,8 cot y 

sznx=-一4 

5• cosy = -� 一，求tan(x+y)及cot(x-y)
5 

已知

之函數值。
二銳角之正切分別各爲✓1+✓6,
度？
.x2-奴7.x+1=0之二根爲tana, tan fJ, 求a+fJ之值。但
a,fJ均爲銳角。

左邊

左邊

習

=O

做前題證明

右式＝sin(A-B)
霏�E5

頤 畸

87 

✓1--✓6, 試求共和爲幾

解
2+」函 2-,,/3

左邊＝ tan 45°+tan 0 
亡tan45弓尹＝ 右邊

cot 0 cot 45 °+ I I+cot0 
cot 45° 一cot8 一戶四

左邊＝竺旦;i0 cot 0-1 cot 451i-cot 0+ I cot 0一1 cot0+1
cot 0+cot 45 °-• 石琦-:::car硐 ＝ 菡瑾可．严= 1

tan2A = tan(5A-3A) = 右邊
cot3A=cot(2A+A)= 左邊
左邊=tan(5A-3A)=tan2A = tan(3A-A) = 右邊

竺B+ta丑昱十 1
=

tanB+I I+tanB 
1 一tanB tan45° 竺丑枉匣a�4��i刁声廿面戸

1+tanB tan45° 

sh, A cos B-co�,A.str B 
sin A cos B+cosAsl可i
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(11) 

(12) 

(13) 

1(14) 

(15) 

(16) 

sin A cos B cos A sin B 
cos A cos B-cos A cos B tan A-tan B 

＝函這瓦;B一
－
這面訌1=tanA+tan B ＝左邊

cos A cos B+ cos A cos B 
倣前題證明

cos A cos B sin B cos A士cosB sin A 
左邊= s,五刀土磾-s= sin A sin B 
倣例（例2)證明

24 倣（例4) tan(x+y)= +-. cot(x-y)= oc 
7 

倣（例3 } tanA=✓'i +」石tanB=✓'f -✓if 
答： A+B=90° 

tana+tan /3=2✓ 示tana tan/3= 1 

tan(a+/3)= 
tana+tanf) 

= oo1一tana tan f3 

6. 兩倍含之三角函數

公式： sin2A=2sinAcosA
cos2A=c成A-sin項

=1-2 sin勺
=2co s2A一1

（匱）

tan 2A= --2tan A
1-t而立4

cot 2A= cot2 A-1
2i:otA 

，於二角和之正f1弦定理及正餘切定理中，令A=R,
則sin(A+A)=sinA cos A +cos A sin A 
•·. sin 2A=2 sin A cos A

cos(A+A)=cos A cos A-sin A sin A 
cosZA=cos國-sin2 A

= (1一 S研A)一 S研A=l一2sin2 A

答： a+f1=90° 
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(�1) 

ca) 

(tl2) 

（璽點）

(.) 

c•a) 

=cos國-(I-cos2 A)=2 cos這－！

tan(A+A)= -tan A+tanA
I-tan A ta立

tan2A= 
2tanA

1一tan2 A 

cot(A+A)= 
cot A cot A-I
cot A+cc'A 

oot2A= 
cot這-1
2 cotA 

求 sin 120° , cos 120° 及tan120° 之函數值。
sin l20°=sin2 X50°=2 sin 50° cos 50° 

=2• -�. 氙弓＝－；霆
cos I20°=cos2x 60°=cos2 60° 一sin2 50°

tan 120°=tan 2X60°= 一2tan60° 2✓3 
1 一tan2 500=

1 一 (✓3)!
2✓3 = -- =-✓3 1 一3

3 sin A=-一，且90°<A<l35°, 求sin2A之值。5 

依據公式 sin 2A=2 sin A cos A. 已知sinA之值，故祗須
求出cosA之值代入便得解。
cos A= 土✓i=迢n2A= 土一

4 

5 

巳知

因

瑴

＝（拉- (¥)2=¼-钅=-½

A爲第二象限內之角，故cosA=-·4
5 

． 
．． 

3 sin2A=2sin A cos A=-2X - -X-= -�4 24

5 5 25
A tan—=a, 求sinA之值。
2 
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（要點）

（廨）

（例4 )

（解）

（別解）

（例5)

（匿）

sin A可改爲半角，即sinA=2sin—cos-A A 

2 2 
A sin A改用以tan--之項表示，則得2 

sin A.

A A 2 sinA=2sin一COS 一=2·一一cos2---A 
2 2 A 

COS一

2 
2 

A 
A A 

2 tan--
=2tan一cos2一=---2 

2 2 A sec2—
2 

Z tan一

= 

2 泣

1十tan2-一兀 ＝ 百
2

以tanA表sinZA及cos Z A之函歟。
「）

sin A 
2sin A cos A ｀ 

sin 2A=2sin A cos A= cos il 
-
= cos2 A+s記A sin2 .1 1十

2tanA cos2 A 
l+tan2 A 

1 si定A
cos2 A一sin2 A cos2 A 

cos 2A=cos這一sin這＝ ＝ 
�us2 A+ sin2 A 

1 十
si正A

1一tan2 A cos2 A 
＝ 

1+tan2A 

sin 2A=2sin A cos A=2岂孔• cos2 A= 2 tan A• ccs2 A

2 tan A 2tanA 
= -= . 

sec2 A 1 +tan這
1一 tar..2 A 

cos 2A=cos2 A-si正A=cos 這(1一tan2 A)=- -
s正A

試證
1-tan2(45 ° -A) 
l+ta正(45 °-A)=sin2A

sin2(45° -A) 
1一---------一·

左邊＝ cos2(45 ° -A) cos2(45 °-il)一 S記(45 ° -A)

1十
．一5詞45亡可）= cos2(45 ° 

一A)+s記（缸二芍
. 

·- . 

cos·?(,15° 一·A)
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=cos2(45 ° -A)一sin2(45 ° 一 A)=cos2(45 ° 一 A)
=cos(90° 

一2A)=sin2A
(".· cos2(45 °-A)+sin (45-A)=l) 

例6)求證 16sinAcos Acos2Acos4Acos8A=sin 16A 
（層） ·.· 2sinAcos A=sin2A

2sin 2Acos2A=sin4A 
2sin 4A cos 4A=sin BA 
2sin BA cos 8A=sin l6A 

相乘得
16 sin A cos A cos 2A cos 4A cos BA=sin 16A 

5 「例7)設 sin0+cos 0=-; 求sin20 及 sin" O+cos�0之值。4 
（常） sin20=2sin0cose ·.·sin1 0+cos2 0=1 

.•. sin 20=sin2 0+cos2 8+2sin 0cos 0一1
5 = (sin e+cos 0)2

一l=(--)2
一l=-·9 

4 16 
天 sin1e+cos'0=(sin e+cos 0)C(sin2 e+cos2 ()) 

5 1 9 -sin0cos 0)= 一(1--X-)= 一-x 一- .. 5 23 115＝ 
4 2 16 4 32 128 

「例3」 試證 cos40一4cos 20+3 =8 sin4 () 
（證）左邊=cos40一1一4cos20+4

=4(1一cos20)一(1一cos48) 
=8sin1 0-2sin2 嗪 (·.·1一cos20=2si冗0)
=8sin2 0一2X 4 sin2 () cos2 () 
=8sin2 ()(1一cos2 ())=8sin4 (J 

耆 蟈 十

3 
(1)巳知 sin()= 一－， 求COS 哆．5 

(2) 巳鈳
9sin0=-
41' 但6爲第二象限�. 求tan哆．
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(3) 

(4) 
m 

(5) 已知tana=-試求 m cos w+n sin 2a 1t , 之值。

(6 ) 求 cos20° cos 40° cos 80° 之值。

弒證下列各恆等式： (7一16)
(7) cos 20=cos'0-sin屯

sin2X= ZtanX
l+tan2 X 

sin 4A=4 sin A (2 cos8 A-cos A) 
cos 4A=B cos國-8 cos2 A+l (交通大學）
cas(15°- A)sec 15° 一sin(15°- A) csc 15°= 4 sin A
tan 0+ cot0=2 csc 20 
2 sin(45°+ 0 )sin(45° 一.0)=cos2 0-sin2 0 

cot30= 3 cot 0- cot3 0
1一3 cot2 0 

cos 60 = 32 cos珝- 48 cos'0+ 18 cos2 0-1 

( 8) 

(10) 
(11) 
(12) 

(13) 
(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

、
J

、
J

1

2

（

（

已知 cos 0= 3 

4' －一且0爲第三象限角，求 cot20 。

已知sin0+cos 0=k, 求sin20及cos20之函數值。

·.·sine=主
41 

c-.·e 爲第二象限）

警

tan0= sin0 9 
尹＝一面

題

(9) sec 2A= I+tan2 A
I-tan2 A 

3 巳知 cos20=一－ 求sin4 O+cos4 (}之值。
5·, 

設tanA=csc B- cotB, 求證tanZA=tanB

略 解

3 7 cos20=1一2s硐0=1一2(一）2=一
5 25 

•. : cos 0=- 《戸［三＝ 一般
41 41 

2( 9 一 －－）

故tan20=- 40 = -草
1一（伊 1519

( 3 ) 

(4) 

(5 ) 

(6) 

J̀

、丿

7

8

(

（

(9) 

(10) 

做前題求陽cot20=-✓1
21 

例C例6)求得sin20=k2一1
cos 20 =✓1一S記20=k✓戸2

COS筮=2 cos2 a一1= ...... 1= -—-2 1一tan2 a 
l+tan2 a 1十tan2 a 

1 
m 2 

n2 n2一·m:

1十 1112 
=

霨7， n-

% 2 tan a sin筮=2sm a cos a=2 tan a cos a= l+ta.n2 a

． 

. .

設

2m 
n 2mn ＝ ＝  

1十
m2 n2+ m 2 

n2 

m cos 筮十nsin筮＝ m(3n2一記）
n2+ m 2 

X=原式，兩邊乘23 sin 20, 
23 x sin 209 =23 sin 20° cos 20° cos 40° cos 80° 

=22 sin 40° cos 40° cos 80° =2sill 80° cos 80° =sin 160

23 x sin 20° =sin 20° 1_
8

 

＿＿
 

R

右邊=(cos2 0+si冗0 )(cos2 e一sin2 8) = cos4 肝sin'�="/t;遶
2sinX 

sin'2X=2sinX cos X = 2sinX cos X cos X
sec2X了元x= �尹-x-

2 tanX 
l+tan2 X 

cos2 A+si汜A 1 1 右邊＝ , - =- - = cos2 A 一S硐A cos2 A-疏A cos 2A =sec 2A

左邊=sin2 (2.4.)=2 sin 2A cos 2A=4sin A co.s A(2cosz A 一1)
=4 sin A (2 cos3 A-cos A) 
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(11) 左邊=cos2(2A) =2 cos2(2A)-1 =2(2 cos2 A-1)2一1
=2(4cos國-4cos這十1)-1=右邊

(12) 左邊＝
sin(lS-e - (15 ° -A)〕 2sinA 2sinA 

= = — 

cos 15 °sin 15 ° 2 sin 15 ° cos 15 ° sin 30° = 4sinA

sin2 0+cos2 0 1 2 2 
(13 ) 左邊＝ － —--= = — —- = cos 0 sin(} cos 0 sin 0 2 sin 0 cos 0 sin 20 =2es•I

(14) 左邊=cos(45 ° +0-45 ° +0)-cos(45 ° +0+45 ° -0)

=cos 20-cos90° =cos 20=右邊
cot2 0-1 

左遶=cot(20+0)= = cot 20 cot 0-1 -2 cot 0-cot0-l

cot0+cot20 cot0+ cot20-1
2 cot0 

左遶=cos2(30) =2 cos2 緯-1=2(4cos3 0-3 cos 0)2一1
=2(16 cos6 0-24 cos'0+9 cas2 0)-1 =右邊

(15) 

(16) 

(17)原式=(sin2 e+cos2 0)2-2 sin2 0 cos2 0=1-士sin228

1 1 17 =1一一-(1一cos220)=—(1+ cos2 28) =— 

2 2 25 

(18) 由已知條件得tanA=l-cosB
sinB 

．丶 tan2A= = 2tanA 2(1-cosB) 
+(1 

(-cosB)1－ ） 1一tan這 sinB sin2B 
2sinB(l-cosB) sinB 
2 cos-B(I -cos B) cos B 

-=— =ta11B

｀三倍角之：：：角菡歎

公式： sin3A=3血A-4sin3 A
cos3A=4cos3 A-3cosA 

tan3A= 3 tan A-tan3 A
1-3一 ＾

cot3A= 3cot A--cot3 A
1-3cot2A 

（璽） sin 3A =sin(A +z.,1)=sin A cos 2A+cos A sin2A

右鑷

=sin A(l一2s硐A)+cosA(2 sin A CO$ A) 
=sinA-2si 伯 A+2sin A(l一sin這）
=sin A-2 sin3 A+2 sin A-2 sin3 A 
=3 sin A-4 sin3 A 

cos 3A=cos (A+2A)=cos A cos 2A--sin A sin 2A 
=cos A(2 cos2 A-l)-2 si 芘 AcosA
=2 cos3 A-cos A-2 cos A(l一cos2 A) 
=2 cos3 A-cos A-2 cos A+2 cos3 A 
=4 cos3 A-3 cos A 

tan3A=tan(A+2A)= tan A+tan2A
1一tanA an2A 

:an A+ 2 tanA
户這2A tan A-tan3 A+2 tan A ＝ ＝

1一tanA• 2 tan A 1一tan項-2 tan2 A 
1一ta芘A

3tanA-tan這
1一3tan2 A

同理可證明

c,Jt 3A= 3 co t A-cot3 A
1一3co t2 A

上遞公式極爲普逼，凡一角爲他角之三倍時，俱餌慮用。
例如： cos6A= cos3• 2A=4 cos32A-3cos2A 

=4(2 cos2 A-1)3一3(2 cos2 A-1) 

=4(8 cos'SA-12 c成A+6cos2 A-1)-6cos2 A+3 

=32 cos6 A-48 cos4 A+24 cos2 .4-4一6cos2A+3

=32 cosS A一認cos4 A+1Scos2 A-1 

劊1 J 求 1 8° , 36° , 54° , 72 ° 之三角図數。

（鱺） 設 a=l8° , 則5a=90° .·. 2a=9()0一3a

止是 sin2a=sin(90° 一3a)=cos3a

即 2 sin a cos a=4 cos3 a一3cos a

4cos2 a一2sina一3=0 (·.·cMa�O) 
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郎

又

4sin2 a+2 sin a一l=O (·.·cos2 a=l一sin2 a}'---.._

sin a= -一1十✓ s一- (·.· 画亞0)
4 

✓ s-1sin 18°= =sin(90° -72° )=cos72, 
4

cos 18°=在零面＝」［三－立子
一

登
16 

1 =- -✓10千i✓s=sin'72° 

4 
1 

sin 18° 4 －（戶-1)
tan 18° = · · = cos 18° 1 -—-

－一4✓1 0+2.,/ 5

;,, JC:V七户丨3--=✓ s
°

声蕊唁�
=

"·5云Ts

= J(3 二」
－－約(5二

－這）
1 2 ·-

匡霆霄亡）=J -·s-� 為

=cot 72° 

1 sin 36°= 2 sin 18° cos 18° "=- -✓ fo五✓s=cos54•4 
✓ 5 +1 cos36°=1 一2sin2 18°= ---—-·=sin 54d 

4 
1•·' ·-a= 

sin36° 
一·-...;10-2✓ 5 

tan 36°= — --= 4 
cos36° 1 

4 
- -(✓-5 +l)

｀严紅5__
( ✓ 5 +1 )2 

= ✓s=-2✓-g~=cot�, .. ,

1 cot36°=孛矛｀
1 ;--戸霑－

5一2✓ s=, cs一2✓s)·cs十四

｀五辰i=tan54°

（例2)
（翌）

(例3)

C證）

(() 

(2) 

(3) 

(4) 

求證

設
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求證 si:1 5.-:=5 si:z x-20 sin3 x+ 16 sin5 x 
sin 5x=si:z(3x+2x)=s墳3xcos 2x+ cos 3x sin 2x 

= (3 si:z�-4 sirz3 x)(l-2 si:12 x)+ (4 cos3 x-3 cos x) 
(2 sin x cos x) 

=3 sin x-10 si:z3 x+B sin5 x+2 sin x cos2 x 
(4 cos2 x-3) 

= 3 sin x-1 0 sin3 x+B sin�x+ 2 sin x (1一sin2 x) 
(1一4sin2 x) 

=5 si:z X戶

一20sin3 x+ 16 sin5 x 
妲i3A-ta:n 2A-如.4=tan3A• tan 2A• tan A 

左邊＝3 tan A-,;lan3 A 2 tan A 
1一3tan2 A 1一tan2 A tan A

3tanA-ta矛A-3tan3 A+t疏A-2t皿A= 
(i

一

二'Jtai江）
一

Ci可祠Ai-
+6 tan3 A-tan A+"! 竺巴�-3t血A

6 tan3 A-2 tcm5 A
-c亡3

一

一區 2JlJ
一

(1二云 A)
(3tanA-ta元A)Zt邲r .4. =-"(1-3 t玩A)(I一t玩A)
3 tc:n A-回A 2 ta:z A =--- ·----·--

1一3t玩A I-tan2 A • tan A

= tan 3A ta:i 2A tan A 

習 題 十

O<x<钅
試求sin54° 一sin18° 之值。
試證下列各式： ？ 一8
求 sin 12° 之值。（武漢、交通大學）
3sin A-sin詛=2.sinA (1一cos2A) 

1 而sinx= - -試求sin2x+cos 3x之亻值。2 
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祺角菡廞

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(1) 

(3) 

(() 

(5) 
(6) 

(7) 

sin 6a=32 coss a sin a-32 cos3 a sin a+6cos a sin a 
3 coss A+sin國=l一---sin22A
4 

1 1 - --
ta�3A-tan A cot 3A-cot A =cot2A

cos3 a-cos 3a sinza+sin3a -- ---+ . — 
cos a =3 sma 

求下列各式之值：
(l) sin2 24°-sin2 6° 

試證

倣

COS36° 一sin1s· 
,./5 +I sin(36° + a)一sin(36° -a)= sin a 

2 

( 2 )  

蕾 頲

。

畸 廨

原式=3sin 18° 一 4sin3 18° 一sin18° 

=Zsin 18° 一 4sin318°=2sin 18°(1一Zsin218° )=-1 

sin 12° = sin(30° 
一I8° )=sin30° cos 18° 

一cos30° sin ts• 

=--x 
1 ✓io十2.;s ✓3 .; 言一1
2 一 X2 2 4 

=-}c漢互為＼／话十,/3)

左邊=3sin A一 (3sin A-4 sin3 A)=4 sin3 A==Z sin A(2 sin:: A) 
=2 sin A(I-cos2A) 
cos 6A證之。

左邊= (cos2 A+sin2 A) (cos4 A-cos2 Asin2 A+sin«A) 
= (cos2 A+sin2 A)2一3cos2 A sin2 A 

3 =1一 一-(2sin A cos A)2=右邊4 

左邊＝ cos3Acos A
sin3Acos A-cos3A sin A 

sin3Asin A 
cos3Asi五五二sin3A to.-: A 

(8) 

(9) 

｀

 

cos 3Acos A sin 3A sin A cos(3A-A) cos 2A = sin(3戸+sin(3A-A)鬥in(3A-A)= sin2A
=cot2A 

co.:, 3a sin 3a sin 3a cos 3a 縝=:=cos2 a--·- -+sin2 a十－一一 =1 十一．一－一－

,.cs a sin a sin a cos a 
sin(3a--a) sin2a 

一1 十 － ．－—— =1 十一.- =1+2=3 si,i a cos a sina cos a 
。

� 
」丐十1✓s-1 1 ws36° 一sin18° =-一一－－——=-

4 4 2 
✓s+1✓s 左遶=2S访acos 36°=2 sin a——=-— +I sin a

4 2 
(10) 

字角之三角菡數

l
3_

2
d
 

(JI) 

原式=sin(24° + 6° )sin(24<? 一6° ) =sin30° sin18°=-一,./5 -1
8 

臨： sin!=」i-c;se

cos-°-=」丘戸
2 2 

。tan- - = 1-cose 1-coc 0 sine 
2 J l+cos0 

= -sin0 =戸:ris-e
在二倍角公式中，左邊之角恒爲右邊之2倍，若以0代2A, Jl� 

() () sin()=2sin一 cos一 ···························(1 )2 2 
。cos 0 =cos2--sin2---
2 2 

。=1一2sin2-
2 

..................... (2)

。=2cos2---1 2 

2 tan-。2 tan 0= -•····························· 
1一tan2-。

2 
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又由(2)

梠除數

。 ()2sin2-=I一cos 0 .·. sin-- =土」1一cos(}
2 ·2 2 
0 () zcos2一=l十cos 0 .·. cos—＝土 1 +cos (J
2 2 

丨一一～
'V 2 

tanz.!L= 1
一cos () . ·. tan� 莖＝土」戸尹

2 I+cos () l+cos 0 

（例1)

（屏）

（例2)

（稽）

試求

設

故

至＾
n又

即

22°30'之三角函數值。
。45°=0. 則22°30'=·--其三角函數值爲正。2 

,;. 22°30'~ J丐竺＝
」

＼占-J翌
../2-../2 

2 

0 180°>-->�35° 

2 
() 」 ．

因而sin-->O, cos-n<O2 --
tan-e•✓.2

. .  e 
.• sin 

.. 2 2- =

二1
=

訂
1 =-= 

-✓3

cos 22°30'= 
」戸志」 1十占戸

2 == -「 = -v-2✓2

」研
2 

tan22°30' =」1一cos45° ✓2-✓ 2·2-"'勺. = - . 一·--一一 -·= -·· l+cos45° ✓2+✓ -2 ✓ 2 
=✓2-1 

0 0 tan0=-2✓ -z
一，家sin--✓2cos -之值。2 2 

但設0爲小於360°之正角。
因 tan 0= -2✓z-, 而360°>0>0° . 可知0不是第二象II
內之角，就是第四象限內之角，即

180°>0>90° . 或360° >0>270°

。 。90°>- ->45冗或180°>-->135° 

2 2 

-g-不是第一象限之角，就是第二象限內之;ftj.
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(i ) 

於是將tan()=一2」歹代入公式

2tan一·。
tanG= 2 

。1十tan2-
2 

。，就可得關於tan---之二次方程式，解之，2 
e 0 ,./2 . ian-=,./歹，或tan·--=-—2 2 2 

0 0 松因一爲第一象限或第二象限之角，故－－在第一象限內時，2 2 
0 0✓-2

一

tan-:--=✓ 歹．在第二象限內時，tan-::..: 一＿，於是有如下2 2 . 2 
之兩種情形：
。tan一 ＝
2 

」歹時
. 

0 90°>-->45° 

2 

因而 (} (} sin->O, cos-->O2 2 
sin 。. . 0 2 0 •. Stn一= cos 2 0

· 
cos-- 2 

2 

(ii) 0✓-
tan- = -_2_ 

2 2 時

tan-。2 ,./2 ,./2 = I . -- = =
-= 

｀丨 1+tan2J... A/1+2 ,.; 3
2 0 1 cos-2- =-」己言＝－這

2 ✓3

0 0 sin一 ,;_✓歹cos一

2 2 

0 1 1 cos--= . -- = --= 2 」 1+ tan2差 ,./3

0 0 ••. sin--」歹COS一－2 2 

」歹../2
＝霄-✓:'3- =O

＝占十云＝云=✓3
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（例3)

（屏）

（例4)

（證）

（例5)

（證）

（例5〕

tan A表sin2A及cos2A。

sin 2A=2s沅4cosA=2�生•cos2 A=2 tan Acos2 A

試以

2 tan A 2 tan A = = -sec2 A I+tan2 A' 

=cos2(l一ta忙A)= -= 1一tan2 A 1一tan2A 
sec2 A 1 +tan2 A 

試證

左邊

0 0 I+2sin一. cos-一
左邊＝ 2 2 

1一2sin2一
2 

cos 2A=cos2A-si正1.

tan (45° 一－）＝0 cos 0 
2 l+sin0 
。sin 2(45° -一）
2 sin(90° 一())

I+cos 2(45° - -) 0 I+cos(90° 一())

。

1 +sin 0 1十tan---
求證 2 

－＝ － cos 0 0 I-tan一
2 

o_
2
 

s
 
。c

 

o_
2
 

0_
2
 

o_
2
�'
2-
'－
 

2

n

2

 

s

i

s
 

n
 
0

S

 

.'耐s

o

 

2

c

2

c
 

+

 

I

 

1

1

 

cos(} 
1十sin tJ 

，

2
0一
2

an

nz

 

21

加

+

 
I

 

6l
2
0_
2
 

cz

cz

Se
.

Se
 

＝
l

0 0 0 tan2- + 1 +2tan-- (1 + tan --)2 
= 2 辶 2

e e o tan20+1一2tan2- (1一tan--)(I+tan,,)2 2 w 

。1十tan一

= 2 
e 1一tan-
2 

在以C爲直焦之直有三魚形中，求證下列關係式爲巢確
B c-a A A @ sin2-一＝ 一 2 a+c 
2 2C @ (sin-+cos一）＝一2 2 C 
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（匿）

（例a-)

（廨）

A a ®tan一＝一
2 b+c

＠ 

(i) 

＠
 

B 
因6.ABC爲直角三魚形LC=90° 及2sin2-=1一cosB

2 

則

因

試述求

公式

1 . B 1一cos B c c-a sin2一— = = =一
2 2 2 2c 

B c-asin2一 ＝一

2 2c 
A A (sin—+cos一？2 2 
A A A A =sin2-+ cos2--+2sin-cos一
2 2 2 2 

8乙：
A
 

A A a a+c =I+2sin- cos一 =1十sinA=I+-= 一－
2 2 C C 

A A a+ c (sin-+cos一）2=一
2 2 C 

． 
．． 

A 0° <A<90°, tan—>0 

弓4醞
＝

［畫4醞

=J(c.-z;l�;
b

)=J启曰譎玉
A a tan2=戸

sin-辶, cos二之方法。
2n 2n 

因
元 7t ✓2sin--==COS—-=一
4 4 2 

cos护」尸， sin令」尸五
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故 弓寸和-cosf-) =」口）
＝－拉尸芍

｀

缸£

cosT寸-�-(l+cos{-) = -� 這立5

sin面＝甚卟✓i
一十一譯）＝；

COS壼＝½✓2+72古
sin 

． 元 1
32 2 
元 1cos弱

．＝ 歹✓2+✓2+✓2五

同理．可求出 1( S'1三-, cos丟－之值．但l n 爲正整毚。
2 .. 

習

(1) 求下列各函數值：
(!) cos 15° (ID tan 165° @ cot 345° 

✓T A A cos A=—－，求si n2, cos 2
一

2 

sin A ✓:3 ·A A ＝－－，求sin- -. cos--
2 2 2 

(2) 

(3) 

(4) 

(.5) 

(6) 

已知

已知

頲 ·
十 四

試證下列各式：
。 。(sin-+ cos- -)2=I+sin(}2 2 

tan(45° 十肜-tan(45° 一{-)=2ian0

sin 2 0 -=cot---
1一cos- -0 4 

@ r!ifit9 
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(7) 

8) 

(9) 

(IO) 

(11) 

(l) 

(2) 

• Xsin-X tan-= 2 
4 X I+cos-2 

tan
2-= 0 I一coso

2 I+cos 0 
X cot2-一一 1
2 cotx= . -一

X 2 cot— 
2 

A 1一tan2-
cos A= ! 1 十ta n2-

2 
元 31l' 5元 7元 3sin4-+sin4—+si n4-+sin4 —=--
8 8 8 . 8 2 

6

8

@

＠

 

畸

cos 15°=」严繹戸麟了
2 2 

tan 165°=-J巳亞�t-=-上
I+cos330° 2+✓ 3  

cot345o=-Jl+cos690『�- 1 
1一cos690° . 2-✓ i 

sin 9 °=」½o-cos 18° )=甚三cos18°)

習 題 解

1=-i✓ (l+si n 18° )-2直 ...:s浞面玕(1一sin 18°)

1 =- -(✓1+si n 18�-✓1一sin商）2 

卟幻3+✓s --翥歹7s)

✓T cos A=-,
2 

A .·. 90°>A>-90° 由是45°> —>-45°

2、
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弓－｀閂＝土」守

A COS一 ＝丨I+cos A✓2W3' 
2 

= 
--

丶 2 2 

(3 ) 

(4 )  

( 5) 

(6 )  

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

,./3 s inA=-
2 

cos A= 土½， s in钅＝－；＿或;歪, cosf= 芋吋

左邊

A .·. l80° >A>O由是90° > 一>O2 

。左邊=I+ sin2( 一）= 1 +s in (} 
2 

磗( 1+ sin (})-cos 0( 1一 sin 0) 2 co s 0 sin(} 
1一s in2。

= cos2。 -2,-•

1 0 右邊=cot--(--)=左邊
2 2 

1 X 左邊=tan--(一）＝右邊2 2 
s in2 0 1 

2 2 
一 —(1一cos 0)

左邊＝ 一一一＝ － ＝右邊
cos2 0 1 

2 2 一一Cl+cos 0)
X X cot一 cot--一1

X X ，左邊=cot(-一十一）＝ 2 2 
2' 2 X cot-+cot一2 2 
A A cos2—- s in2一—

右邊＝ ； ； cos2— +sin2—
2 2 

右邊

A A cos2-- sin2-= cos 2(2 2 2 

7t 

1-ccs - 3 5 
左逸= ( 2 

4 )互c1
-c

:
s
4

1t

)2+ (
1一c

;
s
-;c\2十(�七

1 元 1 1 1 =--(2+2 co s2王-+2+2cos2-)=-(4+2•- -+2• 一）4 4 4 4 2 2 

2 
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9. 化正餘弦之稹爲和或差

公式： 2ainAcosB=sin(A+B)+sin(A-B) 
ZcosA sinB=sin(A+B)一sin(A-B)
2cosAco8B=cos(A+B)+cos(A-B) 
ZsinAsinB=cos(A-B)-cos(A+B) 

（霞）

（註）

（例1)

（例2)

（例3)

10. 

今由正餘弦之兩角和差公式得
s in(A+B)=sin A cos B+co s A sinB•···········Cl) 
sin(A-B)=sinA cos B-cos A sin B ... ………(2) 
cos(A+B)=cos AcosB- sin A sin B…………(3) 
cos(A-B)=cos A cos B+s in A sin B. ………··(4) 
(1)+(2)得 sin(A+B)+sin(A-B)=2sin A cosB 
(1)- (2)得sin(A+B)-sin(A-B)=2 cos AsinB 
(3)+ (4)得cos(A+B)+cos(A-B)=2 co s A cos B 
(4)一 (3)得cos(A-B)-cos(A+B)=2sin A s in B 
本公式應用某翼極重要，即凡證明題中由少數項推至多數項時
常用之讀者應熟記以賚應用。
2 s in 60 cos 48=sin(68+40)+sin(60-48) 

=sin100+sin28 

COS莖cos巴｝〔cos(莖弓r)+cos(莖－門））

1 =-(cos 6(}+cos e) 
2 

心in(45° - 0)cos(45°+O)
=2(sin(45° -0+45° +e)+s in(45° -0-45°- 0)) 
=2(sin90° 一sin20)=2( 1一sin20)

化正餘弦之和或差爲積

碩：血a+sin f3=2 sin字 c邲;-:/!_
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a+/3 a-/3 sin a一sin /3=2c邲 一一 sin一

2 2 

a+(3 a-(3 coo a十 C臨 /3=2cos一COB 一—

2 2 

a+/3 (3-a a逵 a-cos /3=2sin 一 sin一

2 2 

（壼） 設 A+B=a, A-B=/3, 則
a+/3 a-(3 A=-—, B= —一

2 2 

以之 代入前節四個公式中，得 化和差積之公式。
（往） 本公式可由和或差式化爲積，此爲三角法中分解因式之特別方

法。此法 不特在證明題中用處甚多，其在解方程式中功用更大，
可以 化繁爲簡，化難爲易。希讀者對此公式必須熟記。

(fl.II) 試證 cos(60° +A)-cos(60° -A)= -..,/ 3 sin A 
（廨） 若 cos(60° +A)與cos(60° -A)分別展開，則得

cos(60° +A)-cos(60° -A)=cos 60°cos A 
一sin60° sin A-cos 60° cos A一sin60° sinA 

＝一2 sin 60° sin A= -..,/3 sin A 
結果固然一樣，但在演替上太無意義，故應將60° +A,
60° -A當作一值，代入公式

· a+/3 a-(3 cos/3一cosa=Zsin一 —一 sin-證之爲便。
2 2 

即 cos:60° +A)-s;os(60° 一A)

=2 sin 60° +A+60° 
一A szn60o一A-60° -A

2 2 

=2 sin 60° sin( -A)= -..,/3sin A 
（例2) 試證 sin(60° +A)-·cos(30° +A)=sin A 
（要點） 因無公式如sina-cos (3形，故應設法化爲上述之公式，即利

用餘有sina=cos (90° -a)之公式，則
sin a一cos /3= cos (90°-a)一cos /3 

設cos f3=sin(90° -(::J), 則可化爲
sin a一cos/3=sina一sin(90°

一/3)形證之，即得。
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Q昇） sin(60° + A)-cos(_30° + A)=sin(60° + A)一sin(60° -A)

=2COS 
60° +A+60° -A 60° +A一60° +A

2 
sin -一－一－

2 
=2 cos 60° sin A=st"n A 

11. 關於證明恆等式之霨究

（一） 三項式之變形
取適當二項變爲乘積形， 且使與第三項有公因式。至其法，不外三
種，即先取第一，二兩項，或先取第一＾三兩項，或先取第二會三項
兩項，總是使與最後一項有公因式。

（齶1) 試證 sin A+sin(A+ 120°)+s£n(A+240° )=0 
（匿） 武邊=2 sin(A+60")cos 60° +sin(A+240°) 

=sin(A+60° )+sin(A+240°) 
=2 sin(A+ 150° )cos90° 

=2 sin(A+ 150°) x O=O 
（例2) 試證 sin 10° +sin20° --sin30°=4 sin 15° sin 10° sin 5° 

（靉） 左邊=2 sin 15° cos 5° 一2 sin 15° �os 15° 

=2 sin 15°(cos 5° 一cos15°) 
=4 sin 15° sin 10° sin 5° 

試證 sin A+sin3A+sin SA 
函丁菡3戸055 .4 = tan 3A

取第一，三項雨項以作魚之半和，牛差則得3.4與2A』合與纂
三項之3A有公因式，因得證如下：

（例3)

（要點）

原式＝sin A+sin SA+sin 3A
--- - .. 

cos A+cos SA+cos 3A 
2 sin3Acos2A+sin3A 

＝ 2 cos 3Acos2A+cos3A 
sin 3A(2 ccs 2A+ 1 )  

;= c蕊JACicos2x-=i-1」、
= ian3,:

（二） 四項式之變形
取盞當二項各分別變為乘積形，且使各租有公因式。

（豷｀）
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（例4) 試證 sin a+sin 3a+sin 5a+sin 7a 
=4 cosa sin2a sin4a 

（證） 左邊=2 sin 2a cos a+2 sin印cosa
=2 cosa (sin2a+sin6a) 
=4 cos a sin 4a cos 2a 
=4 cos a cos2a sin4a 

（例5) 求證 sin(x+y-z)+sin(z+x-y)+sin(y+z-z)
=sin(x+y+z)+4 sinx siny sinz 
（武糞四川、臺南工院）

（英點） 將 sin(x+y+z)移至左邊，則變爲四項形。
（國） 移項 sin(x+y-z)+sin(z+x-y)+sin(y+z-x)

一sin(x+y+z)
=2 sinx cos(y-z)+2 cos(y+z)sin(-x) 
=2 sin x(cos(y-z)-cos(y+z)) 
=2 sinx(-2 siny sin(-z)) 
=4 sinx siny sin z 

（例6) 試證 cos 9a+3 cos 7a+3 cos sa+cos 3a=8 cos昭co�•
（要點） 注意係數3, 將第一與第四項配合，第二與第三項配合倣上例求

證即得。
（證） 原式=cos9a+coi 3a+3 (cos 7a+cos詔）

=2 cos 6a cos 3a+6 cos 6a cos a 
=2 cos 6a(cos 3严3 cosa)
= 2 cos 6a(4 cos3 一3 cos a+3 cos a) 
=8 cos6a cos國

（例7) 試證 cos 47 ° 一COS61° 一cos11°+cos 25°= sin 7• 
（屏） 式邊=cos47° 一cos 61 ° 一(cos11° 一cos25°)

=2 iin54° sin7° 一2 sin 18° sin 7° 
=2 sin 7°(sin 54° 一sin18° ) 
=4 sin 7° cos 36° sin 18° 

第三章 複角萌毆

因 sin 18°= ..,/5 一 1
4 

，故

✓K-1 cos 36°= 1-2 sin2 I8°= 1 一2 ( )24 

3-✓s✓s+1=1 一 ＝
4 4 

• • 4 cos 36° sin 18°=4 x ../s+l ..,/5 一1X 一--= 1
4 4 

cos47° 
一COS6l0

一cos11°+cos 25°= sin 7° 
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(;:.) 平方關係幸之變形

（鈳8)

（霞）

以 cos2 A= I+cos 2A , sin2= 1
一cos2A

丟平方關係式。

2 2 
代入所與之式。而清

3 拭證 cos2 A+cos2 (120°+A)+cos2 (24四A)=一

2 

原式＝－一一一l+cos 2A l+cos(240°+2A) I+cos(480° +2A)
-+ — 十

2 2 2 

3 1 
2 2 

= - -+---(cos2A+cos(240°+2A)+cos(480°+2A)) 

而 cos2A+cos(240°+2A)+cos(480°+2A) 
=cos 2A+2 cos(360°+2A)cos 120° 

=cos2A-cos2A=O 

原式＝ 一－3 
2 

（鈳9) 試證
sin這-sin2 B

···-· 

sin A cos A-sin B cos B =tan(A+B)

（霆） 原式＝
2 s研A-2sin2 B

一. • • 

2 sin A cos A-2 sin B cos B 
1-cos2A-1+cos2B cos2B-cos2A=···· -一. ·- = -

sin2A-sin2B sin2A一sin2B
2 sin(A+B)sin(A-B) 

万菡（滔:B)sz氰A-=-B)=tan(A+B)
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C匹） 立方關係約菱形
如式中合有立方關係時則可將公式
sin 3A=3 si1i A-4 sin3 A, cos 3A=4 cos3 A_-3 cos A 

變形爲sin3 A=3 sinA-sin3A cos3A+3 cosA, cos3 A= 一一－
4 4 

而代入於所與之式，消去立方關係式。

（例1) 試證 S研A+sin3 (120° +A)�sin3 (120° -A)= -{sin迢

（靉） sin3 A= 3 sin A-sin 3A 一 ..........................,(1)4 

（例2)
（黷一）

sin死120° +A)=3 sin(120° + A)一sin(360° +3A)
4 ... (2) 

sin死120° -A)=3 sin(120° +A)一sin(360°
一3A). . .. (3) 4 

而因 sin(360° +3A)=sin 3A, sin(360° 一3A)= 一sin3A
故(1 )+ (2 )一 (3), 得

原式=¾(sinA+sin(120° +A)一sin(l20°

�A)一sin3A)

但 sinA+sin(120° +A)一sin(120° -A)
=sin A+2 cos 120° sin A 
=sin A-sin A=O 

3 
．＼ 原式＝ 一 sin3A4 

求證 sin 3a sin3 a+cos 3a cos3 a=cos3 2a 
sin3a=3 sina一4 sin3 a, cos 3a =4 cos油-3cosa

3 . 1 3 1 •. sin3a=- sin a---sin3a, cos3 CC= cos a+--cos沅4 4 4 4 

＿故 3 左邊＝ （ - cosacos3a+sinaszn3aJ 
4 

1+--(cos73a-sin2 3a) 

== -( 3co,s2a+cos6a)4 

第三章 複角函數

1 = —(2 cos 2a+ (cos 2a+cos 6a)) 
4 

I ＝ 一(2 cos 2a+2 cos 4a cos 2a) 4 
1 =--cos2咲I+cos 4a)2 
1 = - -cos 2ac2 cos2 2a) = cos3 2a2 

�=)·.·sin3a=3 sina-4 sin3a 
cos 3a=4 cos3 a-3 cos a 

故 左邊=4 (co#a-sin6a)-3(cos4 a-sin4 a) 

113 

=4(cos互-sin國） (cos4 a+sin國cos2a+sin國）
一3 (cos2 a-sin2 a) 

=cos 2a{4((cos2 a+sin國）2 一sin國cos國）-3} 
'=cos 2a{4-4 sin2 a cos2 a一3}
=cos2ao一sin2 -2a)=cos3 2a 

（涅三） 左邊=sin2a (sin3a sin a)+cos2 a(cos 3a cos a) 
1＝一(sin2a(cos昭-cos4a)+cos2 a(cos 4a+cos 2a)2 
1 ＝ 一 (cos2a(sin2a+cos2 a)+cos 4a(cos國-sin國））2 
1 · 1 =--(cos2a+cos4a cos2a)= - -cos2a(2 cos2 2a) 2 2 

=cos32a. 

習 題 十 五

試證下列各式：

(1) sin 50 30 8 一一sin- =2 cos 20 sin--2 2 _ 2 
(2) cos(0+45° )+sin(0-45° )=0
(3) cqs A+cos(I20° +A)+cos(l20° -A)=O
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( 4 )

( 5 )

(6)

(7)

( 8 )

(9)

(1 0)

(11)

(12) 

(13)
(14)

震洧窩中三角學

sin4A-sin2A+sin A=sin A (2 cos3A+l)
30 0 0 cos -+cos---cos0 =cos0(2cos--1)2 2 2 

sin( A-B)+sin(B-C)+sin(C-A)+sin( - A)
. A-B A-C B-C=4 sin -· 一 sin ·- sin 2 2 2 

cos 2B + cos 2A 
．． ． 

cos 2B-cos 2A =cot(A+B)cot(A-B)

sin A...:_sin4A+sin 7A 
cos A-cos 4A+co了江

=tan4A

cos A+cos(120 °+B)+cos(120 °-B) A+B
－一 ---·-—• =tan一

sin B+sin(120 °+A)一sin(120 °
一.4) 2

s访A+2sin3A+sin5A sin3A
聶如巨歹函isA+sin菻

=

sin磊
sin x+sin 3x+sin邸十sin7x
cos x+cos 3x+cos sx+cos 7x =tan心 （同濟大學）

si五-y)+sina+sin(a+ y) sina
薴(3-y)+sinf3+sin(f3+y) 

＝ －－ 

sin/3
sin(3 0 °+8)+cos(6 0 °+8)=cos 8
sas(A+ B)+sin(A-B) =2 sin(45°+A)cos(45°+B)

(15) cos x+cos宓十cossx十COS7X=4 COS X COS宓COS心
(16) cos A+cos B+cos C+cos(A+B+C)

A+B A+C B+C
=4 cos cos cos 2 2 2 

(17) cos lOA+cos8A+3 cos4A+3 cos2A = Scos A cos3詛
(18) sine+ 3 s沄(8+2a)-3 sin(e+a)一sin(0+3a)

a 3a =8 sinL-cos(e+-)
2 2 

(19) 1 +cos 68-cos 1 00一cos40=4sin 50 cos 30 sin28

(20) sin2 A+sin2 (60°+A)+s研(600 一A) =--3 

2 
a+� (21) sin2 sin2 a-�. 

2 2 
=sin a sin/3

(22)

(23)

(24)

(2.'i)

第三章祺魚函藁

si忙Sa一sin2 3a =sin昭sin2a
a+/3 a-{3 cos2—+cos2- = I +cos a cos (3

2 2 

3 cos3 A +cos3(120°+A)+ cos3(120 ° 
一A) =

一cos3A4 
3 sin3A cos3 A+cos 3A,sin3 A=- -sin4A4 

誓 鼉 畸 解

(1)峪 ( 2)倣（例2) ( 3 )略
(4 )左邊=2cos3Asin A+sin A = sinA (2cos3A+l)

{) (5) 左邊 =2cos{) cos一-cos{)=右邊2 
A-C A-2B+C A-C A-C(6) 左邊 =2sin-— COS 一2sin-— cos一一一

2 2 2 2 

=2sin罕 (cos已严-cos竺）＝右邊

(7)略 ( 8 )略

左邊＝
A+B B-A

cos A-cosB 2sin-- sin-—
2 2 

祏zB二si元= A+B B-A2cos一一 sin
2 2 

tan A+B
2 (9) 

(1 0) 取第一項三項變形』放（例3 )

(11) 左邊＝2 sin 2X cos x+2 sin 6X cos x sin宓十sin 6X
2 cos 2x cos x+2 cos缸cosx cos宓十COS 缸
2sin心COS宓
2cos4 X cos宓-=tan,4.x

(12) 取第一項與第三項化爲積，後括出公因式

(13)倣（例2)

us 

(14) 式邊=sin(90° 一 (A+B))+sin(A-B)=2sin(45°-B)cos(45•
-A)=2cos(90° 一（面-B)瓦面(900 一 (45 ° -A)) =右遶

(15)畸
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A+B A-B ( 16) 左邊=2cos一—cos-+2cosA+B+2C A+B
COS 

2 2 2 2 
A+B A-B A+B+2C =2cos一 (cos一-+cos ）＝右遶2 2 2 

(17) 倣〔例6]原式=2cos A(cos9A+3 cos3A)=4cos33A-3co.s3
A 

｀ 

(18) 20+3a a 3 
倣［例6], 原式=2cos一

- --- (3sin--sin一-a)2 2 2 
20+3a · a a a =2cos (3sin— +4si是--3sin一）2 2 2 2 

(19) l=cos0° (20)略

(21 )左邊＝七主惑生困－七竺堊二g
2 2 ＝右邊

(22) 左邊=(sin 5a十sin3a)(sin5a-sin 3a)
= (2 sin 4a cos a)(2 cos 4a sin a) 
= (2 sin 4a cos 4<X)(2 sin a cos <X) =sin 8a sin 2a 

(23)略 (24)略

(25) 左邊＝（3cos A+cos3A . 3sinA-sin3A ) stn3A+ ( 4 ) cos3A

（五）
（例1」

（要點）

（證）

試證sin( A+ B)sin( A-B) =sin這-s证B
1依公式 sin asinf3= 一-(cos( a-f3)-cos( a+f3)」變瘠．2 

1 左邊＝ 一-(cos( A+B- A+B)-cos( A+B+ A-B)」2 
1 =---(cos 2B-cos 2A)
2 

=-1-[(l一2s硐B)天1一2sin這）)=sin這-sin1B2 
（例2」 試證sin3x=4 sin x sin(60° +x)sin(60° 一x)

（證） 右邊=2sin氐2sin(60° +x)sin(60° -x)J

第三章褒角函數

=? sinx(cos 2x-cos 120° ) 
=2sinxcos宓十sinx
= (sin3X一sinx)+sinx
=sin3X 
(".· cos120° =cos(90° +30° )=一sin30° = -一）1 

1例3) 試證 sin 0 sin20+sin30 sin 60=sin 40 sin 50 
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（耍點） 本題是由積之和而成，故完全變爲和形，然後再要爲積充；。
1 C證） 左邊＝一(cos 0-cos 30+cos 30-cos90)2 
1 ＝一(cos 0-cos90)=sin40 sin 50 2 

（例4) 試證 l + tan(A+B)tan(A-B)= 
l-2si证A

cos2 A-sin2 B 
（要點） 設 A+B=a, A-B=/3代入左邊變形

澶） 設 A+B=a, A-B=/3, 則

左邊= 1十 tana tanf3=l+�tn a stn /3
cos a cos f3 

= 
cosacosf3+sin_� 迨＝三至

COS a COS /3 COS Cl COS /3
因 A+B=a, A-B=/3啟

左邊＝ cos 2B 2 cos 2B 
cos(A+B)cos(A-B) =2cos(A+B涵sVI.::..荀

2 cos2B 2(1一2sin2 B) ＝這2A+cos2B
=

距項- 1+1-丘n2B
1一2sin2 B

6産A-sin2B

［例5) 試證 cos2 ALcos Acos(60° + A) +sin叱30!-A)=-3 
4 

＼要點） 消去平方關係式，再變積形爲和形。

q匿） 左邊＝1+cos2A cos(60° +2A)+cos.6Q0 

2 2 

十1一cos(60° +2A)
2 
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=-3-+-1 -(cos 2A-cos(60°+2A)-cos(60° 

一2A))
4 2 

因 cos2A-(cos(60°+2A)+cos(60° 一2A))
=cos2A-2 cos60° cos2A 
=cos 2A-cos 2A=O 

．． 左邊＝－－3 

4 
（六） 由三因數之積變爲和形

（例6) 將 ;4cos A cos B cos C變形爲和。

（要點） 在三個因數中任取二個變形爲和，再去括號導成二因數之積變

形爲和。
（屏） 4 cos A cos B cos C=2 cos Ax2 cos Beas C 

=2 cos A(cos(B+C)+cos(B-C)J 
=2 cos A cos(B+C)+2 cos A cos(B-C) 
=cos(A+B+C)+cos(A--B-C)-:-cos(A+B-C) 

+cos( A-B+C)

頃7) 栻靄sii.20° sin40° sin80°=—」
一

3
8 

（要點） 倣上例，但所設爲特別郎在變形之中途，須隨時化爲藪字....
1 

（設） 左邊= -x 2 sin 20° sin 40°x sin 80° 

2 

1 ==--(cos20° 一cos60°)sin 80° 

2 
1 1 ＝ 一 (sin80° cos20° 一--sin80°)
2 2 

1 == -·-(2 sin 80° cos 20° 一sin80°)4 
1 =--(sin 100°+sin 60° 一sin80°)
4 

1 ＝ 一 (2cos 90° sin 10°+sin 60°) 
4 

1 ==-sin60°= 一
✓3 

4 8 
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（例8) 試證 sin20° sin35° sin45°+cos25° cos45° cosso0=...!.
4 

（耍點） 倣上例亦可，但兩項含有特別角sin45° 

cos45° 之三角函數，以之代入化簡爲便。
1 （證） 左邊=----=-(sin20° sin·35°+cos25° cos80°) ✓2 
1 ＝一一=(COS 15° 一cos 55°+cos 105°+cos 55°)2✓ 2 

1 1 ＝一＝式cos15°+cos 105° )=一cos6Q0 cos45° 
2✓2 互

1 1 =--==x--x� 1 1

✓2 2 ✓  尸1

（例9) 求證 sina sin((3-y)sin(fJ+y-a)+sin (3 sin(y-a ) 
x sin(y+a-fJ)+sin y sin(a-(3)sin(a+fJ-y) 

=2 sin(/3-y)sin(y-a)sin(a-,8) 
（匿） sin a sin(fJ-y)sin(/3+ y-a) 

1 =:=2(cos(a-(3十y)-cos(a+f3-y)Jsin((3十y-a)

1 =4 (2sin(fJ+ y-a)cos(a 一f3+y)-2sin(f3+y-a)
cos(a+ fJ-y)) 
1 

`「sin21+sin 2(fJ-a)-sin 2fJ-sin 2(y-a))

1 =4(sin2y 一sin2定sin2(a--{3)-sin 2(y-a))…······Cl) 

因左邊爲a,/3, Y之循環式，故
sin fJ sin(y 一a)sin(y+a-fJ)

1 =4(sin2正sin2y-sin 2(fJ-y)-sin2國-(3))·········(2)

sin y sin(a-fJ)sin(a+fJ-y) 
1 =4(sin 2fJ 一sin2正sin2(y-a)-s切2(/3一y)J··….... (3)
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（例10)

（國）

霎準高中三角學

(1)+(2)+(3). 得
1 左邊＝－ 一(sin2(f1-y)+sin 2(y-a)+sin 2(a-fJ)) 
2 

＝一(sin(f1-y)cos(f1-y) +sin(y-fJ)cos(2a-(3-y))
＝一sin((3-y)Ccos(f1-y)-cos'2a-(3 一y,))
＝ 一2 sin((3-y)sin(a-(3)sin(a-y'.) 
=2 sin(/3-y)sin(y-a)sin(a-(3) 

sin(0-a) sin(0一fJ)試證 十sin(a-(3) stn(a-y) sin(/3-y) stn(/3-a) 
sin(0-Y) +sin了y-a)sm(y-(3)=O (北平大學）

左邊＝-sin(0-a)sin(J3-y)一sin(0-fJ)sin(y-a
sin(a-(3)sin((3-y) 

-sin(0-y)sin(a-(3)
sin(y-a)
1 分子=-(cos(0-a +(3-y)-cos(0-a-(3 +y)) 
2 

1 +-〔cos(0-,8+y-a)-cos(0-f3-y+a))
2 

1 
2 

+--〔cos(0-y +a-(3)-cos(0-Y-a+(3))=0

故 右邊=O.

習 題 十 六

試證下列各式：
(1) sin2Acos A+cos4Asin A=s证3Acos2A
(2) sin (3A+B) sin (3A-B)-sin(A+B)sin(A-B)

=sin2Asin4A

( 3) sin 1 00° sin(-160°) +cos 200° cos(-280°)= -一

1

(4) cos(A+B)cos(A-B)-cos(B +C)cos(B-C)+cos(A+C) 
cos(A-C) =cos2A 

第三章 複角函藪

( 5 ) sin(/3-y)<:os(a-o)+sin(y-o)cos(f]-a) 
+sin(o-/3)cos(a-y)=O

(6 ) cos(a +/3)sin(a-/3) +cos(fJ+ Y)sin(/3-Y) 

+cos(y +o)sin(y-o)+cos(o +a)sin(o-a)=O
3 ( 7 ) cos 55° cos65° +cos65° cos 175° +cos 55° cos 175° = -4

(8 ) cos 0 cos(l20°+0)+cos 0 cos(l20°-0)+cos(l20 °+0)

(9) 

(10) 

(1 1) 

(12) 

(13) 

(14) 

cos(l20° -0)=-一3 
4 

A +B A-B 2 sin Btan -tan = 2 2 cos A+ cos B 

s证10° +cos220° -sin 10°cos 20 °=-3 

4 
4 sin A sin B sin C=sin(A-B +C)+sin(B-C+A) 
+sin(C-A+B)-sin(A+B+C)

sin 20 ° sin 40 ° sin 60° sin 80°= 3 

16 

cos20° cos40° cos80°=--1 
8 

sin a sin za+sin3a sin6a+sin4a sin l3a =tan范sin a cos睪十sin3a cos6a十sin 4a cos 13« 
1 (15) sin Asin(60° +A)sin(60 ° -A)=- -sin3A4 

(16) 4 cos(a + f3+45°)cos(a +f3+45°)cos(a-fl)
= cos(a+ 3/3) + cos(3a十的

121 

(17) sin a sin(/3-y)cos(.B+ y-a) +si11/3sin(y-a)cos(y +a-/3)

+sin Y sin(a-fJ)cos(a +/3-Y)=O

(18) sin2 0+sin2(ct,-{}) +2 sin 0 sin(</)-0)cos cp=sm2 ct,

習 頲 略 解



(1 )倣（例3) (2)倣（例2 J 
<?} sin 100°=sin80°, sin(-I60 °)=-sin20 ° , 

cos 200 °= -cos 20 ° . cos(-280° ) = cos 80° 代入左邊變形。
I ( 4) 左邊＝ 一(cos2A+cos2 B-cos2B-cos2C+cos2A+cos2C)2 

=cos2A
(5 )  倣上題，化積爲和形，適當將第二，第三項改爲sin(-A)-=-si霏 A

後即可得。
1 (6」 左邊＝一一－〔(sin za-sin 2f3)+(sin 2f3一sin2 Y)+2 

(sin2 y一sin28)+(sin1o-sin2 a)〕=O 

(7) 左邊=cos65 °(cos 55 ° +cos 175 ° )+cos 55 ° cos 175 ° 

=2 cos65 ° cos 115 ° cos 60 ° +cos 55 ° cos 1 75 ° 

( 9 )

(10 ) 

=COS 65 6 COS 115 ° +cos 55 ° COS 175 ° 

1 ＝一(cos180° + cos 50° + cos 230° + cos 120 °) 2 
1 1 =-(-I +cos 50°-cos 50° 一一）＝ －一3 
2 2 4 
A+B A-B 設 —-=a, 一一一=/3倣（例 4)變形2 2 

倣（例5)

(8)倣(7)■

(11)倣（例6)

(13)倣（例6)
1 

(12 )倣「例7). sin60 °=勻

一((cos a-cos昭）十(cos詔-cos9a)
(14) 左邊＝－2 

1 
2 -((sin3a一 sin a)+ (sin 9a-sin 3a)

1 +(cos9a-cos11a)) --(cos a-cos11a)
=2 

1 +(sin17 a一sin9a)) --(sin 11 a-sina)
2 

鄂三章愎魚函欺

si1i ga sin Ea = =tan9acos9a sin8a 

121 

1 1· 
(15)左邊＝十血A(cos2A-cos 120° )=-sinA(I 一2 sin1A+-)

I 2 2 
1 1 ＝一(3 sinA-4 sin3A)=—sin3A4 4 

(16) 左邊=2(cos 2(a+ fJ)+cos 90° ]cos(a-fi)

(17) 

(18) 

=2 cos 2(a+fJ)cos(a-fJ)=cos(3a+ fJ)cos(a+3fJ) 
1 一{[cos(a-fJ+ y)-cos(a+fJ-y)]cos(fJ+ y-a)
2 

+[cos(fJ-Y +a)-cos(/3+ y-�)]cos(y+a-fJ) 
+ (cos(Y-a+fJ)-cos(y+a-fJ)]cos(a+ fJ-Y)} =O

左邊=s硐e+sin(cJ,-0)〔sin(cp-0)+2 sin 0 cos ri>] 
=sin2 0+sin(<b-0)sin(<b-0) 
=sin2 e+sin2 </)-sin互b

（七） 正切之和積互變

（例1」 試證tanA tan(A+60°)tan(A+l20° )= -tan3A

（要點） 將左邊變形，可依據公式tan(a+/3)=一tan o.-: 十tan/3
1-tan Ci, tan (3 － 而晨

（證）

開，或可依搣公式 tan a=悶：改爲sin, cos亦可求證。

左遶=tanAX tan A+ tan 60° tan A+ tan 120° 

X 1一tanA tan60° 1-tanA ta五瓦
tan�4. + ,./3 tan A-旦= tan A X 1-J3石記抒玕了尋五五

=tanAX tan這堊=-�竺A卫星:..1=-tan3A1一3 tan2A 1一3 tan2 A 

（例2) tan38-tan28-tan 8=tan38 tan28 tan 8 
（票點） 注意38=28+8, 設法將tan38改用tan28與tanO

表示即tan30 =-�tan(20 + 0) = tan 0+tan 0 
1-tan 20 tan 0 去分母變形.�
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（霞一）

（匿二）

（例3)

（靈）

.. 

tan30= tan (20+0)= tan 20+tan 0 
1一tan 20 tan 0 

去分母tan30(1一tan 20 tan 0) = tan 20+ tan 0 
tan30一tan30 tan 20 tan 0= tan 20+ tan 8 
tan 30一tan 20-tan 0=tan 30 tan 20 tan 0 
30+(一20)+(-0)=0

.·. tan(30+C一20)+(-0)J=O
tan 30+tan(-20)+tan(-0)一•tan 30 tan(-}�) tan(-
1一tan30 tan(-20)一tan30 tan(-7f)一tan(-20) tan(-0) 
=O 
tan 30+tan(-20)+tan(-0)-tan 30 tan(-20) tan(-()) 
=O 
.·. tan 30-tan 20-tan 0=tan30 tan 20 tan 0 
試證3+tan(A+60°) tan(A-60°) 

+tan A tan(A +60°)+ tan A tan(A-60°)=0
設A+60°= a, A -60°=/3, 則

a-/3=120° tan(a-/3)=tan 120° 

即
tan a-tan /3 

1 +tan a tan /3 
＝一✓T

tan /3一tan a 1十tan a tan /3= 
✓ 3

1十tan(A+60°)tan(A -60°) 
tan(A -60°) -tan(A +60°) 

= ,-
........................ ······(l)

3 

同理1+tan A tan(A+60°) -·········(2)tan(A+60°)一tan A
./3一

1十tan A tan(A-60°)= tan A-tan(A一60 °�………(3)
./3 

(1)+(2)+(3), 則右邊等於0, 而左邊即箔所求證之式。
••• 3+tan(A+60°) tan(A-6C'0)+tan A tan(A+60。)

+tan A tan(A-60°
、=O

�i\.) 

例1)

（匿；）

｀轉 2)

（匿）

（例3〕

（匱）

雜

第三章 樸角滘數

題
。 -

求證✓ 1 +s[n-8=1 +2 sin--:- J 1一si註
4 2 
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左邊=1 ,:'1+2sin�cos .i..=」sin2.i._+2cos.i-.sin.i..+co泣
� 2 2 2 2 2 

(} (} cos --+sin---
2 2 

z(J (} (} =1一Zsin-+2sin--cos一
4 4 4 

() 0 0 =1 +2 sin--(cos--一S伍）
4 4 4 

=I+2sin{J (cosf-sinl)2 

=I+2sin1-J cos2J。－一2sin ()_cos立 (}
4 4 4 +s£n2-一

4 

=I+2sin訂1一sin}-�汨

試證 1+2cos2A 
. . .. 

1一2cos2A=cot(A+30°)cot(A一30°)

2(- -+cos2A) cos60°+cos2A 1+2cos ZA 2 
一 一··-—..一＝ ＝ －－－ 一－

cos 60° 一cos2A1 一2cosZfi I 2(--cos2A)
2 

2 cos(A+30°)cos(A-30°) =
2迢炟玕面）

一
函n(A-二300) =cot( A+30°)cot( A·-30°)

試霑sinx+sin 3X+sin邸＝sin23X
sinx 

左邊=sin3-t+2 sin缸 COS 宓

=sin3X(l +2 coszx) StnX

sinx 

sin缸(sinx+2cos宓sinx)
sinx 



= sin3x(sinx-+:_sin宓－竺
sznx 

sin2 3X ＝－ ＝右
sinx 

（例') 試證 一一 －sec(-120°) 〔sii氏60°-/4)-cos(A-30°))... -
A

-—-
A 

--
2 tanA+cot一- tan一

2 2 
=sin2 A cos A 

（匿） 在分子中

sec (-120°)= 1 1 1 =---=—＝一2cos(-120°) cos120° 1 －一

sin(60°-A)-cos(A-30°)=cos(30°+A)-cos(A-30•)
=2sin(-30°)sin A= -2 sin 30° sin A= -sin A 
在分母中

A A A A 
A A 2 

COS一 sin一 cos2 ---sin2一
2 2 2 cot一-tan—= -2 2 . A  A . A  A sin一 COS一 sin- -cos一

2 2 

2cosA ＝ －－—－ 
sin A =2cot A

2 2 

sin A cos A 2 ．． 分母=2 tan A+2 cot A=2「 + 
、cos A 聶刀）=s一面万菡｀

把以上各值代入左邊，則

左邊＝ (-2)X(一sinA) 
2 

=sin2Acos A 
sinAcosA 

（例5) 試證 一一 一－l+tan2(45°-0) 
1一tan叱45°-0)=CSC20

（匱一）

tan45° 
一tane 1 一tan01+ (-- _ ---- )2 1 + ( -)2 

l+tan45° tane l+tan0 左邊＝ ＝ 
tan45°-tan0 1-tane 1一（－－一 －一）2 1一（ －一

1十tan45° tan0 l+tan0 )2

(覽.::.)

［例6)

（夏點）

(1 + tan 0)2 + (1- tan 0)2 

＝（玕扁10)2
一

二(1
一

二ian 0)2 

1 +2 tan 0+tan2 0+ 1一2 tan0+tan屯
1 +2 tan0+tan2 0-l +2 tan 0-ta是0
2 (1 + tan2 0) se在0 1 ＝ ＝ ＝ 4 tan0 2 tan0 sin 0 

=-

2sin戸
2 —cos2 0cos0 

sin20 = csc 20=右邊

1十sin2 (45°-0)
左邊＝ 一 cos2 (45°-0) cos芘45°-0)+sin2 (45°-0)

. = 

1 
s in虻45°-0) cos2(45° 二7J)- s in2(45°-0)
cos

2(45°-0) 

l'I:/ 

1 1 1 
= cos 2 (45°-0) = 

cos(90° 一20)= sin 20 =csc ZO=右暹

試證 sin 30+4 cos 20+3 sin 0-4
cos 30-4 sin20+5 cos 0 

=tan0 

詳細靦分子中之 s in30+3 sin 0, 因 sin30=3 sin0-4 sin1 8 
4 cos 20- 4 = -4 (1一cos20)=-8s記0
分母中，因 cos30=4 cos3 0-3 cos 0, sin 20=2 sin() iros6 
代入左邊而化簡即得證。

（匿） 左邊＝ 3 sin0丑 s in3 0+3 sin &=-1_(1一 cos 20)
4 cos3 0-3 cos 0-8 sin 0 cos 0+5 cos 0 

6 sin 0-4 sin3 0-B sin2 0 
4 cos

3 0+2 cos0-B si元6閂
2 sin 0(3-4 sin 0-2 sin2 0) 

＝ 

2 cosO(l一4 sin 0+2 cos2 0) 
然 1-4 sin 0+2 cos2 0 = 1 一4 sin 0+2 (1-sin2 0) 

=3一4sin0-2 s研0
故 左邊=tan0

(llJ 7〕 設A+B =45° , 求證(l+tanA)(l+tanB)=2 
(m)因A+B=45°, 故tan(A+B)=tan45°

即
tanA+tanB 

1-tanA tanB =l
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•·• tanA+tanB=l 一tanAtanB
即tanA+ tan B + tan A tan B-1 = 0
因而左邊= (1-t-tanA)(l +tan B)

= 1 + tan A+ tan B + tan A tan B 
=Z+tan A +tan B+tan A tan B-1 =2=右遶

奢 題十 七

試霨下列各式：
(1 ) tan 20 ° tan 80° tan 140 ° = -✓3

( 2) tan 40 ° tan 1 0 0 ° tan 160 ° =嶧
( 3) tanA+tan(45 ° -A)+tanAtan(45 ° -AY=l
( 4) ,/j-+tan 40 ° +tan 80 ° =嶧tan40 ° tan 80 ° 

( 5 ) 已知A+B=l80 °

求證2(1 一sinA sin B) = cos2 A+ cos2 B 
(6) tan 5A tan 3A tan 2A = tan 5A-tan 3A-tan 2A 

1 十sin 0 0 
(7) --- = tan2(45 ° +-)1一S讠:ne 2 

(8) 

(1 0) 

sec80-l tan80 
sec 40-1 tan 20 ( 9) csc20+cot20=cot8

sin zx+cos 2y =竺史:+y+45 °)
sin zx-cos 2y tan(x-y-45 °) 

(11) sin謅-5 sin 3a+ 1 0  sina=l6 sin5
。

(12) l +cos3acos5a=cos24a+cos2a

習 題 略 蘑

(1)倣（例1) ( 2)倣（例1)
(3)設45 ° -A=B, 則A+B=45 °; tan(A+B)=tan4 5 ° 

即竺堊十tanB •·• tanA+tanB+tanAtanB=l··=11-tanAtanB 
因B=45 ° -A, 故左邊=1 =右遶

滘三章 複角丙數

:o 因 40 ° +80 ° =120 ° , tan(40 ° +80 °)=tan 120 ° , 

即 tan40 ° +tan80 ° 

1一tan40 °tan 80 ° = -✓ 百，去分每即得證。
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5)似〔例7)·.·A+B=180 ° , .·. A=l80 ° -B, s沅A=sinB,
cosA=-cos B代入兩邊即得證。

(6) 倣（例2 〕
0 0 0 0 

)2 。1 +2sin一 cos- (cos—+sin- 1 +tan-
(7) 左邊＝ 2 2 2 2 一-- -= 

。 。 。 。 2

=(——2 2 

1 一2sin-f cos2 (cos歹-sin2-) 1 一』

(8) 

(9) 

tan45 ° +tan-。2 2 
＝ ＇ 訌＝右邊

1 -tan45 ° tan一
2 

1 
COS80 1 

左邊=- -=-(1一cos80)cos 40 2 sin240 cos 40＝ 1
—_ 1 (I -cos 40)cos 80 2 sin2 20 cos 8() 
COS40 
sin 40 2 sin40 cos40 1 Stn80 

＝ ．  ＝ ．2sin220 cos80 2sin220 cos80 

= 1 
2 sin2 20 

'Sin40 
• tan80=右邊

． 
2 sin 20cos 20

左邊＝ 十
1 cos 20 1 +2 cos2 e--1 2 cos2 0 

＝ 一＝sin20 sin20 sin20 2sin 0 cose =· 右邊

10) 左邊＝三x+sin(90 ° +2.>1)=� 竺巫x+J+45�一已x-y-45 °)
sin 2x-sin(90° +2Y) 2cos(x+y+45 ° )sin(x-y-45 °)

=lan(x+y+45 ° )cot(x-y-45 ° ) =右邊
(11)因 sin 5a+sin a=2 sin 3a cos2a=2(3 sin a-4sin3 a):、

(1一2sin2 a) =6 sin a-20 sin3 a+ 16 sin5 a. 
故 sin 5a= 5 sin a-20 sin3 a+ 16 sin5 a, 
故左式=5sin a-20 sin3 a+ 16 sin5 a-5 (3 sin a一4sin3 a)

+IOsina=I6sin5a
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(12) 左邊=1+cos(4a-a)cos(4a+a)=l +cos2 4a cos2a

一sin勺a sin五=1+cos24a (l-sin2 a'J-sin2 a 

(1一cos2也）=I+cos2紅-sin珌

=cos24a+(I一sin2a)=cos2 4a+cos2 a 

12. 具有條件A+B+C=180°
之：：：角函數敷式之變瘠

因A+B+C=I80°,故A與B+C,B與A+C,C與A+B

均互爲補魚，即

B+C=I80°-A, C+A=l80°-B, A+B=I80°-C 

因此可得下列關係式：
sin(B + C) = sin(I80° 一A)=sinA

cos(B+C)=cos(180°-A)=-cos A 

tan(B+C)=tan(I80°-A)=-tan A 

C+A, A+B之三角函數可照上式類推。

又因1- 十仁f-=90o
, 故竺巨：與钅］望在與差－重

A+B C 
2 

—與一一均互爲餘魚，即
2 

B+C A C+A B A+B C 
2 

=900 一2'2
=900-2'了=900一

2

因此可得下列關係式：
B+C A B+C . A 

sin—=COS一，cos— ＝油一

2 2 2 2 

B+C A 
tan =cot一

2 2 

（例1) 若 A+B+C:;=180°·, 證明

A B C , n A+sin B+sinC=4 cos一 cos— COS一

2 2 2 

（復且｀東北、武漢等大學）

(臺點） 先將末二項變形爲，即

(■)

第三章 碸角菡廞

B+C B-G 
sin B+sin C=2 sin-— cos— 

2 2 
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B+C A 
因 A+B+C=180° 故 sin一一一=COS一一．以之代入，則

2 2 

A B-C sinB+sinC=2 cos一 cos-
2 2 

A A 
將第一項 sinA變形爲2sin-cos-, 則共與 末二項有

2 2 
A 

公因數COS一＿，即2 
A A A 

sin A+sin B+sin C=2 sin— cos—+2 cos 一天

2 2 2 

B-C A A B-C 
cos—=2 cos一 (sin-—+cos一）

2 2 2 2 

A B+C 
將括號內之sin—一化爲 COS 後，再化和爲積形即得證。2 2 

A A B+C B-C 
左邊=2sin- cos--+2 sin--cos一一一

2 2 2 2 

B+C A A B-C =2cos cos-—+2 cos— cos 
2 2 2 2 

A B+C B-C 
=2COS一 (cos-+cos一）

2 2 2 

A B C 
=4 COS— cos— cos--

2 2 2 

（胃Z) 設 A+B+C=I80° , 求證

C B A cos A+cos B+cosC-1=4 sin-洫-sin-
2 2 2 

（臺） 倣（例1〕首兩項變形爲積，得
A+B A-B C A-B 

cos A+cosB=2cos-一一函一—=2sin - - cos 一一

2 2 2 2 
C 

着眼於sin-, 將cos C-1 變形2 

C 
cosC-1=一(1一cosC)= 一2sin2 一-- , 則有公因數
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（包一）

（靉＝）

［例3)

（靉）

震準高中三角學

C鄰—， 後倣（例1)證之。2 
A+B A-B 左邊=2 cos cos 一(1一cosC)2 2 

=2 A+B A-B 
sin 

2 
cos C

2 
2 sin2 

2
A-B C C =2(cos--—-sin —) sin一2 2 2 
A-B A+B =2(cos一--cos

2 2 
) sin_f_2 

A lJ C=4 sin 一sin-—sin —

2 2 2 

式邊=cosA+cos B+cos C+cos 180° 

A+B A-B =2 cos cos-+2cos l80°+C 180°-Ccos 
2 2 2 

C A-B C A+B=2 sin —COS 一2 sin —cos-2 2 2 2 
C =2 sin 一 (cosA-B .f"l.+B 

一cos
2 2 

C B A =4 sin 一 sin 一 sin 一
2 2 2 

設 A+B+C=180° , 試證

2 
） 

2 

3A sin 3A+sin 3B+sin3C=-4 cos— COS一3B 3C 
COS一2 2 

左邊=2 sin鉅:!. cos免'.!..+2 sin 3(B+q cos�@::::_。2 2 2 2 

因 B+C=l80°
一A. 故

3(B+C) . 3(180°-心sin —

�=sin —

2 
=sin(270°-早）

3A 3A =-sin(90°-一）＝一COS一2 2 
3A 3A 3A 3(_[!_丑3｀ 左邊=2 sin- cos—－一2 cos- cos-2 2 2 2

2 

掠三章 複角函數

3A 3A 3(B-C) =2 cos一〔sin一-cos-2 2 2 ）

3A 3(180° 一存兀！）但 sin一=sin =sin[270° 3 (B+C)
2 

=-cos 

2 2 

3(B+C) 
2 

3A 3(B+C) 3(B-C) ．． 左邊＝ 一2 cos一[cos一一——+cos ) 2 2 2 
3A 3B 3C＝一4 cos一COS一COS一

2 2 2 
1例4J 設A+B+C=1r, 試證

i鴟

） 

si是r1+sin2 B+sin2·C=2+2 cos A cos B cos C (齊魯大學）

要貼）
＾

將公式sin這＝ 1一cos2A
2 

代入左邊消去其平方關係，後變形

證之。

（證） 左逸＝ 1-cos 2A I 一cosZB I一cos2C+ -+ 2 2 2 
3 1 =---一(cos2A+cos 2B+cos2C)2 2 

因 cos2A + cos 2B + cos 2C= 2 cos(A + B)cos(A-B) 
-tcos 2C=-2 cosC cos(�4.-B)+2 cos2 C-1
= -2 cos CC cos(A-B)-cos CJ-I•
＝ 一2 cosC區(A-B) + cos(A + B) J一1
= -,t cos�4. cos B cos C-I

3 1 ．．． 左邊＝－ 一一 (-4 cos A cos B cos C-I)
2 2 

=2+2 cos A cos B cos C 
（例5)設A+B+C=芍試證sin3 A+sin3 B+sin3 C 

A B C 3A 3B 3C =3 cos—cos一cos—+cos一CvS一一cos-2 2 2 2 2 2 

（票點） 將sin 3A=3 sin A-4 sin乃1變形為sin3 A= 3 sin A-sin 3A
4 
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（匿）

震準高中三角學

代入左邊，．消去立方關係後，照（例I)及（例4)證之。

左邊＝ 3 sinA一sin 3A 3 sin B-sin3 B 3 sin C-sin 3C
4 十

4 
十

A. 

3 I =--(sin A+sin B+sinC)一一(sin 3A+sin 3B 
4 4 

+sin 3C)
3 A B C =--(4cos一一 COS一 函一）4 2 2 2 
I 3A 3B 3C 一 一 (-4cos- cos一 cos一一）4 � 2 2 

A B C 3A 3B 3C = 3  cos一 COS一 cos-+ cos一 cos---- cos— 

2 2 2 2 2 2 
（例6) 設 A+B+C=1t, 試證

cos2A+ cos2B+sin2C 
=4 sin(A-45° )c函B+45° )cosC

（霞） 左邊=2 cos(A+B)cos(A-B)+2 sin C cos C 
＝一2 cos C cos(A-B)+2 sin C cos C 
=2 cosC(- cos(A-B)+sin(A+B)) 
=2 cos CC -sin(90° 

一A+B)+sin(A+B))
=2 cos C(sin(A+B)一sin(90°-A+B))
=4 sin(A-45° )cos(B+45° )cos C 

（例7) 設 A+B+C=元，求證
tan A+tanB+tanC=tan AtanBtanC 

（要點） 本題可倣前節（七）「例1)及C例2)證之，或將求證之式子
變形爲 tanA+tan B= -tanC+tan A tanB tanC 

=-tanC(l一tanAtanB)
tanA+tanB 、

•
•
•

.. -一－ ＝－

1一tanAtanB tan C

上式之左邊爲tan(A-tB)之展開式，故可證如下：

第三章 複角函 啟

澶－一） ·.· A+B+C= 元, ••• A+B= 元-C
tan(A+B)=tan( 元-C)=-tanC

tanA+tanB =-tan Cf-tanAtanB 
即 tanA+tan B= -tan C+tan A tan B tan C 

tan A+tanB+tan C=tan A tanB tan C 
（桎＝） 若 A+B+C=元，則tan(A+B+C)=tan元=O

tan(A+B+C)展開式之分子必等於0,
即 tanA+tan B+tan C-tan A tan B tan C�O 

tan A+tan B+tan C=ta加4.tan B tan C 
（例8) 設 A+B+C=180° , 1l這

B C C A A B tan—tan-+tan一tan— +tan--tan— =l2 2 2 2 2 2 
（武漢大學）

A+B C （證） 因 A+B+C=l80° -— =900 -—
2 2 

A+B C C tan-- 一=tan(90° 一--)= cot—= —

2 2 2 ctan一

A B tan-+tan-—
2 2 
A .]3 = 

l 
1一tan一 tan一

C tan— 

2 2 2 
A - C B C  A Btan-tan----+tan— tan一 = I-tan一 tan一

2 2 2 2 2 2 

I� 

A C B C A B .·.tan— tan-+tan— tan-+tan一 tan一 =12 2 2 2 2 2 
區邙9) 設 A+B+C=元，試證

tan B tan C tan A tan B tan C tan A十 十 十 十 十tan C tan A la, 啁tanA ianB i五C
=sec A sec B sec C-2 

sin A sinB 
+-

(II) + 
tan B tan A tan A+tan B cos A cos B
戸声 ＝一

-,an-c
— = �i元C
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sin(A+ B)cos C sin C cos C co 
＝苹繹苾盡t:= cos A cos B si苾＝菡ifu

同理 tan C tan B cos A 
面十苧＝冨B亨'
tanA tan C cos B 
t益B十声 ＝ 嬴C声兩邊相加，Jllj

左邊＝ cos C cosA cos B 
cos Ac.osf3十 冨B亨 十cosCcosA
cos2 A+cos2 B+cos2 C-

cos AcosB cosC 

分子＝迁竺旦十I+cos2B+l+cos·2C
2 2 2 

3 1＝一十--(cos2A + cos 2B + cos 2C)2 2 
3 1=--十一(2 cos(A + B)cos(A-B) + 2 cos2 C-1)2 2 
3 ＝一十( -cosC cos(A-B) +cos2 C)一－ －1 
2 2 

=l一cosC(cos(A-B) +cos(A+B)) 
=l一2 cos AcosB cosC

．．．左邊＝ 1一2 cosA cos BcosC 
cos A cos Bcos C 

- = sec A sec B sec C一2

（例10) 設 a+f3+Y=0,
試證 sinza+sin 2rf3+sin2Y 

= (sina+sinf3+sin y) (l+cosa+cos f3+cos y) 

（匿） 左邊=2 sin(a+f3)cos(a-f3)+2 sin y cos-; 
=2 sin y(cos(a+f3)-cos(a-f3)) 
＝ 一4sin a sin fl sin y •

a f3 y a f3 右邊=2 ( -4 si正一 si正一 sin-) (4 cos--cos一一cos-Y-)2 2 2 2 2 2 
a a ¢3 f3 y ＝ 一4(2 sin-cos—

• 2 sin- - cos--• 2 sin- -cos一2 2 2 ✓2 
Y)

2 2 

第三章 澀角函數

= -4 sin a sin/3 sin y 故原式得證。
元

＇卹l) 設 A+B+C=一，試證2 

（霞） 因

tanBtanC+tanC tan A+tanAtanB=l 
（清苹、同濟等大學）

I I = =Otan(A+B+C) '/( tan一
， � 

政 I I一tanAtan(B+C)
己ta�I

=
戸十tan(B+C) =O

1一tanA tan(B+C) 

■(fl.!12)

即 1一tanAtan(B+C)=I tan A(tan B+tan C)- I一tanBtanC
1一tanB tan C-tan A tan B -tan C tan A 

= 1一tanBtanC
故 tanB tan C +tan Ctan A+tan Atan B= 1 
設 A+B+C+D=360° . 試證

=O 
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A+B B+C cos A+cos B+cosC+cosD=4cos一一- cos一— cosc+A

（匠）

2 2 2 
A+B A-B C+D C-D 左邊=2COS一. �cos一一＿十 2 cos一一一COS 一一

2 2 2 2 
因 A+B+C+D=360° , C+D=360° 

一(A+B)
C+D 

=180° A+B． ． 一

2 .2 

C+D A+B A+B cos- =cos(I80° -一）=-cos-
2 2 2 

A+B A-B A-fB C-D 
心 左邊=2COS-COS一一 2 cos一一一 COS一－

2 2 2 2 
A+B A-B C-D =2 cos一一一 (cos— --cos一－ ）

2 2 2 

=4 cos sin A+B (B+D) 一旦辻9
2 4 

sin (A+D)一(B+C)
4 



lSS 標 準I 漬 中 ＝ 角 學

=4cos-一sinA+B (A+B+C+D)-2(A+C) 
. 2 4 

sin (A+B+C+D)-2 (B+C)
4 

=4cos攣�in(差－苧）sin(-f-孚
A+B B+C C+A=4cos— cos-cos-2 2 2 

警 II 

( 3) 

(4 ) 
(5) 
(6) 

(7) 

(8 ) 
(9) 

(10) 

(11) 
(12) 
(13 ) 

(14) 

十 八

試證下列各式：（設A+B+C=I80°, (1)一一(17))
A B C 

( 1 ) sinA-sinB+sinC=4sin一
COS

一sin__:__

2 2 2 
( 2 ) "sin2A+sin 2B+sin2C=4sinAsinBsinC 

A B C cos A+cos B-cosC=4cos一一cos一sin一-12 2 2 
sin 2A+sin 2B-sin2C=4 cos A cos B sin C 
sin A cos A+sin Beas B+sinCcosC=2 sinAsin BsinO 
cos2A+cos2B+cos2C+l= -4cos A cos BcosC 

3A 3B 3C cos 3A +cos 3B+cos 3C = 1 一4sin一sin一sin一

2 2 2 
cos 2A+cos2B-cos2C= -4sinilsin BcosC+l 
cos2 A+cos2 B+cos2 C=l一2 cosA cos BcosC 

A B C A B C sini-+sin2-+sin2-= 1一2 sin—sin---sin一

2 2 2 2 2 2 
si元2A+s記2B+si西C=2一2 cos 2A cos 2B cos 2C 
s研A+2 sin B sin C cos A =sin2 B+ s研C
cos8 A+cos8 B+cos3C 

A B C 3A 3B 3C =1 +3 sin一sin—sin一 -sin—sin 一sin一

2 2 2 2 2 2 
A sin A+sin B+cos C + 1 =4 cos(45° -—) cos(45° -— B C ) cos一－
2 2 2 

(15) 

、
、
J

、
丿

丶
J

6

7

8

 

l

l

I

 

'\
（,'、

(19) 
(20) 

(1) 

(3) 

(6) 

、
J

、,'

7

.°

 

r

,
｀

 

A cos- B C +cos— +cos- - 元 -A ,r-B 元-C2 2 2 =4 cos ---·cos—cos--一4 4 4 
（復旦大學）
cot B cot C+cot C cot A+cot A cot B= 1 
cot丑 B C A B C 

2 +cot— +cot—=cot— cot— cot一2 2 2 2 2 

第三宣

a+f3+Y=(), 求證

靈角函戴 139 

a sin a+sinf3+sin Y=-4 sin—sin_fL sin一C 
2 2 2 

段
設

a+fl+Y=O, 求證cot a cot fl+cot (3 cot y+cot y cot <X=-1 
A+B+C+D=21r, 求證
tan A+tan B+tan C+tan D 
苾耳千霄B+c,瓦C五沅一rs=tan A tan B tanC tanD

倣（例1 )

習 迢i 咯 解

(2)左邊=2 si1《A+B)cos(A-B)+2 sin C co,0
=2 sin C(cos(A-B)-cos(A-1-B)) 
=2 sin C 2 sin A sin B=右邊

倣［例2 J (4) 倣(2 )證之。. 
1 sin A cos A=---sin2A, 
2 
1 sinC cosC=--sin2C則變成(2 )題。2 

左邊=2 cos(A+B)cos(A__:_B)+2 cos2C= -2 cos C cos(A-B)
+2 cos2 C= -2 cos C(cos(A-B)-cos CJ
= -2(cos(A-B)+cos(A+B))cos C=右邊

倣（例3-)

(5)變 1 sin B cos B=- -sin2B. 2 

左邊=2 cos(A+B)cos(A-B)一2 cos2C+1
= -2 cos C cos(A-B) +2 cos C cos (A+ B) +  1
=2 cos C(cos(A+B) -cos(A-B))+ 1 =右遍
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1 (9) 左邊=·(1+cos2A+I +cos2B+I +2 cos C) 2 
1 =- (3+ (cos2A+cos2B+cos2C)J 2 
1 =-·(3-4COS A cos B cos C-1)=右邊
2 

(10)倣（例4) (11)做（例4)
(12) 先作 si忙A-s研B-s璋C=-2 sin B sin C cos A.

後倣（例4) (13) 倣（例 5)
A+B A-B (14) 左邊=2 sin一·一cos- - -+2 cos2 -一C 

2 2 2 
C A-B C ::s2 cos--(cos- -+cos一）2 2 2 
C A-B =2 cos- -(cos -—+cos(90° 一－－一A+B 
2 2 2 ））
C B A =4COS—cos (45°-一）cos(45° 一－－）2 2 2 

(15) 右邊=2 COS一－一(co元-A /1t一 (B+C) B-C 
4 4 

+cos 4 ）
元一A 1r+A 元一A B-C =2 cos- cos-+2 cos— cos -4 4 4 4 
1t A B+C B-C =cos--+cos-+2 cos一一— cos—-=右邊
2 2 2 4 

tanA+tanB 
(16) tan(A+B)=-tan C, 一一－一＿＿＿－一一-=-tanC1一tanA tanB

.·. tanA+tanB+tanC=tanA tanB tanC. 兩邊除以
tan A tan Etan C即得證之。

A B C A 
(17) 倣J:.題得tan--+tan-一=cot---tan--tan- -B C tan�- -

2 2 2 2 �
If tan之項改爲cot之項則．得

C cot--一
2 1 1 C -兀+—- - -=cot一－

cot一 cot-B 2 A B cot-- cot一一
2 2 2 2 

f! 

(18) 

(19) 

(20) 

第三章複角函廠

B A A B C C cot—+cot--=cot一 cot— cot一-cot—·2 2 2 2 2 2 
a+fJ a-/3 左邊=2 sin方;- cos�+2 sin差 cosf

y a+fJ a-{3 =2sin一(cos2 2 --cos� —)＝右邊
L, 

cot a=cot(-(f3+Y))= cot /3 cot y-I
cot f3+cot y 

即 cot a(cot f3+cot Y)=一 (cot f3 cot y一1), 故得證。
A+B=2元一(C+D)
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如(A+B)=-tan(C+D) tan A+tan B tan C+tan D 
＝－ 'I一tanA tan B I一tanCtanD

(tan A+tan B) (l-tan C tan D) 
= (tan C+tan D) (tan A 回 B-I)

·.·tan A+ta11 B+tan C+tan D=tan A tan B tan C
+tan B tanC tanD+tan C tan D tan A+tanD tan A tanB
=tan A. tan B tan Ctan D(cot A+cot B+cot C+cot D)

••• 得證

13. 11於等差級數(A.P.)等比繳數(G.P.)及調和級數(H.P.)
等問題

（例l J 若sina, sin fJ, sin y爲A. P., 則

tan竺?• tan苧"!-, tana;/3亦爲A.P.

（置） 因sina-sinf]=sin (3一siny 
1 1 1 即cos- (a+ (3)sin一(a-/3)=cos一·(/3+y)sin--(/3-y) 2 2 2 2 

即cos1 (a+fJ)sin拉譯－志五）

=COS�(/:3+ y)sin�(硒治一戸）
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1 1 1 即cos- -(a+{:J)Csin -(y+a)cos一(fJ+Y)
2 2 2 

-cos-}(y+a)sin-�-(f3+y))

1 1 1 =cos一(/3+y)Csin-(a+f3)cos一(y+a)2 2 2 
1 1 -cos (a+ fJ)sin—(y+a))
2 2 

1 1 1 兩邊以 COS一(a+(3)cos--(,8+y)cos一(y+a)徐之．2 2 2 
1 1 tan一(y+a) -tan -(/3+Y)
2 2 

1 1 =tan一(a+/3) -tan--(y+a)故稈霨
2 2 

(fl 2)設tana, tan(:3, tan y爲A.P., 又tana, tan fJ.

tano爲且P., 則 =1 tan y Ssin叱色二®
tano sin 2a szn 2/J

（霆）今tana+tany=ztan(:3 (·.·A.P.)
1 1 2 ＿十－tana tan"S＝ tan (3 (·.· H.P.) 

tan y 2 1 故一—=(2 tan (3-tan a)(一—--一一－）
tan o tan (:3 tan a 

一1

=5 tan a tan /3-2 tan國-2 ta!Z_2 fl_
tan a, tan/3 

2(tan a-tan (:3)2 2 sin2(a-(:3) ＿ － 一一—---=1-—--—-—·
tan a tan /3 cos 國cos2f3 tan a tan S

一1-一 －2 sin2(a-(:3) 8 sin2(a-f3)=1----• 一

cos a cos szn a sin f3 sin 2a sin 2fJ
（例S)段a+f3+Y=元，又tana, tan/3, tan y成A.P.,M

4+5 coszycos(f3+y-a) = -一·

5+4cos 2y

(II)今tana+tan Y=2 tan f:3=一2 tan(a+y)

第三軍 襄角函欺

＝：：：：－忠色色社竺立
1一tana tmi y (·.· A. P.)

• • 1一tanatany=一2 , 即tana tan Y=3

故

即

tan a=3 cot y 或tan2 a=3 cot2 y
1一cos 2a 9Cl+cos 2Y)—= 1+cos 2a 1一cos 2Y 

1 5+4COS2Y 
＝ －一（合分比定理）cos 2a -(4+5cos 2Y) 

但 cos 2a= -cos(元
一2a)= -cos(f3+y-a)

cos(f3+y-a')= 4+5 cos 2.1_
5+4 cos 2Y

「例4) 段sina與cos a之等差中項爲sin0, 等比中項爲
1 元sin<b, 求證COS20=--CO$ 2<b=cos2(—+a)
2 4 

（鼴） 依假設則{ 2 sin()=sina+cos a• ……··Cl)
sin2 ¢=sin a cos a••··········(2 )

((1))2一(2 )X2, :/息4sin20一2 sin2 <l>=l

4( 
1一cos 20 1一cos 2<1>）一2( )=12 2 

1 ••• cos 20= - -cos 24>2 
1 1 1 又--cos2 cp:::;--(1一sin2 cf,)=一(1一2 sin a cos a)2 2 2 

1 1 ＝ 一(1一sin2a)=-(l+cos己!...+2a))2 2 2 
1 =--(2 cos2(王-+a))=cos2(王-+a)2 4 4 

1 ,r ••• cos 20=--cos 2<b=cos叱—+a)2 4 

習 麵 十九

143

'1)設 sin(B+C-A), sin(C+A-B), sin(A+B-C)成等差飆
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(3) 

(4) 

氦則tanA, tan B, tan C亦成等差級數。

(2) 設一三魚形之三內角各爲A,B,C,若sinA, sin B, s诒C
A· B C 

成A.P沮rJ cot2, cot2. cot2亦成A.P.

cos(f)-a), cosf), cos(f)+a)成H.P. 則
a cosf)= 土V歹XCOS一
2 

a+f)+Y=元， 又sina, sin f). sin y成等差級數，則
1 1tan一atan一y=-1 
2 2 3 

(1) 

(2) 

'3) 

若

設

． 

．． 

． 

．． 

因

習 麵 略 廨

sin(C+A-B)-sin(B+C-A) 
=sin(A+B-C)一sin(C+A-B)
••• 2 cos C sin (A-B)=2 cos A sin (B-C) 
••• cos C sin A cos B-cos C cos A sin B 

= cos A sin B cos C-cos A cos B si:i C 
兩邊除以cosA cos B cos C, 則得證。
由假設sinB-sin A=sinC-sinB, 故

B+A B-A C+B C-B 
2 cos- sin-=2COS-一sin一

2 2 2 2 
C B-A A C-B 洫—sin一 =sin一 sin
2 2 2 2 
C B A A B 洫一 (sin-- cos一-cos一 sin-)2 2 2 2 2 

A C B C B 
=Sin一(sin一 COS一 -cos一 sin一）

2 2 2 2 2 
A B C 

兩邊各除以sin一一 sin-一- sin—-, 則得證。2 2 2 
2 1 1 cos(a+fJ)+cos(/3一邙2

尹
－

氬8勻十cos({J+a)=
cosc戸靈郅

一

面
2 cos a cos f1 2 cos a cos fJ 

．氬"/3-a)cos(fl+a)= cos2 {J-sin五 ；故
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(0 

即

a y a y =2(cos—— COS一-sin一 sin--)2 2 2 2 

靄

14. 雜

（例1)

,(耍黷）

（證）

（例2)

• ft sin�a a cos2 (3= - =l+cosa=2cos2一，故得證。I-cos a 2 
sin a+sin Y=2 sin /3=2 flin(a+y) 

a-y a+y a y a y cos --- -- =2 cos — 即COS一一 cos-+sin-- sin-2 2 2 2 2 2 

a v a y a y 1 3 sin-:-一 s£n-辶 = COS— COS一，故tan-tan-=-2 2 2 2 2 2 3  

貶

題
sin A A+B+C=元則cot A+-—一一一在式中，A,B,CsinB sinC 

之位置，無論如何互換，其值仍不變。

將原式變換爲關於A,B,C之對數式。

cot A+ sin A cos A sin A
祏inBsinC= sin A 十 面訌這起

cos A sin B sin C+sin這 cos A sin B sin C+I-cos2 A一 一 -· -= ·- . 
sin A sin B sin C sin A sinB sin C 

I +cos A(sin B sin C-cos A) ．－－一...
sin A sin B sin C

I +cos A(sin B sin C +cos(B+C)) ＝ 一. --
sin A sin B sin C 

I+cos A(sin BsinC+cos Bcos C-sin B sin C)＝ sin AsinB sinC 
l +cos A cos BcosC＝－．． 一一－一

sin A sin B sinC 
上式右邊A,B,C之位置，無論如何互換，其值顯然不變，故左
邊即原式之值不變。
若 sina+sin (3+sin y=O…···CD及cosa+cos f3+cos y 
=O······CID時，試證3((3-y),3(y-a), 3(a-(3)各爲27t之
整數倍，並求cos2a+cos2 f3+cos巧之值。（武漢大學）



146 

（解）

標

（例4」

（匿）

（例5」

{M) 

由
由

準 高 中 角 學

cos ax (!)-sin ax戯得sin(a-fJ)+sin(a-y) =O·••(8) 
sinax(!)+cosax媯得
1 +cos(a-f))+cos(a-Y)=O…………..... …..... …"®

因由®得白1一cos2 (a-f))+ ./1-cos2 (a-y)=O, 展開之得
cos(a-f))= 土cos(a-Y)

由®及上式得cos(a-f))=cos(Y-a)=一－－1 
2 

1 
同理可得cos(fJ-Y)=cos(Y-a) =cos(a-f))= -2

故
故
又
故

fJ-,·=Y-a=a-fJ=2n•360° 土120°

3(/3一访 = 3(y-a)=3(a-fJ)=360° 之整數倍
fJ= 120° --a. Y= 120°+a 
cos2 a+cos2 fJ+cos2 Y 

=_1-(3+cosza+cos(Z40°-紉+cos(240°+z a))
2 
1 1 3 

＝一(3+cos2a+2 cos 240° cos za)=-—X3=一－
2 2 2 

設tana,tanfJ爲x2+px十q=O之根， 且a-:1=f], 試證
sin2 (a+f3)+ p sin(a+fJ)cos(a+fJ)+ q cos2 (a+f3)=q 

tan a+tan/3= -p, tan a tan fJ=q 

tan(a+f])=� 色，cos2 (a+f))= 2 烆1)2
q-l p + (q-1)2 

故原式=cos2 (a+f])(tan2 (a+f3)+ptan(a+fJ)+q) 

(q 一1)2
p p 

z(( =p玕(q-1) q丑
一） z+p(--)+q)q-1 

p2 
＝严（戶十

_p_Pii已）－十_!j_(q-1)_2_
2 p2十(q-立p2+ (q-1)2 = q

l+m 
若sinfl= m sin(2a+ fl), 試證tan(a+f)) =-tan a 1-m 

由

得

由sinfJ=msin(2tX+f3), 得
sin(臨十g辶L

sinf] m 
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、J

)

J

)

1

2

3

4

 

、

J

J

1

2

 

(3) 

(,4) 

若

試證

sin(2a+fJ)+sinfJ l+m－－ ．＿＿＿ ． －－＝ sin(2a+/3)一sin/3 1一,n
2 sin(a+f3)cosa I+m 

＝ 2 cos(a+,8)sina 1-m 

故 加 (a+/3)=忙tana

習

耆

題

題 略

十

a+f3+Y=1t, 又sina=cos fJ cosy時，試證
tanfJ+tan Y =l 

sin2 (a-0)+2 cos a .sin(a-0)sin e+sin2 0中之0與式之亻直
無關。
若 tan a, ta11./3爲x2+bx+l+b= C之根，且a�/3
則 sin(a+.B)=cos(a+/3) (武漢大學）
設 a�/3, 且均能滿足a cos20+b sin20=c, 

cos2a+cos2 ,13= a
2+ac+护
a2+b2 

解

因 a = ;r一 (/1+Y), 故 sina=sin(f1+Y)=cos {J cosy, 
即 si�澤cosy+cos f1 sin y=cos f1 cosy, 故tanf1+tanY=l 
原式=sin(a-0)Csin(a-0)+2 cosa sin0)+sin2 0 

=sin(a-e)Csin(a-e)+sin(a+e)一sin(a-0))+sin2 (J' 
=sin(a-0)sin(a+0)+sin2 0=sin國-sin2 e+sin2。

=sin2a 故0與式之值無關
sin(a+/1) StnQ冷tntan a+tan /1= = -b, tan a tan f1= /1 =I+lcos a cosf1 cosa cosf1 

故sj_tJ(a+/1) sinasin/1 
cos a cos/1 cos a cosf1 - =1一 ，即sin(a+f1)=cos(a+fJ)

化原式爲a (cos2 0一sin2 0)一2bsin{) cos 0=c 
2a cos2 8-a-c= 2b sin{) cos (J, 
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(2a cos2 0-a-c)2=(2b sin () cos 0)2即4(a玕b2)cos4 ()一
4(a2+ac+伊)cos2 0+(a+c)2=0視上式爲 cos2 ()之二次方程
式，則cos2 0兩根爲cos2 a, cos搞故得證。

綜合習題＝

2 4 ( 1 )  已知 cos A=一 及sinB=一，求sin(A-B)及cos(A-B)之臚3 5 

答：一8土3./5
一

竺胆；j� 互
15 ' 15 

(2 ) 求 cos 130 ° tan(-45°)+sin 150 ° sec 2 10 ° 
之值。 答： 1-*

(3 ) 求 cos 20 ° cos 40 ° cos 80 ° 
之值。 答： i

(4) 求 cos 40 °+cos 60 °+cos so0+cos 160 ° 之值。 答：｝
(5 ) 求 tan 20° tan40 ° tan 60 ° tan 80 ° 

之值。 答： 3

( 6) 試證sin 10 °+sin 20 °+sin40 °+sin 50 °=sin 70 °+sin 80° 

(7) 試證COS宓＝ 1一tan互
1十tan2x

(8 ) 求證tan x+2 tan宓十4 tan4x=cot x-B cot邸
提示： tan x-cot x=- 2 cot宓

1 (9)試證sin(x+y)+cos(x-y)=2 sin(x+---元）sin 
4

1 (y+-1r)
4 

1 (10) 試證sin(x+y)一cos(x-y)=一2 sin(x--元）sin(y-­I 
4 4 

提示： ( 9)及( 10)應從右邊推至右邊
1 l (1 1) 求證cos a+cosfJ+cos y=4 cos (a+f:3)cos一(f]+y)
2 2 

元）

1 cos-i(y+a)--'-cos(a+f3+Y)
X X X X X (12) 求證 16sin 一 cos- cos一 COS — cos-=sin x16 16 8 4 2 

(13) 求證 sin(a-fJ) tan a-tan fJ -(cot a- cot /3)
si氰d平/3)

＝ ＝ 
fJ tan a+tan cot a+cot /3 

第三章 複角函數

(14) 求證 sin(a+/3)s£n(a-/3)=sin2 a-s£n2 f3=cos2 fJ-cos2 a
1 1 (15) 求證 tan 30+tan 0 －cot 30+

一

co一t－ 0 =cot 40

(16) 求證 4 cos 3a sin3 a + 4  sin Sa cos3 a= 3 sin 4a,
tan2 2x-tan2 x r17) 求證 tan3x tanx= 1 - tan2 2.x tan2 x

提示：左邊=tan(2x+x)tan(2x-x)=…...

· 2 · 2 

(18) 試證 sin3x= sin 2x. -sin x
sinx 

(19) 試蹬 sin(a-O)sin(f]-'I) +sin(f]- O)sin(Y- a)
+sin(Y-{})sin(a-f))=O

(20) 試證 tan(x-y)+tan(y-z)+tan(z-x)
=tan(x-y)tan(y-z)tan(z-.1:)

(21) 求證 16 cos5 x=cos Sx+s cos 3x+ 10 cos x

(22)繹tan(王－十差-)+cot(王十至=-?_4 4 2 cos ::c

149

(23) 求證 2 sin 7x+I6 sin .x cos2 x= sin6x+ 4 sin2x 1+2 cos3 2x)- (_一－
COSX 

提示：左邊＝ I
COSX 

(sin Bx+sin 6:i:+8sm 2x cos- :r)

(�4) 求證 sin7x=7 sinx-56sin3 x+ll2 si1l5 x-64 sin1 x
(25) 求證 sin 6x=2 sin x (I6 cos5 x-16cos3 x+3 cos x)
(26) 求證 sin Sx+cos 5.x= (sin x +cos x) (2 cos 4x+2丶in2x一I)
(27) 求證 tan9°-tan27° ...-tan63a +tan BIO =4 
(28) 求證 tan 20° +tan 40 ° 十」3tanZ0 ° tan40°=✓3

(29) 求證 cos七'1+cos2 (60 °+ A)+cos2 (60 °-A)= --3 

2 

2:-r 4 1t:  41t: 阮 61t: 宓 1(30) 求證 cos一-cos—-+cos一-cos-+cos一-cos一 － ＝－一－7 7 7 7 7 7 12 
股a+/3+Y=宓： (31—32)

a fJ (31) 求證 sina+sin/3-sinY=-4 cos一-cos--sin- -y 
2 2 2 
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(3 2 )  

(33) 

(34) 

(55) 
(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41 ) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

求證

若 7t a+f3+Y= 一 ：
2 

試證

試證

試證

試證

a (3 cosa+cos (3-cos r=4 sin-sin— cos ,
'

2 2 2 +1 

(33--36) 

(tan a+ tan f3+tan y)( cot a+cot f3+cot y) 
=1 +c.oca csc fl csc y 
sin2a+sin2 f3+si互21
霸邱十sin2 {3-sin2Y=cot a cot f3

cot a+cot f3+cot y=cot a cot f3 cot y 
tana+tan{3+tan y=tana tanpX :an')' 

+sec a sec f3 sec y
• 7t 提示： sin(a+f3+Y)= sin-= I2 

a+f3+Y=元： (37—46) 

若

試證

試證

試證

試證

諴證

試證

試證

試證

試證

3 3 3. sin3a+s£n 3/3+sin 3Y= -4 cos--a cos- -fl cos一，2 2 2 
cos 4a+cos 4/3十cos 4Y=4 cos 2a cos.2,8 cos 2y一1

a (3 sina+sinf]一sinY=4 sin- - sin- 一 COS一

y 
2 2 2 

cot fl cot y+cot y cot a+cot a cot /3= l 
a fl y a (3 ·, 

cot—+cot-+cot- -=cot--- cot-一 －一
2 2 2 2 2 cot 2

a (3 . . , 
cosa+cosf]一cos Y=4cos-

— cos-一 一＇ 
2 ') sin 

， 
"- �

cot fl十cot y cot y+ cot a cot a+cot ,8 
沄zfl十tany十硒百正五十 這戸证璆

=l

cos 2a+cos 2 /3十cos 2Y+4 cos a cos ,8 cosy 
=cos (a+/3十Y)

cos3 a+cos3 (3+cos3 y 

3 . 3 , a (3 =1一sin一asin--/3sin43 sin一 sin---- sin---
2 2 2 2 2 2 
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(�G) 

17) 

1J8) 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

嵌 (53)

米 (54)

術 (55)

試證

" _,^__刁

試證

a (3 y o a tJ cos— cos-+cos 一 COS一 =sin一 sin一
2 2 2 2 2 2 

y +sin-- sin--
2 2 

設 cota, cot (3, cot y爲A.P., 則cot ((3-a), cot /3, cot ( /3-Y) 
亦爲A.P.

試證

設

爲

設

則

若

若

sin((3十2Y)+sin( y+2a)+sin(a+2/3)
(3- y y-a a-(3 =4sin sin一 sin-—..

2 2 2 
a+/3+r+o=2元； (47一一48)

tan a+tan f3+tan y+tan o 
cot a+cot (3+cot y+cot o 

-=tana tan/3 tan y tan t 

tana, ta花8, tan y 爲A.P.又tana, tan (3, tan o 

H.P. 則 =l一tany Bsin叱a- /3)
tano Stn 2a Stn 2 /3 

a+f1+Y=1t, 又 sina, sin f3, sin y成A.P.

cot a /3 Y 一一，cot-. cot--亦成A.P.2 2 
sin a sin /3 sin y= p及cosa cos (3 cos y=q, 試證
tan a, tan /3 ,tan y爲qx3 -pxz十 Cl +的x-P=O之三根

若

cosa+cos f3+cos y+cos a cos (3 cos Y=O, 
試證 cs.::2a +csc2 f3+csc2 y土2 csc a csc (3 csc Y= 1 

a (3 tan一 =tanL- , tanf1=2 tan叭則 a+f3=2q,,2 2 
試證之。
sin A: sin B: sin C=x: y: z, 則

C A B (x-y)cot-+ (y-z)cot-+(z-x)cot =O2 2 2 
提示：用比例法求出x-y, y-z, z-x 
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素(56)

*(57) 

峯(58)

豪(59)

慚(60)

設sin3 y=sin( A-y)sin(B-y)sin(C-w 

求證 csc 2 y= csc 2 A+ csc 2 B+ csc 2 C 

設 x ,y ,z爲A.P., 則

提示

設

設

1 
tany sinx+sinz tan- -(x+z)

一 =-. . = 
tan(y-z) sinx-sinz I tan- -(x-z)

2 

y-z=y-x即y-z=+(x+z) -z=½(,r-z)

竺A-B) sin2 C 
tanA +- -一sin2 A =1, 則tan2 C=tan A tanB

cos(<J,-a) , cos<J,, cos(<b+a)爲H.P.,則
1cos<b=」歹cos-a
2 

若三角形A,B,C,三角合乎sinA= sin B+sinC 
cos B + cos C 之關係．

則爲直角三角形。（東北大學）

L 

（蹬）

第四章

(ii) 

(iii) 

又

即

段

三角形邊角間之閼係

正弦定it (Law of sine) 

設任意三角形6ABC中，A,B,C表三內角； a,b, c各表角A,
B,C之對邊，則邊與對角之正弦成

，

比例。
a b c 

Bi元 =;r,丑1
=

iin-c
Ci) 設 6ABC爲銳角三角形，AD爲BC之垂線，則

sinB =
AD堃卒= C 

AD = c sinB 

sinC= 
AD�AD

AD立：
c sni B =b sin C 

』\
即 b c 

函瑾
＝

霓C

同理庄C引對邊之垂線，則得 a b 
函元

一

A= 函元B
a b c 

sz元A =函瑾＝聶·c

設 LABC爲鈍角三角形，B爲鈍角，作AD垂繭CB
之延長線，則

AD=AC sin C=b sin C 
AD=ABsinB 

=AB sin(I80°-B) 
=csi.nB 

bsinC= c sinB 
b C 

霏s
=

亭

.6ABC為渣焦三角形，乙C=L'?

故

"-
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則sinC=l; sinB=-b

C 

即 b C C =c=一 ＝sin B l sinC
由正弦定律之公式，任意三角形，若已知兩角及一遍，或潛邊直
一邊之對角，可求出其餘之部分。

2. 餘弦定律(Law of cosine)

b co,,C+c"'8B�a l a'非是2 bccosA l 
ccosA+acos C= b  ... (A) b2=c2+a2-2ca cosB…(B) 
ac臨 B+b cos A=c c2=a2 +b2 -2ab cos C 

cusA= 02+c2-a2 

2bc 

cosB= c
2+a辶护

2ca � (C) 

a2+b2-c2 

cosC= 2ab
（匿） 於b,ABC中，自A作AD土BC, 交BC或其延長線於D,

二丶'
〔

鬮

】

於（圖一）中．
BD=ccosB 
DC=bcosC 
BC=BD+DC 

••• a=c cos B+b cos C 

二
〔

圖
－

n

於（圖二」中，
BD=ccos乙ABD=-ccosB
CD=bcosC 
BC=DC-DB 
.·• a=b cos C +c cos B 

同理：若自B,C各向對邊作垂線，即可得任意三角形中之一組．
係式：

茅四章三角形逼角間之關僳 155 

｛：二悶:。震；．：． ．二二二闆
a cos B + b  cos A=c·• ....'. …·····(3) 

由(2)Xb一(1) X a, 得bccosA-accos B亞－色·…(4)
由(3)xc+(4), 得 2bccosA=c守-a2

a2=fJ2+c2一 2bccosA
_, 同理可得：：：譯了:;:::: l 

cos A= b2+c2-a2
2bc 

cosB~士 l
cosC= a

2+b2-<fl
2a b  I 

由餘弦定律之公式，任一三角形若已知兩邊及夾角，或已知三邊，
可求得其餘三部分。

或

｀正切定律(Law of tangent) 

1 tan一

2 CA-B)
1 

｀呻2CA+ B)

1 tan-CB-C)2 
1 tan-(B+ C)2 
1 tan--(C -A) 
2 

1 tan3(C+ A)

a-b
a+b

b-c 
b +c ＝

c-a
c+a

q酊由正弦定律
a b a sin, 苧＝声 .·. �b-= siiiB
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由合分比定理，
1 • 

a-b sinA-sinB 2 2 cos-(A+B)sin只A-B)
＝－ －＝ a+b sin A+sin B I 1 2 sin一(A+B)cos- -(A-B)2 2 

1 1 =cot一(A+B)tan--(A-B)2 2 
1 

a-b 2 tan—(A-B) 
．．．一－＝a+b 1 tan---(A+B) 2 
同理可證其他關係式。

,. 孚 角 定 葆

. ABin 
2 

＝」（己）(s-c)
be 

(1) <sin--!}-=jC仁;;sc己
ca 

sin-f=J(s一盆（己）

亨
[_
ca
-

[
函

』
「－

三
r一

[

l

＼

J

J
之
－
s

ll

=-

ll

囘
凶

l-

lI

=

Ai
2;
B-
2
C_e

`
八[
2
B
2
C
2

兀

兀

E

徑

8

8

8

a

a

a
 

t

t

t

 

之£
,
_l
_

l

仁

C

C
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·皇
、

）

之

爲

、
J
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,

4

 

（
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（

（
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、
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）

-
）
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-
c-
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二－
G
_

U＿
L
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l
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＿
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_
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s
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丶丿

r
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l

 

-

S

S

-

a

8

'
F
 

、
丿

:
f-
sc
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b
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,

－

E

 
I

 

+

a
 

,＼

（
 

＇
丨

l
丨`
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I
V

v

 

=

＝

＝l

1一
2

A一
2

旦
2
C一
2

』

n

n

n

 

ta

ta

ta

但

'

4
'

,

、

、
J3

 
(

（桎） 由餘弦定律得

a2=护十c2-2bc cos A .·. cos A= --- -一－瓦-c辶ail
2bc 

A 1 (1) sin2 -一=---(1,一cos A)= 1 b2+c2一a2
(1一 一 ．．一-)

2 2 2 2hc 

節四．三預形浸魚間之閥棨

1 1 =—(a2一 (b-c)2)= 一一 (a-b+<t)(a+b-c〉4bc 4bc 

因2s=a+b+c故a-b+c=2(s-b)

a+b-c=2(s-c), -a+b+c=2(s-a) 
A I 疏—=-Cs-b)(s-c)2 be 
A 

- —
因O<y弓.·. sin圣＝」（己正三）

B 同理sin-一＝ (s-c)(s-a)• 
＝

、

C (s二)(s二
2 J—e亡— , stn 2 J---ab--

A I 1 b2+c2-a2 
(2) cos2—=- -(I+cos A)=一 Cl+一一）2 2 2 Zbc 

1 1 ＝一 C(b+c)2-a2)= -- --(a+b+c)(b+c-a)4bc 4bc 
1=bcs(s-a)

因O<差－＜于 .·. cos护」箜尸
同理COS差＝」頁已0, cosf =J鬥戸

. A 
A stn 

(3) tan = 2 (s一b)(s一c) be (s-b)(s一 C)
2 �;s三－戸·戸

＝ 」s(s-a)
2 

霆tan仁」Cs-;(
�巴五!!l, tan今」�芷严

(4) A 於b.ABC, 設內切圓心爲［湟］點爲
D,E,F, 則

BL�' 

157 

AF=AE 
BD=BF 
CD=CE(+ －－ 
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.•. AF+BC=BF+AC=s 即 AF+a=BF+b-$
•• AF=s一 a. BF=s-b, 同理CE=s一 C

A FI r B FI r 故 tan2::z: 汨，＝ 戸tany=霏了二6

C EI r tany=CE=s=c 

s. ::: 負形之蘑法

一 三丹形中有六個原素．即三個內�(A,B,C)及三邊(a,b,c).
但因A+B+C=180° , 故實際只有五個條件。任意知其中三個（至少
貘有 一邊）共餘兩個即可求得。今分二頲討論於下：

（讎） 等諉三角形及正多邊形 可變爲直有形 解之。

（一） 直免三角形之辨法
段 L:::.ABC中 LC=90°, 應用三角函藪之定義及畢氏定量．
則 a,b,c, A及下有下列之關係式。

a= c sin A= c co s B•··············(1) 
b=c sinB=ccos A•··············(2) 
a= btan A=bcot B•··············(3) 
b=atan B=acot A•··············(4) 
c2=a玕巴····························(5)
A+B=90°.......................... -(6) 

直丹 三月形之解法可分爲四種如下：
(I) 巳知斜邊及一直有邊，即已知C及a邊：求A及B"

用公式(l); 求b邊用公式(5): 驗算 A+B=90°

(ii) 已知南直有邊．即巳知a及b兩邊：求A及B fl:! 用公式
(3)或(4): 求C用公式(S); 鹼算 A+B=90°

(iii) 已知斜邊及一銳角．即巳知，C邊及B角：
求a邊用公式(1); 求b邊用公式(2)
求A角用公式(6); 騸算用公式(5)

璽l!!I • .::!"'� 暹角閶之闢爆 1&I 

(iv) 已知一直角邊及一銳角．即已知a邊及A jrj:
求B�用公式(6); 求C邊用公式(1)
求b逼用公式(3)或(4); 驗算用公式(5)

月 1) 巳知 A=30° , a=25, 求解此直有三月形。
（層） LB=90° 

一 LA=90°
一 30° =60·

a 25 25 C一平－亨 = y一50

a 25 
巳盃刀=

tan詞

2 ＾二＂
＝孚= 25,/3

驗算：a玕b2::;=c2 即(25)玕(25,/3)2=50'
C軻2) 巳知 a= 70, b= 70./3. 31t解此置有三舟形

（屏） C=,/7ii°-亞＝」而十(70,/3)2=,/4900十14700=./晒
=140 

a 70 1 tan A=-=-一＝一= · 丶 LA=30°

b 70✓ 3 ✓3 
LB=90° 一 LA= 90°一30° =60°

驗算：乙A+LB=90°

（例3) 巳知一等諉三角形之底長爲位」T, 高21. 求觸此三月殫．

（熙） 如右圖自B作BD...LAC, .Rtl 

AD = 
AC 42✓3 
2 2 =21✓3

.·. AB=BC=✓BlJ2+ADz 
=✓ 441 +1323= 42 

tan A= BD 21 詡=· 1 
21✓3

=

-73 .•. A= 30"

因 D>.ABC爲等蜃三月形 ．丶 A=C=30° 
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（例4)

（國）

（二）

震準窩中三角·學

B=l80° 
一30°

一30°= 120°

設正n角形之邊畏爲c, 外接圓半徑爲R, 內接圓半徑爲＾拭

證 R=-½-c•csc� 昱
0

及「十•cot亨
如右圖設

1 
AC= c, AB= R, BD=r, 則

AD= 一c. 按幾何定理知2 

LABC=門戶，故直角三 角形

ABD中，乙X=字，且R爲

Lx之斜邊，，爲L.x之鄰邊及
AD爲互之對邊，故

1 
. 180° AD 2 

-c
sznx=szn = -一＝n R R 

1 -c 
R= 2 =1..c• 一辶= !_ 180:, 

lBOa 2 C CSC-180° n 

又

sin--n sin
jj 

一C
I 

180° AD 2 tanx=tan—=--=一

1
-c

n r r 

2 

． 
.. 

2 1 1 1 , =- =-C• =一 180° 

1800 2 C• cot-
tan— tan 180° 2 n 

n n 

任意三角形之解法
玆分四種情形分別擧例討論於下：

(i) 巳知 二 角及一邊
設已知一邊 C 又二角 A,B,
(1) 求乙C= I80°

一 (A+B)
(2)求a及b邊

（例）
（酵）

第四章 三角形是角間之關係

csinA a= 一 ·一· 一

sznC' 
. csinB 
/J= -

sinC 

a-b sin A-B
驗算：—＝c . A+Bsin 2 
已知 A= 105°. B= 60". C=4. 求C, a, b。
C=l80° 

一 (A+B)=l80°
一 (105"+60°)=15°

csin B 4sin60° 
,,/34•--

2 8,,/3 b=-- -= sin C sin 15° =

」
一<f-✓2

=
」百一」才

4 
=8✓3(✓6 +✓2) 

6一2 = 6」2-+2✓6-

csinA 4sinl05° 4sin(90°+15°) 4 cosI5° 
a= ---- = 

一 ．－ 一·- ·-= =-一---一－一
sin C sin 15° sin 15° sin 15° 

=4 cot 15°=4 (2+✓3)= 8+4✓3 
驗算：略

161 

€ii) 已知三邊

（註）
（例Z)

C億）

設已知三邊 a, b, c, 
惡用餘弦定律求LA, LB, LC, 

cos B= cos A= 

b2+c2-a2 
2bc • 

c2十a2-b2
2ca 

cosC= 

a2+!J2-c2 
2ab 騶算： A+B+C=11t 

有解之條件爲二邊之和大於第三邊。
慮用半免定律解，則用對數計算爲原則.
已知 a= ✓3-+1, b= ✓2, c= 2, 求A, B, c.

b2+c2一必 C✓2)2+22-c"'芍f+1)2 
cos A= ——= 2bc 2•2•✓ 2 

＝一2+4一3-2✓3一1 2一凶'3凶歹一 2✓3✓'叉
= -'-'= 

4•✓ 2 W2 4•2 
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互:-✓s ✓s-✓i= =-4 4 
•·• LA=I05°(LA =I95 ° 不合理）

c2+ a2-b2 Z2十(./3+1子一(./2)2cosB= —- = 
宓 呤(./3+1) -

4+3+2✓3+1 一2 6+2✓3 2(3+./3)= 4(./3-+ 1) 
= 

4(./ i + 1)了./3+1). 

(3+嶧）(./3 -1) 3✓3 +3 一3 -./3
2(3一1)

2✓3 ./3＝ ＝
4 2 

••• LB=30 ° 

＝ 
2•2 

.•• LC=l80 ° 
一(LA+LB)=180 °一(105 °+30°)=品．

，鈳 3) 設三邊爲'x2+x+l. 丑-1. 宓十1,求其最大角。（設$>0

礴） 今 x2+x+l一(x2
一l) =x+2>0

又 x2+x+l一（缸十l)=丑-:e=x(x一l)>O (·.· �>l) 
故 z庄士十1 爲最大邊
按何學知大邊對大魚．今設此角爲G星 則

eos,G= (x2一1)2+(缸十1)2-(丑十x+l)2
2(x2-1)(缸十1)

宓3+x2一2「一1 1 
一-2(宓十必－宓 一o

= 一

歹

.•. cq$(l80°- G)=_l_ .·• 180 ° - G=60° 
2 

••• G =120竺即最大角爲120°

岬） 已知兩邊及一夾免
段已知雨邊b及 c, 一夾魚A

(1)餘弦定律法
求a遑皇 則用a2=lJ2+cZ-2bc c心A

'2)正切定律月法

第四· 三有形逼角間之關係

求
B-C

2 角，
B+C A 

-- ·.· —=900-—爲已知2 2 

.. tan孚鯽 an孚龘弓
險算： a b c·- = = 

sin A sin B sin C 
＂＂） 巳知 C=3, b=5, 乙A =120竺求 a, B, C。

<•) a2=c2+lJ2-2bc cas A=32+52一2•3•5 cos 120• 
1 =9+25一2• 3面－一）=34十15=492 

•• a=7 (-7 不合）
B+C A 120 ° 
一 －—=90 °-—=90 °-一=30 °·······'"(1)

2 2 2 

tan亨七 cot于彎ot60 ° 

,./3 =4一＝ 一
3 3 

4
,.;-3 

B-C 
. . —= 24-34°••••·•••••••••••••(2)2 

廨(1)及(2)得B=54-34 °, C=S-66° 

(iv) 已知二邊及一對角
設巳知二邊 a及b一對角A,

(1)求LB sinB = 
bsinA

a

(2)求LC

(3)求C算

驗算：

討論：

LC=180 ° 一(A+B)
a8inC 

C::; • sznA 
A-Bsin 

a-b 2 
�= --:A+B

sin 
2 

si,i B= 
bsinA

U這
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因 sinB之函歟值不能大於正1或小於負1,
故當a,b,A之數值代入後常有下殞之情形：

sinB>I=90° sinB=I=90°, sinB<l.
(1) sinB>I 不可能，則無解。
(2) sin B=I. 則B=90 ° , 故此三角形爲廬角三角形．

若LA<90° 有解， 乙A�90° 無解。
{3). sinB<I』1JB在oo 與180° 之內可爲銳角或錬角，若蘆＠鼻

b 之關係，則有下列情形。
當a>b�. 則乙A>LB

有一解如圖，則爲�ABC,(但�AB'C不合條件。
． 乙CAB'爲LA之補角） C 

；［言呈．了有解. BA�

第四章三角形邊角間之關係 165 

B = 45° 或135°

B=135° 應棄之，因在此情形，Jllj B+C>180° •
.·. A =180 ° 一60 ° 一150 ,,;,750

（例6) 已知乙A=l5°, a=3-✓3, b=3+」3. 求解此三月形。

（解）

當a<b時，則LA<LB
若 L.A恣90 ° 無解

(·.·L.B必小於L.A)
若 LA<90 ° LB反有二值 ，
爲銳角Bi,及其補角B2, 其解
之情形如下；

a<h無解
a =h 則爲直角三角形
a>h, 而a<b,則有兩解爲

.6.AB1C及.6.AB2C
（例5) 已知G=60°, b=2」面

C=3✓2, 求A。

（詹） sinB=缸仔2✓3✓3 1 
C =認2·2一＝ 霆

丶 - -
-

-

c

 

·s b sin A (3+✓3)• sin 15° 

sin = =
-

a 3-✓3 

(3+✓3) ✓2(✓3-1)

3-✓3
02+6✓3)」歹（」3-l)

6•4 
✓2(2✓ 歹十3-2-✓3) ✓2(✓3-+ 1)

＝ 

4 
＝ 4 

乙B =75° 或105°

h=b sin A=(3+-✓3) 」歹(✓3-l)
4 

」歹(3✓-3+3-3-✓3) 2」歹．」3✓6.＝＝ 
4 4 2 

＝ 

＝ 

｀乙A<90 °,a<b, 而a>h
故有兩解
即乙B1=75°, 乙B2=105°

(i)當乙B =75° (6AB1C)則乙C1= l80 °
一(75°+15°)=90·

a sin C1 (3-✓T)sin 90° 3·-✓3 ,·1 = -: 磾兀·= sin 15° =
✓ 2囚i-1)

4 
＝ 

媯-✓T
」-2(」T-1)＝」了(3✓3-3+3-✓-3) 

=✓2•2✓3 =2」百

(ii)當 LB2=105° (6AB2C)則

乙C2=l80 ° 一(105°+15°) =60 ° 
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a sin C2 (3-互）sin 60° 4(3-../3)立
Cc2= ——-

sinA = 歹2(./3
一 一1) = •- - , 一－

4 
✓3一

＝凶百·一- =3✓2
2 

驗算：省略，讀者自行驗算之。

習題二十一

(1) 已知 a=20, C=40, C=90°, 求�. A, B。

(2 ) 已知 8='30°, c=48, C=90°. 求A, a, b。
(3 ) 已知 A=45°, a=20解此直角三角形。
(4 ) 已知正六魚形一邊長 10寸，求此多角內接圈及外接圓半徑。
CS) 設圖之半徑爲「，試證其內接正n角形之邊長爲

2r sin理；外切正 ，n有形之邊長爲2r tan!§. 笠 0
n n 

(6 ) 已知 A=75°, 8=45°, C=20, 解此三角形 。
(7) 已知 A=30°, a=4, b=9, 求解此三角形。
(8 ) 已知 A=60°, b=2, a=」示求解此三角形。
(9 ) 已知 C=3, b=5, 乙A= 120°, 求解此三角形。
(10) 設 A= 60°, 8=45°, 試證

a:b:c= ✓ 示2:,/3+1 
(1 1)設 a=」石b= 2✓3, C=3+../3, 求A,B, C。

(12)三邊爲宓十3, X玕岔十3, X玕宓求最大角。(x>O)
(13) 設 a:b:c= m+n: m_-n:」武示芍五芍，求 C。
(14) 設三角形之三個角之比爲1:2:3.求其三邊之比。

習 頲 畸 廨

{ l) b=20../3, A=30°, B= 60° 

(2 )  A=60°, a=24../3, b=24 

第四章 三角形邊魚間之關係 167 

3) B=45°, C=Z0./2, b=ZO

,j) 外接圓牛徑=10, 內接圓半徑=5'.乃5

(;,) 設內接正n角形之邊長爲石則，＝ X 180°
o, .•. x=Zr sin一

180 n 2 sin-
＂ 

設外接正n角形之邊長爲Y,則 Y=y 180° 180°
一cot- .·. Y= Zr tan-一
2 n• 

(6) LC=60°, b=塵」面 a= 塵J的3+1)

C 7) LB=90°, LC= 60°, �=Ws
(8 ) LB=45°, 乙C=75的C= ,./3+1

(9 ) a=7, 乙B=54.34°, LC=5.66° 

(IO) C=75°, a:b:c=sin A:sin B;sin C= sin 60°:sin 45°:sin 75° 

＝互．互：互-+✓2
2 . 2 4 

＝」志2:.;3+1

(ll) A=30°, B=45°, C=105° 

(12)設 a=宓十3, b=x玕認十3, C=必十ax, 今b-a=x2+x>O,
b-c=x+3>0 (·.·x>O)故b爲最大邊，B魚爲最大

(13) 

(14) 

1 cos B= -- - 故 B= 120°
2 • 

設比值爲k,則a=(m+n)k, b= (m-n)k, c=,./z(m玕n2)k
·.· cos C=O, .·. C=90° 

A B C 設一一=--=一-=k,則A=k, B= 2k, C= 3k, 1 2 3 

n 

A+B+C=I80°, .·. k=30°, .·. A==30°, B:::::60°, C= 90°. 

由 a b c 
sin30°=

声w= sin90° 

I ,./3 
鹹r. a:b:c=-· —: 1 = 1 :-,./3: 2

2 . 2 

6. 三角形中邊與角之恆等式之璽哂
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此類恒等式與前章所討論者不同，式中除角以外，併含有三角落

之邊等等，又所含之角不止一種，通常稱爲三角形之內角。證明此種洹

等式所用之公式，以正弦，餘弦等定律爲主，再以普通三角函數之公

式，代數運算定律爲補，至於證題時應行注意之事項如下：

（一） 代數之運算須純熟

凡用正弦定律入手，大多與分數化法及比例有關。

（二） 三角形之特性須熟記

共最重要者爲6.ABC 中

A+B+C= l80° 之一性質。因此連帶有

sin A=sin(B+C). cos A= -cos(B+C) , ........... . 

sin..lA= cos-1~(B+C), cos2A=cos2 (B+ C) , .......
2 2 

·A B C 
及sinA+sinB+sinC=4cos

2 
cos-

2
- cos

2

A B C 
cos A+cos B+cosC-1= 4 s证

2
- sin .2 

- sin一

2
-

tan A+tan B+t naC=tan A tan B tanC 

等等關係。
（三） 正弦正切，餘弦定律，及邊表表示角之各函數等公式必須熟記。

（例I) 試證

（詮） ·.·

a+mb sin A+msin B 
戸

户

.sinA- n iinB 

a a 

霸A
=

sin-B
= k .·. l a= l?.sin A, b=k sin B

a+mb k(sinA+m sinB) sinA+msinB 
a�nb

=

k(sinA- n sinB)
=

sinA- n .si元B

（例2) 試證 a cos A+bcos B+ccos C=2asinB sinC 

（要點） 應用比例法，設
a 

= 
b C 

聶聶＝声=k, 則

a= k sin A, b= lz sin B, c= k sin C, 以之代入左邊即得證。

（霆） 設
a b c ＝ ＝ ＝ 

sin A sin B sin C 
k, 則
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a=k sin A, b=k sin B, c=k sin C 

以此代入左邊，則

a cos A+b cos B+ccos C 

=k(sin A cos A+sin B cos B+sin C cos C) 
k 

=--(sin2A+sin2B+sin2C)
2 
k 

＝ 一(2 sinAcosA+2 sin(B+C)cos(B-C)) 
2 
k 

＝ 一( -2 sinAcos(B+C)+2 sin Acos(B-C))
2 

=k sin AGcos(B-C)一cos(B+C))

=2k sin A sin B sin C=2asin B sin C 

（例3) 求證 a sec A-bsec B=sec C (bsec A-a sec B」

J69 

（奕點） 兩邊均複雜，不易從一邊導致另一遶，可分別由兩邊變形導成

C靄）

{ilj 4) 

一形。

a b c· 
戸＝ 聶73= 盡c=k,

.·. a=ksinA, b =ksinB,c=ksinC,

k sin A k sin B k sin(A-B) 
a sec A-bsec B= - ----- - = 

cos A cos B cos A cos B 

secC(bsecA-asecB) = ( 
I k sin B·k sin A

cos C cos A cos B ）

k(sin B cos B-sin A cos A) k(sin2B-sin2A)=- ... - - - = - . 
cos A cos B cos C 2 cos A cos b cos C 

2k sin(B-A)cos(B+A) ksin(A-B)cosC 
2 cos A cos B cos C

、 =

cos A cos B cos C 

ksin(A-B) =-· 一 --
CIJS A cos B 

•·. a sec A-b sec B= sec C(b sec A-a sec B) 

a 
求證 ＝ 

sin 1 A2 
b+c 1 cos- (B- C)

2 
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（匿一）

（重＝）

（例5)

（要點）

（霆一）

徂

但

a sin A 
戸

=

sinB+sinC 

a b c b+c 
戸＝ 勻＝ 鷗=sinB+sinC

1 1 Zsin-A cos--A 2 2 
1 1 2 sin一 (B+C)cos一(B-C)2 2 

1 1 1 cos--A=cos(90° 一一(B+C)〕= sin---(B+C) 2 2 2 
1 sin-A 

辛= 1 
2 

cos--(B-C)2 
從餘弦定律

b=ccos A+acosC 
c=acos A+ b<;os B 

相加，b+c= ( b+c)cosA+a(cos B+cos C) 
即 ( b+c) (I一cosA )=a(cos B+cos C) 

1 
a 1一cosA 2 sin2·-A

＝ b+c cos B+cos C ＝ 

1 1 2 cos— (B+C)cos--(B-C) 2 2 
1 1 1 COS一 (B+C)=COS (90° 

一 --A )=sin--A2 、 2 2 

． 

． ．  

． 

．． 

1 sin-Aa 2 
b+c COS 1

· 
2 
-(B-C) 

求證
a一ccosB sin B 
b-ccosA= 祏璞

蒨前例應用正弦比例式固然可證，但此式之左邊是由條弦真·
緤成之式應用餘弦定律證爲易。
·.· a=ccosB+ b cosC, b=acosC+ccosA,
.·• a-ccosB = b cosC, b-ccosA=acosC 
將此代入左邊，則

煞四章 三角形澆魚間之隸係

（證）

（例6)

（妥點）

（覬一）

（證）

a-ccos B b cos C k sin B sin_B -=- = --=-一 ----一－
b一ccosA acosC ksin A sin A
將公式

cos A = 
b2+c2-a2

2 bc •

代入左邊，則

cz+az一伊cosB = -
2ca 

c(c2+aZ-t2) a2+b2-c2 
a---. 

a-c cos B 2ca · 2a 
b -ccos A c(巴c2-a2了

b －苾干b2二
- -

2 bc 2b 
b ksinB sin B 

=a= 

ksinA = m戸孑

試證 cos A cos B cos C 氹十伊十c2

+ +-一＝ － －一

a b c zabc 
本題左邊僅含餘弦而右邊之平方關係式，應用餘弦第二公式證
之爲便。

护十c2-a2
cos A= 2 bc ,

c2+a2一护cos B=- - ··· ………

2ca ， 
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C .. b=k.sinB 
）· a=ksinB 

將此代入式邊，則
c2+a2一b2 1 a2十护一c2

左邊＝ ． 
1 护十c2一·a2 1 
- - -+-- · 十一• --一—
a Zbc b Zea c 2ab 
伊十c2-a2+c2+a2-b2+a2十护一ci

2abc 
a2+护+c2

2abc 

由

｛ a= b cos C+ccos B·········(l)
b=;ccos A+acos C······ … (2 ) 
c=acos B+ b cos A·········(3) 

(l)+ bc+ (2 )+ca+ (3)+ab, 併且由右逸先寫起得
cos A cos B cos C a b c a玕b2+cz

2(了十刁三�J = -b戸 ca
十霸

＝一

蚯b�
cos A cos B cos C a玕户cz

了十一1,-+ c-= --茲朊
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（例6) 試證 (a2-b2)cot C+(b2-c2)cot A+(c2-a2)cot B=O 

（要黯） 因式中含有三角形之邊a, b, c, 故將三角函數改為邊即可量

又cot C = 
cosC

（霞）

（例7)

（證）

將cos C =
a2+b2-c c 

, sinC = --代入之，得證。2ab k 
a2十b2-cz

cos C cot C = 鷗＝ 2ab k(a玕护一c2)

; 
= 2abc — 

. . (a守）cot C=k(az主）ca; 達主）
2a C 

k((a4-护）一c2怎－护））＝ －－一- --
2abc 

閱-c2)cotA= k((b仁的-a2頃-c珝
2abc 

k((c4-的-b2(c2一必））(c2一必）cotB = _ • 

k 兩邊分別相加，則因讠歪爲三式所公有，故

，分子=cz4-b4-c2頃-b2)十b4-cl-a2閔-c2)+c�-a•

-b2(c2一句=O
.·. (a2-护）cotC+(b2主）cot A+(c2-a2)cot B=:O 

試證

A B tan-—-tan一
2 - 2 a-b－＝ 

tan —+tan— B C 
2 2 

將 ta鬥辶」竺芸戸 tan仁」勺震勻
代入左邊，則

分子 ＝丨（戸）(s一c)」（戸繆司
'\I ·scs..:...a了

－－
戸b了

C例8)

（臺點）

（霞）

第四章三角形逼角間之關係

尸5七5 」(s-c)(s一a)2

= s(s-a)(邙
一

s(s-a)'(s邛

=(s-b)Js(s一�;了(s-b)
一(s-a)J's(己云:s-b)

=(a-b)J s(s一�;了:s-b)
S一C

同理．分母 =(2s-a-b)」
因2s =a+b+c,�

s(s-a)(s-b) 

分母 =cJs(s一��(s-b)
A B tan一-tan—
2 . 2 a-b •• A =-

tan—+tan一B C 
2 2 

b-c 試證一一cos2 - --A c-a B a-b C + --b
-cos2 - -— + cos2一=O

a 2 2 C 2 

1� 

因cos2 A 1+cos A [;2豆-a2-—=- ，而cosA= --一.. 

2bc -. 將後式代
2 2 

入前式可以導成表示邊之關係式，又
A 氨s-a) A s(s一a)cosy = J be , .·. cos2

尸孟
—

將此式代入，商接變成邊之關係式。本例依之。

左邊＝色今迟S二但乒:-!!x�(竺仝辶
1-

�X s(s-c)
a be b ca c ab 

＝盂鹵-c)(s-a)+(c-a)(s-b)+(a-b)(s-c))

赤f括號內之各項就S整理，則S之係數及不合S之項均爲0漬t
各項爲0,因此知原式成立。

1 1 1 （例9) 試證 (a+b+c)(tan- -A+tan--B)=2 c cot- -C 2 2 2 

（匿一）左邊=(a+b+c)C」包立三）十」包三立尹
s(s-a) ·s(s-b) ） 
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（匱＝）

（例10)

（設）

｀三」曰十」三」 ＝凶s(s一 C •上s s-a s-b ） 奴s-a)(s-b)

亭芝二三=2C」三�-=這 1 
✓(s-a)(s-b) (s-a) (s-b) =2ccot-C 2 

1 1 1 cot- -C=co矼goo一一(A4-B) J==tan- - (A+B)2 2 2 
1 1 tan- -A+ttin-B

＝ 2 2 

1 1 1一tan--Atan- -B2 2 
1 1 tan-A+tan -B 2 2 1 1 

—— =1一tan Atan—B 
1 cot - -C 2 2 
2 

一
1-J丐巴严·」丐珥严=1一勻

c

1 一(a+b -c)2 a+b-c zc =1一 - . —=1一 ＝
1 --( a+b+c) a+b+c a+b+c 
2 

(a+b+c) (tan-1-A+tan..1.B)=2c cot.1..c2 2 2 
試由正弦定律導出餘弦定律。

a b c 
s1n71=si譯＝訌＝ ✓a玕b2-c2

V五2A+sin2B-sin2 c'

c2 a玕护一c2

s证c= sin2A孑盃邙-s证C
sin2 A+s研B -s研C=2sin A sin B cos C 

c2 a玕护 -c2一－一＝． —
s硏C 2sinAsinB cosC

sin A= astnC 
C • 

又

故

但 sinB= bsinC 
C 代入上式，得

即1=a2+b2-c2 
－

2ab cosC 
cl c2(a玕护一C兮. -=-一 ．．． －一一 • 

sin2 C 2absinCsinC,cosC 

第四章 三角形邊角間之關諜

例11)

（餞）

(1) 

(2 ) 
(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 
(8) 
(9) 

(10〉

(11) 

(12) 

亦即 c2=a玕b2-2ab co.s C 
由餘弦定律導出正弦定律。

由

又

a2=b2+c2一2bc cosA即cosA= b2+c2-a2 

2bc 
a a a 

霏「字霄71=
-ri戸送子c弓

2bc 
--)2

2abc =-·- — - . =k 」2护c2+2c2a2+za啦-a4-b1-c4

同理得 a b c －－＝ ＝ sin A sin B sin C =k 

習題＝十＝

試證下列各式：
sinA+2sinB a+2b 

－一
.
-

= sinC c 
bsin B-c sin C=a sin(B-C) 
a玕护十c2=2(ab cosC+bc cos A+ca cos B) 
a-b A-J3 C 
— =tan---tan—

a+b 2 2 
a sin(B-C)+b sin(C-A)+c sin(A-B)=O 
a亙n(B -C) 护sin (C-A) c2 sin(A-B) －－－－－ 一 十

s沅A 十 sinB sinC 一0

c(s璋A+s证B)=sin C(a sin A+b sin B) 
a(h cos C-c cos B)=b2一c2

a+ b+c= (b+c)cos A+(c+a)cos B+ ( a+b)cos C 
Cc(co:; A+cos B)=2(a+b)sin辶

2 
a b cos B cos A 

一 -·一一=C(- -- --
b a b a ） 

cos2A cos2B 1 1 一－c.2 b2 = a2 fjl 

175 
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(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

、
J

、J

1

2
 

,
、

＇
、

(3) 

(4) 

(5) 

tanB a玕b2-c2

声= a2一一伊十cz
C a - A B =- B C 

1一tan-一tan-一1-tan一 tan-一
2 2 2 2 

a乓cos2 B-cos2 C)+b2(cos2 C-cos2 A)+c笑cos2 .4.-cos.2 B)
a2sin(B-C) b2sin(C-A) c2sin(A-:_旦）
霸B手元C

+- . ·---十sinC+sinA sinA+sinB =O

(a +b +c )(cos A+cos B+cos C) 
A B C 

=2a cos2-+2li cos2-+2c cos2
一－2 2 2 

1 3 3 1 3 主 ..!. 主 3
a 2 (b 2 +c-Z-)cos A+b2(c-2

一
十a 2 )CO$ B:+c 2 (a 2 +b冇caic

1 1 1 1 1 1 
--

=a 2 b 2c 2 (a 2 +b 2 +c 2 ） 

sin A a ＝一......sin C c (!),

習 題 畸 蘑－－

c A 1一tan一tan一
2 2 

2sin lJ 2b 
迢霞 c 

＝一.....氹©+®即得證。

k 左邊=k(.sin2 B-.s证C)=一((1一co.s2B)一 (1一co.s2C))2 
k ＝一 (cos2C-cos2B)=ksin(B+C)sin(B-C)2 

=k血Asin(B-C)=右邊

右邊=2(ab• 必－澤-c2

2ab -+be• 巴三范·呾在差
2bc 2ca ）＝左

A-B A+B
k(sin A-sin B) 2 sin-cos-

左＝ 2 2 

k(sinA+si立）＝ A+:B A-B 2 sin-cos-2 2 
A-B A+B =tan-cot-=右邊2 2 

左邊=2R(血Asin(B-C)-tsinB .sin(C-A) 
+sinCsin(A-B))
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(i) 

7) 

8) 

n) 
JO) 

11) 

12) 

13) 

(14 ) 

(15) 

(16) 

=2R(sin(B+C)sin(B-C)+sin(C+A)sin(C-A) 
+sin(A+ B)sin(A--B)〕

=R( (cos2C-cos2B)+ (cos2A-cos·2C)+ (cos2B 
一cos2A)J=O

倣上題證之。

左邊=c ( 羞－十羞-) = 
c (a�f lfl-)• 左邊= ¾cf弓） =� 皇翌

lfl-=c2十a2--2ca cos B及c2=a2+b2-2ab cosC, 相減即得。
將餘弦第二公式代入右邊化簡即得。

C C A+B左邊=ksin C(cos A+cos B)=4k sin-- cos--;-- cos一＿－
2 2 2 

A-B C A+B A-BCOS—=4k sin2- sin cos-2 2 2 2 
C ;:::: 2k(sin A+sin B)�in2一＝右邊2 

同 (9)

左邊＝1一2 sin2 A 1一2 sin2 B 1 1 s璋A s硏B�2— - —戸—= a2一 b2'一2 (可互一－下）
1 I s研A sin2 B ＝一一一－－一2( ----— 

a 2 护 k2sin羣k2網B）＝右邊
tanB sinBcosC b a玕护一c2 c c2 +a2-b2 
犀= cosB sinc=(k" —2,ab-)+(-li• 2ca )=右邊

A B c 1一tan一tan—＝一
2 2 s .•. C 

A B 1一 tan— tan一一
2 2 

左邊=4R叮sin2A(cos2 B-cos2 C):.+-sin2 B(.cos元-cos2A)
+s研C(cos2A ... cos2 B)〕=4R螟1一cos2 A)(cos2 B
一cos2C)+ (l一cos2B)C cos2 C-cos2 B) + (1一cos2C)
(cos2 A-cos2 B)〕=O 

a亙n(B-C) 4和sin2 Asin(B-C) 
sinB+sinC ＝ sinB+sin(; 

4R冧inAsin(B+C)sin(B-C) 
＝ �nB+sinC 

s(參考（例7))

4R氏unA(sin2 B-sin2 C 
sinB+sin� 
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=4R2 sin A(sin B-sin C) 
同理 第二｀第三項化簡後，相加即得。

(17) 左邊=a+b+c +2ast"nBsin C=a+b+c +acos A+bcosB

(18) 

+c cos C=a(I +cos A)+b(l +cos B)+c (I +cos C)=右邊
1 3 

左邊==a氕b 2 +c ； 科屋-a2 _! _s_ 
Zbc ) X +b 2 (c 2 + af) X竺乜色竺

2ca 
3 3 3 _1_ 3, 3 一 一a2+b2-c 2 1 玘(a 2 +b勺—戸鬥這；囝(b2玘）（启d

3 3 3 3 3 3 

-a2)+b乓a互-c巧(c 2+a2-b2)+c 歹(a"五的(a玕P
主主 主_3_ 3 3 3 

－心=zk話2a 2 b主2b 2 c主2c·2在zc
. - -
2a2f>2)

1 ＝一一
abc 

3 3 3 1 1 1 . - - -
c矼b 2c 2 (a 2 +b 2 十戶）〕＝右邊

7. 附有條件之證明問頲

第四章三焦形湜角間之關係

(JliJ.!) 由第一，第二假設式求出a及b之值代入證式亦可。
但由下證亦可證。

（拴） 將·假設變形，得
asec A=c tanA+d 
bsec A=c -d tan A 

平方之，a2sec 2 A=c 2 tan2 A+2cd tan A+d2 

护sec2A= c 2-2cd tan2 A+d2 ta,z2 A 
相加，得
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(a玕护）sec2 A=c 2(I +tan2 A)十磊(I+tan2A) 
= (c 2+d2)sec 2  A 

a玕b2=c2+d2

（例3) 設a cos A+bsin A=acos B+bsin B=c, 求證
a b ————=——·-=—c—-
A+B A+B A-B

COS···- 一·- sin 2 2 cos—
一2 

（例1) 設sin /3= m sin(2a+(3), 求證 頃） a cos A+bsin A=c••······· … ···(I) 
a cos B+b sin B=c……… ······(2 ) tan(a+f3)=i芸tana 

sin{3 1 +m （要點） 由m sin(2a+{:3) ，求出i一二； 之值，即得。
、 sin(3

（詮） 由sin(3=msin(2a+f3), 得m= sin(2a +_/3)

I－+m －＝ 1 
..L 'sin(

s
2

in
a

/3 
+f3) ＝sin(2－ a+(3)+sin fJ

·
·1-m�1-s

-
in(2

i--元
a

-
+

:J-·-一—
(3
－
) 

諠2a十(3)-sin fJ 

� 一Z一s－－in （ 
（ 
a+f3?. 竺竺：=tan(a+f])cot a2 cos a+ (3)sin a 

l ·一+一mtan a=tan(a+,8)
1-m 

（例2) 設a sec A-c tanA=d, bsec A+d tan A=c, 求證
a2+b2=c 2十占

由(I), (2 )消去b, 則
a(sin A cos B-cos A sin B)=c (sin A-sin B) 

A-B A+B asin(A-B)=2c s伍－一 COS一一2 2 
A-B A-B A-B A+B2asin -一cos-=2c sin— cos一一2 2 2 2 

設sinA-B 
2 +o, 以乙除上式之兩邊，則

A-B A+Ba cos =c cos .• 2 2 
a C == -A+B A-B 

COS 一－一 COS2 2 

同理消去0則 b c 

sin A+B ＝ 
A-B

2 COS 
2 
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【例4)

（證）

（例li)

（證）

（例6 J

（證）

設

將

a b c ＝ ＝
A+B cos A+B A-13 

2 
sin 2 COS 

2 

tanO= xsina 
y-xcosa , tan ,f,= yszn a 

x-ycosa ，求證

tan(0+,t,)= -tan a

tan 0= xszna 
y -:ccosa' 

tan( 0+c/,)之歷開式中，則得

． 
tan c/,= ，缸 na.

x-y cosa 代入

xsina y sina 十
tan(O+<I>)= tane+tan c/> y -xcosa x-ycosa

1-tan 0 tan cf> = 

l
一 (y -xco;霑乞云｀

＝竺ina(x-逕竺辻ysina(y-x EG_囯
(y-x cos a)Cx-y cos a)一，y sin2a
sin a(x2 -2iy cos a+y2 

=-一－一 2
cos(x2 -宓ycosa+y勺 = -tana

設 1,3 
2 cos 2()=2 cos2 (J一1=·-—·一1=1一tan2 。

1一
召

I +tan2 () l +ta焙e=一
7F"1十五

a2一护
＝霨B

2b

sin20=2 sinO cosO= 2sinO 2tan () a 
coso cos20= 1十tan2 0= �1十7

設

b tane= 一 求證acos20+bsin20=aa• 

2ab 
＝亟千戶

a cos 20+b sin20=嗜芷鷓占繹=a

tan A=2 tan B, 求證sin(A+B)=3 sin(A-B:)

sin(A+B) sinAcosB+ cosAsinB
sin(A-B)

＝ 
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「例7)

（證）

（例8)

（設一）

（設）

（例9)

（國）

兩項除以co�AcosB

將tanA=2tanB代入

因

得

即

在

因

c-a
C 

＝ tan A+tanB
硒A-tan B 

＝ 2tanB+tanB 
2tanB-tanB =3

sin(A+B)=3 tan(A-B) 
tana, ta1瓖爲 X玕位十7=0之二根，求證
sin(a+fJ)=cos(a+fJ) 

tan(a+(3)

tana, tan fl爲必十位十7=0 之根，由根與係數之關係
tana+tanf3= -6, tan a tanf1=7.

tana+tanf) 一6
1=tanata譯 节刁= l

壅（己）
cos(a4{:J) =l

sin(a+fJ)=cos(a+fJ)

,t::,,ABC中灊C=90°, 求證sin2旦-=�
2 2C 

I 
c2 +a2 -b2 

B I�cos B -- - -
sin2

2= 一

i
--= 三竺一＝三

2 4Ca 

C=90° , 故 a2+C= c今．．． 护= c2-a2

sin2 _!!_ = c
2至- (c-在2a( c-a) c-a

2 4ca = = 4ca 2c 
(bir.C-sinA) sin C一sinA

2ksinC 2 sin C 
因 C--=90°, 及A=90° 一丑故
c-a 1一sin(90° -B)-----= 1一cosB B 
2c 2 =--- =sin2-一·

2 2 

在,t:,.ABC中，B=60o , 1 1 3 
則石寸店才苕干研刁試證之．

1 I 3 

石
一

社瓦＝瓦瓦；變形爲
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於是

坪a+b+c
a+b 十 b+c 

=3

啁十圭芒=1十計1十品
=2+ah+-m=2+常噝霄）
=2+ a

2+(a+c)b+&
b2+ (a+c)b+ac 

（例10)

（要點）

（瘠一）

B=60°, 故由公式b2=a2+c2
一2cacosB, 得

b2= c2-ca+a2 .•. b2+ca =c2+a2 

a+b+c b+a+c b2+ (a+c b+ac 
a 十下=2十三

i+ac=2+1==3

1 1 3 
声十b千；＝ 耳1,千

在,t::,.ABC中，若sin2 A+sin2 B = s研C, 則此三角形之形狀
如何？
酵這類問題有兩種 方法，（一）爲將所設隔係式變形而簡化．從
角之關係推知其爲何種三角形，（二）爲將所設式導致邊之關係
式，從而推知共爲何種三角形。今就此二種方法作二解。

將sin2 A+sin2 B=sin2 C變形爲
sin2 A+sin2 B-s证C =O再將左邊變形，則
sin2 A+s硏B-s研C=i;in2 A+ -1一cos 2B I一cos2C

2 2 

因

．．． 

cos 2C-cos 2B 
=sin2 A+ = sin2 A+sin(B-C)sin(B+ C) 2 
=sin2 A+sin(B-C)血A=sinA(sin A+sin(B--C)) 
=sin A(sin(B+C)+sin(B-C))=2 sin A sin B cos C 
.·. 2sinA sinB cosC=O .·. sinA=O,sinB=O或cosC=O
求適合以上各式中A,B,C之值．知爲

A=O, B =O, 或 C=90°

但因A=O, B=O不能成三角形．故A�o. B�o. 因而
C=90° , 即所求三角形爲査角三角形。

(Af:::) 

（例11)

（跩）

（例12)

(11) 

從正弦定律
a b c 

祏這=sine= 禪c= 瑋

.. 
． 

即

sinB= {-. �in A=a { -. sinC = ­C 
k 

IJ. 此諸式代入所設式，則
a2 b2 ,2 .涙-+ k

2 =-k2 a2十护= c2

此式表湞角三角形之邊關係，故知所求三角形是C=90° 之墮
角三角形。

C B 設(s-b)coty=stan2, 則此三角形爲二等邊三角形。

原式君(s-b)」己為；龘= sJ竺已為子
」正立三）」霆戸

(s-a) ＝－ 
(s-b) 

酆

．汊戸工主」目）=O

J戸�o. 即s�o. s一 C=%c0

J仁－、口=O

(s-b)-(s-a) 
沉二辱孓鶚= O
(s-b)-(s-a)=O .·. a-b=O 
a=b, 故此三角形為二等邊三角形。

L::;.ABC叭若a4+b•i+c}= 2c2(a2+b2), 求證C爲
450 或135°

。

將原式變形
a4+b"一2(a玕护）c2+c4=0
(a玕ll-)2一2(a2+b2)c2+c4=2a2 �
(a亞-b2一C亨=2a2b2
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代入公式

得

鏢準高中三 角學

a玕b2-c2= 士✓2ab

cosC= a
2十b2-c2

2ab 

cosC= 土
」歹all I 
瓦b一＝士霆

C=45° 或C=l35°

(fJ!ll3) 在 L:::.ABC 中，sin2A=sin2 B+sin2 C, 及sinA
=2XsinBcosC, 此三角形之形狀如何？

（鯽）， 將 sin2 A=sin 2B+sin2 C改用邊之關係式表示．珥
a2=b2+c2 

於是此三角形爲A=90° 之崮角三角形，因知
sinA=I, 如此sinA =2s伍BcosC
便可變爲 2 sin B cos C = 1 
即 sin(B+C)+sin(B-C)=l
徂 A=90° .·. B+C=90° 

故 1十sin(B-C)=l
••• sin(B-C)=O .·. B=C
故所求三有形爲二等邊亨為帝。

C鍘14.) 在三角形中，血A, sin B, sin c_若成等級蒙」IJ.l�IJ
A B C 

(i) cot cot . 2 2 2 —cot--亦成等差級歙
A C I (ii) tan— tan—=-
2 . 2 3 

（耍點） 本例之意思，就是sinB-sin A=sin C-sinB, 
即 2sinB=洫CsinA時，球證

B A C B (i )  cot—-cot-=cot--cot— 

2 2 2' 2  
B C A即2cot—=cot-+cot ,,-2 2 

A C I (ii'J tan—tan---=- -
2 2 3 

A 
在(ii)式，可引用公式t血—= --苔刁：：荀 A 

2 」 s(s- a) 作為ta节户

C覿）

第四章 三角形邊角間之關係

B tan歹
－之已知事項，因此將假設式應導成邊之關係式。

B (i) cot-一－ —
A 

2 
cot 2

B A A B A B 
函一 COS— 血—cos--cos—sin-—2 2 ＝ － 一 ＝

B A sin-- sin—

2 2 

2 2 2 2 

. A-E
szn 

18S 

＝ 
2 

A B ····················-Cl)
sin一一 sin —

2 2 
. B-C 

C B S邙

同理 cot歹--cot2= B 
2 

C······• ........... (2)
sin-一sin-一

2 2 
B-A B+A又 sinB-sinA=2sin— cos——

2 2 

B-A C =2 sin一 sin一

2 2 
C-B C+B袖C-sinB=2sin—-cos-

2 2 

C-B A =2sin— sin-2 2 
因假設 sin B-sin A=sin C-sin B 

B-A C C-B A .•. 2 sin sir-
,;-=2 sin-—si}i--2 2 2 

. A-B B-Csin szn � 
2 2 

A = ····································(3)
'Stn一

· C 
2 sin一

2 

比較(1), (2)之左邊與(3), 可知(1). (2)之右邊相等
B A C B .•. cot—-cot—= cot-- --- -cot一
2 2 2 2 

(ii) il'公式ta差］勺；－巴了的，知
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A C tan一 tan—=
2 2 ✓三一

s(s一a) / s(s一 c)

;cs-a)'C_s-b)乓S一 c) s-b 2s一 2b a-b+c= = = - . -=· 
S乓S一a) (s一 c) s 2s a+b+c 

因假設爲sinB-sin A=sin C一sinB, 改用邊表病則燾
b= a+c 

2 
代入上式得

a+c 
A C a--+c

tan-tan--= 2 a+c 1
＝ － ＝ － 

2 2 a+ a+c +c 3(a+c) 3
2 

h-a=c-b, 

（例15)

（證）

［例16)

在

因

則

-6.ABC中，若tan A, tan B, tan C成調和級數，則
a2, b2, c2成等差級數。
tan A, tan B, tan C成調和級數，故

1 1 1 1 
ta元B-瓦

－，＝ 雪-fa謹

cos B cos A cos C cos B 
一 ＝ － 一-- . -······"·• .. ····· . .  ·· ·.. ... 

sin B sin A sin C sin B (1) 

應用正弦定律及餘弦第二公式導成邊之關係式，
cos B cos A k( c2+a2主） k(松屋-a2)

一 ＝ 一--

sin B sin A 2abc 2abc 

同理

故姿( 1)

即

若

則

2k(a2-护） -k(b2-a芍
= = 

2abc abc 
cosC cos B k( c2-a勺

＿ ＝ － 

sin C sin- B abc 
, f(b2-a勺 k( c2-a2)一－一---一-=一

abc abc 
.·. b2-必=c2-b2

a2, b2, c2成等差級數
C-A C+A C-A、cos( B+--一），cos--, cos(B-— 

2 2 2 」成等

C+A C-A C+A sin(-一一－
2 B),sin-一，sin(一·-

2 2 +B)亦成等比級..

（證）

（例17)

（包）

（例18)

（壼）

C-A C-A 1 亟( B+一）cos(B-—)＝ －〔cos2B + cos(C-A)) 2 2 2 
1 C-A 1 C-A =-·-〔cos2B+l一2sin2一） =- -( 2  cos2 B-2 sin2——) 2 2 2 2 

C-A=cos2 B-sin2 
2 

C+A Cl)S2一- =cos2 B-sin2 C-A
2 2 

因此

故

因

b.ABC中，設a, b, c成等差級數，求證
A-C B cos =2sin一

2 2 

a, b, c成等差級數，故 a+c=2b 
k(sin A+sin C)=2k sin B 

sinA+sinC=2sinB 

因

設

由

C-A C+.A sin� = cos2 B -cos2一
2 2 

1十cos2B I+cos( C+A) I 
＝ － 

2 2 
-=--〔cos2B-cos( C+A))2 

C+A C+A =Sin(一-B)sin (-+B)
2 2 

C+A C-A sin(—-B), sin-一一-, sin( C+A 
2 2 刁r-+B)成等比級數。

A+C A-C B B 2 sin-cos—=4sin一 COS一
2 2 2 2 

A+B+C=180° • 故
A+C B A-C B sin—=COS一 .·. COS-=2sin-一

2 2 2 2 
1 1 I 
a'-b-, c成等差級數，則

cos互＝（血A sinB
2 cosA+cosB 

.... ···(1)

2 a+c 
一－＝b ac · .  ac=己

？ 
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即 sin A sinC (sin A+sin C)sin B
2 

原式右

邊

＝｛($in A+$in C)$in_}J_
2(CO$ A+CO$ C) 

寸 2mn攣 COS罕•2Mn莖=-f
A+C A-C2• 2 co.s co.s 2 2 

（例19)

＜霆）

C蚵20)

（匿）

B-
2
 

s
 

u

。c

目[

ll

,
 
。4瓿

B-
2
 

s
 
。

，
 
。

c
 
．

 

2
 

B-
2
B-
2
爲

.g
.sin

了
其

？
beb

戸

B-2
 

s
 
O

h5

2
 

c

a

 

（
 

l­

邊

0

J̀

 
=
－

2
 

－

 

n
 

形
'
la

角三

即

因

．即

tan2 0 = sec2 0一1

由正弦定律
b a c a+c 

迢碌訢
＝籬面二in4e= sin20+si尹

b sin30 sin30 =--I—＝竺g
戸= sin 20+ sin 4 0节迢0 cos 0 2 cos 0 2 

sec0 = 
2b

a+c 
在三角形ABC中， cos A+cos B+cos C>l 

a = bcosC+ccos B, 

即證

b=ccos A+a cos C 

a+b= (a+b)cosC+c(cos A+cos B )  
(a+b)(l一cosC)= (c(cos A+cos B ) 
a+b cos A+cos B 
C I一cosC >1

cos A+cos B >I一cosC

cos A+cos B+cos C>l 

seci= 2b
a+c 

(·.·a+b>c)

(J)設

(2)在

(3)設

(4)設

(6)設
(6)設

tan2 0=2 tan璋十1,求證cos2cf>=2 cos 20+1 
sin 0+sin2 0 = I. 求證cos2 0+cos4 0=I

(7)設頃nA= 一 ，求證 十
b 戸b 1�b 2cos A 
a \耳b ; 戸= ✓cos2A

(8) 已知

(9)在

換， 其值不變，試證之。

(10)在

習題＝十三

sin A = a, tanA=b, 求證麫=a 2(1十护）
B B L::,,.ABC中，設sin(A+-)=n sin— ，求證2 2 

n一I A C 
n+I =sin— tan 一

2 2 

cos A = 一—cosa- cosB
1一cosa cos (3' 

cot2 A=( cos B 一）2+c sin B 
tan C tanD )2求證

A a /3 求證tan2 - -=tan2-cot2一一
2 2 2 

cos B sin B csc2 A = (一一）2+c一—)2

sin C sin D 

x 2+ax+b= O之二根爲tane及tan <b, 求用a, b表示
cos2〈0+亞）之值。

6.4BC中，cot .4+ sin A 
－ 一

sinB sinC ，若將A,B,C三者兩兩交

-6.ABC中，C= 60°時，a+b=2ccos一一－
A-B 

2 

(11) ,0.ABC中，COSE=盡嘉見此三角形之形狀如何？

(12) ,0.ABC中，a cos A = bcos B時，此三角形之形狀如何？
(13)設 A,B,C, 成A.P.,求證sin A- s诒C=2 sin(B-C)cosB
(14)三魚形三邊成等差級數，試證其半角之餘切亦成等級數。
(!5)設乙 A:乙B:乙C= l:2:7則c:a = (,./5+1 ):(,./5 -1)
(16)設 c4-2(a 2十护）c2+a 4+a 2 b2+b1=0, �IJ

乙C=60° 或120"
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_(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

高

A B C 
若a,b,c 成H.P.,則sin2一-, sin2一- sin辶－ 亦爲耳P.。

2 2' 2 

若a2,b2 ,c 2成A.P.,則cotA, cot B, cot C亦成A.I'.。

若a2,b2, c 2 成A.P., 試證asec A, b sec B, c sec C成H.P.。

C 
若cosA +cos B= 4 sin2—-. 則三過成A.P.。2 

·.·A+B+C=l80° 

習 題

中

略

角

解

學

右邊=s出A(l +tan這）＝閂國=tan這=b•

B B 
將n=sin(A+-)!sin一 代入左邊形，即得。2 2 

將假設式代入tan2 A 1-cosA 
2 I+cos A 而化簡即得。

cos B 2 
cs在A=I+cot這=1十（盂）十（一－sin B 2 

sinDl I 
cos C cos D 

=I+( 
cos B sin B 
sinC ) 2cos2 C+(一）2cos1 D

sinD 

=1十（竺B)2+ (逕杓－sinC sin D Cc成B+s研B)

＝右邊
1+tan2 0=2 tan2 c/,+2, 1+tan2 0=2(1 +tan2 <b) 
sec 2 0=2 sec琿.·. 2 cos2 0= 吟52 <P, 因cos2</) = 2 cos2 cp一1

••• cos 2c/J=4 cos2 0-1=2(2cos2 0-1)+ l=2cos 20+ 1 

sin 0=l 一sin2 0=cos2 0, 代入原式之左邊即得。
sinA b tanA=一一＝— ·
cos A a' •·• a=kcos A, b=ksinA代入左邊化簡a

倣［例7」，引用公式cos2(0+<1>)= - - - -· 一- - • 

1 +tan2 (0+cb) 以求之。

•·• sin A=sin(B+C)

lO) 

ll) 

�) 

(i:3) 

01) 

(15) 

(16) 

因

沿

第四章 三角形逼角間之關係

原式=cotA+ sin(B+C) -'=cot A+ sin B cos C+cos B sin C
sinB�nC sin B sinC 

=cot A+cot B+cotC 
A+B A- B a+li=k(sin A+sinB)=2ksin-—COS一一

2 2 

A-B A-B =2ksin 60° cos— =2ksin C cos—= A-B
2 2 2ccos 

cz+az一护 a 一－－—= 一即c2+a2-b2=a2, c2=!J2 2ac 2c 

A-C=2(B-C) 故得證。
戸

一
Cs-a) I s(s一Cl ✓-零丐

－

＼＇ 迄霏s-=c5+ -,·C正政s--b;
= 2足a)(s-c)

鄄邊乘以_/(孓取:i=-b)
一
（孓苓）

i' s
則(s-a)+ (s一c) =2(s一b)

a +c=2b 

18° = 」子一I A B C A+B+C 180° 

4 
• —=—=—=—一－—

1 2 7 1 +2+7 = 10 
c sin C sin 126° 
一＝＇ ．＝
a sin A sin 18° A= l8", B=36° , C=126° 

(」子十1)/4 ✓s+l=-(」子一1)/4
=

歹戸
c1-2(a2+b2)c2+a仟宓2 lJ2+b4-a2护= O
(c2-a2-b2-ab)(c2-a2� 护+ab) = O

a2+1ft-c2 
c2--,a2一护-ab= O則 ．＝一1ab 
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b=c故所求＾爲

二等邊三角形
k sin A cos A= k sin B cos B, 2 sin A cos A=2 sin B cos B 
.·. sin2A=sin2B .·. 2A=2B .·. A=B或A+B= IBO'
所求＾爲二等邊三角形或直角三角形

A-C A+B sin A-sin C=·2sin- cos一—，由假設A=2B-C2 2 

即cosC= ---

乙C=l20 °,
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若 c2- a2-b玕ab=O
｀ 乙C=60°

1 1 1 1 
盃B一祏洱＝ 氥＿

祏淒

則
a2+b2-c2 

ab =1

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

氱

即
sinA-sinB sinB-sinC
sinA sinB = sinB sinC 

sin C(sin A-sinB) =sinA (sinB-sinC) 
C C A+B A-B Zsin-cos一 X2cos-—sin-一一
2 2 2 2 

A A B+C B-C =2sin--cos— X2cos一一sin--
2 2 2 2 

由

即

C sin2 (sin2 
A B A B C 

2 
- --sin2一）=s瑋—(sin2--sin2一）

2 2· 2  2 2 
a鬥-c2=2护得b2= a2+c2 一2accos B = 2b 2-2ac cos B 

护=2accos B=2X bsin A bsinC 
sinB X sinB XcosB

故

因

故

即

又

1 
即cosC=一－

2 

已知兩角及一邊

�=
a2sinB sinC b2sinC sinA c2sinA sinB -= = -

2sinA 2sinB 2sinC 

sin2 B=2 sin A cos A sin C, 即2 cosB sinB 
sin B sin A sin?: 

2 cos B sin(A +C) 
盂B-= sinAsinC ，故2cot B=cot A+cot C

b secB= b 2abc 2abc ＝ ＝ 

cos B 2ac cos B a玕c2-b2' 又a2+c2=2bl

b sec B=窈辶竺= 2ac 2ac sec A sec C 
护 b a cos C + c cos A

= 

a sec A+ c sec C
1 1 C 2cos— (A+B)cos— (A-B)=4 sin2-
2 2 2 

1 C COS一 (A-B)=2sin—

2 2 
1 1 C C COS 
2 

— (A-B)sin一 (A+B)=2sin—COS一

2 2 2 
sin A+sin B=2 sin C 

三角形之面積

巳知兩邊及夾角 設,6.ABC之面積爲b., C邊上之高爲h�J塤

（證）

(::) 

（證）

(:) 

� 

胃1)

I I I 6.= —be sin A=-c a sin B= -ab sin C2 2 2 
6.ABC作CDJ_AB, 則

1 1 6.=- -AB°CD=-ch 
2 2 

LA<90°』1j h=bsinA 
LA>90° 沮扭=bsinLCAD

=bsinA 
將此代入上式，均得

1 6.=-bcsinA2 

於

若
若

同理可證

第彧章 三角形邊角間之闞係

1 A=-ca sinB2 
1 A=一-absinC2 

b= a sinB
sin.A: 

. 

．． 由正弦定律
a b 

戸=

"ii霆

已知三邊
＾＝心(s-a)(s一b)(s-c) (Heron氏公式）

be A A.-:. L:::.=-sin A=bcsin- cos一
＿2 2 2 

=be• 喜丐尸· ✓己
be 

••• L:::.=,/ s(s-a)(s-b)(s一c)
若 b=20寸，C=15寸，A=60°冴t此三角形之面積．
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1 1 a sin B .·.L::,,.=-absin C=-a• - •  sin C= a
2sin B sinC

2 2 sinA 2sinA 

同理同證
b2sin A sin C鈺nA sin .8 

,6.= = 
2sinB 2sinC 
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（屏）

（例2)

（屏）

（四）

1 1 V3 6.= -bc sin A=-X20X15X—-=75,./3 C方寸）2 2 2 
a=I3, b= 14, c=15, 求面積。紐ii)(.

 

1 1 S= - -(a+b+c)= - -(13+ 14+ 15)=,212 2 
S一 a=B, s-b= 7, s一 C=6

＾＝心(s-a)(s-b)(s 一c)=」21X8X7X6=84

外接圓半徑

( i ) 

(ii) 

（霆）

a b c ＝ ＝  
sin A sinB sin C =2R

R= a abc abc 函c
江元「配i訌

=

4E. (iii) ,6. =蔬

( i )'設 ,t::,.ABC之外接圓O, 其半徑爲R. OA=R�、近畏
AO交BC弧上於D點
則 AD=2R, 連接DC
則 LACD= LR

由三角函數之關係

sinLADC= 嘉
LADC= LB 

sinB=-b 
2R 

R= 2 sin A

得

但

同理可證
a b c 

禪
＝

盡73
=

涵霏=2R

阿理可證 (ii) R= b abc ab 
ZsinB 

=2b云涵A
=

正

(iii) 
a b c ＝ ＝  

sin A sin B sin C =2R, 即

b=2R sinB 

sin A= 
a

2R 
． 

.. 

1 1 b abc L::,. = -ac .sin B=-ac--·· = -··- -
2 2 2R 4R 

第四章 三角形漫角問之鬩係 1� 

(ftl) 

（隍）

：創 2)

（蹼）

:,o 3) 

（壼）

設一三角形之各邊角爲a,A, b, B, c C, ; 試證
. A-B 

sin a-b 2 
C C COS一

2 
(.i) 

(ii) 

a b c = = .  -
s伍A sin B sin(., , 

=2R

a=2R sin A, b=2R sin B, c=2R sin C 

(i) 

(ii) 

C C c2= (a+b)玉in2-+(a-b)2 cos2 一
2 2 

A+B A-B 
sin A-sinB 2 cos — si:i -·- -

左邊＝ ＝ 2 2 . -
sinC C C 

＝右遶
2 sin一 COS—

2 2 
A-B · A-B 

右邊=c1 cos2-+c2 sin2一一一

2 2 
A-B A-B =c2(cos2-+sin2—) =c2·2 2 

試證 a2+b2+c2
= 8R《I+cos A cos B cos C) 

R爲6.ABC外接園之半徑。
a b c ＝ ＝  

sin A sin B sin (., , =2R

a2+b2+c2=4R2(sin2 B+.sin2 B+油,2 C) 

= 4R2( 1
一cos2A 1一cos2B 1一cos2C

2 
十 十2 2 ） 

3 1 =4R2(-+2 cos A cos B cos C+-) 2 2 
=8R2(1十cos A cos B cos C) 

設 a,b,c,爲c..ABC之三邊，＾爲面積，試讒
a2 l:r c2(sin 2A+sin 2B+sin 2C)=32今3

左邊= a2 Ir c2 x 4 si11A sin B sin C 
= 16瓦R2 x4 s沄AsinB sinC 
=32A2 (2 R2 si:z A sin B sin C) 
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（五）

（霆）

設

=32D.2是( 2Rsin A)(2R sin B)sin C 
2 
1 =32忍x-absin C=32 63 

2 
6ABC之內接圓半徑爲「，則
6=8T 

'(s-a)(s一1,)(8一c)

設 I爲�ABC之內心• I各向三邊之切點聯線，則
由殼何學知此線必垂直於三邊• A 

:: 三i:::1::
IAB 二、

=-r(a+b+c)= rs 2 
又因 S=✓ s(s-a)(s-b)(i=-c) 

rs=✓s(孓五又孓-::[j戸

r=Jlf-=声才字句

且證

9. 三角形外接圓半徑與內切圓半徑之闢僙

設外接面牛徑爲R, 內接圓半徑爲，，則

＜霆） 設

A B C r=4Rsin·- sin一 sin一

2 2 2 
6-ABC共內心爲L內切圓

半徑爲t又以a,b, c表三邊則

a=BD+ DC, BD=r cot-B 
2 

DC=rcot-C 
2 B

A
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（氬）

則

(·.· ID...LBC, ID=r) 
B C 

B C COS一 COS一
2 a=r(cot--+cot-)= r(- -+-2 

2 2 sin互 sin户2 2 
A cos-

=r B C sin— sin-
2 2 

若 R= 
a 

2 sin.A 

A A A A a=邲sin A=2R• 2sin一一 COS一 = 4Rsi正- cos 一

2 2 2 2 

即

設

rcos-一
2 A A 

B C =4R血一函一

sin— sin— 2 2 
2 2 

A B C r=4 R sin-一sin 一sin 一

2 2 2 
0. 三角形之傍切圖之半逕

庄知在爲6ABC之三傍切圓半徑，I爲傍心
A 6 B 6 r. =stan- -=— . rb =stan一 ＝ —

2 s-a 2 s-b 
C 6 r� =stan一 ＝一

2 8-C 

連接l.,E, I .. F, IaD, 且1J I.D=laE=laF=ra 
�ABC=6AlaB+ 6AlaC- 6BCI. 

，｀ 

1 1 
= -2石c+2r.b--1 

2 
r.a 

1 
＝

一1'a(c+b-a)2 
1
－一，.2 (s-a)2 
=r.(s-a) 

，，龘 ＝
＾

S一a
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同理
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1:::,. 1:::,. 
, b =s=-tJ• 在＝戸

A 或石=AD tan一，·.·AD= AE, AD+AE=2AD2 
又BD=BF, CE=CF, .·. AB+BD=AC+CE 

原AB+BC+AC=2AD .·. AD= s .· . r8=s tan 一

A 
2 

B C 同理 ，b= s tan--, rc = S tan一－

2 2 
（例1 J 求證下列各等式

(i )  re• rb缶•r8 +ra"「b = s2

( ii) 1 1 -+-+ 1 1 一＝一
r. r. re r 

忍 忍 凶澶） (i )左邊=es::::-b)(s-芍十召二菡-a)十（戸）t孓:-b)
1::,.2 

言(s-a)(s-b)(s一 c)•S(S-研 s-b+s一c)

忍＝一s(3s一2S)= S2

L:,. 2 

(ii)左邊=
s�a-!-巒十空= ½(3s一 2s)=耘言=¾

2abc A B C 
（例2)嶧： L:,.= cos— cos一 cos--

a+b+c 2 2 2 
－ 一·

（證） 右邊＝譬·」絞严·」全芒·」.sc�b-E1

(.&1」3)

（鼴一）

abc s =s
-· 謚心(s-a)(s-b)(s-c)

＝羣戸）（己）(s-c)=L:,. =紅

證證!__=cot _A_+cot-辶cot-c-
r 2 2 2 

右邊＝心繼瓦王二2与
一

十古己為靈濁

�{四窣 三角形遴角間之關係

｀三辶-c)氐s-a)+(s-b)+(s-c))

｀二�:�b")(s-c、(3s
一(a+b+c))

s 1 ＝一(3S-2S)= 一•S = -s 

6. r r 

A B C A B C （挫：：）·.·cot—+cot-+cot一=cot— cot— cot—2 2 2 2 2 2 
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．．．右邊＝」了廷-a) 」 s(s-b) 之二百一

戸灰霆 ． 三·」戸熲勻
S•6. 6. 

（二）cs:::, 飲戸0
=

�冷二三
s 

乙 I 6. 1 
= - = --•--= -•S戶r r r 

〔例4) 試證 ＾十「b-+rc -r=4R
6. 6. 6. 6  6 澶－） 左邊＝ 十戸戸+:s=c--;- = 藁（二）(s-b)(豆((s-b)

(s-c)s+ (s-c)(s-a)s+ (s-a)(s-b)s
一(s-a)(s-b)(s-c))

遶�{s忥s-a)(s-b)+(s-b)(s-c)+(s-c)(s-a))

-〔s3一(a+b+c)s2十(ab+be+ ca)s-abc〕｝
1 ＝一{s〔3s2-2(a+ b+ c)s+ (ab+ be+ ca)〕－〔s3一(aL:::, 

+b+c)s2+(ab+bc+ca)s-ahc〕｝
I =--{3s3-2(a+b+c)s2+(ab+bc+ca)s-s3+(aL:::, 
+b+c)s2一(ab+bc+ca)s+abc}
1 I =--{2s3一(a+b+c)sz+abc}=- -{2ss一2s•s2+abc)

6. 6. 

abc =--=4R
6. 
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A B C A 左邊=4Rsin- cos- cos一一十4Rcos一一 sin-B C
2 2 2 2 2 COS一

2 

A B C A B C+4Rcos — cos�sin一一4Rcos一 COS一 cos-2 2 2 2 2 2 

CII:) 

（氰G)

CII) 

c,」6)

（蹼一）

設

設

A B C A B C 丑R(sin— cos— cos-+ cos - - sin— COS一
2 2 2 2 2 2 

A B C A B C +cos一 COS一 sin—-cos一 COS一 COS 一）2 2 2 2 2 2 

=4Rsi晶苧!:f_=4Rsin 90°=4R 

a, b,.c爲t:::,.ABC之三邊［道面積4這

＾，主）：in A sin B
2 sin A-B) 

A= 必sin A sin B sin C b2 sin A sin B sin C
2 sin2 A ＝ 

2 sin2 B 
(a2-护）sin A sin B sin C 

=-鑕n項-sin2 B)
(a2-bi)sin A sin B 

＝ 妺in(A_-Ji了一·

(a辶 护）sin A sin B si11 C 
釋n(A+B)sin(A-=:m

石 一r=rb+在，則三角形爲直角三角形。
"• -r=rb +re

A B C A B C 4R sin-—COS一 COS一一4R sin---一sin-- sin一2 2 2 2 2 2 
A B C B C ==4Rcos— sin一一cos-+4R cos- sin- -2· 2 2 2 2 

4R¾O 
.A B C  .B.C szn2 (cos-2- cos-2-一szn2- sin 2-)

A B+C A B+C sin - cos---=cos - sin -—' 
2 l 2 2 

｛置=)

(117) 

（霞）

A A sin2-= cos2-
2 2

•

即cos A=O .·. 

.. ． L::::..�0 

a:%=0 

第四章 ＝角形邊角間之關係

A A cos2
2一sin2-=0

A=90° 故爲湞角三角形
r8-r=rb+rc 

L:,. L:,. L!,. L:,. —--=-—+— s-a s s-b s-c

.·. S一(s-a
(.s-a)s-= ) (s-c)_-t-(s-b)

戸b)(s-c)
a a 

戸＝氐豚戸
s(s-a)= (s-b)ts-c) 
s2-sa=s2-sb一sc+bc
s(b+ c-a)-bc=O 

1—(a+b+�)(b+c-a)-bc=O2 
即(b+c)2-a2一2bc=O

护+2bc+c2-a2一2bc=O
.•. b2+c2-a2=0 
即 aZ=b2+c2 故爲直角三角形
已知三角形三邊畏a, b,c, t為x3一P必十伊-r=O之三根
（一）求以 p,q,r表此三角形之面積。

（二）試以 p,q, r表示竺�十咢：1+咢£之值。

（一）因a+b+c=P, ab+bc+ca=q, abc=r
則＾＝心(s-a)(s-b)(s-c)

＝氙(s3一(a+b+c)色(ab+.bc+ca)s-a紀｝

｀钅｛（伊－心曰（钅严｝

｀和f-f考-r} =冴（
一p3+:pq一g,,

)
-

1 
4 
－一./-p4+4p2 q一BPr

幺1

A B C B C =cos----•(sin- --- cos-+cos 一- sin 一）
2 2 2 2 2 
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（二）

：：：： 

＝ 

震準高中三角學

cos A cos B cos C be cos A+ca cos B+a�十 十 ＝a b c abc 
(b2+c2一必）十(c2+a2-b2)+(a2+bz一c2) a2+b2+<JI 

2abc ＝ 2abc - -
(a+b+c)2一2(ab+bc+ca) p2一zq

2abc 2r 
（例8) 在任何三角形中，其內切圖之面積與此三角形 之面積之比等鸕

A B C 元與cot一一cot-一- cot—－ 之比，試證之。2 2 2 
＜匿） 設三角形之面積爲今共內接圓之面積爲4則

A :L::,.= 記：今＝元：今，然

cot-#- cot钅 co千」嘉嘉正繼龘
」三＝ 尹

(s-a)(s-b) ,./ (s-a)(s-b)(s-c) 
s2 s2 s2 srL::,. ＝ －＝ －－＝ 一=-·

＝」武戸）(s-b)(s-c) L::,.. rs r2 ,,.2 

A B C 
.•. A: L::,.=1t: 函一cot-cot-

2 2 2 

耆題＝十四
(1)試證下列等式：

abc @ 2 rR =耳玕c ·@ r1+在十「3=4R+r

A 
@ r1 r2 r3=r3 cot2-cot 2 

晶cot2_f_
2 2 

B C a cos一 cos—

2 2 @ f'1 =- <ID r.rbrc =rs3 

@ 

COS一

2 
,氬rbrc-- =S 

d元.f 廿·brc +re r. 

© 
1 1 1 -+-+—+ 1 a玕b2+c2
, 2 ,-•2 ,-b2元2= 72-

C A @ t"a硒 =CCOt— ® 工五=tan2一2 rb 乓 2
(2) 試證下列表三角形面積之公式：

A A B (!) L::. =s(s-a)tan一 (ID L::. = (s-a)2 tan一函一cot-2 2 2 f
1 @ L::.=一(a2 sin2B+b2sin2A) 4 

®.6..=R,r(sin A+sin B+sin C) 
2abc A B C (g) .6,. = cos— cos— COS一a+b+c 2 2 2 

(3) 試證在底邊及他二邊和爲一定之三角形中等腰三角形之面積最大。
(4) 於.6..ABC, 設對應a,b,c之高各爲柘， h2, h3,

試證( i) 1 1 I s＿－十十
柘h2 h 

- -=-

3 .6,. 

(ii) (h1 sin A+h2 sin B+h3 sin C)
= 18.6.. sin A sin B sin C 
A hb he (5) 試證 sin2一 —=-—一一
2 4rb 氏

(6)試證 (r8-r)(rb
一，）（左一r)=4RrZ

(7) 試證 （ 1 1 、
）（ 

1 1 1 1 4R --一－－－ 一. . -一 ＝）（ a 「b r re) r2 sz r r , r 
(8)試證祅sin A+sin B+sin C)=2R sin A sin B sin C

（武漢大學）
(9) 試證 a cos A+b cos B+c cos C=4R sin A sin B sin C

�(武裹大學）

(1) (!) .-.

習 題略 廨

6.=rs, 6.==霈.·. rs=言
abc =a--1-b+-c

2rR= 
abc
2s 
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� r1+r2+ra 「＝ 6 6 6- 6 2s-a-b - -+-+-—-- = 6( 一
s -a s-b, s-c s (s-a)(s-b) 

s-(s-c 1 1 +- )J = c6{ —-+--—} 
s(s-c) (s-a)(s-b) s(s-c) 

-=c6{ 2s2-s(a+b+c)+ab abc 
62

一 ｝ ＝ 云=4R

C, r1r2ra = 6a 6a 然 S
S

= 一5(s-a)(s-h)(s-c) 「
r1r2rs s3 A B C ＝ cot2一cot2—cot2-

rs (s-a)(s-b)(s-c) 2 2 2 

＝ 
s(s-aJ s(s-b) s(s-c) . ·-· 

(s-b)(」 -c) (s-a)(s-c)
0
(s-a)(s-b) 

sc . . 「1r2ra A B C ＝ －．＿－－－ ．． 一 —一=cot2�cot2 --cot2一(s-a)(s-b)(s-c) r3 i 2 2 

＠ 左淳＿ 一一 公-� —「1- 一-- =v /s(.i二b)Ts-c)
s-a s-a 

右邊=a✓s(s-的．痘二£2. be s(s-b)(s-c) 
ca ab s(s-a) =《 s-a

O 左邊=__.tL曇 －今 .A..=一－一一A一—— =��
s-a s-b s-c (s-a)(s-b)(s-<:) ,62 

＠ 左邊

=,6s =rs2 

rs2 

52 一 一7sl s2 
,J (s-a)(s-b5 + (s-b范勻氕戸）z戸

rs2 r2s2 
= � = rs =S

=
:; 

S2s ✓ S2 
(s-aS(二b立巧

＠ 左邊= ,.2-+ 1 (s-a)2+(s-b)2+(s-c)2 a2+b2+ c2 
, - - - = s2 s2 

�(s-b+s-a) Sc rsc ＠ 左邊＝＼
（

一-- ,_ 一＝ 一 — 一一一－－
s-a)(s-b) (s-a)(s-b)

=
(s-a)(s-b) 

1 c(s-c) C =—2-rc(s-c)= =c cot--
r r 2 

第四章 三角形逼角間之關係 靄

® 左邊＝（6.A 
)／（ 

A 6 (s-b)(s-c) 
T戸戸

． 戸） =�s-五）
— =tan辶

A 
2 

， (2) (l) 右邊=s(s-a)一一=S1'=6s-a 
, s-b s-c s(s-a)(s-b)(s-c) ® 右邊=(s-a)2-•-•-=s-a r r sr 

L:::,_2 =-—=6 
6 

1 蔓 右邊=--(2必sin B cos B+2b2 sin A cos A) 
4 

I b c2+a2-b2 a 护十c2-a2=2(a2 • 邳• • 2ca 汪·碌' 0 .. 2bc ) 
2a記 abc

＝瞬了R至
a {I) 右邊=Rr( + l, c a+b+c - - ---+-)=r• =rs=A2R 2R 2R 2 

0 右邊= �竺」s"Ct-;;a5Jsc;�) J�(�;-�2
=•✓s<了三i氕s=b)(s-c)=L:::,

(3) 1� .6.ABC, 設BC=a, AB+AC=l, L:::,2= s(s-a)(s-b)(s一。

1 1 因 s- -(a+b+c)=--(a+ l)=一定， .•• s-a=一定．
2 2 

故 (s-b)(s-c)最大時，面積為最大，然(s-b)+(s-c)
=a=一定，故s-b=s-c, 即b=c, 時(s-b)(s一·C)爲最大亀

(4) (几因＾＝ah1 蝌 chs一－－＝ ＝
2 2 2' 

I a l b I c 
汶＿，严f;;::• -h; = z云 h尸沄－ 此芝式相加得

1 I I a+b+c 2s s 
-h;+-h;-十-h3=--2云一= -2云 ＝ 云

(ii)因 ah1 = bh2=ch3= 2今，故2R柘sin A=2Rh2 sin B
=2Rh3 sin C=26因之(h」s访A+h2 sin B+h3 sin cy 
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9 6 2 =R.2
-·····.·<D 然R= a a17c abc 

2 sin A 2bc sin A 
＝ 

4!:). 

R2 

＝ 
2R sin A 2R sin B 2R sin C 

4公

公
2 sin A sin B sin C 代入(1)得

(h1 sin A+h2 sinB+ha sinC) 2=9!::::. 主inAsinBsi�
!::::. 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

11. 雑

（一）

=18 6. sin A sinB sin C 

左邊=D:」籌�. 但s-b =�
「b ， 

故左邊＝－今辶=�缸
bcrb 丘 4rb 店

A B C B C r0 -r =4R sin2(cos-c os—-si正-sin一）2 2 2 2 因

故

A B+C A =4R sin—
COS — = 4R sin2 一2 2 2 

A B C 左邊= 64 R 3sin2—-sin2一-sin辶--=4Rr 2
2 2 2 

左邊 Cra -r)(rb -r)(rc -r) 4RrZ 
「3「a邙「c 「3 S公、a

s( s-a)(s-b)(s-c} 4R r 2 4R 
＝ ＝

「 Brsz r 2s2 

l:::,. s-c=—
「 C

A B C 左邊=4r cos—
COS一-cos一－

2 2 2 
A A B B C C =16 R sin2cos2sin歹-cos歹-sin2c os2=右邊

左邊= csinAcosA+csinBcosB csinCcosC c
sin C sin C sinC ＝ － 

2 sinC 
(sin2A+sin2B+sin 2C)=R •4 sin A sin B sin C=右暹

題

四邊形之面積

第曰拿 三jf;.. 浸色間之鬮儸

殷四邊形AB CD之四邊爲a, b,c, d, 
a+b +c+d=-Zs, LA+LC:::<:2tt, 共面積爲S

則(i) S=,./(s-a)(s-b)(s -c)(s-d戸辜薴這
(ii)若四邊形ABCD內接於圓時

S=,./(s-a)(s-b)(s-c)(s- d)
(iii)若四邊形ABCD外切於圓時

S=,./苹sina

(iv)若四邊形ABCD外切於圖．同時內切於他圓時，
S=,/苹

（匿）

(i) 

然

．、

＾

 

A

D 
B 
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＾

 

C 

万在=a2+a2一2adcos A= b2+ c2一2bccosC
1 ad cos A- bccosC=— (a2+a2 -b2-c2)···• ··0) 
2 

1 1 �AB D=-adsinA, �CB D=-bcsinC 
2 2 

••. ad sin A+bc sin C=2S···················.. ······(2 ) 

(1)2 + (2)2 a2 d2十护c2 一2abc d(cos AcosC-s�i A函B)

=4S-註(a2汪－护－孽........................(3)
4 

cos AcosC一sinA sin C=cos(A+C) =cos 2a 

代入(3)得a2 d玕b 2c2一2 abcdcos2a
1 =t;.52十一(a2+ d2 -b2-c2 )2 

4 

16S2 =4(a2 d玕护c勺一8 abcd(2 cos2 a一1)
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一(az+d2-bZ一c2)2

=4(ad+bc)2一(aZ+d2-b2-c 2)2一16 abed cos2 a 
=(a+b-c+d)(a-b+c+d)(a+b+c-d)(-a+b 

+c+d)-16 abed co.s2 a
= I6(s-a)(s-b)(s一c)(s一d)-lG abed cos2 a 

S=./ (s-a)(s-b)(s-c)(s-d)-abcd co.s2
-五

(ii) 若四邊形ABCD內接於圓時，因2ct.=LA+LC=l叩．

.•. COS a=COS 90°=0
••• S=./ (s-a)(s-b)(s-c)(s-d)

(iii) 若四邊形 ABCD外切於圓時，因a+c=b+d=s
s-a=a+c-a-=c, s-b=b+d-d=d
S一c=a+c-c=a, $-d=b+d-d=b

• . S = ,rl abed-abed cos2 a= ,✓ abcd(I一cos2a)
=./abed sin2a=./苧sin a 

(iv) 若因邊形ABCD外切於圓，同時內接於他園時皇

7t= 90°, :.'in a= 1 �  丶 S=✓戸
(::.) 三角形之三中線長
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設 t:::,.ABC之各中線長爲m8 ;_mb, me, 則
1 ffla = -,/护十c2+2bc cos A, 叭＝ 一1 
2 2 ,/c玕a2+2ca cos /J
1 加 =-,/a2+护+2ab cosC2 

（霆） 於 t:::,.ABC的設D爲BC之中磁．則

1 ．． 叩=-✓戸2+2bc cos A, 2 
1 1 同理mb=丶

-✓i52+a茌2ca cos IJ; me= 一」必十护十2ab cosC2 2 
(=-) 內外平分線之長

設 L::..ABC之LA之平分線與BC之交點爲D,乙A之外角之
平分線與BC 延長交點爲E, 則

2bc A 2bc A (i ) AD=一COS一 (ii) AE=— sin—一

b+c 2 •  c-b 2 
0匿） (i ) L::..ABD+L::..ACD=L::..ABC 

1 A 1 A 1 • • --c• AD sin-+--b• AD sin一=--be sin A2 2 2 2 2 

AD= be sin A
(b+c)sin---A 

2 

A A 2bcsin一一 COS一

=---2- 2 
(b+c)sin 一

A�·

2 
2bc A = cos一

b+c 2 

(ii)設乙C.4E=a, 且lj a+-=-A 7t 
2 2 

L:,.ABE-L:,.ACE=L:,.ABC 

丶
.
}
i

.

.

 

.

`
－

 

`
 

．
．

 二

萃玕AC2=2C:訂茅十1J在）
az 

即 c2十护=2(m!十一）4 
．． 却元=ib2+2c2-a2...... (I) 
然 a2=护+c2一2bc cos A. 
代入 Cl) 得

4元= f>2十c2+2bc cosA

A

C段）

1 1 1 •• 一-c• AE sin(a+A)-- -b• AEsina= --bcsin.A2 2 2 
然 sin(a+A)=si玄·.·2a+A=元）
••• c• AE sin a-b• AE sin a=bc sin A 

A A 
be sin A Zbc sin— COS一

2 .•. AE= ·= - --
(c-b)sin a A (c-b)cos一

2 
2bc A sin A ,,r 

c-b 2 (·.·a+一＝ 一）
2 2 

因E在BO之延長上，故必c>b, 若E在CB之延畏上。
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則 b>c, L::,,,ACE-L::,,,ABC=L::,,,ABC

AE= be A sin—· 
2 

（例1 J 

C鼴）

(i) 

(iii) 

設內接於圓之四邊形ABCD之對角線爲x,y, 四邊長各為
a, b, c, d, 外接圓半徑爲兄試證

x=J-(ac+bf)(ab+bc) (ii) Y=」＠圭凶袒辺
a +cd I ad+b� 

R=-tJ面+c學學羨尹Q
4 cs=顆-b)(s-c)(s-d)

x2=a2十护一2ab cos B=lP+d2一2cd co;;D(i) 

然

． ．． 

a2+b2 xz 
2cosB=ab

一一面········Cl)

c2+d2 xz 
2cosD=一－一一．．．．．．．．．

cd cd (2) 

LB+乙D=180° .-. cos B= -cos D
a2+lJ2 z2 c2+<12 z2 ----- -(-一－－）

ab ab= cd cd 
1 1 a玕护c2+d2 (a2+缸)cd+(c2+tJ2)a

X約ib+cc1) =ab十國一= abcd 
(ac+bd)(ad+ bc) 

= abcd · 

x2= (ac+bd)(ad+bc) abcd (ac+bd)(ad+bc)
• - = 

abcd ab+ cd ab+ cd-

.x =J 

( ii) 

(i ii) 

同理Y=J
(ac+ba)(ao立

ad+bc 

.t:::,.ABC=t: 立�ACD=�盡
段四邊形ABCD之面積爲s,

S= (ab+cd)x
4R 則

「例2)

C詮）

(1) 

<..2) 

(3) 

、

J
.
l（、

(i.ii) 

第四章 三魚形邊角間之闞係

R=墮护!E=�乜� I rac+b心(ad+bc)
4S 4S V ab+cd 

． 代入上式S =-✓ (s-a)(s.....:.. b)(s一 c)(s一d)

R=J.-J�ab声定這戸ba)
4 (孓-:a'5Cs-b)(s一 c)(s-d)

段一薦角三角形內切圓之半徑爲，，直角之平分線長爲沅求證
其a與b二直角邊長爲下列二次方程式

．
之根。

(m-2✓ 芍）i2+2✓ 2 r2x一2mr2=0
·.·m=ftb cos 45°=紵；x平

然

ab=(a+b) �·······........ (I) 

又·.·(_(a-r)+(b - r))2=a玕P
即2r2+ab一2r(a+b)=O·… ··(2)
由 (I)代入(2)得
2✓2r2+( m-2✓ -Z-r)(a+b)=O
.·• a+b= -w歹 -2mr2

戸芬
-, ab=m=:-2✓v

習 題 畸

，

 

耆題＝十五

試證在四邊長 一定之四邊形中，內接於圓時，共面積爲最大。
試證對角線之長爲p,q, 其夾角爲d之四邊形之面積等於
1 
2 - pqsij(l</J。

如四邊形ABCD有一外接園及一內切圓，試證
ad-be A be cos A= ( ii) tan2一＝ －ad孑be 2 ad 

內切圓半徑= -- . 一一✓cil辜

211 

A

廨
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(1)詖四邊形.1ECD之面積為 s, 四邊長各爲a,b,c,d,
2s=a+b+c+d, 乙A+乙C=2名則S2=(s-a)(s-b)(s-c)
(s-d)-abcd cos2 a, 因(s-a)(s-b)(s-c)(s�d)與abed
爲一定，放cos2 a最小時S為最大。
.·. a=-.:..'T_即2a=11:. 即乙A+乙C=11: 時，S為最大。2 

(2)於四邊形ABCD過各頂熱作對角線之平分線所成之平行四暹崩
為EFGH,則乙EFG=<b; EF=AC=p, E A ff 

I /I
、
、 -,

1 FG=BD=q .•• 口ABCD=-□EFGH2 
1=,6.EFG=—pq sin if,2 

1 
(3) ( i )四戌形 ABCD=--ad sin A

1 

2 

2 +-bc sinC, 因四邊形ABCD內接

於四，戎LA+LC=元．丶sinC=sinA 
1 ．丶四邊形ABCD=-(ad-!-bc)sinA2 

又因四過形ABCD有外接園及內切圓，
故四逼形ABCD=」品洹 c

 

二
A

c

B

1 •• 」孟國＝ －一(ad+bc)sinA, .·• sin A=2 ,/abcJIC! id+�)2 

•·• cos A=《1-(2 ,/涵辰) 2= ad-be
ad+ bc ad+bc 
A 1 ad-be 

A sin22 2(1-cos A) 1 一－一一

(ii) t証一＝ ＝ ＝ ad+bc be
2 cos2 A 1 - --(l+cos A) 1十ad-玩 =

aa
2 2 戸c

(iii) S=½r(a+b+c+d)=rs 丶. S=渲沼.·. r=辶四
s s 

綜合習蟈三
試證下列各恒等式：
(1 ) a cos A+b cos B=c cos(A-B) 

第因章三角形漫角間之靚係 213 

(2 ) ma+b+c m sin A+.sin B+sin C 
-m- a-b+c = m sin A-sin B+sin C

(3) (a sin A+b sin B+csin C)2=(a玕b2+c2)(sin2 A+s研B
+si正C)

(4:, b:;sin 2C+c2 sin2B=2bcsin A 

(5) a cos B-b cos A C 
sin(A-B) sin C 

(6 ) s
§往
in

(_
(
B-C) bcosC-ccosB
B千C) =b cosC+ccosB

(7) a(b2+c2)cos A+b(c2+a2)cos B+c(a2十护 ）cos C=3abc

(8) a sin(B-C) b sin(C-A) c sin(A-B)
护一c2 c2一必 a2-b2 

B t-一
2 
C A (9) (b+c-a)(cot-2 +co ) = 2a cot—2 -

sin. — 
2 
C A -B (10) (a+b) =Cf:OS了

(11) cos A+cos B+cos C=l十2a sin B sin C
a+b+c 

(12) a cos A+b cos B+c cos C=2csin A sin B
(13) a sin(B-C)cos(B+C-A)+b sin(C-A)cos(C+A-B)

+csin(A-B)cos(A+B-C)=O

(14) 6=一14 （必sin2B +-b2 sin 2A)

a2+b 2+c2 

(15)
1:::,. 4(cot A+cot B+cot C)

(16)�=Rr(sin A+sin B+sin C)

(17)�= . (a2

2
一
s

护
in

）
(
. s
A

in 
-

A 
B

s
) 

in B 

(t8) �sin 
a2

A 
护 c2 A 

B 2 sin . 十亨十菡zc)sin歹- sin C=t::.. 

( 1 1 1 1 19) 1:i計ca+a『霹
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(20) a cot A+b cot B+c cot C=2(R+r)
A B C (21) ra =s·tan一 =(S一c)cot—=(s_:_b)cot— 
2 2 2 

s A B C (22) -=cot-+cot-+cot— 
r 2 2 2 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

（ 
sin A+sin B+sin C a cos A+b cos B+c.cos C

a+b+c ）＝ 
2abc 

a sin(B -C) b sin(C -A) <- sin(A-B) ＝ 一＝ 一－ 一护一c2 c2 -a2 a2-护

1 b.=--(a2 cot A+fil-cot B+c2 cot C) (兵工學浣）
4 

A B C 6=4Rr cos- - cos- - cos--
2 2 2 

2abc A B C 6=—一 -cos— cos-一 cos--a+b+c 2 2 2 

4r(八十rb+re )=2(bc+ca+ab)一(a2+b2+c?.)
1 1 1 1 a玕护十c2
-r2十 元十元三� 2 ·= ,6_2

A B C t. cos-;c-+fa cos---+te cos—=a+b+c.t. 2 2 

(31) R=�a立立互孕声土）
4(r訌b+rbrc 十在石）

(32)設 cos A cos B 
b 

= 
a- ，則此三角形爲等腰三角形或直角三角形。

C B 
(33) 設(s-b)cot-一=stan--, 則此三角形爲等腰三角形。2 2 
(34) 設一三角形內cos3A+cos3B+c os3 C=I, 則共中有一角爲120•
(35)設C-=2B, A""' B, 則c2=b(a+b)

a-b l (36)設 cos()= -一－，則sin·- t:=-一－－c sin () 
C 2 凶ab-

(37)若 sin A, sin B .. sin C成A.P.,則
A B C cot--, cot--, cot—亦成A.P.。2 2 2 

第四章三角形邊梵間之翦係

(38) 若 A:B:C=I:2:7,則c:a=✓ 5 +1:✓5 -1, 試證。
cos A cos B cos C I :l9)若 ；弓 －「＇了成A.瓦則氹尻c2 亦成A.P.。

�-•- A -C a2+c2110)右 A,B,C成A.P.,則2cos—
2
—=-

l>3 
—

C 

(41) 若 COS歹
A

弓 COS歹
B-=va =」b則L:::.ABC爲等腰三角形。

(12)若 a2=bc,則cos(B -1)=1一cosA -cos 2A
(13)若 2cos A+cos B+cos C= 2則

2a=b+c 
(14) 設三角形三迄之長爲a, b, c, 共三中線爲l, m,n試證

唄-c2)z2+(c2 -a2)m玕(a2-护）n2=0

215 

〈15) 立三邊爲x2+x+1, x2 -I, 缸十1, 求最大角。
(16)若 2cosA+cos B+cos C= 2, 則 2a=b+c。

答： 120° 

(47) 設 C= 元－ ， 試證sinL-i_=�. co.52�- =旦仝2 2 2c 2 2c 
1 tan (A- B)=-­a-b 

一
2 a+b 

(48)若 b+c:c+a:c+b=4:5:6則
cos A:cos B :cos C= -7:n:13 
sin A:sin B :sin C=7:5:3 

(49) 設兩圓外切；半徑分別爲R與r, 若兩圓公切之交角爲 e. 試澄

�in0= 4(R -r)./Rr
(R+r)2 

(50) 有互相外切之三圖，其半徑分別為a, b, c, 試求三腴中空隙，？而積。

答： S=./abc(a+b+c - 元(a2A+护B+cz c2
）一一～－一--一·- 一－－一－

360 
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第五章 測 量 問 題

1. 測 量 術 時

三角形解法之主要應用鈣測量問題。茲將測暈中最常用之術}ltf.,

說明如下：
（一） 鉛垂線繫金闕物於織之一端，線之一端固定，使具自由下垂. Jt

繩所持之位置，稍爲該點之鉛垂線。
（二） 鉛垂面含有過一點鉛垂線之平面，稱為該點之鉛垂面。

（三） 水平線過鉛垂埭上一點而與鉛垂線，相垂龍的直線．謂之該點之

水平線．
（四） 水平面過一點而與此點鉛垂線相垂葭的平面謂之該點之水平面．

（五） 仰角及俯角：仰角，親線在水平椽之
上所成之焦，如圖a魚。
俯角，飄線在水平線之下所成之"·
如圖 f3 有。

（六） 距離如AC爲 A點之水平線，BC
為B點之鉛垂線，AC,BC相交於
C, 如右圖則： AC稱焉A,B間之水

平距離，BC稱為A,B間之鉛直距
離AB叫做A,B間之距離。

（七） 羅盤航海時f且用羅盤以定方位，將圓
矛盤面分成32等分，故兩分點間弧所

三
A乙C

對圓，t嶧謇即11.25°。

覽恆之向及點一一由一定點視他一點
之方向平分東與北兩向 則稱他一點

．毌

之向篙東北。
例· 覬右囧與下例即得知，乩方向。

(i)南 30
° 寅 (ii)北 30

° 西

2. 幫測塹問題之步慧

初學者封於；；［蓋題，往往視爲一難關，考其原因均不了解題意，或
代數學不熟，或沒何定理不會應用。此頰題目是三角應用問題，簡單者
不過為同芝，有形，緊難者與代數學中態用問題相同。惟立方程式時要
用三角學屯之定義及公式與幾何學中之定義及定理而已。玆將共歩驟
罰述如下：

(-) 閱於羅盤方向及測昷術語，須徹底了」獐明白c
（二） 看清楚題意，作一適當之圖形。
{=::) 找出幾個三角形爲菇礎，必要時可作輔助線。用三角法及幾何定

理，（畢氏定理正餘弦定理等）以考察其邊角間之關係。
＠） 令所求之值x,(有時爲便利起見可引用幾個未知數）由上面所得

之關係立方程式。
Qi) 解此方程式，炁苓戲布有合理者應說明棄去。

8. 節易測量題

(ff 1) 平地上立一竽，於離竽足a公尺處戶則得竽預之仰角為 ·8 度，
求竽高？

（臺點） 設竽高爲X公尺，即AB=x, 而
AC=a公尺，乙ACB=/3度，今從
a, /3之問找出其已知關係即由三角
函數之定，得立下式 c二

-:Z=tanfl .·. x=atanfl

於是因a, fJ爲已知數，X爲末知數，將已知數代入上式便可得
共餠。

（厚） 從略
（例2) 有砲臺一座，自同平面上汗］得仰角

爲a, 向砲箜走近a尺，再測得仰
有鈣8, 求砲羣之高。（鎏省師大）

（黷一」 如右圄設石包在為CD=x,
＾二
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A, B為兩測點，則AD=xcot a, BD=x cot /3
.•• AlJ=AD- BD=x(cot a-cot fJ)
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a 
.•. X= 

cot a-cot fl 
（解二）今乙ACB=f]-a. 作BE..LAC,

在西角三角形ABE中
BE=asina 

又在直角三角形BCE中，
BC =BE csc (fl-a) 

BE a szn ct ＝ － ＝ 
sin(f]-a) sin(fl-a) 

在直角三角形BCD中，CD=BCsin (:3 
asmasm •• x= sin(f]-a)

（稽三） 設 CD=x尺，BD=y尺

，

 

a a sin a su-1 0 
•• x= — ( =一

,/ cot2 fJ一cot2a ,/ s. 瓦ca平rJ)瓦，·1iJX:--
• 一
＃）

I£1J <1」 在塔底測得對面山頂之仰角為a, 復在塔頂刮得其仰角為品若塔
高為a, 求山之高。

（鉍一） 如右圖，設山高CD=x, 耻
CE=x-a又設BD=y, 姆

三：

（例3〕

（解） 如右圖，設塔高Cu=.,,,
A, B 爲第一，第二測點，則

王=tan/3·········(1)

今｛辶�tan a …··(2) 

由 (1) y+a tan /3 
(2) 得 ＝

y tan a' 即(y+a)tana=y tan.,8

a tan a a tan a tan /3 y= ; x= tan /3一tana tan /3一拉n a
一人於塔之正東平地上一點測得塔之仰角為a, 復南箜a尺，灑
得塔之仰角為/3, 求塔高。（武漢大學、北洋工院、統一招生）

、 T')�-

C A 
ex·-

｀ 

AD=xcota, BD=xcot/3 
因乙DAB為直角（正東正南 p 

-----
［
三相交成葭角），故在rt.6.BAD中，AB2=B在一Jf.l)2

即a2=x叮cot2 fi-cot2 a) 

c
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＠
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作
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又

、
丿

I

l
 壙

CB= BF a cos f3 
sin(a-{3) 

＝ sin(a-/3) 
再在rtD.BCD中，

CD=CBsina 

即 x=asma cos f3
sin(a-{3) 

（例5」 平地上有一塔；距山胭a尺處，知山之傾斜為a角，一人由山膺
上行c 尺，至山頂一照遠囑，塔頂所到之處，恰爲一小池，設塔
與小患之距離為b, 求證塔高為

be sin a 
a+b+c cos a 

（霞） 如右圖，設塔高為DE=x
則x=EFtan F=b tan F ＼ 
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又 AB= csina, BC= ccoso: 
BF=CE+EF+BC 

=a+b+ccosa 
AB csm a be sin a 

故 tanF=BF=a+"b+ccosa�fJ X= 正Fb-=五元aia
（例6) 一直線上A,B,C三點，在各點測一山，其仰角爲30°, 45°, 
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60°, AB=BC= 600尺，求山高。
C層） 如右圖，設山高爲DE=x

在6.ADE內，
AE=x cot 30°=,./3x 
在t::,,.CDE內，

CE=x cot 60°
= — ✓

-s·

3 
X 

在6BDE內， BE=X cot 45°=X 
AB=BC=600尺
BE爲t::,,.AEC之中線

故由畿何定理三角形二邊年方和等於中線平方與第三邊半平"jJ
和之2倍得 万瓦2+CE2=2(BE2+BC勺

I 即 韶z+- -xz=宓2+2X360000
3 

必=540000 .·. X= ,./严=300-✓ 6 (犬）
（例7〕 在上午十一 時，一船從A點以一時8浬之速率向南53° 東之i

向進行，當時測得一砲槀 B在 � N 

北37°, 東追至下午一 時到達
C點，測得砲臺在北20° 西，求
BC之距離。

＾二＾
例8 J 

（廨）

=90° 一(37° +20°)=33° 

今 BC=�貴記=ACsec33 °

=16Xl.1924=19.0784 
故知BC之距離爲19準

設雨圓互相外切 ，大圓之半徑爲R, 小圓之半徑爲，，求此兩圜
之外公切線所成之角()。

設P爲兩外公切線之交點．
T,T'爲相當兩切點0,0'

爲兩圓 中心1,聯OT,0'T', 
再作OAJ_O'T'
則 LA= R乙

乙T= LT'=R乙
1 又 乙OPT'=-0=乙AOO'
2 

且 OO'= R+r, O'A=O'T'-AT'=O'T'-OT 
=R-r 

今 sin 0 O'A' R-r 
2= 750, = g五

。是 一可求 ，即0可求得。
2 

（屏） 如左圖，在.6. BAC 中 ，
乙BAC=53°+37°

=90°

又乙ACB
=90° 一（乙CAE+乙NOB)

W, 謩

c
 s

 

習題＝十六

(1) 平地上立一竿，於離竿足 150公尺處，測得竽頂之仰角爲30"',求竿
高？

(2) 在某地測一砲瘞其仰角爲10° . 東向砲臺走近200公尺測 之其仰角
爲15竺求砲臺之高及第二觀測點與砲臺之距離？
(sin 15°

= 0.2588, sin 5 °
= 0.0872) 

(3) 在山麓之一點測得山頂之仰角爲60° . 再退後120公尺．仍在同一水
平面上之一地點測得 其仰角爲30°,求此山之高。

(4) 河邊一塔一塔已知高爲93.97尺，今測得對岸一物之俯角為2512',
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求河寛。 (tan 6i0 48'= 2.1251) 

(5 ) 自a尺高之山頂測地面上 正南之兩點，得其俯免各爲C及/3. 求遑

兩點間之距離。

(6) 屋頂上豎一旗桿，今在A點測得旗桿頂之 仰角爲a, 又走近a尺�

B, 測得桿頂及桿底之仰角各爲 B及 w 求旗桿之長 。

(7) 雨人立於距a尺之A,B兩處』同時觀察一氣球，此球正在雨人之·

（即同一垂直面）上各得仰角a及f],問氣之高度。

(8) A,B兩目標分在山之兩旁之平地上，一 人立 於山頂，』丨合與A,B囑

同一鉛垂面內．測A,B之俯角各爲45° " 30 ° . 設山高200尺，＊

A,B的距離。

(9) 一長40尺之梯，倚於街之一旁．適與一高33尺之窗口相齋，若梯

不動，將梯轉倚以街之他傍，則可及高21尺之窗口，求街寬。

(10) 一桿堅立於土』推上於平地上一點測得桿頂及桿底之仰角各 爲 so•

及30 ° 求證桿長爲土堆高之二倍。

(U) 塔上 堅立一旗桿．今於離塔菡a尺之處，測得塔項之仰角爲0. 旗·

頭之仰角爲90 ° -e. 試證旗桿長 2a cot 20尺。

(12) 一山坡與地面成30 ° 之角．一人從山廊背山走遠300尺寸則得牛山

一點之仰角爲15 ° , 求山高。

(13) 一人站在離一塔a尺之屋頂測得塔瑊仰角爲a, 塔底俯角f),則塔囑

爲a(tan a+tan fl)或 tz $in(a+fJ) 
cos a cos fJ。

(14) 由a尺高之燈塔測得恰在塔東徑過之船之俯角爲45 ° , 經過一小嶋

後」配合行至塔之正南，是時測得俯角爲30 ° . 求船之速度。

( 15) 在A點測得正南一塔之仰角爲30 ° . 又在A點之西a尺 之處B亀

測得其仰角爲18 ° , 設tan18 ° =訌－包立則塔高爲�
s .../2vs+2 

(16) 甲乙雨船岡時在正午離埠 」甲向W.28 ° S. 每時逑10浬，乙向

1 
E. 62 °S. 每時速10一瀍」問在下午二時，甲乙兩船距離若干？

2 

(1) 

2) 
(3') 
(4) 

(5) 

(6) 
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習 題 嗜 解

做國 1) 竽高50./3公尺

倣（例2)砲臺高103公尺，第二觀測點離砲臺384. 3公尺

倣（例2)高=120/(cot 30 ° 一cot 60 ° )=103.92 (公尺）
-"'=93.97 tan(90 ° 一25 °12')=200 (尺）

設 AD=x尺

DC =a tan(90 ° -a)=a cot a 
AC= a tan(90 ° -fJ)=a cot fJ 

．立= DC-AC=a( cot a-cot fJ) 

設旗桿高=X兀屋高=Y尺，則
(x+y)cot a-y cot Y=a••·······(l) 

(.x+y)cot fl= y  cot y•···········(2) 

解(I), (2)得

•. - a(cot y-cot (3) 
蕊巧孕五－石

=q_f__t_芝�J,!a_扣色丑C!!!_Y)
tan/3-ta肛｀ 尺

( 7) 気球之高＝ 、b則AD= y cot a, BD
= y cot fJ 

••• y(cot a+cot fJ)=AD+BD=a 

•·• Y= a 
cot a+cot (3 

� a tan a tan f3 
＝ －｀ 

tan a+tan f3 

(8) AC=200 cot 45 ° =200 (尺）
BC=200 cot 30° =346.4 (尺）
AB= AC+CB=546.4尺

(9) BC=✓402二户34. 05 (尺）
AC=✓40� 二筵=22.605 (尺）
it- AB=56.655尺

A
 

A� 二
8
 

。

D
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(10) BD= AC tan 60° ---AC tan 30° 

=AC(../3一 一辶） =�AC 
../3 ../3 

=2 AC tan 30° 

(11) CD=a tan B
BD=a tan( 90°-0)=acot (}
BC=a cot 0-a tan O=a
cos (} sin 0 cos( (}+(}) 
（平()-函e)=a霸戸

2aco.,20 = =2acot 20 sinW 

(12) EF= 300 
cot 150° —,.,,,'){\0 

=_30_Q_ 
3.732一1.732=150 (尺）

I ·.·EF=--DC2 
故DC=2EF=2X150尺=300尺

(13) ED=鷗BA=h=塔高，則
h=BC+CA=DC (tanf3+tan (¥)
=a(tan a+tan fJ)

如作BF土AD則
BD=DC/cos fJ=i:Z/cos fJ
BF=BDsin(a+fJ),
AB=BF;cosa
.·. h=AB=竺述生墮）

cos a cos/3 
(14) 設A,B爲船之兩位置，其距離岱Z尺

AD= a cot 45°= a,
BD=acot 30°=a../3
.•. x2=刁在十霸=a2+3�

=4a2( AD土BD)

A

B
 

｀ 

A�l�l n . 1D 

�-

X=2a, 即時速每時2a尺
(15)今AD南向,AB西向，故LBAD=90°

又設塔高爲X尺」llJ ]3在－訒2 =為2=a2

但BD=xcot 18°=X J--互一
5一2✓ 5

=x✓s+辺5
AD=x cot 30°=x✓3代入上式
得必(5+2✓丐一3)=a2

a ••• X= --
✓2✓ 5 +2

(16)今乙AOB=IS0° 一28° 一62°=90e

又0A=2XI0=20浬
1 0B=2X10一=21浬2 

••• AB=必202+212=29浬

4. 簡易測量題（續）
（例1) 有人於山麓，測得山頂之仰角爲450 . 由此山麓上山之坡傾斜

J.5° , 登山160尺，再測山頂仰角爲60°,求山高。

但不満一寸的須因捨五入。
（鮄） 從直角三兔形ABC, 得

AB=BC=x 
從唐角三免形ADN, 得

DN=y cot 60° 

夠直角三角形CDN.膺
Z=DM=160sin 15° , 
CM= 160 COS'15。 c

因 X=Y+z=Y+l60sin 15° ······ ……··•(1) 
又 BC=CM+BM即AB=CM+DM

下'
,

A

J
 C 

＇
 ＇ ＇

 ,+＇

＇
 
，

 

A
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c■ 2) 

(■)

故X=lCO cos 15 °+Y cot 60°···"····--•--•(2) 

由(1), (2)就x,y解得

Y= I60(cos 15° 一sin15°)-一－
1一cot60°

因sin15°= 」百一」2 ✓tf+ ✓ 歹
4 

• co乙15•-
4 

cot60°=-= 1 
../3 

160( 羣翌歹＿✓6-✓2
鈫 4 4 ) 80../2 ../3 

1 = � 

1 一✓a
../3 一1

80」百
－ 一

✓ 3 一1
=40湃(✓3+1)

鹵是由(1). {息

X=40」6(../3+1)+160X幺亙＝幺互
4 

=120../歹十40../6+40✓6 -姒歹
= 80../歹十80」百=80(」歹十」m
= 80(1.4142+ 2.4492) =309.Q88 答： 309.1尺

有塔AB, 在從共華底B所引一水平直鏮上之三點L,M,N
上，測得LAMB爲LACB之二倍，LANB爲L必B

之三倍，且€;M=50尺」MN=20尺，求塔高。C交通大學）
段AB=x, LALB=O 

則［竺�::!B�竺��:了:.
� 戶忒

由是 x cot O-x cot 20=50 ............... (1) 
x cot20 一， cot30=20 ·········.. (2) 

將(1)之左邊形，則

(cot 0-cot 20)x= ( COS (J• COS 2(J X Si刀 8 :c 
盃e-"iin一

2o)x=s,n-20-s碩｝＝ 哂

纂五軍濤 量 問 癰 m 

X 
， .sin21J =50 ,•. X=50血20···············..·(3)

同邏由(2)得 X=40 sin 3(} COS(}••••••• .. (4) 
由(3)及(4)消去L得

50 sin 28= 40sin3(} cos (J, 5 sin 20=2(sih 40 +sin 28) 
3 sin 20=2 sin 4(}, 3 sin 28= 4 sin 20 cos 28 

•• .sin28=0或cos2(}=-3 
4 

按題獻知0爲銳!'!. 故sin癘不能爲o, 因此取COS2(}=一

3 

••• sin2()=力-cos2 2(J=J 1一（令2=亨
4

由是從(3)式X=50 sin 2(}= 印7 100✓3 
4 8 =33.0 

答：約33尺
■(t!l 8) 從 坡路之頂點，測知平迆上一點之俯月爲30°, 再走下坡路之

主會 測知同點之俯月爲15°, 段坡路之傾有爲a, 則
4 

3 
tana=w-i一2

C禱）設CM= a, AC=b, 
1 則CD=-b4 

因LMAC=a --30°,
LM DC�a= I5° 故由AAMC, 得

a 
= 

b 
·sin(a-30°) sin 30° ···············(1)

由ADMC, 得

H 

a 
..!_1, 
4 

= .............. . 

声a-15<>) sin 15 ° (2) 

1 一sin(a一1�'>
鹵(1)及(2)得＿＝ －a szn(a-3心 。4

b sin30,.'-b-=, sin15<>'
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sin(a-30°) sin(a-15°) .. = 
sin 30° . 4 sin 15° ··············•(3)

即
sin a cos 30°-cos a sin 30° 

sin 30° 

sin a cos 15°-cos a sin 15° 

4 sin 15° 

（例4)

（蘑）

系（例5)
（醇）

I cot 30" sin a--cos a=-(cot 15" sin a-cos a) 4 
4(這si江-cosa) = (2+」3)sina-cos a 
(3✓3

一
一2)sina=3 cos a 

3 •. tana=一
－

｀ 一2
在P點有兩力拽之五碼－爲項。兩者之方向夾一月

�f�lfiJ� 二三／／•• f2=a玕护-2ab cos(I80° 
一a)=a2+b2+2ab cos a 

又 sin 0 sin(I80°-a sin a -6--=一_f_)_=J
故f,()俱可求。
有兩點可見而不可及4式求其間之距離。
設兩點爲P,Q, 又PQ=x,
今取一底線AB,其長爲a,
量得，LPA Q=a, L.QAB= y 

乙ABP=/3, L.PBQ=S
今在.6.ABP及.6.ABQ中，
澶用正弦定律

A
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*(例6)
（酵）

茨（例7)

（匿）

BP AB asin(a+y) 
戸

=sin APB .·. BP= sin(a+y+fJ)
BQ AB a sin y 又 －－－＝ － —一一 .·. BQ= 一一－

sin y sin AQB sin(/3+o+y) 
再在.t::,..BPQ中，今有兩邊BP,BQ及一夾角10已知，故X之

值可求。又A如可取在QP之延長線上，則此題可夏簡單。

不用暈魚器求至一不可及之一點之距離。
設C爲不可 及之一點 。今取一底線 0 
AB, 又在CA,CB之延長線上各取
D,E兩點。聯AE,BD,DE蠹
AB=a, AD=b, EE=c, BD=d, 
AE=e, 今先在.t::,..ABD,6.ABE中．

各求乙DAB,乙ABE,則在.t::,..ACB中， n 、E

乙A,乙B可求得。再由正弦定律即可求得AC及BC之值。
在某一地點望直立在丘上之塔之預點及共菡底各得仰角C及

p, 又向塔近d之距離，再量望塔項之仰角得0, 試證丘高爲
曰cosa tan /3 

sin(0-a) 
設丘爲BD=x, 塔爲AB, ＾ 

則x=PBsinfJ 

於.t::,..APC中 AP a 

• sin 0 sin(0-a)

.·. AP== d sin0
籥(0-a)

PB sin( 7t 

2 
·- --a) cos a 

AP 
－ ＝ －一 ＝ 一-0

sin(竺-+fJ) cos /3 
2 

.•. PB= AP cos a d sin 0 cos a
·
= 

－ 箜一s_._8_ cos /3血(8-a)

.•. :r:=P B sin /3= 三－旺袒3竺竺．
cos /3 sin(O一a)

a
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•c例8)

（黷）

即%== d sin (} cos a tan f3
sin((J-a) 

平地上一塔户其頂楓一竿書
一人於埠上某讒．測得竽與塔所張之

有爲C與fJ,某人向前行a尺1紀測此竿張角與前相同，設塔高
h, 竽長l。 （統一招生）

證h=
a sin B cos(-a+fJ) I a sin a 

cos(a+2fJ)• =孟a+2fJ)

如圖設PQ各爲塔之頂與aiPR爲竿．又L.PAR= L.PBR=«.

則由幾何學之定理知ABPR
共Ill, 故知L.BRP= L.BAP 
－瓦次令L.APB=(J
又L.APR=90°+LP AQ 

=900 -1-fJ 
.•. a+(90°+fJ)+(fJ+fJ) 

=180° 

••• (}=900
一(a+2fJ), sin ()=cos(a+2fJ) 

由L'::..APR, L'::..ABR應用正弦定律得
PR AR AB a 

-ffl這= -sinRPA= 瓦nABR= 茹诵

｀竿長l= PR=
asina a sin a a sin a 
声

= sin(90° 一(a+2fJ))
=co!(a+函

又腐=cos BPQ=cos(a+fJ)·········(l)

PB sinB —=-- -······························C2) 
a sinQ 

竺=�違cos(a+fl)_
a cos(a+2fJ) 

即 PQ sin fJ cos(尋．＝ a cos(a+2f3) 

｀塔高h= PQ= a sin B cos(a+ 
cos(a+-

(1) X (2)

測 量 問 靄

匽（例9)

（蘑）

霨（例10)

(ti) 

設一塔DE立一圓湖ABCD之邊上．從湖濱A,B, C三點濁

得E之抑免各為a,{3, y, 今設弦AB=弦BC= a,求塔高。
,,-.... ,-、

在瓦� ·.·AB= BC( = a)則AB= BC

故乙CDB=乙ADB (令爲{})
今/.. D=x coi a, BD=x cot fl, 
CD=xcot y, 
在 .6BDC, L::::.BDA中 重

｛ 
a2=CJY!+BD2一2CD0 BD cos fJ
a2= AD2+ BD2一2AD•BDcos0

寸
玉磾y+x2 cot2 fJ 

一2 .x2 cot y cot {3 cot() 

ta尹cot2a+x2 cot2 /3·

一2丑cota cot {3 cos (J 

E

從上兩式消去cose星則得
a叱cota-cot Y)=茲(cot2 fl-cot a cot y)(cot a-cot Y) 

X=一－ ＝一·=-· ·-
」coi2{3-cot a cot y 

已知三定點A,B,c之位置4女AB,;,c,BC= a, CA= b。

今從一點P, 測知乙BPC=a, LCPA= fJ。求PA,PB,PC

之距離。
C一） 投P點在L:;..ABC內重今令

L.PAC=0, 
LPBC=<b, 則

PC= 藝吐』壅0
sin a sinfJ 

＾
 

sin <t, a sin f3 
声=b菡璸＝ 定值

餃其值爲1/tanX則
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sin (}-sin cf, I-tan X 
sin e+sin cf, = 1 +tan�-

1 tan- -(0-cb) 
2 

1 
= tan(45°-X)····.. (A) 

tan--(0+cb) 
2 

今因P在形內，故于,¢,.P!JC形中．
8+</,+a+f3+C= 360° 

故0+4?可知，而8-cb亦可知，亦即0, cp均可求褐。
今在.6.APC中. LACP= 180° 一(0+/3)

·r

．丶PA=bsin(O+fJ)
sinfJ 

同理可得 PB=
a sin(ct,+a) ---. PC= a sin <b

sin a sin a 

{ll) 若P點在形外，可知-::(登）求到(A)式，再設PA交BC於D
則在L::,..DAC,L::,..DPB中

LPAC+LACB=LPBC+LAPB 
即0+C= 4'+(a-f]) .·. 0-4'= a-{3-C 

故 0一中可得，從(A)又可求得0+4'.故0,4'均可知。所得
PA,PB,PC之結果與（一）相同。故知大哈P點之位置若
何．其至A,B,C之距離均可求得。

（例11) 在同一直線上之A,0,B三處，同時測一氣球之高度。設
OA= a, OB= b又在A,0,B三點之仰角各為cot一l{t,

L棓）

cot一113,cot一la; 試證此氣球之高爲

」
一

卫亡
a2-132 （交通大學）

設 CD=h爲氣球之高
在 .c:,..ACD內．

cotLCAD= AC
I, 

A
 

＾

第五章 澍 量 問 題

即a=
AC -h-, .·. AC=ah在i:::,.BCD內，

cot乙CBD=俘即 a=�乒 .·. BC=alt 

故 AC=BC, 而i:::,.ACB 爲等腰三角形，
乙CAB=LCBA又在i:::,.OCD內，

oc cot乙COD=孚，即/3=-h- .·. 0C=f3h

在 i:::,.AOC內， COS乙CAO=
AC2+A02-0C2 

2ACxAO 
a2 h玕a2-132 h2 

2aha 
在 i:::,.BOC內， cos 乙CBO=BC玕耶？辶oc2

2BCxB--U-­
a2 h玕护_132 h2 

＝ 2ahb 
但 乙CAO=乙CBO

a2 h2+a2-132 h2 az h2+b2-132 h2 ．、 －

2aha ＝ 2ahb 
Ca2-芘）伊十必 (a2-芘）h玕P

一
＝

a b 

b(a2-芘）h玕a2b= a(a2-芘）h玕ab2,
(a-b)(a2-(32)伊=ab�a-b)

妒＝
ab 

a2-e2 
｀ 

233 

••• h=」這封
習題二十七

(I) 從某山頂望在正東之A點得俯角30° , 再望在南30"西方向之B迅
點得俯角 45° .求 AB之距離。但A和B同在一水面上，而山頂距
此水面之高鈣246尺。

(2) 從在水平面上成三角形三地點 A,B, C, 望某山預時仰角均爲a,試
a 

證山高爲-tanacscA。2 
(3) --人見目標A在其正北，目標B在其北30"西，向西北行一里後謩



宓 樗準l. 中三角學 第五章浪1j 昷問題 :.!35 

則A在其東北， B在正 東，求A,B 間之距離。
(4 ) ABC爲橫貫東西之道路。今在A,B,C三點觀測A之正北一瑁·

之仰角，分別得60° , 45° , 30汽求證B 爲AC之中點。
(5 ) 海中一小島四周3哩之處敷設水雷，今有一軍艦，從西向東行鑷員

該島在北69° 東，行5哩後見該島 在北18° 東，若此艦不受共輯．
方向．問有無危險？

(6 )  兩桿相距12尺／在兩桿底測得此桿之仰角爲彼桿之兩倍，在 兩桿·
中點測之兩仰角互爲餘角，求證兩桿之畏爲9尺與4尺 。

(7) 江岸有一砲臺，其高爲30尺，江內有兩艦，由臺項调之重 共俯'1.
30° 及45° , 又二艦與臺底聯線所成之角爲500 .求二艦之距離。

(8 ) 某鐵道之一碉曲爲兩反向角孤相接而成， 一抵18°30'牛徭2100尺 ．

另一孤 21° 牛徑2800尺，問此彎曲共長若干？

(9 ) 人在岸上望見一船桅預與桅上他一點，其視魚之正切值爲0.6. 今勻
3 他一點距桅頂之長爲全長之－－，求此人望桅幌角之正切。4 

(10� 在A點測得正南一塔之仰角為30°,又 在A點 正西 B點測得仰月

爲18°,設AB=a, 求證塔高爲 a 
✓2+凶50

(11) 二平面直交於線AB,而又與第三平面分別交於線AC 及線AD。鼴
魚CA� 及角 DAB分別爲a及/3,則線AB與平面 CAD所成月

的正切爲 tan a tan/3
」這=1a+ta�祏5 。

(12) 一人立於高爲h之塔之正南0 處， 測得塔之仰角爲a, 自此向西行臺
A處，測得仰月爲/3 , 繼犢酉行至 B, 測得仰角爲Y, 求A B之長以
h,a, /3, y表之。

(13) 堵與電桿同立于地面，自塔預測得桿頭之俯角爲a, 自塔底測得捍．
仰角爲/3,若塔高 h尺，則桿高若干？

(11) 平地上有一丘陵爲B,C, J:. 立 一尖閣CD,D頂插一旗桿D E, 今子

地面 J:. A, 測得BC,DE所張之角相等，設BC=a, CD=b,

DE=c,;jtAB之長。

l!:i) 空中一氣球在其北處A 仰視此氣球之角 爲a, 同時在A之東 B虞

之仰角爲B羣h爲氣球之高， a爲A , B之距離，試證

h= a sinasinfJ
J磾（口·露（霆

°

(JG) -塔略向 北斜，在塔南距塔胭a,b二處對塔預 之如角 爲a及fJ, a

0爲背斜 塔與地面所交之角,h爲塔垂直之高．試證

b-a b -a 
tan 0= b cot a-a cot fJ• h= cot fJ-cot a 0 

習 題 嘮 蘑

於,0,.PQA, 黌=COt 30° 

於今PQB, 讎=COt 45°, 

QB=246 
於,0,.QAB,

AB=../卮►Jl2+Q万2-2QA-QBcos120°

(I) 
此
c
,＇
1
I
I
I
'召－－

 
e

 
函

B ... l

=J 3 X2462+2462+2X3X246玟l=632Cm)
2 

(2)設 BC=a, PQ=x,

L:::,.PQA�L:::,.PQB乙L:::,.PQC
QA=QB=QC=l 

••• Q爲L:::,.ABC之外心
．｀ 乙BQC=2A,於L:::,.QBC
a2=z2+rz一2llcos2A 

丶

、

3

丶
｀
丶
丶

丶
丶
丶
、

o

D

尓
j'
＇

 

I

'

 

4

'

凸

，
 

＂
 

，

 

－
 

＇

 

＇

 

，

－

 

,
4
J
 -

＇
 

B
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a2=2l2(1一cos2A)=4l2s证A (6) 

l= 
a 

2sin A 

(3) 

(4) 

於6AQB, x= l tan a= 
a tan a a 

、 戸, x= --tan a csc A
sin 2 

6) 

又
故

LACB=45° , 
LBCD=l80° 一(90°+45°) = 45°

CN=CD, LB = 乙B
AB= BD, 乙CBD=l20°

BD = 
l•sin45° ✓f-= --sin 120° ✓ 3• 

測 量 仞 启

✓6 
一一

BD=-3, 故AB= 韋頃）

因6AMN, 幻BMN,6 CMN均
爲直灼三角形，故設M1V=x,
則A1vl=X cot 60°, 

Bl'll=x cot 45°. 
C111 =.X cot 30°. 

由是由正兔三魚形AME,
AMC, 紅墨
瓦2=玆cot2 45° --茲cot2 60° 

則

1-
4

l

-
二
茲

2l
3
8l
3

 

＝

 翡
AB 1 
瓦＝歹

M

N

1 2 
= (1一- -)x2=--x2 

3 3 

1 2 万CZ=芘cot2 30° 一必cot2 60° = (3-- -)x2= x2 

3 3 

如右四，設直行箜距離最近者爲CD=X,
則x ta,. 69° -x tan l O =5, 

三tan ]8° ��,a· 

1 A AB=--AC2 

二

(7) 

(8) 

(9) 

=. 5 -
2.285 

<3故無有危險。

設 A.B,CD爲兩桿，E爲AC中點，則
今 11.BE�.6.CDE, 故得
AB•CD= AE•EC=36 

又

即

AB tan乙ACE tan2a 
Cl5= tan乙CAD = -t示這7

2 ? 
=r刁壼a= �CD = 288 9 

-=- -

1一(--)2 144一C在4
12 

9C在=l止溫"""CI5= !2, CD=4又刁1i=9

段兩艦之距竽 ，t1BC=怎則
BD=30/cot 60c=30v3, 
CD=30 cot 45° =30, 故
no=. 亞=rJDZ十宅1J2

一2BD。CDco::60°

=30° +(30'\/3)-2 X 30 X 30-\./丐-cos60° 

=30芪A 一 ．、/ J) r-'.J X-=30✓乒芸鬥；〈尺）
設極曲之昃為AB+BC尺，化18° 30'及21° 為可度
18.5 元 21 ;-r 及～－一·一

180 180' 故

18.5元Afl+BC=BDX +BD'x 21元
·一

180 180 
＝」立立芝 翌王

180 X2100 十 180
X 2800=542.5 7;'C尺）

BC為全桅，A為視察點， C 爲視角，則

ta立-fl)=-�-. ta氾 c:=4
l
; 

設

故 tc.·;i a=4 tan(a-(3) 

,「4'

o
 3

-

D
 

A
 
丶
伝

B
 

三＾

�
 

C
 

｀
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3 
4(tan a-tan /3) 4(tan a-一）

＝ 一 -=- 5 

I+tana tan/3 3 1 十 --• tana
5 

即tan國-5 tan a+4=0, (tan a一I)(tana 一4)=0
故tan a=l,4

(10) 設塔高爲CD=x,則BC=xcot 18竺
AC=x cot 30, 又沉2=拜玕AC2

則 x2 cot2 182=a玕玹co_t2 30° 三
a

故X= az az a2 
cotz 1g2_ cot2 30° ＝ ＝

5 
-

-

5一2✓.i 3 2+2乙5

即X=
歹霑Ws

(11) tane=� 羞, tan a=翦， tan (3=翦
將此代入求證式，則得

BC•BD
tan a tan f3 AB2 

焊戸戸'$
=

J
P色這

AB2 

BC0BD=2t::::.BCD=CD0BE, 霰玕霸＝噩
tana+tan 

.. 
__ fl CD0BE AD BE 
�tan2 a+tan屯

＝ 可霏 X 國立e=tan ()

(12) 設 CD爲塔高」{IJ CO=h cot a o
CA=h cot {3, CB=h cot y, 故
,..,B=h./co. 巧-co't2a,
OA=h./函2(3-co嶧
即AB=OB-OA

=h{」石2平五ot2-a-✓cot2 {3一cot2云｝

二

二因L:;.BCD為rt今，故

(13) 設 AB,CD爲塔及桿之高，則
BD=x cot f3=(h-x)cot a

故
Jz cot a X= cot a+cot f3 （尺）

a (14)設AB=x,則tan 0=--:-, tan a=­a+b
)., X 

tan(e+a)= tane+tana
－－ 

1一tan a tane

竺:!!+!!__
x x a+b+c

＝ － ＝ a(a+b) x 1-一--
x2 

(15)

'.16) 
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＾ 

故X叱c-a)= a(a+ b) (a+b+c)

即X=」喦在鄄霄閂
c-a 

設氣球爲Q其垂足為P,則
詎＝妒coi'2 {3P=h2 cot a
而万p:-)lp:Z=a2

．．妒cot2 1:J主磾a=a今
h叱cot2 /3-cot 國）=a2 

但cot2 {3-cot2 a
cos項cos=za sin國cos2 (3-cos2 a sin2 f3= ----一＝sin羣sin國 s证a sin2 (3 
sin(a+ 18):;in(a-(3) sin亙sin2 (3 =-- --.--一.·. h呈 a2 •si, 缸i St彞 氬元fJ)sin(a�衛

a sin a s珝.•. h=-· 
-✓ sin(a+ f3)sin(正面 Q 

釕｀、斗t7爲PQ,塔區直線為RQ,距塔
胭爲 a,b之二處各爲A,B
PQ=x, PR=y, PA=a, PB=b,
h cot /3=RB··· …·········(1)

＾
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h cot a=RA…………... (2) 
(1)-(2) h(cot /3-cota)=b-a .·. h= b-a ...... 

cot /3-cot a (3)
h J=h cut (3-b :. tan 0= = 11, 

了餑訒戸
..............,(4)

b-a 
以(3)代入(4)得tan0=• . -

緑合習題因

( 1 )  在為150 尺之山上依同一方向測得地面J:A,B, 二物之俯兌爲
30"及45° , 試;;R:A,B之距離。 答： no 尺

(2) 一定長之竿，一端着地，他端向 日轄動，則最畏之影爲何？若最昃
7 影長爲竿長之一倍，則日高將如何？2 

答： l csc 0 (日高），0=16°31. 
(3 ) 有·一電桿高40尺設於平地上．由桿廊A為直行至B點測桿頂共

仰魚為45° , 又再於 A., B直行至C酞測得桿璵爲30的問BO
長箔干尺？ 答：3:JA尺

(4) 設三角形三角正弦之比為4:5:6而共最小免所對之邊筠2尺，三
尹］形問長為7尺5寸，求其他二邊各若干尺？

答： b=2.5尺，C=3尺
(5 ) 於4回京1000公尺之甲乙兩地，測得某山之仰角爲30° 及-15° .• 今

甲地在山之正東向，乙地在山之東南向，求山高。
答：100」10(4+.✓五）公尺

(6) 有雨汽車同時自某誔出發，共逑率為每小時40里及每小時30里．
雨車所取之路絵均為西線共交免爲30",問二小時核雨車相臣若干
里？ 答：約41.1里

(7) 山上有一高塔碴道之傾斜角爲30°, 某人立於山麓測塔頓與塔腮之
焦�15", 由是沿磴這向塔行485尺，再測塔翦與塔腮之角爲30•
．求塔即至山蒞之距離？ 答：塔高約280尺，距蹈的7G5尺

(8) 有人在某處測得山頂之仰角爲e. 向上前進a尺，共仰免為
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元

2 
--0, 再前進b尺，共仰角爲20, 求證山高爲」(a+b)己ca%

4 
尺。

(9) 一舟向正西行江中，航程與岸平行．初見岸邊一點P在北e西，行
a a里見P在北 f1 東，求舟離岸之距雞。 答： ·tana+tan�

(10) 有船共針路爲南20° 西船走中當南85疇 東認海面有波浪發見暗礪
之存在由是船行1海里之後測該暗礁方位爲北50° 東，求發見時

.../2
一

船位置至暗礁之距離 。 答：一海里2 
茨(11) 二光塔預恰與觀測者之眼在冏一仰角爲C之直線上，二塔在浮水

中之倒影之俯角各爲fl, Y, 若觀測者之眼高于水面a尺，求證二墻
水平距離爲2acos2 a(y-{3)/ sin(/3-a)sin(Y-a)。（交通大學）

(12) P,Q兩點，可見不可及謩且平地上無一點可以同時見及P, Q者2

試設法求P Q之距離．
(13) 山即A點望山項P之仰角爲a, 今上一傾斜8角之坡行過a尺

至B這tt p之仰角爲y求山高． 答：主'!.sj也至）
sin(y-a) 

(K
j 

素(14)澤Gb尺之土堆上豎一旗桿 ．今于高d尺之 城上測得旗桿 與 土堆薄
者所張之角相等。今設測點與旗桿之水年距離爲a尺。求桿頂離這
之 高度． 答： 2b(a玕b2-bd)/( a2+d2一b2)(尺）

碳(15) 從直邇城門大道上一點A測得城樓ED之 仰角爲a, 摟上一旗桿
DC之對角爲 B。對城門走近C尺，測得旗桿之對角仍為 B。求旗
桿之畏度。 答：C Sit澤/cos( 2a+(3) (尺）

碳(16) 平地一塔AB, 塔頂豎一旗桿BC,今于離塔a尺之處E點測得 BC
所張之角 a爲極大，求塔高及旗桿之長。

I 答： a tan(45° ---a)尺2 
鑑(17) 在一直線上三點A,B,C測一圓池所對之角各爲2a, 2.B,2y。設

AB==m,BC=n, 求圓池之值徑．

答：（ mn(m+n) 
m csc2 y+n csc五-(,ii:i荀蕊211)
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炭(18) 設0為球心，B「賞爲切線，則O Pl_BP。又設B所見P 之俯月

爲()(弧度），則乙POA=8。 答：
R✓ 璸
-R+h一哩

篆(19) 於塔之水平距離 a處，測得塔頂仰角爲a,塔底之俯魚，為/3,求證塔

之高h= asin(a+fJ)
cos a cos fJ 。

豪(20) 於相距1000尺之甲乙兩地測得山之仰角爲30° 及45°, 今甲地在刁

山之正東，乙地在山之東南，求山高。 答： 100✓4o+l0歹歹尺

齦(21) 相距1000公尺有兩砲臺． 甲砲臺在乙砲臺之西，自甲砲臺發現正
北方有敵襪一架。乃以仰角20°之方向擊之隨落，其時乙砲臺戡測
， 敵機墮落之處， 在北 600 西之方向．問敵機被擊時之高如何？

答： 210.028尺
籤(22) 斜坡上一點A測得坡上一塔之頂之視線與坡面成C角，向山峯走

近a尺，則爲 8 角。設塔高h, 又斜坡與地面成0角．則

()=COS一11!主�_:尹
h sin(/3-a) 0 

(23) 80磅， 50磅之兩力囘時作用于一點．雨 力方向所夾之有爲120° .
求其合力之大小。 答： 70磅

趴24) 一人于一方塔底之對角線延長線上，離塔2a之 處，測較遠雨角尖
之高爲其仰角各爲30° , 迢

．

之一焦尖之仰角爲45°, 則塔瞼爲
a(」面-✓2) 。

*(25) 地面一點測得塔之仰角爲A; 向塔走近 a尺爲45° , 再走近b尺爲
goo 一A, 求塔高。 答： ab/( a-b)尺

趴26) 晚間一人在一燈塔之正南，見所照本人在地面之影長24尺．今向
東走過300尺，則影長30尺A段人高六尺，求燈塔之高度。

答： 106尺
1<:(27) 一人上一斜坡d尺測地面一點之俯角爲a, 再上 a.�. 見此點之俯

角爲牛則此斜坡傾斜地面之角爲 cot-1(2cot (3-cot a)。
景(28) 北半球一塔在圓池之中央． 正午時塔影越池45尺，太楊在正酉時

第五章 瀾 量 問 矗 2人3

則越池120尺。設兩影端點相距375尺，又塔在池邊之仰角爲600

*Ill直徑及塔高。 答：直徑360尺，塔高180✓3尺

■(29)某甲行一直路i 方向爲北30° 東．初見道側一屋在其正北』台前邋
一里．見區在共正西，他側一風車在共北東．再前進 3里• Jllj風車
已在正南。求證屋與風車之聯線與路所成之魚之正切爲
(48一2✓3)/ll。

■{3的 塔上立一桿， 一人測得桿頂仰角fJ. 今向塔走a尺見方共桿所張

之角a爲極大• Jllj桿長爲 2a sin a sin fJ
cos a+sin(a-{J) 0 

11(31)初在高出海面 64呎之船檣上恰可望見一燈塔，後向塔前進30分鐘
．在高出海面16呎之甲板上已可看見燈塔。設地球牛徑爲4000哩
．求此船每時之速度。 答： 8.62浬(1浬=6080.27呎）
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第
_,_ 

J 丶

.�, 竺
F、-'i"- 含三角函啟之行列式 （證）

行列式之性質及展開法在標準高等代數學下冊已詳造之，希澶壇
作參考o

（例1〕
．
．

 

證求
¢
8
 

5
Sd
 

9

C

1
c
c

 

（妥芸）

（國）

（例2〕 求證 1 
sin a 
cos a 

cosa 
1 

cosy 

cos/3 
cosy 

1 

1 1 =�sin-�-cc�+ /3+ y) sirz--(/3-}-y-a) sin--(a-(3+y) 
L., 2 2 

1 si,i-'�(a+.S-y)2 
忿議此，、;:j,'C;目，函一記是先行辰浣行列式篆再謚之即{�磴頃

左逆=1 +2 cos a cos (.3 easy一cos2 a一cos2 (3-cos兮
= :.-cos2 a-cos2 (3+cos2 a cos2 f3-(cos2 a C0$2 fl 

一2cosa cos (3 cos y+cos2 y) 
=(1一cos2 a)(I一cos2 /3)一(cos a cos (3-:.·os y)2 
=Sin互x sin2 (3一(cosa cos /3-cos y)2 
= (sin a sin (3十cosa cos (3 -cos y)(sin a sin jJ 

一cosa cos /3 + cos y) 
=(cos (a-(3)一cos)'〕〔cosy一cos(a+f3)) 

1 1 ＝［一2 sin-(c:-,8+ y) sin 一(a-{3-y)〕 c- -1 

2 2 2 sin 
2 

1 , 1 (y-a-(3) sin--(._ y+a+(3)〕 =4sin·--(a+(3+y)a鐸2 2 
1 1 1 
2 
-(f3+y-a) s珌－－位-f3+y) sin-(a+(3-y) 

2 2 

1 
sin (3 
cos /3 

1 
I 

~si•(fl-Y)+,fa(y-a)+ 
sin y sin(a-/3) 
cosy : 

（註）

（例3)

(W) 

旦a ,i�/3 ,i�y - ,i�a 

c o,a co,a co, ,I l,ina
x(一1) i t 
I 

.
I 

＝尸＇澤一sin a si1'y一sin a 
cos/3一cosa cosy一cosal 

=(sin {3-sin a)(cns y-co.sa)-(sin y-�in a) (cos f1 
一cosa)=- sin {3 ens y-sin a�os 7一eoJ a sinfi+sin a 
cosa一co.\ fJ sin 1+.sin a cos /J+.lin 7 co:r a 一sin a cos a 

=si叭8cos'J·-cos ,:1 sin Y+�in 1.:ala-co, Y sin a+sin a 
cos fl一cosa sin f1=sin(f! 一1)+sm(y-a)+sin(a-(3) 

(i)欲展開行列式求共位克先蔣行列式中朵一行（咸某一列）
之各元除－澤�..扛甌皆繼為零．化得一個瘠低一階之行
列式，如此靄逕逞ft, 到最後一個二階行列式｀

(ii)每芍（忒列）所注槀曾．表嗨蠲棄全f} (玄列）原'Jr.. 箭頭表
示移往相加．

A • B C 1 設sin 一-n11一 =sin一 －一，栻計算了列式之亻直詹2 2 2 3 

B
A
 

1
5
S

 

cO

co

 

A
 

1
s
 

c

 

l
s

o
 

0

c
 

c
 C

B
 

1
1

CoS
coS

�
 

。

sin /3-sin a 
CAS f}, 一cosa

a
a
 

血
函
-

－

 

0

y

y

.m
Os
 

s
c
 

1
 

1
1
1
1

 :c ．七,:o�.x=l一2 si 11:i__-2 •

l ••• cos A=l一2(一Y.=---
3 9 
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2_
9

1

7l
9
7l
9

0

2-
9
2i
9

－

－

 

－

．

l
-式原

1
 

1

 7_
9
 1
 
7-
9
2L9
 

－
 。

（例4)

（鯽）

因

2_
9

 

1
7一
9
7-
9

1

-

1

1

1

1

 

-
l
 

2-
9

0

 

－
 

段A+B+C=O, 試求

1: 二：：：；
s研C cotC 
sin2 A cot A 

原式-I硐B ,otB 
硐C cotC 

-I:::�一,in'A
, sin2 C-sin2 A 

=i
s記B-血A
sin2C一sin2A

=, 2

2 2 -9- -9
2 
9 

。
2l
9
2l
9

 

1

O
 

2l
9
 0

2l
9

2l
9
 

1
 －

 

2l
9

O
 

-
J

—
 

、

J1
 

。直亻

（
 L

l
 

之
,

_

X

 

1
1
1

 1
1
1

 

。
2l
9
2l
9

O
 

－

－

 

1
 

2 16 =2(9)3=毒

1
O
O
 

A
A
A
A
A

rot
eot
Cot
eot
Cot
 

I

­

B

c

一

＿

B
C
 

eot
Cot
eot
Cot
 

s璋B-sin2A=sin(B+A)sin(B-A) 
s硏C-sin2A=sin(C+A)sin(C-A) 

cot B-cot A='!!!. 辻？＿竺� -疤u_l}.::_二少
sin B sin A ＝ sin B sin A 

cotC-cot A= sin (C-A)
sinC sin A 

0

 0

 0
 

1
 

（例5)

（蘑）

故原式-1 <fo(B+A),in(B-A) 

sin(C+A)sin(C-A) 

因

占
占
aB.sI

 

＝

 

、

J

勾

勾

+

 
+

 A
 

cB

cc

+
 
c

严
严

inCs

、JA
 
ccn

 
.Si

A
 

、J
n4Si

Bcn
.
Sz

l
l
 

sin(B +.a) =sin C 「;n (B+A) 山
/~

',;n C 

sin(C+A) 孟，!sin B

原式=O
1
1
1

 

解

1

分 tanx 
tany 
tanz 

令tan X= a, tany=b, 

a 
2a 

1一-a

,J-三旳 (I一<')

凸［
a(I一句 a 

鬪二「己
必
P
F

l
l
-

1
1
1

 

_sin (B-A_) sinBsinA －：三

�-, 一!aO

tan宓爲其素因式之連乘積。

:: :::I 
tanz=c, 則

1

原式＝ 1
 

b

l
 

c
 

＝－三 1仁：
1一c2

-a3

-b3
一c3

＇
 a

b
c
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2-48 

但 1一a2

1一护
1一c2

．．．原式

a'1 -a3 a -a2 -al a'

+11 一b'+1-b' -,@ 凡C } -c3 C一c2 -c3 c, 

{: :1+ •b{ : :1
= (a-b)(b-c)(c-a) (a+b+c) +abc (a-b) (b-c)(c-a) 
=(a-b)(b-c)(c-a)(a+b+c+abc) 

2(tan x-tany)(tan y-tan z)(tan z-tanx)(tanx 
(1-ian2x) (1一tan2y)x 

+ tany+tanz+tanx tanytanz)
(1一tan2z)

-a3
-b3

-c3

（例6)

（黷）

若A,B,C爲L::,.A B C之三角，試證
8in2 A cot A I 

I血邙cot B I /�o 
s硏C cot C I / 

設1:::,.ABC之三邊爲a, b, c, 外接圓之半徑爲 R, 則
a b c 

．＝ ＝ sin A sin B sin C =2 R

a2 护••• sin2 A=- si佗B= 一－

4RV 4RV

又cot A= cos A启c2-a2 2 R (b2立-a2)R= • = sin A 2bc a abc 

C鸝'1)

＜靈）

a% 护十c2-a2

這； 1� 王守
g 正十h2-c2
X(2) j 
I I 

1 a2 a玕护十c2 1 

三二］：］
（第二行與第三行之

對愿元素成比例 ） 

同理cotB= (c2+a2一护）R
abc 

硐C=u2

cot C= (a玕伊-c勺R
abc 

=O 
試證 1 cos a cos /3 =4 sin 0 sin(O-a) sin(0一/3)

I co, a 1 con ,;n(O一 y)

cos fJ cosy 1 但�0=a+fl+J.
2 

左邊=l十2 cos a cos fJ cosy一cos2f]-cos2 y一cos2 ct.
1 

一1十2 cos a cos fJ cos y-一(1十cos2,8)2 
1 一一-(I+cos2 y)一cos2 a2 

1 =2 cos a cos f3 cos y---(cos2f!+cos 2 y)一cos2 a2 
-cos a(

「cos(fJ+y)+cos(/3-Y))-cos(f]+ y)cos(fJ-Y)
一cos2 a=cos(fJ+y)(cosa-cos(B-y)) 
+cos a(cos(fJ-y)一cosa)
一 (cosa-cos(J3一y))Ccos(fJ+Y)一cosa) 

. (3-y+a fJ-y-a a+fJ+Y . a-fl-Y =2 szn • 2 sin sin一－一

2 sin 2 2 2 

弓sin三'fsi11-a+fJ+Y . a-fJ+Y . a l-/3--Y
2 2 

sin 2 SIil 2 

=4 sin 0 sin(0-a) sin(0一/3)sin(0--Y) 

習題i = +A 

sin2A 

sin2B 

sin2C 

cot A 

cot B 

cote 

1

1

1

 

矗b2

I 
4R3

嘖2

(b2+c2-a2)R 
abc 

(c玕a辶 b2)R- - -
abc 

(a2+b2-c2)R 
� 涑

abc 

1

1

1

 

1

1

1

1

 

涑

求、J1（
 

0
1
O
O
 

＇之值。

tanx cot x 
sin2 x cos2 x 

。

1
 

o

1
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(2)試證下列各行列式：

<I>I 1 cos4 (} sin'(} = 16 sin2 (J cos% I

I 
I 1 c1五四）2 sin4 0
1 cos4 () (1 + cos2 ())2 

IS)
l 

l cot a ,ot 2a ®11
1 cot f3 cos 2/3 =O 1 
1 cot y cos 2Y I 1 

tana 
tan/3 
tany 

:::1一。
sin 2Y 

(4) 

(1) 

6
 

1
08
o
o

 

c
 
L

 

求

雲六·倉·三量圖畫之行

言
丑

C(!II 
1 

COi« 
cosfi 

蕾 ． 

。

函a

1

 
cosy 

罩U

• 

中8·之值．

，

 

觸l

0

9

,

-

.＇
 
s

x
 

=

r丶

l
|
．

sin

子

d·
d�

,
 n 

十
93

,
Os
 

'

C
 

6
0

:
f_
2

(
z
 

n
n 
．＇

 
i
,
 

.SJ
s

n 

l

s
.
＇

+
zs
2-2

d
d

-
＃
 

os

`

cy

`

c
8
6
.n
4

 

6
6
,
'

-
I
Al
2
B-
2
C-'3
 

s
s

.'
ll
=l
 

u

o
 

x
y
z

SZ

§

§
 

c
c
-

cOS
cOs
eoS

eo

eo

eo

心
心

OS

.
，

6
z
y
z
A-
2
B_
2
Cl
2
 

C
3
s

.n

.m

.E

nZ

nz

nz

 

·8

.3

.`
 

6
O
eo
3
s
s

 

｀

＂

 

`

｀

l
1
1

a

b

c
 

@|
_
6
_
0
 

。 1

1

1
 

cos A 

= (a+b+c)(b-c)(c-a)(c-b)
2abc 

cosB 

cosC 

a —' 
s-a

b — =O S一G
C 

S一 C

@la 

`
U

 

c

a2 

b2 

c2 

。
-l

 

引趴一
5
5-
2

CoS

磾

磾

厙式=l tan z cot z =sin x. cos z-sin z cos Z• 0 
sin2 z cos2 z I

(2) <I)爭-
1

1 - _,

; Q+:
8)'

<J.+co:;,�,; 氘」
=((l+co�(J)Z... 正IJ)((l+sin2 ())2一co.s'I)
•Cl十siw-lJ+_co'ilIJ) Cl十。�IJ-sin20)

X'(l十sin28+cos2 IJ) (1 +血 20-c這(J)
•2• 2cos'-1J• 2; 2 sin2 IJ= 16$记8coil。

0左邊一
1
1 "''"'1一色五
1 cot fJ 1一2'i"'fJ I
1 cot y 1一2函s2y

= 1 cota 1 一 1 cota 
/1cot{J1/} Ml{J
1 cot Y 1 l cot y 

O因tanfJ sin 2Y-t磾y sin2fJ yg

0

y
 

-

｀

B
芒}

a
B
y
 

血
血
正

8血

(3) 設A,B,C爲一三角形之三內1'J. 這
一1 cosC cos B 

::;』A
co��/-o

sin y 2 sin fJ. cos fJ 2油U這"
cosy cos,P cosy (cos2 y-cos2 /J)

2sin B sin v sitt (R-i.v、 ,sin(-R-r"\
＝ 

2sinasin(3sin� 五B至co, y 
=2sina血f3 sin y (t磾 /3-t磾 Y)
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故左邊=(tan f:J sin 21-tan rsin 2f:J)一(ta11asin2y 
-tan ysin 2a)+(tana sin 2 f:J-tan fl sin 2CI

一2sinasin{Jsiny (tan{:J-tany+ tan y-tan• 

+t磾a- tan fl) =2 sin a sin {:J sin Y·O=O
� sin2 (Jcos4,cos2 {Jcos</, -sinOsin♦: 

左邊：/ ... �.... 8 ""4> ..... 8 8i心 ,moan♦ 
sin 8 cos 8 -sin 8 cos 4> O 
lin2 (J cos 4, cos 4, - sin (J sin 41 

＝士：：:::: ,i:·#•:-·I
一I

cos"'-sin IJ血4, I
= sin I 

cos ti, 一sin♦
血d血(J cos"' 血(/, COi♦ i 

=sinlJ 
蟀左邊=1 siny cosy 1-lsinx cos.x l+/

sinx CfMI 
sin z cos z sin z cos z siny cos, 

一(siny cos z--cosy sin z)一(sin X cos Z-COI% 

sin z)+(sin x ,;,ps y一cosx siny) 

=si霏(y - z)+ sin( z-x)+ sin(x-y)

x-y x+y一2z又=2sin-—cos . +z sin �x-yCOS 一
2 2 2 2 

, - y  x- y x+y一2z=2sin一(cos---cos ） 2 2 2 
Z一， ，一 z z-x-=2sin-一•C一2) sin-—sin一

2 2 2 

x-y. y-z z-x 
一一4sin-一泗％一 ｀｀－

2 2 2 

®左邊＝

第六章含三角函鐓之行列式

a 

b 

i C

巳戸��2
b e  be 

(s一e)(s-a)�)
ea ea 

戶2J己）�2
ab ab 

s 1 (s-b)(s-c) (s-a) 刁 I (s-c)(s丑） (s一•)
1 (s-a)(s-b) (s-c) 

=k(b-c)(c-a)(a-b)志

S1 

因a=b=c代入上式均爲o. 且爲a, b, c之三次式，故鸕鬢

出項因式，又比較係數得k=l. 故原式得證。

m左邊=I 1 一2sin2 A a
2 s-a 

1 一2sin違 b

2戸

1 . C c 
一2s,n2 - -

2 s一C

abc 1 s-a s-a l=O
一2(s-拉-b�(s一 c�

I
a a 

1 b b 
s-b s-b

C C 1 一S一c －s-一c_

®左邊=I a a2 藝be 2 =� a a2 a(s-a2
abc 

u b2
s(s-b) b b2 坯abc ca 

C c2主
ab
子）一 I C c� 三



,SC 震準窩中三角學

sa bc I a s-·a =O 三 I b s-b 

1 C S-C 
(3 ) 設6.ABC之三邊爲a , b, c, 由餘弦第一定律改爲

(4) 

-a+b co, C +"o'B~
1

由此三方程式消去a,b, c得
a cos C- b+c cos A=O證原式爲O。
c cos B+b cos A -c丑） ．

1 O O O sin20 cosa co.sfl 
cos 0 sin2 0 cos a cos {3 

原式 = = COS () I COS 1 
O cos a 1 cosy 
0 COS {3 CO$ y 1 COS a COS Y 1 

=Sin2 ()十2 cos a cos fJ cos y一sin20 cos2 y-cos互｀
一cos2 /3=0 

(1一 cos行）sin2 0= cos2a + cos2-f]-2 cos a cos fJ coa, 

故sin20= cos2 a+cos2 {3-2 cos a cos {3 cosy
s£nZ Y 

(J=n元十 (-l)nsin-1
士」cos2a+ cos2 f)-2 cos a cos f) cosy

sin2 y 

稟七章友三角函歎

L反三有菡歙之憲羞

設sinx=y, 此關係亦可用一種新記號，如
.t"=Sin一iy _(或 x=arcsiny)

表示之，稱之爲反正弦函數，其意義即謂正弦等於y之月。
同理， COSX=Y, 則X= COS一 ty (或arc cosy) 

tanx= y, 則.t"=tan-':Y (或arc tany) 
各稻之爲反餘弦因數， 反 正切菡數。

反正弦，反餘弦，反正切，反餘切．反正割，反餘割統稱之爲反
三有函數(Inverse trigonometri c functi on)。

總而言之，于三角函數中距離，橫坐標，縱坐標任取二線分之比
值為0角之三角函欸，反之0角亦爲二線分之比值之反三角函蒙。

」3 ✓3例： sin60°=—· 則60°=sin-1—
2 2 

cos 120° :: -½. 則120°=COS 一1(寸）
＇星重） (i)反三角函 數記號中之 ＂一1冗非爲 指數，如sin一l a係指正

弦等於a之角．非 1 1 
szna 。如欲將． 記爲負指數形式．慮作szna 

(sin a )一1 。
(Ii)三角函數之比值爲不名數，但反三角函數．則指角量之大4、

放有名數，其單位多以弧度表之。
1 1 (iii)如 sinx=-, 則x=sin一1--300,2 2 

切不可作sinx=½=30° 。
0v)正弦，餘弦之絶對值不大於1. 正割，餘者I]之絶對值不小於1,

l 故如sin一1 2,sec-,一等等，均無意義。
3 
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2. 反三角函數之悸質

三焦函數之符號與反三角函數之符號相連時具有相消悚．如問量
算中之 ＂加＂與＂減＂＂乘"與＂除＂可以相消。
設 S印0=a, 0=sin 一1a, . ·. siii 0 = sin sin一la
.-. sin0=a, 則 sin sin-1 a=a 
故 si1z與si1己或sin 一1 與sin 相連時無意毅．
同理 tan與tan 一1 及cos與COS一1相連亦 無意義。

3: 反三角函數之通值(General value) 

1 例如 sin 0=-, 0=30", 若按廣義三角函數之定義能満足必2 
式之0角必無限制， 如0=30° , 150° , 390°, …·•··•Sin0之函數值滷

1 1 
等於一

2 。 今討論正弦函數等於＿之一切0 角之數值，稱之為正弦之2 
通值 。
（一） 正弦之通值

設 sin0=a, 則 0=sin 一1 a, o<a<l, 在第一象限或第二氱
限作0角，令OP=OP'=L Pl'v1=a, ,..

L P0M=0, 江'0M=1t一 e.
··.· 1:::,.0PM紹1:::,.0P'M',
.·• PM=P'M'

sin O=sin (1r-())=a 
若OP,OP·再旋轉一週後

-.! - .. 

＇

1
' 

則 乙POM=2 1t+O, L P'OM =21t十元 -0=31t一。

而正弦之函數值 亦爲a�:考察上兩式之情形可知偶數倍冗加0彙
奇數倍元減0之 正弦函數值均爲％ 因此兩式可合併成爲

n 元十 (-l)n(J
（因一1之1異次方爲正，奇次方爲貝）
不論n爲任何數，n1t+(-1)n(J均表示: (J與1t一0二角之正弦
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函數相同。
若一I<a<O, 則在第三第四象限，上述之理仍可成立。

故知罔正弦函數值 之0角之通亻直爲nn:十(-l)ne

sin 0=sin (nn: 十 (-1)商） ==a 

甌 sin 一1a=nn:十 (-l)D(J

同理 csc e=a時， csc一1 a=n1t十(-l)D8

仁） 餘弦之通值

設COS()=a, ()=COS一1a,o<a<l沮lj ()在第一第四象限．

令OP=OP'=l. LPOX=0 

若OM=a, 則 OM'=a,

cos e=cos(-0)或
cos (-0) = cos (2 元 -0)=a

若OP, OP'再旋轉一週後，則
LPOM=Zn:+0, LP'OM=4元一a醞

弦之函數亦等於a。

故可知偶數倍冗加 或減0 之餘 弦函數均

爲a,
.-, 2 n元±:.()表0或(-())二角之餘弦之函

藪角相同。
若一l<a<O, 則餘弦 之函數 在第二第 三

象限爲負值，按上理仍可成立。

故知同餘弦函數之0魚之通值爲znn: 土0。

••• cos(士0)=COS(2 n 元土())=a
即 cos一1a=2 n1「土0

同理 sec (}=a, 且1j sec一1 a=2 nn:±()

（三） 正切之通值

。

y
,．

 

｀ � 

｀

 y
'

,
'

＇

 

,,

t

設 tan ()==a, tan 一1 a==8, a>O, 則0角在第一第三象限。

令L POM==(), LP'OM ==元十()
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OM =0.W'= 1, 
.·. .a.POM望.a.P'OM'
若PM=a, 且1J P'M'=a 
.·. tan ()=tan(1t+O)=a 
若OP,.OP'再旋轉一週，則乙POM
=2;r十(), 乙P'0M=3元十(), 其正切

之函數均同a 相等。 ' 
由是可知任何整數位之元加0魚之正切函，數值均相同。
.•. nn:+e表6或n:+()二角之正切函數值。
若a<o, 則0角之正切函數值在第四或第二象限。
故知同正切函數值之 0角之通值爲 'd

 

n元土0
•·. tan 0=tan(n1t土0)=士a
即 tan 一 1區a)=n元土0
同理 若cote=士a時，

cot一 1(士 a)=n1t士0

L反三角菡數之主值

,. 

,q

 

「

在反正弦，反餘割，反正切，反餘切函數之通值中，有僅有一儸鼴

對值最小之魚，稱之爲主值。
1 1 例如： sin 一1一之主值爲30° , tan一1一－＝之主值為30° .2 ./ 3 
1 COS一L_之主值為600 等等。
2 

由函數之變化情形，易知：

反正弦，反餘割，反正切， 反餘切之主值在-90° 與90° 之間，或與之

相等。反餘弦．反正割之主值，在oo 與180° 之間，或與之相等．
1 (f!ll) 求sin-1�元之主值及通亻m?

"'/ 2 

v'd
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（厚） 設sin 一1
✓

一 一
2

1=0, 則sin0=
✓

一一
2 

1 

8=45"(主值）

()=n元十（一l)n{(通值）

胃2) 求cos-1(-一
✓
一
2
1 ）之主值及通亻直？

C厚） 設COS一1(-
✓

--==
2
1 )=(J, 則(;OS()=

✓
-==

2 
1 

• • 0=135°(主值）
2rt （ 0=2n1「土一－ 通值）3 

胃3) 求tan-1(-
✓

--=
3

1 )之主值及通值？

（醇） 段 tan-1(--
✓

�1 
3

)=0, 則tan e=-
✓
一一

3 
1 

()=一30°(主值）
O=n元一30°(通值）

例4) 設 tan 4x=- ✓3, 求 X之通值？

霜（屏） 令 4x=8, tan8=-,./3, O=tan 一l(-✓-3)=-�
3 

0=tan天－」3)= n1r一一， 

3 
元 I n: 4X=氙-- .•. X =一(n元一 一）
3 4 3 

例5) 設 sec(2 x+a)=oo, 求X之通值？

（屏、 令宓十a=O, .·.sec O=sec(2x+a)=oc. 

O=sec 一loo=土一元

2 
rt rt • • 8=2n1t土 一－ ，即缸十a=2m「土一
2 2 
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（例5〕

（屏）

（例6)

（蘑）

宸（例7)

（蘑）

元 1 7t 
2X=21t7t土一-a .·• x=- (2n, 「土一-a)

2 2 2 

求適合於sinx+cos X=O而比360° 小之正值。

- COS X=Sin(270°-X) .·.sinX=cos(270° 
一x)

X=n•I80°+(-·1) n.(270° 一x)

n 爲奇數時不合用，當，爲偶數時
X=2k• 180°+ (270° 

一x)
宓=k• 360°+270° 故X=.k•180°+ 135° 

故比360° 小之正角爲)35汽3 15°
0

求

令

即

即

即

． 

．． 

仁sin一1 之通值。2 

sin一1(-l)m
2 

=0, 則sine=(-l)m

1 0之主值爲(-l)m 一元B 
1 

通值爲 n元十(-l)tr.+n0,即加十(-l)m乜-,r

設sin(元 cos 0)=COS(7t sin 0), 求0之通值。
1 cos(元 sin 0) =sin(-7t-7t sin 0) 2 

1 =sin(n元十(-l)n-7t(-n: sin 0))2 
1 

元 cos (J=nn:+(-l)只一1t一7t sin 0)2 

cos 0+(一l)nsin 0=n+(一l)D-1 

1 1 COS一元cos 0+ (-l)n sin-n·sin 0 = zn+(-1)�
4 4 凶歹

1 C0${8一(-l)n-元｝＝2n+(-l)n
2,./ 2 

(J=(-l)D一冗十cos-11 2n+(-l)n 
4 2✓2 
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(l) 

(3) 

(5 )  

求下列各式之通值：

cot-1(土
1

-✓3 ）

$eC一1(土」歹）

sin5x= -一
✓2

(7) 

試證下列各式：

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

,(13 ) 

,(14) 

(15) 

(16) 

但因I cos 0 I <I, 

tan 3 x=一1

設sinx=I, 則

習題＝十九

、
J

、J

)

)

2

4

6

8
 

(

（

（

（
 

1 X=-(4 n+I) 元
2 

1段COSY=土一，則2 

設tan宓oc,

(a=$in一le)
(-l)m 

段cos-1-—- =(},
2 

故，1 只能有1,0兩值0

sin一1(士1 )

csc-1(士 2 )

COS7X=0 

X cot一＝一
3 ./3

1 Y=n元土一元
3 

1 則．「＝一(2 n+l)1t
6 

b b 
設sin 0 +tan一1一=C, 則0=n元十(- I)0a-tan-1--

a a 

1 
則0=(2n+m) 7Z'士一，

3 
1 

設tan一1(-l)m =0, 則0=n元十(-l)fn -,r 
4 

元 冗
設tan(-�尹;in 0) = cot(--=cos 0) 

2✓2 2✓2 

1 
則0=2 n元十一T4 
設sin (m cos ()) = cos(m sin 0) 

1 
則O=(-l)D-7r: 十COS一1 (2 n+(-ln))%－－ 

2m✓ 歹
一-----
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(17) 設sin (1r cos 0) = cos(1t sin 0), 則20=土 sin一1�
4 

習 題

、,

)

)

）

）

、J

、J

)

0

1

2

 

1

1

1

 

1

3

5

7

9

 

（

（

（

（

（

（

（

（

 

(13) 

(14-) 

(15) 

cot一1 (± —L) = n7Cj: � 
✓3 -� 

sec-1 (土✓2)=nn±竺
4 

n7e :: X=---一(-I)n .....:. 
5 '、o

n7CX=—-

3 15° 

X=k元十(-I)k子=�--(2k+(-l)k) 元=-�·(4n+l)元

·.·y之主值爲f 及元十 T• .·. Y=2 k,r土
n

3 －－或Y=(2k土1)1t±一膚

元 13X=n元十一=---(2n+I)n2 2 
b ·.·e+tan一la-=nn十(-l)na, (a=sin一le)

.·• O=n元十(-I)na-tan一1__b 
a 

m爲偶數時，0之主值爲竺，3 

O之主值爲丑f.

·.·tanO=(-l)m

.·. O=nn: 十(-l)m竺
4 

故

cot( ＇ 

2✓2 
-CO寸）=!an(竺＿二辶cos&)2 2✓2 

， ：一�in82✓ 2 
1 

·. -一(sin0+cos e)=2n+1. ✓2 
元 1C=n1t+--一=COS(),2 2✓2 

)

）

）

)

 

2

4

6

8

 

（

（
（

（
 

嘮

故

解

sin一1區l)=nn土竺2 

csc一」（士2)=麻士竺6 
X=一．竺 90°

7 士一－

7 

X=3n11:--元

2 

1 X=--(2n+1)1r6 

0=21沅土一－7l 

3 , m 爲奇

0=(2n+m)11· ±竺3,

0之主角爲(-J.)m竺
4 

反三角函顯

(16) 

(17) 

第七章

即cos(0一王、=2n+l徂
4, 

故n=O時此式始能成立。

即(0-f)=l 。
， --=2n元4 

元·.·cos(m sin 0)=sin(--m sin (J).·.t成coso+c一l)nsin())2 
1 =--(2n+ (-1)配)'Ir2 

1C I cos(O-一）」�1.4 

•'• 
7t 

cos(0一(-l)D -)4 

1 =-==(2n+-(l)n)元故0一

（

一l)n王=COS一 1—上＿
2m✓2 4 2m✓2 

一 n 1 
(2n+(-1)甿沅即0=(-l)n -+cos一 1 一-(2n+(-l)n),r4 2m✓2 

、71: 1l曹

·.- sin(n cos 0) = cos(-- 元 cos0) = cos(n cos 0- -) 
2 2 

77: 
｀元 cos0--=2n-n:土元 sin0 2 
但I case千sin0 I�2. 故祗在n=O,時上式成立。

1 1 即case千sin0=--即 1干sin 2()=-2 4 

故 28=土sin-L-3 
4 

cos 0千sin0=2n+--1 

土sin 2{)=-3 
. 4 

｀反三角函數之恆等式

三角菡數之恒等式，亦可 變爲反三角函數中之恒等式，故三角函

數中之公式，亦可變爲反三角菡啟中之公式，通常不再另立公式。 一以

共形式特殊，記憶不易。二以反三角函數式均可變爲三角函函啟式。

例如： 2 cos一1X=COS一1(2X2一1)
與cos 2Y=2 cos2 y 一1相同，
段COS一1 X=Y, 則COSJ=X,
.•. ·zy =COS一 1(缸2一1)

即 COS2Y=2X2一1
即COS2Y=2 COS勺一1
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（例1)

故反三角函數之公式不必要。即有書亦可以不用記憶。通常解反三角阅
數問題．不論共爲恒等式／方程式等一切之式，均先變爲三角函數嘯
係，然後再行加以演算。

1 tan(sin一1一 (.../丐一1))之值。4 

（厚）

（例2)

（廨）

（例3)

（證）

（例4)

求

令

．．．

故

化簡

設

1 sin-1-(./言一l)=x, 則sinx=-1 
4 C✓s-I)

co扛＝」1一抵C」百一1)2 =¼✓10+2✓ 5

./5-1 
一

戸

tanx= 6 一2✓5
＝＝ 

勺
./10+2✓ 5 ✓ 10下這＝

」因
＝」．三主J二

20 5 
✓s 

sec2 sin一1 tan cot 一1 :r

設

證

又

則

今

故

即

試

令

試薏

cot 一1x=A, 則cot A=x, tan A=--1 
X 

sin一1tan cot 一1x= B

sin B=tan cot 一1x=tanx=-1 
X 

cos2B=l 一2sin2 B=l一 一,= -一—2 ,x2一2
x- ,x2 

sec2B= x2 

x2一2

sec2 sin一ttan cot 一 l.t'= - --­x2 

,x2-2 
COS一ta=sin-1✓f=a2

COS一1a=A, 則 cos A=a 

sin A=../[=cos豆=../i二a2

A=sin一l,./f=ai=co!-1a

sin-ix+cos-1x=-, 

2 

（匿一）

(II=.)

（例li)

(II)

（例6)

（薑）

設

但

設
．�

今

1 1 故 a=-元一8 即a+/3=- 元2 
sin-1.x+cos一'.x= 一元

1
2 

2 
sin-1.x=a, cos-1.x=fl, 則sin a=.x, cos !J=�
cos a= ✓i=字，sinfJ=vi=xi
cos(a+ /3) =cos a cos /3-sin a sin f1

=.x✓ 亞－＾／尹=O
1 a+/1=-元2 

故

即

試證

設
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設

設

sin一1x=a, cos一lx=/3
1 cos {3=sin(一元一f))2 

則sina=x=cos /1

（因a,/1均假定爲銳角）

1sin-1x+cos-1x=一7 元2
4 12 33 cos-• —+cos一1一=cos一1一
5 13 65 

4 4 3 cos-1-一= A, 即cosA=—, sin A==一

5 5 5 
12 12 cos- 1 =B,1 則cosB= sinB= 5 
13 13' 13

4 」12cos(cos一1 -+cos一一）=cos( A+B)5 13 
=cos A cos B-sin A sinB 

4 12 3 5 33 = . - • = 
5 13 5 13 65

4 12 33 cos-•-+cos一1
—=cos-•— 

5 13 65 
1 1 元試證2tan-1-+tan一1一－＝一－
3 7 4 

1 1 tan-1 -=A, 則tanA=-
3 3'
1 1 tan一1一=B, 則 tanB=-
7 7 

� 冗 元2A+B=-.. tan(2A+B)=tan-=l 4 
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. 
．． tan(2A+B) 

2X-1 2 
2tanA tan2A-=

i=
瓦耳＝ ——辶＝ 』－＝辶主

1一c1-「1一J_ 8 4 
3 9 

3 1 
4+7

1一立. .!.. 
4 7 

tan2A+tanB 
1一tan2AtanB 

． 

．． 

21+4. 25 ＝ ＝一＝28一3 25 1 
1 l=l

即

2tan-辶-+tan一1l=竺3 7 4 
（例 7)

（霞一）

（證＝）

試證

設

今

則

令

今

即

令

4 5 16 I sin-)._+sin -1-+sin一1 一＝一元5 13 65 2 
4 5 sin一1—=A, sin-辶=B,5 

cos A=f, cos�:�

,sin(A+B)=sin A cos B+cos A sin B 

=1-x堊十立X 5 63
5 13 5 

=· 

13 65則

sinA={, sinB-A 

cos(A + B) = cos A cos B-sin A sin B = !.§ 

16 
.6S 

sin一1一=C,

則

sinC=-16 
65 65' cos C還

cos(A+B+C)=cos(A+B)cos C這n(A+B)血C
16 63 63 16 =-X---X-=O
65 65 65 65 

1 A+B+C=-11: 2 

（例8)

(11) 

但

即

故

1 cos(A+B)=si祇－元一(A+B))2 
1 sin(-元一 (A+B)) 16

= — 

2 65 
1 16 
2 
-1t-A-B=sin一1

65 
4 5 16 1 sin一1. -+sin -1-+sin一1一＝一元
5 13 65 2 

4 sin一L-=A,5 

證試

令

則

故

又

1一必 1一y2 2(x-y)(l +xy) 
COS一1 一-cos一1---=tan一1—-

- --一
1十必 1十y2 (1十巧予一(x-y)

COS一11一x2

1十x2=a, 1一y2
COS 一1一 ＝

1+y2 /3,

1一xz
cos /3= 1一y2

cosa = 1十必' 1+y2 

sina =J己
譚

］為;=1�\2

sinf3 =J己已芷為二忥
tana =竺 尘芝＿

1一必' tan (3= 1一y2

tan(a-/3)= tan a-tan (J
I +tan a tan :'3 

2X 2Y 
1一必 1-y2 

1十『
豆－－

1一莊）(1一y2)

sin寸;+sin一1直+sin- 遺＝½冗
5 sin一1一=B13 

從上各推得 sin(A+B)=薯， cos(A+B)=媼 • 

宓一2Y+ 2x2y-2xy2 
=- --一1一x2-y2+x2y玕心:y

2(x-y) +2xy(x-.y) = -— -

(1+2xy+x2笠）一(x2-2xy+y2)
2(x-y)(l +xy) 蠶＝ － 一 . --· 

(1十xy)2一(x-y)2

a-fJ=tan-1— 2(x-y)(l +xy) 
(1 +xy)2一(.:t-y)2

CO$一 11一必 1一y2
一-cos一1 一一=tan一l

_

2(x-y)(l十xy)
1十x2 1+y2 

一
．

(I+xy)2
一 (x-y)2
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篆（例9)

（靉）

袤（例lOJ

（解）

試證

設

紐
元

設

設

設

試證

因

心^
-n
`

 

即

同理

cos sec一1 sin tm户 cos tan-1 sin cos一1 tan sin一Ix

=」互玉
I-x2 

sin一1x=A, 則sinA=x, .·. tan A= 

✓f=?-
COS一1(tanA)=B, 則cosB=tanA= X 

J戸a

sinB=J I一（」�)2= Ji 1i-=翌
tan一1 (sinB)=C .·. tanC=sinB=」 1一2x2

1一xz

cosC= 1 
✓1十曰c�J 」 1

1一（三
－＝ 邑

1一 X )2 

tan一1(cosC)=D .·. tanD=cosC=」戸
2-紐

sinD=凶-cos2D=JI一（二
」I+tan:D )

2

=.:Ji二；
SEC一1 (sinD)=E, sec E=sin D=」三

3一4x2

cos E= se; E= J-; 丐，故得證。
a-b tan一1 +tan一1

b-c 
I+-ab I+bc +ta户c=tcn一la

tan(A-B)= tanA-tanB 
1 + tan A tan B•

tan A=a, tan B=b, 則tan(A-B)= a-b 
I+ab 

tan· 一1
a-b ．． 

l+ab =A-B=ta, 户a-tan一lb····… ··(1)
b-c ta户一-=tan一1 b-tan一lc•••••.. •• ............ (2) I+bc 

(1)求下列各式之值：
1 1 sin (sin一1-+cos-1-)2 2 

sin (sin一1 1 
－ －－ 

✓s 
+tan一l 1 ....)

t疝( 1 . 虹 1 1一y2一sin一1 +-cos一1一一 －、2 1十必 2 1 +Y2 .
csc 2 tan一1cot x 
sin 2 cos一1 「?t 2 tan一Ix

(I) 

® 

@ 

®

®

 

e

@

＠

@

®

®

®

®

@

 

(1)+ (2)得，tan一1
a-b 

l+ab +tan一1
b-c 
l+bc =tan一1 a-tan一le

故 a-b tan一1 - +tan一l -b-c 1 
I+ab I+bc +tan一lc=tan- a

(2)試證下列各式：

習 題

cos-Ia=tan一l ___� 一✓戸

2 sin一1 X=COS一1(1一2X勺

sec 一1 a+csc 一I a= ---7( 

2 

十

®"in-1�2=cot一1 _§_
13 12 

1 5 ®2 ta户 =tan一1-
5 12 

1 ®ta1曰+tan一1 1 元一=-
2 3 4 

2 tan-1¼+tan一1{-=tan-雪

szn-1 1 - 4 ,,: -
1
--+szn一1一- --= 丶 82 ✓41 4 

3 3 8 元tan一1 +tan一1 -tan-L -= --· 
4 5 19 4 

1 1 1 1 元tan-1 +tan一1 -+tan一1 +tan一1 --=一－

3 5 7 8 4 

c-b b-c tan-1 a= tan-L--
l+cb +tan一1 - -+tan一lel+bc 

4 5 16 元sin一1—+sin一1 --+sin-1 - --=-- -
6 13 65 2 
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@

®

@
＠

＠

®

@

＠

＠

＠

＠

＠

®

®

 

米

米

＊

米

米

*®

(1) (!)

1 sin一1x= - -tan-12X ,,/ 1二亞
2 1 一2x2

sin cot-1cos tan一Ix= ,,/f戸
J戸2

tan一1(2+ ,,/3)-tan一1(2- ,,/3-)=sec-12
sin一1(3x-4正） =3 sin一Ix
---tan一12 ta成a+tan一1(tan3 a)J=a 

tan一IX土tan-1y = tan-1 工士y
1 平xy

tan一1((,,/ -z'+1)tan aJ-tan-1[(互-l)tan aJ
=tan-1(sin 2a) 
cos-足cos一1y=cos一l(zy+ ,,/(1二巧(l-y2))
2b 1r 1 a 元 l 一 i a 一=tan(---+- -cos-1-—) +tan(-----cos 一）
a 4 2 b 4 2 b 

tan一1 2x 
戸戸十tan一1(x-l)+tan一1(x+1) =2 tan-•• 

1 tan天tan2a)+tan天cot a) +tan一1(cot3 a)=O
2 

sin一1
2ab 2cd 2功－ －－ － 

a2+b2 +sin-1---=sin一I ---一

cz+dz xz+yz 
a3 1 a -- -csc芪--tan一I_ -) 
2 2 b 2 

十竺sec2(_!_ 互
2 

tan一1

a 
) =(a+b)(西珂

sin(?!! +cos一I.a_ . 2-r. _ _1色
3 b 

) srn(-
3 

COS b ）

-cos(『+cos一1 {-) cos(-2f-cos-1护＝ －｝

1一15.r�+15xl -x0 

cos 6 tan-1 x = ---一－一－一·
(1 +.x2)3 

習 題 略 廨

1 1 1 1 原式=Sinsin-1-�cos tan-L-+cos sin一1- =Sin tan-1一.✓ s 3 ✓s 3 

1 1 sin(a+/3)=-.,,sin a cos {3--t-cosa si11 (3=-一·-+—·一./3 ./3
2 2 2 2 

=l 

第七章反三角函數 27l － －一

� 

＠ 

＠ 

。

(2) Q)

8

0

@

設

則

故
e
7̂

 

叄
F

設

則

至＾
r.7. 

苻^
-
m
R
 

1 3 2 1 =--a-COS ccs-1--+cos COS一1-�insin一1

✓s ✓ 10 ✓s ✓ 靄
1 2 ..i. 1 2. 1 =--�-. -= -- . - -== ---

✓5 凶o'✓s 凶0✓2
1 —:;in-1 宓 1 l-Y2 

2 1十茫 2 
=a, --cos一1 ·-::=fl,l+Y 

-Stn2a= 宓 1一y2一- --,- , cos 2/3=一

I+x- I+y2 

1一必 2y cos 2a=一一 sin2.B=—－一:z , 因tan a=x, tan fJ=-� 1 +z2' 1十）

原式=tan(a+/3)= x+y
1一xy

tan一1 cot x=a, 則 tana=cot x, 今原式=csc2a
I 1 +tan2 a l +cot2 x tan2 x+ 1 � • 一～ ＝ 一·一一·一- = - = sin2a 2 tan a 2 cot z 2 tanx =CSCZX

tan一1 x=a, 則tana=x,
1 l-x2 

cot 2a = =一又設COS一1 cot 2a=(3, tan2a 2.t" 
1 一xz

cos .8=cot 2a= --,2X 
--一－

sin fl= 」位z_x4-1·-- 一
2X 

今原式=Sin2(3=2 sin /3 cos /3=-(1-x勺」紀－丑一1
zx2 

COS一1a=A, 則cos A=a, 

ianA= ✓1 一cos2 A ✓f=a2-
cos fl. 一-=·-a

cot A=cos A/sin A ＝一

12 
12 12 sin-1- =A, 則sinA=— 

13 13' 
cos 2A=l 一2 s研A=I一2 x2

tan2A= 2 tan A 5
1一 tan2 A 12
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®

@

 
＠ 

®

<ID 

® 

＠ 

＠ 

冗 元sec (--A)=sec A=a, --A=csc 一l a2 2 
1 1 tan A=-, tan B=--
2 3'

A+B=ta户1
1 1 tan A=- ta�z B= -5' 4• 

故 2A+B=tan一1 _32 
'43 

sin A=�, 

1 cos(A+B)=- =,
✓2_ 

tan(A+B)= tan A+tanJ.'1 
1一tanA tanB 

-=l

tan 2A=-· 
12'

cosA=¾z, 4 sin B=-=, cos B=./4 1 四
I.4+B=COS一1-=

✓2 
4 3 8 tan A=-, tanB=-, tan C=-
3 5 19'

tan(A+B+C)= tan(A+B)-tan C 
1 +tan(A-t-B)tan C 

-= 1,

A+B+C=ta户1
1 1 1 1 tan A=-, tanB=-, tan C=-, tanD=-3 5 7 8 

4tan(A+B)=一，7 tan(C+D)=�
11 

.·. A+B+C+D=tan一1 1

tan A=a, tanB=b, 因tan(A-E)=- --a-b 
I+ab 

則

tan(A+B+C+D)=J. 

． 

A-B=tan一1—一－a-v 
l+ab 同理

tan(2A+B)=筐

tan(A+B)=箜
11

tan一 1 b-tan一1 (C= b-c
I+bc 

tan一1 a= tan-1 a-tan一1 b+tan一1 b-tan-1 c+ tan-le 

a-b b-c =tan一1 +tan- 1—--
I+ab I+bc +tan一le

sinA=i• 砌B= .§·
13'

16 sin C=面, cos A=f• cos B::::Jg
I� 
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＠ 

® 

® 

＠ 

＠ 

® 

＠ 

龜

cos C=--63 
65'

sin(A+B+C)=l 

s比CA+B) 63 
65'

A+B+C=sin一1 1

sin A=x, cos A=✓[=苾

2 sin A cos A 
1一2 s证A =tan2A

cos(A+B)=料

273 

宓J戸= . 一
1一 2玆

1 1 左邊=sincot一1cos cos-1 =sin cot一1- -一
」1+.1:2 ✓1 +x2 

=sin sin-1 ✓f+xi 
」瓦＝右邊

tanA=2+」方，tanB=2-✓3 .·. tan(A-B)=✓3

設sec一1 2=C, 則sec C=2, tan_C-=✓ sec2C二1=✓3
.·. A-B=C, 
sin A=x, si祗sin一1 (3X-4X叨=3X-伊=3 sin A-4 $in3 A 
=sin 3A=sin (3 sin一i x)

令 tan-1 (tan3 a)=b, 則tan3 a�ta謹，故原頤爲
tan-1 2 tan(a+b)=2a 即； tan(a+b)=tan2a, 

共左邊＝
2 (tan a+tan b) 2(tan a+tan3 a)一 -=--

1一tan a tan b I一ta是a
2 tan a (l +tan2 a) 2 tan a = = -

1 一tan4 a l-tan2 a =ian2a

tana=x, tan (3=y但tan(a土(3)= ，「土y
1字xy•

a士_S=tan一lx土tan一iy=tan一1 X土y
l+XY 

tan A= (✓2-+I)tana, tan B= (✓z-l)tana, 

tan(A-B)= 2 tan a 2 sin a/cos a = ---
I+tan2 a sec2 a 

=2 sin a cos a=sin筮.·. A-B=tan一1(sin2a)

設二角爲a,(3, 再求cos(a-.8)即得
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＠ 

＠
 

． 

． 

鴯

設
． 

．． 

a a COS一•----=<X, 則cos a=-- .. 一b b 
右邊=tan( 1r a 元 e

4 2 ) +tan( + 4 2 ）
, a 1r a tan—-tan一 tan-+tan一

= 
4 2 + 4 2 

1r a 1r a l+tan ---tan-- 1一tan-tan一
4 2 4 2 
a a (1一tan-- -)2+ (1 + tan-—)2 
2 2 

a 1一tan2-
2 

2 (1十tan遑辶）2 
« l-tan1

一

2 
a 1一tan2-
2 (——=cos a) 

l+tan2 a 

2 
設第一、二、三角各爲a,{J, Y; 又tan一1.x=o
則 tan fJ=x-l; tan Y=x+l. tanct=2x/(2十丑七切

紜 2.xtan(fJ+Y)=-- -2> tan(a+fJ+Y)=— 2 -x 1一,x2

tan 2o=占.·. a+/3+ Y=2o 
1 設三角各爲 A,B,C, 則tan A=一-tan筮＝ tar.a 
2 1一tan2 «

tan(B+C)= cot a+ cot3 a cot a tan a ＝ ＝  1-cot'a l -cot2 a tan屯-1
=-tan A=tan(-A) 
B+C=-A, 即A+B+C=O

股二角爲 a,fJ, 則sina= 2ab a2-b1 
a2手淚' cos a=a耳歹

sin(a+fJ)=互生7世弘鉭丑）－
(ac-b心2+(bc+ac伊

a+fJ=sin一1 2xy 
.x互-y2

故

又

今

． .. 

2 2 b ＝ ＝cos a  a 

a 
設tan一1--=2<X,

tan2f3=— 

\ 
a 

， 

b tan一l
-'-;;";

2f), 則tan2a=-f,

cos2tX= - -一·一一
./a2+b2 

｀ 

． 

• 

． 

C胃1)
（璽）

11(111) 

闞理

設

設

a3 b3 =- -sec�a+—csc2 fl=Ca(✓ 苾千移-b)+b(」亞
2 

+a))」召亞=(a+b)(a玕缸）
2 元 a 阮 a

一3 +cos一Lb=a, 3一cos一l b=f3,

原式左邊=i:ina sin {3-cosa cos f3= -cos(a+/3) 
4TC TC TC 1 ＝ 一COS一 =-(-cos一）=COS一＝ 一
3 3 3 2 

tan一1 x=a, 則tana=x,
1一cos2a l一必tan國＝ — - -=丑，款cos2a= 1+cos2a 1-沄如

cos 6a = 4 cos3如-3COS2a, 代入即得。今

若
段
則

即

故
即

設

✓a2+b2丑
2✓ 丞尹歹

－

2✓a玕护 2」云繹·
sec2a=沄近正7;=一2一 (✓,耳私-b)

csc2 ,8= 2」曰--62一
－ 炆苾F鉭a),

cos2a= 1 +cos 2a 
2 

今原式左邊

則

題

tan一i x+tan一i y+ta户Z=元試證x+y+z=.xyz
tan一ix=A, ta, 「1y=B, tan-1z=C 
tanA=x, tanB=y, tanC=z 
tan(A+B)=-tanC (".·A+B+C=元）
tanA+tanB 

1一tanA tanB =-ta�ic

tan A+tan B=-tan C+tan ,'1 tan B tan C 
tan A+tan B+tan C=tan A tan B tan C 
x+y+z=.xyz 

tan一1立=0, tan一1戸=c/,,
2c-.x c,/� 
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（靉）

則0一cf>=—
,：
6 

震準高中三角學

··0=tan一1..,l3x . .;3x.. tan()= 
2c-x 2c-x 
2x-c 宓-c.-. (!)=tan· 一1 一 .·. tan cf>= -
..,l3c ..,l3c 

繹:X 2x-c 
-— n 

則tan(()-¢)= tan 0-tan <b 2c-x ✓ 3 c
＝ 

I +tan 0 tan cf> 宓一C
1十 ✓3:x 

3CX一(2x-c)(2c-x)
=cu-x)•」3c+✓3x (宓-c)

3cx-4cx+2c2十宓2-cx
= -

---

✓ 3 (2c2一ex+宓2-cx)
2伊-ex十必） 1 ✓3 =✓ 手2(c2-cx+面

＝

翥=3
7t •• ()-</>=-
6 

戸 ·.vac

*(例3)設x2=a2+b2+ab, tan2 </>=2 csc(2 tan一1与b ,,
則X=」a6sec</>

a（匿）設tan一lo=A, 則tanA=f

今tan琿=2 csr.2A= 2 1 
面声

= sin A cos A 
sin2 A+cos2 A a b = sinAcosA =tanA+cot A=-

b
-+

a
a2+b2 

ab 

.. - sec2 <I>= a
2十护十ab 丑

一－

ab ＝ 

泌

X=」rib sec <I> 

1fc C例4)若cot一1 p-tan一l q=n, 求P沼之關係。

. . . - 第七章反三角菡數

（裙） 設cot一1 P=a. tan一1q=/3
則cot a=P, tan(3=q 

但a=n十/3, cot a=cot( 1e+f3)=cot /3= 

故P=¼皇即 坪=I

I 
tan fJ 

*(例5) 若 a, b, c爲x3+p必十qx+P=O (q�l)之根，
則tan-1 a+tan一1 b+tan一1 C=n1t 

q噩） 設tan一1 a=a, tan一1 b=/3, tan一l c=y

(1)若

(2)若

則tana=a, tanf3=b, tany=c 
故tana+tan{3+tanY=-P 

tan a• tan(3+tan(3• tanJy+tan y• tana=q 
tan a• tan/3• tan y=-P 

又因 tan (a+f3+y) 

＝ 

tan a+tan f3+tan y-tan a tan {3 tan y 
1 一tan/3 tan y-tan y tan a-tan a tan fJ 
一P-C一P)

1 一q =O

故 a+/3+Y=tan一1 O=nr,, 
即tan-1a+tan一1 b+tan一1c=n1e

習頲三十一

tan一ix+tan-ty+tan一lz=-7t 

2, 

試證yz+zx+xy=l
COS一1x+cos一1y+cos一l z= 7t, 

試證x2十笠十z2十宓)'Z=l
掞(3)若tan一1 a+tan一1b+tan一1c+tan-1 d=2n, 

試證a+b+c+d=abc+bcd+cda+dab

磁(.{')若u=cot一1」石sa-tan-i」石sex:

試證sinu=tan2-a 
， 

277 
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紅5)若tan(O-a)tan(0-/3)= tan2 (}, 
1 2 sina si:z 試證O=--tan-1
2 區ca+f3f

訳6) 若 tan a, tan {3, tan y爲 tan宓= :\.tan(x+e) 之三恨
試證a+/3+Y+O=n7t

習 題 略 解

(1)設tan一ix=A, tan一1 y=B, tan一1 z=C, 則 tan A=x,

tan B=y, tan C=z, A+B+C=-7t 1 
2. 邱(A+B)=tanC�

即 1一tanA tanB 
tan A+tanB 

-=tanC

tan A tan C+tan B tan C+tan A tan B=l .·. 得證
(2) cos A=x, cos B=y, cosC=z, A+B+C=7t,

cos A=-cos(B+C)=sin B sin C-cos B cos C,
x=✓(l一Y勺(1一z2)一yz .·. X玕y勺z2+2xy2=

(3) 由a+f3+ y+o=2元得tana+tan{3+tan y+tan o
=tan a tan f) tan y+tan /3 tan y tan o+tan y tan o tan a

t4) 

故得 sin 0=COS(p= 1 
」I+cosa

• COS ()=S尹＝」三
1+cosa

但 sinu=sin(0-¢)=sin 0 cos <b-cos 0 si1璘
1 cos a I一cos a a = - = =tan2—-

I+cos a I+cos a I+cos a 2 

(5) tan2 0 = (tan e-tana) (tane-tan (3) 
(1 +tan 0 tan a) (I +tan 0 tan /3) 去分母及公因式得

tan 0 (tan a+tan (3)+tana tan (3(tan2 0-1)=0 
2 tan 0 2 tan a tan /3 2 sin a sin (3 -- = = . —-

1一tan2 () tana+tan f3 sin(a+/3) 即

2 sin a sin fl I 2· · 
tan20 = 故()=-tan一1

sma sin f3 
sin(a+/3)• 2 sin(a+.8) 

6. 因

第七章反三角函歎 i'l!I 

2 tan.-r .:\.(tanx+tan0) 
-= --

1一 tan互1一 tan0• tanx 即>.. tan3 x+(>..-2)tan 8

ta忙x+(2一:\.)tanx一 >.. tan0=0, 故tana+tanf3+tan y 
一 (:\.-Z)tan0 = • tan a tan {3+tanf1• tany+tan y tan a

'、

2一入= —, tan a tan/3 tan y=tan0, 但tan (a+/3+Y)=-tan (}A 
故a+f3+Y=tan可-tan0)=n元-0
即a+/3+Y+0=n元

7. 三角方稈式

方程式之含有未知角之三角函數者，稱爲三角 方程式。普通分三
魚函數方程式（統稱三角方程式）與反三角函數方程式。

在通常方程式中只含一個未知噩者稱之爲一元三角方程式。
例如： sinx+cosx=O 
又方程式中，含二個或二個以上之未知噩，此種方程式，稻之爲多

元三角方程式。
例如： sinx+cosy=a 爲二元(x,y)三角方程式。
在一三角方程式中，其未知角得取之值，稍為該方程式之解

(Solut ion)或根(Root)。
本節所討錀之三角方程式爲一元三角方程式，聯立方程式及反三

角方程式分述於後。

8. 三角方程式之解法

解三角方程式本無通則，但下列各項所指示，或者對於方程式的
求解有所親助，今述其歩朦如下：
(1)若力程式中含有倍角，分角或角之和差之函數，則將全部化成單角

菡數或同角函數爲宜。
(2)所化成之方程式，使其只合有 一種函數。
(3)如有含未知角之分母或根式，「直在適宜之階段，將其化去，但應注

意方程之培根或減根。
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'(�)化爲餘角 函數。
(5)將函數和或差化爲函數積。
( 6)最後用代數方法，解出万程中所含的一種值，再依第三節之通鴴

公式，求未知角之一般值。

適合於 sin8=a之0之值爲
{)=n元十 (-l)nsin一la

公式 l 適合於 cos0=a之0之值爲
8=2111「土cos一la

適合於 tan 0=a之0之值爲
O=n1r:+tan一la

上爲基本三角方程式之一般解，極為重要，讀者必須記憶。兵國
明可參考第三節。

（例1) 解下列各式：
嶧 1(i) sin 0=— (ii) cos 0= 一

2 扛
(iii) tan x=-L (iv) sin 0= -辶

,/3 -.12 

」3慣） (i) 設a爲正弦爲－一一－之角0的一個值，則
2 

a=60° 或a=;• 代入公式，得

0=1'.rr+(-l)" ;-或0=180° Xn+(一l)nxso•

1 (ii) 因餘弦為一_=之角0之一個值爲45 ° =王＿
-.12 4

故0=2m「土 －－
;r 

4 
1 (iii) 因正切爲一＝之角X之一個值爲30° =_!!_,/3 6 

故x=n1r+-一元
6 

I n 
(iv) 因正弦爲72之角0之一個值爲45 c =4• 而因第囧象

限內之正弦爲鉺故所求之一角爲-45�=--＇， 

4 

••• ()=nrr一(-I)D .!!_ 
4 

(IIZ) 解下列各式：
1 (i) sin 20=2 sin 30=1 

1 
（蘑） (i) 設20=:C, 則正弦之值爲－－之角嗪，即X之一個值爲2 

30° , 故20=nrr十(-1)" --元

6 

1 元... 0=--阮n+(-1)"—)
2 6 

元

(ii) 設30=氐按上題，得角30之一個值爲90° =-,2 

38=n元十 (-1)"-½... ()=½en元十 (- 1)孛

（胃3) 解tan(20-45°)= tan 25 ° 

（鵰）

（匡）

28-45° =n元十鬪

5元 元20=n元十一十一－
36 -1 

1 .·. 0=-一 11.元十14 
2 

一冗36 
例1至例3為三角方程式之基本題，讀者必須注意。

C鈳4) 求解 sin 30=2 sin 0 

C蘑一） ：· sin 30=3 sin 0-4 sin3 0
.•. 3 sin 0-4 sin3 0=2 sin 0 

sin 0(4sin2 0-l)=O 
若sin 0=0 .·. 0=0 .·. e=nn: 

1 若 4 sin2 0-l=O ••• sin()=土 一 ， ．．2 
R_
6

 
ti
 

-l。

， 
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（屏）

（例5)

（要點）

（屏）

（例6)

（解）

7t 

0=n元十（一l)n (土一）6 
故知比360° 小之正角爲O", 180", 30° , 150", 2 10°, � 

sin 30-sin0=sin0, .·.- 2 cos 20 sin0=sinl) 

2 cos 20 sin 0-sin 0=0, sin 0(2 cos 20-1)=0 
若 sin0=0 .·. 0=0 .·. 0=n元

COS蹄＝一1 

2 若

解
凡原式含有二個以上之三魚函數時應設法改用一畫圖·­
本題即爲利用sin20+cos2 0=1 
改爲 cos2 0=1一sin20代入原式即得。
.·. cos2 0=1一.in20故原式可變形爲

2 (1一sin20)+3 sin 0=3 
2 sin2 0-3 sin 0+ 1 =O 
(2 sin 0-l)(sin 0一 l)=O

sin 0=--1 

2 
1 sine=一， 得 0=180° Xn+(-l)n 30• 2 

sin0=L 得 0=1�0° xn+(-1)n oo�

cos20一5cos0+3=0

即

解

解

解
因

即

2 cos 28-1=0, 

1 'It 20=cos-1 -=-
2 6'

或

或

即

0= ，3 
1 71: .•. 0=-(2 n, 「土一）2 3 

元20=2n元土一－，3 
2 cos2 0+3 sin 0=3 

sin0=1 

cos 2(),,=. 2 cos2 e一 1 將原式變形爲
2 cos20-I一5cos0+3=0
2 cos2 0-5 cos 0+2 =0 
(2 CO§_ 0一l)(cos0-2 )=0 

COS0:=;:-1 

2 cos 0;=2 

（鈳7)
（要鼯）

（詹）

(句,$）

（冕點）

（層）

(119) 

因餘弦之值不能爲2啟棄去cos 0=2 , 而解COS0=护

去分琺

得 0=360° xn±6Q0

解3 tan 0+cot 0=5 csc 0 
將 tan, cot改用以sin, cos表示。
將原式變形爲

3 sin 0 co_s 0 5 
cose + = sin 0 sin 0 

3 sin2 0+cos2 ·(}=5 cos 0 
3(1一 cos20)+cos2 0=5 cos e 
2 cos2 0+5 cos 0-3=0 
COS0=-1 

2 
COS0=-3 

0=360° Xn±600 

棄去
． 

由是從

或 COS0=一3

co.s 20+.sin e+cos2 ()=-7 

.sin·O爲一次，故將共函歟改爲正弦表示較便，即將
CO.S2(J=l一2 sin2 (J, cos2 (}= 1一.sin2 8代入原式。
CO.S2(J=l一2 .sin2 8, co.s2 8 = 1一.sin2 8將原式變形量

1一 2 sin2 O+sin()十1一sin2 8=-7 
4 

整理之，得 12 .sin2。-4.sinO一1=0
(2sin(J一 1)(6 .sinO+l)=O

1 sinO=一 或sinO=-一1 
2 6 
1 sin(}=� 得2 

酵
原

因

解

解

(}=180., xn+(-1)n 30• 

1 I sinO=-一，因在特別月中找不出正弦 爲一之角，6 6 
故須依表求之。今段北魚爲a,
則 0=180° Xn-(一1)n a

sin4 O+cos'0=-7 
8 
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（屏） sin4 IJ+cos4 ()= (sin2 (J+cos2 0)2一2sin2 0 cos2 I) 
=1一2sin2 0cos2。

1 =1一一-sin2 28=I一1一COS4(}
2 4 

i一 1一COS40=J_ 1 
4 8 

.•. COS4(}=-
2 

故原式

於是

（例IO� 解

（蘑）

40=360° Xn士 600

0=90° xn士15°

2 sin x+3 cot X=3+2 cos x 
3COSX 2sinx+ . =3+2cosx sinx 

2 sin2 x+3 cos x=3 sin x+2 sin x cos .r: 
2 sin2x一2sin x cos x+3 cos x一3sinx=O
2 sin x(sin x-cos x)一3(sinx一cosx)=O

即(2sin x-3)(sin x-cos x)=O 
2sinx-3=0或sinx-cosx=O

3 sinx=->1此根不合 sinX=COSX2 
1 'IC即 tanx=l .·• :c=--rr或X=n元十一4 4 

警鼇三十＝

試解下列各方程式：
0) .sin2x=l ( 2 ) 2cosx=secx

1 ( 4 ) CSCX=2(3) co;;2x一sin2x=一

2 
(5) C$C2 X=3 cot2 x-1 (5) $ec2 .x+tan2x=7

(7) tan2x+cot2x=2
en 2sin2x-scosx-4=0
(9)✓3csc2x=4 cot x (.10) sin3 x+cos2 x=O 

(11 ) 6�inx+cscx=5 (12; 2sinxsin3x=1 

(13) sin4X十sinx=O

14) tanx+ta祇竺4 丑） =2 (15) 2 cos x+2,.; 歹=3secx
16) sin X= cos宓 (17) tan宓tanx=l

:IB) cotx+2cscx=cos 2xcscx
19) 6 tanx-5,,/3secx+12cotx=O
:20) 7cos 3x=sin2x+cos宓 C2I) tan2 x+cot2x=2
:22) 2sin2x+」3cosx+I=O

耆 匿 略 解

(1) X=n元十（一1 )子三或X=:n元一( -l)n .!!..
2 

、
,

、,

、＇

2

3

4
 

r̀

r̀

r̀
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I cos2x==-. X==n7「土竺2 4
COS2X=-I 

2 .·. 宓==2n1r:t!!...
3 

X=:n元十 ( -I)n竺
6 

(5) I+cot2x=3cot2x-I

(6 ) 1 十tan2 x+tan2x=7

( 7 ) (tan五-1)2 =0

笨. 1t "'. x=n元土一6 

答： X=;n,r:t­元

4 

答： X=n,r:t:­'1t 

3 
答： X=n1t:t竺．

4 
(8) 2(1一cos2�...)-5 COS X一4=0, (2 cos x+ I)(cos x+2)

.·. X=2朊土生3 
C 9 )  ,./3(1 +cotz x)一4cotX=O 

答：n元十王或 n-n: 十王3 6 
(IO) 兩邊除以co扣，得tan3x==一1

1 co巨＝ － ＝或cotx=」✓ 3 

(11) 6 sin :c+-,L__ · 1 Stn.X 5=0••• $tn.X=一或sin.x=l..
2 3 

答： X=n 元-.!!...
4 
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(12) 

(13) 

(14) 

(15 ) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

7t 1 
答：加:·+(-l)n一或n元十(-l)n .sin•l-

6 3 
co.s 2x-co.s 4X一1=0 .•• co.s 2.X一(2 co.s2 缸一1)一 1=0

cos 2.'t'=O或COS宓＝－1 
COS宓(2 cos宓一l)=O

元 元
答：n年土一 或 n1t土一

4 6 
邸 3X 5 2si庄-cos一=0 .·. sin-x=O 
2 2 2 

答：� �4� 土王
5 或

3 3 

I+tan x tanx+— 一 2=0, tan2 x一 4 tan:;c+I=O 
1一tanx

即

tanx=2土嶧，

2 cos2 x+凶2cosx-3=0

sinx=l一2sin互

答： X=n'!t氙-nnf或X=n'!t一 (-l)D 钅
2 tan2 x 
1一 tan2x =1 1 tanx=土一-=

../3 

cos x+ 2=2 cos2 x一1
答： X=2n1「土 元

或 3:X COS一=O2 

'It 元
答：x=n1t十一或X=Jt元十一

12 12

cos x=✓ 歹

cos x(6 tan x-5」3secx+ 12 co t x)=O 

答：x=n1r+ (-l) ｀ ｀一

答：2加士子

1 :;in:x=一或:;inx=一 12 

元答： x=n1「土一

6 
3 COSX=一（不合）或cosx==一1
2 

cos2 x sin x(6 sin x-這-12 一）=O sinx 
(2✓·3si1江一 3)(✓3sinx+4)=0
. ✓3 sinx=· — 

2 

7(4 cos3x一 3 cosx)一2 cos2 x+ l一 l+ cos2 :&=0
cos x(28 cos2 x-cos x一21)=0, cos x=O 

氱28 cos2 x-cos x一 21=0

(21) 

(22) 

｀

 

7t 答：:x=n元十一或2 

tan2.x+ 1 
tan2 x =2

（例1)
（夏點）

（屏）

（例2)

（臺點）

（解）

解

若

若

2X=1Z7t 

2 x=-元
3 

X=2n1t土COS一11士J薴

(tan2x一 1)2=0

2 cos x+l=O, cos x=-一1 
2 

2 X=2n元土一1t3 

COS 4X=COS 12X 

tanx=l 

或tanx=-1 答： X=芋弓
2(l-cos2 x)+」子cosx+ 1 =O, (cos x-✓3 )(2cos x+」3 )=-。
COSX=,/3 (不合），2cosx+」3=·0,

,/3 5 x=cos-1 (--一）＝一T
2 6 

5 答：X=宓元土一元6 

麯 題

sin x+sin 2x+sin 3.x=O 
左邊爲三項式，照三項式之變形法，化和爲積。
忥:nx+sin宓十sin3x=O
2 sin 2x cos x+sin宓=O
sin 2x(2 cos x+ 1) =O 

sin2x=O, 或2 cos x+ l=O 
sin 2x=O, 2:c=0°, X=O" 

1 X=-1t7t2 
1 X=COS一1(-一）
2 

解
原式爲乘積之形式，而並無公因式，這時化積爲和之形式。然後
考慮其是否芘因式分解。
COS 3X COS X=COS 7X COS 5X 
兩邊乘2, 然後變爲和之形式，則

cos 4x+ccs 2x=cos I2x+cos 2x 
12X=汕元土4X

COS 3X COS X=COS 7X COS 5X 
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由是 8X=2n元 或 16x=2n元

n元X=-
8 

·
. 

丶％元X=-
4 則

因 被 n元 包括在內，故答爲 n元

8 8 
＂元
4 

（例3 J 

（廨）

（例4)
（蘑）

解下列各方程式：
(i) CO.S 3Z=CO.S X 
(iii) tan 3X=cot x
(i) 

(ii) 

(i ii) 

解

(ii) co.s 3-i:=�in .t

cos認=COSX .·• 3x=360�xn土＄

取十號，得 2X=360° Xn .• . .X=180° Xn 
取一 號，得 4X=360° Xn .•. X= 90° Xn 
cos 3x = sin x = cos(90° 一x).
.•. 3X=360° X n土(90°

一x)
由 3,i-=360° xn+(90° -x), 得
由 3x=360°xn-(90° 

一x), 得
tan 3x=cot x=tan(90° 

一x)
3X=l80°xn+ (90° 

一.x)
:： =,'.;-;o :,n+22.s0 

X=90° xn+22.5• 
X=I忥）oxr. 一45•

（例5)

（解）

（例6)
C酵）

於是因

因

.. 0=180° xn+45° 

解

去分母， 得

解

。co.s--=co.s(90° 30 －一）2 2 
0 30 
2 

-=360° Xn土 (goo一一）2 
0 30 --=360°xn+90° 一一、
2 2 
。

2 
—=360°xn-90° +�2 

． 

. . 0= -360° xn+90° 

=360° X n+90° 

由

cos e+co.s 2B=sin 30 
cos ()+cos 20-sin 30=0 

30 0 30 沏2 cos·- cos一2 sin一 COS一=O2 2 2 2 

cos--30 
2 (cos-(l__ -sin�!l.) =O2 2 

30 (} 38 CO.S--=O或COS一一si正·=O2 2 2 
30 COS歹=O, 得鷗=180" xn+90° 

2 
(}=120" xn+60" 

8 · 30 COS一 =szn 一，先變形為2 2 

2 sin2 x sin 2x 
cos3xcos宓COSX 。

變爲既約分歟

由 划

sin 0 sin 30 =-1 
2 

2 sin 0 sin 3()=1 
cos 20-cos 40 = 1 
cos 20=1 +cos 40=2 cos2 28 
cos 20(2 cos 20-1) = 0 

cos28=0或COS20=-1 
2 

8=90°xn+45° , 或0=180°xn土30°

tanx+tan認=2 tan2x 
tanx+tan3X=2 tan2x 
tan 3x-tan 2x= tan 2x-tan x 

至－ 壅巴壅乞壅竺
COS 3X COS宓 cos2x cosz 
sin宓COS宓一COS宓sin宓 sin2 xcosx-cos宓sin�

cos 3X cos 2x co.�?.x cos x 
sin(宓－虹） si砥宓一x)
COS 3X COS X COS 2:x COS X 

sinx .stnx 
COS 3X COS X COS 2:x COS X =O

sin .x(cos x-cos 3x) 
COS 3:X COS 2X COS X 

-=O

4sin3 xcosx 
COS 3X COS 2X COS X =Q

sin5x 
COS3XCOS2X =O置分子等於零，
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則$inx=o .·• x=n元此值適合原式答： .-.:=-111r 

（例7)解ten(()一15°) 1 ＿一－＝一
ten(()+ 15°) 3 

（觸）即 tan(0+15°)+tan(0-15°) 3+1
區(0五50)=-薴(o-:::Ys0)=3刁
sin(0+15?)十壅也已5_')

即 壅�()十1的cos(0-15°)
�0+15°) sin(B-15°) =2

---- -
cos(()十15°) cos(()一15°)

即 §巫0+15°)竺色（色�)土竺痙狂莖）�n(IJ一15°)
sin( (}十15°)cos((J一15°)-cos((J+15°)sin((J一15°)

即 sin.2(} 
sin30° =2 •·. sin 28=1

一2

1 .•. (J= -('180° xn+ (一1 -)n X 9()0) =n X 90" +(一l)DX心．2 

(918)廨養缸+tan 8=2

（幗） 將原方程式變形爲
cose sin (} 

十·cos(} =21 +sin() 
去分母，cos2 (J十sinO (l十sits 8)=2 cos 8 (1 +sin 8) 

cos2 8+3in 8+sin2 (}=2 cos 8 (1 +sin 8)-· 
l +sin 8=2. cos 8 (1 +sin 8}.

移項後分解因式，得(1+sin ()) (2 cos (J一1)=0
添上所去之分母(1+sin (J)cosJ 而化爲最簡分歟.;.則

2 cos(}一1 =Ocos(} 
1 .•. cos(}=一 .·. 8=360° xn±500 
2 

（鈳9) 試解a sinx+b cosx=c

（蠣一） 設a::::!k cos 8, b=k sin(), 則k2= a玕尻k=」亟千戶
b b tan()=-, 8=tan一1-IZ Q 

第七章反三角函數

k C03 0 sinx-+k C03X sin e=c, k sin(x+e) =C, 
C. C sin(x+O)= =— 
歹 」必十护

C C 但 万必--l�k�十1,即不能小於C,

C e+x=sin一1 =n1r十（一l)n sin-:-1 
」丞干护 西

x=n1r十 (·一l)n sin-1- C b -tan一1一

J戸 a 

（鵰） 用牛角之正切表示正弦及餘弦
X X 

2tan— 1 一tan2-
2 2 sinx= 
，

及COSX=
1+tan2-

2 
l+tan汪

2 

2tan­，
2 

1一tan�
2 •. a• +b "" =c 

l+tan汪 1十tan迁
2 2 

X X X a• 2 tan-+.b (l ..... tan2-)=c (I +tan2-) 2 2 2 
， ，  (b+c)tan2一一2a tan-+ (c-b)=O 2 2 

.•. tan一＝, a::t:✓ a,2-+fj2::....7
2 b+c 
， tan一必有二實根之條件爲
2 

(-za)2-.:4(c-b)Cc+b)�O 
即 c2� 必十护爲此方程式有解之條件

（踩） 本題可當作公式
（備10)解(1-tan 0)(1 +�in20) =I+ tan B 

（層） 先去括號，得
l一tane+�in20 (1-tan0)=1 +tan6 

291 
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sin20(1 一tan(})=2 tan 8··········-一-········-Cl)

因sin20=2 sin(} cos(}= 2 tan(} 
．． 

1 +tan2 (} 代入(I)

2 tan(}(I一tan 0) 
·a砝0

=2 tan() 

tan珝(ta;z0+I)
I+tan嘀 =O

ta:z(}=O 或tan(}=一1
• • 0=180° X n或8=180° xn+135°

（例11) 解tan0+tan20=tan30 

(8)因tan30=ta砥20+8)= tan20+tan{} 
1一tan2 (} tan 0 

故原方程式得變形爲

tan0+ta:z20= tan20+tan(} 
1一tan20 tan{} 

(tan 20+tan 0)(1一 1 
, -1an20 tan{} 」

、=O

由是 tan 20+tan 0=0, 或1一 1 
1一tan2()'tan0

·=O

由 tan20=-tan (}=tan(-())得
20=180° X n-(}, 即30=180° Xn .·. 0=60° xn 

1- 1 

1一tan20 tan(} =O, 得

2 2 

故原式爲 162-cos x +16cos x=40 
2 2 即 256• 16-cos x+ 16cos :x =40 

2 2 即 (16COS亨-40 X 16cos x+256=0 
2 2 即 (16COS X. 一8)(16COS X一32)=0

2 2 若16磁辶＝＆即24 cos x=zs即4 CO$互=3

CO$X=士一1 
2 」了

1 5 •• X=2n1t土一元 .x=2n元土一元

2 

6 
2 

6 
若16COS X =32, 即24 cos x=2s即4 C0$2X=5 

CO$X=±Jt不可餌

警題三十三

由

令

*(例12)解

（辨）

tan20 tan0 --

1一tan20 tan() =O

tan昉=O, 或tane=o
20=180° xn, 或0=180° xn
0=90° xn, 或0=IS0° xn

2 - . 2 2 
16cos x+2s1n x +42cos x =40 
co.s2 x+2 .sin2 x=2(.sin2 x+co.s2 .:r)-co.s2x=2-co�2s 

2 2 2 及j2�os x=(4勺COSX = 16COS X 

、J
J̀
)
、
J

1
3
4
5
 

（
（
（
（

 

試解下列各方程式
COS O+cos 70=COS 40 (2 ) sin50一sin30=2 cos 48 
cos 3x co.s x-cos 6x cos 2X=O 
sin x+sin 2X=sin 3x+sin 4元

1+cosx+cos宓十COS3X=O
，

 

(6) 
X sinx tan一=COSX
2 

(7) I+sinx+sin宓一sin3X=COS .x-cos宓十COS3X
(8) sinx+co.sx=」歹
(9 ) ..; 歹cos 0+sin 0=I 
(IO) cos2x+co.sx= 一1

習頲璐解

(1 ) 2 COS 4(} COS 30=COS 40, COS 40(2 COS蹄一1)=0
＂元 1l' Zn元 元••• 0= 一土 ～－ 或 0=- 一
2 8 土3 9 

(2 ) 2 cos 48 sin t1=2 cos 40, 2 cos 48 (sin O一l)=O,
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n元 冗
(J=-土一

2 8
' 或 ()=nrr:+ (-l)n­， 

2 
10. 反三角菡數方程式

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(10) 

1 1 -(cos4.x十cos2x-co.x Bx-cos 4.x) =一(cos4x-cos Bx)=O2 2 
2 cos2 4X 一co.� 扛一1=0 (2cos4x+l) (cos4X一l)=O

n1r 元 7rnX=-- 土 —, 或X=-
2 6 2 

3X X 7X X 2 sin- cos-= 2 sin一 COS一2 2 2 2 
， co.s一=O2 

邸．2co.s一.sinx=O2 

x=C2n+1 )1t, 

X 3X 7X ·"·cos一 (sin—一sin-)=O2 2 2 
3X 7.x sin 2 
一一sin-=O,2 

5X 
COS一=O2 

或

2n元 元X=-- -一
5 十

「 若�tnX=-0
｀， 

則 x=n元

Cl十cos2x) + (cos x+cos 3 X ) =O .·. 2 cos2 x+z cos 2x cos x=O 
•·• 2 cosx(cosx+cos2X )=O .·. cosx=O或cosx+cos zx=O,
． 

． ．

冗 元x=n元十一或 X=2n元士一 X=(2m+I)n· 2 3• 

. X sin-
, X 2 sin一 COS一

·
2 

2 2 X =1一2 sin X
辶

cos-- 2 
X ,: .·. 2 sin2一=I一2 sin2 -
2 2 

X I -n: 1t sin-=士一.•. X=2n元十（一l)n一或X=2n元一（一l)n -
2 2 3 3 

sin宓一(sin3x-sin x) = (cos 3x+cos x)一Cl+cos2x ) 
2 sinxcosx一2 cos zx sin x = 2 cos 2x cos .t""-2 cos2 x 
sin x(cos x-cos zx) =-co.s x(co�x-cos宓）
(cosx-cos宓） (sinx +cosx)=O 

X=2m-,r= 2m元一．了·
1X= (2n+-) 元，4 

X=2n7t土
2 7t
3 

或

(9) 

元X=m「--
4 

e=n元十（一1 ) --一．－n 1t 7( 

6 3 

（例1)

（蘑）

方程式中含有反三角函數之未知數，稱爲反三角函數 方程式，廨
反三角函數方程式，應先將反三魚函數所表之角一一代以a. IJ; 如此
做:�名便容易引用普通三角公式，併可免除許多無謂之麻煩。

但困難者往往在等式兩邊不是同一之反三角函數，究竟用何糧之
函數，事前須加以考慮，總以容易化出，及能化待一最低次數之方程式
爲原則。但解反三角函數方程式以反正切化簡最易。

s tan一1宓十tan一1 3x=n1t+--1t4 
tan一l 3X=f1,
tanfJ=宓

3 a+fJ=n元十一7t,4 

「例2)

｛層）

試解

設
則

今

即

解

設

則

即

今
則
． 
．． 

即

即

tan一1 2X=a,
tana=宓

3 3 tan(a+f8)=tan(n元十一）1t=t邲一 元＝一1
4 4 

即
宓十3.—-- =一11一位2

(6x+l) (x-1 )=0 

X=l 

tana +tan(3
i刁益幻涵p-= 一1

缸2一5,.'t-1=0 故
1 
6 

1 sin一1 x +sin一L-X=120°

2 

或

sin一1 x=a,

:iina=x, 

故

1 sin一•-x=fJ,2 
1 stn,8=一｀2 

1 cos a =✓i=x2, cos f3 = -� 戸2 
a+/3=120° 

cos(a+(3)=cos 120° 

cos a cos (3-sin a sin /3=一一·1 

2 
1 1 1 
－在�✓戸－一，2=-一
2 2 2 

✓a-云呎己＝一(1一x2)
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即(1一必） (4 -x2)= (1一x2)2

即3 (必一1)=0 .•. X=士1
（例3)解sin一1x+3 cos一1X=210°

（蘑） 從公式 sin一1x+cos一1x=90°

相減得 2 cos-1 x=120° 

I .·. coi;-l X=60° .·. X= COS 60°=--;::­,I, 

(f!14) 求解下式中之有理根
1 1 1 1 tan一1— +tan一1— +tan-1—+ta户— ＝ 竺

X一2 x x+2 x+3 4 
1 1 1 1 （廨）設tan一1一=a,tan-1—=f3, tan一i _ - = Y, tan-1— =oZ一2 x x+2 x+3 

1 1 1 1則tana=-—, tan f3 =-, tan r=-, tan o =  Z一2 x x+2 x+3 

今a+f3 +Y+o =¼元.·. a+(3= {-11: 一 (y+t)

1 
1 tan—11:-tan(y+o) 

即 tan(a+f3)=tan(-元
一 Cr+o))= 一 —

-
4 

4 1 I +tan一元tan(y+o)
4 

1 1 -+--

但tan(a+f3)= tana+tanf3 x-一2 X 宓一2
, _fnM"" fnM 。= 1 =— -

x2一缸一1

又tan(y,+8)

1 因 tan一元 =1
4 

2X一2

1 I 

1一－－一－
x(x-2) 

-+— 
x+2 x+3 2x+s 

1 必十sx+s1一 －
(x+2)(x+3) 

1 一 2X+5
x2十邸十5 x2+3x 

故 一 －＝
,2一宓一1 宓十5 x2+7x+io 1十必十蕊十5

即(2X一2)(x2 +7x+IO)= (X玕宓）(xz一2x一1)

即
或
故

第七章反三角菡啟

必一必一19必 -9x+20=0
(x-5)(x3 +4X2+x-4) =O 
X之有理根爲5 。

（例5)解sin2 cos一1cot 2 tan一1x=O
atn-1x=a, 則tana=x（蘑）設

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

1 1一tan2a 1 一必
cot2a= = ---—-= ．． tan2a 2 tan a 宓

1 一，2

又設 COS一1cot2a=/3, 則COS /3=COt 2a=-

故,in{3=J�严汽戸 宓
今sin2/3=0

即2 (1 一x2)」位2-.x 4
一1

2X 宓
(1) 1 一x2=Q .·. X=土1

=O, 故得

(2)」記-x4一1 =0, 即(1 一X守-4X 2=0
即(1 -x5 一2.x)(l -%2十2X)=O

必十宓一1 =0 .·. :t=一1土✓2
＾ ｛必一2X -1 =0 ... X=l士✓2

耆麵三十四

解下列各方程式：
X+l X一1 -

tan一i-+tan-1—=tan-1 ( -7)
X一1 X 

4 tan一l(x+l)+cot-i(x一l)=sin一1-+cos-!--3 

5 5 
tan-1(;\.+1)=3 tan一l(;\.一1)

元一1tan-l(x+l),/z -tpn-1�=cot一14../2
✓2

(5) cos一ix一sin一1x=co:i-1..;3x
(B) tan一ix+2 cot一1 x=I35 °

翦.,
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(7)、cos2 sin一1tan2 cot一1X=Q
1 (8) sin cot-1 一=tancos一1」;
2 

(9) tan一1 x+mcot-五=135°

(10) cos一1這-cos褶羞=2tan一i x

警矚畸解

x+l X一1 (x+l)(x一1) 宏-•+1(1 ) 左邊=tan一1 (-+-)/U- -}=tan一1

X一1 X 元-1) 1一幺

(2) 

(3) 

(4) 

故閂�it_l =-7 .·. x2一扛十4=0 .". X=2或2

設四個角依次爲a,fJ, Y, o, 則a+fJ=y+o,
... tan(a+/3)=tan(y+o) 即 7必=48 .". X=土钅澶

兩邊取正切， 則i\.+1=(3(i\.-1)- (i\.-1)3)/(1一 3氙-1)2)
則氾一2X=O即X(X2一2)=0 .·. X=O, ±J歹

（社1)✓-2
X-1
一. -一＇
.../2 x+2 因左邊=tan一1

1十(x+l)」2· 彎
=tan一1一�一

✓ 2;c2 

故 3+x 
在2 =古

即必一扛一12=0 .•. X=一2, 或6
(5)設COS一ix=a, sin-1 x=/3, 則 cosa=sin /3= 土✓f=il

但cos(a-{3)=±x.../i=x2±.x✓f=歹=✓3-x

故2.x✓I=-孕=✓3.x, 4正1=0 .·. X=士｝或o.- 0 

1t 

(6)因tan一i .x +cot-1 x= 一 故cot一1 X=45° .·. X=Cot45° 一12 
l 2 

(7) 左式=cos2sin一i.tan2tan-t-=cos 2sin-1(-)/(l一 --1 
X X :<,4) 

第七宣反三角菡數

=cos2°sin一 1
• 宓 2X 2X 一=1一2(-一）2故1一2(-一x2-l 

X=士(✓3丑：互）
x2一1 x2-1 

29t 

) 2=0 

「8)因sinsin九方=tantan-1 J乜芒故-ls=』早·.x=¾

(9) 

(10) 

tan一i x+mcot一1x=135° tan一1 x+cot一1X=90° 相減
45° 

(m一l)cot一1x=.45° , cot一lz= 一 .·. x=cot 45° 

因tan一1

m-1 m-1
2a 2b —---tan一1_ =2 tan-l, x, 2 tan一1 a -2 tan· 1一a2 1一l;2

=2 tan-1 x tan一1
a-b ---=tan一1 X故 X= a -b

'l+ ab 1 + ab 

11. 三角專立方埕式

lb 

三角聯立方程式解法之原理與代數學中之聯立方程式之解法檳
同。均爲設法逑漸消去其中之元（末知數）至得一元方程式？＇,＇之．再代
入其他各式中以求其全解。但解三角聯立方程式，較爲麻填，共應行沒
意事項如下：
(1)元之消去無一定之方法，公式運用純熟，併多做多看。
(2)求得之解，須一紕一組分別清楚，照理更應逐一代入原方程式中

驗之，不合者除去。
(3)求得之解有兩種限制，應注意。

(i ) 如遇S國x+伊sy= a時，則a之值必須小於2, (因正弦．
餘弦之值均比1小），又如遇sec一ly, 則y必須大於1等·

(ii) 三角方程式之解，通常都假定其爲實數。

J 
.,;•(x+y)-�----…··(!) 

cos(x-y)=一....…··(2) ✓2 

（例1)酵

（要點） x+y. x-y分別嗅作一數。
（屏）由(1)及(2)』尋
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x+y=l80° xn+(-1)n 60°· …······(3) 
x-y:--,-360° Xm士45-t> .... …………·-C4) 

(1)+(2)缸= 180° Xn+360° X m+(-l)D 60° 士4�0

(1)一(2) 2y=l80° X n-360° X m+ (-l)n 60" 干45°

X=90° Xn+l80° X m+(一l)n 300 土22.5°

y=90° Xn-180° Xm+(-l)n 30° 
字22.5°

於是所求之根有兩紐如下：

1 
X ;::9Q0 (n+2m)+(-l)n 30°+22.5° 

J=90°(n一2m)+(-l)n 30° 一 22.5°

{ X=90° (n+2m)+(-l)n 30° 一22.5°

Y=90°(n-2m)+(-l)n 30°+22.5° 

（例2)解｛二
二

，�-�;;
:::::::::)

（樗）由(2) sin x sin y 一一一十
2 ＝ － 

COS X i!os y ./3
sin x cosy+cos x szny 2－－－一一 － ｀－＝ －－ ．． 

cosxcosy ./3
sz1:(�+y) 2

＝一－一·cosxcosy✓3 
將(1)式代入此式，得

sin 5元
6
-

2 ./3--一一=--= .·. 2cosxcosy=-一·
COS X COS)' ./ 3 2 

cos(x+ y) + c�s(x-y) =--一－一./3
2 

COS 訐元十cos(x-y) = 一｀至
元• . cos(x-y)=O .·. x--y=n7r十一·…· …(3)
2 

（例3)

(1)+(3) 
2 得

Cl)一(3) 得

nr:: Zr.:.r:= .l. - -...,'., :, ., 
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．
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二
二『
二
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y
y

 

x

n
s

 
。c

 

y
.
＇

 

s
 

_
+
+
Z

X

n
s

 

答

·Si
co
 

〒h.I_̀解

x+y x-y 
（厚一） 由(I) 2sin-·-�os—--=a••······· …........................ 

2 2 (3) 

由(2) 2 cosx 1'cos::: 『'= b······················..............(4)
�..Lv a 

(3)+(4) tan户＝ －
2 Ii 

•• x+y =2 tan一1 :-·•·········· …........................ (5)

,,x-y 
(3)玕(4)2 4 cos�- =c: 玕护

2 

cosx;y = -�✓c.: 繹

• , :x-y =2 cos一 l·t心平52 ........................... (6) 

(5)+(6) x=tan一i .F+cos-1-t近尹

(5)一(6) x ="tan一if-co.,一1-}」志

U氐:) (1)2+(2)2 2+2(sinzsi:iy+ccsxcosy)=a玕护

1 ••• cos(x-y)=- -(a2十b2-2)2 

.•. :x-y=cos一11-ca玕庄-2)-·····..················C3.,)
2 
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(l)X (2) I 
2 一(sin宓十sin 2Y) +sin(x+y) =ab

sin(x+y)(cos(x-y)+I) =ab 

sin(x+y) 2ab＝一．a2十庄

即 Cl一sin2 x)(l一sinZy) ＝一
16 

1一sin2 x一sin2y+sir. 互sin勺＝一．．．．．．．．．．．．
16 (3) 

x+y =Sin-1 2ab 
- . 

a2+1;2 
........ (4)

（例4)

（厚）

．例5)

＇（層）

屏

刪立(3)(4)解得
1 2ab I X= 一(sin-1-—--+cos一1一(a玕杆一2))2 a2十 b2 2 
1 2ab y=-(sin-t-一－

2 a2十护
cos-1一(a玕b2-2))2 

｛磾 x+s璋Y=a••······--··--·…........................ (!)
cos2 x-cos2 y=b•···············.. ········· …............ (2) 

(1)+(2) 

故

(1)一(2)

故

酵

(1)2

I+si芘y-cos2y=a+b 

sin勺＝一a+b
2 

a+b 
0� 一一�I方有解2 
y=n元土sin-1J�

2 
sin2 x-cos2 x+ I =a-b 

sin2 x=—a-b
2 

a-b
0� —�1方有拷2 

siny= 士」尹
l 2 

sinx=士」弓
2 

x=n元士sin-1J尹
2 

{ 
sinx+siny =I•

; 
.. -·.. ··············•········............ ·{1)

cosx cosy= - 一...…···············-··················•&.)4 

cos2 x cos:z y =一
11;) 

(f」6)

L楙）

(3)+(1)2化簡得
9 sin2 x sin2 y+Z sin x sin y-一=OJ.6 

1 9 (si1;xsiny-一） (sin.xsiny+-)=O4 4 

(1)2-(4) . sin x-sin y =O·········· ·· ···........................ (5) 

llilli! 辺. . 1 1 sin x= -2, x = sin-1-- =30° 

2 

x=n1t+(一l)n --元

6 
((1)一(5)) 1 1 

－－．－一- ••• , siny=-�y=si元一L -=3Qc

2 2 

答
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＝I

 

+
 

)

x

y

x

 

2
 
(
',`

i

{

從但

解

＾ 

1 sinx siny=一或4 才（此根不合理）

4 sz:i x szn y=I , ...................................... (4) 
si1i2 x-2 sin x si:i y+sin2 y=O 

(2)之比值為t, 即
tan x= mt, tan y =nt, tanz= pt .................... ,(1)



忥 ＇一，＿＿．一

因
則

即
．． 

即

．． 

．． ． 

．． 

（例7) 解
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（屏） (I)一(2)

但

sin一l x一COS一1x+sin一1 y+cos一1 y=1-1t 
3 

1 si允一1 y+cos一Iy=-元........…................... (3)2 

（例8J 解{ ✓ 政勻十」ji""(Y::芍=a
✓:::(1一x)+✓Y(I一y)=b式中，a,b為實數值。

（屏） 因，a,b爲實數值，故知lxl<I. IY丨<l
令."C=Sin2 0, y=sin2 cb, 則原式化爲

sin 0 cos軒cos () sin cf,= si:z(0丑） =a…… ···(l) 

si;z () cos ()十sin妒0這＝sin 20 + sirz 2cb ---- . . .  

2 =b (2) 

由(2)得sin(0+亟）cos(()丑） =b··········... ·....... (3)

(3)+(1)得cos(()-¢)=一b 
a 

由(1)及(4)得｛二二:::i
1 解此方程式得0=--(sin一1 a+cos一1一）b 
2 a 
1 b c/,=-(Si1户a一 COS一1一）
2 a 
I b X=Si芘--(sin一1 a+cos-1-) 2 a 
I b y=sin2一(sir.一1 a-cos一1一）2 a 

故

(3)代入上式．得COS一I x一sin一1 ,x=护·……..…········(4) 耆題三十五

又因

(4)+(5) 

1 COS一1 x+sin一Ix=一元…．．．… ···············..··.. (5) 
2 

2 2 cos一Ix=-一元
3 

• • cos-1x=护.............................. , ....... . 

(6)代入(2) ,o, 一',�o ::: 二o,½元＝｝｝

····(6)

解下列聯立方程式

(l) {
sin x+si的=a.... ,, .. -(1) x+y=a…………, .. (1)
cos x+cos y=b ..... …·(2) 

( 2 )  
{ cosx+ cosy=a ...... (2)

（武漢大學）

(3) { pcos e=a….... …….. (1) ( 4 ) {
sinx+siny = sina 

, sin0=b·· ……·….. (2) cos x+cos y=I+cosa 

峯(S) { 
cos(e+3cb)=si祗20+Zeb)"·..... ·Cl)
sin(30 + cb) = cos(2() + 2</i)· …….. (2)
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、J

)

6

7
 

(

（
 

(1) 

(2) 

(4) 

I 
a sin4 ()-b sin4 <P = a ......... (1)
a cos4 0-b cos4 <b=b··· ……(2) 

{ x+y =90° ··· ………………(1)
sin x+cos Y=✓3 .... ……··(2) 

習題

(1)3+(2)2 . 2+2(2 cos士2一l}=a玕凡4 COS�=a2+P
2 2 

, -y -1±J戶 x+y x-y —=2ni(士cos --…·…··@ 2 sin 
2 2 

COS 
2 2 

x+y x-y 2 cos一 cos—=b·········
2 2 

＠ 

x+y a 故-=n元十tan一L_.……··®
2 b 

a , =3n;(+tan一
L_土COS一1 士J戸

b
一－－ ＇

2 

=a••·······® 

x+y a tan-=一
2 b 

畸 解

a 

(8)-@ y=n元一tan-1 -士COS一1一+✓ 訌
b

—－一
2 

由(2)

=a/2 CO$一a 
2 

cot O=a/b, 

由(1)

由(2)

() =cot一1 alb

由@+� 

@+<B> 

1 1 1 2 cos<>(x+y) cos一(x-y)=a, cos一(x-y)
., 2 2 

1 a 一(x-y)=2n1t土COS一1 a/2 cos一··••,-•··(3)..
2 2 

(1) d. a (1) 由， 2 —+(3) X=-+2n元土co:;一1 a/2 co:; 一，由_一-(3)2 2 2 

{5) 

(6) 

(7) 

1 1 (3)+(4) tan--(;;+y)=tan--a .·. x+y=a, 代入(3)2 2 
1 1 

1 .sin a 2 .sin- -a co.s--a 
Cl)$ 一(x-y)= = 2 2 

2 1 2.sin-a 
2 

2 .sin--a 
2 

:x-y=土a, 二．租主值爲a,o;o.aIll'1 8+3�~
:

• 一(20+20)

蹄十<b =--元
一(2B+2cb)2 

即

由

即

故

． ．． 

()=(/)=-1( 

16'

冗

k

1_
2
1一
2

l

l

=

l

 

吵

臨

+

+

JO

50
 

·
`
＼�
v

 1_,`
L

 

n

 

R
 

，元故0, cp一瓿痹爲一一
16'16 

(2)去1), a(co.s4 (J一S加(J)-b(co31 <b一3in鴴） =b-a
a co3 2()-b co3 2</J = b-a且P a(2 co:;2 (J一l)-b(2 co32 <b一1)
==b-a, 
co:;z ci> =a(cos2 0)/b···· …··(3), 

－心巳.·.

b cos2 <b=a cos2 e,

代入(2)

O=cos-1矗乓，代入(3), co這＝菡
<f,=cos-1」己亻且l土」謚（辶 I 及1土」b辶 I$

出

方有解。

(1) Y =90°-X代入 (2), 則sin x+cos(90° 一x) =,./3
a ay =---2n1「千COS一1 2/2 COS一
2 2 

(3) (1)2+(2)2 护=a玕凡P =✓a可滾，
sinx+sin x=✓3 

(1)+(2) 

. ,./3 , sinx= 
2

• 

y=900 一，X=180° xn+(一l)n 600 ,

c1
2
 

s
 
。c

 

得 cos (J

1 1 2 sin一(x+y) co�(x-y) = sin a ............ (3)
2 2 
1 1 2 cos一(x+y)cos一(x-y)=I+cos a ...... (4) 
2 2 
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綜合習頲四

(1 )  求 sin(sin一1-=
,,/

1 
5 

+tan-1-3 
1 )之值。 �"' · . 1

✓2
( 2 )  求 csc 2 tan一1 cot x之值。 答： csc 2.x 

( 3 ) 求 sin 2 cos-1 cot 2 tan一'x之值。 . (l-x勺改6丑-i可答． 2丑
1 缸 1( 4 )求tan(-sin一1-+-cos一L一－1 一， 工十y） 答：2 1十x2 2 l+y2 

求證下列各式：
( 5 )  cos sin一1 x=sin cos一1 :r;
( 6 )  sin一1(-sin x)=-sin sin一1 :r;

Y IX 1 (7) sec一'--+sin--=一T
X y 2 

(8) 2 sin一1 x=cos-1(1-已）
( 9) 3 tan一1 x=tan一1[(3x-丑）： (1一3丑））

(10) 

(11) 

3 7 22 tan一1一-cot一1—=cot-1
． 

5 3 3 
1 1 1 11 1 tan一1 -+tan一1-+tan一1 --+tan一'--=—冗
3 4 5 29 4 

I I 

(12) cot一l(as+a2+a) 2 +cot一1(a+a-1+I;}Y
I 

(13) 

(14) 

=tan一l(a一'+a一2 +a-·l)T

COS一1竺辶-tan一1互=cos一1睪
29 63 1885 

1 1 1 Ztan一1—+tan一1-+Ztan一I_--=—7r 

5 7 8 4 

1 一xy

2 2 (15) tan一1(1+-)+tan一1(1--)+tan一1(1+x)+tan-1(1一x)
X X 

1 =—(2n+l)元

2 

(16) sin刁 1 5 11: �+cos一I�=一
凶P,2 -141 4 

策七]ii: 反三角函歡

(17) tan3 C sin-1(3 sin x)+x ·一）=tan( 

(18) sin 2 cos一1 tan�cot一lx

sin一1(3 sinx)一3x

2(3X2一I).v.x6-1紀十1鉭-1=-一，－一－
x2ex2一3)2

1 (19) ta1.-1(coi x)+2.,=tan-l(tanx)+-(2n十I)it
2

(20) vers一1 a+vers. 一i b
=vers一l(a+b-ab+✓(2a2一a�)(2b--=-E2)}

丶

{21)設tan一1 a+tan-1 b+ta1户C=元則a+b+c=abc
1 12 16 

米 (20) 問 sin一1�一cos-1-能等於sin一1一否？試答並證之。5 13 65 
C交通大學）

*C23) 若 u=cot一1」瓦sa一tan一1」函sa, 試證
a sin u=tan2一

米國） 設

*(25)若

2 
."C y 必筮 y2 cos-1-+cos一1一=a,則一- cos a+-=sin2 a a b 必 ab b2 

tan(e一a)ta纸(0-/3)=t<Zn瑾，試證
I 0=--ta�; 一12 szn a s邙

2 sin(a+f3f 
1 *(26)設sin2 e+si西＝－一，則2 

s記(sinO+sin <b)+sin一1(sin 0一sin<b) =.l 
1r 2 

x✓3 2x-c 紙27)設O=tan一1-,<b=tan一1一一，則0一<b=l_7r
2c-x c✓ 3 6 

來(28)若cos-ix+cos一1 y+cos一l z=元試證
.x:2+y2+z2十宓)'Z=l

紙29)若tan一1 x+tan-1 y+tan-lz=差，試證

yz+zx+xY=l 

309 
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訳3J)若 tan一1 a+tan一 1 b+tan一1 c+tan-1 d=2 . .,;, 嶧
a+b+c+d=c;b::+b::d+cda+dab 

訳31) 若 a,b,c爲 x3+px2+qx+ P=O(吾I)之根
則 tan一 1 a+tan一1 b+t如況

一 l C=7l7t 
缸32) 若 tan a, tan /3, tan y爲tan 2x=;\, tan(x+e)之三根晝

試證a+f3+Y+8=n-n:
解下列各方程式：

(33) sin x+cos x=✓2 答： X=(2n十 1
1 
--)� 

(34) (I一tan x)cos 2x=a(I +tan x) 
1 答： X=--C如元十(-1)n sin一1(1一a))2 ' 

(35) sin6 x+cos5 x=Lsin2 2.-.:12 答： x=n• 900士30"'

(36)」子cos0+sin()=I

(37) a sin ()+a cos e=c

元� ,i•答： 8=,Z7! 十 (-l)n --·-
6 3 

答： 8=n元十（一 1沖si;;「' 一一－－ 一
"/a2十护 。

討論：若 a=b=O時c=O不定， 若 C¾O矛盾， 若a和b
有一不爲O,則無解。

(38) cos宓十COSX=-1

(39) 2 cos2 x-7 si;-i x+2=0

(40) tanx tan 3x=-一3 
5 

2元窋:.:=::ir.�「土下
.) 

答: x= sin-l(-4)·· …·無斛

答： X=元• 180竺t5tt"H'

(41) sin(x+l2°)cos(x-l2°)=cos 33° sin 57° 

答： x=n•90°+(-l)n•45° 
(42) sin2 e+sin ()=cos2 e+cos e

元 元答： 0=::;-;:+(-l)n·-• --一·一
4 4 

第七章反三角函數 311 

元 冗

('3) sin(--x)-sin(-+x)=一.../3
� 3 2 

答： x=a元十 (-l)n+I __71: 
3 

(44) sin x cos 2.�tan x cot 2x sec x csc宓=1

(45) 3 tan(y-I5°)=tnn(x+I5°)

1 答： x=n元－，．3 

答： X= n元 冗- n __ +(-1) 2 4 

(46) 2cos2(J十2(✓3 + I)sin 0-」了一2=0

答： O=n元十(-l)D一元

3 

(47) cot x• 乜n宓=sec2X

(48) sin 2x= 2 sin x(sin x一1)

答； X=2疝「土
3;r
4 

答： x=n元

(49) cos n(J=cos(n一2)fJ+sinO
1 答： 8=一一(m元十 (-l)m•-7,r

n-I 6 ）

(50) "ff严-✓1一sin x = 2 cosx

(51) COS 9X=COS蕊一cos::

1 
·cs2) tan()十2 cot 2(J = sin (}(I+ tan() tan-())2 

,r 答： x=n71: 土一3 

n元 冗答： X=- 土一
2 12 

1答： ()=一（宓十1)11:4 

$1) 3in(O+a)=cos(O-a) 
1 答： ()=-=-(4n+l),:4 
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(54) tan(8+45°)tan 8=2 答： ()=n•I80°+105°41' 
(55) cos 3()+sin 3()=COS ()十sin()

答： ()= + 
n1: 元

2 8 
(56) sin x+sin 2x+sin 3X=O

答： X=2J:n-± 2元
3 

(57) sin x+sin缸+sin 3x+sin 4x=o
答： X=4n·rr±,r 

(58) tan O+tan ze+tan 30=o

答： () =tar. 一1月
(59) cos e+cos 30+cos 50十cos7()=0

nn· 元答： e=--土一..
2 8 

1 1 sin2(} 
｀ 十 ＝sin 30 sin 20 sin (} sin 3(} 

1 答： ()=2k1t或一(2n+I)元3 
(61) 16 cos5 0=cos 58 答： (}=宓元:1::90°,2m己:600 宓元土120°

(62) sin se+sin 38士✓2(.sin ()+cos I)) cos (J=O
答： 8=n•240° 

土60°+15°

f (63) cos2 ()-cos2 a=2 co.s3 (}(cos (}-cos a)-2 sin3 ()(sin0-sin a 

(60) 

1 答： 8=一(2n元一 a), ()=27i1r+a3 
1 1 (64) 2 cos-x一sin-.x=2 答： ＾一. � 沄元或6k元一(-l)k ;r 3 2 

(65) tan()+tan2f)十✓3ta面tan20=✓3
1 答： O=--(n+ 1 一）元3 3 

(66) tan2(a+0)-tfln2(a一 ())=tan a tano
答： O=n1t或()=cos一1(1:t:cosaO

(61) tan2 8=2 tan a tan (3 sec 0+ta和x+tan2 (3
笞O =sec一I(tan a tan /3土sec a sec /3 

(68) cot一1 x+cot-1(a2-x+ l)=cot-1(a一1)

(69) co:; 一1 x-cos一1五戸x'J-=COS一1 x✓3

(70) tan一l(x+l)互-tan-1彎=cot一1 4✓歹

(71) cos一•x一sin一1 x=cos一1✓3x

(72) sin-1宓 COS一1(1一竺） 1 －一 －十－一＿＿一－一 －

(1十必） 4 
-=-元

(1十必）

(73) 

•C82)

2 
3 .sin一lX-2 cos-八＝ 一元3 

答： x=a, a2-a+l 

答： X=O, 士 － －－1 

1 1 tan一1 1 1 
(74) tan-1¼+2tan一15-+tan一16+�尸｀元

(75) tan-1(x一I)+tan一i x+tan一l(x+l)=tan士3X

(76) tan一1 x+2 cot一l X=135° 

(77) 2 sin一i x+cos一i x=cot一1(才

(78) cos 2 sin一itan2 cot一1 x=O

(79) sin cot寸=tan cos一l✓x

1一a2 1一护
贏 (80) cos一\五2一COS一\立=Ztan一i x

,x2一1 宓 2
豪 (81) cos一1

.x
2手1+tan一1正才: 3-7(

tan cos一1 O==si:i cos一1 1
2 

答： x=一2, 6 

答： X=O, 0 
元答： x=tan-16 

答： ;\=�
2 

答： X = 一一一461

r
5

 

i
 

1
 

1_
2
1
 
＝

r＇
V
 

x
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.

l­

e

:

x

＝

答
．．

 
答

x
 

．．
 

答

)

5
9
b

g
l
3
_
7
 

羣
二戸

；

:

2

_＿
 

=

o

ti

 

Ii

 

一
3
gn

X

z

．．
 

．．
 

：

答

答

✓

答

cti
 

＿＿
 

x
 

．．
 

答
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擎(83)

碳(84)

i!ti(85) 

豪(86)

碳(87)

(88) 

(89) 

(90) 

(91) 

(92 ) 

1 1 x=cot-I(-cot 2 x)---sin一1
3 sin2x

2 2 5+4cos]x 

sin-1 I 宓 茲一1 2.x 

盂1 j +cos一1 I z2手1 I +taw l I 戸 I =7' 

tan(1t cot 0) =cot (1r tan 0), 則
1 3 5 tan0=-{2 n+l土」4n2 +4n一 1s}, 但扛大於一小於－一4 2 2°

若

設

則
sin 28-m cos O- nsinO+k=O之四根爲a,/3, y, o, 
sina+sinfJ+sin y+sin o=m。

必. 1 元
丑十一sina+ cos-=O之根成AP., 解此式並求乙200 3 

設

之值。

試證

0 tanB+m-I tan--= — 一一

2 ta,ze+m-1 ，試證m之值不在C一I)與(+I)之膺．

(:J, y爲S切(x+a)=msina中之Z之雨根，
1 1 求證cos--(/3-y)-m cos--(fJ+Y)=O 
2 2 

解

解

{ 
x+y=a 
cos :c十co:;:;=a

,_Ll',_
，

 

．
 

．．
 

答

1 
asi元0-bsi;i-4 <f, =a 
a cos4 e-b cos4 <b =b 

答：

答： Z=-218 

答： X=土,./3,
士1

」

， tan互tan-=I中之一切值均適合于CO.S2X= 一2一4'5.2 

a X=·-+2;z7「土cos- a
1 

2 «2 CO$一

a 2 y=-一2m亡i=COS一1
2 a. 2 coa一

2 

r-趼元土'°'
一

. l干」二
仔2加土COS一1 因�}

（蚵

(�4) 

(95) 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 

解

解

嬉

酵

解

解

(4
i

 

sin一1x+si元一ly=2n:

COS一1x-cos-1 y =­元

｛函主瑱勻=a
J戸十心y(I一Y)=b (式中 a,b爲實數）

a
b
c

 

-
l

l
I

-
l

 

O
O
A
 

.sm
Cos
szn
 

A
4
p
 

eos
COs
 

p
p
 

'
\
v l
d·̀

 

答：
｛

1 b x=sin2--(sin一1a+cos一1-)2 a 
l b J=sin巴 (s阮1 丘cos-I一）2 a 

{ 
cos(0+3<b)=sin(20+2<b) 
si祇38+<b)=cos(油+2<b)

｛年siny=a
cos x+cos y=b 

笨·
C • 

-
cz

讓

启
a-
b

C＿
羣

+

1

1
 

-

－

n

%
 

a

ta
 

_
az

 

J

t
 

l
l

l
l

l
l
 

p

0

¢
 

_．
 

答： { 
X=COS一1z+cos一1 t 
y=cos一1z-cos一 1 t 

COS一 (x+y)=z,

{ tan一'x+tan一'y-t,,

2 

sin一1x+cos一1y=1t

但

答：

答：

答：

1=
l
 

y

'¢�
_
I.
 

1_
2
 

l
I
 
x

 

k-
16
R_
16
 

l
I

_＿

O

¢
 

.
t ,'V
1
'.

 

1 COS— (x-y)=t
2 

C

D
 

v

v
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3
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c

1l
2
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.
'Vl'且
｀

O

1
 

4
.

｀

<t
1

O
 

{

L
 

ì ,J·̀
 酵 { 

tan3()+tan3<b=2 
tan()+tan<b=4 



316 震準高中三角學

答：

阮一
12
竺
12

'l.
V` i_
,�
 

k_
12
Jg
12
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m

m

J

J

 

ti
 
I+
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\
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1. 滄 去 法

(100) 解

11

12

13
 

－

－

 

b

tan

tan
 

.
'
Vi_
,．
 

O
0

R
 

.
＇＜
l.
 

0

R
0
 

'
\＜

l.
 

k

0

O
 

=l

=
l-

z

z

y

z
 

tan-
3

{
 

＝
 

i_
2

 

k

 二
[
,̀̀
,̀
 

答：

（例1)

（撂）

(flJ 2」

（屏）

（例3)

合有n個未知量之一緝n+I個方程式中，設有一共同之屏時，則
其係數之間，必有一特別之關係，此關係式稱爲消去式，求消去式之方
法，稱爲消去法。

三角消去法並無一定之規則，其原理與代數相同，惟其變化輯代
象學大爲繁複。玆擧其最普通之三種法則如下：
(I)應用三角學固有之恒等式如sin2()十cos20=I,

sec2 ()-tan2 ()�I等公式。
(2)應用代入法。

I (3)應用比較法，即應用A=B, B=C, 則A=C之原理a

消去0 { sin ()=a 
cos ()=b 

sin O=a, cos O=b代入公式sin2 O+cos2 O=I 
則 a 2主=l

{ a sin O+b cos O=c … ...... (1)消去0
P sin O+q cos O=r .. ……·(2) 

Cl), (2)兩式解sin(), cos(), 則

.sine= cQ-br cos()= a「-cp
aq-bp' aq-bp 

將此代入 sin2 e+cos2 0=1中．則得

霏靠玕（詞伊=l

(cq-br)3+ (ar-cp)Z= (aq-bp)2 

{ ax sin 0-by cos O=(a守）sin 8 cos e, .... ,(1) 
ax sin2 0+by cos2 0=0….. ,(2)消去0

｀臺點）

從

由

從

先求出$in(}及co:;(J之亻值，代入:;in2 (J十C0$2 O=l則可消去(J.
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（廨）

（例4)

（蘑）

（例0)

（蘑）

(I)Xco�0+(2) ax sin 0=(a2一护）sin O cos2 0

cos2 0=-- ax 
妒-b2 ·········(3)

(l)x sin 0一(2) -妙cos 0=(a2-护）sin2 0 cos{)
-by sin2 {)=一— ·······..(4)a2一护

將(3)及(4)代入cos2 0+sin2 ()=I, 得
2 2 

ax -
3
-

by -3
-

（瓦刁;2) + (正刁；z) =l
2 _2_ _1._ 

(axY3可-(by) 3 =(a2主） 3

消去8 f x=a tan(()+a)-•· ………······(1)
y=b tan(O+f3)-….. …………(2) 

ab�O. a¾/3¾ 朊，(k爲常數）

元＝a(tan B+tan_a)
1一tan (J tan a 

tan ()(a+x tan a) =x-a tan a 

tan ()(b+y tan f3)=y-b tan f3 

但

由(I)得

即
同理得

故
a+xtana x-a tan a ·-·= -···· 一 －
b+y tan fJ y-b tan fJ , tan(a+fJ)= bx-ay 

ab+xy 

消去0 { x=cot o+tan e .. •···············(1)
Y=蕊ce一cos O ····· …....... …(2) 

，＝盆琿+tan 0= 1+tan2 0 sec2 。
= ........ . 

tan 0 tan 0 (3) 

y=sece 1 sec2 0-1 tan2 。一 ＝ ＝ ．．．．．．．．．
sec 0 sec 0 sec 0 (4) 

(3)2X(4) x2y=sec30 ;. sece=V巧＝（為•)·

(3)X(4)2 .X: 外=tan30 .·. tan O=Vxj: 戶（可）
一3·

2 2 

.�ec2 0-taii2 0= 1 .-. (x2y)T -(xy2)",-=l

（例6」

璹）

{ 
sin 0+sin軒a····…. .... …(1)

消去0, ,f;, cos 0+cos ,f;,=b· …………··(2)
cos(0-亜）=c·················{3)

（硐(1)2 s硐0+2 sin(} sin軒sin2 軒=a2 .………·(4)
(2)2 磾0+2 cos 0 cos ,J,, 十cos2 ,j,,=b2• …·…···(5)
(4)+(5) 2+2 cos(0-切=a2+b2 ·········…… ···(6)
將(3)代入(6)得 2+2c=a2+b2 

•·• a2+b2=2(1+c)
繽（例8」消去下式中之0及c/,; (設a=l=b)

{
a s研O+b cos2 8=x···············(1)
b sin2 cb+a cos2 cp=y··············-C2)
a tan 0=b tan <I>•······.............. (3)

（例7」

x sin O+y cos 0=長亞..…··{1) 
消去e{尹 尹 1

b2 +
a

2=荳弓2···············(2)

由(1)2 得丑sin20-盆y sine cos 0+y2 cos2 0
=丑+y2 ........................ ····-(3)

設tan0=t則cos2 0= 1 l 1 
勻 ＝ 正0 =

1千户
sin2 ()=l-cos2 0= t2

1+t2 代入(3)及(2)

即

得y2t2+2.xyt+丑=O ........................... (4)
及 b2(丑+y2-a2)t2 +az(丑+y2-b2)=0.. ·(5)
由(4)得(yt十咿=O .·• t=-王

y 
代入(5)得bz(丑+_vz 一句（－王.)2+a2(丑+y2 一护） =O

去分母整理之．得(.xz +yz)(b紜玕a巒-a2b2)=0
然五十y玉0 [·.·(2)式之右邊分母爲正十yJ
••• b2.z:2十a2y2-a屮=O

必： y2 

歪－ 十浜. =I



｀｀ 

（麐）由Cl)
即

由(2)

．． 

由(3)

即

因

癆準窩中三角學

a sin2 0+b cos20 =x(sin2 0+cos2 0) 
(a-x) sin2 0=(x-b) cos2 0 

tan2 0= x-b
a-x 

b sin2 <b+a cos2 <b=y(sin2 <b+cos2 <b) 

tan2 <b= y-a

嵒竺）＝徑：
a-x b-y

a2(bx-护-xy+by)=b2(ay一a2-xy+ax)
abx(a-b) +aby(a-b) =xy(a2-b2) 
a�b, 則abx+aby=xy(a+b)
1 l 1 1 ·—+-=- -
X y a 十 b

（解＝）由Cl) x-a=b cos2 0-a(I一sin2 0) = (b-a)cos 20· …··(3)

又由(1) x-b=a s讠n2 0-b(I一cos20) = (a-b)sin2 0…(4) 
(5) tan2 0= x-b
m a-x

同理由(2).得tan2 <b= 

以後做同（解一）

y-a

峯（例 9) 設{ ::::: 了二::二二亡。° 閂
x sec 0+Y sec <b+z sec,fr=O………(3) 

則 必十y4+z4-2必 y2一2y2 z2一2z2必=O

（暠一） 由(1) cos ,fr= -X cos 0+Y cos 0 
z 

·· · ·· · · · · ··· · ····.......... (� 

由(3) COS'P'= -z cos 0 cos <b 
...... ... . ... -.. ........... .. 

X cos <b+y cos 0 (5) 

• • (x cos 0+Y cos <b)(x cos <b+y cos 0)=z2 cos 0 cos(/>

即 （必十外一z2)cos0 cos <b+xy(cos2 e+cos琫）=0·.. •00(6)

第八章代數學上之澧用 :!21 

由(2) x sin 0+Y sin<b= -z sin>JJ-··.. ····· ……............ (7)
（守得茲si妒4J+y2si正</J+2xy sin e sin <P=Z2 sin2 -.{r 
即 x2+y2-丑-x2 cos2 0一笠cos2 cJ, 十z2 cos2 -.fr 

＝ 一2xy sin 0 sin cJ, ·.... • • • • •··... · · • ·.. • •· • • .. • • …... (8)
(8丸得cx2+y2-z2一必 cb.s"2 0一护cos2cJ,十(x cos0+Y cos cb)21 

=4.t2茨(I一cos20)(I一COS璋）
(.t'玕y2-z2+2xy cos 0 cos的2

=4玆y花1一co.s2一co.s2 cJ, 十cos2 0 cos瑋）
(x玕y2-•z守一4玆y2+4xy((x2+y2-z勺cos0 cos <f, 

+xy(cos2 e+cos琿））=O
以(6)代入得(x2+y2-z守一4玆yz=o
即必十y4+z4一宓2外一2外z2一2z2 x2=0

（辨＝） 消去x,y,z即設其有解，則

I 
,in e ,in,/, ,in"' 

'" e'" ,/, .. , "'I cos 0 cos cJ, cos >/J'=sin(0一cJ,)sin(</)一>/J')sin(-.fr-0)=0

即sin(0-的=O, sin(cf>-1/r)=O, $in等-0)=0
由 (1)2+(2)2得必十y2+2xy cos(e-的=z2

但 sin2(0一的=I一cos2(0一的＝4;i:;2 y2一(z2一必一Y守
心在y2

故 4X2外一(zZ一必-y守=O
即五十y4+z4一2玆y2-2外 z2一2z2 x2=0

耆題三十六

消去下列各式中之e:

(!) { x=k+a cose
y=k+b sin 0 

( 2 ) f x=sin 0+cos (}
y=sin 0一cos(}

(3) { x cos O+Y sin O=a sin 8……………..... ,(1) 
, cos O=x sin e+a(cos2 e sin2 8) ......... (2) 

=O 
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(4) r X=.Sin ()+cos()· …··(l) (5) l x=r(()-.sin ())······(1) 
y=tan e十cot ()·•····(2) y=r(I一cos())· …··C2) 

(6) {
x=a cos()十aco.s(120° 一8)…(1)
J=a sin(120° 一())一··········.'2)

、J

、J

7

8
 

(

（
 

(9') 

(11) 

(12) 

{ 
x=a(sin (}十cos(}sin 20)·.......................... (1) 

J=a(cos(J+sin(Jsin2()) (2) 

{ sin()十cose=a••···············…·(l)
sin20+cos20=b··· …………·--(2) 

消去下列各式中之b及 e:l co, 8 ,;. <I>-•· …··(1) aco, 0 + b co, <J>-c···(1)
cos O cos cb=b· …--CZ) (IO) { a sin O+b sin </,=c•··C2)

sin()=c……(3) O+c/)=朊..........., ... (3)

｛亡］：：］二．．．悶
8-<b=a ........................ (3) 

｛ 
xcos e y sine —+

----; 
『-=l• ........ 

a (I) 

扛十ysin<b•
a 丁=1·········(2)

8-cl>=差························(3)

警題
＇

璐解

x-k y-k (I) co.s()=a• .sin0=-0一代入co.s2 e+.sin2 8=1,

得(�)2+(�5為2=1

(2 )迟沢= (.sin O+co.s ())2+ (.s in ()-co.s (J)2=2(.sin2 ()十co.s2())=2

(3) 由(I)得�=竺翌，故生色�=...E竺翌=�色f)+coiA(J
x a-:y x2 (a-y)2 .x2+ (a-y)2 

=·1 即sin2 0= 丑

尹(a-y)Z• �osz 0=-. (a-y)�
x z+(a-y)Z x-+(a-y)1 

代入(2)再化簡(y(a-y)-四牙正十 (a-y'f}=a2((a一-�寸-x乎

(4)由(2) y= 1 1 
cos 0 sin 0' cos0sin0= --, 由(1)

y 

2 足=(sine+cos 0)2=2sin 0cos0+1=1十 － － ，故y(x z一1)=2y 

(5)由(2) cose= r_严 .·. 0=cos-1� 子J!...'

又sin 0=✓1一严泣｀竺土之
户 r

代入(1)得x =rcos主了-✓戸

1 1 
(6)由(1) x =acos e+a(- 一cos e+-✓3sin 0) 2 2 

1 ＝一a(cos0+✓3 sin 0)2 
1 由(2) y=一-a(」歹cos0+sin 0) 2 

.-. x 2+y2=a2(1十」 3sin 0 cos 0)
1 又xy=a2 (-✓3十sin()cos 0)4 

3 即」3xy=az(—+✓3sin0 cos 0)4 
1 故x z-✓3xy+y2=-az
4 

(7)由(1) 差 =sin0(1 +2cos呣..(3), 由(2) +=cos0(1+2sin20)

x+y ..... ,(4), 由(3)+(4)得一=COS 0(1 +2 sin2 0)+sin 0
a 

(1十2cos2 ())=sin ()(sin2 0+3 cos2 0)+cos 0(cos2 0+3 sin2 0)
=sin3 0+3 sin2 ()cos 0+3sin 0cos2 e+cos3 0=(sin e+cos())3 

即字=(sine+cos 0)辶..(5)/-;Y =(sin O-cos 0)3· ….. (6)
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(8) 

(9) 
(10) 

(11) 

(12) 

_2_ _2_ 2 2 2 
由(5)3 +(6) 3得(x+y)

一
3·十(x-y)·3-=Za'3一

由(1)2 sin2 0+2 sin 0 cos 0+cos2 0=祐即1+sinZ(J=a2 

.·. sinZ0=a2一l··…·(3)代入(2)得cos 20=b-a2+1···(4) 
(3)2+ (4)2 (a2-1)2+ (b--a2+ 1) = I 
(1)2十(2)2 cos2 0=a玕吟····(4), (3)2+(4〉�a2+b2+c2=1

<b=氙-0 .•. COS<p=土cos0, sin <fJ= 千sin 0代(1), (2) 
得 (a土b)cos 0=(a干b)sin 0=c

c2 c2 .·. (a: 畫十戸=1

即 Zc2(a玕护） =(a2一护）2

由(2) 位n 0+tan </> 面正譯=b··…·(4), Cl)代入(4) tan(} tan <ii=-f 

……………(5)由(1)2一4X(5) 得 (tane-tan伊=a2-荃
由(3)得 tan2 a=tan2(8一<fJ)= 一 －一一一一(tan 8-tan cb)2 

(1一tan 0 tan <1>)2 

=(a2考） /(1十－牙=a屯-4•
b (a干

故 ab(ab-4)=(a+b)2 tan2 a 
-x y 依Cl)且由(3)得(—)-sin</>十(--)cos c/J=l······ …(4), 
a b 

由(2)�+(4)2得（；严（佇=1

2. 三角不等式

本節中之文字所表之數均假定爲賓歟計算。故x2 必大於零」IIJS
爲正。玆將不等式之重要定理擧出如下：
（一）設 A>B, 則 A土C>B士C
（二）設 A>B, 則

若 m>O時，「J(ii)若 m<O時，則

第八章 代撇學上之惡用

(�) 在y=a(x-a)(x-fJ)式中．設a>O, 且a<fJ.
則Y>O時x>a 或 x<fJ.
又y<O時a>x>fJ

（四） 在方程式中，ax2+bx+c=O中，若x有寶解（即寅根），f(lj tt

B
 

m
 

>
B-m
 

A

>

 

m
A
m
 

,F_̀
_
,``

 ｛霆
B

判別式 b2一4ac;;;;;。
(i) 絶對不等式

{例1) 試證 sin2 a+sin2 f3>2(sin a+sin /3一1)
（要點） 本題爲絶對不等式，按標準高等代數學上冊知先化爲平方形成

平方和形，即得證。
（餞） 取原式兩邊之差而變形，則

sin2 a+sin2 f3一2(sin a+sin f3一1)
=sin2 a-2 sin a-t-l +sin2 f3一2 sin /3-d-1 
=(sina-l)玕(.sin f3一1)2... ……．．．…(1) 

由是因上式之右邊常為正
.·. sin2 a+sin2 f3>2(sin a+sin /3丑）

（例2) 設 A,B,C均爲正銳灼，求證
sin A+sin B+sin C>.sin(A+B+C) 

（瞪） 取兩邊之差而變形，則
.sin A+sin B+sin C-sin(A+B+C) 

A-!-B A-B A+B A+B+2C =2 sin--一cos -2 sin--一COS一

2 2 2 2 
A+B A-B A+B+2C=2 sin—7一(cos—一-cos--

2 2 2 ） 

A+B A+C B+C =4 sin 一一 sin-一- sin-一
2 2 2 

因 A,B,C均爲正銳角，故
A+B A+C B+C 
. -

2' 2' 2 均爲正，故上式之右邊爲正

. • sin A+.sin B+sin C>sin(A+B+C) 

（例3) 在6ABC中，設C>差，求證'an A tan B<I
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（匿） 取兩邊之差而變形， 則

tan Ata商-1= 一－一－ 一l=sin AsinB 画A sin B-cos A cos B 
cos A cos B cos A cos B 

-cos(A+B) cos C 
＝冨A声

=cos-A cosB (".· A+B+C=I80°J

因 C>90°, 故A,B均篙銳郎故chs A, c;,, B 均爲正」 而
cos C<O, 因此上式之右邊爲負
.•. tan A tanB<I 

(ii) 條件不等式
（例4 ) 解 sinx>cosx , 亻且設 360°>X>0° 

（蘑） 因 sinx>cos石故sinx -cos x>O 
將此變形爲積， 則

sin x-tan 45° cos x>O, 
sin x cos 45° 一.sin45° COS X 

一. • 

cos 45° 

壅(x_:-45:)>Ocos 45° 

>O

因 cos45°>0, 故sin(x-45°)>0
因正弦在第一及第二象限爲正， 故

180°>X-45°>0 .·. 22 5°>X>45" 
（例5〕 解 2 sin x sin 3x > sin2 宓
（要點） 因原式有2倍病及3倍角之函數，故應用公式

sin3x=3sinx-4sin3 x, sin宓=2 sinx cos x 
改爲單角之函數即得。

（屏） 2 sinx sin3x>sin2 2x, 
2 sin x(3 sin x-4 sin'x) > 4 sin2 x cos2 x 
6 sin2 x一8 sin4 x-4 sin2 x(l一sin2 x)>O

｀记x(l一2 sin2 x) > o....... ......... ·........ (1) 

然 sin互�o. 若設sin互=O, 則左邊=O
即 (l)式不能成立。故sin2 x>O

第，＼章 代戲學上之應用

兩邊M sin2 x>徐之。
1一2 sin2 x>O, 即COS宓>O

力 元故 2n1t--<缸<2n元十一
2 2 

冗 元％元--<x<n元十一4 4 
但在此範圍內 x=n1t 除外

元 冗答 n1t--<x<n元十一， 但X-=如r除外
4 4 

;j27 

辰（例6) 設 X在第一象限內，求解 tan x (3-tan2 x) 
1 •-··?- >O 

q舅）
tanx("'戶f+tanx)(.../3-tanx) 

. 

. >OCl一tanx)(l +tanx)
1 •• x<-元 .·. tanx>O, I +tanx>O, .../3 +ta;ix>O 
2

✓3 -tanx 
即 一

1-tanx >O

因 (1一tanx)2>0, 兩邊乘以 (1-tanx)2 , 則
(.../3 -tanx)(I-tanx)>O 

1 1 即(tanx-tan- -元） (tan x-tan--元）>0
3 A 

1 1 因 tanx隨x而增加，又tan--元>tan --元3 4 
1 1 故 tanx>tan—7t, 或tanx<tan- -元3 4 

故 1 1 1 一元>x>-元或一元>x>O
2 3 4 

缸例7) 設 sin2 x+2 sinx cos x-2 cos2 x=m, 』區有實解，則m之亻直
若何？

（廨） 原方程式可化爲
sin2 :x-t-2 sin :x cos :x-2 cos2 x=m(sin2 x+cos五）
兩邊除以cos2 x並整理之，得
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(I-m)tan2 x+2 tanx-(2+m)=O
如上式恆有實解，則＾迄0, 即
4(1十(I-m)(2+m))�O即，n2+m-3幺O

即(�+丐須）(m+咢藝璆0

即－ 1 歹Cl+道）�m�- l -
2 Cl 」困

國（例8)設 1 tan-0 = tan0+m-1 
2 证n0+m..:..:I'試證m之值不龍在一1與1之閶

（正） 段拉=x, 再從比例中分合比之定理，得

I+tanx 2 tanx =tan2X+m= 1一tanx 1一tan2 x+m

＝ 
2 tan x+m-m tan2 x

I-tan2 x
設tanx� 一1, 則Cl+tan x)2=2 tan x+ m-m tan2 ,c

即Cl+m)tan2 x=m-I tan互＝—m-1
I+m 

因X爲實數，則tan2x>O 即墮刁
I+m >O

則 (m-I)(m+I)>O (用(1+m)2 乘上式兩邊），
•• m>I或m<-1, 即m不能在1與一1之間

，＝） 從比例中分合比之理得
1 I+tan—0 2 
1 

=tanO+m
1一tan-0

2 

1 即tan(-0+45°)2 =� 墮
coso +m

1 但tan(- -0+45°) =tanlco+goo) = sin(0+90°) 
2 2 巨(e-面苟

coso
1一sinO

第八章代數學上之應用

故得 coso =� 戌
1一sin(} cos 0 +m

即cos2 O=sin O-sin2 e+m cos 0(1一sine)
即1一sin()-m cos O(I一sin(J) =O
即(I-m cos 0)(1一sin0)=0 

設1一sin0=\=0, 則 I-m cosO=O .·. cos0=­I 
m

丨cos01 <I, • 丶 1 益 l <I, 即丨m! >I

故m不能在1與一1之間。

習題三十七

(1) 求證 tan2a+tan2 f3十tan勺

(2)設

(3)設

(4)解
(5)解

(6)解
(7)設

■(8)設

薑(9)設

>tan a tan f3+tan a tan y+tan f3 tan y

A爲正銳兀而sec A>csc A, 求證A>45°

A,B,C爲三角形之三內角，求證
sin A+sin B+sin C�sin2A+sin2B+sin2C
2 sin x <sin 3x

sin2x+✓3cos2x>I

sin2 x>cos2 x, 但設360°>x>0°

元 XO<x<元而 X=\=一 ，證cot->I+cot x
x<2元求解

2 2 

4 cos2 x-2(✓3 +」互）cosx+」百<O

X爲實數，則 x2-2xcosa+I 
xz一2X COS /3十］

I 1 sin2-a cos2
。

2 

1 
及 2 

1 sin2�/3 cos20/3
2, ., 

之問。

習 頲 畸 解

之值介於

329
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(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

1 取原式兩邊之差．得一((tana-tan {1)2+ (tan a-tan y)2 
2 

+ (tan {J-tan Y)勺故得證。
1 1 

cos A sin A > , 兩邊乘以sin.A.

故A.>45°
。

A B sin A+sin B+sin C=4 cos一 cos— cos—
C 

2 2 2'
sin 2A+sin 2B+sin 2C=2 sin(A+B)cos(A-B) +2sinCco$tJ 
=2sinCcos(A-B)+2 sinC cos C=2sinC(cos(A-B)+cos CJ 
=2 sin C(cos(A-B)-cos(A+B))=4 sin C sinA sin B 

sin A+sin B+sin C-sin2A-sin2B-sin2C 
A B C =4COS一函一 cos—-4sin A sin B sin C 2 2 2 , 
A B C A B C A =4COS—- cos 一 函—-32COS — cos-- cos— sin一
2 2 2 2 2 2 2 

B C  A B C A.Bsin-sin—=4 cos-一cos-一cos-一Cl 一8 s£n- --
2 2 2 2 2 2 sin-一

2 
. C A B C sin一

2 ) .·. Ssin一 sin-一sin-一$1故攫竪_,2 2 2 
2sinx一 (3 sinx一4sin3 x)<O 

得

sec A>csc A 
tanA>l 

I I sin x(sin x---) (sin x+--) <O2 2 

故得解 、
,

、
J

.
l
 

.
I
 

.
I
 

(

（

兩邊除以2, 得

故

7元Zn元十---<x<Zn元十Un·
b 6 

57t 2nn:+--<x< (2n+l)n·
6 

1 ✓3 1 -sin2x+-一--COS2X>--2 2 2 
元 元 1 元sin2.1:;os -;.,-+ cos宓sin一> - sin(2x+-;:;-) > -I 
0 3 2' 0 2 

元 元. 5元 元 冗21111: 十一＜宓十---<2n元十-·- ••• n元一一<x< n7t十、6 3 6 12 4 

6) 

(7) 

(8) 

(9) 

1 1 sin2 .x-cos2 .x=-(l一cos2x)一—(1+cos 2x) == -cos宓2 2 
-cos 2x>O .·. cos宓<O, 故13 5°>X>45° 或
31 5°>X>225° 

X :C X X COS X cot一一(1+cot x)=cot一一cqt x-I=(cos-/sin-)--. 一－一1
2 2 2 2 smx 

:r . x  x .  =(sinx cos一一cosxszn一）/sin-sznx一12 2 2 
, , . 1 =sin(x-一）/sin一sinx一1=一-1由假設故O<sinx<l2 2 sznx 

因

故
4'

e

CZ) 

令

1 
$tnx >1 

(2 co.s x-..j3) (2 co.s x-✓ 歹<O,
1 
2,/s>co.sx>½ 互

CO.S X 必爲正．故得解如下：
I I 設x在第一象隕內因co.s30°=--..j3, co.s45° ==-✓2 2 2 

故

1 
�inx l>O 元cot->I +cot x2 

，介於30° 與450 之間．
I I 設x在第因象「民內因cos330°= -.../3會 COS315°=-'\.l2
2 2 

紘X介於315° 及330° 之間。
茲一宓cosa+l
玆－缸cosfJ+l 則

S心-1)+2X (cosa-y cos fJ)+(y一l)=O
因 X爲實數，故(cosa-y cos fJ)L (y一1)2>0, 即
(y-1)2一 (cosa-ycos f3)2<0, (y(l +ccs fJ)-(1 +cos a)) 
(y(l一cos/3)一Cl一cosa))<O, 故介于
I+cosa 1一cosa －— -及
1+cosfJ 1一cos fJ 之間．今因

1 1 1十cosa=2co12-a l一cosa=2sin2--2' 2 c重故得薑．

y
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3. 極大． 樸小

正弦及餘弦之位小於1而大於-1, 即
1三sin()�一1, 及1迄co.so� 一1

因此可說sin()及cos (}之極大值爲I,而極小值爲一lo 正切之鴴
在十oo與一 00之間，故無極大，極小之值。三角法中所逃之極大極小之
問題，以上述事項爲菡礎。因此求解此類問題，注重設法改用以sinO,
cos()之形式表示。本節所述亦此程度爲跪園。

（例1) 試求 tan e+cot ()之值爲極小時 之 最小正角 ()。
（要詁） 設法將tan()十cot()變形而以正弦或餘弦之項表示。

sin () cos () sin2 (J十cos2 (J I （愫） tan e+cot 8= + 盡0声= cos () sin (} =涵声

＝ sin20 
因右邊之分子2爲常數，故欲使tan (}+cot (J之值爲亟小，則
必須使分母sin2e爲極大。而sin20之極大值爲1,故
tan ()+cot 0=2時極如此時 最小正焦0, 可從sin20=l, 求出
即 20=90° .·. 8=45° 

（例2) 求 sin x-,./3 cos x 之極大及極小值 。
（解） sin x-,./3 cos x=sin x-tan 60° cos x

sin .x cos 60° 
一sin 60° cos x sinCx-60°) 

... cos 60° cos 60° 

上式在右邊之sin(x-60°)=1 時爲極大．在
sin(x-60°)=一1時ffi,J、』因此知
極大值爲x=360° xn+ 150° 時之2
極小值爲x=360° xn.1.-30° 時之一2

=2 sin(x-60°) 

（例3) 段 x+y•a, O<a<2元求sinx+siny之最大值 3

芝士l x-y a 己（檸） sinx+�iny=21in cos—=2sin一 COS2 2 2 2 
a a 因因 O<y<1t, 故 21i• 面>O

（例4)

（屏）

第八罩代數學上之應用

由是 x-y=O時 sinx+siny爲最大，即sinx+siny
a a ．於 ； r=y=一時爲最大，而其最大值爲2 .sin— 。2 2 

設 L:::,.ABC中共三角各爲A,B,C,
求 sin A+sin B+sin C 之最大值 。

A+B+ C=元 生堊＝竺___f_ 
2 2 2 

333 

A+B A-B .·• sin A+.sin B+.sin C=2 sin--- cos-+.sin C2 2 
C A-B =2 cos一 cos-+sinC2 2 

A-B 此時假定C爲一定，則此右邊於 一～－爲最大時 最大．即2 
A=B 時爲最大，換句話說A,B,C三角中，如有不等二�-
則使此二角爲相等時 ，式之值會增大，由是

元 7' 'W3A1=B=C=一時爲最大，而其值爲3sin一 ＝－－一o3 3 2 
sinxcos x （例5) 求使 爲極大之Z之值。1 +sin x+cos x 

（蘑）
sin X cos X sin X cos X 

1+sinx+co五：= X X X 2 cos2-+2 sin一 COS一

2 2 2 
2.sin�co.s竺(co.s�一.sin2与

2 2 2 2 
, , z 2 co.s一 (co.s-+.sin一）2 2 2 

.X X X .X X X =.sin-(co.s一一.sin-)=.sin一 co.s一一.sin2-
2 2 2 2 2 2 

1 1一co.sx 1 ＝ 一.sinx- :c:-(.sinx+co.sx一l)·········
2 2 2 (1) 

由是上式在右邊之.sinx+co.sx之值爲極大時爲極大．而
.sin x+co.s x=.sin x+tan 45°co:; x 
－ 

.sin(x+45°) 
co14S• •,/歹1in�+心•)
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即 .sin(x+45°)=l時， .sinx+co.sx之值取亟大亻獻12.

由是從(1)得原式之極大值爲一(✓2-1), 而對此極大值之2 
Z之值，從(�inx+45°) =I得
x+45° =360° X n+90° , X=360° X n+45° 

警頲三十＾

、
J

、
J

、
J

、

J

、
J

1

2

3

4

5
 

（

（

（ ．
（

（
 

、J

、J

6

7

 

,`、

(

(1) 

求 3 3in x+4 co3 x 之最大及最小值。
求 3inXC03X 之最大及最小值。
求3+ 5sin x- 2 sin2 :x之最大值。
求 (5一3in :x)(2+sin :x) 之極大值。
設 A, B 及A+B皆爲銳角，且A+ B 爲一定，求證A=B見
下列各式取最大值。
(i) 3in A+3in B 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v)
A B C &n-- .sin- .si'n一2 2 2 

蕾 題

(ii) 
(iv) 

畸

CO$A+co$ B 
(i ii) $in A $in B 

(v) tanAtan B 

設 A, B 及A+B皆爲銳角』lA+B爲一定，求證A=B 比
下列各函數取最小值。(i) tanA+tanB ( i i) cotA+cotB 

試證於AABC,A=B=C時，下列各式取最大值。
( i ) CO$ A+CO$ B+co$ C

A B C $in-+$in-+$in一2 2 2 
A B C CO$—+co$-+Co$一
2 2 2 

$in A $in B $in C 

cos A cos B 

廨

．

Y=3 sin x+4 cos x=」亟手洹(
3 4 一－－一

」.32+4.::
sinx+-一

✓3'+.ii
COS.t) 

(2) 

(3) 

(i) 

大值爲5。

纂八覃

3 · 4 3 4 
=5( 5 一sin x+-cos x), 設cosa=一． 則sina=-.

5 5 5 
J=5(sin x cos a+cos x sin a)=S sin(x+a) 

元 元
x+a=2m元十 一 －，即X=2m元十一-a 時，Y爲最大，其最｀

2 2 

(ii)

代璈學上之蜃用

1t 1t 

x+a=2m元一一，即X=2mz-- -a 0�, 
2 2 

(4) 

(5) 

，爲最小，其最小值駕二邑

y=sinx cos x=-
2 sin宓， 故 (i)

元 1即x=m元十一時，y 取最大值一，4 2 
7' 1x=m元一一時，y取最小值一一o4 2 

＇ 2x=2mx+-,2 

(ii) 宓=211J元一一-.1t 

2 

335 

即

5 . 25 25 
J=3+5sinx一2sin2x=一2(sin2x-一smx+-)+ 3+-2 16 8 

5 ,, 49 5 ＝一2(sinx一一）-+一，即 sinx--之絶對值最小時，y之值最
4 8 4 

5 元

大。因sinx=l時sin-一之絶對值爲最小重故X=2m'1t十�時冒
4 2 

，爲最大，其最大值爲 一2( 1一＿5 2 49 
4 ) + 8 

一=6。

y=(5一sinx)(2+sin x), 因二因式之和等於7爲一定．故

5一sinx與2+sinx之差最小時，y 爲最大，由是sin x=l, 

即

設

故

元X=2mtr+ — 時，Y 爲最大。2 

A+B=a, (i)
A+ B A- B 

y=sin A+sin B=2sin一一 COS一一
2 2 

. a A-B A- B 
=2Stn一 COS2 2 故 COS一－－取最大值時y 爲最大

2 

a A- B 
(•: sin->O), 然A=B 時COS一一取最大值 1 (·.·cos0° =1)

2 2 
A=B時y.最*·
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(6) 

震瑁高中三育學

a （共最大值爲 2sin-)2 (ii) 略，最大值爲2cos竺2
1 (iii) y=sin A sin B=一(cos(A-B)-cos(A+B))=-12 2 

(cos(A-B)一cosa) 故cos{A-B)取最大值時，Y爲最大。
然 A=B時cos(A-B)取最大值1。故A=B時，y取最大。

1 （共最大值爲一 Cl 一 cosa)) (iv) 略．最大值灰cosa+I))2 2 

(v) y=tanA tanB = 
sin A sin B sin A sin-B-cos A cos B
尹薴13

=

cos A cos B 
+I=- -cos(A+B) _ 2cosa 

1 +l= l一 — -

一(cos(A+B)+cos(A-B)) cos a+cos(A-B) 

故

2 
2cosa 

:..n�__ , �n� 「A B; 取最小值時y取最大值。

然 A=B見 2cosa 
cos a+cos(A-B)取最小值 (·.· 共分母爲最大禰

分子爲一定）故A = B時y取最大值。

( i) tanA+tanB= sin(A+_!!) dna 
cos A cos B = 

1 一(cos(A+B)+tos(A-B))2 
2sina ＇． 酌故cos(A-B)取最大值時y爲最小。然

A=B時cos(A-B)取最大值L故A=B時y取最小值。

(ii) y=cot A+cot B = 
sin(A+B)
尹LiznE

sin a 2sina 
1 一(cos(A-B)-cos(A+B)) 声-B) 一 co這

2 
故 cos(A-B)取最大值時2爲最小。然A = B時cos(A-B)

取最大值1。故A==B時」取最小值。
A+B A-B C 7) ( i )  y=cos A+cos B+cos C=2 cos— cos—+cosC2 2 

第八軍代覈學上之廬用

C A-B A-B =2cos一一 COS—+cosC。若 C爲一定．則COS一一一

2 2 2 
取砹大值時，y也取最大值。.·. A-B=O時d為最大。

'It 'It 3 白是A=E.=C= --時Y爲最大，共值爲3cos一-=一3 3 2 
A B C A+B A-B (ii) y=sin-+sin--+sin一= 2sin- cos-一
2 2 2 2 2 

C A+B +sin-一若C爲一定 ， 則sin--亦爲一定。故 COS一一－
A-R

2 4 2 
爲最大時，y取最大值。即A=B時y爲最大。由此可判定
A = B =C時y取最大值。

(iii) 略最大值爲3COS一＝－－一元 3✓歹
6 3 

3:17 

1 (iv) y = sin A sin B sin C=- (cos(A-B) 一 cos(A+B))sin C2 
若 C爲一定，則cos(A+B)亦爲一定。故cos(A-B)取最大紅

時y爲最大。即A=B時y爲最大。
A B C I A-B A+B ��) y = sin - sin一 血一＝一(cos—-cos )2 2 2 2 2 2 

C .t1+B sin-一若C爲一定．則cos--亦爲一定。故 COS一一一
A-B 

2 2 ·2 ，． 

取最大值時y爲最大．即A = B時爲最。故A=B =C=一 時y為3 
元

最大。共最大值爲(sin一）3=一1 
6 8 

4含三魚函象之緑數和

一國啟歙列中，若其連檳之各項，係按照某稹規則形成者，窋此式
爲三有臨歟級數，級數之項數有頂嗌，稱爲有頂极象。若共項歐憮＇贝．
枋爲無限級數。級數得以次之形式表之。

u1+u2+u3+•····•+trn一I +un +tr面1 +······ 
其中第n項U曰 稱爲公項，若公「頁已知，則任何項均可書出。

（御1) 求下列級歙n項之和：
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(i) co.$ct.+cos(a+f3)+cos(a+2/3)+·· ….. 
... +cos(a+元/3)

(ii) sina+sin (a+f3)+sin(a+2(3)卡.....
... +sin(a-1-元fJ)

（要點） (i) 求級數之和大約有一定之方法，即於三月級數，紆各項
改為同名函數之差即得。
今欲將各項改爲同名函數之差．必須想起化積爲差之公
式。
即2 co3 A sin B=sin (A+B)一sin(A-B)···…(1) 

今於首項乘以2 sin且而適用公式(1) .M2 

2 cos a sin· 羣=sin (a十年-sin (a-羣－）

/3 3 jJ 同理2 cos(a+fJ)sin— =sin (a+-/3) -sin (a+-). 2 2 2 
............................. _ ................................ . 

2cos(a+戸/3)sin且=sin (a+2n一1
2 2 /3) 

一sin (a+2n-3 
2 /3)

若邊邊相加，Jllj知只剩右邊之上一項與左邊下一項，冏
共他各項懵可消去．．
今氏禛歙之和爲s, 則

且 2n一12s :in =sin(a+ /3)一sin(a-.i._,
2 2 2)

再斡S棓之巧化誾即得所求。
(ii) 可由(iJ只淮

劈八. ft徽書上之應用 ??.9 

（證） (i) 設 S=cos a+coi(a+ fl)+ … •·•+cos(a+元二i/3)

{3 依公式 2 cos(a+k{J)sin— =sin (a+ 2k+l --fJ)
2 2 

2k一1
一.sin (a+-f))2 

霄k=O時， 2 cos a si丹=sin(a+ f)-sin(a-差）
且 3#當k=l時，zcos(a+fJ).sin =sin (a+-)-sin(a+ 辶-)8 
2 2 2 

當k=2時，2cos (a+2f3) si1涇=sin (a 十擎

－血(a+摯
．．．．．．．．．．．．．．．．．．． 

fJ 當k=n一1 時，2cos(a+戸的sin一
2 

+) 

2n一1 2n-3 、=.sin (a+—fj)全（研 一p)
2 2 

B 鈕一1 fl._ 2 sin一 •S=si正一fJ)一血(a+ )
2 2 2 

fl 
sin (a+户fJ)一sin(a-f}__)

sin- -=\cO時S= 2 2 
2 ＾ 

2 s ,:, 

2 cos (a+'i::!{J)sin� n一1 碚
2 2 

cos(a+--- f))sin--
= 

2 sin钅 即S=
si

:
f 

2_ 

(ii) 由( i ) cosa+co.s(a+f))+… ••·CO.S(a+元刁,8)

cos(a+ 色=1 亟{J)sin ,, 
， =-

fJ 
� 以·--+a代替a,{f

sin- 2 
2 

cos(!!...+a)+cos(.!!.. +a+fJ)十•·•+cos(.!!+a十戸f))2 2 2 
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cos(!!...+a+已j3)si亭2 2 2 

弓
. . -sin a-sin(a + /3)一-.-... 一S诒(a+芍®

＝
一sin(a+芒lt3)sin亟2 2 

sin£ 
2 

. . sina+sin(a+/3)+…··•+sin(a+戸釣
n-I nfJ sin(a+ —f])sin一

= 2
fJ 

2 
sin-

2 

(ii) 設 S=sina+sin(a+f1)+sin(a+2/3)+•··········"···--
+sin(a+元fl)

各萊以 2 sin!!_, 則
2 

.fl fl fl 2 sin a sin-=cos(a-一）-cos(a+--) 2 2 2 
f3 fl 2 sin(a+f3)sinT=cos(a+2)-cos(a+钅fl)

fl 3 '5 �sin(a+2 f1)sin---=cos(a+-fI)-cos(a+...._ff) 2 2 2 
································································-

/3 2n-f) 2 sin(a+n-jf))sin-=cos(a+—{3)-cos(o 2 2 

十
2n一1

2 
fl) 

邊邊相加，得
fl fl 邲sin-=cos(a--)-cos(a+2n一1
2 2 方尸吟

fl cos(a-—) -cos(a+ 2n
一1

2 
-1-=i)

.·. s- 2 

2sin釒

第八軍代欺學上之慮用

1t一1sin(a +-f3)sin , tfJ 
2 2 

sin 3
2 

（例2) 求下級之和

（解）

csc a+csc 2a+csc 4a+··· •·•+csc 2° 一la
. a  a sin- sin(a--) 1 2 csca= . = = 2 

sin a a . a . sin— sin a sin一 sma2 2 

故

a . a  sin a cos一一 cos a sin-2 2 
a .  8in一8tna2 

a csc a=cot一-cota, 今以2a代a,得2 
csc 2a=cota-cot昭

冏運 C$C位=cot昭-cot位

CSC妒•1 a= cot 2n•2 -cot 2n•l 1t• 

a 相加 S0 =cot一-cotzn•la2 
（例3) 求下級數之和

cos x cos宓十cos 2 x cos 3x+ ...... +cos x cos(n+l)x 

（撐） 設所求級藪之和爲S
2 cos x cos 2 X=COS 3x+cos x 

2 COS 2 X COS 3X=COS缸十COS X

2 cos 3X cos 4X=COS 7x+cos x 

2 cos nx cos(t:+l)x=cos(2n+I)x+cos x 

相加，得�S=(cos 3x+cos詔十CO$ 1X+·•···• 
一...+cos(2n+ l)x) +n cos .c

341 
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�-l n 
C公(3x+ ,;--=- • 宓）sin(-•2x) 

＝ 一_,..__ �
sinx +n cos x

.·. S=--1 cos(n+2)x sin nx 
2 ｛ sinx +ncosx}

（例4) 求下列級數項之和
(i) sin2 a+sin2(a+2/3)+sin2(a+2/3)+·--
(ii) cos3 a+cos2 3a+cos3 詔十……十cos3(2n一l)a

（要黠） 成等差級數之一群角之正餘弦平方及立方之 和，可利用下列恒
等式以求之。
2 sin2 a = l一cos 2a, 2 cos2 a==l +cos筮
4 sin3 a =sin a -sin3a, 4 cos3 a=3 cos a+cos 3a 

（滘） (i) Sn= sinz a+s浞(a+(3) + sin2(a + 2/3)十一...
……+sin2(a+(n-一1)/3)

2 Sn=2 sin2 a+2 sitfJ(a+/3)+2 s璋(a+2/3)+·…..

……+2sin2(a+(n一1).8)
=Cl 一cos 2a)+Cl一cos(2a+2/3))+(1一COS宓

+4fJ))+……+Cl 一cos(2a+戸.8))
==n-(cos 2a+co.s(2a+2/3)+cos(2a+4/3)+•·····

...... +(cos(2a+戸.S))

=n-言 (cos 2研�-2(3)

.·. S=往_ sj_�.!!_f}_ 
2 2 sin f3 cos(2a+(n一1)/J)

(ii) 4S= (3 cos a+cos臨）十(3�� 詔十cos9a)
+(3 cos 5a+cos 15a)+· …--+3 cos(2n一l)a)
+cos昭(Zn一l)a)

=3(cos a+cos缸十COS拉十......+co.s(2n一l)a)
+(co.s 3c1. 十cos9a+cos 1詔十......+cosJ(2n一l)l't)
3 sin na =---一-cos( a+(紐一l)a

缸na 2 ） 

壅笠� -� 這1_1-=立約十 sit只虹 cos芒
2 

Sn = 
3 sin r.,a, cos叨磾31紅 cos 3na
， 十－一－－ －一一－，． －一

4 sin a 4 ,,in 3a 

（例5) 兩定直線L滇L2 相交于A, 共夾角為Cr,, 茲于L1 .l: B花，

向L2作垂線，設垂足弼C, 由Cfr:AB之垂的· 諗里足為

D, 由D作BC之垂線，設垂足為E, 榦照此類推
若 AB=a, 試求BC+CD-:-DE+ ……之和。

（解） 由右圈得BC=asina Li 

CD=万cos a 
=a sin a cos a 

1( DE=CD cos(--a)2 
=a sin2 a cos a 

EF=DEcos a 
=a sin2 a cosa a 

^

 

B
I...., 

．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．． 

故 BC+CD+DE+EF+…… =asina+aszna cos a

+asi是a cos a+asin珌cos2 a+a s硏a cos2 a+… ...

=asina(l十sin a cos a+sin玉cos2 正..…·) 

+a sin a cosa(l +sin a cos邙十S埤a硐a+ ... …)

=(a si1:.a+a sin a cos幻(1+sir這 co.-; a+sin玉cos國十
······)

1 
=a sin a(l +cos a) x 一一 · —--- ('.·:,ma coi a<l)

1一sin a cos a 
a. sin a(l +co:. a 

＝ ． 
＿ ）  

1一s.nacosa

習題三十九

求下列級數項之和：

; l) co.s a+cos 3a+cos詔十 … ...
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(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(1) 

震準窩中三有學

sin a+sin 3a+sin 5a+…... 
sin 0 cos 0+sin 20 cos 20+sin 30 cos 30+……+sin ne cos no 
sin 0 sin 30+sin 20sin 60+sin 40 sin 120+· …..

cos a-cos(a+fJ)+cos(a+2fJ)-cos(a+3fJ)+······ 
tan 0+2 tan20+22 tan 22 0+··· … 

I 0 I 0 
位n()十一tan-+-2 tan-:--+…...2 2 2 2J 

X .t" X tan-1 +tan一1 + +tan一1
1+1•2.x2 1+2• 沈2 1 +n(n+l)a2 

習 題 略 解

S=co.s a+co.s 3a+co.s 5a十．．…•+cos(a+元子2心）
因 co.s a+cos(a+(3)+…•·•+co.s(a+元刁/3)

＝ 
n一l n/3 co.s(a+-(3).si正－

2 2 

sin /3 
2 

以2a代入上式之(3, 則

S= 
n-I n°2aco.s(a+— •2a)sin一

2 2 cosan sin, 紅 sin2na＝ ＝ ， sin a sin a 2 sin·za 
( 2) 函n a+.sin 3a+sin 5邙十……十sin(a+元i•2a)

, i-l .sin(a+-一2a)si:in•2a
2 2 sin 1紅 .sinna sin2 na ＝ ＝ ＝ 

2a · sin a sin a sin 
2

1 C 3 )  S=--(.sin 20+.sin40+.sin 60+……+.sin2商）2 
n-1 sin(20+ - -•20).sin n•2f}

1 2 
= -=- .

2 =.sin n+l)0 .sinnO 
2 .si諷

C
2 .sinO 

2 
1 (4) S=---({co.s(30-0)-cos(30+0)〕+(co.s(60-油）一cos)(60+2()2 
) }+…···+{co.s(3•2n一1(J一2n一1())一cos(3•2n一18+2n一lO)})

第八章代數學上之應用

弓(cos 20-cos 40+cos 4护cos 80+… --•+cos 2°{} 

-COS zn+I{})
1 ＝一(cos 20-cos zn+l()) 

345 

(5) 

2 

化原式爲cos a+cos(a+fJ+1r)+cos(a+2f]+21t)+cos(a+3fJ

(6) 

+3rr)+…...

此級數中角之公差爲fJ+n, 14 (例1)即得
S0= 1 sin n(fJ+元)/sin色

2 2 

-= I cos Ca十戶噌竺」sin丐叫 /sin苧

-==cos(a+ (n-I)(fJ+a)
2 」

tan 20=cot 0-2 cot 20. 2 tan 2()=2 cot 28-22 cot•() 

22 tan 220=2 2 cot 220-23 cot洩·…...…......

20一I tan 2° 一10=zn-l cot zn商-2D COt 2DIJ 
邊邊相加，則
S=cot{}一2n cot 2a8 

(7) tan 0=cot 0-2 cot 2fJ
1 0 1 一-tan一＝一cot0-cot IJ
2 2 2 
1 0 1 IJ 1 (J 
�tanz2=亨cot22-2 cot歹,·….....

1 (} 1 0 1 IJ 
-tan严＝戸cot戸

一
戸cot严

2百
遶遶相加，則

1 (J S=戸cot戸 一2cot20

(8)因tan一1了石召訂戸,:=tan一1(r+l)x- tan-1 r:x:

••• S•=tan一1(n+l)x-tan一1 :i;
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