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Vorwort des Ubersetzers.

Das Moultonsche Werk bietet eine anerkannt gute Einfithrung in die
Himmelsmechanik, die einem allgemeinen Bediirfnis entspricht. Aus-
fithrliche Angaben iiber Ziel und Inhalt des Buches finden sich in den
beiden Vorworten des Verfassers.

Herr Professor Dr. E. Finlay Freundlich hatte die groBe Liebens-
wiirdigkeit, das ganze Manuskript einer eingehenden Durchsicht zu
unterziehen. Ich bin ihm fir zahlreiche wertvolle Belehrungen und
Ratschlige zu ganz besonderem Dank verpflichtet. An der Durchsicht
der Druckbogen beteiligte sich auch Herr Professor Dr. v. Brunn, dem
ich ebenfalls bestens danke.

Endlich gilt mein Dank der Verlagsbuchhandlung fiir sorgfiltige Aus-
stattung des Werkes.

Berlin, im Juni 1927. Walter Fender.

Vorwort zur ersten Auflage.

In diesem Buch wird der Versuch gemacht, mehr einen umfassenden
Uberblick iiber verschiedene Gebiete der Himmelsmechanik als eine
erschopfende Darstellung einzelner Spezialgebiete zu geben. Hierbei
wurde Wert gelegt auf logische Anordnung, auf systematische Steigerung
der Schwierigkeiten und angestrebt, den verschiedenen Problemen die-
jenige Stellung zuzuweisen, die ihre wissenschaftliche und erzieherische
Bedeutung beanspruchen. Mit einem Worte, das Buch soll dem-
jenigen, welcher iiber eine geniigende mathematische Ausbildung ver-
fiigt, in kurzer Zeit und auf die mitheloseste Weise zu einer hinreichend
ausgedehnten und richtigen Orientierung iiber das ganze Gebiet ver-
helfen, so daB er imstande ist, das Buch mit wirklichem Gewinn zu
benutzen oder doch einzelne Teilgebiete, die seiner Wahl iberlassen
seien, mit bestem Vorteil zu studieren.

Der Zweck des Buches machte eine Einfithrung in das Dreikorper-
problem erforderlich. Dieses gehort nicht nur mit Recht zu den berithm-
testen Problemen der Himmelsmechanik, sondern hat auch in neuerer
Zeit ein besonderes Interesse durch die Untersuchungen von Hill,
Poincaré und Darwin erlangt. Die Theorie der absoluten Stérungen
steht im Mittelpunkt der mathematischen Astronomie, und ein Werk
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v Vorwort zur ersten Auflage

wie dieses wiirde einen unverzeihlichen Fehler begehen, wenn es dieser
Theorie nicht einen hervorragenden Platz einrdumte. Ein Kapitel wurde
geometrischen Betrachtungen aiber Storungen gewidmet. Obwohl diese
Methoden fiir Berechnungen kaum in Betracht kommen, so gestatten
sie doch auf einfache Weise einen klaren Einblick in die Natur des
Problems und sind von der hdchsten Bedeutung fiir Anfinger. Die
Grundprinzipien der analytischen Methoden wurden mit groBer Voll-
stindigkeit gegeben, aber viele Einzelheiten bei der Entwicklung der
Formeln wurden unterdriickt, damit Umfang und Zweck des Buches
im richtigen Einklang stehen. Der Bahntheorie wurde nicht die ber-
triebene Bedeutung zuerkannt, die man ihr in diesem Lande einrdumt,
ohne Zweifel auf Grund des Einflusses von Watsons ausgezeichneter
Abhandlung iber diesen Gegenstand.

Die Darstellung unterliegt dem methodischen Gesichtspunkt, vor
allem die Probleme selbst in den Vordergrund zu ricken und von
lingeren mathematischen Entwicklungen nur einen Abril zu geben.
Der Ausdruck ,,Ordnung kleiner GroBen'* wird nur bei Potenz-
reihen mit expliziten Parametern gebraucht; auf diese Weise erhilt
das Werk jene Prizision und Einfachheit, welche dem Verfahren der
Reihenentwicklung eigen ist. Dies tritt besonders deutlich in dem Kapi-
tel iiber Storungen hervor. Besondere Sorgfalt wurde darauf verwendet,
auf alle Stellen aufmerksam zu machen, wo Annahmen eingefithrt oder
nicht sicher begriindete Methoden benutzt wurden; denn nur dann,
wenn man sieht, wo die schwachen Punkte sind, kénnen Verbesserungen
vorgenommen werden. Die zahlreichen im Text angefithrten Zitate und
die Literaturangaben am Schlusse der Kapitel werden, wenn sie auch
keineswegs vollstindig sind, geniigen, um fiir weitere Studienzwecke
als Hinweise zu wichtigen Orientierungsquellen zu dienen.

Das Buch bildet das Ergebnis eines Vorlesungskursus, der von dem
Verfasserin den letzten sechs Jahren jedes Jahr an der Universitat Chicago
abgehalten wurde. Diese Vorlesungen fanden statt im ,,senior college
students“ und vor ,,graduate students®, die keinen mit dem Buch
gleichwertigen Bildungsgang hinter sich hatten. Sie wurden besucht
von Studierenden der Astronomie, aber auch von vielen, die vorzugs-
weise Mathematik studierten, und endlich von solchen, deren Spezial-
studien zwar in ganz anderer Richtung lagen, die aber einen Begriff
von den Verfahren zu erlangen wiinschten, welche die Astronomen fiir
die Deutung und Voraussage der Himmelserscheinungen anwenden. So
haben sie dazu gedient, vielen zu einer Anschauung von den Forschungs-
methoden und Ergebnissen der Himmelsmechanik zu verhelfen, und
haben manche fiir Spezialstudien vorbereitet, die sich in die verschiedenen
Gebiete moderner Forschung erstrecken. Durch diese Erfahrungen



Vorwort zur zweiten Auflage v

haben wohl Zweck und Inhalt des Werkes, wie seine methodischen
Verfahren, weitgehende Rechtfertigung gefunden.

Mr. A. C. Lunn, M. A., hat das ganze Manuskript mit grofer Sorgfalt
und vollkommener Kenntnis der behandelten Gegenstinde gelesen.
Seine zahlreichen Verbesserungen und Ratschlige waren, was Korrektheit
und methodische Durchfithrung betrifft, vielfach von groBem Nutzen.
Professor Ormond Stone hat die Beweise der ersten vier Kapitel und
des sechsten nachgepriift. Bei seiner Erfahrung als Forscher und Lehrer
waren seine Ausstellungen und Verbesserungen von unschitzbarem
Werte. Mr. W. O. Beal, M. A., hat die Beweise des ganzen Buches mit
groBer Aufmerksamkeit gelesen, und ihm sind viele Vervollkommnungen
zu danken. Der Verfasser spricht diesen Herren seinen aufrichtigen Dank
aus fiir die Bereitwilligkeit und den Erfolg, mit welchem sie dem Werke
soviel Zeit gewidmet haben.

F. R. Moulton.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die Notwendigkeit einer neuen Auflage dieses Buches ergab die Ge-
legenheit zu einer vollstindigen Durchsicht. Der allgemeine Plan ist
derselbe wie bei der ersten Auflage, weil sich herausgestellt hat, daB es
einem wirklichen Bediirfnis nicht nur in diesem Lande entgegenkommt,
fir dessen Studierende es urspriinglich bestimmt war, sondern auch in
Europa. Allen Versuchungen zum Trotz wurde sein allgemeiner Charak-
ter bewahrt, auch sein Umfang ist nicht sehr vergroBert worden. Sehr
viele Verbesserungen wurden vorgenommen, zum Teil auf die Vorschlige
von zahlreichen Astronomen und Mathematikern hin, und hoffentlich
erweist es sich nun wirdiger der Gunst, mit welcher es eine so weit
verbreitete Aufnahme gefunden hat.

Die wichtigste, einzelne Anderung betrifft die Erorterung der Methoden
der Bahnbestimmung. Dieser Gegenstand folgt logisch dem Zweikorper-
problem und hat einen weit elementareren Charakter als das Drei-
korperproblem und die Storungstheorie. Aus diesen Griinden fand es
seinen Platz im VI. Kapitel. Der Inhalt erfuhr ebenfalls eine starke
Abdnderung. Die Methoden von Laplace und GauB, auf denen alle
anderen Methoden von allgemeiner Anwendbarkeit mehr oder weniger
direkt beruhen, wurden beide gegeben. Von den tiblichen Darstellungs-
methoden wurde abgesehen, weil sie, wenn sie auch fiir die praktische
Anwendung brauchbar sein moégen, sich nicht durch mathematische
Klarheit auszeichnen. Uberdies besteht kein Mangel an ausgezeichneten
Werken, welche Einzelheiten iiber die besonderen Methoden und An-
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ordnungen fiir die Berechnungen enthalten. Die anderen Anderungen
und Zuséitze von Bedeutung finden sich in den Kapiteln itber das Zwei-
korperproblem, iiber das Dreikorperproblem und in dem iiber geometri-
sche Storungsbetrachtungen.

Es ist mir eine Freude, meinem Kollegen, Professor W. D. MacMillan
und Mr. L. A. Hopkins besondere Anerkennung fiir ihre Hilfe zu zollen;
sie haben die simtlichen Beweise nicht nur einmal, sondern wiederholt
nachgesehen, sie haben wichtige Vorschlige gemacht und viele Mingel
beseitigt, die sonst nicht bemerkt worden wiren, und sind so in
hohem MaBe beteiligt an den Vorziigen, welche dem Buche zukommen
maogen.

F. R. Moulton.
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Erstes Kapitel.

Grundsitze und Definitionen.

1. Elemente und Gesetze. Jedes wissenschaftliche Problem bezieht
sich auf gewisse Grofen, die als Elemente bezeichnet werden sollen, und
seine Liosung hingt ab von gewissen Prinzipien und Gesetzen. Die Ele-
mente entstammen dem eigentlichen Wesen der Sache und werden bei
der Formulierung der Probleme entweder ausdriicklich angegeben oder
stillschweigend vorausgesetzt. Die Prinzipien und Gesetze bilden die
Beziehungen, die, wie man weill oder annimmt, zwischen den ver-
schiedenen Elementen bestehen. Sie ergeben sich induktiv aus der Er-
fahrung oder als SchluBfolgerungen aus vorliufig angenommenen Prin-
zipien und Gesetzen, oder beruhen einfach auf Ubereinkommen.

Eine besondere, gleich am Anfang erfolgende Darlegung der behandel-
ten Probleme, sowie eine Aufzihlung der in sie eingehenden Elemente,
ihrer Prinzipien und Gesetze wird dem Verstindnis dienlich sein. Wollte
man aber ein vollkommenes Verstindnis von der Natur dieser SchluB-
folgerungen gewinnen, so wire man zu einer philosophischen Diskussion
iiber die Realitit der Elemente und iiber den Ursprung und Charakter
der Prinzipien und Gesetze genotigt. Auf diese Fragen kann hier
wegen der Schwierigkeit und Kompliziertheit derartiger philosophischer
Uberlegungen nicht eingegangen werden. Das soll indessen nicht heiBen,
daB solche Untersuchungen keinen Wert haben; sie fithren stets zu
Annahmen von gréferer Einfachheit und Sicherheit.

Wir miissen uns darauf beschrinken, gewisse Grundelemente und
Gesetze als sicher anzunehmen, ohne auf die Fragen nach ihrer Realitét
oder Geltung besonders einzugehen. Es wird nur unterschieden, ob
sie Definitionen darstellen oder aus der Erfahrung hergeleitet sind, und
gezeigt, daB sie in weiterem Umfange ihre Bestitigung gefunden haben.
Wir nehmen sie also als richtig an und ziehen die Folgerungen, soweit
Ziel und Begrenzung des Werkes es gestatten.

2. Die behandelten Probleme. Die Bewegungen eines materiellen Kor-
pers, auf den irgend eine zentrale Kraft einwirkt, werden kurz betrachtet.
Aus dieser Betrachtung und aus Beobachtungen, die sich auf die Be-
wegungen der Planeten und ihrer Satelliten beziehen, wird die Giiltigkeit
von Newtons Gravitationsgesetz fiir das Sonnensystem abgeleitet. Mit
groBer Wahrscheinlichkeit liBt sich aus der Bewegung der Doppelsterne

Moulton-Fender, Himmelsmechanik
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schlieBen, daB das Gesetz auch fiir sie giiltig ist, und man kann es daher
sehr wohl als das universale Gravitationsgesetz bezeichnen. Fiir diese
SchluBweise sprechen auch die Ergebnisse der Spektralanalyse, wonach
die uns bekannten chemischen Elemente unseres Sonnensystems sich
auch auf den Sternen vorfinden.

Im besonderen werden die Bewegungen von zwei freien, homogenen,
kugelformigen Koérpern, die nur ihrer gegenseitigen Anziehung unter-
worfen sind, bei beliebigen Anfangsbedingungen untersucht, sodann
wird der Fall betrachtet, daBl die beiden Korper stérenden Einfliissen
mannigfacher Art unterliegen. Die wesentlichen Storungserscheinungen,
welche von der Einwirkung eines dritten Koérpers herriihren, werden
vom geometrischen und analytischen Gesichtspunkt aus entwickelt.
Dabei werden zwei verschiedene Fiélle unterschieden. In dem einen
Falle wird die Bewegung eines Satelliten um einen Planeten durch
die Sonne gestort, in dem anderen die Bewegung eines Planeten um
die Sonne durch einen anderen Planeten.

Eine andere Klasse von Problemen bildet die Bestimmung der Bahnen
unbekannter Korper auf Grund von Beobachtungen ihrer Richtungen
zu verschiedenen Zeiten, welche von einem Kérper mit bekannter Be-
wegung aus gemacht werden, mit anderen Worten, es wird die Theorie
der Bahnbestimmung der Kometen und kleinen Planeten aus Beob-
achtungen ihrer scheinbaren Orte von der Erde aus entwickelt. Dieser
unvollstindige AbriB iiber die behandelten Probleme mag fiir die
Aufzihlung der in Frage kommenden Elemente geniigen.

3. Aufzihlung der Grundelemente. Fir die in diesem Buche zu be-
handelnden Probleme brauchen wir die folgenden Elemente: a) die
reellen Zahlen und gelegentlich der Losung gewisser Probleme auch
die komplexen Zahlen; b) den dreidimensionalen Raum, welcher in jeder
Richtung dieselben Eigenschaften besitzt; c) die eindimensionale Zeit,
welche als die unabhiingige Variable genommen werden soll; d) die
Masse, welche die gewohnlichen Eigenschaften der Trégheit, Undurch-
dringlichkeit usw. besitzt, die in den Elementen der Physik angenommen
werden; e) die Kraft, welcher dieselbe Bedeutung zukommen soll wie in
der Physik.

Die positiven Zahlen treten auf in der Arithmetik und die positiven,
negativen und komplexen Zahlen in der Algebra. Der Raum erscheint
als wesentliches Element zuerst in der Geometrie, die Zeit zuerst in der
Kinematik. Masse und Kraft erscheinen zuerst in physikalischen Pro-
blemen als wesentliche Elemente. Definitionen dieser bekannten Ele-
mente brauchen hier nicht gegeben zu werden.

4. Aufzihlung der Prinzipien und Gesetze. Indem man die verschie-
denen physikalischen GroBen durch Zahlen darstellt, mufl man gewisse
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Festsetzungen hinsichtlich der Vorzeichen treffen. Die Axiome der ge-
wohnlichen Geometrie werden als richtig angenommen.

Die Prinzipien, welche in jedem Werk iiber Theoretische Mechanik
zugrunde gelegt werden, sind Newtons drei Axiome oder Bewegungs-
gesetze. Die ersten zwei Gesetze waren bereits Gallilei und Huyghens
bekannt, obgleich sie beide in vollstindiger Fassung erst in den Principia
von Newton 1686 sich vorfinden.

Es sind die folgenden Gesetze:?)

Gesetz I. Jeder Korper beharrt in seinem Zustande der Ruhe oder der
gleichformigen, geradlinigen Bewegung, wenn er micht durch einwirkende
Krifte gezwungen wird, seinen Zustand zu dndern.

Gesetz II. Die Bewegungsinderung ist proportional der etnwirkenden
Kraft und findet vn der Richtung der Geraden statt, in welcher die Kraft
etnwirkt.

Gesetz III. Jeder Wirkung entspricht eine gleiche und entgegengesetzte
Gegenwirkung; oder die Wirkungen zweier Korper aufeinander sind stets
gleich und von entgegengesetzter Richtung.

5. Die Bewegungsgesetze. Newton nennt die drei in Rede stehenden
Gesetze Axiome und macht nach ihrer Aufstellung einige Bemerkungen
itber ihre Bedeutung. Spétere Autoren, unter ihnen Thomson und Tait ),
betrachten sie als Erfahrungsergebnisse, nehmen aber Newtons Formu-
lierung als praktisch endgiiltig an und machen sie sich in der genauen
Form zu eigen, in welcher sie in den ,, Principia‘ vorliegen. Eine Anzahl
kontinentaler Autoren, unter ihnen Dr. Ernest Mach, haben tiefe Uber-
legungen iiber die Grundprinzipien der Theoretischen Mechanik an-
gestellt. Sie gelangen zu dem Ergebnis, daB diese Prinzipien nicht nur
Induktionsschliisse oder bloBe Verabredungen darstellen, dal Newtons
Darlegungen weitschweifig sind, und wissenschaftlicher Strenge und
Einfachheit entbehren. Das besagt indessen nicht, daB Newtons Be-
wegungsgesetze mit den gewohnlichen astronomischen Erfahrungen nicht
streng iibereinstimmen, oder daB sie nicht als Grundlage fiir eine
Himmelsmechanik dienen konnen. In einigen Gebieten der Physik, be-
sonders in der Lehre von der Elektrizitit und dem Licht, finden sich
freilich Tatsachen, die sich den Newtonschen Prinzipien nicht ginzlich
fiigen; das hat kiirzlich Einstein und andere zu der Aufstellung des
sogenannten Relativititsprinzips gefithrt. Fir die Astronomie ist in-
dessen diese Abénderung der mechanischen Prinzipien von sehr geringer

1) Man kann auch andere Grundgesetze aufstellen, wie das auch tatsichlich
geschehen ist; indessen fithren sie zu schwierigen mathematischen Ansiitzen. Solche
sind das d’Alembertsche Prinzip| das Hamiltonsche Prinzip und die
Systeme von Kirchhoff, Mach, Hertz, Boltzmann usw.

2) Natural Philosophy, vol. I: Art. 243,

1#
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Bedeutung, falls man nicht sehr groBe Zeitriume betrachtet, und kann,
ganz abgesehen von ihrer Berechtigung, in einem einfiihrenden Werke
ohnehin nicht beriicksichtigt werden.

6. Bemerkungen zu dem ersten Bewegungsgesetz. In dem ersten Ge-
setz liefert der Satz, daB ein Korper, der keinen Kriften unterworfen
ist, sich mit gleichformiger Geschwindigkeit bewegt, eine Definition der
Zeit. Dies nicht zugeben, wiirde besagen, daB Methoden der Zeitmessung
bestinden, die das Moment der Bewegung nicht voraussetzen. Es ist
aber Tatsache, daf die wirklich fir die Zeitmessung verwendeten
Methoden diesen Teil des Gesetzes zur grundlegenden Voraussetzung
haben. So z. B. wird angenommen, dafl die Erdumdrehung gleichférmig
verlduft, weil keine Krifte vorhanden sind, die sie merklich beeinflussen.?)

Der zweite Teil des Gesetzes, welcher besagt, daB die Bewegung in
einer Geraden vor sich geht, wenn keine Krifte auf den Koérper wirken,
konnte zugleich als Definition der Geraden gelten, wenn sich feststellen
lieBe, wann ein Korper keinen Kriften unterworfen ist; oder er konnte,
zusammen mit dem ersten Teil, dazu benutzt werden, um festzustellen,
ob einwirkende Krifte vorhanden sind oder nicht, wenn es méglich wére,
eine unabhingige Definition der geraden Linie aufzustellen. Die eine
wie die andere Moglichkeit fithrt aber zu erheblichen Schwierigkeiten,
falls strenge und folgerichtige Definitionen angestrebt werden.

7. Bemerkungen zu dem zweiten Bewegungsgesetz. In dem zweiten
Gesetz kann der Satz, daf die Bewegungsinderung proportional ist
der einwirkenden Kraft, als Definition der Beziehung zwischen Kraft
und Masse gelten, durch die man die Kraft oder die Masse bestimmen
kann, je nachdem die eine oder die andere GriBe als bekannt voraus-
gesetzt wird. Dabei soll unter Bewegungséinderung die Geschwindig-
keitsinderung multipliziert mit der Masse des bewegten Kérpers ver-
standen werden. Da man das Produkt aus der Masse eines Korpers
in seine Geschwindigkeit als die Bewegungsgrofie des Korpers bezeichnet,
so kann man das zweite Gesetz auch so formulieren: Die Anderung der
Bewegungsgrofe st proportional der einwirkenden Kraft und findet in
der Richtung der Geraden statt, in welcher die Kraft etnwirkt. Oder: Die
Beschleunigung, die ein I(orper erfihrt, ist direkt proportional der ein-
wirkenden Kraft, und umgekehrt proportional seiner Masse und erfolgt
i der Richtung der einwirkenden Kraft.

Es mag auf den ersten Blick scheinen, dal es gar nicht nétig ist, eine
Kraft mit Hilfe der von ihr erzeugten Beschleunigung zu bestimmen,
und im gewissen Sinne trifft das auch zu. So z. B. kann man die Messung
der Kraft, mit welcher die Schwere einen Korper abwirts zieht, durch

1) R.S. Woodward, Astronomical Journal, vol. XXI. (1901).
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die Ausdehnung einer Feder oder die Messung einer magnetischen Kraft
durch die Drehung eines Fadens bewerkstelligen. Indessen muf man
in allen derartigen Fillen bedenken, daB die Wirkungsgesetze der Ma-
schine allerdings auf andere Weise bestimmt werden. Wenn das aber
auch nicht unmittelbar mit Hilfe von erzeugten Geschwindigkeiten
geschieht, so kommt es doch letzten Endes darauf hinaus. Es mag auch
an dieser Stelle hervorgehoben werden, dal die Definitionen simtlicher
Krafteinheiten des absoluten MaBsystems, wie z.B. die Dyne, aus-
driicklich das Moment der erzeugten Geschwindigkeit enthalten.

Aus dem zweiten Gesetz ergibt sich ohne weiteres, daB die Wirkung
einer Kraft vollig unabhingig davon ist, ob der Korper in Ruhe oder in
irgendeiner Bewegung begriffen ist, und welche anderen Krifte noch
auf ihn einwirken. Ein Korper erfihrt schlieSlich dieselbe Bewegungsin-
derung, mag er der gleichzeitigen Einwirkung mehrerer Kriifte unterliegen,
oder mag eine jede von diesen Kriften wihrend derselben Zeit allein auf
ihn einwirken. Das zweite Gesetz liefert daher das folgende Ergebnis:
W enn irgendeine Anzahl von Krdiften gleichzeitig auf einen in Ruhe oder in
Bewegung befindlichen Korper einwirken, so ruft jede einzelne Kraft die-
selbe vollstindige Anderung der Bewegungsgrofie hervor, wie unter threr
alleinigen Wirkung auf den ruhenden Korper. Es ist augenscheinlich,
daf} dieses Prinzip zu wesentlichen Vereinfachungen mechanischer Pro-
bleme fiihrt, da es erlaubt, die Wirkung einer jeden Kraft besonders zu
betrachten.

Aus dem zweiten Bewegungsgesetz folgerte Newton ferner den Satz vom
Krifteparallelogramm?): Wenn Krifte durch die Beschleunigungerr, die
sie hervorrufen, bestimmt werden, so muf sich die Resultante von etwa
zwei Kriften durch die Resultante ihrer Beschleunigungen bestimmen
lassen. Da némlich eine Beschleunigung Gréfe und Richtung aufweist,
so kann sie durch eine gerichtete GroBe oder einen Vektor dargestellt
werden. Die Resultante der beiden Krifte laBt sich folglich darstellen
durch die Diagonale eines Parallelogramms, dessen Seiten die beiden
Einzelkrifte andeuten.

Eine der hiufigsten Anwendungsgebiete des Satzes vom Krifte-
parallelogramm bildet gerade die Statik, die selber die Elemente der
Bewegung und Zeit nicht voraussetzt. In ihr ist also das Element der
Masse ginzlich ausgeschaltet. Man hat daher Newtons Beweis des
Satzes vom Krifteparallelogramm zum Vorwurf gemacht, dall er die
Einfihrung von Grundbegriffen eines Wissensgebietes erfordert, das
sehr viel komplizierterist, als dasjenige,in dem der Satz Anwendung findet.
Unter den Beweisen, welche von diesem Vorwurf nicht betroffen werden,

1) Principia, Cor. 1. zu den Bewegungsgesetzen.
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rithrt einer von Poisson?) her; dieser geht von dem Axiom aus, daB die
Resultante von zwei gleichen an einem Punkt angreifenden Kriften
dargestellt wird von der Halbierenden ihres Winkels. Sodann wird die
GroBe der Resultante abgeleitet und durch einfaches Verfahren der
allgemeine Satz gewonnen.

8. Bemerkungen zu dem dritten Bewegungsgesetz. Die ersten beiden
Bewegungsgesetze geniigen, um die Bewegung eines Koérpers zu bestim-
men, an dem eine Anzahl bekannter Krifte angreifen; indessen ist ein
weiteres Prinzip erforderlich, wenn die Untersuchung die Bewegung
eines Systems von zwei oder mehreren Korpern betrifft, zwischen denen
Wechselwirkung besteht. Dieses Prinzip findet aber gerade seinen Aus-
druck in dem dritten Bewegungsgesetz. Dieses besagt: Wenn ein Korper
auf einen anderen einen Druck ausiibt, so widersteht dieser der
Wirkung des ersten mit derselben Kraft; und ferner, was schon etwas
schwerer einzusehen ist, wenn ein Korper auf einen anderen aus der
Ferne wirkt, so wirkt dieser auf den ersten mit der gleichen und entgegen-
gesetzt gerichteten Kraft.

Falls es moglich ist, eine beliebig gegebene Kraft auszuiiben.ist man,
vermoge des zweiten Bewegungsgesetzes, imstande, das Verhiltnis der
Massen zweier Korper zu bestimmen, denn nach diesem Gesetz ver-
halten sich ihre Massen umgekehrt wie die Beschleunigungen, welche
gleiche Krifte in ihnen hervorrufen. Wenn man aber die Massen ver-
schiedener Korper kennt, so kann man das dritte Bewegungsgesetz
prifen, indem man die Korper aufeinander wirken 148t und ihre Be-
schleunigungen bestimmt. Newton selbst machte mehrere Versuche,
um das Gesetz zu bestitigen, so z. B. bestimmte er die Beschleunigungen
elastischer Korper nach ihrem Zusammenstol, ferner die Beschleuni-
gungen, die schwimmende Magneten im Wasser erfuhren. Die Haupt
schwierigkeit bei derartigen Versuchen bildet die Beseitigung von Krif-
ten, welche dem betrachteten System nicht angehéren, und offenbar
ist eine solche nicht restlos durchfithrbar. Newton schloB ferner auf
Grund gewisser Uberlegungen, daB eine Ablehnung des dritten Be-
wegungsgesetzes zum Widerspruch mit dem ersten fithren wiirde.2)

In dem beigefiigten Scholium macht Newton einige Bemerkungen,
die eine wichtige Seite des dritten Bewegungsgesetzes betreffen. Dieses
lag zuerst in einer Fassung vor, welche es im Jahre 1742 d’Alembert
ermdglichte, es in die mathematische Symbolik zu fassen, und in welcher
es unter seinem Namen bekannt ist.3) Diese Fassung ist im wesentlichen
folgende: Wenn ein Korper eine Beschleunigung erfihrt, so kann man

1) Traité de Mécanique, vol. L., p. 45 et seq.
2) Principia, Scholium zu den Bewegungsgesetzen.
3) Appells Mécanique, vol II., chap. XXIII.
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sich auf den Standpunkt stellen, daB er eine Kraft ausiibt, welche gleich
und entgegengesetzt ist zu der Kraft, welche die Beschleunigung hervor-
rief. Dabei ist es gleichgiiltig, ob diese Kraft herrithrt von einem anderen
Korper, der mit dem ersten dem betrachteten System angehort, oder
ob sie ihre Quelle auBlerhalb des Systems hat. Allgemein sind in einem
System, das aus einer beliebigen Anzahl von Korpern besteht, die
Resultierenden der simtlichen eingeprigten Krifte gleich und entgegen-
gesetzt zu denen der Reaktionskrifte. Mit anderen Worten: Die ewn-
geprigten und die Reaktionskrifte bilden Systeme, welche im Gleich-
gewicht sind fiir jeden einzelnen Korper und fiir das ganze System.
Hierdurch aber wird jedes Problem der Dynamik auf ein statisches
zuriickgefiihrt, und seine Beschreibung durch mathematische Symbole
vereinfacht. Diese Fassung des dritten Bewegungsgesetzes bildete den
Ausgangspunkt fiir die eleganten und sehr allgemeinen Untersuchungen
von Lagrange auf dem Gebiet der Dynamik.?)

Der Hauptzweck der Grundprinzipien einer Wissenschaft besteht
darin, eine Ordnung der verschiedenen Tatsachen nach der Allgemein-
giiltigkeit ihrer Erscheinungsformen zu ermoglichen; ihr Wert bestimmt
sich nach der Vollstindigkeit dieser Ordnung und nach ihrer Bedeutung
fir die Forschung. Sie miissen in sich folgerichtig sein, mit allen be-
obachtbaren Erscheinungen vertriglich, zugleich einfach und nicht
iberfliissig.

Newtons Gesetze ermoglichen eine geradezu hervorragende Ordnung
der mechanischen Tatsachen; ihre Bedeutung fir die Forschung erhellt
aus dem glinzenden Aufschwung der physikalischen Wissenschaften in
den letzten zwei Jahrhunderten, zu dem die geringen und unsicheren
Fortschritte aller fritheren Jahrhunderte in keinem Verhiltnis stehen.
Sie stimmen untereinander und fast mit simtlichen bisher gemachten
Beobachtungen iiberein. Sie sind von erstaunlicher Einfachheit, wihrend
ihre Folgerichtigkeit von einigen nicht in jeder Beziehung anerkannt wird.
Naheliegend ist die Frage, ob sie zumal in ihrer durch das Relativitats-
prinzip abgeiinderten Fassung urspriingliche und grundlegende Natur-
gesetze darstellen. Beriicksichtigt man aber die Geschichte von Philo-
sophie und Wissenschaft, so ist es nicht angingig, jeweilige Ergebnisse
fiir letzte und absolute Wahrheiten zu halten. Die Aufstellung anderer
Grundprinzipien der Mechanik li8t vielmehr die Moglichkeit offen,
daB einmal eine Zeit kommen wird, wo das Newtonsche System bis in
die elementaren Lehrbiicher hinein durch ein einfacheres ersetzt sein
wird, auch wenn es nicht auf einen offenbaren Irrtum fithren sollte und
durch das Relativititsprinzip eine Vervollkommnung erfahren hat.

1) Gesammelte Werke, Bd. XI u. XII.
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Definitionen und Hauptgleichungen.

9. Geradlinige Bewegung. Geschwindigkeit. Ein Massenpunkt be-
findet sich in geradliniger Bewegung, wenn er stets auf derselben
geraden Linie verbleibt, und wenn seine Entfernung von einem Punkte
der Geraden sich mit der Zeit dndert. Er bewegt sich mit gleich-
formiger Geschwindigkeit, wenn er in gleichen Zeiten stets gleiche
Strecken auf der Geraden zuriicklegt, wobei die Wahl der Zeitlingen
willkiirlich ist. Der Betrag dieser Geschwindigkeit wird durch eine po-
sitive Zahl dargestellt und durch die in der Zeiteinheit zuriickgelegte
Strecke gemessen. Die Geschwindigkeit eines Massenpunktes ist eine
VektorgroBe und je nach der Bewegungsrichtung positiv oder negativ.
Daher ist bei gleichférmiger Bewegung die Geschwindigkeit gegeben
durch die Formel

(1) ”D=:~,

wo s und folglich auch v sowohl positiv wie negativ sein kann. Der Wert
von v ist unabhingig von der Wahl der Zeitlinge, falls nur der entspre-
chende Wert von s genommen wird.

Die Geschwindigkeit ist verdnderlich oder wungleichformig, wenn
der bewegliche Punkt nicht gleiche Strecken in gleichen Zeiten zuriick-
legt; in diesem Falle muB angegeben werden, was unter momentaner
Geschwindigkeit, d. h. unter Geschwindigkeit in einem bestimmten
Zeitpunkte, zu verstehen sei. Der bewegliche Massenpunkt moge auf
der Geraden die Wegstrecke As in der Zeit At zuriicklegen, das
Zeitintervall At moge sich der Grenze null in der Weise annihern,
daB es stets den Augenblick ¢ enthdlt, und fiir jedes A¢ sei das entspre-
chende As genommen. Alsdann definiert man seine Geschwindigkeit
-zur Zeit ¢t durch

@ v=lim (%) =%

Gleichférmige und ungleichformige Geschwindigkeit werden analytisch
definiert, indem man die Entfernung s des beweglichen Punktes, von
einem festen Punkte seiner Bahn an gerechnet, als Funktion der Zeit

betrachtet: s = D);
alsdann hat man fiir die Definition der Geschwindigkeit die Gleichung
ds ,
V= _dt =@ (t) N

wo @' (f) die Ableitung von @(t) nach ¢ ist. Die Geschwindigkeit ist
im Falle der geradlinigen Bewegung konstant oder gleichférmig, wenn
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@’(t) von t unabhiingig ist, oder mit anderen Worten, wenn @(t) eine
lineare Funktion von ¢ ist, also @(t) = at + b, wo a und b konstant
sind. Sie heiBt verinderlich, wenn die Funktion @’(t) von ¢ abhingt.

Zur Bestimmung der Bewegungsrichtung miissen wir eine Festsetzung
treffen: Auf der Geraden, auf der die Bewegung vor sich geht, nehmen
wir einen beliebigen Punkt als Anfangspunkt und rechnen von ihm aus
die Entfernungen nach rechts als positiv und nach links als negativ.
Nach dieser Festsetzung hat man, wenn der Wert von s, der die Lage
des beweglichen Punktes bestimmt, mit der Zeit zunimmt, die Geschwin-
digkeit positiv zu nehmen, sie ist hingegen negativ, wenn der Wert von
s mit zunehmender Zeit abnimmt. Ist alsdann v nach Grofe und Vor-
zeichen gegeben, so ist die Geschwindigkeit selber nach GréBe und
Richtung bestimmt.

10. Beschleunigung bei geradliniger Bewegung. Die Beschleunigung
ist das MaB der Geschwindigkeitsinderung und kann konstant oder
veranderlich sein. Da der Fall, wo sie verinderlich ist, den Fall, wo sie
konstant ist, einschlieBt, so geniigt es, den ersteren zu betrachten. Die
Definition der Beschleunigung zur Zeit ¢ ist &hnlich der fir die Geschwin-
digkeit und ist, wenn die Beschleunigung mit « bezeichnet wird, bet
geradliniger Bewegung

. Adv dv
® @ Jim (a1) = ai-
Aus (2) und (8) folgt

d (ds dzs
) « = ar (ar) =

Hinsichtlich des Vorzeichens der Beschleunigung treffen wir die Fest-
setzung: Wenn die Beschleunigung mit zunehmender Zeit zunimmt,
soll sie positiv, wenn sie abnimmt, negativ sein.

11. Geschwindigkeit bei krummliniger Bewegung. Die Geschwindig-
keit, mit welcher ein Massenpunkt eine beliebige Bahn durchlduft, ist
das MaB fiir die GroBe der auf der Bahn zuriickgelegten Strecken.
Bezeichnet v wieder die Geschwindigkeit und s die Bogenlinge der
Bahnkurve, dann ist auch hier

ds

(5) V=

Wie bisher stellt die Geschwindigkeit eine gerichtete GroBe oder einen
Vektor dar. Ein Vektor 148t sich nun nach dreibeliebigen, nicht in einer
Ebene gelegenen Koordinatenachsen auf eine und nur eine Weise in drei
Komponenten zerlegen, und umgekehrt liefern drei solche Komponenten
eine eindeutige Bestimmung des Vektors. Wenn also die Geschwindigkeit
gegeben ist, so sind, falls man das angegebene Koordinatensystem
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zugrunde legt, ihre drei Komponenten eindeutig bestimmt; und wenn ihre
drei Komponenten gegeben sind, so hat man eine eindeutige Bestimmung
der Geschwindigkeit. Im allgemeinen benutzt man am einfachsten
rechtwinklige Koordinatenachsen fiir die Zerlegung der Geschwindigkeit
in ihre Komponenten. Bezeichnen A, u, v die Winkel zwischen der
momentanen Bewegungsrichtung und der z-, y- und z-Achse, so ist

(6) cosl:%g, cosyz%, cosv=%z—-
Bezeichnen v,, v,, v, die Komponenten der Geschwindigkeit lings der

drei Achsen, so ist dsde  dz
V, =V COS A =

dt ds = dt’

. dsdy dy

O] Uy =VCOSK= 17 gs = at’
’—vcov—dez-—dz

v SY=dtds — dt’

Aus diesen Gleichungen folgt

— dz\2
® =V G @)
Dabei miissen fiir jede der drei Koordinatenachsen die positive und
negative Richtung festgesetzt werden.

12. Beschleunigung bei krummliniger Bewegung. Wie die Geschwin-
digkeit, so zerlegt man am einfachsten auch die Beschleunigung in ihre
Komponenten lings der Koordinatenachsen. Benutzt man entsprechende
Bezeichnungen wie in 11, so ergeben sich die folgenden Gleichungen:

dxz dary d2z
®) % = g %= g % =g

Der absolute Wert der ganzen Beschleunigung ist

d2m dzz\2
(10) o=V (@) + (@) + ()
Dieser ist im allgemeinen nicht gleich der Beschleunigungskomponente

dts

lings der Bahn; fiir diese Komponente hat man némlich den Wert — TR

Aus Formel (8) v = 2 — ]/(Efii:) + (%) + (&)

folgt aber durch Differentiation
dz d*z dy d?y dz d?z

jy @e_ @ T aad tanar deae ayay i
dtz V(d£>2+ (‘_13/_)2 n (%)2 — ds dt? ds dt: ds dt:
 dt dt dt
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Wenn man also die Beschleunigungskomponenten kennt, so ist die
ganze Beschleunigung durch (10) gegeben, und die Beschleunigung lings
der Bahn durch (11). DaB diese beiden Beschleunigungen voneinander
verschieden sind, mag auf den ersten Blick befremden. Man versteht
aber die Bedeutung dieses Umstandes, wenn man etwa einen Massen-
punkt betrachtet, der einen Kreis gleichférmig durchliuft. Die Be-
schleunigung lings der Bahn ist hier gleich null, weil die Geschwindig-
keit in der Bahn als konstant vorausgesetzt ist, aber die Beschleunigung
selbst ist von null verschieden, weil die Bahn des Punktes keine
Gerade darstellt.

13. Die Komponenten der Geschwindigkeit lings und senkrecht zum
Radius Vektor. Die Bahn des Massenpunktes liege in der zy-Ebene,
und es seien r und @ seine Polarkoordinaten, so daf3 also

(12) x =rcosd, y =rsiné.
Die Komponenten der Geschwindigkeit lauten dann
[ %Z—’:vxz—rsin()%?—l-cosﬁz:,

(13) |
l ‘2‘1: = v, = + T CO08 B‘Z + sin 6 ‘;:

Der bewegliche Massenpunkt moge auf der Bahn die Strecke @ P
zuriicklegen. In dem Augenblick, wo der Massenpunkt in P anlangt,
ist seine Bewegungsrichtung die Richtung von

P nach V, und seine Geschwindigkeit wird Y74 v
durch den Vektor PV dargestellt. KEs seien \
v, und v, die Komponenten der Geschwindig- P
keit lings und senkrecht zum Radius Vektor. P
Dann ist die Resultante der Vektoren v, und v Q
v, gleich der Resultante der Vektoren j‘rf und
t 0 [ x-Achse

Z';/ , nimlich gleich PV. Die Summe der Fig. 1.
Projektionen von v, und v, auf eine beliebige Gerade ist mithin gleich
der Summe der Projektionen von ‘Zl%; und ‘Z auf dieselbe Gerade. Pro-
jiziert man daher v, und v, auf die - und y-Acfxse, so folgt

%tﬁ= v, cos 0 — v, sin 6,
(14)

%—3{— = v, 8in 0 + v, cos 6.

Durch Vergleich der Formeln (18) und (14) findet man fiir die gesuchten
Geschwindigkeitskomponenten
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| o=
(15) l vy =1db
dt

Das Quadrat der Geschwindigkeit ist daher

9 o jdr\2 do
v+ 0 = (E) +r (dt)

Die Komponenten v, und v, der Geschwindigkeit lassen sich durch
ihre Komponenten parallel zur z- und y-Achse ausdriicken, wenn man
die Gleichungen (14) das eine Mal mit cos 6 und sin 6, das andere Mal
mit — sin § und cos § multipliziert und sodann jedesmal addiert. Dies
ergibt

—{—cos{) +Sm0dt’
(16)
v9=—sin0-d—t~+cosﬂﬁ

14. Die Komponenten der Beschleunigung. Differentiation der Glei-
chungen (18) nach ¢ ergibt
d:z rd2r d() 27 a0 dr do07 .
dy  r.d*6 drdf) d6\27 .
- [ dt2+zﬂddcosg+[dt2 —r (dt~)]s1n 0.

Es seien a, und a, die Komponenten der Beschleunigung lings und
senkrecht zum Radius Vektor. Wie in § 18 folgt aus Zusammensetzung
und Zerlegung des Vektors

(A7)

la”zﬁ—ié =

| @, =a,cos 0 — a4 sin 6,

(18) | ¢, = a,sin 0 + «, cos 6.

Vergleich von (17) und (18) liefert
der /462
= e~ (ar)

drdé6 1 d do
d[" +2 dt dt ~ r dt ( dt)

(19)

Qo =

Die Komponenten der Beschleunigung lings und senkrecht zum
Radius Vektor, ausgedriickt durch ihre Komponenten parallel zur
z- und y-Achse, findet man aus (18)

2 l —{—cos()at—2 tsino% t2 )
(20) 'y
g = —sin6? i +co=10dt2 .
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Durch dhnliche Verfahren lassen sich die Komponenten der Geschwin-
digkeit und Beschleunigung parallel zu beliebigen Geraden ermitteln.

15. Anwendung auf die gleichformige Kreis-
bewegung eines Massenpunktes. Ein Massenpunkt
moge sich gleichférmig auf einem Kreise bewegen,
dessen Mittelpunkt mit dem Koordinatenanfang
zusammenfillt; man bestimme die Komponenten
der Geschwindigkeit und Beschleunigung parallel
zur z- und y-Achse, ferner parallel und senkrecht
zum Radius Vektor. Bezeichnet E den Radius
des Kreises, dann ist

z = R cos 6, y = R sin 6. Fig. 2.

x-Achse

Wegen der gleichformigen Bewegung veridndert sich der Winkel @ pro-
portional zur Zeit, d. h. § = ct. Folglich werden die Koordinaten

(21) z = Rcos (ct), y = R sin (ct).

Da %‘i = cund %IZ = 0, so erhdlt man fir die Komponenten der
Geschwindigkeit parallel zur z- und y-Achse

(22) v, = — R csin (ct), v, = R ¢ cos (ct).
Aus (15) ergibt sich
(28) v, =0 vy =Re.

Fiir die Komponenten der Beschleunigung parallel zur z- und y-Achse
erhdlt man wegen (17)

[ @z = — R c?cos (ct),
(24) | oy, = — R ¢? sin (ct).
Und aus (19) ergibt sich
(25) ¢, = —Rc? a,=0.

Man beachte, dal trotz der gleichfsrmigen Bewegung die Geschwin-
digkeit in bezug auf die Achsen nicht konstant und die Beschleunigung
selbst von Null verschieden ist. Wenn man also annimmt, daB eine
duflere Kraft die einzige Ursache der Bewegungsinderung oder der Be-
schleunigung eines Massenpunktes sein kann, so folgt, daB ein Massen-
punkt auch eine gleichférmige Kreisbewegung nur dann ausfithren kann,
wenn eine Kraft auf ihn einwirkt. Ferner folgt aus (25) und dem zweiten
Bewegungsgesetz, daf die Wirkungslinie der Kraft in jedem Augenblick
durch den Mittelpunkt des Kreises hindurchgeht.
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16. Die Flichengeschwindigkeit. Das Ma8 fiir die Gr68e der Flichen,

die der Radius Vektor von einem festen Punkt nach dem beweglichen

Massenpunkt iberstreicht, ist die Fli-

chengeschwindigkeit in bezug auf den

festen Punkt. Der Massenpunkt mogesich

Q in der zy-Ebene bewegen, und es sei

A A die Fliche des Dreiecks O PQ, welche

. von dem Radius Vektor in dem Zeitinter-
T )p vall At iiberstrichen wird. Dann ist

A4 ="7sin(40);

VA a-Achse und folglich
~ _ 44 _ r'r sin (46) 46
Tie. 8 @) 4 =9 a6 4t

Wenn der Winkel 46 der Null zustrebt, nihert sich das Verhiltnis

der Flichen des Dreiecks und des Sektors der Null als Grenze. Ferner
sin (A 6)

yL Achse

ist der Grenzwert von »’gleich r und der Grenzwert von gleich eins.

Aus Gleichung (26) folgt daher, wenn man zur Grenze A t = 0 iber-

geht
dA 1 ,dé

(27) at =2t

als Ausdruck fiir die Flichengeschwindigkeit. Fithrt man rechtwinklige
Koordinaten ein durch die Substitution

—VEFP, o=,
so wird Gleichung (27)
2 ot
Geht die Bewegung nicht in der zy-Ebene vor sich, so benutzt man
die Projektionen der Flichengeschwindigkeit auf die drei Koordinaten-~

ebenen. Diese sind
dd,, 1 dy
7?*5@ ya)

dAd,, 1 dz dy)
(29) Tt T 2 (y at — % at)

dA,, 1 dz dz

Tat "'( a —* dt)

Bei gewissen mechanischen Problemen bewegt sich der betrachtete
Korper mit konstanter Flichengeschwindigkeit, wenn man den Koordi-
natenanfang geeignet wiihlt. In diesem Falle sagt man,da8 die Bewegung
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des Korpers dem Flichensatz gehorcht in bezug auf den Koordinaten
anfang. Dann ist aber ,do

= konstant ,

und folglich, wenn man Gleichung (19) beachtet,
e, =0;

d. h. die Beschleunigung senkrecht zum Radius Vektor ist gleich Null.
17. Anwendung auf die Bewegung in einer Ellipse. Ein Massenpunkt
moge sich in einer Ellipse bewegen, deren Halbachsen a und b seien und
zwar so, dafl seine Bewegung in bezug auf den Mittelpunkt der Ellipse
als Koordinatenanfang dem Flichensatz gehorcht. Es sind zu bestim-
men die Komponenten der Beschleunigung lings und senkrecht zum
Radius Vektor. Die Gleichung der Ellipse lautet in Parameterform

(80) r=acosp, y=>bsing,
woraus durch Elimination von ¢ die gewdhnliche Gleichung
2 ¥ 1
ar T b
hervorgeht. Aus (30) folgt
d . d d d
(81) —d—f=—asm¢75t¢—,d—i’=bcosq>d—f-
Setzt man die Werte von (30) und (81) in den Ausdruck fiir den Flichen
satz emn . dy . ds _
at ~Ya =
so findet man do _ =

c
it ~ab
Das Integral dieser Gleichung ist
@ = ¢t + Cs;

und falls ¢ = 0 fiir t = 0, so ist ¢; = 0 und daher ¢ = ¢,t.
Setzt man den schlieBlichen Ausdruck fiir ¢ in (30) ein, so ergibt sich

a*z 2 2

{ qp = — ’acos ¢ = — ¢z,
ds . R
dti’:—cﬁb sin ¢ = —¢,%y.

Wenn man diese Werte fiir die Ableitungen in (20) einsetzt, so werden
die Komponenten der Beschleunigung lings und senkrecht zum Radius
Vektor gefunden zu . — —e2p
{ r— — M1 h

a, = 0.
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I. Aufgaben.

1. Ein Massenpunkt bewegt sich gleichformig lings einer Schraubenlinie auf
dem Kreiszylinder mit dem Radius R; man bestimme die Komponenten der
Geschwindigkeit und Beschleunigung parallel zu der z-, y- und z-Achse. Die
Gleichungen der Schraubenlinie sind

z= Rcosw, y= Rsinw, 2= ho.
Losung: [ vy = — Rcsin (ct), v, = + Re co's (ct), v, =hc;
a, = — Rc? cos (ct), a,= — Rc®sin (ct), a,=0.
2. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer Ellipse mit dem Halbparameter

a? — b
Va a b (a und b Halbachsen
der Ellipse), und zwar mit gleichférmiger Winkelgeschwindigkeit in bezug auf
den einen der beiden Brennpunkte als Koordinatenanfang (z-Achse gleich groB8e
Achse der Ellipse); die Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung
laings und senkrecht zum Radius Vektor und parallel zur z- und y-Achse sind
durch den Radius Vektor und die Zeit auszudriicken.

2
p= .bﬁ und der numerischen Exzentrizitit & =
a

v,=if~rzsin(ct), Vg =17rcC;
cr? le , .
vy = -+ 2p sin (ct) + Qir sin (2¢t),

vy = cr cos (ct) 4 _‘;‘f - r2gin? (ct);

2 2e2c2 .
a, = €% ¢*cos (ct) + gzc— r*sin? (ct) — c2r,
Loésung: p p
2ec? .
ag = » -r2sin (ct);

_3ec

ec? 2 .
ay = — c2r cos (ct) | "y ez — p - r2gin? (ct)

2 n2
+ ?%;__ - r38in? (ct) cos (ct),

2 2 22
a, = —c?rsinct 4 3;;— -r2sin (2¢t) + g%;;—-r’ sin® (ct).

3. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer Ellipse nach dem Fldchensatz in
bezug auf den einen der Brennpunkte als Koordinatenanfang (z-Achse gleich grofe
Achse der Ellipse); die Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung
laings und senkrecht zum Radius Vektor und parallel zu den Achsen sind durch
die Polarkoordinaten auszudriicken.

v, —Ef‘-l-sino v _4,
r— P ’ 9 — r:
vxzs‘:sin 20—As:no, vy = e;i-sinze-l- Avc:)sﬁr;
Losung: 42 1
G=—"0" 0 @=0;
A2 cos 6 A? sin 0
axz——rp—-—---'-.zﬁ—-’ ay=—rp--.—‘}2 .
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4. Die Beschleunigungen langs der z- und y-Achse sind die Ableitungen der
Geschwindigkeiten nach diesen Achsen; warum sind nun auch nicht die Be-
schleunigungen ldngs und senkrecht zum Radius Vektor gegeben durch die Ab-
leitungen der Geschwindigkeiten nach diesen Richtungen? Die Beschleunigung
langs einer Achse, welche in der zy-Ebene um den Koordinatenanfang mit der
Winkelgeschwindigkeit eins rotiert, soll durch die Beschleunigungen in bezug auf
die festen Achsen ausgedriickt werden.

18. Der Massenmittelpunkt von 72 gleichen Massenpunkten. DerMassen-
mittelpunkt eines Systems von gleichen Massenpunkten wird definiert
als derjenige Punkt, dessen Entfernung von einer beliebigen Ebene gleich
ist der mittleren Entfernung der sémtlichen Massenpunkte von jener
Ebene. Dies gilt im besonderen in bezug auf jede der drei Koordinaten-
ebenen. Es seien (z,, ¥, 21), (€2, Y3, 25) usw., die rechtwinkligen Koordi-
naten der verschiedenen Massenpunkte, und z, y, z die rechtwinkligen
Koordinaten ihres Massenmittelpunktes; dann ist nach Definition

>
P Ve ke il .. Q= U
n n
7"
S
(32) ?):y.+?/f—k---—|;y_n::i:7 ’
: n n
/\f‘z.
;.’____zl—'rz—{_ '_an i‘:l-z
° n o

Die Masse eines jeden Punktes sei m und die des ganzen Systems sei M,
so dafl also M = mm ist. Multipliziert man Zihler und Nenner mit m,
so werden die Gleichungen (32)

m Nz D omay
pg 7=1 1':':1
r= nm - M
n n_
(33) m ‘2 Y ‘: myY;
g 7:=1 — =1 ,
nm M
n "
m N 2 Nz
R e
- nm M

Iis ist noch zu zeigen, daB die Entfernung des Punktes (z, y, 2) von
einer ganz beliebigen Ebene auch gleich der mittleren Entfernung der
Massenteilchen von dieser Ebene ist. Ihre Gleichung sei

ar +by +cz+d=0.

Moulton-Fender, Himmelsmechanik

o
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Die Entfernung des Punktes (x, ¥, 2) von dieser Ebene ist
7 aT+bytoitd,

Va4 b% ¢
Ebenso hat man fiir den Punkt (z;, y;, 2;) die Entfernung

4 _aztbytentd,
(35) = TR

Aus den Gleichungen (82), (34) und (85) folgt aber, daB

e datb Syt Satna 34,
— =1 =1 =1 __ 3=1

¢ = nYa?+ b2+ c? Toon
Der durch die Gleichungen (32) definierte Punkt (z, y, z) geniigt also der
Definition des Massenmittelpunktes in bezug auf eine ganz beliebige
Ebene.

19. Der Massenmittelpunkt von 72 ungleichen Massenpunkten. Wenn
die Massenpunkte von verschiedener Masse sind, hat man zwei Fille
zu unterscheiden: a) die Massen sind kommensurabel, b) die Massen
sind inkommensurabel.

a) Man wihle die Einheit m so, daf sich die sémtlichen n Massen als
ganzzahlige Vielfache von m ohne Rest ausdriicken lassen. Es sei also
die erste Masse gleich p,m, die zweite gleich p,m usw. und p,m = m,,
PyM = My, PgM = Mz, USW., WO Dy, Dy, . .., Py ganzzahlig sind. Als-
dann kann man das vorliegende System ersetzen durch ein solches von
Py + Ps + - -+ + P, gleichen Massenpunkten von der Masse m, und
folglich nach Art. 18 schreiben

(34)

7 "
Zmpi Ty 2 m; T;
Iz = iil" I—) M y
>mp;
i=1
7 n
mp;Y; m,
@6) P S il
& M
2mPi
i=1
n
2 mp;z; 2 m;2;
5 ==t Ep—_T
S M
=mp;

b) Man wihle die Einheiten ganz beliebig, aber kleiner als jede der
n Massen, so daB sich also die n Massen als ganzzahlige Vielfache von
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m plus einem positiven Rest ausdriicken lassen. Kann man die Reste
vernachléssigen, so liefern die Gleichungen (86) den Massenmittelpunkt
auch in diesem Falle. Wihlt man eine neue Einheit m so, daB
m = pm und p ganzzahlig ist, so bleiben die Reste entweder die gleichen,
oder sie werden kleiner, je nach der GroB8e der Einheit. m kann nun so
klein gewihlt werden, daf ein jeder Rest kleiner ist als eine beliebig
klein festgesetzte positive Zahl. Die Gleichungen (36) behalten ihre
Geltung, wenn die m; die Massen der Korper weniger den Resten be-
deuten. Wenn sich aber m der Null als Grenze annihert, so gilt das-
selbe auch von der Summe der Reste, und folglich haben alsdann die
Ausdriicke (86) diejenigen Ausdriicke zu Grenzwerten, in welchen die
m; die Massen der Korper selber bedeuten. Daher bilden die Gleichungen
(36) in samtlichen Fillen einen Ansatz, welcher der Definition des Massen-
punktes geniigt.

Die Tatsache, daf, wenn die Definition des Massenpunktes fiir die drei
Bezugsebenen erfillt ist, sie auch fiir eine ganz beliebige Ebene erfiillt
ist, laBt sich auch leicht ohne Benutzung der allgemeinen Formel fiir
den Abstand eines Punktes von einer Ebene beweisen. Man beachte,
daB z. B. die yz-Ebene in eine beliebige Lage gebracht werden kann
durch eine Verschiebung des Koordinatenanfangs und eine Folge von
Drehungen des Koordinatensystems um seine Achsen. Es ist daher zu
zeigen, dafl die Gleichungen (36) ihre Form nicht #ndern: (1) durch eine
Verschiebung des Koordinatenanfangs, und (2) durch eine Drehung um
eine der Achsen.

(1) Verschiebt man den Koordinatenanfang auf der z-Achse um die
Strecke a, so entspricht dies der Transformationsformel z = &' + a; die
erste der Gleichungen (36) wird daher
>'ms (¢ -+ a) ‘7? miz  a >my

=1

al e _ —7=1 .
T+ ae= M =3 ta

und man erhilt T =

als Gleichung von derselben Form.
(2) Dreht man das Koordinatensystem um die 2-Achse um den Winkel
6, so lauten die Transformationsformeln
{ z =g cos§ —y'sin 6,
y = x’'sin 6 + y’ cos 6.
Die ersten beiden Gleichungen (86) gehen folglich durch diese Trans-

formation iiber in
2*
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" n
Smzy’ Smiyd
=t VAP — =1 o i=1 o
Z'cos § — ' sin 6 = cos 0 W sin § =or—
l Smxy Sdmiys
7' sl u — g1 =1 =1,
Z'sin 0 + ¥’ cos 6 = sin 0 M -+ cos 0 4
Durch Auflosung dieser Gleichungen nach z' und 3’ ergibt sich aber
n L
Smay Ddmiyd
7 = 7_=__1_M s gy =" M

Der Punkt (z, y, 2) geniigt also in der Tat der Definition des Massen-
mittelpunktes in bezug auf jede Ebene.

20. Der Schwerpunkt. Die Teile eines Systems von Massenpunkten,
die sich séimtlich in der Nihe der Erdoberfliche befinden, sind abwirts ge-
richteten Kraften unter-
worfen, welche merklich
parallel und proportional
sind zu ihren Massen.
Das Gewicht oder die
Schwere eines Massen-
punktes wird definiert als
eine solcheVertikalkraft f,
welche gleich ist dem Pro-
dukt aus der Masse m des

Punktes in seine Be-
schleunigung g. Unter
dem Schwerpunkt des Sy-
stems versteht man einen
Punkt von der folgenden
Beschatfenheit: Wenn die
simtlichen Teile des Systems starr miteinander verbunden sind, so
daBl es also einen starren Korper darstellt, und eine Vertikalkraft,
welche gleich ist der Summe der sdmtlichen Schwerkrifte, an diesem
Punkte angreift, alsdann ist die Wirkung jener Vertikalkraft auf die Be-
wegung des Systems dieselbe wie diejenige der Gesamtheit der ur-
springlichen Krifte, und zwar bei den sémtlichen Lagen des Systems.

Es soll jetzt gezeigt werden, dafi der Schwerpunkt eines starren
Korpers mit seinem Massenmittelpunkt zusammenfillt. Wir betrachten
zwei Vertikalkrifte f, und f,, welche an dem starren Korper M in den
Punkten P, und P, angreifen. Man zerlege diese beiden Kriifte in die

Fig. 4.
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Komponenten f und g,, f und g,, so daf die beiden Komponenten f ent-
gegengesetzt gleich sind und sich daher aufheben. Die Komponenten
g, und g, verschieben wir nach dem Punkt 4 und zerlegen sie nun ihrer-
seits wieder so, dal wir parallel zu P,P, zwei entgegengesetzt gleiche
Komponenten erhalten; die beiden anderen Komponenten sollen in die
Linie 4 B fallen, welche zu den urspriinglichen Kriften f, und f, parallel
ist; mit diesen sind sie folglich gleich und gleichgerichtet. Mithin
stimmt die Resultierende der urspriinglichen Krifte f, und f, mit der
Kraft f, 4 f, nach Gr68e und Richtung iiberein. Wegen der ihnlichen
Dreiecke hat man fa AB fo AB

=55 ;- Pﬁ"
und folglich durch Division
h _BB_z—=

f. PB i—u,

Auflésung nach z ergibt als Angriffspunkt

7 hai+tfazs
S A A

Vereinigt man die Resultierende der beiden Krifte f, und f, mit einer
dritten Vertikalkraft f; zu einer neuen Resultierenden, so ist diese nach
GroBe und Richtung gleich f, + f, + f3, und fir ihren Angriffspunkt
erhilt man auf dhnliche Weise

_hti+feta 4 fs2s,

F="10T

h+ftfs

Die analogen Gleichungen gelten fir parallele Krifte beliebiger Anzahl
und beliebiger Richtung, insbesondere auch fiir entgegengesetzt gerich-
tete Parallelkrifte.

Sind daher die » Massenpunkte m; eines starren Kérpers den n Verti-
kalkriften f;, welche von der Erdanziehung herrithren, unterworfen, so
lauten die Koordinaten des Schwerpunktes in bezug auf den Koordinaten-
anfang
jfﬂi 29"&'1‘:' Dma;

=1 — =1 . — =1

” n MV ’
;fﬁ ;g'mt
(37) >miy;
?7‘ — ':}AM‘_,
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Damit wire aber gezeigt, daBl der Schwerpunkt eines starren Korpers mit
seinem Massenmittelpunkt zusammenféllt; dies trifft im allgemeinen
nicht zu fiir ein System, fiir welches die Beschleunigungen, die die ver-
schiedenen Teile des Systems erfahren, nicht nach Richtung und GréBe
ibereinstimmen. Euler (1707 —1783) schlug fiir den Massenmittelpunkt
die Bezeichnung T'rdagheitsmittelpunkt vor.

21. Der Massenmittelpunkt eines Korpers von kontinuierlichem
Zusammenhang. Wenn die Massenpunkte eines Systems an Zahl und
Dichte stindig zunehmen, so nihert es sich als Grenze einem Korper
von kontinuierlichem Zusammenhang. Bei den Korpern, mit denen
es die Mechanik fiir gewShnlich zu tun hat, sind die Massenpunkte an
Zahl und Dichte so groB, daB sie als kontinuierlich zusammenhéngende
Massen behandelt werden konnen. Fiir solche Massen hat man die
Grenzwerte der Ausdriicke (37), da fur sie m, der Null zustrebt, auf-
zustellen. In der Grenze wird m gleich dm und die Summe geht in ein
bestimmtes Integral iiber. Die Gleichungen fiir den Massenmittelpunkt
lauten daher

_ _'/‘mdm

v= 7dm ’
_ .f‘ydm

(38) ! 5= T
_ Jadm

\ 7= fdm ?

wo die Integrale iiber den ganzen Korper zu erstrecken sind.

Fiir einen homogenen Korper ist die Dichte gleich dem Quotienten aus
einem beliebigen Teil seiner Masse und dem Volumen dieses Teiles. Fiir
2 einen unhomogenen Korper ist die

mittlere Dichte gleich dem Quotien-

ten aus seiner gesamten Masse und
seinem gesamten Volumen. Die

Dichte in einem beliebigen Punkt

ist der Grenzwert der mittleren

Dichte eines Volumens, welches

gegen null konvergiert und dabei

den Punkt stdndig enthilt. Bezeich-
¥ net man die Dichte mit o, so ist das

Massenelement in rechtwinkligen

Koordinaten

dm = o dz dy da.
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Mit diesem Wert werden die Gleichungen (38)

_f'ffazdzdyq.i
fffada:dydz ’
fffayda:dydz
5= '/"/‘/azdzdydz_
fffodzdydz ’

wo ¢ eine Funktion der Koordinaten ist, und die Grenzen der Integrale
der Begrenzung des Korpers anzupassen sind.

In gewissen Fillen vereinfachen sich die Integrationen durch Anwen-
dung von Polarkoordinaten. Fir das Massenelement ist

8
I

@
I

(39)

dm =g .ab.bc.cd.

ab = dr,
Aus der Figur folgt be = rdp,
¢d = r cos df.
Dabher ist
{40) dm = or? cos pdp d 0dr,
und
( r =rCos @ eos 0,
(41) ! Yy =rcospsiny, g
l\ z = rsin ¢.

Folglich werden die Gleichungen (38)

f’f”[‘aﬂ cos? g cos OdepdOdr

v= fffarz cos q;d(pdt’)dr
[ [ [ar cos® psinodedodr
@) V7= L._ff‘[f]}_rﬁéwé"kéd -
. pag r
_ f,f_fm‘“ sin ¢ cos p dpdbdr
‘= ffj ard cos pdpdfdr ;

Die Integrale erstrecken sich wieder iiber den ganzen Korper; o ist eine
Funktion der Polarkoordinaten. Wenn der Korper in eine Fliche oder
Linie ausartet, erfahren die Gleichungen wesentliche Vereinfachungen.
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22. Symmetrieebenen und Symmetrieachsen. Wenn ein homogener
Korper in bezug auf eine Ebene symmetrisch ist, so fillt der Massen-
mittelpunkt in diese Ebene hinein, weil alsdann jedem Massenelement
auf der einen Seite der Ebene ein Massenelement auf der anderen Seite
entspricht, und der ganze Korper sich in solche Paare von entsprechen-
den Elementen zerlegen 1i8t. Man nennt diese Ebene Symmetrieebene.
Besitzt ein homogener Korper zwei Symmetrieebenen, so liegt der
Massenmittelpunkt auf ihrer Schnittlinie, die man als Symmetrieachse
bezeichnet. Besitzt er drei sich in einem Punkte schneidende Symmetrie-
ebenen, so fillt der Massenmittelpunkt mit ihrem Schnittpunkt zusam-
men. Mit Hilfe von Symmetriebetrachtungen kénnen die Massenmittel-
punkte in vielen einfachen Fillen ohne Integrationen bestimmt werden.

23. Anwendung auf einen unhomogenen Wiirfel. Die Dichte eines
unhomogenen Wiirfels mége mit dem Quadrat der Entfernung von einer
der Seitenflichen des Wirfels zunehmen. Drei zusammenstoBende
Kanten des Wiirfels mogen mit den Koordinatenachsen, und die Seite
von der Dichte Null mit der yz-Ebene zusammenfallen. Dann ist
o = kz2, wo also k die Dichte im Abstande eins bedeutet. Setzt man
die Kantenlinge des Wiirfels gleich a, dann nehmen die Gleichungen (89)

die Gestalt an aa
k /'/'/'z"dxdydz
fo— 000 B
aaa 9
kf/ /'zzda:dydz
000

U a a
kJ ffzzydszdz

o 000 o
Yy = aaa ’

kf[[ «dzdyds
000

a a a
kfffa:’zdzdydz

kfffzzdzdydz
000

Fithrt man die Integrationen aus und setzt die Grenzen ein, so erhélt man

3a _ a ___a

T= 4, Y=gs £=g°

Wollte man bei dieser Aufgabe Polarkoordinaten benutzen, dann
wiirden die oberen Grenzen bedeutend komplizierter, und die Integra-
tionen dementsprechend schwieriger sich gestalten.

24. Anwendung auf den Oktanten einer Kugel Von dem Okéanten
einer homogenen Kugel, deren Dichte gleich eins sei, ist der Massen-
mittelpunkt zu bestimmen. Bei dieser Aufgabe wendet man besser
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Polarkoordinaten an, wenngleich es nicht etwa notwendig ist; man hat
stets die Wahl zwischen den Gleichungen (39) und (42). Diese wird
davon abhingen, welche Form die Integrationsgrenzen in beiden Fillen
annehmen, und man wird nach Mdoglichkeit darauf bedacht sein, kon-
stante Integrationsgrenzen zu erhalten. Fillt der Mittelpunkt der Kugel
mit dem Koordinatenanfang zusammen, so werden die Gleichungen (42),
falls der Kugelradius gleich a gesetzt wird

3

ol
NEIE
S i

/J/ r2 cos pdepdOdr
046

Da die Masse einer homogenen Kugel mit dem Radius @ und der Dichte
eins den Wert % za® hat, so ist der Nenner eines jeden Ausdrucks gleich
% ma3, wie sich auch sogleich durch Integration ergibt. Integriert man
die Zdhler nach @ und beriicksichtigt die Grenzen, so erhilt man

n

n 20 ¢
4JJ r*cos6dodr
‘,:(/—.: (VY] = s
>
n
ik
4 r3sin@dOdr
)
y_ i)
5
n
1 /ﬂ]r’df)d
r
5o i
__aa
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Integriert man nach 6, so ergeben sich die Gleichungen

n a4 n &
4 | rdr 4, ridr 4, r3dr
F=-0——, g=—"2 s F=-"3
776t ad %_ a3 Z, a3

und schlieBlich liefert die Integration nach r
rT=y=2z=3%a.

Der Oktant einer Kugel besitzt drei Symmetrieebenen, die bestimmt
sind durch den Kugelmittelpunkt, die Ecken des begrenzenden sphéri-
schen Dreiecks und die Mittelpunkte ihrer Gegenseiten. Da diese drei
Ebenen nicht nur einen Punkt, sondern eine Gerade gemeinsam haben,
so ergeben sie keine vollstindige Bestimmung des Massenmittelpunktes.

Fast simtliche Korper, mit denen es die Astronomie zu tun hat, sind
Kugeln oder Sphéroide mit drei sich nur in einem Punkte und nicht in
einer Geraden schneidenden Symmetrieebenen. In der Astronomie
sind daher die Anwendungen der obigen Formeln #uflerst einfach, und
es brauchen keine weiteren Beispiele besprochen zu werden.

II. Aufgaben.

1. Man bestimme den Massenmittelpunkt eines diinnen geraden Drahtes von
der Liénge R, dessen Dichte ¢ zunimmt mit der nten Potenz der Entfernung d
von dem einen Ende, so da8 ¢ = d" ist.

. . 5_nt1

Losung: d_n+2R.

2. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes eines diinnen
Drahtes von konstanter Dichte, welcher einen Kreisquadranten von dem Radius R
bildet.

Lésung: 2=y = 2R

g:x=y= =
wenn der Mittelpunkt des Kreises mit dem Koordinatenanfang zusammenfillt.

3. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes einer diinnen
Platte von konstanter Dichte, welche die Form des Quadranten einer Ellipse mit
den Halbachsen a und b besitzt.

—  4a

{L‘=%,
Losung: b

¥y=3"

4. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes einer diinnen Platte
von konstanter Dichte, welche die Form einer vollstindigen Schlinge der Lemniskate
r? =a? cos 2 6 hat.

l L
Lésung: | T
y=0.
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5. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes, den der Oktant
eines Ellipsoides von konstanter Dichte besitzt, dessen Halbachsen a, b, ¢ sind.

5o e
= o,
— __3b
Losung: y=-yg-
7= 3¢,
8

6. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes eines Kugeloktanten
von dem Radius R, dessen Dichte o zunimmt mit der nten Potenz der Entfernung
d vom Mittelpunkt, so daB ¢ = d".
n+3 R
nt4 2
7. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes eines Rotations-

paraboloides, welches im Abstande k von der Spitze durch eine Ebene senkrecht
zur Achse geschnitten wird.

Losung: T=¥y

=7 =

_ 2
L(‘jsung:l °= 3h’
l §=7=0.

8. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes eines geraden
Kreiskegels mit der Héhe b und dem Radius R.

9. Man bestimme die Koordinaten des Massenmittelpunktes einer bikonvexen
Linse von homogenem Glas, welche die Radien r, und r, = 2r, und die zentrale

Dicke 1‘::—1’; besitzt.

10. Die Kriimmungsradien einer konvex-konkaven Linse seien r, und r,, wo
r,< r, < 2r,. Man bestimme die Dicke und den Durchmesser der Linse so, dafl
der Massenmittelpunkt auf der konkaven Oberfliche liegt.

Geschichtliche Ubersicht vom Altertum bis Newton.

25. Die beiden Einteilungen der Geschichte. Die Geschichte der
Himmelsmechanik zerfillt naturgemi8 in zwei getrennte Gebiete. Das
eine handelt von der Entwicklung der Erkenntnis der rein formalen
Verhiltnisse des Universums, der natiirlichen Zeiteinteilungen, der For-
men der Sternbilder, und der Bestimmung der Planetenbahnen und
ibrer Perioden. Das andere betrifft die Bestrebungen und ihre Erfolge,
giiltige Vorstellungen der physikalischen Verhiltnisse der Naturerschei-
nungen zu gewinnen, der fundamentalen Eigenschaften von Kraft, Masse,
Raum und Zeit und insbesondere der Beziehungen, die zwischen ihnen
bestehen. Diese beiden Entwicklungslinien in der astronomischen Wis-
senschaft wurden freilich nicht immer streng auseinander gehalten, ge-
rade von denen, welche sie ausgebildet haben; vielmehr wurden sie oft
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so innig miteinander vermengt, daB die Betrachtungen in der einen
Richtung von ungiinstigem EinfluB auf die SchluBfolgerungen in der
anderen waren. Wenn diese beiden Richtlinien offenbar vom Forscher
streng zu unterscheiden sind, so ist es ebenso einleuchtend, daB sie zur
stindigen gegenseitigen Bestdtigung dienen sollen. In den néchsten
beiden Paragraphen soll mit méglichst wenig Worten die Entwicklung
dieser beiden Richtungen in der Himmelsmechanik von den Zeiten der
frithen griechischen Philosophen bis zu dem Zeitpunkt angegeben wer-
den, wo Newtons iiberragendes Genie die Analyse der Elemente und
ihre Synthese zu einer der erhabensten Schiopfungen des menschlichen
Geistes vollfiihrte.

26. Formale Astronomie. Der erste Abschnitt, der die Erscheinungen
selber ohne Beriicksichtigung ihrer Ursachen behandelt, soll als ,,For-
male Astronomie* bezeichnet werden. Der Tag, der Monat, das Jahr
sind so auffillig natiirliche Zeiteinteilungen, daf sie sich den primitivsten
Volkern aufdringen muBten. Aber die Bestimmung der Beziehungen
zwischen diesen Perioden erforderte etwas von jenem wissenschaftlichen
Geist, der fir sorgfiltige Beobachtungen Voraussetzung ist; das erste
Aufddmmern chalddischer und dgyptischer Geschichte wei8 jedoch an-
scheinend schon von sehr genauer Kenntnis dieser Beziehungen zu be-
richten. Die Uberlieferungen dieser Volker von ihren fritheren Kulturen
sind aber so diirftig, daB sich mit Sicherheit wenig von ihren wissen-
schaftlichen Erkenntnissen in jenen Zeiten sagen lifit. Die authentische
Geschichte der Astronomie beginnt in Wirklichkeit erst mit den Grie-
chen, welche, ihre ersten Kenntnisse und Anregungen von den Agyp-
tern empfangend, sich diesem Gebiet mit jenem Enthusiasmus und
Scharfsinn widmeten, welche fiir das griechische Volk charakteristisch
waren.

Thales (640—546 v. Chr.) aus Milet machte eine Studienreise nach
Agypten und griindete nach seiner Riickkehr die Ionische Schule fiir
Astronomie und Philosophie. Einen gewissen Eindruck von den astro-
nomischen Fortschritten der Agypter gewinnt man daraus, dal Thales.
die kreisférmige Gestalt der Erde, die Schiefe der Ekliptik, die Ursachen
der Finsternisse lehrte, und nach Herodot die Sonnenfinsternis von
585 v. Chr. voraussagte. Nach Laertius bestimmte er als erster die Lange-
des Jahres. Man wird aber annehmen miissen, daB er vieles den Agyp-
tern entlehnte; die Grundlage fiir die Vorausbestimmung von Finster-
nissen, jene Periode von 6585 Tagen, welche man als Saroszyklos be-
zeichnet, wurde indessen von den Chalddern entdeckt. Nach dem Ab--
lauf dieser Periode kehren die Sonnen- und Mondfinsternisse unter fast.
gleichen Umstinden wieder, auBler dafl eine Verschiebung um 120° west--
wirts auf der Erde stattgefunden hat.
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Anaximander (611—545 v. Chr.), ein Freund und wahrscheinlich ein
Schiller von Thales, konstruierte geographische Karten, und steht in
dem Rufe, den Gnomon erfunden zu haben.

Pythagoras (etwa 569 —470 v. Chr.) machte weite Reisen in Agypten
und Chaldaea und drang in Asien bis zu den Ufern des Ganges vor. Auf
seiner Riickkehr begab er sich nach Sizilien und griindete eine Schule
fir Astronomie und Philosophie. Er lehrte, da die Erde einen Umlauf
vollfiihrt und sich dabei gleichzeitig um sich selber dreht, und daB die
Kometen wie die Planeten sich in Bahnen um die Sonne bewegen. Er
steht in dem Ruf, als erster behauptet zu haben, da derselbe Planet
Venus als Abend- und Morgenstern zu verschiedenen Zeiten erscheint.

Meton (etwa 465—3885 v. Chr.) entdeckte nach den Angaben der hel-
lenischen Gelehrten den Zyklus von 19 Jahren, welcher fast 285 syno-
dische Monate betrigt, und der Metonische Zyklus heiBt. Nach dem
Ablauf dieser Periode kehren die Mondphasen an denselben Tagen des
Jahres wieder, und beinahe zu derselben Tageszeit. Der noch genauere
Zyklus des Calippus ist gleich vier Metonischen Zyklen weniger einen
Tag.

Aristoteles (384—3822 v.Chr.) stellte die Theorie von der Kugelgestalt
der Erde auf, und seine Begriindung dieser Theorie wird zum groBen
Teil noch in der Gegenwart gebraucht.

Aristarchos (810—250 v. Chr.) schrieb ein wichtiges Werk, betitelt
Grofen und Entfernungen. In ihm berechnete er aus der Konstellation,
wo die Erde mit dem Monde in Quadratur steht, daB der Mond etwa ein
Neunzehntel soweit von der Erde entfernt ist als die Sonne. Jener Zeit-
punkt wurde bestimmt, indem man beobachtete, wann der Mond im
ersten Viertel steht. Die praktische Schwierigkeit, genau zu bestimmen,
wann der Mond eine bestimmte Phase besitzt, bildet den einzigen Grund,
weshalb mit dieser Methode, wenn sie auch theoretisch einwandfrei ist,
keine exakten Resultate erzielt werden koénnen.

Eratosthenes (275—194 v. Chr.) stellte einen Katalog von 475 Sternen
groBter Helligkeit zusammen und ist beriihmt durch seine Bestimmung
des Erdumfanges, welche er durch Messung des Breitenunterschiedes
und der Entfernung der beiden Orte Syene in Oberigypten und Alexan-
dria bewirkte.

Hipparchus (etwa 190—120 v. Chr.) aus Bithynien, welcher auf der
Insel Rhodos und moglicherweise auch in Alexandrien Beobachtungen
anstellte, war der groBte Astronom des Altertums. Mit dem Eifer und
Geschick eines Beobachters vereinigte er die Iihigkeiten des Mathe-
matikers. Im Anschlufl an Euklid (etwa 830 —275 v. Chr.) in Alexandrien
entwickelte er das wichtige Gebiet der sphirischen Trigonometrie. Er
bestimmte Erdorte durch ihre Lingen- und Breitengrade, und solche
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der Sterne durch ihre Rektaszensionen und Deklinationen. Das Er-
scheinen eines neuen Sternes veranlaBte ihn zur Aufstellung eines Kata-
loges von 1080 Fixsternen. Er maB die Linge des tropischen Jahres,
die Linge des Monats mit Hilfe von Finsternissen, die Bewegung der
Mondknoten und die ihres Apogdums; er war der Autor der ersten
Sterntafeln, entdeckte die Priizession der Aquinoktien, und machte
ausgedehnte Planetenbeobachtungen. Von den Werken des Hipparchos
haben wir keine direkte Kunde, seine eigenen Schriften gingen verloren
bei der Zerstérung der Alexandrinischen Bibliothek durch die Sarazenen
unter Omar, im Jahre 640 n. Chr.

Ptoleméus (100—170 n. Chr.) filhrte das Werk des Hipparchos ge-
wissenhaft fort und hinterlieB den Almagest als das Dokument seiner
Arbeiten. Gliicklicherweise ist dieses Buch, welches sehr wertvolles
Material enthélt, bis auf unsere Zeit vollstindig erhalten geblieben.
Ptolemédus groBte Entdeckung ist die Evektion der Mondbewegung,
welche er bewerkstelligte, indem er die Bewegung des Mondes den ganzen
Monat hindurch verfolgte, anstatt seine Aufmerksamkeit, wie es die Be-
obachter vor ihm getan haben, auf gewisse Phasen zu beschrinken.
Ferner entdeckte er die Refraktion, ist aber vor allem beriithmt durch
sein geozentrisches Weltsystem und die Aufstellung der epizyklischen
Theorie, die die scheinbare Bewegung der Planeten darstellte.

Auf Ptolemédus folgte eine stationire Periode, in welcher von keinem
Volke Wissenschaftspflege getrieben wurde auBer von den Arabern, die
aber mehr eine nachahmende und erlduternde Betétigung als originale
Forschungsarbeit leisteten. Im 9. Jahrhundert lebte der groBte arabische
Astronom Albategnius (850—929); er fithrte in der Ebene von Singiar
in Mesopotamien genauere Messung eines Meridianbogens aus. Im
10. Jahrhundert stellte Al-Sufi ein Sternverzeichnis auf Grund eigener
Beobachtungen zusammen. Ein anderer Katalog wurde unter der
Leitung von Ulugh-Beigh (1893 —1449) in Samarkand 1433 aufgestellt.
Zu dieser Zeit findet die arabische Astronomie ihren eigentlichen Ab-
schluB.

Gegen Ende des 15. Jahrhunderts lebte die Astronomie in Europa in
den Arbeiten von Purbach (1428 —1461), Waltherus (1430—1504) und
Regiomontanus (1486 —1476) wieder auf. Eine hervorragende Forderung
erfuhr sie durch den berithmten deutschen Astronomen Kopernikus
(14783 —1548), und wurde bis zur Gegenwart mit wachsendem Eifer fort-
gefithrt. Kopernikus veroffentlichte 15483 sein Meisterwerk De Revo-
lutionibus Orbium Coelestium, in welchem er der Welt die heliozentrische
Theorie des Sonnensystems bescherte. Das System des Kopernikus
wurde von Tycho de Brahe (1546 —1601) verworfen, welcher seinerseits
eine Theorie aufstellte, weil er keine Parallaxe bei den Fixsternen be-
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obachten konnte. Tycho war von norwegischer Herkunft, iibte aber
unter dem Patronat des Konigs Friedrich einen groBen Teil seiner
astronomischen Tétigkeit in Danemark aus. Nach Friedrichs Tode ging
er nach Prag, wo er den Rest seines Lebens eine freigiebige Pension von
Rudolph II. bezog. Er war ein unermiidlicher und meist unverdrossener
Beobachter und lieferte sehr wichtige Beitrige zur Astronomie. In den
spiteren Jahren war Kepler (1571 —1680) sein Schiiler und Assistent;
die Beobachtungen Tycho Brahes fithrten Kepler fast 20 Jahre nach dem
Tode seines Lehrers zu der Aufstellung seiner drei Gesetze der Planeten-
bewegung. Aus diesen Gesetzen leitete Newton (1642—1727) das Gravi-
tationsgesetz ab.

Galilei (1564 —1642), italienischer Astronom und Zeitgenosse Keplers,
doch bedeutender und von groBerem Ruf, benutzte als erster das Fern-
rohr fiir astronomische Beobachtungen. Er entdeckte vier den Jupiter
umkreisende Satelliten, die Ringe des Saturn und die Sonnenflecken.
Er war wie Kepler ein begeisterter Anhiéinger der heliozentrischen
Theorie.

27. Dynamische Astronomie. Die dynamische Astronomie untersucht
die Zusammenhénge der mechanischen und physikalischen Ursachen mit
den Beobachtungstatsachen. Die formale Astronomie ist so alt, da8 es
nicht moglich ist, auf ihren Ursprung zuriickzugehen; die dynamische
Astronomie andererseits beginnt erst nach Aristoteles, und wirkliche
Fortschritte erfihrt sie nur in ganz vereinzelten Zeitabschnitten.

Archimedes (287—212 v. Chr.) hatte die ersten zutreffenden Vor-
stellungen iiber mechanische Verhéltnisse. Er fand die Hebelgesetze
und erkannte die Bedeutung des Schwerpunktes eines Korpers. Seine
Lehren erfuhren durch Leonardo da Vinei (1452 bis 1519) in dessen
Untersuchungen iiber statische Momente eine Verbesserung in bezug
auf Form und Allgemeinheit. In dem ganzen Gebiet der Statik eines
starren Korpers tritt die mathematische Seite vollig in den Vordergrund.

Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, daB fast wihrend zweitausend
Jahren nach Archimedes kein einziger wesentlicher Fortschritt in der
Mechanik erzielt wurde, bis zu der Zeit, wo Stevinus (1548—1620) als
erster die Gesetze der schiefen Ebene erforschte, und wo Galilei (1564
bis 1642), zu den ersten wichtigen Ergebnissen in der Kinetik gelangte.
So blieben die mechanischen Prinzipien der Bewegungen von Korpern
bis zu verhéltnismifig modernen Zeiten unentdeckt. Der Grundirrtum
der meisten Forscher bestand in der Annahme, da8 eine stindig wirkende
Kraft erforderlich sei, um einen Korper in Bewegung zu erhalten. Der
Zustand der Ruhe erschien ihnen fiir einen Koérper natiitlicher als der
Zustand der Bewegung, eine Anschauung, die zum Trigheitsgesetz
(Newtons erstes Gesetz) im Widerspruch steht. Dieses Gesetz wurde von
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Galilei ganz zufillig bei dem Studium der Bewegungen von Korpern
entdeckt, welche von einer schiefen Ebene aus auf eine horizontale Ebene
gelangten. Galilei machte zu seinem Grundprinzip, da die Bewegungs-
dnderung oder Beschleunigung durch Krifte hervorgerufen wird, welche
auf den Korper einwirken. Dies bildet beinahe den ganzen Inhalt der
beiden ersten Newtonschen Gesetze. Galilei benutzte seine Prinzipien
mit vollkommenem Erfolge zur Entdeckung der Fall- und Wurfgesetze.
Der Wert seiner Entdeckungen ist derartig, daB man ihn geradezu als
den Begriinder der Dynamik betrachtet. Als erster wandte er das Pendel
auf die Zeitmessung an.

Huyghens (1629 —1695), ein hollindischer Mathematiker und Physiker
verdffentlichte 1675 sein Horologium Oscillatorium, welches enthilt die
Theorie wber die Intensititsbestimmung der Erdanziehung durch
Pendelversuche, die Theorie des Schwingungszentrums, die Evoluten-
theorie und die Theorie des Zykloidenpendels.

Newton (1642—1727) vervollstindigte die Formulierung der mecha-
nischen Grundprinzipien und wandte sie mit unvergleichlichem Erfolge
bei der Losung von mechanischen und astronomischen Problemen an.
Seine geometrischen Methoden, mechanische Vorginge darzustellen,
waren so vollkommen, daB sie bis auf den heutigen Tag eine Anderung
kaum erlitten haben.

Nach Newtons Zeit wandten sich die Mathematiker bald den allge-
meineren und wirkungsvolleren Methoden der Analysis zu. In seinem
Werk Mechanica swe Motus Scientia (Petersburg 1786) begriindete
Euler (1707—1783) die Analytische Mechanik; sie erfuhr eine Verbesse-
rung durch Maclaurins (1698 —1746) Werk 4 Complete System of Fluxions
(Edinburgh 1742) und wurde durch Lagrange (1736—1813) in seiner
Mécanique Analytique (Paris 1788) zu hoher Vollendung gefithrt. Die
Mécanique Céleste von Laplace (1749—1827) brachte die Himmels-
mechanik auf dieselbe Hohe.

Literatur.

Grundprinzipien der Mechanik: Dr. E. Diihring, Prinzipien der Mechanik
(Geschichte und Erlduterung der verschiedenen mechanischen Systeme von Archi-
medes bis zur Gegenwart); Vorreden und Einlettungen zu den klassischen Werken
der Mechanik, herausgegeben von der Philos. Ges. der Univers. Wien; Heinrich
Hertz, Die Prinzipien der Mechanik, Ges. Werke, Bd. II1; E. Mach, The Science
of Mechanics; Boltzmann, Prinzipe der Mechanik; P. G. Tait, Newtons Laws
of Motion; Planck, Das Prinzip der Erhaltung der Energie; Lange, Die geschicht-
liche Entwicklung des Bewegungsbegriffes.

Relativititstheorie: M. Laue, Das Relativititsprinzip; R. D. Carmichael, The
Theory of Relativity.

Geschwindigkeit und Beschleunigung, ihre Zusammensetzung und Zerlegung:
Die ersten Kapitel von Tait und Steele ,,Dynamics of a Particle’, G. Koenigs,
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Legons de Cinématique; Poincaré, Cinématique et Mécanismes; und die Werke iiber
Dynamik (Mechanik) von Routh, Love, Budde und Appel.

Geschichte der Himmelsmechanik und Astronomie: Delambre, Histoire de
U Astronomie Ancienne (altes Werk); L. Ideler, Astronomische Beobachtungen der
Alten (altes Werk); Paul Tannery, Recherches sur U'Histoire de I’ Astronomie
Ancienne; Grant, History of Astronomy; H.Hankel,Geschichte der Mathematik 1m
Altertum und Mittelalter; Whewell, History of the Inductive Sciences (2 Bénde);
H. Siiter, Geschichte der Mathematischen Wissenschaften (2 Bénde); M. Cantor,
Geschichte der Mathematik (3 Bande); W. W. R. Ball, 4 Short History of Mathe-
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des Sciences Mathématiques et Physiques (12" Bande); R. Wolf, Geschichte der
Astronomie; Arthur Berry, A History of Astronomy; Ernest Lebon, Histoire
Abrégée de U Astronomae.

Zweites Kapitel.

Geradlinige Bewegung.

28. Die Himmelsmechanik hat es zum grofen Teil mit der Lsung von
Differentialgleichungen zu tun, welche wegen der Anzahl der abhingigen
Variablen meistens recht kompliziert sind. Den gewdhnlichen Fall
bilden in ausgedehntem MaBe die Differentialgleichungen mit einer un-
abhiingigen und einer abhéngigen Variablen; der Ubergang von diesen zu
Systemen simultaner Differentialgleichungen mit mehreren Variablen,
auf welche man durch physikalische und mechanische Probleme gefiihrt
wird, ist im allgemeinen mit Schwierigkeiten verbunden. Das vorliegende
Kapitel enthilt die Aufstellung und Lésung von Problemen, deren Be-
handlung sich eng anschlieBt an die in rein mathematischen Lehrbiichern
auseinandergesetzten Verfahren. Es leitet daher von den Methoden,
welche sich in den Lehrbiichern der Infinitesimalrechnung finden, zu
denjenigen iber, welche speziell fiir mechanische und astronomische
Probleme charakteristisch sind.

Die Beispiele, die zur Erlduterung dienen sollen, sind zum groBen Teil
astronomischen Problemen entnommen. Da sie an sich von hinreichen-
dem Interesse sind, so ist ihre Wahl ohne Riicksicht darauf erfolgt, ob
sie zur Vorbereitung auf die nachfolgenden schwierigeren Betrachtungen
unbedingt notwendig sind. Sie beziehen sich auf die Fallgesetze, die
Entweichungsgeschwindigkeit, die parabolische Bewegung, die meteo-
rische und die Kontraktionstheorie der Sonnentemperatur.

Die Fallbewegung.

29. Die Differentialgleichung der Fallbewegung. Ein Punkt von der
Masse m moge bei seiner Fallbewegung den Weg s zuriicklegen, wobei
die Richtung nach oben positiv genommen sei. Nach dem zweiten Be-

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 3
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wegungsgesetz ist die Anderung der BewegungsgroBe oder das Produkt
aus Masse und Beschleunigung proportional zur Kraft. Ist daher k2der
Proportionalititsfaktor, d. h. der numerische Wert, der von der Wahl
der Einheiten abhingt, dann lautet, wenn f die Kraft darstellt, die
Differentialgleichung der Bewegung

d:s

1) m G =—Hef .

Das ist aber auch die Differentialgleichung der Bewegung fiir jeden
Fall, wo die Resultierende der simtlichen Krifte stindig in derselben
Senkrechten liegt und ihr auch die Anfangsrichtung der Bewegung an-
gehort. Die Gleichung gewinnt also eine allgemeinere Bedeutung, wenn
f nicht nur die Erdanziehung darstellen soll, welche der Massenpunkt
erfahrt.

Die Kraft f hingt im allgemeinen von verschiedenen Umstinden ab,
solche sind die Lage von m, die Zeit ¢ und die Geschwindigkeit ». Dies
deuten wir an, indem wir Gleichung (1) in der Form schreiben

@) m et = K f(s,1,0),

wo f (s, t, v) also bedeutet, da die Kraft von den in der Klammer auf-
tretenden GroBen abhingt. Die Losung dieser Gleichung erfordert zwei
Integrationen; ihr Charakter ist bestimmt durch die Art, wie f von s,
t und v abhingt. Die verschiedenen Félle miissen daher besonders er-
ortert werden.

30. Die Kraft ist konstant. Der Fall einer konstanten Kraft ist an-
nihernd verwirklicht, wenn Massenpunkte unter dem EinfluB der
Schwere verhiltnismifBig kleine Rdume nahe der Erdoberfliche durch-
fallen. Nimmt man die Sekunde als Zeiteinheit und das Zentimeter als
Lingeneinheit, so ist k2)f = mg, wo g die Schwerebeschleunigung an der
Erdoberfliche bedeutet, deren numerischer Wert, welcher sich mit dem
Breitengrade ein wenig dndert, etwa 981 betragt. Gleichung (1) wird

alsdann
dzs

®) o
Einmalige Integration liefert

d

ai=—9t+ o

mit ¢, als Integrationskonstante. Fir den Zeitpunkt ¢ = 0 sei die Ge-
schwindigkeit des Massenpunktes v = v,, dann erhédlt man aus der
letzten Gleichung fiir ¢ = 0

Y = €15
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und folglich 28— — gt + v

Das Integral dieser Gleichung ist
t2
s =—"9-+ vgt + ¢y

Der Massenpunkt mége in der Entfernung s, von der Erdoberfliche seine
Fallbewegung zur Zeit ¢ = 0 begonnen haben, dann ist

8o = Ca; und folglich
4) §=— ggtj + Vot + Sg.

Bei gegebenen Anfangsbedingungen bestimmt diese Gleichung die Lage
des Massenpunktes in einem beliebigen Zeitpunkt; oder aber, sie be-
stimmt den Zeitpunkt, in welchem der Korper eine gegebene Lage hat,
als quadratische Gleichung in ¢.

Wenn anstatt — g irgendeine andere positive oder negative Konstante
die Beschleunigung darstellen wiirde, so wire die Bewegungsgleichung
von der Gleichung (4) nur im Koeffizienten von ¢2 verschieden.

Man kann aber auch eine wichtige Beziehung zwischen der Ge-
schwindigkeit und der Lage des Massenpunktes zu einer bestimmten

Zeit ableiten. Multipliziert man beide Seiten der Gleichung (3) mit 2 Zi:, S0
erhilt man, da die Ableitung von (gi:)z gleich 2 (Zi:) %‘; ist, als Integral

die Gleichun,
B e TS

Da aus den Anfangsbedingungen
¢y = 1% + 295 folgt, so ergibt sich

®) (G = (G =—29(—s0)-

0

31. Die Kraft ist zur Entfernung direkt proportional. Ein anderer
einfacher Fall liegt vor, wenn die Kraft zur Entfernung vom Anfangs-
punkt O direkt proportional ist. Sie moge eine Anziehungskraft, d. h.
eine Kraft mit der Richtung nach dem Anfangspunkt O darstellen.
Innerhalb der Elastizitatsgrenze verhilt sich nach Versuchen die Span-
nung eines dehnbaren Fadens annihernd wie eine derartige Kraft. Unter
dem Einflu$ einer solchen Anziehungskraft nimmt die Geschwindigkeit
mit der Zeit ab, wenn sich der Massenpunkt auf der positiven Seite,
d.h. rechts von 0 befindet. Dabei kann die Bewegung in der einen wie
in der anderen Richtung erfolgen. Mithin hat man fiir diese Lagen des

g*
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Massenpunktes eine negative Beschleunigung. Die Differentialgleichung
fiir positive Werte von s ist folglich
(6) m = ks,

Fir die Lagen des Massenpunktes auf der negativen Seite des An-
fangspunktes hat man fir jede der beiden Bewegungsrichtungen eine
mit der Zeit zunehmende Geschwindigkeit, die Beschleunigung und folg-
lich auch die rechte Seite von Gleichung (6) muB jetzt also positiv sein.
Das ist aber in der Tat der Fall, da s auf der negativen Seite des Anfangs-
punktes negativ ist. Die Gleichung (6) behilt daher ihre Giiltigkeit auch
fiilr negative Werte von s. Sie ist folglich die allgemeine Bewegungs-
gleichung eines Massenpunktes, auf den eine zur Entfernung direkt pro-
portionale Anziehung wirkt.

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung (6) mit 2 Z; und inte-

griert, so ergibt sich m (ds)z = — k224 ¢,

dt
Fiirs = sy und Zi = 0, zur Zeit t = 0 wird diese Gleichung
ds\2 k2 o
(dt) = 50" =),

oder nach Trennung der Variablen

_ds _ | kdt,
Vea—s T Ym
Das Integral dieser Gleichung ist
are sin fo' = 4 1%1; -+ ¢,
Da aus den Anfangsbedingungen ¢, = —g— folgt, so erhilt man hieraus
are sin > = :}:—k—tv 2
s TyYm + 2 und mithin
(7) § = S 8in <;{: ]—/k;tn + g) = §, COS <;:n)

Diese Gleichung stellt also eine Schwingungsbewegung dar, welche sym-
metrisch zum Anfangspunkt verliuft und die Periode ?%V_m besitzt.
Aus diesem Grunde bezeichnet man sie als die Differentialgleichung der
harmonischen Bewegung. Da offenbar 2: bei siémtlichen Anfangsbe-
dingungen in irgend einem Zeitpunkt wahrend der Bewegung ver-
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schwindet, so bildete die Annahme, daf3 %: fiirt = 0 den Wert Null haben

soll, keine Beschrinkung der Allgemeinheit.

Auf Gleichungen von der Form der Gleichung (6) fithren eine groBe
Anzahl von physikalischen Problemen. Je nach den Anfangsbedingungen
bestimmt diese Gleichung die Bewegung des einfachen Pendels, die
Schwingungen der Stimmgabel und der meisten musikalischen Instru-
mente, die Atomschwingungen eines strahlenden Korpers, die kleinen
Schwankungen in der Lage der Erdachse usw. Aus diesem Grunde sollte
man ihre Losungsmethoden wie die Bestimmung der Integrationskon-
stanten vollkommen beherrschen.

III. Aufgaben.

1. Ein Massenpunkt hat eine Anfangsgeschwindigkeit von 20 m/sec und eine
Beschleunigung von 20 m/sec?. Wie groB ist nach 4 Sekunden seine Geschwindig-
keit und der zuriickgelegte Weg ?

v = 100 m/sec
s =240 m.

2. Ein Massenpunkt mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 10 m/sec und mit
konstanter Beschleunigung legt 2050 m in 5 Sekunden zuriick. Welche Beschleu-
nigung hat er?

Loésung: a == 160 m/sec?.

8. Ein Massenpunkt bewegt sich mit einer Beschleunigung von 5 m/sec?. Wel-
chen Weg muB er zuriicklegen, damit seine Geschwindigkeit eine Zunahme von
10 m/sec bis auf 20 m/sec erfahrt ?

Lésung: 30 m.

4. Ein Massenpunkt mit einer positiven Anfangsgeschwindigkeit von 10 m/sec
und mit einer positiven Beschleunigung von 20 m/sec? legt einen Weg von 420 m
zuriick. Welche Zeit braucht er hierfiir ?

Losung: t = 6 sec.

5. Man beweise den folgenden Satz: Wenn ein Massenpunkt sich von der Ruhe-
lage aus unter dem EinfluB einer Anziehungskraft (nach dem Anfangspunkt O ge-
richtet) bewegt, welche zur Entfernung von 0 direkt proportional ist, so ist die
Zeit, die er braucht, um von einer beliebigen Stelle zu dem Anfangspunkt 0 zu
gelangen, unabhéngig von seiner Entfernung von 0.

6. Ein Massenpunkt bewege sich unter dem EinfluB einer Anziehungskraft
(nach dem Anfangspunkt gerichtet), welche zur Entfernung direkt proportional ist,
und seine Beschleunigung sei in 1 m Entfernung gleich 1 m/sec?. Wenn der Punkt
sich von der Ruhelage aus bewegt, welche Zeit braucht er alsdann, um den Weg
von 20 m Entfernung auf 10 m Entfernung zuriickzulegen? (Die Entfernungen
gelten von dem Anfangspunkte aus.)

Losung: 1,0472 sec.

7. Ein Massenpunkt bewege sich unter dem EinfluB einer AbstoSungskraft (von
dem Anfangspunkte fort gerichtet), welche zur Entfernung s von dem Anfangs-

Lésung: {
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punkte proportional ist; es ist zu zeigen, daB alsdann fiir v = 0 und s = s, zur
Zeit t = 0 die Beziehung besteht

g (FEV =) =

woraus, wenn man = K setzt, folgt

k.
Vm

s— _821 (eKt 4 e—Kt) = s, cosh Kt.
Beachte, dal Gleichung (7) sich in &hnlicher Form schreiben 148t
s — 320_ (eV-1Kt } ¢ ~V-1Kt) = s, cos Kt.

8. Auf der Sonnenoberfliche ist die Schwerkraft 28 mal so gro3 wie auf der Erd-
oberfliche. ~Wenn durch Explosion Sonnenteile 160930 km hoch emporge-
schleudert wiirden, mit welcher Geschwindigkeit miissen sie alsdann die Sonnen-
oberflache verlassen ?

Lésung: 296.1112 km pro Sekunde.

32. Losung von linearen Differentialgleichungen mit Hilfe der Expo-
nentialfunktion. Die Differentialgleichung (6) und ebenso die entspre-
chende fir AbstoBungskrifte ist eine lineare, homogene Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten. Man hat allgemein gezeigt, dal
eine solche Gleichung sich mit Hilfe von Exponentialausdriicken 16sen
1aBt; oder, in besonderen Fillen, mit Hilfe von Exponentialausdriicken
multipliziert mit Potenzen der unabhéngigen Variablen ¢. Diese Methode
hat nicht allein den Vorteil der Allgemeinheit, sie ist auch sehr einfach
und soll an der Gleichung (6) erliutert werden. Man nehme die beiden
Formen d

28

as T Hs=0,
®) 2

S —ks=0

ae — =T

Nimmt man an, daB s = e** ist, und fithrt diesen Wert in die Differen-
tialgleichungen ein, so erhilt man

22ett | k2eit— 0,
{ J2elt _ J2elt — ().

Diese Gleichungen miissen aber fiir simtliche Werte von ¢ erfillt sein,
wenn e** eine Losung darstellen soll; folglich hat man

24k =0,
2 {p—m=a

Sind 4, und 4, die Wurzeln der ersten Gleichung (9), so bilden e*:* und e
in der Tat die beiden partikuliren Losungen der ersten Gleichung (8).

Lt
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Die allgemeine Losung ist die Summe dieser beiden partikuldren Lé-
sungen, eine jede noch multipliziert mit einer willkiirlichen Konstanten.
Ganz dhnliche Resultate liefert die zweite Gleichung (8). Durch Ein-
setzen der beiden Wurzeln erhilt man fir die Gleichungen (8) als all-
gemeine Liosungen

— V=1kt V=1t
(10) :s c,e + cye ,

§ = c,'eFt 4 ¢cy'e*t,
WO ¢y, Cy, ¢;" und ¢,’ die Integrationskonstanten sind.
Es sei s = sy und Zi = s’y fiir £ = 0. Dann folgt
So = €; + Cy,
So=2¢ +¢5.
Die Ableitungen von (10) sind

Zi =c¢, YV —1keV-1¥t _¢, )/ 1 ke-V-1k¢,

ds

e = c'kekt — c)'ke—*t,

Aus Z; = s, fur ¢ = 0 ergibt sich daher

{ e V—1k —cV — 1k =s,,

'k —c'k=sy.

Folglich hat man fiir die Integrationskonstanten die Werte

o= (°+ k]/—l)

2 (v
o= 3 (ot ),
(o)

Die allgemeinen Losungen nehmen daher die Gestalt an

Cy =

L 2 =

_ S (eV:l'“-i-e"V':l“) + (eV 1kt e-y'-i'kt),

2kV—1

(11) ,
s = 320 (€%t + e—*t) 4 ;ok_ (eFt — e~ k),
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Diese Ausdriicke lassen sich aber auch schreiben in der Form

§ = s, cos kt+ ;s;.;f sin kt,

§ = s, cosh kt + fl‘;,- sinh k.

Diese Losungsmethode zeigt die enge Beziehung zwischen den beiden
Fillen der Anziehungs- und AbstoBungskrifte viel deutlicher als die
anderen.

33. Die Kraft ist umgekehrt proportional zum Quadrat der Entfernung.
Wir betrachten jetzt den Fall, wo die Kraft umgekehrt proportional ist
zum Quadrat der Entfernung vom Anfangspunkt 0; sie sei wieder nach
diesem hin gerichtet. Fiir die Lagen auf der positiven Seite vom An-
fangspunkt O (rechts von 0) nimmt alsdann die Geschwindigkeit mit der
Zeit ab und zwar fiir jede der beiden Bewegungsrichtungen. Man erhélt
daher auf der rechten Seite von O eine negative, und ebenso auf der
linken Seite von 0 eine positive Beschleunigung. Da aber k2 stets positiv
ist, so muB folglich die rechte Seite der Bewegungsgleichung in den
beiden Fiéllen mit verschiedenen Vorzeichen versehen werden. Der Ein-
fachheit wegen setzen wir die Masse des beweglichen Punktes gleich
eins. Dann lautet die Bewegungsgleichung fiir die simtlichen Lagen des
Massenpunktes auf der positiven Seite des Anfangspunktes 0

az k2
(12) Pt

Multipliziert man die beiden Seiten dieser Gleichung mit 2 3‘: und inte-

griert, so erhélt man

ds\2  2k?
a3) ) =" +o
.d .
Es sei d—: = vy und § = s, fiir ¢ = o, dann 1st
2
Cl = ’Uoz - 2‘k_,

8
und folglich geht die Gleichung (18) iiber in
ds 2kt |, 2k?
= * V”s"' + 00t — 8
Ist v,? —g—::—z<0 so gibt es eine endliche Entfernung s,, fiir welche 2;

verschwindet. Wenn der Massenpunkt die Stelle s, erreicht, so wird er
dort umkehren und in die entgegengesetzte Bewegungsrichtung iber-

2 k2 . .
gehen. Ist vy2 — > s =0, so verschwindet di fiir s = oo, d. h. wenn sich
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der Massenpunkt von 0 aus unbegrenzt fortbewegt, so da seine Ent-

fernung vom Anfangspunkt unendlich gro8 wird, so néhert sich seine
2

Geschwindigkeit dem Werte null. Ist v4% — 2{:— > 0,so0 verschwindet Z—st

niemals, d. h. wenn der Massenpunkt auch unendliche Entfernungen
erreicht, so nimmt seine Geschwindigkeit doch nie den Wert null an.

Es seivg? — '2}? <0 und Z_i = 0 fiir s = s,, dann folgt aus (13) die
Gleichung
(14) ds _ /27 /08
dt 8 §

Das positive Zeichen gilt fiir die Bewegungsrichtung vom Anfangspunkte,
das negative fiir die entgegengesetzte.
Diese Gleichung liB8t sich schreiben in der Form

d -

ihr Integral ist folglich

_— . (28 — 2
— Vs — s+ 52‘- arc sin (»f}—i’—) =4 V&: kt + c,.

1

Da s = s, fiir t = 0, so ergibt sich, da8
co = — V5180 — So? + %‘—arc sin (-2#3“6——3‘);
1

R o dn (£52%) —arsin (2]
+ V18— St — V$18 — 2= + V%kt.

Diese Gleichung bestimmt den Zeitpunkt, in welchem sich der Massen-
punkt an irgendeiner Stelle rechts von 0 befindet, deren Entfernung
s von 0 kleiner als s, ist. Fiir Werte von s gréBer als s, und fiir alle
negativen Werte von s enthilt sie imagindre Ausdriicke. Das besagt,
daB die Gleichung fiir diese Werte von s ihre Bedeutung verliert; in der
Tat sollten die Gleichungen (18) und (14) auch nur gelten fiir das
Intervall

0<s<sy.

Den Zeitpunkt T der Ruhelage erhidlt man, wenn man in Gleichung (15)
s = s, setzt; es ergibt sich der Wert

T, =— 5V 5 Vo — s — 5 (3)H[+ 3 —aresin (2~ %)].
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Die Zeit T',, die der Massenpunkt braucht, um den Weg von der Stelle
s = 8, bis zum Anfangspunkt O zuriickzulegen, wird erhalten, wenn man
in (15) s = 0 setzt; diese Zeit ist

—_— 3 —
Ty=— —;1; % V5180 — So2 — ;c (8—2’)7‘ [— —z—— arc sin (23"8 5‘»)]-

1

Fiir den Weg von der Ruhelage s = s; bis zum Anfangspunkt 0 braucht
daher der Massenpunkt die Zeit
3
(16) T=T—T, = 7 (3)*
34. Die Wurfhohe. Wenn man die Konstante ¢, aus den Anfangs-
bedingungen bestimmt, so 148t sich Gleichung (18) auch schreiben
ds\2 5 5 1 1
(31) —mt = — v =2k (g =)
Aus dieser Gleichung folgt, daf der absolute Betrag der Geschwindig-
keit nur abhéingt von der Entfernung des Massenpunktes vom Kraft-
zentrum (Anfangspunkt 0) und nicht auch von der Bewegungsrichtung.
Die groBte Entfernung s;, die der Massenpunkt erreichen kann, oder,

wenn man speziell die Fallbewegung betrachtet, die Wurfhohe, gerechnet
von 0 aus, erhilt man aus der Gleichung

11 _ De?

s, s, 2k2’
die sich fiir v = 0 ergibt. Rechnet man hingegen die Wurfhohe von
s = s, aus, wie es naturgemif} geschieht, wenn man den Wurf eines
Korpers von der Erdoberfliche aus betrachtet, deren Entfernung von
0 durch s, gegeben ist, so haben wir fiir diese Wurfhéhe die Formel
Vo2 892

52 =5 T 50 gpe s,

35. Die Entweichungsgeschwindigkeit. Wenn der Massenpunkt an
der Stelle s = s, die Geschwindigkeit null besitzt, so hat Gleichung
(18) die Gestalt

ds\2 1 1
(17 (1) =22 (5 —3,)-
Fillt der Massenpunkt aus unendlicher Entfernung, so ist s, unendlich
groB und die Gleichung reduziert sich auf
ds\2 2k
(18) (df) s

Aus den Ergebnissen des § 84 folgt aber, wenn der Massenpunkt von

einer Lage s aus in der positiven Richtung (Richtung nach oben) mit der
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durch Gleichung (18) definierten Geschwindigkeit emporgeworfen wird,
daB er bis zur unendlichen H6he emporsteigt. Das Anziehungsgesetz
nach Gleichung (18) ist aber das Newtonsche Gravitationsgesetz; daher
kann diese Gleichung benutzt werden fiir die Berechnung der Geschwin-
digkeit, welche ein Koérper besitzt, wenn er von unendlicher Héhe aus
auf der Oberfliche eines Planeten oder Satelliten oder der Sonne selbst
auffallt. Wenn umgekehrt der Korper mit dieser Geschwindigkeit von
der Oberfliche eines Korpers des Sonnensystems aus emporgeworfen
wiirde, so wiirde er eine unendliche Hohe erreichen. Dabei ist aber in
beiden Fillen Voraussetzung, daBl der Korper nur der Anziehung des
einen Himmelskorpers unterliegt. In Wirklichkeit wiirde er der Ein-
wirkung der sdmtlichen Himmelskorper des Sonnensystems, vor allem
der Sonne selbst, unterworfen sein, und seine Bewegung daher im all-
gemeinen einen vollig anderen Verlauf nehmen.

36. Anwendung auf das Entweichen von Molekeln aus der Atmosphiire.
Nach der kinetischen Gastheorie sind die Volumen- und Druckverhilt-
nisse der gasformigen Koérper bedingt durch die gegenseitigen Zusammen-
stoBe der einzelnen Molekel, welche durchschnittlich sehr grofie Ge-
schwindigkeiten besitzen. Die Dichte der Erdatmosphiire und die GroBe
ihres Druckes von 760 mm lassen einen SchluB zu auf die hohe Ge-
schwindigkeit der Luftmolekeln und die groBe Hiufigkeit ihrer Zu-
sammenstofe. In einem bestimmten Gas besitzen unter festgesetzten
Bedingungen aber keineswegs alle Molekiile ein und dieselbe Geschwin-
digkeit; die Anzahl derjenigen, deren Geschwindigkeit von dem mitt-
leren Werte der Quadrate der molekularen Geschwindigkeiten abweicht,
nimmt jedoch sehr rasch mit zunehmender GréBe der Abweichung ab.
Theoretisch finden sich in allen Gasen die simtlichen Geschwindigkeits-
werte von null bis unendlich, die duBersten aber verschwindend selten
gegeniiber den anderen. Bei konstantem Druck sind die Geschwindig-
keiten direkt proportional der Quadratwurzel aus der absoluten
Temperatur und umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus dem
Molekulargewicht.

Da in allen Gasen die simtlichen Geschwindigkeiten auftreten, so
miiBte die Lufthiille der Himmelskorper Molekeln enthalten, deren Ge-
schwindigkeit groBer ist als die in § 85 definierte Entweichungs-
geschwindigkeit. Wenn solche Molekel an der oberen Grenze der At-
mosphire eines Himmelskorpers sich von diesen entfernen, so werden
sie, ohne noch ZusammenstéB8e mit anderen Molekeln zu haben, endgiiltig
entweichen.!) Da die kinetische Gastheorie durch sehr beweiskriftiges

1) Diese Theorie riihrt von Johnstone Stoney her, Trans. Royal Dublin Soc.,
1892.
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Beobachtungsmaterial gestiitzt ist, und da im Falle ihrer Giiltigkeit einige
Molekiilesichsicher mit Geschwindigkeiten bewegen, die die Entweichungs-
geschwindigkeit noch iibertreffen, so besteht die Wahrscheinlich-
keit, daBl die Atmosphéren der simtlichen Himmelskérper eine Versdung
erfahren; in den meisten Fillen ist dies aber ein duBerst langsamer
Vorgang, welcher zudem einen gewissen Ausgleich durch die Ansamm-
lung von meteorischen Massen und atmosphérischen Molekeln anderer
Himmelskorper erfihrt. In den oberen Schichten der Lufthiillen, von
denen allein die Molekiile entweichen kénnen, herrschen niedrige Tempera-
turen, wenigstens auf planetarischen Korpern dhnlich der Erde, und hohe
Geschwindigkeiten sind daher in ihnen selten. Wenn der mittlere Wert
der Quadrate der Geschwindigkeiten so gro8 oder groBer wire als die
Entweichungsgeschwindigkeit, so wiirde die Verédung ein verhiltnis-
miBig schneller Prozef sein. In diesem Falle wiirden sich Elemente
oder Verbindungen von geringem Molekulargewicht duBerst schnell im
Weltall verlieren, und daher kann man immerhin als sicher annehmen,
daB es Massenteilchen gibt, die schnell entweichen, wihrend andere
freilich in starkem MaBe zuriickgehalten werden.

Wie die Entweichungsgeschwindigkeit von der Oberfliche einer Kugel,
welche eine anziehende Wirkung ausiibt, von deren Masse und Radius
abhingt, soll jetzt untersucht werden. Die Masse einer Kugel ist direkt
proportional dem Produkt aus ihrer Dichte und der dritten Potenz
ihres Radius. Die GroBe k2, der Wert der Anziehungskraft in der Ent-
fernung eins, ist seinerseits zur Masse direkt proportional. Folglich er-
gibt sich aus (18), da die Entweichungsgeschwindigkeit auf der Ober-
fliche eines Himmelskorpers direkt proportional zu dem Produkt aus
ihrem Radius und der Quadratwurzel aus ihrer Dichte ist. Dichte und
Radius eines Korpers des Sonnensystems driickt man fiir gewShnlich
in Werten der Dichte und des Radius der Erde aus; daher la8t sich
die Entweichungsgeschwindigkeit leicht fiir einen jeden Himmelskorper
bestimmen, nachdem man sie fiir die Erde selber bestimmt hat.

Ist R der Erdradius, und ¢ die Schwerebeschleunigung auf ihrer Ober-
fliache, so folgt

ke

(19) P= g
Wenn man den Wert von k2 aus dieser Gleichung in (18) einfiihrt, so
wird der Ausdruck fiir das Quadrat der Geschwindigkeit
(fi}? o uB
dt) - s
Fiir s = R sei Z; = V, dann ergibt sich folglich
V2 =2¢gR.
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Nimmt man die Sekunde als Zeiteinheit und das Meter als Léngeneinheit,
soist R = 6871000 und ¢ = 9.8094.1) Einsetzung dieser Werte in
die letzte Gleichung und Ausfihrung der Rechnung liefert fiir ¥ den
Wert V = 11180 m/sec unter Benutzung der Werte fiir die Dichte und
die Radien der Planeten, die in Moulton, Introduction to Astronomy,
Chapter VIII, angegeben sind, erhédlt man die folgende Tabelle:

Himmelskoérper Entweichungsgeschwindigkeit
Brde............. 11180 m/sec
Mond ............ 2896
Sonne............ 618200
Merkur........... 3196
Venus ........... 10475
Mars ............ 5180
Jupiter........... 61120
Saturn........... 37850
Uranus .......... 23160
Neptun .......... 20830

Die Entweichungsgeschwindigkeit nimmt mit zunehmender Entfernung
vom Mittelpunkt des Planeten ab, so daB auch die Geschwindigkeit, die ein
Molekel besitzen muB}, um die Anziehungssphére des Planeten zu iiber-
winden, entsprechend abnimmt; dabei werden die Geschwindigkeiten
gewisser Molekeln durch die Zentrifugalkraft vergroBert, welche von der
Rotation des Planeten herriihrt.

Es entsteht nun die Frage, ob unter den auf den Oberfléichen der ver-
schiedenen aufgezihlten Himmelskorper herrschenden Bedingungen die
mittlerenMolekulargeschwindigkeiten der atmosphérischen Elemente klei-
ner oder groBer als die entsprechende Entweichungsgeschwindigkeit sind.

Man kann experimentell den Druck bestimmen, den ein Gas von ge-
gebener Dichte und Temperatur auf die Flacheneinheit ausiibt, und
hieraus den mittleren Wert der Geschwindigkeitsquadrate berechnen.
In der kinetischen Gastheorie wird gezeigt, da die Quadratwurzel aus
diesem mittleren Wert fir die Wasserstoffmolekel bei der Temperatur
0° C unter atmosphirischem Druck etwa 1700 m/sec betrigt. Unter
-denselben Bedingungen ist der Wert fiir Sauerstoff- und Stickstoff-
molekel etwa nur ein Viertel so groB.

Die Oberflichentemperaturen der inneren Planeten sind sicherlich auf
.den Teilen, welche meistens direkter Sonnenbestrahlung unterliegen,
hoher als 0° C, selbst wenn man die Wirme aus dem Innern der Planeten

1) Annuaire du Bureau des Long. g bezieht sich auf den Breitengrad von
Paris: 48°50’
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nicht beriicksichtigt. Die geologischen Anschauungen iiber die vulkani-
schen Vorgiénge auf der Erde machen es wahrscheinlich, da8 sie in ferner
Vergangenheit eine bedeutend héhere Temperatur besaB, und daB die
duBeren Planeten noch nicht bis zum festen Aggregatzustande abgekiihlt
sind. Offenbar waren die schwerst schmelzbaren Substanzen eine Zeit
lang im flissigen Zustande, woraus folgt, daBl sie eine Temperatur von
8000—4000° C hatten. Daher wird fiir sie die Quadratwurzel aus dem
mittleren Wert der Geschwindigkeitsquadrate sehrviel gréBer gewesensein
als der obige Wert fiir Wasserstoff, und wird diesen groBeren Wert wahr-
scheinlich fiir einen groBen Zeitraum beibehalten haben. Vergleicht man
diese Ergebnisse mit der Tabelle der Entweichungsgeschwindigkeiten, so
ist ersichtlich, daB der Mond und die inneren Planeten nach dieser Theorie
unméglich freie Wasserstoffmolekel und andere Elemente von kleinem
Molekulargewicht, wie Helium, in ihren Lufthiillen zuriickhalten konnten ;
beim Mond, Merkur und Mars muf} sogar hiufiges Entweichen von schwe-
ren Molekeln wie Stickstoff- und Sauerstoffmolekeln stattgefunden
haben. Das ist besonders wahrscheinlich, wenn die hoch erhitzten Atmo-
sphéren sich weit ausdehnten. Die duBeren Planeten und besonders die
Sonne konnten alle bekannten Erdelemente zuriickgehalten haben, und
man sollte nach dieser Theorie erwarten, daB diese Korper von ausge-
dehnten Lufthiillen umgeben sind.

Die beobachteten Tatsachen sind folgende: Der Mond hat keine irgend-
wie nennenswerte Atmosphére; Merkur hat eine duBerst diinne, wenn
sie iiberhaupt besteht; der Mars hat eine sehr viel diinnere als die Erde;
Venus vielleicht eine etwas dichtere als diese; andererseits sind die
#uBeren Planeten von ausgedehnten Lufthiillen umgeben.

37. Die Kraft ist proportional zur Geschwindigkeit. Wenn sich ein
Korper in einem widerstehenden Mittel bewegt, so ist er Kriften unter-
worfen, welche von seiner Geschwindigkeit abhingen. Versuche haben
gezeigt, daB innerhalb der Erdatmosphire der Widerstand bei einer
Geschwindigkeit von weniger als 3 m/sec sich nahezu mit der ersten
Potenz der Geschwindigkeit dndert, bei Geschwindigkeiten von 8 bis
800 m/sec nahezu mit der zweiten Potenz der Geschwindigkeit; und bei
Geschwindigkeiten von iiber 400 m/sec nahezu mit der dritten Potenz
der Geschwindigkeit.

(a) Als erstes betrachten wir den Fall, daB sich der Widerstand mit
der ersten Potenz der Geschwindigkeit dndert; die Bewegung erfolge
auf der Erdoberfliche in horizontaler Richtung unter der Einwirkung
von Kriften, welche nur von dem widerstehenden Mittel herriihren.
Alsdann lautet die Differentialgleichung der Bewegung

dzs ds
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wo k eine positive Konstante bedeutet, welche von den benutzten Ein-
heiten, von der Natur des Korpers und des widerstehenden Mittels ab-
hingt. Gleichung (20) ist eine lineare Differentialgleichung, auf welche
wir die allgemeine Losungsmethode anwenden konnen.

Setzt man das partikuldre Integral

s = e,

in (20) ein und dividiert durch e*‘, dann folgt

A2 + k24 = 0.
Die Wurzeln dieser Gleichung
M =0,
{ Ay = — k2

liefern das allgemeine Integral
[ s =0 + cpe™ ¥,

(1) l g': = — cykZe— k1,
Ist ';% = v, und s = s, fiir ¢t = 0, so lassen sich die Konstanten ¢, und c,
durch v, und s, ausdriicken, und man erhilt die Losung
(22) s =80+ 13 — pee ¥

(b) Der Widerstand éndere sich wieder mit der ersten Potenz der Ge-
schwindigkeit, die Bewegung erfolge jetzt aber in vertikaler Richtung.
Bei positiver Bewegungsrichtung (Richtung nach oben) hat man eine
positive, infolge des Widerstandes abnehmende Geschwindigkeit und
folglich eine negative Beschleunigung. Die Differentialgleichung fiir die
aufwirts gerichtete Bewegung ist daher

dzs ds

(23) "dtz + k? (_l—t =—4g.
Ist die Bewegung abwirts gerichtet, so vergrofert der Widerstand die
negative Geschwindigkeit (die dem absoluten Betrage nach abnimmt)
und hat daher in diesem Falle eine positive Beschleunigung zur Folge.
Da aber die Geschwindigkeit in den beiden Fillen von entgegengesetztem
Vorzeichen ist, so gilt die Gleichung (28) auch fiir die abwirts gerichtete
Bewegung.

Gleichung (28) ist linear, aber nicht homogen, kann jedoch leicht mit
Hilfe einer Methode gelést werden, welche man als Variation der Para-
meter bezeichnet. Diese Methode ist fiir astronomische Probleme so
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wichtig, daB sie anldBlich des gegenwirtigen einfachen Problems be-
sonders eingefiihrt werden soll, was fiir die Losung der Gleichung (23)
nicht in dieser Vollstdndigkeit erforderlich wire. Zu diesem Zweck be-
trachten wir zunéchst die Gleichung

dzs ds
(24) an T F =0,

welche man aus (23) erhilt, indem man einfach das von s unabhingige
Glied unterdriickt. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist die in
(21) gegebene. Die Methode der Variation der Parameter oder der Kon-
stanten, besteht in der Bestimmung der Gré8en ¢, und ¢, als Funktionen
von tin der Weise, dafl die Differentialgleichung bei Hinzunahme des
Gliedes auf der rechten Seite erfiillt ist. Dies bedeutet aber nur eine
einzige Bedingung fiir die beiden GroBen ¢, und c,, einezweite kann daher
noch beliebig gewihlt werden.

Betrachtet man die GroBen ¢, und ¢, als Funktionen von ¢, so erhilt
man aus der ersten Gleichung (21) durch Differentiation

Z_i = k2c e~ ¥t 4 %ctl 4 e-k %?
Als zweite Bedingung fiir die GroBen ¢; und ¢, wihlen wir die Be-
ziehung
de,

g BCa
(25) ar te =0

welche den Ausdruck fiir 3; vereinfacht. Dann findet man

(26) B — Moo=t — fre-wedn
und Gleichung (28) liefert daher
de,
27) ky=—9
Hieraus und aus (25) folgt
de, g des g iy
T TR
(28)
6 —'—"lfz_t to, o= et tay,

wo ¢,’ und ¢,’ die neuen Integrationskonstanten sind. Setzt man diese
Werte von ¢; und ¢, in (21) ein, so erhilt man

’ 'y g g
(29) S =10 +0261t——k?t+7“—'
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Die Konstante]% kann natirlich mit der willkiirlichen Konstante ¢,’

zu einer einzigen zusammengezogen werden.

Der Ausdruck (29) ist das allgemeine Integral von (23), weil er die
beiden willkiirlichen Konstanten ¢,” und ¢,’ enthilt; in Gleichung (23)
eingesetzt, erfiillt er diese in ¢ identisch. Man bemerkt, daB der Teil
der Losung, welcher von ¢, und ¢, abhéngt, von derselben Form ist
wie die Losung von (20). Offenbar erhdlt man die allgemeine Losung
nach derselben Methode, wenn die rechte Seite von (23) — an Stelle
der Konstanten ¢ — eine bekannte Funktion von ¢ gewesen wire.

Fiir die Geschwindigkeit des Massenteilchens findet man aus (29)
den Ausdruck
(30) e e

Setzt man fir t = 0: s = s, und g;s = v, und fithrt diese Werte in
die Gleichungen (29) und (30) ein, so ergibt sich

s°=61’+62'+—1%~,
g ..
voz—kzcz'—p',

cl’ =S + 'Z‘; ’
und folglich

r_ g
6 = — e

Wenn man also die Konstanten aus den Anfangsbedingungen bestimmt,
so nehmen die Ausdriicke (29) und (30) die Form an:

R A I AL
(81)
i ft Gt )

Der Massenpunkt erreicht seine hochste Lage fiir % =0. Essei T

die Zeit, die er braucht, um diese Lage zu erreichen, und S — s, die
Hohe dieser Lage; dann findet man aus den Gleichungen (31)
pr 1 4 %
e 1+
o ke
S —sy= -1;05 — g‘ log (1 + g,g'i".) .
38. Die Kraft ist proportional zu dem Quadrat der Geschwindigkeit.
Bei der Geschwindigkeit eines starken Windes oder eines aus betricht-

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 4
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licher Hohe herabfallenden Korpers oder eines geworfenen Balles dandert
sich der Luftwiderstand sehr nahe mit dem Quadrat der Geschwindig-
keit. Es soll jetzt die Bewegung eines Korpers untersucht werden,
welcher senkrecht emporgeworfen wird und dabei dem EinfluB der
Schwerkraft und des Luftwiderstandes unterliegt, welcher mit dem
Quadrat der Geschwindigkeit sich éndert. Der Einfachheit halber soll
die Beschleunigung, welche von dem Luftwiderstand bei der Geschwindig-
keit eins herriihrt, gleich k?g gesetzt werden. Dann lautet die Differen-
tialgleichung der Bewegung fiir einen Korper von der Masse eins

a ds\?2
o =g ea

Diese Gleichung 148t sich in der Form schreiben

i+ 2)

S Y kg
ds\2 ’
L+ ()
ihr Integral ist
(38) arc tg (k %‘:—) =—kgt+ ¢,.

Wenn ‘f;t =1y und s = 0 fiirr ¢ = 0 gesetzt wird, so ist

¢, = are tg (kv,).

Fithrt man diesen Wert in (88) ein und nimmt auf beiden Seiten die
Tangenten, so ergibt sich

ds 1 wk—tg(kgt)
34 At~ k14 vk tg (kgt)

Diese Gleichung stellt die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit dar.
Multipliziert man Zihler und Nenner der rechten Seite von (34) mit
cos (kgt), so wird der Zihler die Ableitung des Nenners nach der Zeit.
Durch Integration erhilt man daher schlieBlich die Losung

(85) s = klz?] log [v,k sin (kgt) + cos (kgt)] + ¢, .

Aus den Anfangsbedingungen ergibt sich ¢, = 0. Diese Gleichung stellt
den zuriickgelegten Weg als Funktion der Zeit dar.

Die Gleichungen konnen so umgeformt werden, dafl die Geschwindig-
keit als Funktion des Weges erscheint. Gleichung (82) kann geschrieben
werden

d ds\?
acl#(a) )
ds\3

L+ (5y)

ds

= — 29k g »
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so daB ihr Integral lautet

Aus den Anfangsbedingungen folgt
=log (1 + k%,?).

Mithin ist
ds\2 1 2 1
(36) (35) = 7 @ + *ro e=2ore — 2.
Die gr6B8te Hohe S, welche der Geschwindigkeit Null entspricht, findet
man aus (36) zu
S = 2—973 log (1 + k%v,?).

Die Zeit T, welche erforderlich ist, damit der Korper die hochste Lage
erreicht, ergibt sich, wenn man in (34) - = 0 setzt, zu

T—r—garctg(v k),

Wenn der Korper fillt, so wirkt der Luftwiderstand in der entgegen-
gesetzten Richtung, das Vorzeichen des letzten Gliedes auf der rechten
Seite von (82) muBl daher umgekehrt werden. Dies 148t sich erreichen,
indem man k)/ —1 an Stelle von k schreibt (wenn man diese Anderung
durchgingig vornimmt, so gelangt man zu den richtigen Ergebnissen).
Um das Auftreten von imaginiren Ausdriicken zu vermeiden, tut man
besser, die Resultate in der Exponentialform anzugeben, anstatt in
der trigonometrischen Form wie in (34) und (85). Fiir die Anfangs-
geschwindigkeit v, = 0 erhilt man so die folgenden (84), (35) und (86)
entsprechenden Gleichungen:

ds 1 ekgt — eg—kgt
At~k ekst + e—kyt’
ekyt + e—kgt

@7 eI =,

(2)" = o (1 —e2ory.

IV. Aufgaben.
1. Man beweise, daf} die Gleichung
dis .. s
diz Vs® ’
wo die positive Quadratwurzel von s zu nehmen ist, fiir das Problem § 33 giiltig
ist, wobei sich der Massenpunkt auf der positiven wie auf der negativen Seite von
0 befinden kann. Man integriere diese Gleichung.

4*
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2. Man setze in Gleichung (23) s =s§" — lgz t, fuhre die direkte Integration

aus und zeige, dal man so zu demselben Resultat gelangt wie durch Variation
der Parameter.

3. Man finde die Gleichungen (37) durch direkte Integration der Differential-
gleichungen.

4. Ein Massenteilchen bewegt sich von der Ruhelage aus unter dem Einflu
einer AbstoBungskraft, welche umgekehrt proportional ist zu dem Quadrat der
Entfernung vom Anfangspunkt 0; man driicke fiir einen bestimmten Augenblick
Geschwindigkeit und Zeitlinge durch den zuriickgelegten Weg aus.

R So
5 2 —88+8—
11 V 2 s Vei—so 2
5 cop—oke (T 1), K|/ Li=vsi= So S 2,
Lésung: v =2k (SD s) s.,t V's*—so5+ o 108 5
2
5. Man bestimme die Grenzgeschwindigkeit in bezug auf die Sonne fiir ihre Ent-
fernung von der Erde.

L6sung: 42220 m/sec.

6. Ein Massenpunkt bewegt sich unter dem EinfluB einer Anziehungskraft,
welche direkt proportional zur Entfernung vom Anfangspunkt 0, und eines Wider-
standes, welcher direkt proportional zur Geschwindigkeit ist; man integriere die
Differentialgleichung mit Hilfe der allgemeinen Losungsmethode fiir lineare Diffe-
rentialgleichungen.

Losung: Ist k2 der Proportionalititsfaktor fiir die Geschwindigkeit und I2 fiir
die Entfernung, so lauten die Lsungen

s=cehttceht,
— k4 V%i‘;.’}i'l‘z
}.! = — = 2__'_- oy
wo i,
ke Yk -4l

dy= A

Man diskutiere im einzelnen die Lésung und ihre physikalische Bedeutung, wenn
(a) k* — 412 < 0, (b) k* —412 =0, (c) k* —412 > 0.

7. Zu den Kriiften der Aufgaben 6 moge noch eine Kraft ue ¢ hinzukommen;
man fiihre die Losung aus mit Hilfe der Variation der Parameter und diskutiere die
Bewegung des Massenpunktes.

8. Man entwickle die Methode der Parametervariation fiir eine lineare Differen-
tialgleichung dritter Ordnung.

9. Fiir k2 = 0 definiert Gleichung (23) die Fallbewegung. Man beweise, dal der
Grenzwert der Lisungen (31) und (35), wenn k2 gegen Null konvergiert,

§=5, + Vot — % gt* ist.

39. Die parabolische Bewegung. Eine Reihe von Problemen erfordern
mathematische Losungsmethoden, welche den bisherigen dieses Kapitels
ahnlich sind, obwohl sie sich nicht auf geradlinige Bewegung beziehen.
Wegen dieser Ahnlichkeit in der analytischen Behandlung soll hier nur
eine kurze Diskussion dieser Probleme gegeben werden.
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Ein Kérper bewege sich unter dem Einfluf einer konstanten, abwirts
gerichteten Vertikalkraft; es soll seine Bahnkurve bestimmt werden,
wenn er in beliebiger Weise emporgeworfen wird. Die Bewegung wird
in einer Ebene erfolgen; diese Ebene sei die zy-Ebene, und die positive
y-Achse sei vertikal nach oben gerichtet. Alsdann lauten die Differen-
tialgleichungen der Bewegung
arz
dte
d2
aw=—9

=0,
(38)

Da diese Gleichungen voneinander unabhingig sind, so kénnen sie fiir
sich integriert werden, und liefern

r=at+ ay,

y=_go—tz+blt+bzn

Setzt man fiir den Zeitpunkt ¢ =0, 2 =y =0, %‘;5 = 1, COS ¢,
dy _

37 = o sin @, wo @ den Winkel zwischen der Anfangsrichtung und der

Horizontalebene (Abgangswinkel) und v, die Anfangsgeschwindigkeit
bedeuten, dann ergeben sich die Integra-

tionskonstanten zu y
a, = v, Cos a, a, =0,
b, = v, sin a, by, =0;

und es folgt

T=19,c08¢a-t,

x
(39) 1 , 0
y=——g—2—+vosma-t. Fig. 6. N\
Durch Elimination von ¢ aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir
die Bahnkurve
gsec’a 2

(40) y=otga— 5

Diese ist also eine nach unten offene Parabel (mit vertikaler Achse).
Man kann ihre Gleichung auch schreiben

Vo . 2 20,2 v,28in% a
T — 7 sin@cos @) = — —— 2 — —_ ).

Verschiebt man also die Parabel parallel mit sich selbst, bis ihr
Scheitel in den Koordinatenanfang hineinfiillt, so lautet ihre Gleichung

ot = —2py
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mit 2p als Parameter. Vergleicht man diese Gleichung mit der fiir die
Bahnkurve des geworfenen Korpers, so findet man fiir den Scheitel,
oder den hochsten Punkt, die Koordinaten

_ we? .
l Z=--sinacosa,
.
= " gin? a.
Y 2g

Die Entfernung der Direktrix vom Scheitel ist gleich dem vierten
Teil des Parameters. Die Direktrix hat daher die Gleichung

=, P _ v sin?a |, v?costa _ vyt
y=9+3 2g 8y — 2g

Fir die Geschwindigkeit erhilt man
d z\2 d y\2
v = (d—‘:) + (d?> =0 — 29Y.

Um den Ort zu finden, wo der geworfene Korper die Horizontalebene
wieder erreicht, setzt man in (40) y = O und erhélt dann eine in z
quadratische Gleichung, deren von null verschiedene Wurzel den ge-
suchten Ort liefert; sie hat den Wert

20,2 . v, .
w=—g—°smacosa=—°—sm2a.

Hieraus folgt, da man bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit die grofBte
Wurfweite fiir den Abgangswinkel o = 45° erhalt. Aus (89) ergibt
gich fir die Horizintalgeschwindigkeit v, cos @ und folglich fiir die Flug-

zeit der Wert 2% sin «. Unter den gegebenen Anfangsbedingungen ist

diese also direkt proportional zum Sinus des Abgangswinkels.
Den Abgangswinkel fiir eine gegebene Wurfweite findet man durch
Auflésung der Gleichung

D2 .
x=a=?sm2a

nach ¢. Fir a > v—;f besteht keine Losung. Fir a < vl ergeben sich

zwei Losungen «, die von dem Werte (a = 45°) fiir die groBte Wurf-
weite um gleiche Betrige abweichen.

Die obige Untersuchung beriicksichtigt nicht die Anderung der Schwer-
kraft mit der Hohe iiber der Erdoberfliche, dié Kriimmung der Erd-
oberfliche und den Luftwiderstand. Fiir Korper von groBem spezifi-
schem Gewicht in der Nahe der Erdoberfliche liefert sie jedoch bei
kurzen Wurfweiten Resultate von ziemlicher Genauigkeit. Nimmt man
jetzt die Richtung der Schwerbeschleunigung nach dem Erdmittel-
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punkt hin und setzt die Schwerkraft umgekehrt proportional zum
Quadrat der Entfernung vom Erdmittelpunkt, so stellt die Bahnkurve
eine Ellipse dar, deren einer Brennpunkt mit dem Erdmittelpunkt
zusammenfillt. Das soll im nichsten Kapitel gezeigt werden.

V. Aufgaben.

1. Man beweise den folgenden Satz: Wenn die Beschleunigungen parallel zur
z- und y-Achse konstant sind, so ist die Bahnkurve des Kérpers unter beliebigen
Anfangsbedingungen eine Parabel.

2. Die Richtung der Parabelachse in Aufgabe 1 soll durch die konstanten Kom-
ponenten der Beschleunigung ausgedriickt werden.

8. Unter den Annahmen des Paragraphen 39 soll die Wurfweite OS auf einer
Geraden durch 0 gefunden werden, welche mit der z-Achse den Winkel 8 bildet
(S zweiter Schnittpunkt der Bahnkurve mit der Geraden).

4. Es ist zu zeigen, da8 die Wurfrichtung im Falle der gr6Bten Wurfweite auf
einer gegebenen Geraden g, welche durch die Anfangslage 0 hindurchgeht, den
Winkel zwischen der y-Achse und der gegebenen Geraden halbiert (d. h. diejenige
Wurfrichtung, fiir welche die Strecke OS ein Maximum ist, wo S den anderen
Schnittpunkt der Bahnkurve mit der Geraden g bildet).

5. Es ist zu zeigen, daBl der Ort der hochsten Punkte der Wurfparabeln, welche
den sidmtlichen Werten des Abgangswinkels a entsprechen, eine Ellipse ist, fiir
welche die groBie Achse den Wert 1—)"1, die kleine den Wert g—“z hat.

g g
6. Es ist zu zeigen, daB an einer Stelle der Wurfparabel der Korper die gleiche
Geschwindigkeit (absolut genommen) erlangen wiirde (wie bei seiner Wurfbewe-
gung), wenn er von der Héhe der Leitlinie herabfiele.

Die Sonnenenergie.

40. Arbeit und Energie. Wenn eine Kraft unter Uberwindung eines
Widerstandes einen Kérper fortbewegt, so sagt man, die Kraft leistet
Arbeit. Die GroBe der Arbeit ist bei geradliniger Bewegung proportional
dem Produkt aus der Kraft oder dem iiberwundenen Widerstande
und dem Weg, lings welchem sie wirkte. Im I'alle eines frei beweg-
lichen Korpers rithrt der Widerstand ausschlieBlich von der Trigheit
des Korpers her; wenn Reibung vorhanden ist, so liefert sie auBerdem
noch einen Anteil zum Widerstand.

Unter Energie versteht man das Vermogen, Arbeit zu leisten. Wenn
eine Arbeit von gegebener GroBe an einem frei beweglichen Koérper ge-
leistet wird, so erlangt der Korper einen Bewegungszustand, der ihn
befihigt, genau denselben Betrag an Arbeit selber zu leisten. Diesen
Zustand bezeichnet man als Bewegungsenergie oder kinetische Emergie.
Wenn die Bewegung des Koérpers durch Reibungskrifte verzogert wird,
so wird ein Teil von der an dem Korper geleisteten Arbeit zur Uber-
windung der Reibungskrifte verbraucht; in diesem Fall kann daher der
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Korper selber nur soviel Arbeit leisten, als nétig war, um ihn in seinen
Bewegungszustand zu versetzen. Etwa bis zum Jahre 1850 wurde all-
gemein angenommen, daB die zur Uberwindung der Reibung aufgewandte
Arbeit zum Teil oder vielleicht ganz verloren wire. Mit anderen Worten,
man war der Ansicht, daBl der gesamte, in einem einzelnen System auf-
gespeicherte Betrag an Energie allmihlich in Nichts verschwinden
koénne. Indessen machte man die Beobachtung, daB Reibung je nach
den Umstdnden Wirme, Schall, Licht, Elektrizitit usw. erzeugt, daB
diese AuBerungen der Energie von derselben Natur wie die urspriinglich
betrachteten sind und sich nur in der Form von ihr unterscheiden. Es
wurde dann nachgewiesen, dal in jedem Falle diese anderen Energie-
formen zusammen von demselben Betrage sind, wie der Verlust an jener.
Die glinzenden Versuche von Joule u. a. Mitte des neunzehnten Jahr-
hunderts haben mit groBer Sicherheit bestitigt, daB der Gesamtbetrag
an Energie durch Umwandlungen keine Verinderung erfihrt und stets
von derselben Grofle ist. Dieses Prinzip, welches unter dem Namen
Prinzip der Erhaltung der Energie bekannt ist, gehort, wenn es sich fiir
das gesamte Weltall als giiltig erweist, zu den Entdeckungen von gréBter
Allgemeinbedeutung, welche die Naturwissenschaften in den letzten
hundert Jahren hervorgebracht haben.l)

41. Die GroBe der Arbeit. Es soll jetzt die GroBe der Arbeit bestimmt
werden, welche eine nach dem Newtonschen Gesetz wirkende Kraft an
einem frei beweglichen Korper leistet, wenn derselbe um eine bestimmte
Strecke verschoben wird. Bezeichnet m die Masse des Korpers und k2
eine von der Masse des anziehenden Korpers und den angewandten
Einheiten abhingige Konstante, so ist

dzs k2m
(41) maE ==

Das Glied auf der rechten Seite bedeutet die GroBe der Kraft, welche
an dem Korper angreift. Nach dem dritten Newtonschen Gesetz ist
diese numerisch gleich der Reaktionskraft oder dem Trigheitswider-
stande. Die an dem Korper auf dem Wegelement ds geleistete Arbeit ist
daher ds ktm
My ds=—",ds=dW,

wobei die Richtungen der Kraft und des Wegelementes zusammen-
fallen. Um die Arbeit zu finden, welche die Kraft auf dem Wege von
s =8y bis s =s; (s Weglinge) an dem Korper leistet, integriert man
diesen Ausdruck zwischen den Grenzen s, und s,. Dies ergibt

1) Herbert Spencer betrachtet dieses Prinzip als Axiom und setzt seine An-
sichten hieriiber in seinem First Principles, part II., chap. VI auseinander.
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m (ds\2 m (ds,\2 1 1

5 (at) =5 (@) =wn ()
(auch fiir krummlinige Bewegung, falls an jeder Stelle der Bahnkurve
die Richtungen der Kraft und der Tangente zusammenfallen). Setzt
man die Anfangsgeschwindigkeit gleich null, so ist die kinetische Energie
an der Stelle s, gleich der an dem Korper von s, bis s, geleisteten Arbeit
W, fiir welche man erhilt

m (ds;\2 1 1

42) w=3 () = (=)

dt s, S

Unter dieser Voraussetzung, daBl der Massenpunkt am Anfang der
Bewegung keine kinetische Energie besitzt, ist also das Vermégen des
Punktes, Arbeit zu leisten, an der Stelle s, gleich dem Produkt aus der
halben Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit. Fillt der Massen-
punkt aus unendlicher Hohe herab, so daB also s, unendlich gro8 ist,
so ergibt sich fir die kinetische Energie der Wert

m (ds;\2  k*m
(48) 3 (a) =%
Wird der Fall des Korpers, etwa beim Auftreffen auf dem Boden, plotz-
lich gehemmt, so verwandelt sich seine kinetische Energie in andere
Energieformen, so z. B. in Wéirme. Man hat experimentell gefunden,
daB ein Korper von 1 kg Gewicht, welcher in der Nihe der Erdoberfliche
einen Raum von 425 m?!), unter dem Einfluf der Erdanziehung herab-
tillt, beim Auftreffen eine Wiarmemenge erzeugt, die hinreicht, um die
Temperatur von 1 kg Wasser um einen Grad Celsius zu erhohen. Diese
Wirmemenge bezeichnet man als Kalorie.?) Die durch Fall erzeugte
Wirmemenge ist also proportional zu dem Produkt aus dem Quadrat
der Geschwindigkeit und der Masse des beweglichen Korpers. Bedeutet
daher @ die Anzahl der Kalorien, so folgt

(44) Q = Cmv2

Es sei m in Kilogramm und v in Metern pro Sekunde ausgedriickt.
Um die Konstante C zu bestimmen, setzen wir ¢ und m gleich eins; die
Geschwindigkeit ist dann diejenige, welche der 425 m herabfallende
Korper erlangt. Nach § 80 hat man fir die Fallbewegung

{ s = _%gtz’
v = —gt.

1) Joule fand 428, 5; Rowland 427, 8. Wegen Versuchsergebnissen und
Literaturangaben siehe Preston, Theory of Heat, p. 594.

2) Ein Tausendstel von dieser Einheit, welche man verwendet, wenn man an-
statt des Kilogramms das Gramm benutzt, wird auch als Kalorie bezeichnet.
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Elimination von ¢ aus diesen beiden Gleichungen ergibt
v? = 2gs.

Bei den angewandten Einheiten ist ¢ = 9,8094, und da s = 425 und
02 = 8338 ist, so folgt aus (44) der Wert

1
C = %as5 -
Die allgemeine Formel (44) lautet alsdann
2

wo @ die Anzahl der Kalorien bezeichnet, wenn Kilogramm, Meter und
Sekunde als Einheiten der Masse, Linge und Zeit genommen werden.

42. Die Temperatur von Meteoren. Die Temperaturzunahme eines
Korpers ist bei passender Wahl der Einheiten gleich der Zunahme der
Kalorien dividiert durch das Produkt aus der Masse und der spezifischen
Wirme des Korpers. Wir nehmen den Fall, daB ein Meteor, dessen
spezifische Wérme gleich der Einheit ist (in Wirklichkeit ist sie wahr-
scheinlich sehr viel kleiner als die Einheit) auf der Erde mit einer ge-
gebenen Geschwindigkeit auftrifft; es soll seine Temperaturzunahme
berechnet werden, wenn der Meteor die gesamte beim Aufschlagen
erzeugte Wirmemenge aufnimmt. Die spezifische Wirmemenge wurde
so angenommen, dafB fir die Masseneinheit die Temperaturzunahme
numerisch gleich der Zunahme der Kalorien ist. Meteore erreichen die
Erde gewéhnlich mit einer Geschwindigkeit von etwa 40233 m pro
Sekunde. Setzt man daher in (45) v = 40238 und m =1, so findet
man T = @ = 194134 als Betrag der bei einem Korper von der Masse
eins erzeugten Kalorien, oder fiir die Anzahl der Grade, um welche die
Temperatur des Meteors sich erhoht. In Wirklichkeit wiirde ein groB8er
Teil der Wiarme auf die Atmosphire iibergehen; diese Wiarmemenge ist
jedoch von so ungeheurer Groe, dal trotzdem nicht zu erwarten steht,
dafl selbst die groBten Meteore sich bis zu ihrer Ankunft auf der Erde
halten koénnen.

Nach den Ausfithrungen des § 36 wiirde beim Fall aus unendlicher
Hohe ein Meteor die Sonnenoberfliche mit einer Geschwindigkeit von
ungefihr 618 km/sec erreichen. Die hierbei erzeugte Wirmemenge wiirde
daher (%7)2 oder 289 mal so grofB sein als beim Auftreffen des Meteors
auf der Erde. Daraus folgt, da8 ein Kilogramm beim Herabfallen auf
die Sonne 45815624 Wirmeeinheiten erzeugen wiirde.

43. Die meteorische Theorie der Sonnenenergie. Wenn man bedenkt,
was fiir eine ungeheure Anzahl von Meteoren (nach H. A. Newtons?)

1) Mem. Nat. Acad. of Sci., vol. 1.
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Schiatzung ungefihr 8000000 tiglich) auf die Erde fallen, so liegt es
nahe, anzunehmen, dafl die Anzahl derjenigen, die die Sonne treffen, so
groB ist, daB ihre Temperatur allein dadurch auf derselben Hohe erhalten
bleibt. Auf dieser Auffassung hat man in der Tat eine Theorie auf-
gebaut, um die Quellen der gewaltigen Wiarmemengen zu erkliren, welche
die Sonne durch Ausstrahlung verliert. In qualitativer Hinsicht ist
diese Theorie fraglos richtig, es bleibt nur ihre quantitative Seite zu
priifen.

Wir nehmen an, daB die Sonne in jeder Richtung gleiche Wirme-
mengen ausstrahlt und von einer gleichen Anzahl von Meteoren getroffen
wird. Unter dieser Annahme ist fiir einen jeden Teil der Sonnenober-
fliche der durch Ausstrahlung verlorene Betrag an Wirme gleich dem
durch das Auftreffen der Meteore gewonnenen. Diejenige Warmemenge,
welche die Erde durch Sonnenausstrahlung empfingt, verhilt sich dann
zu der gesamten von der Sonne ausgestrahlten Wiarmemenge wie der-
jenige Teil einer Kugeloberfliche, welcher vom Sonnenmittelpunkt aus
von dem Tangentenkegel an die Erdkugel projiziert wird, zu der ge-
samten Oberfldche der Kugel, deren Mittelpunkt mit dem Sonnenmittel-
punkt O zusammenfillt und deren Radius gleich der Tangentenlinge
von O an die Erdkugel ist (oder ndherungsweise gleich der Entfernung
der Erde von der Sonne). Diese beiden FlichengroBen verhalten sich
wieder wie derjenige Teil der Sonnenoberfliche, welcher von dem pro-
Jjizierenden Kegel ausgeschnitten wird, zu der ganzen Sonnenoberfliche.
Nun werden von der Erde genau ebenso viele Meteore abgefangen als
von jenem Sonnenoberflichenteil aufgefangen wiirden. Die Erde nimmt
daher einmal Warme auf durch ZusammenstoB jener Meteore mit ihr
selbst und unter den gemachten Annahmen noch auBlerdem soviel Wirme
durch die Ausstrahlung der Sonne, wie durch Zusammensto8 zwischen
dieser und der gleichen Anzahl von Meteoren entsteht.

Die Wirmemengen, welcher der Erde aus diesen beiden Quellen
zuflieBen, miissen sich also wie die Quadrate der Geschwindigkeiten ver-
halten, welche die Meteore beim Auftreffen auf Erde und Sonne besitzen.
Dieses Verhiltnis hat nach § 42 den Wert g5. Soll daher die meteorische
Theorie von der Erhaltung der Sonnenenergie zutreffen, so miite
die Erde durch Zusammensto8 mit Meteoren ;i; mal soviel Wirme
empfangen wie durch Sonnenausstrahlung. Da dieser Wirmebetrag sicher
millionenmal groBer ist als jener, welcher der Erde von den Meteoren
zugefithrt wird, so 148t sich die Theorie, daB8 der konstante Charakter
der Sonnenenergie allein von dem ZusammenstoB mit Meteoren her-
rithrt, nicht aufrechterhalten.

44. Die Kontraktionstheorie von Helmholtz. Die Arbeit ist propor-
tional zu dem Produkt aus der Kraft und dem Weg, auf welchem sie
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wirkt. Uber die Dauer des Bewegungsvorganges wird nichts ausgesagt;
es ist daher ohne EinfluB auf den schlieBlichen Energiebetrag, ob der
Korper den ganzen Weg ohne Unterbrechung fallend zuriicklegt oder
ob die Zuriicklegung mit irgendwelchen Unterbrechungen vor sich geht.
Wenn also ein Korper sich zusammenzieht, so 148t sich diese Bewegung
tir Energiebestimmungen als gleichbedeutend mit einer Aufeinander-
folge aller der Bewegungen betrachten, die die einzelnen Teile des
Korpers dabei ausfithren, und die darin bestehen, daB jedes Teilchen
eine sehr kurze geradlinige Strecke zuriicklegt, welche samtlich nach dem
Mittelpunkt des Korpers gerichtet sind. Kennt man daher das Ver-
dichtungsgesetz, so kann man die Warmemengen berechnen, die bei der
Zusammenziehung erzeugt werden.

Bei dem Versuch, die Erhaltung der Sonnenenergie zu erkldren, be-
nutzte Helmholtz 1854 diesen Gesichtspunkt zu ihrer Bestimmung.
Er nahm dabei an, daB die Zusammenziehung der Sonne in der Weise
erfolgt, daB ihre Homogenitit erhalten bleibt. Wenn auch diese An-
nahme sicherlich nicht zutreffend ist, so sind die Ergebnisse dennoch
von groBem Wert und geben einen recht deutlichen Begriff von den ohne
Zweifel tatsachlich vorhandenen Wirkungen der Zusammenziehung. Der
mathematische Teil der Theorie findet sich im Philosophical Magazine
1856, S. 516.

Wir betrachten eine homogene gasférmige Kugel mit dem Radius R,
und der Dichte . Ihre Masse sei M,. Ferner sei d M ein Massenelement
im Innern oder auf der Oberfliche der Kugel. R bezeichne den Abstand
des Elementes d M vom Kugelmittelpunkt und M die Masse der Kugel
mit dem Radius B. Alsdann besteht fir das Massenelement der Aus-
druck (§21)

(46) dM = o R?cos pdpdfdR.

Das Massenelement unterliegt den Anziehungskriften der ganzen
Kugel. Wie in Kapitel IV gezeigt wird, findet eine gegenseitige Auf-
hebung derjenigen Wirkungen statt, die eine Kugelschale auBerhalb des
Elementes auf dasselbe ausiibt, so da alle diese Kugelschalen fiir die
Bestimmung der Krifte, die an dem Element angreifen, auler Betracht
bleiben konnen. Jedes Element der unendlich diinnen Kugelschale,
welcher dM angehort, unterliegt der gleichen nach dem Mittelpunkt
hin gerichteten Kraft; folglich geniigt es, die Wirkung dieser ganzen
Kugelschale selber zu betrachten. Wir bezeichnen ihre Masse mit d M,;
sie wird gefunden durch Integration des Ausdrucks (46) nach 6 und ¢.
So ergibt sich fir dM, der Ausdruck

P Z
(47) dM,=aR2dRJ' / cos q)d(pld0=4noR2dR.
J |

J
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kM dM,
Rz
Bei der Zusammenziehung der Kugelschale d M, um die Strecke d R

wird daher eine Arbeit geleistet von der GriBe

kM
SR
Zieht sich die Kugelschale d M, von dem Radius C R bis zum Radius R
zusammen, wo C einen Faktor bedeutet, so ergibt sich die Arbeits-

leistung durch Intregration dieses Ausdrucks zwischen den Grenzen C R
und R; man findet

Die Kraft, welche an dem Element d M, angreift, ist gleich —

AW,=—dM dB.

W, = — dM,2M f _ MM (0 1),

S (2
Nun ist M = % o R®; fithrt man daher den Wert von dM, aus (47) ein
und setzt W, = dW, so folgt fir die an der Kugelschale geleistete Arbeit

AW = n202k2 ( 1) RYR.

Das Integral dieses Ausdrucks von O bis R, liefert den Gesamtbetrag
der Arbeitsleistung bei der Zusammenziehung der homogenen Kugel vom
Radius CR, bis zum Radius R,. Dieser Gesamtbetrag ist daher

w="1 5 2k2 - /R“dR—_r— n2o%k? . ( c 1—) RS,
oder
(48) w=2w(C5)
Fir lim C = oo erhilt man hieraus
(49) W= %%

Benutzt man Sekunde, Kilogramm und Meter als Einheiten und be-
rechnet k2 aus dem Werte von ¢ fiir die Erde, so ist nach Division
von W durch 23 das Resultat numerisch gleich der Warmemenge in
Kalorien, welche bei Umwandlung der gesamten Arbeitsleistung in diese
Energieform sich ergibt. Die Temperaturerh6hung T' des Korpers ist
gleich diesem Betrage dividiert durch das Produkt der Masse und der
spezifischen Wirme 7, also

-9 _ 2w
(50) T= nM, — 83387M,’
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oder, wenn der Wert fir W aus (48) in (50) eingesetzt wird,

_8k C-1 M, 2
(51) T=5""¢ "& %

Nach Definition ist k% die Anziehungskraft der Masseneinheit in der
Entfernung eins; ist daher m die Masse der Erde und r ihr Radius, so
folgt k2m

9=
Lost man nach k2 auf und setzt in (51) ein, so erhdlt man fiir T den
Ausdruck

(52) p_8C—1) r M 2

52C 'R, m  8338°

Geschieht also die Zusammenziehung des Kdorpers aus unendlichem
Umfang, so bewirkt die erzeugte Warmemenge eine Temperaturerhhung
T, welche in Celsiusgraden den folgenden Wert hat:

8 1 r M, 2g
(53) T= -y R m 8338
Wir setzen die spezifische Wirme gleich eins, also gleich derjenigen des
Wassers.!) Der Wert von g ist 9.8094, ferner ist

r2

o = 58178,
[ Mo _ 330000

m

Durch Einfithrung dieser Werte in (58) und Reduktion findet man
T = 27268000° Celsius.

Dieses Resultat besagt also folgendes: Wenn die Sonne eine Zusammen-
ziehung aus wunendlichem Umfang erleidet, wobei ihre homogene Be-
schaffenheit dauernd erhalten bleibt, so geniigt die erzeugte Wdarmemenge,
um eine Temperaturerhohung der gleichen Wassermasse von mehr als
27 Milltonen Grad Celsius zu bewirken.

Wenn man annimmt, daB die Zusammenziehung der Sonne nur aus
dem Umfange der Bahn des Neptun geschieht, so ergibt Gleichung (52)
einen Wert von T, welcher um g5 kleiner ist. Jedenfalls soll aber
nicht gesagt werden, daB ihre Zusammenziehung jemals aus so grofen
Umfangen in der besonderen angenommenen Weise vor sich ging; die
Ergebnisse sind aber trotzdem bedeutsam und werfen sehr viel Licht

1) Keine andere gewohnliche Erdsubstanz hat eine so hohe spezifische Wérme
wie eins, auBer Wasserstoffgas, dessen spezifische Wirme gleich 3,409 ist. Die
leichteren Gase der Sonnenatmosphire konnen auch hohe Werte haben.
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auf die Frage nach der Entstehung des Sonnensystems aus einem Nebel
von unendlicher Ausdehnung. Wenn die Zusammenziehung der Sonne
ihre einzige Energiequelle wire, wiirden diese Ausfithrungen zu bestimm-
teren Anschauungen iiber die obere Grenze des Alters der Erde fiihren.
Diese Begrenzung ist aber so klein, da8 sie sich nicht mit den Folge-
rungen vertrigt, die sich aus verschiedenen geologischen Gesichtspunkten
ergeben; sie widerspricht auch durchaus dem Alter von gewissen Ura-
nium-Erzen, das man aus ihrem Prozentsatz an Bleigehalt berechnet
hat. Die neuere Entdeckung von gewaltigen subatomaren Energien,
welche bei dem Zerfall von Radium und mehreren anderen Substanzen
zutage treten, deutet hin auf das Vorhandensein von bisher nicht be-
riicksichtigten Energiequellen; das 1aBt die Vermutung aufkommen, da8
sich der Wirmevorrat der Sonne teilweise oder sogar zum groBen Teil
aus diesen Quellen erginzt. Gegenwirtig lassen sich keine bestimmten
Grenzen fiir das Alter der Sonne ansetzen.

Die Beobachtungen von Abbott haben gezeigt, dal, gleiche Sonnen-
ausstrahlung in jeder Richtung vorausgesetzt, durch die jahrliche Strah-
lungswirme die Temperatur einer Wassermasse, die derjenigen der Sonne
gleich ist, um 1.44 Grad Celsius erhoht wurde. Um daher zu finden, wie
groB die Zusammenziehung der Sonne bei ihrem jetzigen Umfang sein
muB, damit geniigend Wirmemengen erzeugt werden, um die gegen-
wirtige Ausstrahlung 10000 Jahre zu unterhalten, setze man in (52)
den Wert 14400 firr T ein und lose nach C auf. Durch Ausfithrung der
Rechnung erhilt man C = 1.000528.

Dies bedeutet also: Die Sonne wiirde bei der Verkiirzung ihres jetzigen
Durchmessers uwm etwa ein Viertausendstel geniigend W drmemengen er-
zeugen, um thre gegenwdirtige Ausstrahlung 10000 Jahre zu unterhalten.

Der mittlere scheinbare Sonnendurchmesser betragt 1924", also wiirde
eine Verkiirzung ihres Durchmessers von 0.000528 eine scheinbare
Anderung von nur 1.”0 bewirken; diese GréBe ist aber viel zu klein
fiir die jetzigen Beobachtungsmethoden. Benutzt man die tiblichen
Lingeneinheiten, so findet man, daf3 eine Verkiirzung des Sonnenradius
um 36.8 Meter jihrlich die gegenwirtige Ausstrahlung decken wiirde.

VI. Aufgaben.

1. Nach dem neuen Werk von Abbott, Smithsonian Institution, wiirde eine
Fliche von 1 gm bei senkrechtem Auffallen der Sonnenstrahlen in Erdentfernung
19.5 Kalorien in der Minute aufnehmen. Der durchschnittliche Betrag, den 1 gm
auf der Erdoberfliche aufnimmt, verhilt sich zu dieser GroBe wie die Fliache eines
Kreises zu der Oberfliche einer Kugel von demselben Radius, oder wie 1 zu 4.
Die Erdoberfliche empfingt daher durchschnittlich 5 Kalorien pro qm in einer
Minute. Wieviel Kilogramm von meteorischer Masse miiten mit einer Geschwin-
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digkeit von 40233 m/sec auf der Erde auftreffen, um ;l; von diesem Wirme-
betrage zu erzeugen ?

Lésung: 0.0000001091 kg.

2. Wieviel Pfund (1 Pfund = 453.6 g) miilten zu diesem Zwecke (siehe Auf-
gabe 1) tiglich jede Quadratmeile (1 Meile = 1.6093 km) im Durchschnitt treffen ?
Wieviel Tonnen (1 Tonne = 1016.0475 kg) die ganze Erde?

Lésung: 897 Pfund

88360000 Tonnen.

8. Man bestimme die Arbeitsleistung bei der Zusammenziehung einer Kugel,
wenn das Verdichtungsgesetz ¢ = 3}— ist.
C— C—1\ Mg
—_— 222 ( T o —_
Losung: W =16n2k?] ( c ) Ro_k( c ) B, ’
oder -5 der geleisteten Arbeit, wenn die Kugel homogen ist.

4. Laplace nahm an, dafl der Widerstand einer Fliissigkeit gegen Zusammen-
driickung direkt proportional zu ihrer Dichtigkeit ist; auf Grund dieser Annahme
fand er, daB fiir das Verdichtungsgesetz eines kugelférmigen Korpers der Ausdruck

besteht
. R
Gsin (,u -;)
}? ’

a

o=

wo die Konstanten G und g von der stofflichen Beschaffenheit des Korpers ab-
hingen, und a der Radius der Kugel ist. Dieses Verdichtungsgesetz ist fiir die
Erde in Ubereinstimmung mit einer Anzahl von Erscheinungen, so z. B. der Pri-
zession der Aquinoktien. Man bestimme die Wirmemenge, die durch Zusammen-
ziehung aus unendlichem Umfang bis zum Radius R, erzeugt wird, wenn der
Kérper das Verdichtungsgesetz von Laplace befolgt.

5. Die Erde mége eine Zusammenziehung von der Dichtigkeit 8.5 eines Meteoriten
bis zu ihrer gegenwirtigen Dichtigkeit 5.6 erfahren. Man bestimme die Tempe-
raturerhéhung, welche die ganze Erde hierdurch erfahrt, wenn die spezifische
Wirme gleich 0.2 ist.

Lésung: T = 6520.5 Grad Celsius.

6. Man zeige, daB die Arbeitsleistung bei der Zusammenziehung eines homogenen
abgeplatteten Sphiroids aus unendlichem Umfang gleich

M arcsine
—_ Y 7
w k R .

ist, wo e die Exzentrizitit eines Meridians ist.

Geschichtliche Ubersicht und Literatur.

Die Gesetze der Fallbewegung bei konstanter Beschleunigung wurden von
Galilei und Stevinus erforscht und fiir viele Fille verinderlicher Beschleunigung
von Newton. Derartige Probleme sind verhiltnismi8ig einfach, wenn die ana-
lytischen Methoden angewandt werden, welche uns seit Newton dafiir zur Ver-
fiilgung stehen. Die parabolische Bewegung wurde von Galilei und Newton unter-
sucht.
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Zu der kinetischen Gastheorie scheint J. Bernoulli Mitte des 18. Jahrhunderts
die erste Anregung gegeben zu haben, ihre mathematische Behandlung wurde
zuerst von Clausius entwickelt. Maxwell, Boltzmann und O. W. Meyer
haben wichtige Beitrige geliefert, und neuerlich Burbury, Jeans und Hilbert.
Einige hauptséchliche Werke tiber die kinetische Gastheorie sind: Risteen, Mole-
cules and the Molecular Theory (beschreibendes Werk); L. Boltzmann, Gastheorie;
H. W. Watson, Kinetic Theory of Gases; O. E. Meyer, Die kinetische Theorie der
Gase; S. H. Burbury, Kinetic Theory of Gases; J. H. Jeans, Kinetic Theory of
Gases.

Die meteorische Theorie der Sonnentemperatur erhielt von R. Mayer die ersten
Anregungen. Die Kontraktionstheorie wurde zuerst von Helmholtz in Kénigs-
berg am 7. Februar 1854 in einer 6ffentlichen Vorlesung angekiindigt, und spiter
in Phil. Mag. 1856 veroffentlicht. Eine wichtige Abhandlung von J. Homer Lane
erschien in dem Am. Journ. of. Sci. July 1870. Die erzeugte Wirmemenge hingt
von dem Dichteverlauf der gasférmigen Kugel ab. Untersuchungen iiber
diesen Gegenstand bilden 16 Abhandlungen von Ritter in Wiedemanns Annalen,
Bd. V, 1878 bis Bd. XX, 1883; von G. W. Hill, Annals of Math., vol. IV., 1888;
und von G. H. Darwin, Phil. Trans., 1888. Das Studium der Originalabhand-
lungen ist nétig zum Versténdnis der Theorie der Sonnentemperatur. Subatomare
Energien werden in E. Rutherford, Radioactive Substances and their Radiations
behandelt.

Beweise fiir das hohe Alter der Erde findet man bei Chamberlin and Salis-
bury, Geology, vol. II. and vol. III., p. 418 u. folg.; wegen einer allgemeinen Er-
brterung iiber das Alter der Erde siehe Arthur Holmes, The Age of the Earth.

Drittes Kapitel.

Zentralkrifte.

45. Die Zentralkraft. Dieses Kapitel behandelt die Bewegung eines
Massenpunktes, an dem eine Anziehungs- oder AbstoBungskraft angreift,
deren Wirkungslinie stets durch ein und denselben festen Punkt hin-
durchgeht. Dieser feste Punkt wird das Kraftzentrum genannt. Das
soll aber nicht heiBen, da8 die Kraft von diesem Zentrum ausgeht, oder
daB es sich nur um eine einzige Kraft handelt, es ist nur gemeint, da
die Resultierende der simtlichen Krifte, die an dem Massenpunkt an-
greifen, stets durch diesen Punkt hindurchgeht. Die Kraft kann nach
diesem Punkt hin, sie kann aber auch von ihm fortgerichtet sein, oder
aber es kann zeitweise das eine, zeitweise das andere stattfinden. Sie
kann auch in irgendeinem Zeitpunkt verschwinden; fiir den Fall, da
die Kraft an einer Stelle unendlich groB wird, ist eine spezielle Unter-
suchung, auf welche hier nicht eingegangen werden soll, erforderlich,
um die weitere Bewegung zu verfolgen. Da in astronomischen und
physikalischen Problemen Anziehungskrifte am hiufigsten auftreten,
sollen sich die nachfolgenden Entwicklungen auf diese beziehen; den

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 5
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anderen Fall der AbstoBungskrafte erhdlt man einfach, indem man das
Vorzeichen des Intensitdtskoeffizienten der Kraft fir die Entfernung
eins dndert.

Den Koordinatenanfang verlegen wir in das Kraftzentrum ; die Strecke
vom Koordinatenanfang bis zum beweglichen Punkt heiit Radius-
Vektor. Die vom Massenpunkt beschriebene Kurve bezeichnet man
als seine Bahn. Die in diesem Kapitel behandelten Bahnen sind
ebene Kurven. Die Ebenen sind definiert durch die Lage des Kraft-
zentrums und die anféngliche Bewegungsrichtung. Die z y-Ebene machen
wir zur Bahnebene.

46. Der Flichensatz. Die nichste Aufgabe besteht darin, die all-
gemeinen Eigenschaften einer Bewegung abzuleiten, welche unter dem
EinfluB von Zentralkriften vor sich geht. Die erste von diesen Eigen-
schaften, welcher eine groBe Bedeutung zukommt, bildet der Flichen-
satz; er stellt den ersten Satz von Newtons Prinzipien dar und lautet:
»Wenn sich ein Massenpunkt unter dem Einflufs einer Zentralkraft be-
wegt, so beschreibt der Radius Vektor in gleichen Zeiten gleiche Flichen-
raume*. Fir diesen Satz liefert Newtonlden folgenden Beweis.

» Es bezeichne O das Kraft-

L s B zentrum; der Massenpunkt

N

bewege sich in der ersten Zeit-
.einheit von 4 nach B. Wenn
=>7" keine Kraft auf ihn einwirkdt,
7 erreicht er zufolge des ersten
Bewegungsgesetzes in der
zweiten Zeiteinheit die Stelle
4 C'(4 B=B(").Indem Augen-

blick, wo er die Stelle B pas-
siert, soll aber plotzlich eine nach dem Koordinatenanfang hin ge-
richtete Kraft auf ihn einwirken. Infolge dieser Kraft wiirde er in der
Zeiteinheit die Strecke Bb durchlaufen, wenn er sich nicht bereits in
Bewegung befinde. Nach dem zweiten Bewegungsgesetz legt er mithin
die Strecke BC, d. h. die Diagonale des Parallelogramms BbCC’ in
der Zeiteinheit zuriick. Ohne Kraftwirkung wiirde er in der nichsten
Zeiteinheit die Strecke C D’ durchlaufen (BC = CD’). In dem Augen-
blick, wo er C erreicht, soll aber eine andere plotzliche Kraft auf ihn
einwirken, die wieder nach dem Koordinatenanfang hin gerichtet ist.
Unter dem EinfluB dieser Kraft wiirde der Punkt ohne bereits vorhandene
Bewegung die Strecke Cc¢ in der Zeiteinheit zuriicklegen. Mithin bewegt
er sich wie vorhin lings der Diagonale des Parallelogramms und kommt
am Ende der Zeiteinheit in D an. Diese Betrachtung lift sich bis ins
Unendliche fortsetzen.

Fig. 7.
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Wegen Gleichheit von Grundlinie und Héhe haben die folgenden
Dreiecke gleiche Flicheninhalte:

04AB =0BC' =0BC =0CD’' =0CD = ete.

Folglich ist 0OAB =0BC =0CD =O0ODE usw. Das heifit aber, daBl
die in den aufeinanderfolgenden Zeiteinheiten iiberstrichenen Dreiecks-
flichen gleich sind; und folglich sind die Summen der in bestimmten
Zeitabschnitten @berstrichenen Dreiecksflichen zu diesen Zeitabschnit-
ten proportional.

Diese Uberlegung ist uneingeschrinkt richtig, so klein die Zeitab-
schnitte auch genommen werden. Die Bewegung mdge in einem be-
stimmten endlichen Zeitraum erfolgen. Die einzelnen Abschnitte der
Bahn mégen immer kleiner werden, und die Aufeinanderfolge der Kraft-
wirkungen immer dichter. Das Verhiltnis eines Bahnabschnittes zu
der zugehorigen Kraft moge stets einen endlichen Wert haben; alsdann
wird sich die gebrochene Linie mehr und mehr einer Kurve annihern.
Nehmen die Zeitabschnitte schlieflich den Grenzwert null an, so geht
die Folge der einzelnen diskreten Krifte in eine stetige Mannigfaltigkeit
von Kriften iiber, d. h. wir erhalten eine stetigp verinderliche Zentral-
kraft; an Stelle der gebrochenen Linie ergibt sich eine Kurve als Grenz-
gebilde. Wihrend des ganzen Grenzprozesses bleiben die vom Radius
Vektor in gewissen endlichen Zeitabschnitten iiberstrichenen Flichen
zu diesen Zeitabschnitten proportional. Daher besteht diese Proportio-
nalitit auch in der Grenze selbst, und das Theorem gilt auch fiir den
Fall einer stetig verdnderlichen Zentralkraft.

Man bemerkt indessen, dafl die Annahme einer stetig verinderlichen
Zentralkraft nicht erforderlich ist; die Kraft kann auch unvermittelt
die entgegengesetzte Richtung oder auch den Wert null annehmen,
ohne daB der Satz seine Giltigkeit verliert; der Fall, wo sie unendlich
grof} wird, ist jedoch auszuschliefen und einer besonderen Untersuchung
vorzubehalten.

Die lineare Geschwindigkeit in einem bestimmten Punkte der Bahn
ist umgekehrt proportional zu der Senkrechten, die vom Koordinaten-
anfang auf die Tangente in diesem Punkte gefillt ist; denn die in der
Zeiteinheit beschriebene Dreiecksfliche ist gleich dem halben Produkt
aus der Geschwindigkeit und jener Senkrechten und hat, wie oben be-
wiesen, stets denselben Wert.

47. Analytischer Beweis des Flichensatzes. Obwohl der Beweis des
§ 46 in geometrischer Sprache gefithrt wurde, so enthélt er doch die
wesentlichen Elemente des Infinitesimalkalkiils. So bedeutete das Ver-
fahren des Grenziiberganges im Grunde nichts anderes als das Problem
in Differentialgleichungen ausdriicken, und wenn verlangt wurde, daB

5‘
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die iiberstrichenen Flichen- und zugehorigen Zeitabschnitte ihre end-
lichen GroBenverhiltnisse beibehalten sollten, wihrend die zugrunde
gelegten Masseinheiten sich unbegrenzt der Null ndherten, so kam das
im wesentlichen einem Integrationsverfahren gleich. Die Behandlung
aller Probleme, die sich auf Bewegungen und verinderliche Krifte
beziehen, lauft im wesentlichen auf infinitesimale Methoden hinaus,
wenn dabei auch die Sprache der Geometrie angewandt wird. Unter-
suchungen in geometrischer Form mogen auf den ersten Blick leichter
erscheinen, sie sind aber durchweg von ganz spezieller Bedeutung und
fithren oft zu erheblichen fundamentalen Schwierigkeiten. Andererseits
148t sich der Infinitesimalkalkiil jenen Problemen vollkommen anpassen,
und wenn man ihn einmal beherrscht, so ist seine Anwendung verhéltnis-
miBig einfach und von groBer Allgemeinheit. Einige Probleme sollen
noch nach beiden Methoden behandelt werden, um ihre wesentliche
Ubereinstimmung zu zeigen und die Vorteile der analytischen zu ver-
anschaulichen.

Der bewegliche Massenpunkt moge die Beschleunigung f erfahren.
Es sei wieder vorausgesetzt, daB die Wirkungslinie der Kraft stets durch

einen festen Punkt hindurchgeht, den wir zum

Koordinatenanfang nehmen wollen.

Das Kraftzentrum sei mit O bezeichnet, und P
sei ein Punkt der Bahnkurve mit dem recht-
winkligen Koordinaten  und y und den Polar-

, koordinaten r und . Dann sind die Kompo-
" nenten der Beschleunigung nach der z- und
Fig. & y-Achse gleich f cos § und f sin 4, und die Diffe-
rentialgleichungen der Bewegung lauten
%=$f0080=¥f%—,
1) -

Yy__ : _ Y
w—ti—-:}:fSIHO—:[:f?-

Das negative Zeichen gilt im Falle einer anziehenden, das positive im
Falle einer abstoBenden Kraft.
Multipliziert man die erste Gleichung von (1) mit — y, die zweite
mit + z und addiert, so ergibt sich
dzy 3z 0.

Tap —Yau =
Integration dieses Ausdrucks liefert
dy dz
(2) z ar ) dat hr

wo h die Integrationskonstante bedeutet.
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Die Integrale von Differentialgleichungen fiithren im allgemeinen auch
dann zu wichtigen Séatzen, wenn die Losung nicht vollkommen durch-
gefiihrt ist; man wird sie daher zu diskutieren suchen, in welcher Form
man sie auch erhilt.

Beachtet man § 16, so kann man die Gleichung (2) schreiben

L4y gde_ 50 gdd

T Y ="a=2g ="
wo 4 die vom Radius Vektor iiberstrichene Fliche bezeichnet. Das Inte-
gral dieser Gleichung ist 4 _ 1ht + ¢

woraus hervorgeht, daB die iiberstrichene Fliche direkt proportional
zur Zeit ist. Das ist aber der Satz, der bewiesen werden sollte.

48. Umkehrung des Flichensatzes. Wir gehen jetzt aus von der
Annahme A =ct+
_— 1 02-

Durch Differentiation nach ¢ findet man
dA

at -
Diese Gleichung lautet in Polarkoordinaten
ae
277
= 2¢,
und in rechtwinkligen Koordinaten
x‘-h J = =2¢.
Differentiiert man diesen Ausdruck nach ¢, so findet man
d2 d*y
Tn — Y g =03
oder bz, dy_ =gx:
aetde — Y-

Das heift, die Beschleunigungskomponenten sind proportional zu den
Koordinaten; wenn also der Flichensatz gilt, so geht die Resultierende
der Beschleunigungen durch das Kraftzentrum hindurch.

Aus 7290 = 2, folgt 1 (r257) = 0. Mithin ist nach § 14 (19) die

Beschleumgung senkrecht zum Radius Vektor gleich Null; sie liegt also in
der Geraden, die durch den Koordinatenanfang hindurchgeht.

49. Winkel- und lineare Geschwindigkeit. Aus dem Ausdruck fir den
Flachensatz in Polarkoordinaten folgt

dao h
® =
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das heiBt, die Winkelgeschwindigkeit ist umgekehrt proportional zum
Quadrat des Radius Vektors.
Die lineare Geschwindigkeit ist
ds __dsdb _ ds h
dt— do dt — d6 r:
Bezeichnet p die Senkrechte vom Koordinatenanfang auf die Tangente,
dann ist nach der Differentialrechnung bekannt, daf

ds __r?
i~ p

Der Ausdruck fiir die lineare Geschwindigkeit wird daher
ds h

(4) it — p’

Das heiBt, die lineare Geschwindigkeit ist umgekehrt proportional zu der
Senkrechten vom Koordinatenanfang auf die Tangente.

Simultane Differentialgleichungen.

50. Die Ordnung eines Systems von simultanen Differentialgleichungen.
Gleichung (2) bildet ein Integral der beiden Differentialgleichungen (1),
welches die Bewegung des Massenpunktes erfiilllen muf. Wir stellen
die Frage, durch wieviel Integrale die vollstindige Lsung dargestellt
wird.

Die Anzahl der Integrale, welche die vollstindige Losung eines Systems
von Differentialgleichungen liefern, nennt man die Ordnung des Systems.
So ist z. B. die Gleichung

dnz

(5) am = ¢

von der nten Ordnung, weil n Integrationen erforderlich sind, um sie
auf eine Integralform zu bringen. Ebenso muf} die allgemeine Gleichung

n n—1
(6) ol + Fna ey 4+ G+ fo=0,
WO fu, ..., fo Funktionen von z und ¢ sind, nmal integriert werden,
um 2z als Funktion von ¢ auszudriicken; sie ist daher ebenfalls von der
nten Ordnung.

Eine Gleichung von der mten Ordnung lift sich auf ewn dquivalentes
System von n simultanen Gleichungen zurickfiihren, von welchen jede
von der ersten Ordnung ist. Um diesen Satz fir die Gleichung (6) zu
beweisen, setzen wir

dzx _dz, dxy_,,

=73y "= g4 e Tna = g
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woraus folgt

dzr
at e
dz,
ar T T
M da,
at = s
dz,_, fa—1 f1 fo
et Pl o — e — g 0
dt fa "7 fn ™t fa

Diese n simultanen Gleichungen erster Ordnung bilden ein System nter
Ordnung. Fithrt man eine Gleichung, oder ein System von Gleichungen,
auf die Form (7) zuriick, so bezeichnet man dieses Verfahren als Reduktion
auf die Normalform und das System selber als Normalsystem.

Zwei simultane Gleichungen von den Ordnungen m und = lassen sich
auf ein Normalsystem von der Ordnung m + n zurickfithren. Wir
nehmen die Gleichungen

am d
(8) ] fm gm + o+ higy =0,
dn d
I %—d*t,‘?»-% SR ol 2 le“f' ®o =10,

wo die f; und ¢; Funktionen von z, i und ¢ sind. Durch ein Substitutions-
verfahren, analog dem fiir die Reduktion der Gleichung (6) benutzten,
folgt, daB sie dquivalent sind dem Normalsystem

dzx
at = %o
_dg:m_l__...f?n—lzm_l ..._fl _fl;l— fo,
9 dt fm fm fm
(') d
Y
a_yl’
AdYn_ Pn—1 P1 Po
A Lt JENR LS ) -— e
\ dt Pn Yn- Pn Y ‘Pn’

welches in der Tat von der Ordnung m -+ n ist. Offenbar ist eine dhn-
liche Reduktion moglich, wenn jede Gleichung (8) Ableitungen der
beiden Variablen z und y nach t enthilt, wobei sie getrennt oder als
Produkte auftreten kénnen.

Umgekehrt lift sich ein Normalsystem von der Ordnung m im all-
gemeinen auf etne einzige Gleichung von der Ordnung n mit evner abhdngigen
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Variablen zuriickfiihren. Wir betrachten beispielsweise das System zwei-

ter Ordnung

dz
=7 = ’ ,t9
0) 2 =1, 9, 1)

1—— @(z, y, ).

Von diesen beiden Gleichungen differentiieren wir etwa die erste nach ¢

und erhalten

d*z ofdx , of dy , of
(11) a6 —ozdt Tayat T ot

Durch Elimination von y und 'Z—?{ aus den Gleichungen (10) und (11)

folgt eine Gleichung von der Form

a2z

(e ( ) =0
wo I" eine Funktion von z und e 1st Naturgemif konnen die Funk-
tionen f und ¢ so beschaffen sein, daB die Elimination von y und ¢ d :
groBle Schwierigkeiten bereitet.

Wenn das Normalsystem von der dritten Ordnung in den abhingigen
Variablen z, y und z wire, so wiirde man die erste und zweite
Ableitung von der ersten Gleichung und die ersten Ableitungen von
der zweiten und dritten Gleichung bilden. Diese vier neuen Glei-

chungen sind zusammen mit den drei urspriinglichen Gleichungen
sieben Gleichungen; aus ihnen konnen daher die sechs GréBen
dy dz d*y d2z
%% g an ™ gg
eine Gleichung von der dritten Ordnung in z allein. Dieses Verfahren
1aBt sich auf ein System beliebiger Ordnung ausdehnen.
Die Differentialgleichungen (1) lassen sich durch die Substitution

im allgemeinen eliminiert werden; dies liefert

= El-ic, Yy = d—- auf das Normalsystem von der vierten Ordnung
W W=

(12)
dy dy’

y
a=Y a=Tly

zuriickfithren. Daher ist zur vollstindigen Losung des Problems die
Bestimmung von vier Integralen erforderlich. Die Geschwindigkeits-
komponenten z’ und y’ spielen in dem Normalsystem (12) eine dhnliche
Rolle wie die Koordinaten, der Kiirze wegen sollen sie daher in Zukunft
hiufig selber als Koordinaten angesprochen werden.



Simultane Differentialgleichungen 73

51. Reduktion der Ordnung. Wenn man ein Integral eines Systems
von Differentialgleichungen bereits kennt, so gibt es zwei Methoden zur
Auffindung der vollstindigen Losung. Die tibrigen Integrale kénnen aus
den urspriinglichen Differentialgleichungen selber ohne Beriicksichtigung
des bereits gefundenen ermittelt werden, oder man kann mit Hilfe des
bekannten Integrals die Ordnung des Systems von Differentialgleichun-
gen um eins reduzieren. Dies soll im allgemeinen Falle nachgewiesen
werden. Wir betrachten das folgende System von Differentialgleichungen

dz
Tcl"t_!_— fi(@, o oey Ty B),
dz

(18) ] gp =@, <o Zay 1),
dz
S =fa(@1s oy Ta, D).

Es sei das Integral

F(z,, 29, . . ., Tn,t) = constant = ¢

bestimmt worden. Denkt man sich diese Gleichung nach z aufgelost,
so kann man das Resultat schreiben

Ty = '/’ (xl’ xZ! oy mn_l, c, t).

Durch Einsetzung dieses Ausdrucks fiir z, in die ersten n— 1 Gleichun-
gen (13) erhilt man

dzr
dt—l = @12y, ey Tnogs Oy H),
dz.
(14) 7{{2 = @a(Z1, « -y Tnoy, €, 1),
adz,_
\ ) d:_l - (pn—l(ml’ covy Loy O t)'

Das ist ein simultanes System von der Ordnung n—1, das von der
Variablen z, unabhingig ist.

Zusammenfassend liBt sich folgendes sagen: Die Ordnung eines simul-
tanen Systems von Differentialgleichungen ist gleich der Summe der
Ordnungen der einzelnen Gleichungen. Es sind fir Gleichungssysteme
verschiedene Darstellungen moglich, z. B. 1at sich ein System nter
Ordnung als eine einzige Gleichung von der nten Ordnung oder als ein
System von n Gleichungen der ersten Ordnung darstellen; die Integrale
lassen sich sémtlich aus dem urspriinglichen System selber herleiten oder
dadurch, daB die Ordnung des Systems jedesmal nach Bestimmung
eines Integrals reduziert wird. Bei mechanischen und physikalischen
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Problemen sind die Anschauungen wichtig fiir die Auffindung mathe-
matischer Methoden der Behandlung; es ist daher im allgemeinen vorteil-
haft, dafiir zu sorgen, dafl der Zusammenhang zwischen mathemati-
scher Darstellung und geometrischen oder physikalischen Verhéltnissen
nicht verlorengeht. Aus diesem Grunde ist es im allgemeinen auch
besser, keine Reduktion der Ordnung eines Gleichungssystems vorzu-
nehmen.
VIL. Aufgaben.

1. Es soll der geometrische Beweis der Umkehrung des Flachensatzes aufgestellt
und seine durchgiingige Ubereinstimmung mit dem analytischen Beweis dargetan
werden.

2. Der Satz von der Winkelgeschwindigkeit ist geometrisch zu beweisen.

8. Warum koénnen die Gleichungen (1) nicht einzeln integriert werden ?

4. Der Fliachensatz soll direkt aus Gleichung (2) ohne Verwendung von Polar-
koordinaten abgeleitet werden.

5. Im besonderen ist zu zeigen, daf ein Normalsystem von der vierten Ordnung
auf eine einzige Gleichung vierter Ordnung zuriickgefithrt werden kann, und um-

ekehrt.
¢ 6. Das Gleichungssystem (12) soll mit Hilfe des Flachensatzes auf ein solches
von der dritten Ordnung reduziert werden.

52. Das Integral der lebendigen Kraft. Die Beschleunigung sei nach
dem Koordinatenanfang hin gerichtet, so daB wir in den Gleichungen (1)
das negative Zeichen zu nehmen haben. Multipliziert man die erste

der Gleichungen (1) mit 2 qdlt:’ die zweite mit 2%? und addiert, so er-

gibt sich dzdzs dydy  2f/ dz , dy
2ap ar T 2 at __7(xdt + ydt)'
dy __dr,
at = Tae’
drzdwx d*ydy dr
—of 9.

somit erhalten wir Zﬁ_ﬁ gt T 2'dt2 =

a
o7t 4l 2%y

Es soll f nur von r abhingen, wie bei den meisten astronomischen und
physikalischen Problemen. Dann haben wir f = ¢ (r), und

d?zdz dydy _ dr
Zap at T 2ap e = 290 g4
Diese Gleichung besitzt das Integral
dx\2 d y\2
R LA

Wenn man also die Funktion ¢ (r) kennt, 148t sich das Integral der
rechten Seite ermitteln. Bezeichnet man das Integral mit @ (r), so

konnen wir schreiben
(16) 2= —29(r) +c.
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Fir den Fall, daBl @ (r), wie in physikalischen Problemen, eine ein-
deutige Funktion von r ist, folgt aus (16), wenn die Zentralkraft nur
von der Entfernung abhingt, daB die Geschwindigkeit in simtlichen
Punkten, die vom Koordinatenanfang gleich weit entfernt sind, den
gleichen absoluten Betrag hat. Ihre Grofe in irgendeinem Punkte hingt
daher nur von den anfinglichen Betrigen der Entfernung und Ge-
schwindigkeit ab, und nicht von der Gestalt der Bahnkurve. Da die
Gravitationskraft umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent-
fernung zwischen den anziehenden Korpern ist, so folgt, daB ein Kérper,
z. B. ein Komet, in einer gegebenen Entfernung von der Sonne die-
selbe Geschwindigkeit besitzt, sei es, daB er sich der Sonne nihert oder
sich von ihr entfernt.

Einige Fille, in welchen f eine Funktion der Koordinaten allein ist.

83. Die Kraft ist direkt proportional zur Entfernung. Wenn man von
den Gleichungen (1) weitere Integrale erhalten will, muB man f als
Funktion der Koordinaten kennen. Die Integration gestaltet sich be-
sonders einfach, wenn die Kraft direkt proportional zur Entfernung ist.
Bedeutet k% die Beschleunigung in der Entfernung eins, so ist f = k2r, und
man erhilt im Falle einer Anziehungskraft aus den Gleichungen (1) die
Beziehungen dex

= — k2z,
(17) o
ar =~ FY-

Diese Gleichungen besitzen die wichtige Eigenschaft, voneinander unab-
héngig zu sein, da die eine nur die Verinderliche z, die andere nur die
Verdnderliche y enthilt. Ferner bemerkt man, daf sie linear sind, und
ihre Losung daher nach den Methoden des § 82 gefunden werden kann.

Wenn z = z,, ‘fi‘: =Ty, Y = Yo, ‘23: =y, fir den Zeitpunkt ¢ == 0 ge-
setzt wird, so erhilt man die folgenden Ldsungen in trigonometrischer
Form (

T =+ mocoskt—i—(;:: sin kt,
(fif: — kxysinkt + z, coskt,
(18) ,
y=+ yocoskt-{—yk‘lsinkt,
W — — kyysinkt + yq' coskt.

Zur Elimination von f aus der ersten und dritten der Gleichungen (18)
multipliziere man die beiden Gleichungen mit geeigneten Faktoren und
addiere; das liefert
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(19) { (ToYo' — YoTo') sinkt =k (2o y — Yo2),
(ToYo' — YoZo) coskt = Yo'z — Zo'y.

Durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen erhilt man fir die
Bahnkurve

(k2yo® + yo'2)z? + (K2xo® + 2o'%) y* — 2(K*ZoYo + Zo'Ye')TY
= (ZoYo' — YoTo')*
Diese Gleichung stellt eine Ellipse mit dem Mittelpunkt im Koordinaten-

anfang dar; fiir den Fall, daB z,y, — y,%," = 0 ist, artet die Kurve
jedoch in zwei zusammenfallende Gerade aus; alsdann hat man

(20)

%’; = %‘)’; = constant = c¢;
woraus Ty = CZy, Yo = Yo’
folgt. In diesem Fall erhilt Gleichung (20) die Gestalt
(21) (k%* + 1) (yo'z — 24'y)* = 0,

man hat es daher mit einer geradlinigen Schwingungsbewegung zu tun.
Jedenfalls aber (nicht nur in diesem Spezialfall) bilden unter beliebigen
Anfangsbedingungen die Koordinaten und die Geschwindigkeitskompo-
nenten periodische Grofen mit der Periode %k?—

54. Die Differentialgleichung der Bahnkurve. Die Gestalt der Bahn-
kurve ist, ganz abgesehen von der Art, wie sie von dem Massenpunkt
durchlaufen wird, von dem gr6B8ten Interesse. Eine allgemeine Methode
zur Bestimmung der Bahnkurve besteht in der Integration der
Differentialgleichungen und nachfolgender Elimination der Zeit. Diese
Elimination ist hédufig ein recht umstédndliches Verfahren; es liegt
daher nahe, zu fragen, ob die Elimination der Zeit nicht bereits vor
der Integration ausgefithrt werden kann, so daf die Integration
unmittelbar zu einer Kurvengleichung fithrt, welche nur die Koordi-
naten als Verinderliche enthéilt. Wir wollen zeigen, dafl diese Moglich-
keit besteht, wenn die Kraft von der Zeit unabhingig ist.

Die Differentialgleichungen der Bewegung lauten (§ 47)

a2z f T
diz 1y
(22) '
dy _ iy,
dt2 r

Da die Funktion f die Zeit nicht enthilt, geht sie nur in die Ableitungen
ein. Ein Differntialquotient zweiter Ordnung liBt sich aber nicht wie
ein gewohnlicher Bruch behandeln; esist daher erforderlich, die Ordnung
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der Ableitungen erst zu erniedrigen, ehe man die unmittelbare Elimina-
tion von ¢ vornimmt. Zu diesem Zwecke wendet man duBerst bequem
Polarkoordinaten an. Die Gleichungen (22) lauten in Polarkoordinaten

d2r do\2
(@) =—1
dzo drde

rae T2z ar =0

(23)

Die zweite von diesen Gleichungen besitzt das Integral
dao
2 —
= h.

Setzt man den Wert fiir '—Z—f aus diesem Ausdruck in die erste Gleichung
(28) ein, so ergibt sich

d2r  h?
(24) s ¥t

Es selr = %— und folglich

dr__l&__ld_uﬂ__hdu
dt —  wrdt  urdédt de’
d*r d du\ diu db 2, 9@t
3w =i (q0) = — g ar = — P ge

Wenn dieser Wert der zweiten Ableitung von r gleich dem in Gleichung
(24) gefundenen gesetzt wird, so erhalten wir

(25) f =2 (u +55)

Diese Differentialgleichung ist von der zweiten Ordnung, zu ihrer Be-
stimmung wurde jedoch bereits ein Integral benutzt ; das Problem selbst,
die Bahnkurve zu bestimmen, ist daher von der dritten Ordnung. Das
vollstindige Problem war indessen von der vierten Ordnung; das vierte
Integral stellt die Beziehung zwischen den Koordinaten und der Zeit dar
oder bestimmt die Lage des Massenpunktes auf der Kurve zu einem ge-
gebenen Zeitpunkt.

Da das Integral (25) die GroBe u und folglich r durch 6 ausdriickt,
80 liefert die Integration der Gleichung

rg—d_t- =h

die Beziehung zwischen 6 und ¢.

Umgekehrt kann die Gleichung (25) zur Bestimmung der Zentral-
kraft benutzt werden, wenn die Bahnkurve gegeben ist. Hierzu ist nur
notig, die Kurvengleichung in Polarkoordinaten anzugeben und die
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rechte Seite von (25) auszuwerten. Dieses Verfahren ist fiir gewohnlich
einfacher als das umgekehrte der Bestimmung der Bahnkurve, wenn die
Kraft gegeben ist.

55. Das Gravitationsgesetz von Newton. Anfangs des 17. Jahrhunderts
entdeckte Kepler drei Gesetze der Planetenbewegung, welche er durch
eine dulerst mithsame Diskussion einer langen Reihe von Planeten-
beobachtungen, besonders des Mars, ableitete. Sie lauten folgender-
maflen:

Gesetz I. Der Radivus Vektor von der Sonmne nach einem Planeten
durchstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fldchenrdume.

Gesetz II. Die Planetenbahnen sind Ellvpsen, in deren evnem Bremn-
punkt die Sonne steht.

Gesetz III. Die Quadrate der Umlaufszeiten zweier Planeten verhalten
sich wie die Kuben der grofien Achsen der Bahnellipsen.

Auf Grund dieser Gesetze fithrte Newton seinen Beweis, daB ‘die
Planeten sich unter dem Einflufl von Kréiften bewegen, die nach der
Sonne hin gerichtet sind, und die sich umgekehrt wie die Quadrate ihrer
Entfernungen von der Sonne verhalten. Das Newtonsche Gesetz soll
hier analytisch und nicht wie in den Prinzipient) geometrisch abgeleitet
werden.

Aus der Umkehrung des Flachensatzes und Keplers erstem Gesetz
folgt, daB die Planeten Zentralkraften mit der Richtung nach der Sonne
unterliegen. Die Bahnkurven ergeben sich aus dem zweiten Gesetz; mit
Hilfe von Gleichung (25) kann man daher die Beschleunigung durch die
Koordinaten ausdriicken. Bedeutet a die grofe Halbachse der Ellipse
und e ihre Exzentrizitit, so lautet ihre Gleichung in Polarkoordinaten,
falls der eine Brennpunkt mit dem Koordinatenanfang zusammen-

fallt, a(l — &)
r = - ——_ i,
1+ ecosf
. d2u 1
Dabher ist Ut g = dd e

Setzt man diesen Ausdruck in (25) ein, so findet man als Gleichung fiir
die Beschleunigung h? 1 ke
F=da—ey »=n
Die Beschleunigung, die ein Planet erfihrt, ist daher umgekehrt pro-
portional zu dem Quadrat seiner Entfernung von der Sonne.
Eliminiert man die Entfernung r mit Hilfe der Polargleichung der
Ellipse, so nimmt der Ausdruck fiir f die folgende Gestalt an:

f = k2(1 + e cos 6)2

1) Book I., Proposition XI.
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Dieser Ausdruck hiangt also nur ab von der Richtung des angezogenen
Korpers und nicht von seiner Entfernung. Fir Punkte auf der Ellipse
liefern die beiden Ausdriicke fiir f denselben, fiir Punkte auBerhalb der
Ellipse verschiedene Werte. Offenbar kann man je nach der Anwendung
der Ellipsengleichung zur Elimination von r eine ganze Anzahl von
Kraftgesetzen erhalten, welche samtlich zu gleichen numerischen Werten
von f fiir Punkte auf der Ellipse fithren. Formt man z. B. die Polar-
gleichung der Ellipse in der folgenden Weise um
1+ ecosb)r -1
a(l—e2) ’

so ergibt sich die Kréaftefunktion

f= k2(l14-e cosﬂ")sr.
- a(l —e2)

Dieser Wert von f, welcher von der Richtung und Entfernung des an-
gezogenen Korpers abhingt, unterscheidet sich von den beiden obigen
Werten von f wieder nur fiir Punkte auBlerhalb der Ellipse. Alle diese
Kraftgesetze entsprechen der Bewegung eines Planeten, die nach den
Keplerschen Gesetzen vor sich geht. Die Keplerschen Gesetze gelten
aber fir alle acht Planeten und die 26 bekannten Satelliten des Sonnen-
systems, aulerdem fiir mehr als 700 kleine Planeten, die bisher entdeckt
wurden. NaturgemiB wird man nach Moglichkeit versuchen, fiir alle
Korper das gleiche Kraftgesetz aufzustellen. Da nun die Exzentrizititen
und Perihellingen ihrer Bahnen sémtlich verschieden sind, so ist das nur
moglich, wenn man das Gesetz in der Form annimmt

k2
="

Ein weiterer Grund fiir diese Annahme liegt darin, daB nach allen
anderen Gesetzen, die sich herleiten lieBen, die Anziehungskraft von der
Richtung des angezogenen Korpers abhingt. Eine derartige Abhiingig-
keit ist aber unwahrscheinlich. Ferner besteht die Tatsache, daf die
Krifte, denen die Kometen bei ihrer Bewegung durch das ganze Pla-
netensystem unterliegen, diesem Gesetz durchweg gehorchen. Endlich
variieren nach diesem Gesetz, wie in § 89 gezeigt werden wird, auch die
Beschleunigungen, denen die verschiedenen Planeten unterliegen.

Die Keplerschen Gesetze, die Gravitation an der Erdoberfliche und
die Mondbewegung um die Erde fithrten Newton zu der Aufstellung des
allgemeinen Gravitationsgesetzes. Dieses lautet: Im Universum ziehen
sich je zwev Massenpunkte mit einer in threr Verbindungslinie liegenden
Kraft an, welche dem Produkte threr Massen direkt, dem Quadrate threr
Entfernung umgekehrt proportional ist.
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Man bemerkt, dal das Newtonsche Gravitationsgesetz bedeutend in-
haltreicher ist als die Keplerschen Gesetze der Planetenbewegung. Es
war die Tat eines Genies, dal Newton dieses Gesetz in seiner gewaltigen
Allgemeinbedeutung und mit einer Exaktheit erfaBte, vermoge deren
es bereits mehr als 200 Jahre unverindert fortbesteht. In seiner Ganz-
heit betrachtet, bildet es eine der erhabensten Geistesschopfungen in
der Geschichte der physikalischen Wissenschaften.

56. Beispiele zur Bestimmung des Kraftgesetzes. (a) Wenn sich ein
Massenpunkt auf einem Kreise durch den Koordinatenanfang bewegt,
so erhélt man fiir das Kraftgesetz (nur abhéngig von der Entfernung)
einen sehr einfachen Ausdruck. Bedeutet a den Radius, so lautet die
Polargleichung des Kreises

1
r=2acosf, wu=g 5
. d2u
und folglich Sg T =18a.

Durch Einsetzung dieses Ausdrucks in (25) ergibt sich
__8a%h* _ k?
f=—% =%

(b) Die Bahnkurve sei eine Ellipse mit dem Mittelpunkt im Koordi-
natenanfang. Fiir diese besteht die Polargleichung

P P
T 1—e?cos?0
Hieraus folgt
bu = Y1 —e? cos?0,
diu _ e®cos?f —e?sin?@  efsin?f costd
ae? VY1 —etcos? 0 (1— et cos? 6)3’
By 1—e 1
SRUFT i TR

Einsetzung in (25) liefert fiir f den Ausdruck

f= B (lb;——e’) -r=k¥r.

Die universale Geltung des Newtonschen Gesetzes.

657. Doppelsternbahnen. Das Newtonsche Gravitationsgesetz faBt
auf den Keplerschen Gesetzen und gewissen Annahmen die seine ein-
heitliche Geltung im Sonnensystem betreffen; naturgemif bietet sich
ganz von selbst die Frage dar, ob es wirklich universale Geltung besitzt.
Bei der groBien Entfernung der Fixsterne ist es nicht moglich, sie um-
kreisende Planeten zu beobachten, wenn sie in der Tat solche Begleiter
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hétten. Die einzigen Beobachtungen, welche, soweit sie angestellt sind,
einiges Licht auf diese Frage werfen, betreffen die Bewegungen von
Doppelsternen.

Die Doppelsternastronomie begann etwa 1780 mit der Untersuchung
eng zusammenstehender Sterne durch William Herschel, die dieser zur
Bestimmung von Fixsternparallaxen vornahm. Schon nach wenigen
Jahren entdeckte er zu seiner groBen Uberraschung, daB in einigen
Fillen die beiden Komponenten eines Paares umeinander kreisten, und
daB daher zwischen ihnen ein physischer Zusammenhang, nicht nur
scheinbare Niahe, am Himmel bestand. Die Entdeckung und Messung
dieser Systeme wurde von den Astronomen mit wachsendem Eifer und
Interesse betrieben. Burnhams grofer Katalog enthilt ungefihr
13000 Doppelsterne. Die relativen Bewegungen gehen freilich meistens
so langsam vor sich, daB nur wenige bisher einen Umlauf vollendet
oder doch so weit ausgefithrt haben, da man die Gestalt der Bahn-
kurven mit Sicherheit feststellen konnte. Nur von ungefihr 80 Paaren
hat man bisher aus Beobachtungsergebnissen unter Beriicksichtigung
der Fehler schlieBen kénnen, daf ihre relativen Bewegungen in Ellipsen
nach dem Flidchensatz vor sich gehen. In keinem Falle liegt aber der
eine Stern im Brennpunkt oder im Mittelpunkt der von dem anderen
Stern beschriebenen relativen Ellipse; er ist jedoch stindig innerhalb der
Ellipse gelegen, wobei sich seine Lage je nach den verschiedenen Syste-
men erheblich dndert.

Wie aus der Umkehrung des Flichensatzes und aus Beobachtungen
hervorgeht, ist die Resultierende der Krifte, die an dem einen Stern des
Paares angreifen, stets nach dem anderen hin gerichtet. Die Anderung
der Grofe der Kraft hingt von der Lage ab, welche das Kraftzentrum
innerhalb der Ellipse einnimmt.
Dabei darf nicht iibersehen

werden, dafl nicht die Bahn-
kurven der Sterne selbst be-
obachtet werden, sondern viel-
mehr ihre Projektionen auf die
jeweiligen Tangentenebenen an
die Himmelssphire. Infolge
dieser Projektionen geht die
wahre Ellipse in eine andere
scheinbare Ellipse iiber, deren

groBe Achse von verschiedener AN Fig. 9.

Richtung ist, und die in bezug auf den Zentralstern eine andere Lage
besitzt; es kann in der Tat der Fall eintreten, daBl, wenn der eine Stern
sich wirklich im Brennpunkt der wahren Ellipse, die der andere be-

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 6
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schreibt, befindet, seine Projektion auf die kleine Achse der scheinbaren
Ellipse zu liegen kommt.

Die Astronomen nehmen an, daB die Doppelsternbahnen ebene
Kurven sind, und die scheinbare Abweichung der Lage des Zentralsterns
vom Brennpunkt der Ellipse des anderen Sternes von der Projektion
herrithrt; sie berechnen auf Grund dieser Annahmen den Winkel der
Knotenlinie und die Neigung. Wenn dies auch zu keinen Widerspriichen
gefiihrt hat, so besteht dennoch die Moglichkeit, daB ihre Annahmen nicht
zutreffen. Wir untersuchen jetzt die Frage, von welcher Art das Kraft-
gesetz sein muB, wenn es nicht das Newtonsche Gravitationsgesetz
sein sollte.

58. Das Kraftgesetz fiir Doppelsterne. Wenn die Kraft zur Ent-
fernung direkt proportional wire, so wiirde der eine Stern in dem Mittel-
punkt der Ellipse des anderen liegen; diese relative Lage wiirde sich
auch nicht durch Projektion dndern; da auch andererseits keine Beob-
achtungen auf eine solche Beziehung hinweisen, so ist anzunehmen, daf
eine dem Abstand direkt proportionale Kraft nicht wirksam sein kann.

Wir gehen jetzt von der Annahme aus, daB die Bahnkurve ein Kegel-
schnitt von beliebiger Lage in bezug auf den Koordinatenanfang sei.
Die allgemeine Kegelschnittsgleichung lautet

(26) az? + 2bay + cy? + 2dx + 2fy = g.

Geht man zu Polarkoordinaten iiber und setzt r = %, so erhilt man

(27) wu=Asinf+ Becos+)Csin20+ Dcos26+ H,

wo 4=1, =9  o=1itb
g’ 9’ ¢ 7
p_®tag—f—eqg pg_dtagtftoeg
= 2¢° ’ B 29°

Zweimalige Differentiation von (27) liefert
a2u .
8@2_‘4 sin @ — B cos 6
:*:—-Cz—Dz—-—(Csin26+Dcos26)2——-2H(Csin20+Dcos20).
(C sin 20 + D cos 26 + H)}

(28)

Durch Einsetzung der Werte (27) und (28) in den Ausdruck (25) er-
gibt sich

B2 H2—(C2— D2

(29) =+ o P

72 (C sin 26 4 D cos 20 + H)}




Die universale Geltung des Newtonschen Gesetzes 83

Hieraus folgt wegen (27) der Ausdruck
(Hz — (2 — Dz)
1 y NS
(~—A sinO—Bcose)
-

(30) f=x 2

Es bestehen noch unendlich viele andere Kraftgesetze, die simtlich
dieselben Werte von f fir Punkte auf der fraglichen Ellipse liefern; man
erhilt sie durch Multiplikation dieser Ausdriicke mit allen Funktionen
von % und 6, welche vermoge Gleichung (27) auf der Ellipse den Wert
eins annehmen.

Es erscheint nicht gerechtfertigt, die Anziehung der beiden Sterne auf-
einander als abhiingig von ihrer gegenseitigen Orientierung im Raume an-
zunehmen. Gleichung (29) wird aber von 6 unabhéngig fir C =D =0
und Gleichung (23) fir 4 = B = 0. Die erste Gleichung liefert fiir diese
Werte

konstant
f== rz  °
und die zweite f = & konstant - r.

Die erste stellt das Newtonsche Gesetz dar, von der zweiten konnen wir
absehen, weil man keinen Fall beobachtet hat, wo der eine Stern in dem
Mittelpunkt der Bahn des anderen liegt. Nun 148t sich allerdings 6 aus
(29) und (80) auch mit Hilfe von (27) eliminieren, ohne 4 = B =C
= D =0 zu setzen. Indessen hat Griffin gezeigt!), dal mit Ausnahme
des Newtonschen Gesetzes fiir alle derartigen Gesetze entweder die Kraft
verschwindet, wenn die Entfernung der beiden Korper gleich null ist,
oder aber fir gewisse Werte von r imaginir wird. Vom physikalischen
Standpunkte aus sind daher beide Gesetze unwahrscheinlich. Dagegen
ist es duBerst wahrscheinlich, da das Gravitationsgesetz ausnahmslos
far simtliche Sternsysteme gilt; diese SchluBweise findet auch eine Be-
stiatigung in der Tatsache, da8 nach der Spektralanalyse die Sterne aus
den bekannten Erdelementen bestehen.

59. Geometrische Deutung des zweiten Gesetzes. Dem Ausdruck (80)
tir die Zentralkraft kann man eine sehr einfache und interessante Form

geben. Setzt man g®- k2. (H2 —C? — D?) = N und driickt A}—A sin§ — B
cos 6 in rechtwinkligen Koordinaten und den uarspriinglichen Kon-
stanten aus, so nimmt der Ausdruck (30) die Gestalt an

- ENT |
4 I =@t iy—or

1) American Journal of Mathematics, vol. 31 (1909), pp. 62 —85.
e*
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Die Gleichung der Polaren des Punktes (z’, ') in bezug auf den
Kegelschnitt (26) lautet?)

az, @’ + b(zy' + y&') + ey’ +d(x, + 7)) +f(y, +y)—g =0,

wo x; und y, die laufenden Koordinaten darstellen. Wihlt man den
Punkt (z’, y') als Koordinatenanfang, so geht diese Gleichung iiber in

(32) dz, + fy, —g9 =0,

und nimmt also dieselbe Form an wie die Summe im Nenner des Aus-
drucks (31). Die Grofen z und y in (81) geniigen der Kegelschnitts-
gleichung, wihrend die GroSen z; und y, in (82) der Gleichung der
Polaren geniigen. Sie sind daher im allgemeinen von den GroBen z und
y numerisch verschieden. Nun besteht fiir die Entfernung eines Punktes
(z,y) auf dem Kegelschnitt von der Polaren in bezug auf den Koordinaten-

anfang die Beziehung _de+fy—g
T Va+r
Setzt man N' = N—,
@+t
so nimmt der Ausdruck (81) die Gestalt an
N'r
(33) =+ 5

Das heift: Wenn sich ein Massenpunkt unter dem Einfluf einer Zen-
tralkraft auf einem Kegelschnitt bewegt, so ist die Kraft direkt propor-
tional zu seiner Entfernung vom Koordinatenanfang (Kraftzentrum) und
wumgekehrt proportional zu der dritten Potenz seiner Entfernung von der
Polaren des Koordinatenanfangs in bezug auf den Kegelschnitt.

60. Beispiele fiir die Bewegung auf einem Kegelschnitt. (a) Wenn die
Bahn einen Kegelschnitt mit dem Mittelpunkt im Koordinatenanfang
darstellt, so liegt die Polare des Koordinatenanfangs im Unendlichen,

und 1}}7; muB daher als konstant angesehen werden. Alsdann ist also die
Kraft zur Entfernung des beweglichen Punktes vom Kraftzentrum direkt
proportional, wie bereits im § 56 (b) bewiesen wurde.

(b) Liegt der Koordinatenanfang (Kraftzentrum) in einem Brennpunkt
des Kegelschnittes, so fillt seine Polare mit der Leitlinie zusammen, und
es ist p =£, wo e die Exzentrizitit bedeutet. Alsdann wird (38)

N'e?
f=t=
Das ist aber das Newtonsche Gesetz, welches sichin § 55 unter derselben
Annahme ergab.

1) Salmon-Fiedler, Kegelschnitte.
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VIII. Aufgaben.

1. Man bestimme das Integral der lebendigen Kraft, wenn f:%, f=cr,
r
c

f=1

2. Fiir den Fall, dafl in § 53 die anfingliche Bewegungsrichtung senkrecht zur
z-Achse ist, bestimme man die zu (19) und (20) entsprechenden Gleichungen.
Ferner soll, wenn man nach k =1, z, = 1 setzt, die Anfangsgeschwindigkeit fiir
die Exzentrizitit 4 der Ellipse bestimmt werden.

vo=4¥3  oder
vo==3%V3.
3. Man bestimme die Zentralkraft als Funktion der Entfernung, so da8 die
Bahnkurve (a) die Spirallinie r = 516' , (b) die Spirallinie r = ¢@ darstellt.
2h

Losung: (a) f:%;, (b) f=_r_8_

Losung:

4. Man bestimme die Zentralkraft als Funktion der Entfernung, so daf die Bahn-
kurve die Lemniskate > = a? cos 2 darstellt.
3h2at
7'7

5. Man bestimme die Zentralkraft als Funktion der Entfernung, so da3 die Bahn-
kurve die Kardioide r = a (1 + cos 6) darstellt.
3ah?

ré

Losung: f=

Lésung: f—

6. Die Bahnkurve sei eine Ellipse, in deren Innern sich das Kraftzentrum in
dem Abstand n von der groBen Achse und m von der kleinen Achse befindet.

(a) Man zeige, daBl zwei von den Kraftgesetzen durch folgende Ausdriicke ge-
geben werden:

f = h? (ac)}f

—_— s ’
r [2mn sin6 cos 4 (a—c—mn24- m2) cos2 6 4 c—mz]’af

_ h2a3c?r

~ [ac—am2—cnt—cny —amzP’

f

wo a und c¢ dieselbe Bedeutung haben wie in (26), und wo die Polarachse zu der
grofien Achse der Ellipse parallel ist. (b) Man zeige folgendes: Wenn der Koordi-
natenanfang zwischen dem Kraftzentrum und dem einen Brennpunkt liegt, stellt

die Kraft ein Maximum fiir § = 0 und ein Minimum fiir § = ‘72{ dar; wenn der

Koordinatenanfang zwischen dem einen Brennpunkt und dem néchsten Scheitel
liegt, ergibt sich das Maximum fiir 6 = g und das Minimum fiir § = 0; wenn der
Koordiantenanfang auf der kleinen Achse ist, ergibt sich das Maximum fiir 6 =0
und das Minimum fiir 6 = 72! .
7. Man suche die geometrische Bedeutung der Gleichung (29).

Anleitung: Csin 264 D cos 26 + H =(dz+fy)’+g(zsai+cyz+ 2b2y)
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Der Zéhler dieses Ausdrucks gleich Null gesetzt, liefert die Gleichung der (reellen
oder imaginéren) Tangenten vom Koordinatenanfang an den Kegelschnitt.

8. Man bestimme die Zentralkraft fiir den Fall, daB die Bahnkurve eine Ellipse
darstellt (a) mit dem Koordinatenanfang in dem einen Ende der groBen, (b) der

kleinen Achse. Man zeige, daB sich beide Ausdriicke fiir die Kraft auf ’i: redu-
r

zieren, wenn die Ellipse in einen Kreis ausartet.

h2Ye 1
) @ 1="gr " cosg’
Lésung: W Va 1
®) 1= " simig”

Bestimmung der Bahnkurve aus dem Kraftgesetz.

61. Die Kraft ist zur Entfernung direkt proportional. Die Bestimmung
der Bahnkurve, wenn das Kraftgesetz gegeben ist, ist im allgemeinen
schwieriger als die umgekehrte Aufgabe, da hierzu die Integration der
Gleichung (25) erforderlich ist. Die Integrationsmethode hingt von den
einzelnen Kraftgesetzen ab und die Gestalt des Integrals von den
Anfangsbedingungen. Das Verfahren soll zuerst fiir den Fall erliutert
werden, wo die Kraft zur Entfernung proportional ist, welcher im § 53
bereits nach einer anderen Methode behandelt wurde.

Fiir f = k?r erhilt man aus Gleichung (25)

= hzuz[u + dez]

d2u k21

oder g6 = hias U

Das erste Integral dieser Gleichung lautet

(g,g)zz — Z: ulz —u? o hieraus folgt
_ + udu
(34) 00 =
["4‘_h= —('2 - “) ]
. _Cl L _ 01 : 2
Wir setzen g U =2, h2 = A2,

Damlt reell ist, muf} die Konstante 42 positiv sein, was bei reellen

Anfangsbedmgungen auch der Fall ist.
Fiir das obere Zeichen ergibt sich alsdann aus Gleichung (34)

85) 240 = —2°_.
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Wie man leicht erkennt, erhilt man dieselbe Gleichung, wenn man die
Anfangsbedingungen einsetzt und das untere Zeichen benutzt. Das
Integral von (35) lautet

arc cos }i =20+ cy),
oder z2=Acos2(0 + c,).

Wihlt man wieder r als Verdnderliche, so nimmt diese Gleichung die
Form an

(36) re = 2

¢, —2A4 cos2(0 +¢cy)

Das ist aber die Polargleichung einer Ellipse mit dem Mittelpunkt im
Koordinatenanfang. Auf dieser Kurve bewegt sich also ein Massenpunkt
unter dem EinfluB einer Anziehungskraft, welche zur Entfernung direkt
proportional ist. Die einzigen Ausnahmen ergeben sich, wenn der
Massenpunkt durch den Koordinatenanfang hindurchgeht, und wenn er
einen Kreis beschreibt. In dem ersten Falle ist 2 = 0, und Gleichung
(25) daher ungiiltig; in dem zweiten geniigt ¢, der Gleichung
2 2

(o=t =,
und die Gleichung des Kreises lautet v = u,. In diesem Falle versagt
Gleichung (84).

62. Die Kraft ist zu dem Quadrat der Entfernung r umgekehrt pro-
portional. Wir betrachten jetzt den Fall, daf sich ein Massenpunkt unter
dem EinfluB einer zentralen Anziehungskraft bewegt, welche dem
Quadrat der Entfernung » umgekehrt proportional ist ; es soll seine Bahn
bei beliebiger Anfangsrichtung bestimmt werden. Gleichung (25) lautet
in diesem Falle
d*u k2
(37) m - h-z —U.

Diese Gleichung laft sich in der Form schreiben

d2u k2
doi T %= pe

Das ist eine nicht homogene lineare Differentialgleichung, welche, wie
in § 87 auseinandergesetzt wurde, nach der Methode der Variation der
Konstanten integriert werden kann. Ist die rechte Seite gleich null,
so lautet die allgemeine Losung

% = ¢, cos O + ¢4 s8in 6.
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Addiert man ;:—: zu diesem Wert von u, so ist die Differentialgleichung

offenbar identisch befriedigt. Man erhilt daher als allgemeine Lésung
von (37), die sich auch durch Variation der Konstanten ergeben hitte,

den Ausdruck k2 :
%=y + €080 + cysin 6.

Der reziproke Wert dieser Gleichung ist aber
1

r:kz .
h’,'+01 cos 0+ ¢, sin 6

Wir setzen ¢, = 4 cos 6, ¢, = A sin §,, wo A und 6§, Konstante be-
deuten. Offenbar kann A4 stets positiv und gleich }/¢,% + c,® genommen
werden, ferner kann man ein reelles 6, stets so bestimmen, daB diese
Gleichungen fiir beliebige reelle Werte von ¢; und ¢, befriedigt werden.
Alsdann erhilt man fiir die Bahnkurve die Gleichung

(38) r=g 1 )
he -+ A cos (0 —6,)

Das ist die Polargleichung eines Kegelschnittes mit dem Koordinaten-
anfang in dem einen Brennpunkt.

Aus dieser Untersuchung und§ 55 folgt, wenn die Bahn ein Kegelschnitt
mit dem Koordinatenanfang in dem einen Brennpunkt ist, und die Kraft
nur von der Entfernung abhéngt, daB sich der Kérper unter dem Einflu
einer Zentralkraft bewegt, welche zum Quadrat der Entfernung umge-
kehrt proportional ist; und umgekehrt, wenn die Kraft zum Quadrat
der Entfernung umgekehrt proportional ist, dafi der Korper einen Kegel-
schnitt mit dem Koordinatenanfang in dem einen Brennpunkt beschreibt.

Bedeutet p den Parameter des Kegelschnittes, und e seine Exzentrizi-
tat, so findet man aus dem Vergleich des Ausdrucks (38) mit der gewdhn-

lichen Polargleichung des Kegelschnittes r = -i—_'_— pr— , die Werte
h2
P =2
39) -

ferner ergibt sich, daf 6, den Winkel zwischen der Polarachse und der
grofen Achse bedeutet, welche nach dem niher liegenden Scheitelpunkt
hin gerichtet ist. Die Konstanten k? und 4 sind durch die Anfangs-
bedingungen bestimmt und bestimmen ihrerseits die Grofen p und e
durch die Beziehungen (89). Der Kegelschnitt ist fiir e < 1 eine Ellipse,
fiar e = 1 eine Parabel, fiir ¢ > 1 eine Hyperbel und fiir ¢ = 0 ein Kreis.
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63. Die Kraft ist zur fiinften Potenz der Entfernung umgekehrt pro-
portional. In dem Falle, wo die Kraft zur fiinften Potenz der Entfernung

umgekehrt proportional ist, besteht die Beziehung fzgz, und die
Gleichung (25) nimmt die Gestalt an

o a*u
(40) k2ub = h2u? (u + 355)'
Lost man nach dou auf und integriert, so ergibt sich
d 62 g g
(41) (g—g)z= ; Z—Z ut — ut + ¢ Hieraus folgt
du
42 ao = et
(42) %

Der Ausdruck auf der rechten Seite a8t sich im allgemeinen nicht mit
Hilfe von elementaren Funktionen integrieren, sondern fithrt auf ein
elliptisches Integral erster Gattung. Mithin kann man « und folglich r
als elliptische Funktionen von @ darstellen; fiir gew6hnlich néhern sich
daher die Bahnen in immer engeren Windungen dem Koordinatenan-
fang; oder sie verlieren sich im Unendlichen, wobei ihre besondere Ge-
stalt von den Anfangsbedingungen abhéngt.

In gewissen besonderen Fillen ist jedoch die Integration durch ele-
mentare Funktionen ausfithrbar.

(a) Setzt man in (41) die linke Seite gleich null, so sind % und mithin
r konstant; es ergibt sich als Bahnkurve ein Kreis mit dem Mittelpunkt
im Koordinatenanfang. Man erkennt leicht, daf d@hnliche Spezialfille
iiberhaupt bei allen Zentralkriften auftreten.

(b) Ein anderer spezieller Fall liegt vor, wenn die Anfangsbedingungen
so beschaffen sind, daB ¢, == 0 ist, und die rechte Seite der Gleichung (41)

2

ein vollstindiges Quadrat darstellt. Dies trifft aber zu fir ¢, = 2—hk—2-
Dann lautet Gleichung (41)
du\? 1 k 1 A\2 1 1)\2
() =Gan = van) = a(#v —a)-
Diese Gleichung besitzt das Integral
1442 .
log _'_*:Aa: =V2( 0 —¢y); hieraus folgt

. [1 + eVg(:t 9’—":)]

— Ve
[1— V¥Eo-cd] + 4 ctgh o (& 60— cy),

@3) r=—4

wo ctgh ‘/22 (4 6 — ¢;) eine Hyperbelfunktion darstellt.
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(c) Wenn auf Grund der Anfangsbedingungen ¢; = 0 ist, so liefert

Gleich 41
eichung (41) :l:dﬂ— du

Eﬁ““l

und nach Integration -4 6 = arc cos (V ) + ¢,-

Geht man zum Kosinus iiber und lost nach r auf, so findet man als
Polargleichung der Bahn

(44) r— % cos (5 F 6).
Diese Gleichung stellt einen Kreis mit dem Koordinatenanfang auf dem
Umfang dar.

(d) Wenn keine von diesen Bedingungen erfiillt ist, haben wir auf der
rechten Seite von (41) eine biquadratische Funktion; und Gleichung (42)
148t sich daher in der Form schreiben

(45) 1+d6= Cdu

VA + aw?) (1 £ pru)’

wo C, a? und B2 Konstante sind, welche in einfacher Weise von den
Koeffizienten der Gleichung (41) abhéingen. Gleichung (45) fithrt auf
ein elliptisches Integral, welches 6 als Funktion von u darstellt. Nimmt
man die umgekehrten Funktionen, so ergibt sich r als eine elliptische
Funktion von . Die Kurven stellen Spiralen dar, von welchen der Kreis
durch den Koordinatenanfang und der Kreis um den Koordinatenanfang
Grenzfille sind.

Wenn die Bahnkurve einen Kreis durch den Koordinatenanfang dar-
stellt, ist die Kraft zur fiinften Potenz der Entfernung umgekehrt pro-
portional (§ 56), wenn aber umgekehrt die Kraft zur fiinften Potenz der
Entfernung umgekehrt proportional ist, so erhilt man Bahnkurven, von
denen der Kreis einen besonderen Grenzfall bildet. Andererseits, wenn
die Bahnkurve einen Kegelschnitt mit dem Koordinatenanfang im Mittel-
punkt oder in dem einen Brennpunkt darstellt, so ist die Kraft zur Ent-
fernung direkt proportional, oder umgekehrt proportional zum Quadrat
der Entfernung; und umgekehrt, wenn die Kraft zur Entfernung direkt
proportional ist oder umgekehrt proportional zum Quadrat der Ent-
fernung, so sind die Bahnkurven stets Kegelschnitte mit dem Mittel-
punkt im Koordinatenanfang, oder in dem einen Brennpunkt (§§ 53,
55, 56 (b)). Zum Nachweis dieser Umkehrungsbeziehungen ist eine voll-
stindige Untersuchung fiir die simtlichen Fille erforderlich.
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IX. Aufgaben.

1. Man bestimme die Bewegung eines Massenpunktes mit Hilfe der allgemeinen
Losungsmethode fiir lineare Gleichungen, wenn die Kraft der dritten Potenz der
Entfernung umgekehrt proportional ist. Fiir die verschiedenen Fille sind die
Kurven zu zeichnen.

2. Es sollen die Groflen C, a? und B2 der Gleichung (45) durch die Anfangs-
bedingungen ausgedriickt werden. Fiir den Fall, da§ die Anfangsrichtung recht-
winklig zum Radius Vektor ist, sollen alle méglichen Fille untersucht werden, indem
man die Integrale auf die Normalform reduziert und r als elliptische Funktionen
von 6 darstellt. Fiir jeden Fall sind die Kurven zu zeichnen.

3. Das Kraftgesetz sei durch den Ausdruck (29) gegeben; also

M M
r(Csin 204+ Deos20 - H)!  r2[p©)]

Man integriere die Differentialgleichung der Bahnkurve (25) nach der Methode
der Variation der Konstanten und beweise, daB3 die allgemeine Lésung von der

Form 1 o
=0 c0804¢, sin 6 +V o (6),

ist, wo ¢; und ¢, Integrationskonstante bedeuten. Man zeige, dafl die Kurve ein

Kegelschnitt ist.

4. Es soll gezeigt werden, daB fiir die Kraft f —= :‘2 -+

v . .
e wenn » < h? ist, die

allgemeine Gleichung der Bahnkurve
a

“1—ecos (%6)

lautet, wo a, e und k& Konstante sind, welche von den Anfangsbedingungen und den
GréBen u und » abhingen. Man beachte, dafl diese Gleichung als Darstellung eines
Kegelschnittes gedeutet werden kann, dessen groBe Achse sich um den einen
Brennpunkt mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit

r

ne=(1—h o,

dreht, wo T die Periode der Umdrehung darstellt.
5. Im Falle einer Zentralkraft ist die Bewegung lings des Radius Vektors durch

die Gleichung dr ¢ he
ae= Tt
gegeben. Man diskutiere das Integral dieser Gleichung fiir den Wert
ke
f=re

6. Das Kraftgesetz sei durch den Ausdruck (30) dargestellt; also durch
N
f= o
1 .
re (—;~ — A sin @ — B cos 0)

Man setze diesen Wert in (25) ein und leite die allgemeine Gleichung der Bahn-
kurve ab.
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Anleitung: Fir u=v-+4 Asin@ + Bcos§ geht die Gleichung (25) iiber in

d*v Nh—2
dor TP

Losung: 1 = A 8in 6 + B cos 6 +c, cos? 6 + ¢, sin 26 + ¢, sin26 ,

dies ist die Gleichung eines Kegelschnittes.
7. Fiir den Fall, dal das Kraftgesetz durch den Ausdruck

fzcl-{-czcos‘ze
re

dargestellt wird, soll gezeigt werden, daB man bei simtlichen Anfangsrichtungen
fir die Bahnkurve eine algebraische Kurve vierten Grades erhilt auBler fiir den
Wert ¢, = 0, fiir den sie in einen Kegelschnitt ausartet.

Geschichtliche Ubersicht und Literatur.

Die Zentralkrifte wurden zuerst von Newton untersucht. In den Abschnitten
II und III des ersten Buches der Prinzipien gab er eine glanzende geometrische
Darstellung und gelangte zu mehreren sehr allgemeinen Satzen; besonders diese
Abschnitte der Prinzipien verdienen ein sorgféltiges Studium.

Die siamtlichen einfacheren Fille wurden im 18. Jahrhundert mit Hilfe von
analytischen Methoden behandelt. Einige ausfiihrliche Beispiele finden sich in
Legendres Traité des Fonctions Elliptiques. FEine Auseinandersetzung der
Prinzipien und eine Reihe von Beispielen enthélt jedes neuere Werk iiber Ana-
lytische Mechanik; zu den besten Darstellungen gehéren das 5. Kapitel in Tait
und Steeles Dynamics of a Particle, und das 10. Kapitel, vol. I. von Appels
Meécanique Rationelle. Staders Abhandlung, Journal fiir Mathematik, Band XLVI
erortert den Gegenstand in groBer Ausfiihrlichkeit. Fiir das besondere Problem,
in welchem die Kraft der fiinften Potenz der Entfernung umgekehrt proportional
ist, wurde eine vollstdndige und elegante Darstellung von Mac Millan in The
American Journal of Mathematics, vol. XXX, pp. 282 —306 gegeben.

Das Problem, den allgemeinen Ausdruck fiir die saimtlichen Kriftefunktionen
zu finden, welche fiir Doppelsternsysteme gelten, wurde von Bertrand in
vol. LXXXIV der Comptes Rendus vorgeschlagen und unmittelbar darauf von
Darboux und Halphen gelost und in demselben Bande versffentlicht. Die
obige Darstellung in diesem Buche ist &hnlich der von Darboux, welche sich
auch in einem Anhang am Ende der Mécanique von Despeyrous findet. Die
Methode von Halphen ist in Tisserands Mécanique Céleste, vol. I, p. 36 und
in Appels Mécanique Rationelle vol. I. p. 372 auseinandergesetzt. Man scheint
allgemein iibersehen zu haben, da Newton dasselbe Problem bereits in den
Prinzipien Buch I, Scholium zu Proposition XVII behandelt hat. Diese Dar-
stellung wurde wiedergegeben und ihre Ubereinstimmung mit dem Werk von
Darboux und Halphen von Professor Glaisher in den Monthly Notices
f. R. A. 8., vol. XXXIX dargetan.

Bertrand hat bewiesen (Comptes Rendus, vol. LXXVIIL.), daB die einzigen
Funktionen fiir eine Zentralkraft, unter derem Einfluf ein Massenpunkt unter
allen moglichen Anfangsbedingungen einen Kegelschnitt beschreibt, durch f = 4+ I::
und f = 4 k? dargestellt sind. Koenigs hat bewiesen (Bulletin de la Société
Mathématique, vol. XVIIL.), da dies auch die einzigen Funktionen fiir eine Zentral-
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kraft sind, welche nur von der Entfernung abhidngen, und unter allen Anfangs-
bedingungen zu algebraischen Kurven fithren. Griffin hat bewiesen (American
Journal of Mathematics, vol. XXXI.), dal das Newtonsche Gesetz die einzige
Funktion darstellt, fiir welche die Kraft nur von der Entfernung abhingt und im
Kraftzentrum nicht verschwindet, und welche in der ganzen Ebene reell ist, indem
sie eine elliptische Bahnkurve liefert.

Viertes Kapitel.

Das Potential und die Anziehung von Korpern.

64. Die vorhergehenden Kapitel enthielten Probleme, in denen das
Kraftgesetz gegeben war, oder sie behandelten die Bestimmung des
Kraftgesetzes bei gegebener Bahnkurve. In den sdmtlichen Unter-
suchungen wurden die Massen als punktférmige und nicht als ausge-
dehnte GroBen betrachtet. Wenn aber Kriifte zwischen je zwei Massen-
punkten verschiedener Korper wirken, so kann nicht angenommen
werden, da die Anziehung zwischen den ausgedehnten Korpern selbst
nach denselben Gesetzen vor sich geht. Das Problem der Anziehung
zwischen ausgedehnten Korpern (verschiedener Gestalt) muB daher einer
besonderen Behandlung unterworfen werden.

Aus den Keplerschen Gesetzen und den Siatzen iiber Zentralkrifte
ergibt sich, wenn man die Planeten als unendlich klein im Vergleich zu
ihren Entfernungen von der Sonne betrachtet, daBl ihre Bewegung unter
dem EinfluB von Kriften erfolgt, welche nach der Sonne als dem Kraft-
zentrum hingerichtet und den Quadraten ihrer Entfernungen von der
Sonne umgekehrt proportional sind. Dies laBt aber vermuten, da man
zu um so exakteren Gesetzen fiir die Bewegung von Korpern end-
licher Ausdehnung gelangen muBl, wenn man sie als solche betrachtet
und dabei von der Annahme ausgeht, da die Anziehung zwischen
ihren Massenpunkten selbst umgekehrt proportional dem Quadrate
ihres Abstandes ist. Dies trifft, wie die Untersuchung zeigt, in der Tat zu.

Dieses Kapitel erortert demgemi8 die allgemeinen Methoden zur Be-
stimmung der Anziehungskrifte, welche ausgedehnte Korper beliebiger
Gestalt auf Einheitsmassenpunkte ausiiben, die irgendwo innerhalb oder
auBlerhalb des Korpers liegen, wenn die Krifte zwischen den einzelnen
Massenpunkten selber den Quadraten der Entfernungen umgekehrt pro-
portional sind. Die astronomischen Anwendungen beziehen sich auf die
Anziehungen von Kugeln und abgeplatteten Sphiroiden, die Anderung
der Gravitation an der Oberfliche der Planeten, die Storungen, welche
die Bewegungen der Satelliten infolge der Abplattung der Planeten er-
fahren.
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65. Raumwinkel. Wenn eine gerade Linie, dabei stéindig durch einen
festen Punkt laufend, bewegt wird, bis sie ihre urspriingliche Lage
wieder annimmt, so erzeugt sie eine Kegelfliche von zwei Schalen
(Doppelkegel), deren Spitzen in dem festen Punkt liegen. Die Fliche,
welche die eine Hillfte des Doppelkegels aus der Einheitskugel mit dem
Mittelpunkt in der Spitze ausschneidet, heiit der Raumwinkel des
Kegels. Dieser Winkel wird auch gemessen durch die Fliche, welche den
Ausschnitt des Kegels aus einer beliebigen konzentrischen Kugel bildet,
dividiert durch das Quadrat ihres Radius.

Da die Kugeloberfliche gleich dem Produkt von 4 # und dem Quadrat
ihres Radius ist, so folgt, daB die Summe der simtlichen Raumwinkel
mit gemeinsamem Scheitel den Wert 4 z besitzt. Den Wert 2 zz besitzt
daher die Summe der Raumwinkel, welche der einen Hilfte der simt-
lichen Doppelkegel angehéren, die dieselbe Spitze gemeinsam haben und
sich nicht schneiden.

Das Volumen, welches von einer Kegelfliche mit dem unendlich
kleinen Raumwinkel w und zwei Kugelflichen mit den Mittelpunkten
in der Kegelspitze begrenzt ist, hat
bei unendlich kleinem Abstand der
beiden Kugelflichen zum Grenzwert
das Produkt aus diesem Abstand, aus
dem Raumwinkel und aus dem Qua-

drat des Abstandes der Kugelflichen
von der Kegelspitze (die beiden Ab-
) Fig. 10, stinde konnen gleich gesetzt werden).
d Wenn der Mittelpunkt der beiden
Kugelflichen nicht auf der Spitze des Kegels liegt, ist dieses Produkt
noch zu multiplizieren mit dem reziproken Wert des Kosinus des Win-
kels zwischen der Kegelachse und dem Kugelradius nach den von dem
Kegel ausgeschnittenen Teilen der Kugelflichen (diese Teile konnen als
punktférmig betrachtet werden). Dieser Grenzwert ist folglich auch
gleich dem Produkt aus dem Winkel w, aus dem Quadrat des Abstandes
der Kugelflichen von der Kegelspitze und der Linge a’ b’ des Kegel-
stiickes zwischen den beiden Kugelflichen. Das Volumen V' des Raum-
elementes a b d ¢ ist daher (Figur 10) V = w . (¢0)? . ab und das Vo-

lumen 7’ des Raumelementes a’ b’ d' ¢’

'OV . b e
"= %%(OO)ET(I;% = w(a'0)2-a'd".
Je nachdem wird man von dem einen oder dem anderen dieser beiden
Ausdriicke Gebrauch machen.

66. Die Anziehung einer diinnen homogenen Kugelschale auf einen

Massenpunkt in ihrem Innern. Die Anziehung von Kugeln und anderen
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einfachen Figuren wurden von Newton in seinen Prinzipien, Buch I,
Abschnitt 12 behandelt. Der folgende Beweis rithrt im wesentlichen von
ihm her.

Wir betrachten die unendlich diinne
Kugelschale zwischen den beiden Kugel-
flichen S und S’; es sei P ein Punkt
von der Masse eins in ihrem Innern. In
diesem Punkte liege die Spitze eines
Kegels mit dem unendlich kleinen Raum-
winkel w. Die Kugelschale sei von der
Dichteo. Dannhaben ihre Raumelemente
in 4 dieMassem=oc-4B-w-(4P)?; und
in 4'die Massem’ =0-4'B’'- w-(4'P)2.
Die Anziehungen der beiden Massen m
und m’ auf den Punkt P sind daher

k2m , k2m’
TP YT @
Da A’B’ = AB, so ist ¢« = k24 Bws = a’. Dies gilt fir jeden unendlich
kleinen Raumwinkel mit dem Scheitel in P; folglich sind die Anziehungs-
krifte, die eine unendlich diinne Kugelschale auf einen Punktim Innern in
entgegengesetzter Richtung ausibt, von dem gleichen Betrage.

Da dieser Satz auf eine beliebige Anzahl von unendlich diinnen Kugel-
schalen Anwendung findet, so gilt er auch fiir Kugelschalen von end-
licher Dicke.

67. Die Anziehung einer diinnen homogenen Schale eines Ellipsoides
auf einen Massenpunkt in ihrem Innern. Der Satz dieses Paragraphen
findet sich in den Prinzipien, Buch I, Prop. XCI, Cor. 8.

Unter einem Homoeoid wollen wir eine unendlich dinne Schale ver-
stehen, welche von zwei dhnlichen und #hnlich gelegenen Flichen be-
grenzt ist. Ein elliptisches Homoeoid ist demgemaB begrenzt von zwei
unendlich nahen Ellipsoidflichen, die dhnlich und dhunlich gelegen sind.

Wir betrachten die Anziehung des E c
elliptischen Homoeoids mit den Ellip-
soidflichen E und E’ (siehe Figur 12)
auf den inneren Punkt P von der P
Masse eins. Dieser Punkt P bilde wieder
die Spitze eines Kegels mit dem unend-
lich kleinen Raumwinkel w. Die Masse
der beiden Raumelemente in 4 und A4’
sind dann m =¢-4B-w-(4P)? und 0
m' =o-A'B'-w-(A'P)2 Die Anziehun- Fig. 12.

a
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gen haben die Werte a = (—Z% und &' = (—‘}f:—,%%ﬁ- Der Durchmesser CC’
parallel zu 44" gehore der Schnittellipse E an, deren Ebene durch den
Kegel » und den Mittelpunkt des Ellipsoides bestimmt ist. DD’ sei der
zu CC’ konjugierte Durchmesser. Diese beiden Geraden sind aber auch
konjugiert fiir die andere Schnittellipse E’; folglich halbiert DD’ jede
Sehne parallel zu CC’ der einen oder der anderen Ellipse; es ist daher
AB = A'B’. Die Anziehungen der Elemente in 4 und 4’ auf den Punkt P
sind somit numerisch gleich. Dies gilt fiir jeden infinitesimalen Raum-
winkel mit dem Scheitel in P; folglich sind die Anziehungskrifte, die
ewn unendlich diinnes elliptisches Homoeoid auf einen Punkt im Innern in
entgegengesetzter Richtung ausiibt, von dem gleichen Betrage.

Dieser Satz gilt auch fiir Schalen von endlicher Dicke, da er fiir eine
beliebige Anzahl unendlich diinner Schalen gilt.

68. Die Anziehung einer unendlich diinnen homogenen Kugelschale
auf einen duBeren Massenpunkt. NewtonsVerfahren. Es seien 4 H K B
und a h kb (siehe Figur 18) zwei gleiche unendlich diinne Kugelschalen

D

rREA=XL
T
P 4
wB

mit den Mittelpunkten O und o. Die beiden Punkte P und p von der
Masse eins mogen von den Mittelpunkten die ungleichen Entfernungen
PO und po haben. Von dem Punkte p ziehen wir zwei Sekanten p k
und pl, deren Winkel k p! unendlich klein sei. Von dem Punkte P
ziehen wir zwei Sekanten P L und P K, so daf} die Bégen J L und H K
gleich den Bogen 4l und hk sind. Auf der Sekante pl errichten wir die
Senkrechte oe, auf der Sekante pk die Senkrechte od, auf der Zentralen
pb die Senkrechte 1q und auf der Sekante pk noch die Senkrechte r.
Die entsprechenden Linien denke man sich fiir die andere Figur ge-
zogen.

%ie beiden Figuren mégen sich um die Zentrallinien PB und pb drehen.
Die durch HI und ki erzeugten Kreisringe seien von den Massen M und

m. Dann ist
1) HI-IQ :hi-1iq =M :m.

Die Anziehungen der Einheitsmassen in I und ¢ sind proportional den
umgekehrten Quadraten von PI und pi. Die Komponenten dieser An-
ziehungen in den Richtungen PO und po sind die Anziehungen multi-
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pliziert mit —Q und P q. Bezeichnen wir diese Komponenten mit A’

und a’, so folgt
' 1 PQ 1 pgq
) A0 = o1 BT iy pi”

Wir betrachten jetzt die Anziehungen der beiden Ringe auf P und p.
Wegen der Symmetrie der Figuren in bezug auf die Geraden PO und po
sind ihre Resultierenden nach den Punkten O und o hin gerichtet und
haben die M- und mfachen Werte der Anziehungen auf die Einheits-
massen. Bezeichnen wir die Anziehungen auf M und m mit 4 und aq,

so folgt
M PQ m pq HI-IQ PF  hi-iq pf

@) Aa=(p1PI Gitpi — (PD: PO (pip po

Um die Glieder auf der rechten Seite von (8) zu vereinfachen, beachte
man die dhnlichen Dreiecke PIR und PFD und die entsprechenden der
anderen Figur. Weil die Sekanten IL und HK gleich den Sekanten 4l
und kk sind, so besteht in der Grenze, wenn die Winkel K PL und kpl
unendlich klein werden, die Beziehung DF':df = 1. Folglich ergeben

sich die Proportionen PI: PF = RI: DF,

pf:pi = DF (= df): r.
Das Produkt dieser Proportionen lautet
4) PI.pf: PF-py =RI:r = HI: k.

Aus den dhnlichen Dreiecken PIQ und POE folgt die Proportion
PI: PO = IQ:0E,
und ebenso po: pi = OF (= oe) : 1.
Das Produkt dieser beiden Proportionen lautet
(5) PI.po: PO -pi=1IQ:1y.

Fiir das Produkt der Proportionen (4) und (5) selber erhalten wir die
Proportion  prve. . po (pi)2. PF. PO = HI-1Q: hi- iq.
Gleichung (8) nimmt folglich die Gestalt an
(6) A4 :a = (po)?2: (PO)>.

Die Anziehung der Kreisringe HI und hs auf die duBleren Massenpunkte
sind daher nach den Mittelpunkten der Kugelschalen gerichtet und um-
gekehrt proportional den Quadraten ihrer Entfernungen von diesen.

Das gleiche gilt fir die Ringe KL und kl.

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 7
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Die Geraden PK und pk mogen sich jetzt von den Zentrallinien PB
und pb aus bis zu tangentialen Lagen um P und p drehen, dabei behalten
die Ergebnisse fir jede einzelne Lage ihre Geltung und somit fiir ihre
Gesamtheit selber. Folglich sind die Resultiernden der Anziehungskrifte,
dve unendlich diinne Kugelschalen auf dufere Massenpunkte ausiiben, nach
thren Muttelpunkten hin gerichtet, und wmgekehrt proportional den Qua-
draten ihrer Entfernungen von diesen.

Dieser Satz gilt auch, wenn der Kérper eine homogene Vollkugel dar-
stellt oder aus fiir sich homogenen Schichten zusammengesetzt ist, da
er fiir jede einzelne Schicht besonders gilt.

69. Bemerkungen zu dem Newtonschen Beweis. Wenn der obige Be-
weis auch in geometrischer Form gefiithrt wurde, so liegen ihm doch die
fundamentalen Prinzipien der Infinitesimalrechnung zugrunde. Indem
der Winkel kpl den Grenzwert null erreichte, steilte er eine differentielle
GroBe dar; die Drehung um die Zentrallinie bedeutete eine Integration
nach dem einen Polarwinkel; die Drehung der Geraden pk von der Lage
der Zentrallinie bis zur tangentiellen Lage mit der Kugelschale be-
deutete eine Integration nach dem anderen Polarwinkel; die Summation
der unendlich diinnen Kugelschalen zu einer Kugel von endlicher GroBe
kam auf eine Integration nach dem Radius hinaus.

Da dieses Newtonsche Verfahren nur die Anziehungsverhiltnisse von
gleichen Kugelschalen in verschiedenen Entfernungen liefert, so sagt es
nichts dariiber aus, wie die Anziehung von den Massen endlicher Korper
abhingt. Dies ist aber beinahe ebenso wichtig wie die Abhiingigkeit der
Anziehung von der Entfernung.

Um zu bestimmen, wie die Anziehung von der Masse des anziehenden
Korpers abhiingt, betrachten wir zwei Kugelschalen von gleicher Dichte
S; und S,, welche den Kegel C von
innen berithren. Wir setzen PO, = a,,
PO, = a,und bezeichnen mit M, und
M, die Massen von S; und S,. Die

Trig. 14. beiden Schalen iiben auf den Massen-
punkt P die gleiche Anziehung aus; denn die Teile der Schalen, welche
von einem Raumwinkel begrenzt werden, sind dhnlich, so daB sich die
Massen dieser Teile wie die Quadrate ihrer Entfernungen von P und
ihre Anziehungen umgekehrt wie diese Quadrate verhalten (woraus die
Gleichheit ihrer anziehenden Wirkungen auf den Massenpunkt P folgt).
Wir bezeichnen die gemeinsame Anziehung der Schalen mit 4 und ver-
schieben die Schale S; bis zum Zusammenfallen ihres Mittelpunktes O,
mit dem Mittelpunkt O,. Bedeutet 4’ die Anziehung der Schale S, in
der neuen Lage, so bestehen nach dem Satz des § 68 die Beziehungen
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A" a2 M,

4 a2 M,
Die Anziehungen der beiden Schalen auf einen Massenpunkt von der
gleichen Entfernung sind daher ihren Massen direkt proportional. Hier-
aus und aus dem Satz des letzten Paragraphen erhalten wir den Satz:
Die Anziehungskraft, die eine Kugel aus homogenen konzentrischen
Schichten auf einen auferhalb gelegenen Massenpunkt ausiibt, ist nach
threm Mittelpunkt hin gerichiet, ist direkt proportional der Masse der Kugel
und wmgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung des Punktes von
dem Kugelmittelpunkt; oder: Die Anziehungskraft der Kugel auf einen
duferen Punkt ist so beschaffen, als wenn thre gesamte Masse vm Mittel-
punkt vereinigt wire.

Da die Himmelskorper in konzentrischen Schichten anndhernd homo-
gen sind, so kann man sie also fiir die Erdrterung ihrer gegenseitigen
Wirkungen als materielle Punkte betrachten, ausgenommen den Fall,
wo sie, wie die Planeten und ihre Satelliten, einander verhiltnisméiBig
nahe sind.

70. Die Anziehung einer diinnen homogenen Kugelschale auf einen
duBeren Massenpunkt. Das Verfahren von Thomson und Tait. Die Kugel-
schale mit dem Radius ¢ und
der Dicke Ada moge den Mittel-
punkt O besitzen; P sei der
angezogene Massenpunkt; die
Gerade PO moge die Kugel-
oberflidche in dem Punkt C tref-
fen. Der Punkt 4 sei so ge-
withlt, daB PO :0C =0C:04, B
und bilde die Spitze des infinitesimalen Kegels mit dem Raumwinkel w.
Die Dichte der Kugelschale bezeichnen wir mit ¢. Alsdann bestehen fiir
die Massenelemente in B und B’ die Ausdriicke

Ada
cos (OB4)’

Fig. 15.

da

m =ocw (14..B)2 _CF(OB'A) .

m = o w (4 B)?

Die Anziehungen der beiden Massen auf den Punkt P haben die Werte

_ (AB):  da
. | #=F00Eps s 0Ba)’
@ (4B)  da

Aus der Figur folgt PO:0B =0B:04.

Mithin sind die Dreiecke POB und BOA, welche zwischen proportionalen
T*
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Seiten denselben Winkel gemein haben, dhnlich. Daher bestehen die

Proportionen AB OB a
BP~ OP~ 0P
AB a
und ebenso BP=0P"
Da die Winkel 0BA und OB’A4 gleich sind, nehmen die Gleichungen (7)
die Gestalt an a Aa
a=FkKow 5, o ops
®) (OP)2 cos (OBA)
, a? da
a = k0w «.

(OP): " cos (OBA) —
Die Winkel BPO und B’PO sind gleich den Winkeln 0B4 und OB’4,
folglich sind sie selber einander gleich. Die Resultierende der beiden

gleichen Anziehungen & und o’ halbiert die Winkel ithrer Wirkungslinien.
Sie besitzt also die Richtung nach O und die GroSe

AR = a cos (BPO) + o cos (B'PO) = 2 a cos (0BA).

Wegen (8) folgt hieraus 4R =2k%*cw %’%‘;-
Diese Gleichung gilt fiir jeden Raumwinkel mit dem Scheitel in 4 und
folglich auch fiir ihre Summe. Die Anziehung der ganzen Kugelschale
auf den #uBeren Punkt erhilt daher durch Summation nach e den
Wert wda kM

R = 4nk?c (O_P? = (OP_)‘;

sie ist also der Masse der Kugelschale direkt und dem Quadrat der Ent-
fernung des Punktes von ihrem Mittelpunkt umgekehrt proportional.

71. Die Anziehung einer homogenen Kugelschale

\ auf einen in ihr selbst gelegenen Massenpunkt. In
\ den §§ 66 —69 wurden die Anziehungen einer unend-
P lich diinnen homogenen Kugelschale auf einen inne-

ren und #uBeren Punkt behandelt. Es bleibt noch
der Fall zu erdrtern, wo der angezogene Massen-
punkt einen Teil der Schale selbst bildet.

Fig. 16. Die Kugelschale von der Dicke da moge ihren
Mittelpunkt inO haben, P bedeute die Lage des angezogenen Punktes. Wir
zeichnen einen infinitesimalen Kegel mit der Spitze in P und dem Raum-
winkel w. Die Dichte der Schale sei 0. Alsdann besitzt der von dem Kegel

. . . . da .
in 4 ausgeschnittene Teil der Schale die Masseow(4 P)? co5 (OAP) ° Die An-

ziehung dieses Elementes lings 4 P ist folglich ¢ =k?cw g—%; dég(é(j%f P
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Da die Masse der Kugelschale zur Geraden PO symmetrisch angeordnet
ist, so hat ihre resultierende Anziehung die Richtung der Geraden PO.
Die Anziehungskomponente des Massenelementes in der Richtung OP
hat aber den Wert

AR = a cos (APO) = a cos (OAP) = k?w 4da.

Die ganze Kugelschale besitzt daher die Anziehung

R =2k2onda = 132—3?
a

Aus dieser Gleichung und den Ergebnissen der §§ 66 und 69 folgt aber:
Die Anziehung der Kugelschale auf einen unendlich nahen inneren Punkt

ist gleich null, auf einen Punkt in der Schale selbst gleich ltl und auf
einen unendlich nahen &uBeren Punkt * M 1) Die Unstetlgkelt der An-

ziehung beruht auf dem Umstand, da8 d1e Masse eines endlichen Teiles
der Schale als endlich und ihre Dicke als unendlich diinn angenommen
ist. Diese Unstetigkeit besteht nicht fiir die Oberfliche einer Vollkugel,
deren unendlich diinne Schalen auch von unendlich kleiner Masse sind.

X. Aufgaben.

1. Zwei éhnliche Korper seien perspektiv éhnlich gelegen. Man zeige, dal sie
auf einen Massenpunkt im Zentrum eine Anziehungskraft ausiiben, welche zu
ihren linearen Dimensionen umgekehrt proportional ist, wenn sie unendlich diinne
Stabe von gleicher Dichte oder wenn sie unendlich diinne Kugelschalen von gleicher
Dichte darstellen; daB hingegen ihre Anziehungskraft zu ihren linearen Dimen-
sionen direkt proportional ist, wenn sie Vollkugeln von gleicher Dichte sind.
Ferner betrachte man einen Nebelfleck von der scheinbaren GréBe der Sonne.
Seine Entfernung von der Erde sei millionenmal grofer als die der Sonne und seine
Dichte betrage den millionten Teil der Dichte der Sonne. Man vergleiche seine
Anziehung auf die Erde mit derjenigen der Sonne.

2. Man zeige, daB die Anziehungen von zwei homogenen Kugeln gleicher Dichte
fiir Massenpunkte auf ihren Oberflichen sich zueinander wie ihre Radien ver-
halten.

3. Man zeige, daB die Anziehung einer homogenen Kugel auf einen Massenpunkt
in ihrem Innern der Entfernung des Massenpunktes vom Mittelpunkt direkt pro-
portional ist.

4. Man zeige, daB gleich hohe Ausschnitte eines homogenen Kegels auf einen
Massenpunkt in seiner Spitze die gleichen Anziehungskrifte ausiiben.

5. Man bestimme denjenigen Verlauf der Dichtigkeit, fiir welchen die Anziehung
einer Kugel auf einen Massenpunkt auf ihrer Oberfliche von der GroBle der Kugel
unabhéngig ist.

6. Man beweise, daf die Anziehung eines gleichformigen diinnen Stabes, welcher
zu einem Krelsbogen umgebogen ist, auf einem Massenpunkt in dem Mittelpunkt

1) Vgl die Anmerkung iiber, die Anziehung von Kugelschalen bei Lagrange,
Gesammelte Werke, vol. VII, p. 591.
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des Kreises gleich der Anziehung ist, welche die Masse eines éhnlichen Stabes von
der Linge der Sehne des Kreisbogens ausiiben wiirde, wenn sie in dem Mittelpunkt
des Bogens vereinigt ware.

7. Man beweise, da die Anziehung eines diinnen gleichférmigen geraden Stabes
auf einen auBeren Massenpunkt nach Grofe und Richtung dieselbe ist, wie die-
jenige eines Kreisbogens von derselben Dichte, fiir welchen der Mittelpunkt mit
dem Massenpunkt zusammenfillt, welcher vom Mittelpunkt aus unter demselben
Winkel wie der Stab erscheint und an welchem der Stab Tangente ist.

8. Man zeige, wenn gerade gleichférmige Stébe ein Vieleck bilden, dessen simt-
liche Seiten Tangenten an einem Kreis sind, da3 die Stébe auf einen Massenpunkt
in dem Mittelpunkt des Kreises in entgegengesetzten Richtungen Anziehungskrifte
von gleichem Betrage ausiiben.

9. Man zeige, da zwei Kugeln, welche aus homogenen konzentrischen Kugel-
schichten bestehen, aufeinander Anziehungskréfte ausiiben, als wenn ihre ganzen
Massen in ihren Mittelpunkten vereinigt waren.

72. Die allgemeinen Gleichungen der Anziehungskomponenten und des
Potentials fiir den Fall, da8 der angezogene Massenpunkt keinen Bestand-
teil der anziehenden Masse bildet. Die geometrischen Methoden der
letzten Paragraphen sind von beschréinkter Bedeutung, da sie nur in den
besonderen Fillen brauchbar sind, wo sie angewandt wurden; die ana-
lytischen Methoden, zu denen wir jetzt iibergehen, sind hingegen durch
Gleichférmigkeit und Allgemeinheit charakterisiert und veranschau-
lichen wieder die Vorteile derartiger Verfahren.

Wir betrachten die Anziehung der endlichen Masse M von der Dichte
o auf den Punkt P von der Masse eins, welcher der Masse M nicht an-
gehort. Das heiBit, der Punkt P liegt entweder ganz auBerhalb der
Masse M oder innerhalb eines Hohlraumes der Masse. Bezeichnen wir
die Koordinaten des Punktes P mit z, y, 2, die Koordinaten eines
Massenelementes dm mit &, », { und den Abstand des Punktes P von
dem Massenelement dm mit p, so haben die Anziehungskomponenten
parallel zu den Koordinatenachsen die Werte

X=—k2f%7£-(?%‘s—)=—k2[@;§9dm,
3 30

©) Y— e f__(y_é—a_’zz dm,

(31)

— g2 =90

Z k(;,,)/ o dm,

WO dm = odédndt,

e?=(z—&+(y — )+ (2 L)
= f(&,n, {).
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das Integralzeichen f bedeutet, dal.das Integral iiber die ganze Masse M

erstreckt werden soll Ist daher o eine endliche, stetige Funktion der
Koordinaten, was im folgenden stets der Fall sein soll, so stellen
X, Y und Z endliche, bestimmte Gré8en dar. Das Element dm driicken
wir durch ¢ und die gew6hnlichen 2
rechtwinkligen oder Polarkoordi-

naten aus. Die Komponenten X, P

Y, Z erhalten wir durch dreifache
Integration.

Die drei Integrale (9) lassen dm
sich in sehr einfacher Weise auf )

ein einziges Integral zuriickfiihren.
Wir setzen ' y
(10) y—[em.

e
(o)

V heiBt die Potentialfunktion, wel- *
che von Green 1828 eingefithrt wurde. Sie stellt eine Funktion von z, y
und z dar, und man spricht von dem Potential der Masse M in dem Punkt P.
Da der Punkt P der Masse M nicht angehort, so ist die Entfernung p
in dem Integrationsbereich von null verschieden. Die Integrations-
grenzen sind von der Lage des Massenpunktes P unabhingig; die Funk-
tion unter dem Integralzeichen kann daher nach den GroBen z, y und z
differentiiert werden, welche bei der Auswertung des bestimmten Inte-
grals selbst als Konstanten zu behandeln sind. Die partiellen Ablei-
tungen von ¥ nach z, y und z sind

=-—/Yz dm,

(30)

oV _ _ [ly=m)

4 9y“—.[ IS dm,
)
[ty
oz J ¢ ’

dn

Durch Vergleich dieser Beziehungen mit (9) findet man

X — kzav

¥ig. 17.

\

(11) Y = k2~a—y

Z=k"az

(T,¥%2)
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In dem Falle, wo der Massenpunkt P keinen Teil der Masse M bildet,
héngt also das Problem der Bestimmung der Anziehungskomponenten
nur von der Auswertung der Funktion V ab.

73. Der angezogene Massenpunkt bildet einen Bestandteil der an-
ziehenden Masse. Es soll jetzt gezeigt werden, dafl die Komponenten
der Anziehung und das Potential bestimmte endliche Werte besitzen,
wenn der angezogene Massenpunkt einen Bestandteil der anziehenden
Masse darstellt; und daBl die Gleichungen (11) auch in diesem Falle
gelten.

Wir zeigen zunichst, daBl X, Y, Z und V in diesem Falle endliche be-
stimmte Werte haben. Das Massenelement dm und seine Lage driicken
wir in Polarkoordinaten mit dem Koordinatenanfang in dem Punkt P
aus. Die Beziehungen zwischen rechtwinkligen und Polarkoordinaten,
wenn der Koordinatenanfang mit dem Punkt P zusammenfillt, lauten

E—ax=opcospcosh,
n—y=opcosgsinb,
{— z=opsing,

dm = gp®cos pdedbdo.

Fiir die Komponenten der Anziehung und des Potentials bestehen daher
die Ausdriicke
X=—1kf[[ocostpcos0dpdado,

Y=—1f[[ocostg sin0dgddo,
Z=-—kf[[osingcospdpdbdo,
V=+/[[[cocospdpdbdo,
wo die Integrationen iiber den ganzen Korper M erstreckt werden sollen.
Da die Integranden fiir alle Punkte
in M endlich sind, so haben die
Integrale selbst endliche, bestimmte
Werte.
Das einfachste Verfahren, um zu
beweisen, daB die Gleichungen (11)
auch gelten, wenn der Punkt P der
anziehenden Masse angehort, ergibt
sich, wenn man von der Definition
der partiellen Ableitung von V¥ nach
x ausgeht. Diese Definition ist aber
V—v

aV—lim —
0T 4yo, 4z

Fig. 18.
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wo V' das Potential in dem Punkt P’ darstellt, dessen Koordinaten
(z + 4 z, y, 2) sind. Wir zeichnen eine kleine Kugel mit dem Radius e,
welche die beiden Punkte P und P’ einschlieft. Die Masse innerhalb der
Kugel sei mit M,, aulerhalb der Kugel mit M, bezeichnet. Entsprechend
bezeichnen wir die Komponenten der Anziehung und das Potential mit
den Indizes 1 und 2. Dann haben wir

(12) X=X, 4+X,y .., V=V, +7V,

weil diese simtlichen GréBen eindeutig bestimmt sind. Uberdies ergeben
sich nach § 72 die Ausdriicke

X, — kz"a—‘;z, Y, — k2 aV? =%,

Wir betrachten jetzt die partielle Ableitung von ¥ nach z. Fiir diese
erhilt man

ov — . oy — 1
=lim =N i Ve g VYV Ly
oz dx=0 A z dz=0 Az dz=0 A + k===

(13)

Bezeichnen wir die Entfernungen zwischen dm und P mit g und zwischen
dm und P’ mit o', so haben wir

Vi—=Vy__ /'(} . l)dm-
Az . \e’ o/ dzx
(21)

Aus dem Dreieck Pdm P’ folgt, daB [dz|>|¢’ — 0|, wo die verti-
kalen Linien andeuten, da8 die absoluten Betrige zu nehmen sind.
Hieraus folgen die Ungleichungen

o=z

e = 2lp o
und mithin W—n 1 1@]’3 1 [dm
= 2,) ¢* + 2,) o*
(A,) (M)

Driickt man dm in Polarkoordinaten aus, so gehen diese Beziehungen
iber in

:587!4‘1

//acosgvdtpcwdg—}——f//acostp de'd@'do’.

AN
lQ [
o N\\
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Es sei o, der maximale Wert von o in dem Kreise ¢&. Dann liefern die
Integrationen nach ¢ und g’ die Ungleichung

w:l

2"7!

fgcoscpdtpd&—}- [[9 cos ¢'do’dl’.

Da P und P’ in der Kugel ¢ liegen, so konnen die Entfernungen ¢ und
o' nicht groBer als 2 ¢ sein. Somit ist

vy —V1

2 2n 2 2n
< Gy€ f/cosqad(pde—{—ao /fcos«p do'd0 = 8mno,e,

Vi—

‘ | 6% -—-V,

und lim

Adx=0 AE

Aus dieser Ungleichung und (13) folgt
k2 V  8krmage < Xy < kzgz + 8k*naye.

Wir gehen jetzt zur Grenze ¢ = 0 iiber. Benutzt man Polarkoordinaten,
so findet man leicht, daB8 der Grenzwert von X, fiir ¢ = 0 selber gleich
null ist. Folglich ergibt sich aus (12)

lim X, =X,

£=0
und mithin aus den letzten Ungleichungen

X — ke 9 v
0 Z
Genau ebenso erhilt man die (entsprechenden) Beziehungen fiir die
partiellen Ableitungen nach y und z; folglich gelten die Gleichungen (11)
ganz unabhingig davon, ob der Punkt P einen Bestandteil der Masse M
darstellt oder nicht.

74. Potentialflichen. Die Gleichung ¥ = ¢, wo ¢ konstante Werte
annimmt, bestimmt diejenigen Flichen, welche man als Fldchen gleichen
Potentials oder als Potentialflichen bezeichnet.

Stellen die GroBen dx, dy, 8z, irgendeine infinitesimale Verschiebung
des Massenpunktes von dem Punkte (x4, o, 2,) aus auf einer Potential-
fliche dar, so muB fir sie die Gleichung

ov
a;—éw—i— —6y+ 0z2=0
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bestehen, welche die Bedingung dafiir liefert, da die Punkte (z,, ¥, 2o)
und (x, + 0z, Yo + 0y, 2, + 62) beide derselben Potentialfliche an-
gehoren. Diese Gleichung nimmt aber, wenn man die Beziehungen (11)
beriicksichtigt, die Gestalt an

(14) Xox + Yoy + Zéz = 0.

Die Richtungskosinus der resultierenden Anziehung, welcher ein
Massenpunkt unterliegt, sind zu X, Y, Z und die Richtungskosinus der
infinitesimalen Verschiebung zu dz, §y, 6z proportional. Da die Summe
der Produkte dieser Richtungskosinus den Wert null besitzt, so folgt,
daB die resultierende Anziehung an jeder Stelle auf den Potentialflichen
senkrecht steht. Wenn daher der Massenpunkt sich von der Ruhelage
aus bewegt, so ist seine anfingliche Bewegungsrichtung senkrecht zu
der Potentialfliche durch seine Anfangslage; sobald der Punkt aber eine
nennenswerte Geschwindigkeit erlangt hat, wird er sich im allgemeinen
nicht senkrecht zu den Potentialflichen bewegen, weil seine Bewegungs-
richtung alsdann nicht allein von der senkrechten Resultierenden ab-
hingt, sondern auch von seiner Geschwindigkeit.

75. Das Potential und die Anziehung einer unendlich diinnen, homo-
genen kreisformigen Scheibe auf einen Massenpunkt auf ihrer Achse.
Liegt der Koordinatenanfang im Mittelpunkt der Scheibe mit dem
Radius R und bezeichnet man die Koordinaten des Punktes P mit
z, 0, 0, dann ist R 3

0

V=fc_lﬁ=a‘/'f’;drd6 .
e Va2 + r2

0

Durch Integration findet man
I V=2no[Vx*+ R*—Vx?],

{15) ov z z
X =K, =2rk? e
I oz — 7 a[‘ a* + R l/z]
Ist « konstant und wird R unendlich groB, so erhélt man fiir die An-
ziehung
(16) X = F 2nk?o,

je nachdem sich der Punkt auf der positiven oder negativen Seite der
yz-Ebene befindet. Das rechte Glied dieser Gleichung ist von z unab-
héngig; eine diinne Kreisscheibe von unendlicher Ausdehnung und
horizontaler Liage zieht daher einen iiber ihr gelegenen Massenpunkt mit
einer Kraft an, welche nicht von der Hohe abhiingt. Eine beliebige
Anzahl von solchen iibereinander gelagerten Scheiben wiirden zusammen
in derselben Weise auf den Punkt wirken. Wenn daher die Erde nach
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der gewohnlichen Vorstellung des Altertums eine un-
endlich ausgedehnte ebene Scheibe darstellte, so wiir-
den die Korper in simtlichen Hohen sich mit kon-
stanten Krédften zu ihr hinbewegen, und die Fall-
gesetze, die sich unter der Annahme konstanter
Beschleunigung ergeben, wiren alsdann von strenger
Geltung.

76. Das Potential und die Anziehung einer unend-
lich diinnen homogenen Kugelschale auf einen inneren
und einen duBeren Massenpunkt. Stellt ¢ den Winkel
zwischen OP und dem Radius, und #!) den Winkel

Fig. 19. zwischen der Fundamentalebene (Koordinatenebene)
und der Ebene OAP dar, dann ist

n 2n
(17) Y J n_g f fR_mZ@_wde
0 0

Jede von den drei Variablen ¢, 6, o 18t sich durch die beiden anderen
ausdriicken. Ausder Figur folgt

02 = 2% + R% — 2 xR cos ¢;

P
@0, und mithin

Fig. 20. (18) pdo = xR sin ¢ de.

Folglich erhilt man aus der Gleichung (17) fiir einen &uBleren Punkt P

:z-tR 2‘71
(19) Vh.=11°/ Jdgde;
z‘ik 0
und fiir einen inneren Punkt P
R+zx 2n
(20) v,=5 [ [agas.
R.—z :)
Die Integrale dieser Gleichungen lauten
4noR* M
’ V= z  x’

1) Es wird darauf hingewiesen, daB ¢ und ¢ hier nicht die sonst gebrauchten
Bezeichnungen fiir die gewéhnlichen Polarwinkel sind.
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Fiir die z-Komponenten der Anziehung ergeben sich die Werte

ov k:M
12 E__ M
XE_—k Frae el

v,
X1=k2 ?:; - 0,

(22)

welche mit den Resultaten der §§ 66 und 70 @bereinstimmen.

Die Anziehung einer homogenen Vollkugel 18t sich ebenfalls sogleich
finden. Betrachtet man die Kugelschale als ein Element der Kugel, so
ist ihre Masse durch die Gleichung

M = 4 mor3dr
gegeben. Stellt X die Anziehung der ganzen Kugel M dar, so folgt

a

X — _41&776/72(1,’ _ _{ikzna(ﬁ__kzlgf.

x? _,0 38 Tzt

Betrachten wir die gegenseitige Anziehung von zwei Kugeln, so erfolgt
in Ubereinstimmung mit den soeben erhaltenen Resultaten die Wirkung
der einen Kugel auf einen Massenpunkt der anderen in der Weise, als
wenn ihre ganze Masse in ihrem Mittelpunkt vereinigt wire. Folglich
gestaltet sich die gegenseitige Anziehung der beiden Kugeln selber so,
als wenn fiir eine jede die ganze Masse sich im Mittelpunkt befande.

77. Zweite Methode zur Bestimmung der Anziehung einer homogenen
Kugel. Es soll jetzt eine sehr einfache Methode dargestellt werden, um
die Anziehung einer homogenen Vollkugel auf einen duBeren Massen-
punkt zu finden, wenn sie fiir innere Punkte bekannt ist. Diese Methode
nimmt allerdings in vorliegenden Falle einem trivialen Charakter an
und soll auch nur aus dem Grunde eingefiihrt
werden, weil das entsprechende Verfahren in ,
dem sehr viel schwierigeren Falle der Anziehung N
zwischen Ellipsoiden von dem groBten Wert ist IQ
und Ivorys berithmte Methode darstellt.

Es werde verlangt, die Anziehung der Ku- “A P’
gel S auf den duBeren Massenpunkt P’ zu be- w
stimmen, unter der Voraussetzung, daB ihre
Anziehung auf innere Massenpunkte bekannt ist.
Durch den Punkt P’ legen wir eine konzentri-
sche Kugel S’ von derselben Dichte wie die
Kugel S. Eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den Punkten auf den
Oberflichen der beiden Kugeln wird durch die Beziehungen

s

Fig. 21.

’

R, R, __R
(23) T= % Y=Y, =gt
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hergestellt. Die entsprechenden Punkte liegen also auf Geraden durch
den gemeinsamen Mittelpunkt der Kugeln. Die GréBen X und X' seien
die Anziehungen der Kugeln S’ und S auf die entsprechenden Punkte
P und P’. Fir diese bestehen die Ausdriicke

x=—efn —Zam = ~kzafjﬂg,?fdx'dy'dz',
X,_____sz_“b;_w dmz_kzaff/_@'gjxdxdydz.
) )

Nun ergeben sich aus der Bedeutung der GréBen g und ¢’ die Gleichungen

kzjff — g2d ’dz—+k2'/ffah da'dy a7
(25) 1 — ke fj ) dy'az,
e fff % dzdyds = Ko /f~—f- )dyadz,

wo g, und g, die extremen Werte von g darstellen, die man durch Inte-
gration nach z erhilt. Das heiit, die erste Integration fithrt auf pris-
matische Elemente parallel zur z-Achse, welche von der Kugel S be-
grenzt sind. Die Entfernungen des angezogenen Punktes P’ von dem
Ende eines Elementes bilden die GroBe g, und g, Um die Integration
zu Ende zu fithren, hat man also noch die Summe von diesen sémtlichen
Elementen zu bilden. Entsprechendes gilt fir die erste Gleichung (25).

Die Auswertung der Integrale (25) moge in der Weise erfolgen, dal
entsprechende Prismenelemente der beiden Kugeln jedesmal gleich-
zeitig summiert werden. Betrachtet man irgend zwei Paare von ent-
sprechenden Elementen z. B. die in 4 und 4’, so ist fiir diese o = o';
diese Relation gilt wihrend der ganzen in der angegebenen Weise durch-
gefithrten Integration. Folglich ergeben sich aus den Gleichungen (24)
und (25) die Beziehungen

X'=— I ‘ff—f dydz =— ko ff dydz

Nun folgt aus (23) dy=~§,dy’, dz = R,d ;

(24)

und somit erhidlt man

X' = — ko R,z// dez—-Bz-X.
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Sind M und M’ die Massen der Kugeln S und S’, so ist fiir die An-
ziehung der Kugel S’ auf den inneren Massenpunkt P

k2 M
somit folgt aus der Gleichung R’*X’ = R2X, daf die Anziehung der
Kugel S auf den duBeren Punkt P’ durch den Ausdruck

kM
— G

X=

X' =
gegeben ist, in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der §§ 69 und 70.

XI. Aufgaben.

1. Man zeige durch Ubergang zur Grenze, daB das Potential und die Kompo-
nenten der Anziehung endliche bestimmte Werte haben, und daB die Gleichungen
(11) auch gelten, wenn sich der Massenpunkt auf der Oberfliche des anziehenden
Koérpers befindet.

2. Man bestimme die Potentialfunktion in einem &duBleren Massenpunkt, wenn
die Kraft zur nten Potenz der Entfernung umgekehrt proportional ist.

« Ly 1 [dm
Lésung: V——ﬁ?ijg"—l'

(M)

3. Man bestimme durch Ubergang zur Grenze, fiir welche Werte von n das
Potential in der letzten Aufgabe endlich und bestimmt ist, wenn der Massenpunkt
einen Bestandteil des anziehenden Korpers bildet.

4. Man beweise, dal die Potentialflichen eines geraden homogenen Stabes ver-
lingerte Sphiroide sind, deren Brennpunkte in den Enden des Stabes liegen.

5. Man bestimme die Komponenten der Anziehung einer gleichférmigen Halb-
kugel mit dem Radius B auf einen Massenpunkt auf ihrem Rande: (a) in der
Richtung nach dem Mittelpunkte ihres Grundkreises; (b) senkrecht zu dieser
Richtung in der Ebene des Grundkreises; (c) senkrecht zu diesen beiden Rich-
tungen.

Losung: (a) X = 3nok*R; (b) Y =0; (c) Z={ok®R.

6. Man bestimme die Abweichung der Erdanziehung von der Lotrichtung, welche
durch eine halbkugelférmige Erhebung vom Radius r und der Dichte o, hervor-
gerufen wird. Es bezeichne R den Radius der Erde, die als kugelférmig angenom-
men wird, und o, ihre mittlere Dichte.

Loésung: Wenn 4 der Winkel der Abweichung ist, so findet man

__Amar _ imer
tg 4n0,R — $0,r  nmo,R —oyr’
. . 1o r
oder naherungsweise tgd = 2o B .

7. Man zeige, wenn die Anziehung der Entfernung direkt proportional ist, daB
ein Korper von beliebiger Gestalt auf einen Massenpunkt so wirkt, als wenn seine
ganze Masse im Massenmittelpunkt vereimgt wire.
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78. Das Potential und die Anziehung eines homogenen abgeplatteten
Vollsphiiroids auf einen fernen Einheitsmassenpunkt. Die Planeten sind
P(z.y.» Sehr nahe abgeplattete Sphi-

2 roide und in so hohem Grade
homogen, daB die Ergebnisse

% dieses Paragraphen die wirk-
lichen Verhéltnisse fiir die mei-

x sten astronomischen Anwen-
N dungen mit hinreichender Ge-

dm nauigkeit wiedergeben.

Der angezogene Massenpunkt
sei im Vergleich zu den Aus-
dehnungen des anziehenden Sphéiroids sehr entfernt. Der Koordinaten-
anfang liege im Mittelpunkt des Sphéroids und die z-Achse falle mit der
Umdrehungsachse zusammen. Es sei R die Entfernung zwischen O und
P und r die Entfernung zwischen O und dem Massenelement dm. Dann
gelten die Beziehungen

“dm
4 =./ e’
&
26) e=V(e—&2+ (y—n*+ (= — )3
R=Va*+ 1y + 22,
r—VE

Y Fig. 22

Aus diesen Gleichungen folgt
1 1 ] 1

¢ YRpP—2@Efym+e0) g V1 ;E%é'@é;yﬁ};{b |

Die GroBen ;’; , —% und % seien unendlich klein von der ersten Ord-
nung; berechnet man den Ausdruck fiir p—! nach der Binomialformel,
so ergibt sich alsdann bis auf GroBen dritter Ordnung die Entwicklung

11 zEt+yn+z25
e R{1+ Re 2Re

+ 2 @atynt g w'_-___?;}zéﬁ_%r‘-’_yzni 2l )

und man erhilt daher fiir V' den Ausdruck
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V= fdm—}—Radem—l— ndm-{—Ra Cdm

1
— o [rzdm+ o R5f£2d”l+ o s | MPdm

(27)
5 o fan 25 fenam 1° -fn:dm

Ist M die Masse des Sphéroids, so hat man

ﬁm:M

und, da der Koordinatenanfang im Anziehungszentrum liegt, die Werte

Setam=0, fpdm=o0, [tam=o0.

Bezeichnet ¢ die Dichte, so ist
dm = or?cos ¢ dpd6 dr,
& =rcosgcosé,
7 =rcos@sinf, -

¢ =rsing.

Der Ausdruck (27) nimmt daher die Form an

_1\1 2R8/Jf,.4cos¢d<pd0dr+i%g/:/:/r‘cosaq)coszadqadﬂdr
?R_sl/ffr“cosawsmzf)dq)d()dr+2R5fff7451n29?003¢d¢d0d7
3zy°fff74cosa(ps1n000s0dq;d0dr

3yza./'/ fr‘smtpcosz(psmﬁdtpd()dr

+3;€afffr‘sin¢cos2¢cos0d¢d9dr+...,

dabei ist nach r zwischen den Grenzen O und r, nach ¢ zwischen den

Grenzen — % und + 72’ und nach # zwischen den Grenzen O und 2x

zu integrierer;. Da r und ¢ von 6§ unabhingig sind, kann zuerst nach 6
integriert werden und man erhilt

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 8
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Hd
g r
=%’——%ffr4cosq>dq>dr
T 0

2 r

(28)

n
2 r

—{——3»7;;:0 /]r‘smz(pcompdtpdr—%-
n
2

v

wo die drei letzten Integrale verschwinden.

Die nidchste Integration mufl nach r genommen werden, da diese
Verinderliche von ¢ abhiingt. Bezeichnen a und b die groBe und kleine
Achse eines Meridianschnittes und e die Exzentrizitit, so ist
b2
2 _ Y .
r=1"e cos?g
Fihrt man die Integration in (28) nach r aus und entwickelt nach
Potenzen von e, so ergibt sich bis auf Grofen von der zweiten Ordnung

einschlieBlich P
2

V:‘z;\’,l - %Cjtgzbf(l + fe*costp + - --) cospdo
T2
n
4
3 bs )
10 ”135 yz)/(l + Se2cos?p + - - ) cosPpdo
-
n

+ - E lel;:z. /(1 + §e2cos?y + - - ) sin’p cospdo

o

© X

)
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Integriert man noch nach ¢ und ordnet wieder nach Potenzen von e,
50 nimmt der Ausdruck V die Gestalt an

2 mobd

V_7%+15 B (@Y 2
Da M =% moa?b,
b2 = a? (1 — ¢?)
ist, erhalten wir schlieBlich
2 (2 2__9
(29) V_Ml_l_}_b(m'*‘_-‘%‘__f)z_}_ -

Fiir die Komponenten der Anziehung ergeben sich aus den Gleichun-
gen (11) und (29) die Ausdriicke

X =k M”‘[] + b2w2)62+...],

R3 Rt
ke M 2 2 __ 42
(30) Y =— P14 el +—21’%—z)ez+---:|,
k2 M 3 (2 + y2? 22
Z=—"N1 4 Jpd @A, L,

Wenn das Sphéroid in eine Kugel von der gleichen Masse iibergeht,
reduzieren sich die Ausdriicke fiir die Anziehungskomponenten auf die
ersten Glieder (der rechten Seiten). Liegt der angezogene Massenpunkt
in der Aquatorebene des anziehenden Sphiroids, so ist z =0, liegt er
in der Polarachse, so ist £ = y = 0. Daher ergibt sich aus den Aus-
driicken (80), daB die Anziehung eines abgeplatteten Sphiroids auf einen
Massenpunkt in der Aquatorebene (der von dem Maittelpunkt eine gegebene
Entfernung hat), grofler ist als die einer Kugel von der gleichen Masse;
dap sie hingegen kleiner ist als die Anziehung evner Kugel von der gleichen
Masse, wenn der Massenpunkt auf der Polarachse liegt. In dem MaBe,
als sich der Massenpunkt von dem anziehenden Korper entfernt, nihert
sich die Anziehung derjenigen einer Kugel von der gleichen Masse. Wenn
sich daher der Massenpunlkt in der Aquatorebene von dem Sphdroid entfernt,
so mimmt die Anziehung schneller ab als das Quadrat der Entfernung zu-
nimmit; wenn er sich hingegen in der Aquatorebene dem Sphdroid nihert, so
nvmmt die Anziehung schneller zu als das Quadrat der Entfernung abnvmmd.
Die entgegengesetzten Ergebnisse erhalten wir fiir die Lage des Massen-
punktes in der Polargeraden.

79. Das Potential und die Anziehung eines homogenen Vollellipsoides
auf einen Einheitsmassenpunkt in seinem Innern. Die Gleichung eines
Ellipsoides sei

2 2 2
(31) C TS —1=0,
8#
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und es bezeichne (z, y, 2) einen Massenpunkt in seinem Innern. Wir
wihlen diesen Punkt zum Anfangspunkt fiir die Polarkoordinaten g, 6
und @. Sind die Grundebenen des Polarkoordinatensystems parallel
denen des Kartesischen Systems, so bestehen zwischen den rechtwink-
ligen und Polarkoordinaten die Beziehungen

& =1z 4 pcosgcos 6,
(32) = Y + g cos ¢ sin 6,
{ =2 4 psin .
Das Potential des Ellipsoides in dem Einheitsmassenpunkt P ist

n
2 2r
V= d—é’—’:a jgcos«pdq)dﬁdg
(1) -

N S—

v

2

Da die GroBe ¢ von den Polarwinkeln abhingt, muB die Integration
zunichst nach dieser Variablen genommen werden. Dies liefert

w'y

271

(38) V= ;J o.2cospdpdf.

e
v
2

Um g, durch die Polarwinkel auszudriicken, setzen wir die Werte (32)
in die Gleichung (81) ein; so findet man

(34) 40,® 4+ 2Bg, +C =0,
cos? 4 cos? 6 cos2g sin? 0 sin2 @

A - a? ¢b2 + c? ’

(35) B — :z:cos;p;cosﬁ+ ycos;)p;sm@ +zs:1:¢’

e

Aus (84) folgt o, = =B 1; B:— AC

Damit der GroBe g, eine reelle Bedeutung zukommt, muB sie positiv sein;
A ist wesentlich positiv, und C ist negativ wegen der Lage des Punktes
(%, ¥, 2) im Innern des Ellipsoides. Folglich muB die Wurzel das positive
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Zeichen erhalten. Setzt man diesen Wert von p, in (83) ein, so ergibt
sich

wln

2
(36) V=»§—f (2B2_2BV?; 40— AC)cos«pdq:dG.

e
0
2

Wir betrachten das Integral

887!

n
e}

Aus dem Ausdruck fiir B folgt, daB die Differentiale, die den Werten
0 =20, ¢ =¢, und 6 =z + 6,, ¢ = — @, entsprechen, entgegen-
gesetzt gleich sind. Da die samtlichen Differentiale, die in das Integral
fiir V, eingehen, sich in dieser Weise paarweise zusammenfassen lassen,
so ergibt sich V; = 0, und man erhilt aus (36) den Ausdruck

]
cos? @ cos? 0 (22 c cos? @ sin? 6
. {—* at (a—2 o ) o

(37) x (= 0)+ T (F - =i

) zy cos?psing cosf Yz sin @ cos ¢ sin 6
+ ZGJ f{ a?b? + b2c? '
0

2z smq;cos<pcoselcos<p dpdb
cta? A3 )

+

Durch geeignete paarweise Zusammenfassung der Elemente erkennt man,
daB das zweite Integral den Wert null hat.
Setzt man

2 ~ dedo
cospdy
(38) f /coszzp cos?6 cos’qa 8in? 0 N sin?g ’

b3 ' c?

H

8o laBt sich der Ausdruck (87) in der Form schreiben

z2cW | y2*cW | 22cW

(89) V== CW+ ot v+ a0
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Fiir ein gegebenes Ellipsoid ist W konstant, fir die Potentialflichen
bestehen daher die Gleichungen

C,z? + Cyy? + C322 = konstant,

welche eine Schar von konzentrischen dhnlichen Ellipsoiden darstellen,

deren Achsen zu C’l*% . Cz—%. und C,-%. proportional sind.
Um W auf eine integrable Form zu bringen, setzen wir

M = o9 sin'g

a? ¢ ’

(40)

costp  sinfg
lN= ot o

dann geht der Ausdruck (38) iiber in

w

2 2n
o

W=2 _cospdedf
) M cos26 + Nsinz6

Ed

2

40‘[' __cospdpdb
= Mecos20 + Nsin2 6

Da M und N von @ unabhingig sind, findet man durch Integration

nach dieser Veridnderlichen?)

A
2

e
. VMN
(41) 0 n

= 27wab02/ _ cospdp o
vV (a2 sin? @ + ct cos? @) (b%s sin? @ 9 -+ c* cos? q))
Um die Symmetrie in den GréBen a, b und ¢, welche fiir den Ausdruck
(88) bestand, wiederherzustellen, fiihrte Jacobi die- Transformation
[
Sln QP = Vc'z +‘s
ein. Mit Hilfe dieser Transformation ergibt sich

W= naabc P ———d»s S—
V(a’* +5) (0 + 5)(c* + 8)

1) Fiir tg 6 = z nimmt das Integral eine von den gewdhnlichen Formen an.
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Bildet man die Ableitungen nach a, b und ¢ und setzt in (89) ein, so
folgt

LJ

_ ? ey 2 i ds )
(42) V—noabcb/(l Girs i c=+s) N R T TR

Fir die Komponenten der Anziehung erhélt man

120V _ __/ 2noabeakids
(a% + s) Vi(a* + s) (b2 + s) (¢ + s)

(43) Y=kl o 2noaboykrds
oy . (B2 + ) V(a® + s) (b2 + s) (¢ + s)

. 2ywabczk2ds
(e* + ) V(az + ) (b + 8) (e + 8)

Z=k2?—‘1=
c?

Die Gleichung (41) ist homogen von der zweiten Ordnung ina,bund c;

folglich sind die Ausdriicke —g-;, g{ und %l;, welche sich aus (89) er-
geben, homogen von der Ordnung null in derselben Grofe. Daraus
folgt, wenn man den GroBen a, b und ¢ einen Faktor » hinzufigt, dal
die Werte X, Y, Z fir die Anziehungskomponenten keine Anderung
erfahren; oder, das elliptische Homoeoid, welches von den Ellipsoidflichen
mat den Achsen a, b, ¢ und va,vb und vc begrenzt ist, ibt auf den inneren
Massenpunkt P in entgegengesetzten Richtungen Anziehungskrdfte von dem

gletchen Betrage aus (vgl. § 67).

Die Anziehungskomponente X ist von y und 2z unabhéngig und erhilt z
in der ersten Potenz; folglich ist die z-Komponente der Anziehung der
z-Koordinate des Massenpunktes proportional und hat innerhalb des Ellip-
soides an jeder Stelle der Ebene & = x ein und denselben Wert. Ent-
sprechende Ergebnisse bestehen fiir die beiden anderen Koordinaten.

Die GroBen a, b und ¢ seien so gewihlt, daB a > b > ¢. Dann 148t
sich der Ausdruck (41) auf die Normalform eines elliptischen Integrals
erster Art bringen. Benutzt man die Substitutionen

sin @ = ¢ *
) Vaz_cz }/]__uz’
a2 — b2 _

n2=a2;02\1’
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80 ergibt sich Vaiza

2noabe du
“ V= e —a) vamw =

Dieses Integral 148t sich fir klelne Werte von »2 leicht berechnen, wenn
man den Integranden nach Potenzen von x? entwickelt und gliedwcise

integriert.
XTI. Aufgaben.

1. Man diskutiere die durch Gleichung (29) gegebenen Potentialflachen.

2. Man bestimme, wie in § 79, anstatt des Potentials die Ausdriicke fiir die An-
ziehungskomponenten. Man untersuche, welche Teile der Integrale verschwinden,
integriere nach 6 und zeige, daB sich die folgenden Resultate ergeben
n
]

sin?p cosp do
< V(b*sin*® + a2 costg) (c2sin?g + a?coste) |

= —4nobezk?

n
2 .
Y = — 4nccayk? — — sztpCOS(p‘d(rpr ————
’ V(c*sin? ¢ + b2 cos? p) (a?sin? ¢ + b2 cos? p)

ﬂ

_sin? tpcospdy L

Z = — 4noabzk2/
V(a’ sin? g + «p T ¢t cos® zp) (b2 sin? @ + c® cos? qo)

Anleitung: Man leite die Ausdriicke fiir Z ab, und da die Wahl der Aufein-
anderfolge der Achsen beliebig ist, die Ausdriicke fiir die anderen Komponenten
durch Permutation der Buchstaben a, b, c.

3. Man transformiere die Gleichungen der Aufgabe 2 durch

singp = LA sin ¢ = _b sing = ——°
Va:+ s Vb + s P Yats
und zeige, daB sich die Gleichungen (43) ergeben.

4. Man zeige, daB das Potential eines Ellipsoides in einem Massenpunkt, der mit
seinem Mittelpunkt zusammenfillt, gleich ist

naabc/ e
V(a*+s)(b2+ DIGEDH

5. Aus dem Wert fiir ¥V, und den Gleichungen (43) leite man den Wert des
Potentials (42) ab.
6. Man bringe die Gleichungen der Aufgabe 2 auf die Form

V(l —u?) (1 — xzuz)

7. Man integriere die Gleichungen (28), ohne den Ausdruck fiir 72 nach Potenzen
von e? zu entwickeln.



IV. Das Potential und die Anziehung von Kérpern 121

80. Die Anziehung eines homogenen Vollellipsoides auf einen iuBeren
Massenpunkt. Die Methode von Ivory. Im Falle eines duBleren Massen-
punktes erhdlt man derartig kompli- "
zierte Integrale, daB man die An- ’
ziehungskomponenten nicht durch
direkte Integration, auBer durch
Reihenentwicklung ermittelt hat. In-
dessen sind die Anziehungskompo-
nenten durch indirektes Verfahren
bestimmt worden, indem man sie
durch die Anziehungskomponenten
eines Ellipsoides fiir innere Massen-
punkte ausdriickte. In diesem Kunst-
griff besteht Ivorys Methode.)

Es soll die Anziehung des Ellip-
soides I auf den duBeren Massenpunkt P’ mit den Koordinaten z’, y’, 2’
gefunden werden. Das Ellipsoid E besitze die Halbachsen a, b, ¢. Wir
legen durch den Punkt P’ ein konfokales Ellipsoid E’ mit den Halb-
achsen a’, b’, ¢’ und derselben Dichte wie E, dann bestehen fiir die
Achsen der beiden Ellipsoide die Beziehungen

Fig. 23.

¢ =Vattx,
¢ =Y+ x,

wo % durch die Gleichung
z'2 y'2 2’2

(46) i T rre T aen—1=0

definiert ist. Der einzige hier ' foo{ Achse
zuverlidssige Wert von x ist

reell und positiv. Gleichung
(46) ist in % vom dritten Grade
und hat eine positive und zwei
negative Wurzeln; denn der
Ausdruck auf der linken Seite, o\
als Funktion von x betrachtet,
ist negativ fir » = + oo;
positiv fir » =0 [weil (z/,
y’, #') ein dubBerer Punkt des

K —Achse

5
Q
/

S

4

pi Ty Y L

1) Philosophical Transactions,
1809. Fig. 24
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Ellipsoides E ist]; positiv fiir x = — ¢2 + ¢ (wo & eine sehr kleine posi-
tive GroBe darstellt) ; negativ fiir x = —¢? —¢; positiv fiir x = —b? +¢;
negativ fir x = —b% —¢; positiv fir » = —a? + &; negativ fiir
% = —a? — ¢ und negativ fiir x = — co. Die graphische Darstellung

dieser Funktion liefert Figur 24. Fir die positive Wurzel » sind a’,
b’, ¢’ eindeutig bestimmt.

Eine eineindeutige Beziehung zwischen den Punkten auf den beiden
Ellipsoiden wird jetzt durch die Gleichungen (vgl. § 77)

, a’ , b , ¢
(47) §=*a“§a 77="b_77’ c 2'6‘C

hergestellt. Es seien P und P’ zwei entsprechende Punkte. Wir zeigen,
daB zwischen den Anziehungen des Ellpsoides E auf den Punkt P’ und
des Ellipsoides E’ auf den Punkt P eine sehr einfache Beziehung besteht.

X, Y und Z bezeichnen die Anziehungskomponenten des Ellipsoides E’
auf den inneren Massenpunkt P (z, ¥, 2). Sie lassen sich nach den Metho-
den des § 79 berechnen und konnen als bekannt vorausgesetzt werden.
X', Y’ und Z’ seien die gesuchten Anziehungskomponenten des Ellip-
soides E auf den Punkt P’. Fir die Komponenten parallel zur z-Achse
bestehen die Ausdriicke

X =k f/ffédsd e — k2 j[/ 5, dEd’dC,
X' = ko /fj —Sgedndc =k ff/waswdsdndc

Integriert man nach &, so erglbt sich

= k2 fj dndc,

wo g, und g, die Entfernungen zwischen dem Punkt P’ und den Enden
des prismatischen Elementes darstellen, das durch die Integration nach &
entstanden ist. Zur vollstindigen Losung integrieren wir noch iiber die
ganze Oberfliche von E. Die erste Gleichung in (49) ldBt sich dhnlich
behandeln.

Mit Hilfe des folgenden Lemma konnen wir nun X’ in einfacher
Weise durch X ausdriicken.

Wenn P und A zwer beliebige Punkte auf dem Ellipsoid I und P’ und A’
die entsprechenden Punkte auf dem Ellipsoid E' darstellen, dann sind die
Iintfernungen PA' und P'A gleich.

(48)



IV. Das Potential und die Anziehung von Kérpern 123

Ist PA' =9’ und P'4 =y, so ist ¢ = p'. Besitzen die Punkte P
und 4 die Koordinaten &,, n,, {, und &,, 9,, {, und die Punkte P’ und A4’
die Koordinaten &,°, #,, £," und &,’, 7,’, {,', so gelten die Beziehungen

( 2= (& — &) + (m—n)* + (& — &),
| 0*= (6= &) + (e — ) + (G — &P
Beriicksichtigt man die Gleichungen (45) und (47), so ergibt sich

oo mn (S ) (B )

Da die Punkte P und 4 auf dem Ellipsoide mit den Halbachsen a, b, ¢
liegen, so ist jeder der beiden Klammerausdriicke gleich eins. Folglich
ist 9’2 —p? =0, oder g = g'.

Die Integrationen der Ausdriicke in (49) mogen in der Weise erfolgen,
daB die Elemente entsprechender Punkte auf den beiden Ellipsoiden
jedesmal gleichzeitig genommen werden. Dann ist wihrend des ganzen
Verlaufs der Integrationen g, = o,” und g, = p,’. Uberdies folgt aus

(47), daB dn = ~II:—,-d77’ und d¢ =§d ¢’. Somit erhalten wir

X :kzaff l,—l, dn’dC',

(50)
24 dndt _FX; und ebenso
ca
v —WY’
(51) l ,
7' = o b’Z'

Die Buchstaben a, b, ¢ und s in den Gleichungen (43) sind eigens
gewiihlt, um eine Ubereinstimmung mit den Bezeichnungen dieses Para-
graphen herzustellen; da nun P und P’ entsprechende Punkte darstellen,
so haben wir z = -;1, ¥, y= :,- Yy, 2= -;;-z’. Nimmt man diese
Anderungen in den Ausdriicken (43) vor und setzt sie sodann in die
Gleichungen (50) und (51) ein, so ergibt sich

oo

X' = —2noabeck?s | ——— _ds
(‘“+3)V(az+3)(b2+8)(0’2+s)

ds’
' b k2 ’ .
Y 2moabe yb/(b'z-{-s)]/(a’“‘i's)(b 2+ 8) (@ +s)

o0

ds’
(" +";,5"V('d;; + s') ('6;'2' Fs) (é_’{:i; )
0

Z'=—2noabck*s
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Hieraus erhilt man, da aus den Gleichungen (45) die Beziehungen
a?=a*+x%, V2=0b>+x, '?=c?+=x

folgen, wenn man s = s’ + » setzt, die Ausdriicke

X =— 2naabck2w:/. __ds ,
J (a* + 8)V(a* + ) (b* + 5) (c* + 8)
r ds
Y=-—2 bek2y ,
(52) roae y.f(b V@t @ T Te)
7 = — 27wabck22"/' ds .
(¢ + 8) V(a? + 8) (b% + ) (c* + )

. I3

Aus den Gleichungen (50) und (51) folgt, daB die Anziehungskom-
ponenten fiir innere Punkte in a, b, ¢ homogen vom Grade null sind,
und daB sie sich wie die Koordinaten des angezogenen Punktes verhalten.
Es bezeichne X, wie oben, die Anziehung des Ellipsoides E’ mit den
Halbachsen a’, b’, ¢’ auf den inneren Punkt (z, y, 2); ferner bezeichne X"
die Anziehung des Ellipsoides E’ auf den inneren Punkt (=", y'’, 2"'),
welcher zu dem Punkt (z, y, 2) Beziehungen derselben Form wie (47)
besitzen soll. Dann folgt

X _e Yy oz &
XT % YTy z7T %

Der Punkt (2", y"’, 2’’) nédhere sich der Oberfliche von E’ als seiner
Grenzlage, wobei sein Entsprechen mit dem Punkt (z, y, 2) in jedem
Augenblick bestehen soll. Dann ist in der Grenze

»XI—I _ al Yl_l . bl ZII . c/

X" a’ Y b Z7 ¢
Nimmt man zu diesen Gleichungen die Gleichungen (50) und (51), so
erhilt man
%) =Y =7 = we =
Das heiBit: Die Anziehung eines Vollellipsoides auf einen duferen Massen-

punkt verhdlt sich zu der Anziehung eines konfokalen Ellipsoides durch
den Massenpunkt wie die Masse des ersten Ellipsoides zu der des zweiten.

Wir betrachten ein anderes Ellipsoid, welches zu dem durch den
Massenpunkt gehenden Ellipsoid konfokal und innerhalb dieses Ellip-
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soides gelegen ist; man findet mit Hilfe derselben Uberlegung, daB sich
die Anziehungskomponenten dieser beiden Ellipsoide ebenfalls wie ihre
Massen verhalten. Sind X', Y'", Z'" die Anziehungskomponenten des
neuen Ellipsoides mit den Halbachsen a’”’, b'"’, ¢'”’, so ist daher

X" _ Yz _ &b M

327/7 - Y - Z/II - / Ibl/l e T TMT/; ‘

Diese Proportionen ergeben mit denen in (53) die Proportionen
X’ Y’ z’ M

?}7 - _Y;/T/ == Z?}T - M/}? :

Wir haben daher den Satz: Zwes konfokale Ellipsoide iiben auf Massen-
punkte, welche auferhalb der beiden Ellipsoide liegen, Anziehungskrifte
aus, die von derselben Richtung und thren Massen proportional sind. Dieser
Satz wurde von Maclaurin und Lagrange fiir Rotationsellipsoide ge-
funden und von Lagrange auf den allgemeinen Fall von drei ungleichen
Achsen ausgedehnt. AuBerst leicht 148t sich der allgemeine Fall indessen
nach der Methode von Ivory behandeln; er wird auch hdufig als das
Theorem von Ivory bezeichnet.

Die Ausdriicke (52) lassen sich auf eine Form bringen, die fiir die
numerische Berechnung geeigneter ist. Wir setzen in dem ersten Aus-

druck Va = u, In dem zweiten %: =« und in dem dritten
Var Vo +s
7 —:~—+~ =u. Die Substitutionsergebnisse sind
(4 S

a -
Var + »
udu

X' = —4nobck?s —
V[az — (a? —b?)u?][a® — (a® — c?)u?]

Vb2+/

(54) Y =—4nocak?y f wdu
5 Vibe-

— (b2 —c®)ur] [b2 — (b2 — a?)ur] ’

utdu

7' = —4nocabk?? —,
< VIet— (¢ — a¥)u] [e* — (c* — b?)u2]

Fir den Fall, daBl der angezogene Massenpunkt sich im Innern des
Ellipsoides befindet, erhilt man Integrale derselben Form, abgesehen
davon, dafl die oberen Grenzen gleich eins sind.
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81. Die Anziehung von Sphiroiden. Fiir 4ulere Massenpunkte ergeben
sich die Anziehungskomponenten aus (54). Wir betrachten den Fall,
wo der anziehende Korper ein abgeplattetes Sphiroid darstellt, fir
welches @ = b > ¢; es bezeichne e die Exzentrizitit eines Meridian-

schnittes. Dann ist
¢ =a%(l —e?),

und die Gleichungen (54) gehen somit iber in

ﬁi;} J
X’ . Y/__ 2 s uz u”
(55) *
c
Vet + »
z 2 udu
= _-—-47!0'k. 1_62+€2u2

Diese Gleichungen besitzen die Integrale

X _ X,'=—2nak2K1#8:e [ —ae l/ _ ae
Y e Va2+”' a? 4 %

(56) -+ arc sm E:Z)]

z’ k2 V1 e
4 — _4mo” [ch+n V1—e arctg(

z

V= ez) @+ x))]

Die Anziehungskomponenten fiir innere Massenpunkte ergeben sich
fiir x = 0 aus den Gleichungen (56).

Wir nehmen jetzt ein verlingertes Sphiroid als anziehenden Korper
und setzen a = b < ¢. Dann ist a? = b2 = ¢2(1 —¢2) und fir die
Gleichungen (54) erhalten wir daher

a

x v Vat+z p
L= ,-=—47wk2 . e
z y ]/1 et etue’
(57) ‘
Ve
z 2 2 / udu
= —4mok?(l —e)' 1ty

0
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Die Integrale dieser Gleichungen sind

X _Y __ 2nck }/1_. 2 0%
z’ y & V“2+" a2+x

g2 e
— (1= log <V\1—e2>(az+x)

58 aze? ]
(58) Vl + (1 —e2) (a2 + x))
z (1— )/ 2 1+&*J"‘
—é? — 2ce c: 4%
o= 2mekty (]70?—:%-_*_10{%1_ ce )
Vc2 + %/

Wenn der Massenpunkt innerhalb des Sphiroids liegt, haben wir fir
die Anziehungskomponenten dieselben Ausdriicke, auBer fiir » = 0.

82. Der angezogene Massenpunkt liegt auf der Oberfliche des Sphiiroids.
Die Anziehungskomponenten fiir einen inneren Massenpunkt, welchen
man im Falle eines abgeplatteten Sphéroids aus (56) fiir x = 0 erhilt,
sind ohne Indizes:

i‘; —Y__ 27wk2l/1:62[— e)/1— e? + arcsine],
(59) . ‘
f = —4no g; [e —V1—e?arcsine].
Die Grenzwerte dieser Ausdriicke, die man erhilt, wenn der angezogene
Massenpunkt sich der Oberfliche des Sphéiroids annihert, liefern die
Anziehungskomponenten fiir einen Massenpunkt auf der Oberfliche
selbst. Wenn der Massenpunkt durch die Oberfliche hindurch nach
auBlen sich bewegt, erfihrt » in den Gleichungen (56), von dem Werte
null ausgehend, eine stetige Zunahme, wobei die Gleichungen (46) in
jedem Augenblick erfiillt sind. Folglich sind die Gleichungen (59), die
bei dem Ubergang des angezogenen Massenpunktes auf die Oberfliche
selbst keine Unstetigkeiten erleiden, auch giltig fir den Fall, daf z, ¥, 2
der Gleichung des Ellipsoides geniigen.

Wenn e kleinist, wiein dem Falle der Planeten, kann man die Gleichun-
gen (59) bequem benutzen, falls man sie nach Potenzen von e entwickelt.
Setzt man die Reihenentwicklungen

._.,2— e2 et
V1i—e=1— »»27— e
3eb

arc sin e = e 4 ° + 0 T
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in die Gleichungen (59) ein, so erhidlt man

+ 2 = — okl — e+ ),
(60)

= —4nok?(1 4 g2 4 ---).

NN g |M

Die Masse des Sphéroids ist
M = $noatc = $noa®)1 — e
Der Radius eincr Kugel von der gleichen Masse ist durch die Gleichung
M =4n0R® = 4noa®)1 —e

bestimmt, woraus R =a(l —e2)t

folgt. Die Anziehung dieser Kugel auf einen Massenpunkt auf ihver
Oberfliache ist
(61) F=— %12\4 = — $nok?a(1 — e2)3.

Wenn der angezogene Massenpunkt auf dem Aquator des Sphiroids
liegt, ist }/2? + y* = a; daher besitzt das Verhiltnis der Anziehung
des Sphiroids auf einen Massenpunkt auf seinem Aquator zu der An-
ziehung einer gleichen Kugel auf einen Massenpunkt auf seiner Ober-
fliche den Wert
VXi+¥r_ (1—te--)
F @ —eyt

e2
=1_§6+'”

Dieser Wert ist fiir kleine e kleiner als eins; folglich ist die Anziehung
des Sphiroids auf einen Massenpunkt, der seinem Aquator angehort,
kleiner als die Anziehung einer Kugel von der gleichen Masse und dem
gleichen Volumen auf einen Massenpunkt anf ihrer Oberflache.

Wenn der angezogene Massenpunkt in dem Pole des Sphéroids liegt,

ist 2 = ¢ = a)/1 — e?; daher haben wir in diesem Falle

Z g (lgeren) e,
F—Vl e it =1 + 5+
Dieser Wert ist fiir kleine e groBer als eins; folglich ist die Anziehung
des Sphéroids auf einen Massenpunkt, der mit seinem Pol zusammenfillt,
grofer als die Anziehung einer Kugel von der gleichen Masse und dem
gleichen Volumen auf einen Massenpunkt auf ihrer Oberfliche.
Somit gibt es eine Stelle zwischen Aquator und Pol, wo die beiden
Anziehungen gleich sind. Wir bestimmen den Breitengrad dieser Stelle.
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Die Koordinaten des Massenpunktes miissen die Gleichung des Spharoids
erfiillen; daher ist
BEL

(62) fl@ys=""7"+53—1=0.

Die Oberflichennormale in dem Punkt (x, y, z) hat die Richtungs-
kosinus

gz
2 2 ¢ 2 / 2 2 2
VE+G)+ G VED+ G+ (G
of
0z

V@ )+ @)y

Der letzte Ausdruck ist der Kosinus des Winkels zwischen der Flichen-
normalen in dem Punkte (z, ¥, z) und der z-Achse, und ist folglich der
Sinus der geographischen Breite, welche mit ¢ bezeichnet sei. Somit
folgt aus (62) der Ausdruck

of

sin‘P=]/af2 ngz a7\
(63) (5%) + () + (32)

2
V@ E P —erte

Aus (62) und (63) ergibt sich

2 4yt = 1{2—;’?5::2&; = a® cos®p {1 + e*sin’p 4. - -},
(64)
g2 PA—e)tsin'g — a?sin?@ {1 —e? (14 cos?@) +---}.
1—e2sintp

Stellt G die gesamte Anziehung des Sphiroids dar, dann ergibt sich
aus (60) und (64) der Wert

CPRY) coreg oy ]

=—4ack?)(1 — te2.. )2 (a® + ) + (1 + 2e2...)%2%

el

=——-§nak2a{1—16(1+cosz<p)+-~}.

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 9
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Das Verhiltnis dieses Wertes zu dem Wert fiir die Anziehung einer
Kugel von der gleichen Masse und dem gleichen Volumen, der durch (61)
gegeben ist, besitzt den Ausdruck

e? 2
@) G 10FeTO  eq-sdng)

F (1 — er)t ’ 30

Dieser Ausdruck nimmt bis auf Glieder von der vierten Ordnung in e
den Wert eins an, wenn 8 sin? ¢ = 1 ist; hieraus folgt

@ = 85015 52",

Bezeichnet r den Radius des Sphéroids, so ist

2 — a?(1l —e?)

wo y den Winkel zwischen dem Radius und der Aquatorebene darstellt.
Da sich dieser Winkel von dem Winkel ¢ nur durch Glieder zweiter und
hoherer Ordnung in e unterscheidet, so erhalten wir mit der angegebenen
Anniherung den Wert

’?— a?(l—et) a?(1 — e?) (1 + e2 cos?® + . - )

T 1—e%cos’®
Fiir den Wert ¢ = 35915’ 52" ist
e?
r2=a,2(] _§+ . )

Firr den Radius einer Kugel von dem gleichen Volumen wurde die

Gleichung 2
R =a?(1 —e?)} = az(l — ,; + - )

gefunden. Dieser Radius ist ersichtlich gleich dem Radius des Sphéroids
bis auf Glieder der zweiten Ordnung einschlieBlich in der Exzentrizitit.
Folglich ist im Falle eines abgeplatteten Sphéroids von kleiner Exzen-
trizitdt die Anziehungskraft merklich dieselbe auf einen Massenpunkt
auf seiner Oberfliche in der Breite 85°15’ 52" wie die Anziehung einer
Kugel von der gleichen Masse und dem gleichen Volumen auf einen
Massenpunkt auf ihrer Oberfliche; oder, wegen der Gleichheit von E
und r: Ein Sphiroid von kleiner Exzentrizitit zieht einen Massenpunkt
auf seiner Oberfliche in der Breite 85°15’ 52'' merklich mit einer Kraft
an, als wenn ihre gesamte Masse in ihrem Mittelpunkte vereinigt wire.
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XIII. Aufgaben.

1. Man zeige, daB die Methode von Ivory sich auch dann anwenden 148t, wenn
die Anziehung einer beliebigen Potenz der Entfernung proportional ist.

2. Man zeige, aus welchem Grunde die Methode von Ivory nicht benutzt werden
kann, um das Potential eines Vollellipsoides in einem #uBleren Punkte zu finden,
wenn es fiir einen inneren Punkt bekannt ist.

8. Man bestimme das Potential einer diinnen Ellipsoidschale, welche zwischen
zwei konfokalen Ellipsoiden enthalten ist, in bezug auf einen inneren Punkt.

Anleitung: Es wurde bewiesen (§ 79), daf die resultierende Anziehung einer
solchen Schale auf alle inneren Punkte verschwindet; daher ist das Potential in
ihrem Innern konstant, und es geniigt folglich seine Bestimmung fiir den Mittel-
punkt. Sind die Halbachsen der beiden Flichen a, b, ¢ und (1 + u)a, (1 + u)b,
(1 + u) e, so bat die Entfernung zwischen den beiden Flichen lings des Radius
vom Mittelpunkt gemessen, den Wert ugp. Folglich ist

n
2 27
s
V= 0“‘/ lqg cospdedb
. e
n 0
T
n
2 2ax
— ® cospde do
=K cos? g cos?l  cos*g sin?6  sintg
70 a? + b2 + c?
T2
. ds
= 2na,uabc/ o
o V(@ +8) (b* + 5) (* + 9)

4. Man zeige, daB im Falle von zwei diinnen konfokalen Ellipsoidschalen ahnliche
Massenelemente in Punkten, welche einander nach den Beziehungen (47) zugeordnet
sind, den Produkten aus den drei Achsen der Ellipsoide proportional sind. Sodann
zeige man, mit Riicksicht auf Aufgabe 3 und die Methode von Ivory, daf das
Potential einer Ellipsoidschale in einem &ufleren Massenpunkt gleich ist

00

ds’
V@it ) 0+ ) @+ )
0

V’'=2nopabe

d ds
= 2nouabe e S
-/1/(0‘2 + 8) (b2 + $) (¢* + )

x

5. Man beweise, daB die Potentialflichen eines diinnen homogenen Ellipsoides
konfokale Ellipsoide darstellen. Welche Kurven bilden die Kraftlinien, die zu
diesen Flachen senkrecht verlaufen ?

6. Man diskutiere die Potentialflichen, welche ganz auflerhalb von homogenen
Vollellipsoiden liegen.

9%



132 IV. Das Potential und die Anziehung von Kérpern

Geschichtliche Ubersicht und Literatur.

Die Anziehung zwischen Korpern wurden zuerst von Newton untersucht.
Seine Ergebnisse finden sich in den Prinzipien, Buch I, Abschnitt XII und XIII,
und sind durch synthetische Verfahren abgeleitet &hnlich den in dem ersten Teil
dieses Kapitels benutzten. Das Problem der Anziehung zwischen Ellipsoiden war
der Gegenstand von vielen Abhandlungen und der Fall, wo sie homogen sind,
wurde im 19. Jahrhundert bald vollstindig gelost. Zu den wichtigen Abhandlungen
gehoren: Stirling,1735, Phil. Trans.; Euler, 1738, Petersburg; Lagrange, 1773
und 1775, Ges. Werke, vol. 111, p. 619; Laplace, 1782, Méc. Cél., vol.II; Ivory,
1809 —1828, Phil. Trans.; Legendre, 1811, Mém. de U'Inst. de France, vol. XI.;
Gauss, Ges. Werke, Bd. V; Rodriguez, 1816, Corres. sur 'Ecole Poly., vol. III;
Poisson, 1829, Conn. des Temps; Green, 1835, Math. Papers, vol. VIII; Chasles,
1837 —1846, Jour. I'Ecole Poly. und Mém. des Savants Etrangers, vol. IX; Mac
Cullagh, 1847, Dublin Proc., vol. I11; Lejeune-Dirichlet, Journal de Liouville,
vol. IV., und Crelle, Bd. XXXII.

Die fritheren Abhandlungen betrafen zum groten Teil die Anziehung von homo-
genen Umdrehungsellipsoiden auf Punkte in besonderen Lagen, so z. B. auf der
Achse. Lagrange lieferte die allgemeine Lésung fiir die Anziehungen von all-
gemeinen homogenen Ellipsoiden auf innere Punkte. Diese wurde von Ivory und
Maclaurin (mit den Verallgemeinerungen von Laplace) auf duBere Massen-
punkte ausgedehnt. Das Theorem von Ivory wurde in &uBerst interessanter
Weise von Darboux in Anmerkung XVI zu dem zweiten Bande der Mécanique
of Despeyrous verallgemeinert. Chasles gab einen synthetischen Beweis von
Theoremen, welche die Anziehungen von homogenen Ellipsoiden betrafen, in den
Mémoires des Savants Etrangers, vol. IX, und Lejeune-Dirichlet behandelte in
einer sehr eleganten Erérterung die beiden Fille des inneren und duBeren Punktes,
wobei er einen Diskontinuititsfaktor benutzte (Liouwille’s Journal, vol. IV).

Laplace bewies, dafl das Potential in einem &duBeren Punkt die partielle Diffe-
rentialgleichung

oV oV 2V _
ozt " 9yt T o2t

erfiillt und bestimmte ¥ durch die Bedingung, da8 die Funktion ¥V dieser Gleichung
geniigen soll. Dies ist ein Verfahren von grofer Allgemeinheit und ist auBler in
trivialen Fillen verhaltnismaBig einfach. Es bildete den Ausgangspunkt der
meisten Untersuchungen in der zweiten Hilfte des letzten Jahrhunderts, besonders
in dem Falle, wo die anziehenden Korper nicht homogen sind. In der Abhandlung
iiber Elektrizitat und Magnetismus 1828 fithrte Green den Ausdruck Potential-
funktion fiir V ein und leitete fiir V viele mathematische Eigenschaften ab. Greens
Abhandlung blieb fast unbekannt bis etwa 1846, und in der Zwischenzeit wurden
viele von seinen Sitzen von Chasles, Gaufl, Sturm und Thomson von neuem
entdeckt. Einer von den Greenschen Sitzen hat im Falle zweier unabhingiger
Variablen in der Funktionstheorie eine duBerst brauchbare Anwendung gefunden.

Poisson zeigte, daB die Potentialfunktion fiir einen inneren Punkt die folgende
partielle Differentialgleichung erfiillt

oV , otV |, o*V
Z—ié +W+a—za=-—47tﬂ.

Von den Werken, welche die Anziehungsverhiltnisse und die Potentialfunktion
behandeln, erwihnen wir: Thomson und Tait, Natural Philosophy, part. II;
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Neumann, Potential; Poincaré, Potential; Routh, Analytical Statics, vol. 11
und Tisserand, Mécanique Céléste, vol. II. Die zuletzt erwiahnten bringen die
astronomischen Anwendungen meist vollstindig und sollten fiir weitere Studien-
zwecke benutzt werden.

Die Anziehungsverhiltnisse der Sphéroide und Ellipsoide waren von fundamen-
taler Bedeutung fiir die Untersuchungen méglicher Gleichgewichtsfiguren von
rotierenden Fliissigkeiten. Der Grund ist natiirlich der, daf in die Gleichgewichts-
bedingungen die Anziehungskomponenten eingehen. Maclaurin wies 1742 nach,
daB fiir langsame Rotation ein abgeplattetes Spharoid, dessen Exzentrizitat eine
Funktion der Rotationsgeschwindigkeit und der Fliissigkeitsdichte darstellt, eine
Gleichgewichtsfigur bildet. In der Tat entstehen immer zwei derartige Figuren;
fiir langsame Rotation ist die eine nahezu kugelférmig und die andere ist sehr
stark abgeplattet. Fiir schnellere Rotation nihern sich die Figuren mehr der glei-
chen Gestalt; fiir eine gewisse grofiere Rotationsgeschwindigkeit werden sie iden-
tisch; und fiir noch schnellere Rotation erhélt man tiberhaupt kein Sphiroid mehr
als Gleichgewichtsfigur. Jacobi wies 1834 nach, daB, wenn die Rotationsge-
schwindigkeit nicht zu gro8 ist, sich ein Ellipsoid von drei ungleichen Achsen als
Gleichgewichtsfigur ausbildet, welches fiir eine gewisse Rotationsgeschwindigkeit
mit der mehr kugelférmigen des Maclaurinschen Sphéroids zusammenfillt.
Wegen dieser Arbeit siche Tisserands Mécanique Céléste, vol. II. In einer sehr
wichtigen Abhandlung (Acta Mathematica, Band VII) zeigte Poincaré, daf es
noch unendlich viele weitere Gleichgewichtsfiguren gibt, welche fiir gewisse Werte
der Rotationsgeschwindigkeit mit dem entsprechenden Jacobischen Ellipsoid
zusammenfallen, so wie es seinerseits fiir eine gewisse Rotationsgeschwindigkeit
mit dem Maclaurinschen Sphiroid zusammenfillt. Die von diesen Figuren am
wenigsten verlingerte ist an dem einen Ende breiter als an dem anderen und wurde
daher Apioid genannt, worunter man eine birnenférmige Figur versteht. Spitere
Untersuchungen von Sir George Darwin (Philosophical Transactions, vol. 198)
haben gezeigt, daB es so verlingert ist, daB es eher als gurkenférmige Figur be-
zeichnet werden sollte.

Fuanftes Kapitel.

Das Zweikorperproblem.

83. Die Bewegungsgleichungen. In diesem Kapitel soll die Anziehung
zwischen zwei Kugeln behandelt werden, die in konzentrischen Schichten
homogen sind. Nach den Ergebnissen des § 69 ist diese Anziehung dem
Produkt ihrer Massen direkt und dem Quadrat der Entfernung ihrer
Mittelpunkte umgekehrt proportional.

Es bezeichne m, und m, die Massen der beiden Korper, und es sei
my + my = M. In bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Koordinaten-
system im Raum mogen die beiden Kugeln die Koordinaten (&;, 75, {,)
und (&,, 15, £,) besitzen. Ihre Entfernung sei r; dann folgen aus den Be-
wegungsgesetzen und dem Gesetz der Gravitation fiir ihre Bewegung die
Differentialgleichungen
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m;%;TE,‘ =— kzmlmz(s‘—:is’—),
m, dT;% =— kzmlmz(ﬁ‘:—’“—),
ml% =— kzmlmz(c‘—:@,
) e el
My %;T"; = — k?m,m, (.'72_:_,’74) ,
mz% = — K*mym, .@L}E&) i

Die Losung dieser sechs simultanen Gleichungen zweiter Ordnung
fithrt auf zwolf Integrale mit zwolf willkiirlichen Konstanten, welche in
jedem besonderen Falle durch die drei Koordinaten der Anfangslage und
die drei Komponenten der Anfangsgeschwindigkeit eines jeden Korpers
bestimmt sind.

84. Die Bewegung des Massenmiftelpunktes. Addiert man die erste
und vierte, die zweite und fiinfte, die dritte und sechste Gleichung des
Systems (1), so ergibt sich

b | ddy

Mg T Mg =0
d*y d2q
m, Eizl + My m:' =0,

az dz
ml'dicz_l + mvg—a—f:' = 0.
Diese Gleichungen lassen sich unmittelbar integrieren; man erhélt

d d
gt me gt =

d d
(2) m ‘d? + my d’_tlz = Bu»
dg g,

Mgy T Mgy =

Nochmalige Integration liefert
my &y + mpéy = eyt + a,
3) My + Myny = frt + Po,
my 8y + myly = yit + ¥s.

Auf diese Weise haben wir von den zwélf Integralen bereits sechs be-
stimmt mit den Integrationskonstanten a,, a,, f1, B3, 1, ¥3-
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Der Massenmittelpunkt des Systems mége die Koordinaten g, 4, ¢
besitzen, alsdann folgen aus § 19 und aus den Gleichungen (3) die Be-
ziehungen

ME =my & + myéy = eyt + a,
4 Mn = mym + memy = Pit + B,
MG =my 8 + mely = p,t + y,.

Die Koordinaten sind also lineare Funktionen der Zeit, und folglich
bewegt sich der Massenmittelpunkt mit gleichférmiger Geschwindigkeit.
Durch Quadrieren und Addieren der Ableitungen erhilt man

e (35 (50) + (55 ) = e s
und mithin 7 Vat 1@1’+71”

wo V den absoluten Betrag der Geschwindigkeit des Massenmittel-
punktes bezeichnet. Diese ist also, wie bereits gefunden, konstant.
Elimination von ¢ aus den Gleichungen (4) ergibt

Mg—az . Mn—8, — ME—%.

(£} B 2!

Dies sind aber die Gleichungen einer Geraden im Raume; der Massen-
mattelpunkt von zwer Korpern bewegt sich also wn gerader Linve mat kon-
stanter Geschwindigkeit.

85. Die Gleichungen der Relativbewegung. Wir wiihlen ein neues
Achsensystem, welches zu dem urspriinglichen parallel sei; sein Koordi-
natenanfang liege im Massenmittelpunkt der beiden Korper. In bezug
auf dieses System mogen die beiden Korper die Koordinaten z,, y,, 2,
und x,, Y, 2, besitzen. Zwischen den alten und neuen Koordinaten
bestehen daher die Beziehungen

lm1=£1_';t: wzzfz—és
%) Iy1=7h"72r y2="12—:'7:s
2’1=Cl—¢', 32:4-2—;-

Durch Einsetzen in (1) findet man fiir die Differentialgleichungen der
Relativbewegung
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diz T, —.
my g = — kPmym, @ —z) s ‘),
ds —_
L dgl - k2m1m2 (yl'a ya),
d2z 2, — 2
o my dtal = - k2m1m2( : ey 2)'1
( ) d*z, k2 (Z:— 1)
Me it — Mo My r3 ’
d? —
My dt?:z = — k2mym, (Y2 S 3/1)’
d*z 2y — 2
m2 —d-t—;- = — kzm,zml .(.2T1) .

Die Gleichungen sind also von derselben Form wie die fiir die absolute
Bewegung.

Die Koordinaten des Massenmittelpunktes folgen aus den Gleichungen
(4); wiren also xy, 4, . . ., 2, und ferner die Konstanten a,, a,, 8;, 82, ¥,
und y, bekannt, so lieen sich die absoluten Lagen im Raume ermitteln.
Da es aber keine Methoden gibt, um diese Konstanten zu bestimmen,
so kommt nur das Problem der Relativbewegung, wie es sich in den
Gleichungen (6) darstellt, fiir eine Losung in Frage.

Da der neue Koordinatenanfang mit dem Massenmittelpunkt zu-
sammenfillt, so bestehen fiir die Koordinaten die Beziehungen

myz; + myzy =0,
(7 MYy + Mays =0,

mzy + myzy, = 0.
Wenn man also in bezug auf den Massenmittelpunkt der beiden Korper
die Koordinaten des einen Korpers kennt, so lassen sich die Koordinaten
des anderen Korpers aus den Gleichungen (7) bestimmen.

Mit Hilfe der Gleichungen (7) kann man z,, ¥, und 2, aus den ersten
drei Gleichungen (6) und z,, ¥, und 2, aus den letzten drei eliminieren.

Die Elimination liefert &z, z
@M
ae k Mra ’
¢y 2 Y1
ap = M,
d*z, 2ar %
o =M,

(8) o i
e~ o
d*y, _ 2 g Y2
ap =M
d*z, 2Ny %
arv -~ kM r®
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In den ersten drei Gleichungen (8) ist die GroBe r, welche auf der
rechten Seite auftritt, durch z,, y, und z,, in den letzten drei durch z,,
Y, und 2z, auszudriicken. Da aus den Gleichungen (7)

M M M
—VzP+ y + 212‘—‘?2"'1:?17'2:”

my

folgt, so sind die Gleichungen (8) in z,, ¥;, 2, von denen in Z,, ¥,, 2,
unabhingig und umgekehrt. Tatsdchlich handelt es sich aber in der
Praxis um die Bewegung des einen Korpers in bezug auf den andern.
Sind z, y und 2 die Koordinaten von m, in bezug auf m,, so ist

T=Ty — Ty, Y=Ys—Y1, 2=2; —2.

Zieht man daher von den Gleichungen (8) die erste, zweite und dritte
von der vierten, fiinften und sechsten ab, so erhidlt man die Bezie-
hungen Frm

T
ap = — M,
?y y
9) aw = — M,
dz
s =~ PM,
r? = x? 4 y? 4 22.

Das Problem ist jetzt also von der sechsten Ordnung, nachdem die
Erniedrigung von der zwélften Ordnung mit Hilfe der sechs Integrale
(2) und (8) vorgenommen wurde. Die sechs neuen Integrationskonstan-
ten, welche bei der Integration der Gleichungen (9) eingefithrt werden
miissen, sind durch die drei Koordinaten der Anfangslage und die drei
Komponenten der Anfangsgeschwindigkeit von m, in bezug auf m, be-
stimmt.

86. Die Flichensétze. Multipliziert man die erste der Gleichungen (9)
mit — y, die zweite mit + x und addiert, so erhélt man

d*y dz
l Lo — Yap = 0
d*z d*y
und ebenso [ Yo — 2 = 0,
d*z dz
Zap — Tap =0
Diese Gleichungen besitzen die Integrale
P AL S
at —Yar T
dz dy
(10) Yar — %dar = Qe
dt — Tdt %
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Wie aus § 16 folgt, sind a,, a,, a; die Projektionen der doppelten
Flichengeschwindigkeit auf die zy-, y2- und zz-Ebene. Durch Multi-
plikation der Gleichungen (10) mit 2z, z und y und Addition findet man

(11) a2 + a,x + azy = 0.

Dies ist die Gleichung einer Ebene durch den Koordinatenanfang, welche
nach ihrer Ableitung stets von den Koordinaten des Korpers m, erfullt
ist, folglich geschieht die Bewegung des einen Korpers in bezug auf den
anderen in einer Itbene, welche durch den Muittelpunkt des anderen hindurch-
geht.

Die Konstanten a,, a,, a; bestimmen die Lage der Bahnebene relativ
zum Bezugssystem. In Polarkoordinaten lautet die Gleichung (11)

(12) @, sin @ + a, cos @ cos f + a; cos g sin § = 0.

Die zy-Ebene und die Bahnebene
z schneiden sich in einer Geraden L
(Fig. 25). Die Halbgerade (Strahl) OL
sel so gewihlt, da sie durch den-
jenigen Punkt hindurchgeht, in welchem
der Korper m, die zy-Ebene bei seinem
Ubergang von der negativen zur posi-
tiven Seite passiert. Es bezeichne £ den
Winkel zwischen der positiven
z-Achse und der Geraden OL,
von Oz in der positiven Rich-
tung gerechnet. Dieser Winkel
liegt also zwischen 0° und 860°. Ferner
bezeichne 7 den Winkel zwischen der
zy-Ebene und der Ebene OLA, ge-
rechnet in der positiven Drehrichtung
um OL. Der Winkel ¢ kann irgend-
einen Wert zwischen 0° und 180° annehmen. Je nachdem a, positiv
oder negativ, ist 4 kleiner oder groBer als 90°. Alsdann ist fir ¢ =0

der Wert von 6 entweder § oder § + x; fir 6 = & + g ist der Wert

von @ entweder i oder ¢ — 7, je nachdem ¢ kleiner oder groBer als 90°
ist. In diesen Fillen nimmt Gleichung (12) die folgenden Formen an:

Gy €08 § + aysin § =0,
a,sin i — a, cos © sin § + a3 cos 4 cos & = 0.

Fig. 26.

(18)

Da die Projektionen der Flichengeschwindigkeit auf die drei Koordi-
natenebenen konstant sind (nimlich § a,, } a,, } a3), so ist die Flichen-
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geschwindigkeit in der Bahnebene ebenfalls konstant. Bezeichnet man
diese Konstante mit % ¢;, so ist

(14) 6 = Va12 + ay? + a4,

wo die Wurzel positiv zu nehmen ist. Lost man die Gleichungen (18)
und (14) nach a,, a, und a; auf, so findet man

a, = + ¢, cos 1,
(15) @y = 4+ ¢, 8in % sin &,
a3 = — ¢, SIn 1 cos §.

Die Gleichungen (15) liefern eine eindeutige Bestimmung der GroBSen 4
und & und damit der Lage der Bahnebene.

87. Das ebene Problem. Da die Bahnkurve einer bekannten Ebene
angehort, konnen die z- und y-Achse in dieser Ebene angenommen
werden. Sind z und y, wie oben, die Koordinaten, so lauten die Diffe-
rentialgleichungen der Bewegung

dz T
I an = M,

(16) ey _ kMY

dae 3’
I r2 = x2 + y2_

Das Problem ist jetzt von der vierten, anstatt, wie in (9), von der
sechsten Ordnung infolge der Integrale (10). Man bemerkt, da die Lage
der Ebene durch die beiden Elemente §£ und 7 oder durch die GréBen
@y, G4, ay bestimmt ist, dafl nur zwei von den willkiirlichen Konstanten
in die Reduktion eingingen. Dieses Problem 148t sich 16sen, indem man
die Differentialgleichung der Bahnkurve wie in § 54 bestimmt und wie
in § 62 integriert, wobei das letzte Integral aus dem Flichensatz ge-
folgert wird; man tut indessen besser, die Resultate direkt nach der
Methode abzuleiten, welche fiir gew6hnlich in der Himmelsmechanik
angewandt wird.

Die Gleichungen (16) liefern

d*y d*z
Tap — Yap =0

Dieses Integral besitzt die Gleichung

dy

dy _ 4z _
at — Yar = v

x
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welche in Polarkoordinaten
an P =o¢

lautet. Ist 4 die von dem Leitstrahl 7 iiberstrichene Fliche, so ist

Q%tﬁ= rzg—f = ¢ und somit
(18) 24 =ct+ c,.

Hieraus folgt, daB der Leitstrahl in gleichen Zeiten gleiche Flichen iiber-
streicht.

Multipliziert man die Gleichungen (16) mit 2 %tf und 2 % und addiert,
so ergibt sich 4{;

o8z | g®ydy _ _ B M (02 ydy) 2 Mdr

de dedt dat

dt

r dt

Das Integral dieser Gleichung ist
d x\*? dy\*  2k*M
(19) (@) + (@) ="7 +o

Diese Gleichung, welche nur das Quadrat der Geschwindigkeit und die
Entfernung enthilt, ist als das Integral der lebendigen Kraft (§ 52) be-
kannt. In Polarkoordinaten lautet sie

dr\® | ,/d6\* 2k*M
(F) +7(G) ==+

dr dr d6
Wegen G = dedt

erhilt man hieraus (%)’ { (%%)’-}- r? } = 2k:M + c3.

39 mit Hilte von (17) liefert diese Gleichung den

Ausgdruck 16— c,dr
- rV—c,’+2k2M-r+c,r”

_d(ﬂ)

(20) dg = !

keM® kM c,\?
Vet 5w =(0=3%)

Durch Elimination von

welcher sich in der Form

schreiben 148t.
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Definieren wir B2 und w durch die Ausdriicke

. cha
I 03+ 0: =B2)
l M o
_— = —— u,
Cy r

wo B2 fiir eine reelle Bahnkurve positiv ist, so nimmt die Gleichung (20)

die Gestalt 10— —du_
VB —w?
an. Thr Integral ist 0 = arc cos % + ¢4.

Geht man von u, B und ¢, zu r und den urspriinglichen Konstanten iber,

so folgt

@1) "= oM —L;c‘_w
) + Vcs + P

c

5 cos(60—cy)
1

Dies ist die Polargleichung eines Kegelschnittes mit dem Koordinaten-
anfang in dem einen Brennpunkt.

88. Die Elemente als Funktionen der Integrationskonstanten. Der
Knoten o und die Neigung 7 lassen sich mit Hilfe der Gleichungen (15)
durch die Integrationskonstanten ausdriicken.

Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes mit dem Koordinaten-
anfang in dem rechten Brennpunkt ist

P —
14ecos(6—w)’

wo p den Halbparameter und w den Winkel zwischen der Polarachse und
der groBen Achse des Kegelschnittes bezeichnet. Durch Vergleich dieser
Gleichung mit dem Ausdruck (21) findet man

( o®

P=n
(22) W = ¢4
¢, =kVMp,
L s ____k_’gp—_ﬁ)M.

Im Falle e? < 1 ist die Bahnkurve eine Ellipse und p = a (1 — €?), wo
a die groBe Halbachse darstellt; im Falle ¢2 = 1 ist die Bahnkurve eine
Parabel und p = 2 ¢, wo ¢ die Entfernung zwischen dem Koordinaten-
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anfang und dem Scheitel der Parabel darstellt; im Falle e2 > 1 ist die
Bahnkurve eine Hyperbel und p = a (2 —1).

Bezeichnet 4, die Fliche, die in der Zeit beschrieben wird, bis der
Korper das Perihel ) passiert, so ergibt sich der Zeitpunkt fiir den Durch-
gang durch das Perihel aus Gleichung (18) zu
©3) T =24,

1

Hiermit ist die Bestimmung der Elemente durch die Integrations-
konstanten vollendet. Diese sind als Funktionen der Koordinaten der
Anfangslage und der Komponenten der Anfangsgeschwindigkeit definiert
durch die Gleichungen, in denen sie zuerst auftreten, namlich (10), (17),
(18), (19) und (21).

89. Eigenschaften der Bewegung. Die Bahnkurve sei eine Ellipse.
Setzt man die Werte der Integrationskonstanten aus den Gleichungen
(22) in die Gleichungen (17) und (19) ein, so werden diese Gleichungen im
Fall der Ellipse

| edwyne,
(24) | dz\? dy R T E 1
(a) + (&) =7 =2M(3—2),

wo V die Bahngeschwindigkeit in der Entfernung r vom Koordinaten-
anfang bedeutet.
Falls die Bahnkurve einen Kreis darstellt, ist r = @ und

ya_ kM
=M

r

Falls die Bahnkurve eine Parabel darstellt, ist a = oo und

2k*M
r

V2=

Fiir eine bestimmte Entfernung vom Koordinatenanfang ist daher das
Verhiltnis der parabolischen Bahngeschwindigkeit zu der in einer Kreis-
bahn

(25) Vo Ve=V2:1.

Bei der Bewegung der Kometen um die Sonne kreuzen diese daher die
Planetenbahnen mit Geschwindigkeiten, die 1.414 mal groBer sind als
die der Planeten.

1) Falls m, nicht einen anderen Kérper als die Sonne darstellt, bezeichnet man
den m, niher liegenden Scheitel der Bahnkurve als Perihel.
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Der Betrag fir die Geschwindigkeit, welche ein Korper erlangt, wenn
er von der Entfernung s bis zur Entfernung r nach dem Kraftzentrum
k2M hin sich bewegt, folgt aus dem Ausdruck (siehe § 85)

1 1
ve=amM(, — )

Wenn s so bestimmt wird, daB diese Geschwindigkeit gleich der Bahn-
geschwindigkeit sein soll, so ergibt sich durch Gleichsetzen dieses Aus-
drucks fiir V2 mit dem der zweiten
Gleichung (24), daBl s =2 a und
(26) V2=2kM(T— o)

Dies bedeutet: Die Geschwindig-
keit eines Korpers, der sich in einer
Ellipse bewegt, ist an jeder Stelle
von demselben Betrage wie diejenige
Geschwindigkeit, welche der Kérper
an dieser Stelle erlangen wiirde, wenn
er von dem Umfang eines Kreises aus,
dessen Mittelpunkt mit dem Koordi-
natenanfang zusammenfdllt und des-
sen Radius gleich der grofen Achse
der Ellipse vst, auf die Ellvpse fiele.

So hat die Geschwindigkeit an der Stelle P der Ellipse den gleichen
Betrag wie diejenige Geschwindigkeit, welche der Korper bei einem
Falle von P’ nach P annehmen wiirde.

Gleichung (26) fithrt zu interessanten Aufschliissen iiber die mogliche
Bewegung von m,, wenn man nur diese Gleichung zugrunde legt und
von den besonderen Eigenschaften der Bewegung auf einem Kegel-
schnitt absieht. Da das linke Glied in (26) positiv (oder null) sein mu8,
so kann 7 nur solche Werte annehmen, fiir welche diese Forderung er-
fullt ist. Fir jede irgendwie geartete Bewegung muBl daher r < 2 a sein.
Dieses Ergebnis ist freilich trivial in diesem einfachen Falle, wo die
simtlichen Bewegungsumstinde vollkommen bekannt sind, hingegen
liefert die entsprechende Erorterung fiir das Dreikérperproblem (Ka-
pitel VIII) durchaus bemerkenswerte Aufschliisse, welche sich auf andere
Weise nicht ergeben haben.

Wir betrachten die zweite Gleichung (24) und nehmen an, da8 sich
der Korper m, von einem Punkte aus bewegt, der von dem Korper m,
die Entfernung r besitzt. Dann folgt sogleich, da die groBe Achse des
Kegelschnittes von der anfinglichen Entfernung vom Koordinatenan-
fang und dem Betrage der Anfangsgeschwindigkeit abhingt, hingegen

Fig. 26.
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nicht von der anfinglichen Bewegungsrichtung. Im Falle V2 < gk:—M
= U2, wo U die Grenzgeschwindigkeit des Korpers m, darstellt, ist a
positiv und die Bahnkurve eine Ellipse; im Falle V2 = U? ist a unend-
lich und die Bahnkurve eine Parabel; im Falle V2 > U? ist a negativ
und die Bahnkurve eine Hyperbel.

Den Zeitpunkten ¢, und ¢, mogen die von dem Leitstrahl itberstriche-
nen Flichen 4, und 4, entsprechen. Alsdann liefert Gleichung (18)

2 (4, —4,) = (t: —t)es-

Bezeichnet ¢, — ¢, = P die Periode der Umdrehung, so ist 2 (4, — 4,)
der doppelte Flicheninhalt der Ellipse, also gleich 27zab. Setzt man
den Wert von ¢, aus (22) ein und 16st nach P auf, so erhélt die Periode
den Ausdruck

3
2na?
P == .
@) kY M

Aus dieser Gleichung folgt, daB die Periode von allen Elementen auper

von der groflen Achse unabhdngig ist; oder wegen (26), dal die Periode

nur von der anfinglichen Entfernung vom Koordinatenanfang und der

Anfangsgeschwindigkeit abhingt, und nicht von der anfinglichen Be-

wegungsrichtung. Die groBe Halbachse soll als mittlere Entfernung be-
zeichnet werden, wobei zu beachten ist, daf3
sie micht die durchschnittliche Entfernung
darstellt, wenn man die Zeit als unab-
hingige Variable benutzt. (Siehe die Auf-
gaben 4 und 5, S. 147.)

Die drei Bahnkurven in Figur 27 stim-
men in der Linge der groBen Achse iiber-
ein und sind folglich wihrend derselben
Zeitdauer beschrieben. Die Geschwindig-
keit in 4 hat in allen drei Fillen den glei-
chen Betrag, wihrend die verschiedenen
Formen und Lagen der Kurven sich aus
den verschiedenen Bewegungsrichtungen

Fig. 37. in A ergeben.
Betrachtet man zwei Systeme m,, m, und m,, m, so findet man fiir
das Verhiltnis ihrer Perioden
sz,s aal,-: Ma,e
P4 a%: My
Falls die beiden Systeme aus der Sonne und zwei Planeten bestehen,
sind die GroBen M, , und M, , sehr nahe gleich, weil die Massen der
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Planeten im Vergleich zur Masse der Sonne duBerst klein sind. Mit
starker Anniherung erhalten wir daher die folgende Beziehung

le, 2 a3y, g,
st, 2 asa, s’

oder, die Quadrate der Umlaufszeiten der Planeten sind den Kuben ihrer
mittleren Entfernungen proportional. Dies ist das dritte Gesetz von
Kepler.

Es ist zu beachten, daB bei der Bestimmung der Verhiltnisse fiir die
Perioden die Annahme gemacht wurde, daB die GroBe k fir die ver-
schiedenen Planeten denselben Wert besitzt, d. h., da8 die Beschleuni-
gungen, welche die beiden Planeten infolge der Sonnenanziehung er-
fahren, in der Entfernung eins von dem gleichen Betrage sind. Anderer-
seits folgt diese Eigenschaft der GroBe k aus der letzten Gleichung,
welche Kepler direkt durch Beobachtung bestitigte. Das bedeutet, daB
die Gravitationskraft zwischen der Sonne und den verschiedenen Pla-
neten ihren (durch ihre Tréagheitsverhéltnisse bestimmten) Massen pro-
portional ist. Dieses Ergebnis ist fir die Gravitationskraft keineswegs
selbstverstindlich, denn es wire sehr wohl denkbar, daB sie auch von
der chemischen oder physikalischen Beschaffenheit der Korper abhinge,
wie das fiir die chemische Affinitét, den Magnetismus und alle anderen
bekannten Krifte auch tatsichlich zutrifft. Es ist vielmehr eine be-
sondere Eigenart der Gravitation, daB sie proportional der trigen Masse
ist und von jeder anderen Wirkung unabhéngig.

90. Wahl der Einheiten. Bestimmung der Konstanten A, Wenn die
Einheiten der Zeit, der Masse und der Entfernung gewé#hlt sind, a8t
sich k aus (27) bestimmen. Wenn diese Wahl fiir die sémtlichen Einheiten
offenbar auch willkiirlich sein kann, so wird man doch gut tun, diejenigen
Einheiten zu wihlen, welche in astronomischen Problemen fiir gewohn-
lich benutzt werden. Diese sind fiir die Zeit der mittlere Sonnentag, fiir
die Masse die Masse der Sonne, fiir die Entfernung die grofle Halbachse
der Erdbahn. Die durch diese Einheiten bestimmte GroBe k bezeichnet
man als die GauBsche Konstante, welche Gaul} selbst in dieser Weise in
der Theoria Motus Art. I. definiert hat.

Es sei m, die Masse der Sonne und m, die der Erde und des Mondes
zusammen; dann ist nach Beobachtungsergebnissen in diesen Ein-
heiten

m. 1
My = wpimin = aEarin

(28)
P = 865.2568885.

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 10
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Setzt man diese Zahlen in (27) ein, so findet man
2% 0.01720209895,
(29) V1i+m,

logk = 8.2355814414 — 10.

Da m, sehr klein, so ist k niherungsweise gleich %Z:— und daher nihe-

rungsweise gleich der mittleren tiglichen Erdbewegung oder etwa gleich

s5- Die mittlere tigliche Bewegung eines Planeten mit der Masse m; ist

27 und wird gewohnlich mit n; bezeichnet. Hierfiir ergibt sich aus (27)

P;
(30) n, — EVitm
a,-%

Die Periode der Erdumdrehung um die Sonne und ihre mittlere Ent-
fernung waren zu den Zeiten von Gaull nicht mit vollkommener Ge-
nauigkeit bekannt und sind es auch jetzt noch nicht; es ist aber klar,
daB der Wert von k mit den verschiedenen Bestimmungen dieser GréB8en
sich dndert. Wenn daher Astronomen an den Definitionen der oben
gegebenen Einheiten genau festhalten wollten, so miiten sie die von k
abhiingigen Tafeln jedesmal von neuem berechnen, sobald eine Ver-
besserung in den Werten der Konstanten vorgenommen ist. Diese Un-
bequemlichkeiten lassen sich vermeiden, wenn man denjenigen nume-
rischen Wert von k nimmt, welchen GauB bestimmte, und die Einheit
fiir die Entfernung so wihlt, dal (27) stets erfiillt ist.

Nimmt man als Einheit fir die Entfernung die mittlere Entfernung
zwischen zwei Korpern, als Masseneinheit die Summe ihrer Massen und
wihlt die Zeiteinheit so, daB3 k gleich eins ist, so bezeichnet man das
System dieser Einheiten als kanonisches System. Da M =1 und
k? =1 in diesem System ist und aus (30) » =1 folgt, so werden die
Gleichungen, wenn man diese GréBen benutzt, etwas vereinfacht und
gind daher fiir rein theoretische Untersuchungen von Vorteil.

XIV. Aufgaben.
1. Man stelle die Differentialgleichungen fiir das Problem der Relativbewegung
von zwei Kérpern in Polarkoordinaten auf.
dzr a0\? kM d/,do
at —’(d—t) =55 alra) =0

2. Man integriere die Gleichungen der Aufgabe 1 und deute die Integrations-
konstanten.

3. Die Erde bewegt sich in ihrer Bahn, welche als kreisférmig angenommen
werden mag, mit einer Geschwindigkeit von 29.77205 km in der Sekunde. Man
nehme an, daf} sich die Meteore der Sonne in Parabeln nihern; zwischen welchen

Loésung:
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Grenzen werden dann ihre relativen Geschwindigkeiten (in bezug auf die Erde)
liegen, wenn sie in die Erdatmosphére eindringen ?

Loésung: 12.327238 bis 71.871338 km in der Sekunde. (Am 14. November
erfihrt die Erde eine Begegnung, am 27. November eine Einholung durch Meteore.
Dabei erlangen die Meteore im ersten Falle eine relative Geschwindigkeit nahe
der oberen, im zweiten Falle nahe der unteren Grenze.)

4. Man driicke die durchschnittliche Lange des Leitstrahls einer Ellipse in den
Groflen a und e aus und nehme dabei die Zeit als unabhingige Variable.

. /'rdt €2
L 6sung: Durchschnittswert von r = '/dt _ a(l + »42_) .

5. Man finde die durchschnittliche Lénge des Leitstrahls einer Ellipse und nehme
dabei den Winkel als unabhéngige Variable.

rdo . 1—e
Lésung: Durchschnittswert von r=§d9 =2ﬂa1;71t =

6. Man zeige, da8 der Wirmebetrag, den die Planeten pro Flacheneinheit von
der Sonne empfangen, im Durchschnitt den reziproken Werten der Produkte aus
den groBen und kleinen Achsen ihrer Bahnen proportional ist. In welcher Weise
hingt fiir eine bestimmte grofle Achse der gesamte, wihrend einer Umdrehung
aufgenommene Betrag an Wirme von der Exzentrizitat der Bahn ab?

7. Fiir den Fall, daB sich Massenpunkte von einer gegebenen Lage aus mit
einer gegebenen Geschwindigkeit, aber in verschiedenen Richtungen bewegen,
finde man (a) die Perihele, (b) die Aphele, (c) die Mittelpunkte der Ellipsen, (d) die
Endpunkte der kleinen Achsen.

8. Fiir den Fall, daB sich Massenpunkte von einer gegebenen Lage aus in einer
gegebenen Richtung, aber mit verschiedenen Geschwindigkeiten bewegen, finde
man die Orte derselben Punkte, wie in Aufgabe 7 und driicke die Koordinaten
dieser Punkte in den Anfangswerten der Koordinaten und der Geschwindigkeits-
komponenten aus.

9. Man betrachte den Fall, daB ein Komet sich in parabolischer Bahn mit dem
Perihelabstand ¢ bewege und sich durch Zusammensto mit einem Korper von
der gleichen Masse vereinigt, welcher sich vor dem Zusammensto in Ruhe befand.
Man bestimme die Exzentrizitit und den Perihelabstand fiir die Bahnkurve der
vereinigten Korper.

10. Man nehme an, die Masse des Jupiters sei, ausgedriickt durch die Masse
der Sonne, gleich 1/1047 und seine mittlere Entfernung betrage 777774690 km
(die mittlere Entfernung zwischen Erde und Sonne betragt 149503 970 km). Man
bestimme die Periode fiir die Bewegung des Jupiters um die Sonne und die Linge
der Bahn, welche die Sonne beschreibt in bezug auf das Gravitationszentrum
Sonne —Jupiter.

91. Ortsbestimmung fiir parabolische Bahnkurven. Hat man die
Bahnkurve eines Korpers gefunden, so bleibt noch die Aufgabe, seine
Lage in einem gegebenen Zeitpunkt zu bestimmen. Da der Fall einer
parabolischen Bahnkurve der einfachste ist, so soll er zunéichst betrach-
tet werden; und zwar machen wir, um die Vorstellungen zu fixieren, die

10*

b.
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Annahme, daB es sich um die Bewegung eines Planeten um die Sonne
handelt. Da wir die Massenunterschiede der Kometen vernachlissigen
konnen, so setzen wir M = 1, Gleichung (17) wird alsdann

do _
(81) 7‘2W=k1/p =kY2q.

MiBt man den Polarwinkel von dem Leitstrahl nach dem Scheitel der
Parabel aus, so wird er mit v bezeichnet und heiBt die wahre Anomalie.
Dann ist

a6 _ dv
’ at ~ dt”’

P g2l
l r= 1 + cosv gsec 27

daher folgt aus Gleichung (81)

1/2kdt =gec? dv = (sec2 o+ sec? ;— tg? —g—)dv.
qT
Das Integral dieses Ausdrucks ist

1, ,v  kt—T)
(32) gy + ity =~
2 T3 T

wo T den Zeitpunkt des Periheldurchgangs bezeichnet. Dies ist eine
kubische Gleichung in #g —;’ Bringt man das rechte Glied auf die linke

Seite, so erfihrt im Fall { — T > O der Ausdruck auf der linken Seite,
wenn v die Werte von 0 bis 180° annimmt, eine stetige Zunahme von
negativen bis zu unendlich groBen Werten. Daher hat die Gleichung (82)

nur eine reelle Wurzel tg—;’- ; diese ist positiv. Im Falle t — T < O er-

kennt man ebenso, daB man eine reelle negative Wurzel erhélt.

Gleichung (82) 146t sich in der Form
95 03 % o _TkE—D) _ g 1)
g5 + 75, Tye g s

schreiben.

Man hat Tafeln gerechnet, welche fiir verschiedene Werte von v die
Werte des Ausdrucks auf der rechten Seite dieser Gleichung enthalten.
Aus diesen Tafeln kann durch Interpolation v gefunden werden, wenn
t — T gegeben ist, und umgekehrt ¢ — T' bei gegebenem v. Diese Tafeln
sind als Barkers Tafeln bekannt und sind in Watsons Theoretical Astro-
nomy die VIte, in Oppolzers Bahnbestimmung die IV te Tafel.1)

1) In Oppolzers Bahnbestimmung ist der Faktor 75 nicht eingefiihrt.
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Um die kubische Gleichung direkt zu lsen, setzen wir

tg% = 2¢tg 2w = ctgw — tgw
und somit tg"% =—3tg ; + ctgdw — tgdw.

Diese Substitution reduziert die Gleichung (32) auf

ctg®w — tgdw = —3k(‘t—3T) .
V2q
. 3 T s
Es sei ctgw = Vctg—‘;—;
8k(t—T
dann folgt ctgs = #
97 q*r
Daher erhilt man fiir die Berechnung von tg :121 die Anwendungszwecken
dienenden Formeln
ot s = 3k(t—3T)’
(29)°
A
(38) ctgw = Vctg»;— ,
tg % = 2ctg2w.
Bei bekanntem v ist 7 bestimmt durch die Polargleichung der Parabel
v
"= TFemy 9%y

92. Die Gleichung von Euler. Wir betrachten die Lage eines Kometen
in den Zeitpunkten ¢, und ¢,. Diese Lagen seien durch die wahren Ano-
malien v, und v, und die Leitstrahlen r, und r, bestimmt. Die Sehne
zwischen den Endpunkten der Leitstrahlen bezeichnen wir mit s. Dann

folgt
Ha=D gt p e R,
Vag
kt—1T) Vg 1 Vs
FATD gt b
v g T g
Die Differenz dieser Gleichungen ist
Bl—h) _go % tg ! + —1~(tg3 0 tg? P‘); oder
Vo 2 2 T3 2 2
Sk (ty— 2
0 B4 (3 -3 o(+ et + 3 - 03

V2 q’g'
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Fiir die Sehne besteht die Gleichung
§2 = 12 + 1,2 — 2175 cO8 (Vy — ;)
= (r; + 15)? — 41,7, cos? (,”,,2:2‘ v‘) .
Aus dieser Gleichung folgt
(85)  2Vmrecos (") = £Vt et 8)(n+r—9).

Die Wurzel auf der rechten Seite hat das positive Vorzeichen fiir
v, — v, < & und das negative Vorzeichen fiir v, — v; > 7.

Aus der Polargleichung der Parabel folgt
r, = @ sec? Nopy= qsec2~;”-
Diese Ausdriicke fiir r, und r, liefern in (35) eingesetzt

Uy Vy Viitrat+s)(ritr.—s)
(36) I+tg5tgy =+ 2 :

Aus den Ausdriicken fiir r, und r, folgt weiter
T+ Ty = q(2 + tgz—;‘ + tgt ;’)
Die letzten beiden Gleichungen ergeben

mtrts)+ritr.—s)FeYr+rts)ritr.—s) — (tgg‘ _ tg-’l—;&>s

29
und somit
Vrtrn+sFyntrn—s Ve (%
3 _ 2 itV oY,
o) . By —teg
Mit Riicksicht auf die Gleichungen (86) und (87) wird Gleichung (84)
(38) 6k (ta — t)) = (ry + 12+ ) F (ry + 712 — 9t

Diese Gleichung besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft, da8 in ihr die
GroBe g nicht mehr auftritt. Sie wurde von Euler entdeckt und ist nach
ihm benannt. Sie ist von groBter Bedeutung fiir gewisse Methoden zur
Bestimmung der Elemente einer parabolischen Bahnkurve aus geozen-
trischen Beobachtungen.

Eine entsprechende Gleichung hat Lambert fiir elliptische Bahn-
kurven aufgestellt. Die rechte Seite dieser Gleichung hat die Form einer

Potenzreihe in %, in welcher das erste Glied die rechte Seite der Euler-
schen Gleichung darstellt.
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93. Ortshestimmung fiir elliptische Bahnkurven. Der Flichensatz und
das Integral der lebendigen Kraft liefern die Beziehungen

r“’f—-—-k]/ a(l —e?),

(e )

Elimination von %—t aus diesen beiden Gleichungen ergibt

0 () OO e (2 )

Die mittlere Winkelgeschwindigkeit n besitzt den Wert
2x _kYl+m

Fithrt man » in (89) ein und 16st auf, so ergibt sich
dr .
a V(m

(40) ndt =

Um das Integral, welches auf der rechten Seite von (40) auftritt, auf
die Normalform zu bringen, fithren wir die HilfsgroBe E ein durch die
Beziehung

a —r = ae cos F, woraus
(41) ’

r=a(l —ecos E).

Diesen Winkel E bezeichnet man als die exzenirische Anomalie. Die
Gleichung (40) wird dann
ndt = (1 — e cos E) dE,

und liefert das Integral
n(t—1T)=E —esin E.

Die GroBe n (t — T) ist der Winkel, welchen der Leitstrahl bei gleich-
formiger Drehung mit der durchschnittlichen Geschwindigkeit wber-
streichen wiirde. Er wird gewohnlich mit M bezeichnet und heilt die
mattlere Anomalie. Somit ist

(42) n(t—T)=M=FE —esinE.

Die GroBe M 148t sich sogleich bestimmen, wenn ¢ — T' gegeben ist,
worauf Gleichung (42) nach E aufgelost wird. Alsdann findet man r und
v aus (41) und der Polargleichung der Ellipse. Die Gleichung (42),
welche als Keplersche Gleichung bezeichnet wird, ist in E transzendent,
d. h. die GroBe E 1dBt sich nicht in endlicher Form darstellen. Da es
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sehr erwiinscht ist, fiir die Losung einen moglichst kurzen Ausdruck zu
erhalten, so wandten die Astronomen dieser Gleichung sehr viel Auf-
Q merksamkeit zu, und es wurden mehrere hun-

dert Losungsmethoden aufgestellt.

94. Gieometrische Ableitung der Keplerschen
Gleichung. Wir betrachten eine elliptische
+14 Bahnkurve mit ihrem Hilfskreis 4QB. Der
Winkel AFP ist die wahre Anomalie v, wih-
rend der Winkel ACQ als die exzentrische
Anomalie E definiert sei. Es soll gezeigt
werden, daB die Beziehung zwischen M und E
Fig. 28. durch die Keplersche Gleichung gegeben ist.

Aus dem Flichensatz und den Eigenschaften des Hilfskreises folgt

M _ Fliche AFP _ Fliche AFQ
27~ Ellipse Kreis

Es ist Fliche AFQ = Fliche 40Q — Fliche FCQ = “F _ % gesinE.
Folglich ist QM; _ %2 (E —esinE)

na? ’
M=FE—e¢sinkE,
oder a(l —e?) B 2 —
FP=r=1+-e—co—Bv=VPD2+FD2—a(1—ecosE).

Dies ist aber die Definition der in (41) gegebenen exzentrischen Ano-
malie.

95. Losung der Keplerschen Gleichung. Es soll zuerst gezeigt werden,
daB die Keplersche Gleichung stets eine und nur eine reelle Losung fiir
alle Werte von M und e hat, wenn O <e < 1 ist. Wir schreiben die
Gleichung in der Form

¢(E)=E —esinE — M =0.

Es besitze M irgendeinen gegebenen Wert zwischen nz und (n 4 1)7,
wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet; dann gibt es nur einen reellen
Wert von E, welcher dieser Gleichung geniigt und zwischen nz und
(n + 1)n liegt. Fir die Funktion ¢(E) gilt im Falle = nn

p(nm) =nn — M <O
und im Falle E = (n + 1)»
pl(n + D] = +1)x — M > 0.



V. Das Zweikérperproblem 153

Folglich gibt es zwischen nz und (» + 1) eine ungerade Anzahl von
reellen Losungen E. Nun ist die Ableitung

¢p'(E)y=1 —ecos E

stets positiv; folglich wichst ¢ (E) stetig mit E und nimmt den Wert
null nur einmal an.

Eine fiir praktische Zwecke bequeme Losungsmethode durch Reihen-
entwicklung rithrt von Lagrange her. Wir definieren z als Funktion von
w mittels der Gleichung
(48) z=w + ap(2),

wo « einen Parameter bedeutet. Lagrange hat gezeigt, dal jede solche
Funktion z sich darstellen 148t als eine fiir hinreichend kleine Werte &
konvergierende Potenzreihe von der Form

ay | TO=T@ T p@F @ ¢ i35l (900))*F ()]
| e e L) | )] 4

Diese Entwicklung kann zur Losung der Keplerschen Gleichung benutzt
werden, wenn man sie auf die Form der Gleichung (43) bringt, indem

man schreibt E =M +esinE.

Die Entwicklung von E in eine Potenzreihe in e 148t sich aus der Ent-
wicklung (44) dadurch herleiten, daB man setzt F(z) = E, ¢(2) = sin E,
w = M und ¢ = e. Das Ergebnis ist

(45) E=M+ {sinM 4 "5sin2M + - - -

Die sémtlichen Glieder der Reihe sind auBer dem ersten im Bogenmaf
ausgedriickt, man bringt sie auf Gradmaf durch Multiplikation eines
jeden Gliedes mit der Anzahl von Graden, die der Lénge eins des Ein-
heitskreises (Kreis mit Radius eins) entsprechen. Die Glieder hoherer
Ordnung sind erheblich komplizierter als die angefithrten, und ihre Auf-
stellung erfordert einen sehr stark anwachsenden Arbeitsaufwand. Fir
die Planeten- und Satellitenbahnen ist die Exzentrizitit sehr klein, so
daB die Reihe (45) fiir sie mit groBer Geschwindigkeit konvergiert, und
die ersten drei Glieder bereits einen sehr genauen Wert von E liefern.

96. Differentielle Korrektionen. Wir wollen jetzt in einem sehr ein-
fachen Falle eine Methode besprechen, welche fiir viele astronomische
Probleme von groBer Bedeutung ist. Durch die ersten drei Glieder der
Reihe (45) sei ein Naherungswert E, von E bestimmt. Es soll der genaue
Wert von E gefunden werden.
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Die Keplersche Gleichung liefert
M, =E, —esin L,

wo fiir den Teilwert M, von M der entsprechende Wert E, von E be-
kannt ist. Es wird verlangt, den wahren Wert von E, welcher dem Wert
M entspricht, zu bestimmen, wenn M von M, sehr wenig verschieden
ist. Der Winkel M ist eine Funktion von E und kann in der Form

M =M,+ A4 M, =f(E, + AE,)
geschrieben werden. Entwicklung nach der Taylorschen Formel ergibt
M=M, + 4 M, = {(Eo) + ['(Eo) 4 Ey + - -+
Da nach Definition M, = f(E,) ist, so wird diese Gleichung
46) M —My=fE)AE,+---=1 —ecosEy) AE, + ---

Die Glieder der Potenzen zweiten und héheren Grades konnen, da 4 E,
sehr klein, vernachldssigt werden?); folglich liefert Gleichung (46) fir
E, das Korrektionsglied

. M-—M,
(47) ABo= 1 eos sy’
Benutzt man jetzt die genaueren Werte E;, = E, + 4 E; von E und
M, — dieses nach der Keplerschen Gleichung berechnet — so erhilt
man ebenso als zweites Korrektionsglied

 M-M,
AE, = 1—¢cosE,

Dieses Verfahren laBt sich solange fortsetzen, bis man den Wert von E
mit der gewiinschten Genauigkeit bestimmt hat.?) Im Falle von Pla-
netenbahnen werden zwei Korrektionen fast immer hinreichend genaue
Ergebnisse liefern, fir gewohnlich wird aber schon eine Korrektion ge-
niigen.

97. Graphische Losung der Keplerschen Gleichung. Wenn die Exzen-
trizitdt groBer als 0.2 ist, gestaltet sich die obige Methode zur Auflosung
der Keplerschen Gleichung recht mithsam, weil alsdann die erste An-
niherung noch sehr ungenau ausfillt. Diese hohen Exzentrizititen tre-
ten im Falle von Doppelstern- und Kometenbahnen auf und erreichen
manchmal sogar den Wert 0.9. Im Falle von Doppelsternbahnen ge-

1) Wenn die Glieder hoherer Potenzen in 4 E, nicht vernachlaBigt werden,
konnte AE, als Potenzreihein M — M, dargestellt werden, von welcher das erste
Glied durch den Ausdruck (47) gegeben wire.

2) Wegen des Konvergenzbeweises fiir ein ahnliches, nur etwas miihsameres
Verfahren, siehe Appels Mécanique vol. I., p. 391.
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niigt jedoch fiir gewdhnlich eine Genauigkeit bis zu einem zehntel Grad.
In diesem Falle ist daher eine schnell ausfithrbare graphische Methode
von groBlem praktischen Wert.

In der Keplerschen Gleichung

E—esinE —M =0

ist M gegeben und E gesucht. In bezug auf ein rechtwinkliges Achsen-
system zeichnen wir die Sinuskurve und die Grade mit den Gleichungen

y =sink,
1
y=_(E—M).

Die Abszisse ihres Schnittpunktes ist gleich dem Werte von E, welcher
der Keplerschen Gleichung geniigt!), da sich diese durch Elimination
von y ergibt. Die erste Kurve ist die gewohnliche Sinuskurve, welche
ein fiir allemal gezeichnet werden kann; die zweite stellt eine Gerade
dar, die mit der E-Achse einen Winkel bildet, dessen Tangente gleich

%ist. Anstatt die Gerade wirklich zu zeichnen, geniigt es, ein Lineal

unter dem richtigen Neigungswinkel anzulegen. Hierfiir hat man ein
bequemes Verfahren.?) Man ziehe in dem Abstand 100 eine Parallele
zur E-Achse und versehe sie ebenfalls mit der Gradeinteilung; nun lege
man das Lineal an den Punkt M auf der E-Achse und an den Punkt
M + 100 e auf der Parallelen. Ist M so nahe an 180°, daB der Punkt
M + 100 E aus dem Diagramm herausfillt, so benutze man als oberen

1) J.J.Waterson, Monthly Notices, 1849—50, p. 160.
2) Dieses Verfahren riihrt von C. A. Young her.
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Anlegepunkt den Punkt M 4 50e auf der Parallelen im Abstand 50.
Wird M sehr nahe 180°, so werden die mittlere und exzentrische Ano-
malie sehr nahe gleich und fallen in M = 180° direkt zusammen.

98. Zusammenstellung der Formeln. Wir stellen jetzt die Formeln zur
Bestimmung der Polarkoordinaten bei gegebener Zeit in der Reihenfolge
zusammen, wie sie gebraucht werden.

_ k14 m
=5
M=nit—1T),
Ey=M +esinM +% sin2M,
(48) M,=E,—esinE,, .
M- M,
AEo_l—ecosE;’
E,=E + AE,,
1 — e3
r=a(1—ecosE)=‘llS_~e—(%s)i,;
hieraus folgt
__cosE—e
008y = _ecos B’
y1—etsinE
(49) Slnv_—T;GCOSE ’
_ (1— (4 cosE)
1+ cosv 1—ecosE °
__ (1+4+e(1—cosE)
1 —cosv == 1—ecosE ’

Die Quadratwurzel aus dem Quotienten, den man durch Division der
beiden letzten Gleichungen erhilt, liefert eine sehr bequeme Formel zur
Berechnung von v, ndmlich

1—cosv , v 1 + e
(50) o= teg =V iToteg:
Aus der letzten Formel in (48) und aus Formel (50) erhilt man die Polar-
koordinaten, wenn E bekannt ist.

99. Die Entwicklung von E in Reihen. Die gegebenen Formeln ge-
niigen zur Berechnung der Polar- und folglich auch der rechtwinkligen
Koordinaten fiir einen beliebigen Zeitpunkt. Fiir gewisse Untersuchun-
gen, wie in der Storungstheorie, ist es jedoch erforderlich, nicht nur fiir
E, sondern auch fiir die Polarkoordinaten Reihenentwicklungen bis zu
dem gewiinschten Genauigkeitsgrad aufzustellen.
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Die Anwendung der Methode von Lagrange in § 95 auf die Keplersche
Gleichung liefert E als eine Potenzreihe in e, deren Koeffizienten Funk-
tionen von M sind. Diese Methode wurde bereits zur Berechnung der
ersten Reihenglieder benutzt, nach ihr lassen sich aber auch eine be-
liebige Anzahl von weiteren Gliedern bestimmen. Sie ist sehr elegant
in der Praxis, nur bietet der Nachweis ihrer Zuldssigkeit Schwierig-
keiten. Keine Schwierigkeiten bietet hingegen eine direkte Behandlung
der Keplerschen Gleichung auf Grund mehr elementarer Betrachtungen.
Die Gleichung

M=FE —esinE

besitzt fiir M = jm,j = 0,1, 2, . . ., und beliebiges e die Losung E = j=.
Ferner wurde gezeigt, falls e kleiner als eins ist, daBl man fir alle Werte
von M eine eindeutige Losung in E erhilt. Fir e = o besteht fiir jedes
M die Losung E = M. Bestimmt man u durch die Beziehung

E—M=u,

so wird die Keplersche Gleichung

(51) u = esin (M + u),

so daB also  durch M und e ausgedriickt ist. Fiir alle Werte M == jz,
fir welche man die Losung u bereits kennt, 148t sich der Ausdruck

. u

" sin (M + u)

als konvergierende Reihe in % darstellen. Kehrt man diese Reihe um,
80 erhilt man u als eine Potenzreihe in e, deren Koeffizienten Funktionen
von M sind. Da u mit e verschwindet, so ist sie von der Form

(52) €=U e+ uye® +uzed 4 --.

Anstatt die Potenzreihe in % wirklich aufzustellen und sodann um-
zukehren, setzt man einfacher den Ausdruck (52) fiir  in die Beziehung
(51) ein und bestimmt die GroBen u,, u, . . . auf Grund der Bedingung,
daB das Ergebnis eine Identitit in e darstellen soll. Die Substitution fiir
die GroBe u liefert

Uye + uye? 4+ uzed 4 . . - =esin M cosu + e cos M sinu

=e sinM[l — (ule—{-g?e"---)’ + (ulei—!”')‘ —.. J

e

+e cosM[(ule et 4o — SM;‘!“_'X 4. ]

Durch Gleichsetzung der Koeffizienten gleich hoher Potenzen in e er-
gibt sich
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u, = sin M,
(53) l Uy = U, cos M = ;sin2M,
Uy =—Su2sin M + u, cos M = $sin8M — 5 sin M,

Aus diesen Gleichungen lassen sich leicht einige allgemeine Eigen-
schaften der Losungen herleiten. Aus (51) folgt, wenn fiir einen ge-
gebenen Wert M = M, die Lésung u = u, besteht, welche, wie man
weil, eindeutig ist, daB man far M = M, + 2 gz (j positive ganze Zahl)
ebenfalls die Losung u = u, erhilt. Das heifit: u ist eine periodische
Funktion von M mit der Periode 2 . Da dies fiir alle Werte e zutrifft,
so besitzt eine jede GroBe wu; fiir sich selber die gleiche Periodizitit.
Geniigen die Werte M, und %, der Gleichung (51), so gilt das auch von
den Werten — M, und — u,; also ist u eine ungerade Funktion von M,
und die GroBen wu; lassen sich durch die Sinus der Vielfachen von M
darstellen. Andert man das Vorzeichen von e und addiert in (51) & zu
M, so bleibt die Gleichung selbst ungeéindert; hieraus folgt, daB die
Ausdriicke fiir die Grofen u; nur die Sinus von ungeraden oder geraden
Vielfachen von M enthalten, je nachdem ihre Indizes ungerade oder
gerade sind.

Wir zeigen, daB die héchste Multiplizitit von M, die in dem Ausdruck
u; auftritt, gleich jM ist. Das allgemeine Glied (58) lautet

w; = sin M Py(uy, Uy, . . . ,u5_1) + €08 M Q;(uy, Uy, « « ., Ujy),

wo die GréBen P; und @, Polynome in %y, u,, . . ., 4;_, darstellen. Diese
GroBen miissen als Faktoren von ei—1 erscheinen. Die allgemeinen Glie-
der der Polynome P; und @, sind, abgesehen von Zahlenkoeffizienten,
die firr die vorliegende Betrachtung nicht in Frage kommen, gegeben
durch

P g k,
— yh . j—1 — k. k. j—1
Py=Up-Wp. . UIT, q= UL U U

Die Exponenten von uy, . . ., u;—, unterliegen der Bedingung, daf p, und
q; Faktoren von e;_, sein sollen. Zu dem Gliede u,, gehort der Faktor
e™ und folglich zu dem Gliede w, der Faktor em". Somit miissen die
Exponenten von u,, ... u;—; in den Ausdriicken fir p; und g; den Be-
ziehungen geniigen

i+ 2, +--- + G —1jj-1 =7 —1,

ky +2ky + -+ 4 (G — Dy =7 — 1.

Nun sei das hochste Vielfache von M in dem Ausdruck u,, gleich mM
firm =1,...,7 — 1, dann folgt aus den Ausdriicken fiir die Potenzen
der Sinusfunktion, daB das héchste Vielfache von M in dem Ausdruck

(54)
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u., gleich mnM ist. Ferner ist das hichste Vielfache von M in dem Aus-
druck fir das Produkt von zwei oder mehr Sinusfunktionen gleich der
Summe der hochsten Vielfachen von M, die die einzelnen Sinusfunk-
tionen enthalten. Folglich sind die hochsten Vielfachen von M in den
Ausdriicken p; und ¢; die Summen

et o+ 01 fimrs ka4 2k -+ G — 1) By,

welche nach (54) den Wert § — 1 haben. Nun folgt aus (53), daB p; mit
sin M und ¢, mit cos M multipliziert ist; somit ist das hochste Vielfache
von M in dem Ausdruck u; gleich /M. Das heif3t, die Ausdriicke u; sind,
je nachdem j gerade oder ungerade ist, von der Form

(55) {
U

Man kann leicht Kontrollgleichungen ableiten. Da E = M 4 u, so
hat man

oE cu U ou;
M 1+9M_1+ ettt ard T

u,, =+ a’" sin2M + - .- 4+ aPP sin2k M,
_ a(‘.’k+1) sinM 4 .- . 4 (2k+1) sm(Zk + )M

2h+1 1 T Ay

Andererseits folgt aus der Keplerschen Gleichung

¢E 1

oM~ 1—ecosE’

Fir M =0 ist E = 0, und man erhilt daher fir M = O

0E 1 )
a_le_:_e=1+e+32+...+eJ_+_...

(56)

Da also die Koeffizienten von e/ in dieser Reihe fiir alle Exponenten j
gleich eins sind, so bestehen fiir M = O die Beziehungen

OUsre __ "k)+4a121)+ +2ka(“)
(57) OUsp 41 (2k+1) (2k+1)
— Ay = @, 4+ 4+ 2k + ) =1.

2441

Diese Gleichungen bilden aber in simtlichen Fillen eine wertvolle
Kontrolle.

Aus (56) folgt

?*E _ —esinE ¢E = —esink
oM (1—ecosE2 oM (1 —e cosE)*’

¢M3~ (I1—ecosE) " (1—ecosE)s’

| ¢*E —ecos E 3e?sin?E
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Fir M = O ist die erste Gleichung identisch null, aus der zweiten erhélt
man

*E —e
IMPT (T—e)

—[etaer+ G+t T Dot

Folglich ergeben sich entsprechend den Gleichungen (57) die Be-
ziehungen

~3 .
( _%_11‘%’76 — zaaf;k)+43a(f’t) + o+ 2Ky a® l)
- 5 ..(2k+2)
o . @k—1)’
’(58) U u2k+1 13 (2A+1) 33 (’l‘+l) 2k 21\4-])
— T 01\13 - + I_ : + ( + ) 2k+1
(27~+3)
= 1 2 .2k

Diese Kontrollgleichungen sind von den Gleichungen (57) unabhingig.
Auf dhnliche Weise lassen sich Kontrollformeln aus den sdamtlichen Ab-
leitungen ungerader Ordnung von E nach M ableiten.

Die Gleichungen (57), (58) und die entsprechenden fiir die hoheren
Ableitungen von E sind linear in den GréBen a{’. Wenn also die An-
zahl dieser Gleichungen gleich ist der Anzahl der GroBen a!, so sind
diese eindeutig bestimmt, falls die Determinante aus den Koeffizienten
von null verschieden ist. Dies trifft aber in der Tat zu.

Zur Erlauterung setze man zundchst &k = 0. Dann liefert die zweite
Gleichung in (57) den Wert a{® = 1 und folglich w, = sin M in Uber-
einstimmung mit den Ergebmssen (68). Fir k =1 folgt aus der ersten
Gleichung (57) der Wert 2 a) = 1, woraus sich u, = § sin 2 M ergibt.
Will man die Gleichungen (57) und (58) gleichzeitig benutzen, so setze
man k = 1 in den zweiten Gleichungen (57) und (58). Dies liefert

(o + 3ap=1,

| a® + 2Tap = 1o
Hieraus folgt a® = —},aY = + 3§, in Ubereinstimmung mit den
Ergebnissen (53).

Fithrt man die Reihenentwicklung nach der Methode von Lagrange
aus oder nach derjenigen, welche soeben auseinandergesetzt wurde, so
ergibt sich fiir I bis auf Glieder der sechsten Ordnung in e die Ent-
wicklung
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E=M+esinM+%sin2M
+ 3,6—82, (8%sin3M — 8 sin M)

+ —ﬁ—s (43sin4M — 4 - 23sin 2 M)
(59) 4! 5.‘2.
+ 5—'6-2—‘ (5%sin5M — 5 - 3%sin3 M + 10 sin M)

+ g (655in6M — 6 - 4°sin 4 M + 15 - 25sin 2 M)
+

100. Die Entwicklung von 7 und v in Reihen. Die GroBe r 148t sich
nach der Methode von Lagrange durch die Grofen e und M ausdriicken,
indem man F(z) = cos E setzt und von der letzten Gleichung (48) Ge-
brauch macht. Dieses Verfahren hat freilich den Nachteil groBerer Um-
standlichkeit.

Aus der Keplerschen Gleichung folgt?)
oE esin E
ve  1—ecosE’

dM = (1 — e cos E)dE

und somit e%dM =esin EdE.
Das Integral dieser Gleichung lautet
X
0

(60) e [27aM =—ecosE +c,
5

welches die GroBle — e cos E in sehr einfacher Weise durch M ausdriickt,
wenn man in dem Ausdruck auf der linken Seite den in (59) explizit ge-
gebenen Wert von E einsetzt. Z. B. lauten die ersten Glieder

M
—ecosE:—c+g/[sinM+esin2M
0

+ 3e*(8sin8M —sin M) + - - .]dM
=—c¢—ecosM— j;e*cos2M — 2 e3(cos 8M — cos M) - - -
Die letzte Gleichung (48) und Gleichung (60) liefern fiir r die Reihe

r_

(61) - =1—ecosE=1—c—ecosM— jetcos2M--.

1) Das Verfahren dieses Paragraphen riihrt von MacMillan her.

Moulton-Fender, Himmelsmechanik 11
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Wie in Aufgabe 4 auf S. 147 gezeigt wurde, hat das Integral

2

fdM /1~c—ecosM—fcos2M+ :ldM
0

den Wert 2 (1 + % e?). Folglich enthalten die Koeffizienten von e3,
e4,... keine konstanten Glieder, und man erhilt fiur ¢ den Wert

—1e

Die Reihe fiir !- lautet bis zur sechsten Potenz von e

T =1-—ecosM—" (cos2M— 1)

2, o (3 cos 3M — 3 cos M)

(62) 3, 5 (4200s 4M — 4 - 22cos 2M)

4, 5 (53 cos5M — 5 - 33cos8M + 10 cos M)

5, 5 (64 cos6 M — 6 - 44cos4 M + 15 - 24 cos 2M)

Wir bestimmen jetzt die Reihe fiir v. Aus den ersten beiden Glei-

chungen (49) folgt i=r -

(l — e cos E)?
Hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf die Keplersche Gleichung
(63) dv = Vﬁ?(g%)dM

Die GroBe erhalt man sofort aus (59); quadriert und integriert man

den erhaltenen Ausdruck, so folgt, wenn man die GroBe )1 — e2 nach
Potenzen von e? entwickelt

v=M+2esinM + je*sin2M

+ Té(m sin3M — 8 sin M)

+ (108 sin 4 M — 44 sin 2 M)
(64)
+ g5 (1097 sin 5 M — 645 sin 8 M - 50 sin M)

+ 960(1223 sin 6 M — 902 sin 4 M + 85 sin 2 M)

+
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Ist e klein, wie im Falle der Planetenbahnen, so konvergiert diese
Reihe sehr rasch, tiberschreitet e den Wert 0.6627 . . ., so divergiert sie,
wie Laplace zuerst gezeigt hat, fiir gewisse Werte von M. Dieser Wert
von e wird im Sonnensystem nur im Falle gewisser Planetenbahnen iber-
schritten. Bei Storungsberechnungen fiir Kometen werden Entwick-
lungen dieser Art iiberhaupt nicht benutzt.

101. Direkte Bestimmung der Polarkoordinaten.!) Wie wir gesehen
haben, erfordert im Falle der elliptischen Bewegung die Bestimmung der
Koordinaten fiir einen gegebenen Zeitpunkt einen betridchtlichen Ar-
beitsaufwand. Die Frage entsteht, ob dies nicht zum Teil sich erklirt
aus der mittelbaren Art der Herleitung des Endergebnisses durch Be-
stimmung von E aus der Keplerschen Gleichung. Ferner entsteht die
Frage, ob die Koordinaten nicht bequemer direkt aus den Differential-
gleichungen gefunden werden konnten. Wir wollen zeigen, dafl diese
letztere Frage bejaht werden kann.

Die Gleichungen (16) lauten in Polarkoordinaten
d2r k*(1+4m) m _
{ (@) TR
d [ ,dv\
alra) =
Integriert man die zweite von diesen Gleichungen und eliminiert sodann
fld—q: , so ergibt sich

aw et =0

d*r h2+ ‘ 14+m) _
rzg—f=h=k1/(1+’m)a(1——e2).

Wir setzen den Wert fiir k2(1 + m), der aus der ersten Gleichung (48)
folgt, ein und gehen mittels der zweiten Gleichung (48) von ¢ zu M als
unabhingige Variable iiber; dann werden diese Gleichungen

d*r at (1 —e?)

65 ar +
(65) dv _ a® Vl —e
aM o

Die erste Gleichung (65) ist von der zweiten unabhingig und kann
daher fiir sich integriert werden. Sie wird erfiillt durch die Werte

1) Diese Methode wurde vom Verfasser zuerst in dem Astronomical Journal,
vol. 25 (1907) veroffentlicht.
11*
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r =a und e =0, die einen Kreis als Bahnkurve ergeben. Um die
elliptische Bahnkurve zu erhalten, setzen wir

(66) r=a (1 - QC),

wo ape die Abweichung der Ellipse vom Kreise darstellt. Wenn der
Planet im Perihel steht, so ist r =a (1 —e) und folglich ¢ =1 fiir
M = 0. Wenn der Planet im Aphel steht, ist r = a (1 + ¢) und folglich
o= —1 fir M ==n; o gehort also dem Bereich (—1--- -+ 1) an.

.. . . dr . do .
Fir M gleich null und = ist M und folglich IM gleich null.

Setzt man (66) in (65) ein, so werden diese Gleichungen

d%p e—e
at T =g = O
o _yi—e _

aM (l—gefgz

Da e kleiner als eins ist, und ¢ die Werte von — 1 bis + 1 annimmt, so
lassen sich die zweiten Glieder in diesen Gleichungen als konvergierte
Potenzreihen in e darstellen; dies liefert

dapte =g 2+ DI~ G+ Detle e,

B Y1 D+ 1)etes.

=0

(67)

Wie bewiesen, sind r und folglich g nach Potenzen von e entwickelbar.
Dies ergibt sich auch aus der Form der ersten Gleichung (67) und den
allgemeinen Sdtzen tiber Differentialgleichungen. Somit liBt sich g in
der Form

(68) 0 =00+ 016+ ga€®+ -+

schreiben, wo g, 01, @2, - - - noch zu bestimmende Funktionen von M
sind. Da fiir alle e kleiner als eins g eine periodische Funktion mit der
Periode 2 ist, so bildet jedes g, fiir sich eine Summe von trigonometri-
schen Funktionen. Ferner ist p eine gerade Funktion von M, da die
Bewegung zur groen Achse der Bahn symmetrisch erfolgt und M den
Wert null hat, wenn der Planet im Perihel steht. Das gilt fiir alle Gré8en
e, fir welche die Reihe konvergiert, und folglich stellt jedes g, eine
Summe von Kosinusfunktionen dar.

Vorzeichendnderung von e bedeutet Wechsel des Koordinatenanfangs
nach dem anderen Brennpunkt der Ellipse. Folglich bleibt der Wert
von r ungeéndert, wenn man das Vorzeichen von e éndert und & zu M
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hinzuaddiert; aus (66) ergibt sich daher, daf§ die GroBe o alsdann ihr
Zeichen wechselt; da dies wiederum fiir alle Werte e gilt, fir welche die
Reihe konvergiert, so haben wir

0;(M)e? = — g;(M + 7) (— e)’.

o; ist daher eine Summe von Kosinusfunktionen, deren Argumente
fir ungerades § gerade und fiir gerades § ungerade Vielfache von M
darstellen. Beachtet man die Gleichungen (66) und (68), so erkennt
man, daf wir hiermit zu demselben Ergebnis wie in § 100 gelangt sind.

Aus den Eigenschaften der Grofle g; und der zweiten Gleichung (67)
148t sich leicht folgern, dafl sich v als eine Reihe von der Form

(69) v =10, + V€ + vye% + .-

darstellen 148t, und daB jedes v; ( > 1) eine Summe von Sinusfunktionen
ganzer Vielfacher von M bildet. Eine ins einzelne gehende Diskussion
lehrt, dafl v; fiir gerades § eine Summe von Sinusgliedern gerader und
fiir ungerades § eine Summe von Sinusgliedern ungerader Vielfacher
von M wird.

Die Losung 148t sich ohne Schwierigkeiten auf direktem Wege her-
leiten. Substitution von (68) in die erste Gleichung (67) ergibt

[33\3‘;—'_:_2‘04;8_}‘;]9‘22 +"':|+[90+916+9262+---]
= [1 — 3g¢%]e + [Boo — 6001 — bes"Je* +

Setzt man die Koeffizienten gleich hoher Potenzen auf beiden Seiten
gleich, so folgt

d2
(@) gpp+e0=0,
d*e, . 2
(70) (b) dMe2 +o01=1—30

da: 2 ¢ ¢
(©) Jims ™+ 02 = 80o(1— 20, — 20¢?),

\

Die Gleichungen (70) kénnen in der angegebenen Reihenfolge inte-
griert werden. Jeder Schritt fiihrt zu zwei Integrationskonstanten, die

sich aus ¢ =1 und gﬂ% =0 fiir M = 0 bei beliebigen Werten e be-
stimmen lassen. Aus (68) folgt fiir diese Bedingungsgleichungen

0(0) = 04(0) + 0,(0)e + 2(0)e* + - - - =1,

do deo de: d@z .
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wo die Ableitungen der zweiten Gleichung fiir den Wert M = 0 gelten.
Da diese Gleichungen in e identisch erfillt sind, so ergibt sich

1) 0,(0)=1, (00 =0, ,(0)=0, ey
7 dgo do, do,
am=% =% au=0

Gleichung (70a) hat (§ 32) die allgemeine Losung
0o = @y cos M + by sin M,

wo a, und b, die Integrationskonstanten sind. Aus (71) folgt ay =1,

by = 0 und somit 00 — cos M.

Die Beziehung b, = 0 folgt auch aus der allgemeinen Eigenschaft, daf
die GroBe g, nur Kosinusfunktionen enthalten.

Setzt man den Wert von g, in die Gleichung (70 b) ein, so wird diese
Gleichung do,

apte= — 3 — 3 cos2M.

Diese Gleichung 148t sich nach der Methode der Parametervariation
losen (§87). Da jedoch derjenige Teil der Losung, welcher von dem
Ausdruck auf der rechten Seite herriihrt, mit diesem in der Form iiber-
einstimmt, so benutzt man einfacher die Substitution

0, =a,c08 M +b;sin M + ¢, +d,cos2M,
wo ¢, und d, die Differentialgleichung erfiillen miissen. Dies fiithrt zu
der Losung o1 =a;c08 M + by sin M —% + % cos 2M,

welche die allgemeine Losung darstellt, da sie zwei willkiirliche Kon-
stanten @, und b, enthilt. Bestimmt man a, und b, durch (71), so erhalt

o; den Ausdruck 0, = —%+%cos2M.

Mit den fiir gy und p, gefundenen Werten wird Gleichung (70 c)

d2
(—“&’;-{—@2 =—38cos3M,

hieraus folgt die allgemeine Losung
Q2 = @y 08 M + by sin M + § cos 8 M.

Bestimmt man a, und b, durch (71), so ergibt sich schlieBlich fiir g,
der Ausdruck 0y = & (— cos M + cos 8M) .
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Dieses Integrationsverfahren 1aBt sich beliebig weit fortsetzen. Man
gewinnt aus den erhaltenen Resultaten die Beziehungen

T=1—ge=1—(0+eietee®+--")e
=1—ecos M — Le?(cos2M —1) — 3e*(cos8M —cos M) . . .,

welche mit (62) iibereinstimmen.
Setzt man die Werte fir g, 9,, . . . in die zweite Gleichung (67) ein,
so ist das Resultat

m_l—{-ZecosM—l— e? cos 2M + -

und das Integral dieser Gleichung lautet
v=c¢+ M-+ 2esin M + fe2sin2M . ..

Da v = 0 fir M = 0, so ist die willkiirliche Konstante ¢ selber gleich
null. Man erhilt daher wieder die Formel (64).

Die hier entwickelte Methode besitzt vielleicht fiir dieses spezielle
Problem keine besonderen Vorziige gegeniiber der auf der Losung der
Keplerschen Gleichung beruhenden. Andert man jedoch ein wenig die
Bedingungen des Problems, indem man z. B. additive Glieder hinzu-
fiigt, herrithrend von der Abplattung eines Planeten, in dessen Aquator-
ebene die Bewegung erfolgt [Kapitel IV, Gleichungen (30)], so verliert
die Keplersche Gleichung ihre Giltigkeit, womit die von ihr abhingige
Methode selber hinfillig wird, wihrend die in Rede stehende Methode
dieses Paragraphen sich ohne Anderung anwenden 148t, abgesehen von
den numerischen Werten der Koeffizienten, die durch die additiven
Glieder bestimmt sind. Jedoch bewirkt das Auftreten weiterer Glieder
in den Differentialgleichungen eine Anderung der Periode, falls iiber-
haupt eine penod1sche Bewegung vorhegt um die Periodizitdt explizite
darzustellen, sind im allgemeinen einige Anderungen in den Methoden
zur Bestimmung der Integrationskonstanten erforderlich. Diese Methode
der Reihenintegration ist typisch fir diejenigen, welche in der Stérungs-
theorie und den schwierigeren Teilen der Himmelmechanik Anwendung
finden; aus diesem Grunde sollte man sie vollkommen beherrschen.

102. Ortsbestimmung fiir hyperbolische Bahnkurven. Zwischen den
beiden Problemen der Ortsbestimmung fiir elliptische und hyperbolische
Bahnkurven bestehen enge Analogien. Aus der Polargleichung der
Hyperbel a(e?—1)

"= 14 ecosv’

wo a die groBe Halbachse und ¢ ihre Exzentrizitit bedeutet, ergibt sich,
daB im Falle einer hyperbolischen Bahnkurve » nur die Werte von

1\ ,. 1
— m -+ arc cos (E) bis + = — are cos (;) annehmen kann.



168 V. Das Zweikorperproblem

Fiir den Flichensatz und die lebendige Kraft erhilt man in diesem

Fall
e r¥_ YT+ maE —1),

(72) . .
() + (8 = 242

Elimination von v aus diesen Gleichungen fiihrt zu

rdr
G
wo Yy = kvrﬂ.
a?

Diese Gleichung 148t sich sofort mit Hilfe von Hyperbelfunktionen inte-
grieren; man tut jedoch besser, zuerst eine HilfsgroBe F' einzufiihren,
welche der exzentrischen Anomalie fiir elliptische Bahnen entspricht.
Wir setzen

(78) a—{-r:%f(e‘”-}-e-"):aa cosh F' ;
dann ist
vdt = {—1 +—26—(eF+e"F)}dF =[— 1+ ¢ coshF]dF.

Diese Gleichung besitzt das Integral
(74) M=v»t—T)=—F+5 (" +e¢F)=—F+esinhF,

welches ¢ liefert, wenn F bekannt ist. Die umgekehrte Aufgabe der
Bestimmung von F bei gegebenemy (¢ — T')ist schwieriger. Die schnell-
ste Methode bestiinde im allgemeinen darin, einen Néherungswert von
F durch gewisse graphische Verfahren zu finden und sodann einen ge-
naueren Wert durch differentielle Korrektionen. Der Wert von F, der
(74) geniigt, ist die Abszisse des Schnittpunktes der Geraden

und der hyperbolischen Sinuskurve

F -F
y = f——éf-— = ginh F.

Die differentiellen Korrektionen koénnen analog denjenigen fiir ellip-
tische Bahnkurven berechnet werden.
Aus (78) und der Polargleichung der Hyperbel folgt

=) — q[— 1+ ¢ cosh F]
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und aus dieser Gleichung

e +1 1(F - F -
tg v—= i_+_1 -l/—l +“_‘(e "}‘e ) _ &
? Ve_l VHi+i(F e Ve

Dies ist eine bequeme Formel fiir die Berechnung von v, wenn F' ge-
funden ist.

103. Ortshestimmung fiir elliptische und hyperbolische Bahnen, wenn
e nahe gleich eins ist. Bei dem Problem der Ortsbestimmung fiir ellip-
tische und hyperbolische Bahnen, wenn e nahe gleich eins ist, beruhten
die frither gegebenen analytischen Losungen auf Reihenentwicklungen
nach Potenzen von e. Wenn e grof ist, wie fiir gewisse Bahnen peri-
odischer Kometen, hort die Konvergenz auf oder ist so schlecht, da
die Methode unbrauchbar wird. Das graphische Verfahren vermeidet
hingegen diese Schwierigkeit.

Um im Falle ¢ nahe gleich eins eine brauchbare analytische Losung
zu finden, machen wir die Entwicklung fiir elliptische Bahnkurven nach

41 F
— tgh ‘9"

Potenzen von 1 _'Z. Wir gehen dabei aus von dem Fliachensatz und der
Polargleichung der Bahnkurve, welche wir als Ellipse annehmen.

v

Setzen wir ] w=tg o,
1—e
2= ife

so wird der Flichensatz

nylde ,  (1+w?
2(1_6)%d (1+Aw2)=dw'

Wenn A sehr klein ist, 1iB8t sich der Ausdruck auf der rechten Seite
in eine rasch konvergierende Reihe nach 4 fiir alle Werte von v nicht zu
nahe an 180° entwickeln. Da die periodischen Kometen in der Néhe
des Aphels stets unsichtbar sind, so wird selten Gelegenheit sein, die
Losung in dieser Gegend zu beobachten. Fiithrt man die Entwicklung
nach A aus und integriert, so ergibt sich

1
.’f‘._(l_‘}‘e)”(t_T) —w4 (YL
(15 20— o =243 +%)
ws w? w? w?
+3}“2(5 + 7)_423(7 + 9‘) +-
Wenn die Bahnkurve eine Parabel darstellt, so ist ¢ =1 und A =0,
und diese Gleichung reduziert sich folglich auf (82), d. h. auf eine kubische
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Gleichung in w. Da der Perihelabstand fiir eine Ellipse ¢ = a (1 —e)

und n = —k;} ist, so folgt
@ nylte kYite
2(1_3)% 2q%

Es soll der Wert von w fiir ein beliebiges ¢ gefunden werden. Wenn
die Exzentrizitdt gleich eins wird, so erhilt, da der Ausdruck auf der
linken Seite denselben Wert annimmt, Gleichung (75) die Form

(76) BLE 1y =W 4 3w,
2q%

wo W die Tangente der halben wahren Anomalie fiir die sich ergebende
Parabel bedeutet. Aus dieser Gleichung a8t sich W mit Hilfe von
Barkers Tafeln oder aus den Gleichungen (33) bestimmen. Wenn W
gefunden ist, kann man W als Potenzreihe in 4 darstellen, deren Koeffi-
zienten Funktionen von W sind. Setzen wir nimlich

77 W=ag + @, A + ayA® + azA® + - --

und fiithren diese Entwicklung fiir w in dem ersten Ausdruck (75) ein,
welcher dem rechten Ausdruck (76) gleich ist, so ergibt sich

ws a®
W+ 35 = % + ”9(:‘ + [a; + ag*a, — §a,® — ap®]4
+ [az + ag*ay + a4a,® — 2a5%a; — 2a4ta; + 3 ag® + 3 a,7]A
3
+ [as + ap2a; + 93‘— + 2a4a 0, — 20420, — 2a4ta, — 2a,a,2

— 4a*a,® 4 Basta; + Bala, — Fa,7 — 2a,2]A°
€ .

Diese Gleichung stellt eine Identitit in A dar, so daB also die Koeffi-
zienten gleich hoher Potenzen von A gleich sind. Folglich erhalten wir

ao® A
ao+"§"=W+T,

ar(1 + a®) = 30 + Zay5,

ax(1 + ag®) = — aga,® + 2a42a; 4 2a,2a, — 2a® — 3ay,
3
az(1 + a,%) = — %— + 2ay2ay 4+ 2a,tay + 2a40,.% + 4a,2a,?

4 4
— 2a¢a;a, — 3agta; — 8agta; + Fa,” + §ad,
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Von den drei Losungen a, ist nur eine reell. Benutzt man die reelle
Wurzel, so folgen die Werte

Ay = W’
. i ws 4 i Ws
W= TIwE
g — VR AR W W
: L+ wey ’
o = W BRWE A T W+ s W s T
: (1+ W ’

Setzt man diese Werte in (77) ein, so ist die Tangente der halben wahren
Anomalie bestimmt. Das erste Glied liefert den Wert, der sich im Falle
einer parabolischen Bahn ergeben wiirde, da die anderen Glieder fiire = 1
verschwinden. In der Reihe (64) ist das erste Glied auf der rechten
Seite die wahre Anomalie, wenn die Bahnkurve ein Kreis ist, so daBl die
hoheren Glieder die Korrektionen zur Kreisbewegung liefern. In der
Reihe (77) ist das erste Glied auf der rechten Seite die Tangente der
halben wahren Anomalie, wenn die Bahnkurve eine Parabel ist, so daB
die hoheren Glieder die Korrektionen zur parabolischen Bewegung
liefern.

Diese Gleichungen lassen sich in derselben Weise auf hyperbolische
Bahnkurven anwenden, fiir welche die Exzentrizitit nahe eins ist, wenn
an Stelle von 1 —e und 1--e durchweg e —1 und &+ 1 gesetzt
wird, wo ¢ die Exzentrizitit der Hyperbel bedeutet.

XYV. Aufgaben.
1. Man zeige, daB eine sehr schnelle annihernde Lésung der kubischen Gleichung
(32) in tgg durch graphisches Verfahren moglich ist.

2. Man entwickle die Gleichungen fiir die differentiellen Korrektionen (Aufgabe 1)
zu den nach der graphischen Methode ermittelten Néherungswerten. Man mache
eine Anwendung auf einen besonderen Fall und verifiziere das Ergebnis.

3. Fiir die Werte ¢ = 0,2 und M = 214° bestimme man die GroBlen E,, M,,
E, M, E, M,.

Lésung:

E,=208°39"16".6, M,= 214°8'58".6; E,=208°31"38"4,
M, =218°59 59".8; E, = 208°31’38".6, M,=214°00"00".

4. Man zeige mit Hilfe der zur Losung der Keplerschen Gleichung benutzten
Kurven, daB die Lésung fiir alle Werte von ¢ < 1 und M eindeutig ist.

5. Durch die Gleichung (50) sind die Quadranten fiir die Winkel nicht bestimmt;
man kann jedoch zeigen, da8 die entsprechenden Werte von v und 3 E stets
in demselben Quadranten liegen.
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6. Man driicke die rechtwinkligen Koordinaten & = r cos v, y = r sin v durch
die exzentrische Anomalie aus und ferner mit Hilfe der Entwicklungsformel von
Lagrange durch die Grofe M.

Loésung:

T e e?
P cosM + 3 (cos2M — 8) 4 5158 (8 cos 3M — 3 cos M)

3
+ —?;f—2»3(4a cos4M —4 - 22 cos 2M) + - -

2
%=sinM+§sin oM + '62,(32 sin M — 15 sin M)
e? . .
J,—Z!wz—a (4*sin4M —10-23s8in2M) - - - -

7. Man zeige, daB3 die Eigenschaften von E als Potenzreihe in e, welche im
§ 99 aufgestellt wurden, auch aus der Entwicklung von Lagrange folgen.

8. Man leite die ersten drei Glieder der Reihe fiir r nach der Formel von Lagrange
ab.

9. Man gebe eine geometrische Deutung von F' (§ 102) an, entsprechend der-
jenigen von E fiir eine elliptische Bahnkurve.

10. Man driicke v als Potenzreihe in e nach einer analogen Methode zu der in
§ 103 benutzten aus.

11. Man zeige, daB derjenige Zweig der Hyperbel, welcher nach der Sonne zu

konvex ist, wihrend einer rein imaginiren Zeit beschrieben wird.
12. Man fiige auf den rechten Seiten der Gleichungen (16) die Glieder
_3 20,2 % 8 202 Y
1—0(1 + m)b2e, - und — 10(1 -+ m)be, w

hinzu, welche von der Abplattung des Zentralkorpers herrithren (Gleichungen 30,
Kapitel IV), wo e, die Exzentrizitit eines Meridianschnittes bedeutet, und integriere
die so entstandenen Gleichungen nach der Methode von §101.

104. Bestimmung der heliozentrischen Koordinaten im System der
Ekliptik. Zur Bestimmung des Ortes eines Korpers auf seiner Bahnkurve
hat man fiir die verschiedenen auftretenden Félle besondere Methoden
aufgestellt. Es sollen jetzt die Formeln zur Ortsbestimmung in bezug
auf verschiedene Koordinatensysteme abgeleitet werden. Der Ursprung
wird zundchst in dem Korper fest angenommen, auf welchen die Bewegung
des anderen bezogen wird. Die meisten Anwendungen betreffen das
Sonnensystem mit dem Ursprung im Mittelpunkt der Sonne; in diesem
Falle spricht man von heliozentrischen Koordinaten.

Die Ortsbestimmung im Sonnensystem geschieht fiir gewohnlich auf
Grund des Ekliptikal- oder des Aquatorials<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>